4. Systemen, automaten
en grammatica’s”

1. Systemen
1.1. Inleiding

Met de bestudering van steeds ingewikkelder vraag-
stukken, of deze nu afkomstig zijn uit de¢ fysica of
techniek; de fysiologie, de biologie of de genceskun-
de; de economie of de management; de psychologie
of de sociologie. is er een groetende tendens ontstaan
naar specialisatie in elk van de vakgebieden. Dit leidt
enerzijds tot een zeer diepgaande kennis in het on-
derhavige vakgebied. anderzijds brengt het met zich
mee cen steeds moeiljker wordende communicatie
tussen de aldus gevormde specialisten. De noodzaak
van deze communicatie is echter met de veelal sterk
multidisciplinair gerichte vraagstukken van stceds
groter wordend belang. Een algemeen systeemtheo-
retische aanpak beoogt deze multidisciplinaire bena-
dering mogelijjk te maken, immers, bij elk weten-
schappelijk onderzoek kan men steeds cen drietal
belangrijke fasen herkennen.

— Het bestuderen en formuleren van het problcem
in de werkelijkheid; dit leidt tot het opstellen van
cen model.

— Het uitwerken van het model: het nagaan hoe het
model zich gedraagt; en het onderzoeken voor welke
invloeden en/of factoren het model gevoelig is, zodat
het model een voorspellende waarde verkrijgt.

— Het interpreteren en vertalen van de modelresul-
taten naar de werkeljkheid.

De systeemtheorie kan voor zeer veel vakgebieden
worden beschouwd als een universeel gerecdschap
— een hulpwetenschap — die het mogelijk maakt
op systematische wijze problemen te f'ormu]eren, en
te helpen oplossen. Alvorens in te gaan op wat men
mag verwachten als bijdrage van de systeemtheorie
in de psychonomie, is het noodzakelijk eerst een
aanvaardbare definitie van een systeem te geven. Dit
is geenszins eenvoudig daar bij alle in de literatuur
gegeven definities wel aan een specifieke discipline
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wordt gedacht. Heel algemeen kan gesteld worden
dat een systeem cen deel van de werkeljkheid 1s,
afgezonderd van zyn omeeving, en daarmee al dan
niet relaties onderhoudende. De omgeving Kan daar-
bij het systeem beinvloeden en vice versa het systeem
de omgeving. De keuze van de systeemgrenzen zijn
daarbij volledig arbitrair, zij worden bepaald door het
door de onderzoeker gestelde doel. De systeemtheorie
kan nu de volgende bijdragen, van belang biy de mo-
delvorming, opleveren.

— Methoden om systemen van zeer uiteenlopende
aard op overeenkomstige wijze door middel van mo-
dellen te beschrijven, en dus het herkennen van ana-
logieén.

— Methoden voor de analyse en identificatie van
systemen en voor de bestudering van de wisselwer-
king tussen systeem en omgeving.

— Classificatie van systemen, van de wisselwerking
fussen systeem en omgeving, alsmede de definiéring
van de daarbij behorende eigenschappen.

Opgemerkt dient te worden dat de systeemthceorie
van groot nut is by het opstellen van modellen. Uit
deze modellen, gebascerd op ingangs-uitgangsbetrek-
kingen kan veel inzicht verwacht worden ten aanzien
van de structuur en het dynamisch gedrag van het te
onderzoeken systeem.

1.2. Algemene svsteembeschrijving

Een nadere precisering van het begrip systeem kan
als volgt worden acgeven. Een systeemn is een ten aan-
zien van zijn omgeving afgezonderd gedacht geheel,
waarbinnen een zekere ordening heerst, en dat even-
tueel een zekere wisselwerking met zijn omgeving
onderhioudst.

De wisselwerking fussen een systeem en zjjn omge-

* De samenvatting over de systeemleer is geschreven door
H.G. Stassen, het deel over automateri en grammatica’s is
opgesteld door W.J.M. Levelt.
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ving komt tot uiting in de zogenaamde ingangsgroot-
heden en uitgangsgrootheden; de omgeving bein-
vioedt het systeem door ingangsgrootheden, terwijl
het systeem op zijn beurt de omgeving beinvloedt
door uitgangsgrootheden. Worden de grootheden als
functic van de tijd bestudeerd, dan worden deze
meestal als signalen aangeduid. De ingangssignalen
worden onderverdeeld in stoorsignalen, de niet bein-
vloedbare, en stuursignalen, de wel beinvloedbare
signalen. De meest gebruikelpke nomenclatuur op
het gebied van de systeemtheorie kent aan de stuur-
signalen, aan de stoorsignalen en aan de urtgangssig-
nalen respectievelijk de notaties u(z), v(t) en y(¢)
foe.

stoorsignaal v(t) beginconditie y(t ) ¢

ingangs - :_5"““"‘ v (t) v (t) 1—\

signaal J \ r.lftnl P Jrzftn} ,u,-ltgnnglg .
' 5tgnodgd
u{t]: o\t) —1- it ) ——1—— Jyit : yit)
systeem "™ systeem 2 -
|+ I
| l
| I
e e e e e e o — — — —————— — — — A

Figuur 1. Een voorbeeld van cen systeem met stuursignaal
uft), stoorsignaal v(t), uitgangssignaal y(t) en beginconditie
v(to) De in de figuur gebruikte notatie is in de systeemtheo-
rie de meest gangbare.

Een systeem kan nu worden voorgesteld (figuur 1)
als een blok met ingangssignalen w(7) en v(f) en met
uitgangssignaal v(¢); tussen uitgungssignaal y(¢) ener-
zijds en ingangssignalen u(f) en r(¢) anderzyds be-
staat een vast verband, hetwelk de basis vormt voor
de classificatie van systemen. De beginconditie 3(¢y)
(de conditie waarin het systeem zich bevindt voor-
dat het ingangssignaal is aangeboden) wordt aan het
uitgangssignaal y(¢) tenslotte toegevoegd.

Een in dit Kader van dit boek belangryke groep
systemen 1s de groep van causale systemen,; hier-
onder wordt verstaan de groep van systemen, waar-
van het uitgangssignaal het gevolg 1s van een aange-
boden mgangssignaal. Het uitgangssignaal wordt dan
de responsie van het systeem genoemd.

1.3. Signaaltbeschrijving

Zonder verlies aan algemeenheid kan het beschrijven
van systemen worden teruggebracht tot het beschrij-

ven van signalen en het bepalen van hun onderlinge
relaties. Immers het ingangssignaal aangeboden aan

het systeem wordt hierdoor omgezet in een uit-
gangssignaal; het systeem voert een operatie op het
signaal uit. Het 1s derhalve noodzakeljk eerst op
de beschrijving van de verschillende signaaltypen in
te gaan.

1.3.1. Indeling van signalen
De wijze waarop signalen kunnen worden beschreven
zal van g'f-:val tot geval sterk verschillen, deze 1s sterk
afthankelijk van de eigenschappen van het signaal
waarin men geinteresseerd is. Een indeling naar hun
specificke cigenschappen Kan als volgt gegeven wor-
den. '
— Deterministisch versus niet-deterministisch of sto-
chastisch: Een deterministisch signaal x(t) is een
functie waarvan de grootte voor elke waarde van ¢
eenduidig is vastgelegd. Een niet-deterministisch of
stochastisch signaal X(t) i1s een signaal waarvoor een
dergelijke eenduidige relatie niet bestaat; van dit sig-
naaltype kunnen slechts statistische eigenschappen
worden gegeven, zoals de verdelingsdichtheidsfunc-
ties of de daaruit afgeleide momenten (de notatie
x(t) duidt op een stochastisch signaal, het signaal
x(#) is deterministisch) (figuur 2).

L.

x(t) x{t)=Alsinwt+2sm2Zwt)
x{t) x{t)=niet-deterministisch

Figuur 2. Een voorbeeld van een deterministisch en een
stochastisch signaal

— Continu versus bemonsterd: In het geval van een
continu signaal is het signaal voor alle waarden van ¢
gedefinieerd; voor dat van een bemonsterd signaal
is het alleen voor zekere tijdstippen gedefinicerd
(figuur 3).

— Analoog versus gekwaiitiseerd en binair. Een sig-
naal wordt analoog genoemd als de amplitude van
het signaal op een zeker interval in principe een on-
eindig aantal waarden kan aannemen. Een signaal
wordt gehwantiseerd genoemd als de amplitude op
een zeker interval slechts een eindig aantal waarden

101




kan aannemen. In het bijzondere geval dat het sig-
naal twee waarden kan aannemen wordt het signaal
binair genoemd (figuur 3).

contrnu ‘ hemonsterd I

VA /\/\ / x{t}nW 4
\ S —~t \/ —1
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Figuur 3. Indeling van signalen; in dit voorbeeld zijn de
signalen om een gemiddelde nul getekend.
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— Periodiek en niet-periodiek: Een signaal x(f) 1s
periodiek met een eindige periode T indien geldt dat
x()=x(t+T) voor alle ¢ (figuur 4). Een niet-periodiek
signaal voldoet hier niet aan; het signaal kan worden
opgevat als een periodiek signaal met een oneindig
grote periode T.

x(t)

oo

niet-pericdiek signgol

-- periodiek sigqnaal

I-_"__'I

Figuur 4. Voorbeeld van een periodiek en een niet-periodiek
signaal,

1.3.2. Signaalontbinding in deelsignalen: de fourier-
reeks

In het kader van deze paragraaf is een onderscheid
in deterministisch en stochastisch het belangriykst.
De beschrijving van deterministische signalen kan
immers eenvoudig als functie van de tijd geschieden;
veel wordt gebruik gemaakt van sinusvormige, sprong-
vormige, éénparig stijgende of impulsvormige signa-
len (figuur 5). Nu kan elk deterministisch signaal
worden benaderd door de som van een eindig of on-
eindig aantal deelsignalen (figuur 6a). Het nut hier-
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Figuur 5. Enkele voorbeelden van veel gebruikte determinis-
tische signalen.

van zal blijken bij de behandeling van de belangrijk-
ste groep systemen, nameljk de lineaire systemen.
Voor deze klasse van systemen geldt dat de respon-
sie Op de som van een aantal ingangssignalen gelyk
is aan de som van de responsies van het systeem op
elk van deze ingangssignalen afzonderlijk. Dit houdt
dus in dat indien de responsies van een systeem op
de deelsignalen bekend zijn de responsie van elk
willekeurig deterministisch signaal door sommatie te

G), ®
signcal x(t) | [benodering X (t)
x{t)
} ! -~
verschil signoal = x{t) - X {t)
i model van x(t) | | _ [minimaliseer
definieer criterium J{C..C.......C N N criterium
' D H} | x(t:’:i ¢ u (t} 3
k=0 ac, ' fy Ry
2y : i
minimoaliseer naar ':I-t'&ﬂk CO*ET"":N — — j
Q N -
3 e L Y
I bepoal cn,cr-...,cm |

Figuur 6. Het ontbinden in deelsignalen.

verkrijgen is. Het ontbinden van een signaal in deel-
signalen kan ook gezien worden als het opstellen
van een model van het signaal, waarvan na bepaling
van de structuur van de deelsignalen een aantal on-
bekende parameters moet worden bepaald (figuur
6b). De procedure voor de signaalontbinding ver-
loopt als volgt. Veronderstel dat het signaal x(r) kan
worden benaderd door de som X (¢) van een aantal
vooraf gekozen deelsignalen u(t), elk voorzien van
een coéfficiént ¢, waarvan de grootte onbekend is:

. N
x(t)= 2 cpui(1). [1]
k=0
Veronderstel verder dat geéist wordt dat de benade-
ring op het tijdsinterval [#, ,t, ] volgens onderstaande
criteriumfunctie J wordt bereikt:
ti
= [ 1x()=- ) 1Pw(e) dt. 2]
De benadering ¥(¢) van x(¢) wordt optimaal genoemd
indien het criterium J voor Y(f) een minimum be-



reikt. De in het criterium voorkomende functie w(¢)
wordt een weegfunctie genoemd: de vorm van deze
functic bepaalt welk deel van het verschilsignaal
x(£)—Xx(t) op het beschouwde interval [f,,7, ] wordt
meegewogen. De in het criterium voorkomende ex-
ponent bepaalt de bijdrage van het verschilsignaal op
de criteriumwaarde. In verband met de eenvoud van
de mathematische afleidingen wordt in de praktyk
bijna altiyd p=2 gekozen, dat wil zeggen dat met een
kwadratisch criterium wordt gewerkt. De optimale
benadering x(¢) van x(¢) wordt nu verkregen door de
partiéle afgeleiden van J naar elk van de parameters
¢, gelyk aan nul te stellen, er volgt dan:

[

:f [x(t) — !_go cuy (1)) uy (Hw()dt =0;

k=0.,1.....N. [3]

Uit de normaalvergelijkingen [3] kunnen in principe
de coéfficiénten ¢, worden opgelost. Veel reken-
werk kan voorkomen worden door een verstandige
keuze voor u,(f) en w(t) te doen, en wel een zo-
danige dat geldt:
II
f up (Hu, (Hw(t)det = 0 voor k #+1 . 141]
& = d, voor k=1,

|

waarin d; een constante is. Uit de normaalvergelij-
Kingen volgt dan direct dat geldt:
'r'l

c, = — f x(t) u, (1) w(t) dt. 5]
:
d’\. ]

Functies u, (#) waarvoor vergelijking [4] geldt, met
w(t)=1, worden orthogonaal op het interval [t,,t; |
genoemd.

Er zyn vele functies die aan deze eisen kunnen
voldoen, doch de meest toegepaste ontbinding in
deelsignalen is ongetwijfeld de ontwikkeling in de
zogenaamde fourierreeks. Deze reeks is gebaseerd
op trigonometrische functies: de sinus en cosinus.
Stel nu dat een gegeven signaal x(#) op het eindige
tijdsinterval [fq,fo+7] wordt benaderd door Xx(¢),
dan geldt voor de fourierreeks:

Py = X

A [a;, coskwt-Fby sinkwt | 6]
[ =0

waarin w = 2w/T. Uitwerking van de geschetste
procedure levert voor p=2, w(t)=I
= a; COSkwit+b, sinkwt:

S
>
|
~| o
~

cn Cklfk(f_):

x(t) coskwt dt voor k=1,2, ..., }7]

0

to+T

f x(t) sinkwt dt voor k=1,2, ...

2
b, g
K U

Met de aldus bepaalde coéfficiénten a; en b; kan de

fourierreeksontwikkeling [6] worden uitgewerkt.

Zonder 1n te gaan op de bewisvoering kunnen on-

derstaande eigenschappen van de fourierreeks wor-

den afgeleid.

— De coéfficiénten a; en by zijn alleen afhankelijjk

van k.

— In de keuze van het interval [fg,fo+7] 1S het be-

gintijdstip g niet van belang.

— Uitbreiding van de benadering Xx, (), gebaseerd
op de sommatie van N termen, tot x, ., (¢) leidt tot

een lagere critertumwaarde, dus Jy , <y

— De benadering X, (f) zal voor N== een exacte
weergave van de te beschrijven functie x(7) geven,

dus geldt jl\'i,m Jn=0 en L}m it (1)

De volgens formule [6] gegeven fourierreeksontwik-
keling wordt in de literatuur vaak anders weergege-
ven. Zo kan men, uitgaande van de formules van
Euler,

- - * 1, i

coswt = 7(e/¥! +e /9y sinwt = — (W —e ),
2]

[3]

de complexe vorm van de fourierreeksontwikkeling
afleiden. Dit leidt tot:

.y

0

met w=27/T, [9]

x(t) e @t gt k=0.+1.+2.....[10]

3T =)

waarin de coéfficiénten r, als volgt zijn gedefinieerd.

Fo = dg
re =5 (ap—jby) , k=1,2,..., (11]
r =5 (a; +jb; ), k=1,2,...

Eveneens wordt vaak de notatie volgens [12] en [13]
gebruikt:
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X(1) = Ao+ Lf A, cos(kwr—;.). [12]
e
Ay = ao, ¢o =0,
_ [13]
AFC —— \/akz-l-bkz : (I)k = arclg bk/ak'

De termen van de fourierreeksontwikkeling [13]
dienen opgevat te worden als sinusvormige deelsig-
nalen met radiaalfrequentie Aw, amplitude 4; en
faseverschuiving ¢, . Vaak worden de grootheden 4,
en ¢, als functie van de radiaalfrequentie kAw uitge-
zet, tezamen vormen zi) het spectrim van het signaal
x(t). Voor periodieke signalen, en dus eindige perio-
detijden T, zal dit spectrum alleen voor radiaal-
frequenties kw=k2mw/T bestaan: een dergelijk spec-
trum heet een [lijnenspectrum. Afbeelding van de
amplitudemaat r,, en dus van |r; | en arg ry, resul-
teert in een lijnenamplitudespectrum en een lijnen-
fasespectrum.

Tenslotte dient nog één belangrijke eigenschap, /et
theorema van Parceval voor de fourierreeksontwik-
keling, genoemd te worden. Dit theorema is direct af
te leiden uit de betrekkingen [6] tot en met [13].
Het luidt:

| fo +7T
o

0

x}(0dt =af+ T3 (ag+bi)=

=_§ lr, 12 =A%+ [14]

k=~ k

M98
b | =
i,
ol o8

Dit theorema geeft aan dat het gemiddelde van het
Kwadraat van x(f) over het beschouwde interval ge-
lijk 1s aan de som van de kwadraten van de fourier-
coéfficiénten, in feite moet dit theorema dus als een
vermogensbalans worden beschouwd.

[.3.3. De fourier- en laplacetransformatie
Uitgaande van de complexe fourierreeksontwikke-
ling [9] en [10] kan nu het tijdsinterval [¢y,to+ 7]
worden uitgebreid tot een oneindig groot interval
[—e=] door voor I0=——%T te kiezen, en vervolgens
T— te laten gaan. Eenvoudig valt af te leiden dat:

x(t) = _! X()e2™qy [15]

Xw) = | x(0)ePmigr [16]

— D
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waarin de grootheid X(v) de fouriergetransformeerde
van x(7) wordt genoemd. Evenals bij de complexe
fourierreeks, kan ook hier een afbeelding van | X(v)|
en arg X(») als functie van de frequentie v worden
gegeven. Dit spectrum i1s nu een amplitudedichtheids-
spectrum, 1Immers:

— bij de overgang van 7—= komen de lijnen, op af-
stand 2@/T, van het lijnenspectrum van ¢; oneindig
dicht bij elkaar te liggen;

— de dimensie van X(v) zal niet [anger die van ampli-
tude ziyn zoals byj ¢, , doch zal nu die van amplitude-
dichtheid zijn, een amplitude per frequentie:
X(v)=c, T=C} /v.

De hier gedefinieerde fouriertransformatie kan ook
nu weer gezien worden als het ontbinden in sinus-
vormige deelsignalen van het niet-periodieke signaal
x(L).

Zeer veel oplossingsmethodieken in de signaal- en
systeemtheorie maken gebruik van deze transforma-
ties. De oorspronkelijke functie of origineelfunctie
wordt daarbiy via een éénduidige relatie omgezet in
een beeldfunctie of getransformeerde: men spreekt
van het transformeren van het ene domein naar het
andere. Zo wordt het domein van x(f) het tijdsdo-
mein genoemd en dat van X(v) het frequentiedo-
mein. Van elke beeldfunctie kan nu ook weer het
origineel bepaald worden, men noemt dit de rerug-
transformatie. Er geldt:

fouriertranstormatie:

+ =

F{x(1) }=X() = f x(He *™dr [16]

O

fourierterugtransformatie:

+ =

Fl {X(p) } =xll) = f X(v)efz"”’dv [15]

R =

Het belang van een dergelijjke transformatie komt
uit onderstaande punten naar voren.

— Transformatie, of ontbinding in deelsignalen, geeft
vaak een beter inzicht in de eigenschappen van de
origineelfunctie.

— Bepaalde gecompliceerde bewerkingen, zoals het
oplossen van integraalvergelijkingen kunnen na trans-
formatie zeer eenvoudig in het nieuw verkregen do-
mein worden berekend; ondanks het feit dat nu



Gecompliceerde bewerking
x(t): y(t) = op X(t) en y(t), met als -
' —l eindresultoat z(t) . ! ZIY)
_ _| Fouriertransformatie AIJEJESEUTE_T ______ Fourierterugtrons-
van x(t) en y(t) Frequentiedomein tormotie van Z{y)

Z(v) T

Figuur 7. Toepassing van de fouriertransformatie ter vereen-
voudiging van bepaalde mathematische bewerkingen.

X(v): Y(y) Eenvoudige bewerking op
—» X(v) en Y(y), met als
eindresultaoat Z (v)

echter een transformatie en de terugtransformatie
als extra moet worden uitgevoerd kan het vaak lo-
nend zin (figuur 7) om toch van deze transforma-
ties gebruik te maken.

Van groot belang zal zijn om na te gaan voor welke
functies een fouriergetransformeerde bestaat, im-
mers de integralen [15] en [16] zullen moeten con-
vergeren. Zonder in te gaan op het bewijs kan gesteld
worden dat een voldoende, doch geen noodzakelijke

voorwaarde hiervoor is dat de functie x(¢) absoluut
integreerbaar i1s, dus:
T =

[ x@)dt < oo 117]

— O

De klasse toelaatbare functies i1s als gevolg van deze
eis dus beperkt tot de normale functies. Een groot
aantal belangrijke functies, zoals x(#)=e?" met a>0,
zal nu op grond van [17] geen fouriergetranstormeer-
de bezitten. Dit kan worden vermeden door niet de
functie x(¢) zelf, doch de functie e~ *x(¢), met A
een reéle constante, te transformeren. Voor het ge-
val dat x(¢) niet convergeert voor f—= maar wel
sterk convergeert voor f——«, kan nu door een ver-
standige keuze van de factor e”* de integraal voor
=~ tot convergentie worden gedwongen, en wel zo
dat deze voor f-»—= nog juist convergent blijft.
Door het invoeren van de complexe grootheid s, de
complexe frequentie genoemd, s=A+j2mv=A+jw
volgt dan direct uit [16] en [15]:

Lo{x()} =Xy (s) = | x(t) e Me2migy

— T

= [ x)e*dr (18]

— O

L (X))} =x(¢) =M f X, (s)e 2™ gy —

L

A+

_ | f

2T A—je

Xy (s)edlds. [19]

Deze nieuw gedefinieerde transformatie wordt de

dubbelzijdige laplacetransformatie genoemd. De hier-

by geintroduceerde convergentieafdwingende factor

e~ M is echter alleen effectief op één van de beide

intervallen >0 of <0, terwijl op het andere interval

juist een divergerende werking van deze factor uit-

gaat, met andere woorden alleen functies die der-
mate sterk convergeren voor f—>—= dat zelfs na toe-
voeging van de factor e~ M, met A>0, de convergen-
tie niet teniet wordt gedaan, zullen de dubbelzijdige
laplacetransformatie bezitten. Er zijn maar weinig
functies die hieraan voldoen, echter een zeer belang-
rijke klasse die wel hieraan voldoet is die van de en-.
kelzijdige functies, dus die functies die nul zijn voor
t<0. Bij deze functies zal nu de invloed van e~ * gun-
stig zijn voor >0, terwijl de integraal toch gelijk is
aan nul voor 7<0. Aldus ontstaat de enkelzijdige
laplace-transformatie.

L{x(t)}= X(s) = fx(t)e‘“dt, [20]
U Atpe
L YXes)}=x() = —— [ X(s)estds: [21]
2T p—je

Een voldoende voorwaarde voor de klasse functies
waarvan de enkelzijdige laplacetransformatie bestaat
1s dat deze functies normaal en exponentieel van de
orde q voor t>t, moeten zin, zodat dus geldt
| x(£>1,,)1 < Me?', waarin M en t,, willekeurige ein-
dige constanten zijn.

Analoog aan de beschouwing van de fourierreeks en
fouriertransformatie kan ook hier weer de laplace-
transformatie worden gezien als een ontwikkeling in
deelsignalen, ziy het dat deze nu niet sinusvormig
z1jn, doch dat het hier opslingerende sinussen be-
treft; deze opslingering wordt veroorzaakt door de
factor e™ .

Tot nog toe is alleen de signaalbeschrijving van con-
tinue signalen aan de orde geweest, de toepassing
van digitale rekenmachines legt echter een steeds
groter wordend accent op de bemonsterde signalen.
De behandeling van bemonsterde signalen in de sys-
teemtheorie is principieel niet anders dan die van de
continue: de automatentheorie sluit hier direct bi
aan. Daar de bemonsterde signalen alleen op zekere
tijdstippen zijn gedefinieerd, kan de laplacetranstor-
matie zonder meer niet op een dergelijke getallen-
reeks worden toegepast. Een gemodificeerde versie
van de laplacetransformatie, welke bekend staat als
de Z-transformatie, is speciaal gericht op de behan-
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Tabel 1. Transformatie-eigenschappen.

eigenschap fouriertransformatie enkelzijdige
laplacetransformatie
transformatie F{x(t)=XW) = f x(Ne P™ dt L{x(1)}=X(s)= f 1({)6_”(!:
S , A+
terugtransformatie FHXW)}=x() = f X(w)e ™ dy L {X(S)}zx(r)— — f X(s)e* ' ds
(-] —-—Jm

lineariteitseigenschap
verschuivings-

eigenschappen

schaaleigenschappen

transformatie van
afgeleiden

transformatie van een
integraal

vermenigvuldiging
met t”

deling door ¢

transformatie van een
periodieke functie met
periode T: x(¢)=x(¢t+7)

convolutie-
eigenschappen

asymptotische
eigenschappen

F {c,xl (H)+eax, (r)} =1 X (P)te X (v)
F{x(t-a)} =127V ()

F Y X@w+a)y=e 7> ™ x(r) L
F{l(ﬂ’l‘)}_ — X(

F- {ff(ﬂ'v)}= l;lx(E)

FL(t} =2 X(v)
F{x"(0)} =(2mv)" X(v)

4
- 1
F{ | x(r)dr) = o (u)+5 X(0)5(v)

d"X(v)

dv’

rteso) ()

FEY = jon [xcoae

F{x(1)} =

k=—= T 0

F{ fxl('r)xg(r—T)df} =X ()X, (v)

F{xi(0a@0}= [ Xi(@®X:0-8)ds

lim X(»)=0

Vo

m T
2 [-l— /x(r)e_f”k"/rdr]ﬁ(v—- —)

L{ cyxy (1)t c2x2(1)} =1 X (5)+cy X5 ()

L{x(t-a) U(t—a)} =e ¥ X(s)
LY {X(s+a)}=¢7"x(¢)

L{x(at)}zﬂlX(%), met ¢>0

L X(as)} ={le(£), met a>0

L {3(1)} =5 X(5)—x(0)

L{x"(0)} =s"X(s)—s" "1 x(0)— . . —x""~1(0)

{
L{ f I(T)d?‘}=;—X(S)

d”X(s)

L{t"x(1)} =(— 1) -

LX) X(0)d
I f (¢)do

fx(r) et dt

L{x(n)}=°

|—¢—sT

{
L{ [ xi(0)x:(t-1)dr} =X, (5) X2 (s)

€4/
L (@)= f

c—J=
Re(s)>max(X; A2 A A, Ay <e<Re(s)—A,;

X (o)X, (s-0)do;

lim X(s)=0
5=

hm sX(s)=lim x(f)
(4o

lim sX(s) = hm r(r)
§—0
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deling van dergelijke bemonsterde signalen.

Binnen het kader van dit Handbock lijkt het onge-
wenst te veel aandacht aan de eigenschappen en be-
rekeningsmethoden van de transformaties te wijden.
Er zal hier slechts volstaan worden met een over-
zicht van de belangrijkste eigenschappen van de
fourter- en enkelzijdige laplacetransformatie; deze
zijn weergegeven in tabel 1. In het bijzonder moet
de transformatie van de later te bespreken convo-
lutieintegraal worden genoemd:

[
L{Uf xl (T)xz (f—T)dT } — Xl (S)X'z (S):

22
L{xl (f).l'g(f)}z [ ]

C+ Jeo

-

27 c—je

X,(0)X,(s—0)do .

De betrekkingen [22] illustreren goed het belang van
de transformatietechnieken. Een zeker niet minder
belangrijke eigenschap is die van de transformatie
van de afgeleide van een functie, voor de laplace-
transformatie geldt:

L{x'") ()} =

=s" X(s)—s" "1 x(0)—...—x""1) (0). [23]

De vergelijking [23] levert de basis voor het oplossen
van differentiaalvergelijkingen, en dus voor het be-
schrijven van systemen. Het oplossen van deze dif-
ferentiaalvergelijkingen met behulp van de laplace-
transformatie leidt tot het verkrijgen van de totale
oplossing, dus de vrije of homogene oplossing en de
gedwongen oplossing (integratie-interval [0,=]), ter-
wijl met behulp van de fouriertransformatie alleen de
gedwongen oplossing wordt verkregen (integratie-
interval [—=,=]). In het algemeen kan dan ook ge-
steld worden dat de laplacetransformatie bij uitstek
geschikt is voor het oplossen van differentiaalverge-
lijkingen, en wel voor de gewone lineaire differen-
tinalvergelijkingen met constante en met tijdsathan-
kelijke coéfficiénten alsmede voor de lineaire par-
tiéle differentiaalvergelijkingen, terwijl de fourier-
transformatie juist voorhet ontbinden in deelsignalen
van het grootste belang is. Met behulp van de in tabel
| gegeven eigenschappen en de in bijna elk hand-
boek over transformaties te vinden tabellen van de
belangrijkste origineelfuncties met de bijbehorende

Tabel 2. Origineelfincties met bijbehorende beeldfuncties.

.. : enkelzijdige
origineel- fouricrgetrans- laplacegetransfor
. ,
functie formeerde x(v) meerde x(s)
* *
5(¢—1o) e~ /2™1o e o
5(t) 1 1
o 1 1 _iomu —st
U(t—1to) 2{— PR ()} emTo/s
jmv
ut) - L 450 1/s
jmy
1 o(v)
* koK | 1
t Ut 3 18'(v /s’
( ) 2} ( ) (2TTV)2 /
t j&' (@)
. I'(a+1) +1
t? U(¢ s @)+ F'a+1)/s°
a geheel > 0
+0 "8 (ﬂ)(y) |
a geheel > 0 .
gD ’U(r) 1/(72nv+b) 1/(s+b)
te LU 1/(72m+b)> 1/(s+b)?
PebU()  D@+D)/2mAbF*tt T+ 1)/(s+by
ef? TV, 5(1)__])0)
sin at % i {5 (v+£—)——5 (v'—a—)} af(s* +a*)
2T PAH
cos at % {6(v+—a—)+6 (v-—i)} s/(s* +a%)
- 27 2m
sign f L
Jmy

* 5{(t) = impulsfunctie; ** U(t) = eenheidssprongfunctie;
*¥** tU(r) = eenparig stijgend signaal.

beeldfuncties is vrijwel elke transformatie eenvoudig
uit te voeren. In tabel 2 worden tenslotte van een
aantal frequent voorkomende functies in de systeem-
theorie de origineelfuncties met bijbehorende beeld-
functies gegeven.

1.3.4. Beschrijving van stochastische signalen

[n paragraaf 1.3.1. is reeds gewezen op het feit dat
voor stochastische signalen geen eenduidige relatie
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met de tijd bestaat, de beschrijving van dit type sig-
nalen vindt plaats in termen van waarschiijnlijkheden,

en wel met behulp van verdelingsdichtheidsfuncties.
Hierbij wordt gebruik gemaakt van begrippen uit de
waarschijnlijkheidsrekening, waarin de verdelings-
dichtheidsfunctie f;(x) van de random variabele x(§)
(de random variabele ¥({) is de verzameling getallen
behorend bij de uitkomsten { gebaseerd op de gehele
uitkomstenruimte .S) als volgt gedefinieerd is:

()= Iing Prix<x({)<x+Ax}/Ax. [24]
Ax— -

De grootheid f:?(.x)&r geeft dus de kans weer dat de
random variabele X({) tussen de waarden x en x+Ax
in ligt. Indien nu de random variabele X({) tevens
een functie van de tijd is, zodat de functie X(¢;{) een
functie van de tijd ¢ en de uitkomst { is, dan ont-
staat een verzameling van tijdsfuncties, welke een
stochastisch proces wordt genoemd. De realisering
x(t;¢q) behorend bij de uitkomst {, is dus een tijds-
functie; het stochastisch proces op een zeker tid-
stip t, moet beschouwd worden als een random
variabele X(£,,{). De waarschijnlijkheidsrekening heeft
betrekking op random variabelen, en kan dus betrok-
ken worden op een stochastisch pi"oces op een zeker
tijdstip ¢; in dit geval zal de verdelingsdichtheidsfunc-
tie dan een functie van de tijd ¢ zijn; er volgt:
0= lim Pr{ix<x(;H)<x+Ax}/Ax. [25)

Ax—()
Vrygwel altijd worden stationaire stochastische pro-

cessen beschouwd. Hiervoor geldt dat de verdelings-
dichtheidsfunctie onafhankelijk van de tijd ¢ is, zo-
dat dan geldt:

00t) = SO t+Ar) = fo(x) . voor alle At. [26]

Uit deze verdelingsdichtheidsfunctie kunnen volgens
de waarschijnljkheidsrekening een aantal belangrijke
statistische grootheden worden bepaald, zoals de
gemiddelde waarde of mathematische verwachting

o

[+

e = EEGD)= [ xfondx [27]

en de gemiddelde kwadratische afwijking of variantie

2.
Uf .

0 =E {[xX(t;5)-n=1? } =

= f [x—n-1* fo(x) dx. [28]

R - - ]
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De vergelijkingen [27] en [28] geven alleen statische
informatie over het stochastisch proces; dynamisciie
informatie zoals de frequentie-inhoud of de afhan-
kelijkheid als functie van de tijd kan worden verkre-
gen uit de gezamenlijke verdelingsdichtheidsfunctie

f?f(xl axzaT):

frz(xixe,m) = lim o Prix <X(60<x0 + Ay,

Ax,—(

xg<T(I+T,§) gl'g "l‘A.Yz }/Ml sz* [29]

Evenals in de waarschijnlijkheidsrekening tussen twee
random variabelen een correlatiecoéfficiént kan wor-
den gedefinicerd, kan uitgaande van het stochastisch
proces ten tijde f en dat ten tyde f+7 een drietal
begrippen worden gedefinieerd die iets vertellen over
de afhankelijkheid van het proces op verschillende
tyden.

Deze begrippen zijn de gemiddelde produktfunctie
REE(T).‘

R_-(T)=E{X(t;)x(t+71:{) } =

= f f xlf‘fzf-x-;(ﬁ:al'zaT)dxldl'z ; [30]

de covariantiefunctie Co<(7):

CEFE(T) = E{[f(f;f)—ﬂ;] [(X(t+7.0)—mz] } =

= | ] ) e ns ) oz (e i dxy

[31]

en tenslotte de correlatiefunctie Ko-(7):
K_‘;f('f) = C_;:*;(T)/Ufz : [32]

Het karakteriseren van een stochastisch proces door
bovenstaande statistische eigenschappen geeft een be-
schrijving in het ensemble of uitkomstendomein; de
statistische grootheden [27] tot en nict [32] ont-
staan door uitmiddeling over de uitkomsten §. In de
systeemtheorie heeft men echter te maken met tijds-
functies of signalen. Het is daarom noodzakelijk om
een relatie te leggen tussen de statistische grootheden
in het ensembledomein en een beschrijving in het
tyydsdomein. Dit geschiedt via de schattingstheorie.
Daartoe worden nu eerst voor het stationaire sto-
chastische proces x(¢;{) de volgende schatters in het
tiydsdomein gedefinieerd:



T

n=({) = lim L f xCe8)dt , [33]
T i 24 =%
f;.gl(g) = lim -,13-— jj [X(£:5)— 0= (] dt, [34]
: Pow 2k =T
R-=(t%) = lim L ff(t;s“)f(rﬂ;i’)dt[%]
%) Tice: 24 =T
| 1

Coz(rit) = tim ] R0 2]
[X(r+r; 0 0=(0)] dt, [36]
K;;(Taf) = C{;(Tsf)/%z(f) [37]

De schatters [33] tot en met [37] kunnen nu in ver-
band gebracht worden met de grootheden [27] tot
en met [32], zodat daarmee een relatie wordt gelegd
tussen een uitmiddeling in het tijdsdomein en in het
ensembledomein (ergodiciteit).

Zo wordt een stationair stochastisch proces met een
gemiddelde waarde n;:

E{ﬁ{(é‘)} = N3z [38]

en met een variantie van de schatter 7 volgens

[39]

E{[#:(8) — n-} = 0 [39]

ergodisch met betrekking tot de gemiddelde waarde
genoemd. Wanneer de schatter [33] voldoet aan [38
spreekt men van een zuivere schatter:; voldoet hij
tevens aan [39] dan heet deze asymptotisch raak.
Een dergelijke redenering geldt ook voor de schatters
|34] tot en met [37]; aangetoond kan worden dat
deze schatters alle asymptotisch raak zin. Indien
alle statistische eigenschappen aan deze eisen voldoen
spreekt men van ergodisch in de meest algemene zin.
De ergodische eigenschap van een stochastisch pro-
ces vormt de basis van het beschrijven van tijdsfunc-
ties; immers deze legt een verband tussen het be-
schrijven van een tijdsfunctie in het tijdsdomein en
het berekenen van de eigenschappen van een statio-
nair stochastisch proces in het ensembledomein.

Het ontbinden van stochastische signalen in deelsig-
nalen i1s zonder meer niet zinvol; enerzijds i1s door
het niet aanwezig ziyn van een direct verband van het
stochastische proces x(#;¢) als functié van ¢ een direc-

te transformatie onmogelijk, anderzijds zou het
transformeren van slechts ¢één enkele realisering
X(t;$;) van het stochastische proces X(#;§) op het in-
terval [0,7°] slechts karakteristiek zijn voor die en-
kele realisering van het proces, en dus zeker niet
voor het proces als geheel. Een grootheid die wel een
statistische eigenschap van het stochastische proces
X(1;§) weergeeft, is het zogenaamde vermogensdicht-
heidsspectrum S--(v), welke als de fouriergetrans-

formeerde van de gemiddelde produktfunctie R——(7)
1s gedefinieerd:

S-=(v) = F{R_-()} =

G o
= | Rez(m e ?™ar | [40]

T oo
= _.,.,f S==(v) e 2™y . [41]

De benaming van de grootheid S-<(») kan op de vol-
gende wijze verklaard worden. Voor een ergodisch
stochastisch proces X(£;¢) kan de gemiddelde pro-
duktfunctie R--(7) volgens [42] worden geno-
teerd:

REE(T) — E{R;§(7)}=

T
f‘f x(t:0)x(t+r:8)dt)- [42]

Uitgaande van de definitie van de fouriergetrans-
formeerde volgt dan na enig rekenwerk uit [40]:

I .
STE;(V) — F{RT?(T)} e E{!;ITI ;)—? |X(V.,§)|2},
T [43]
waarin X(v:X) de fouriergetransformeerde van een

realisering van het stochastisch proces X(¢;{) voor-
stelt:

f X(2:%) e 2™V gt =

o

Xw;$) =

T

— J]im f X(t:%) e 2™y, [44]
Toe _ T

Met andere woorden, X (v:t) is het amplitudedicht-
heidsspectrum van de realisering X(¢;{) en |1 X (v:$)*
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1s de vermogensdichtheid als functie van de frequen- — o arg
tie v; de grootheid S—-(¥) is nu het ensemblege- uitlyldetermmtst-sch}- vl L Cy fose
middelde over de realiseringen ¢ van de gemiddelde DT #__q___n ?.-,. i S Y fm T TOTOT
T 0.J) 7 0
vermogensdichtheid lim 1 | X(v:0)|?. Hiermede is =51 - T %iyr -%-—l 1 l_}
i - ) | )
duidelijk geworden dat de grootheid S--(») een sta- f "N it BN ke
tistische grootheid in het frequentiedomein van het W \\ b
stochastisch proces X(#;{) is geworden; deze groot- - — 7 E—— 2 L_.T B
heid geeft als het ware aan hoe het gemiddelde ver- | St o 6. -(v)| logaritmische
mogen van het stochastische proces X(7:{) over de P o oA b1 N
verschillende frequenties is verdeeld. o \ 01 \
Ook voor de spectrale dichtheid is het van belang T S e e T
om een schatter te defini€ren. Het lijkt logisch deze f =t ¥
—=—— tidsdomein ———tw————— frequentiedomein — -

schatter te definiéren op basis van de gemiddelde

produktfunctie:

’ Figuur 8. Voorbeclden van deterministische, periodieke en

" . niet-periodieke, en stochastische signalen in tijds- en frequen-
- . — [ e . >, [2TUT — : ;
Sx X (Vi) ;!_m B 7‘[ R.\: X (7 f) < dT tiedomein.
[ A
= 17}11’1 T | 7‘[ X(0)e 1S gl 2 [45] teemtheorie zelf. Het is daartoe zinvol eerst een clas-

sificatie van systemen op te stellen, en dus de
systemen in te delen naar hun specifieke eigenschap-

pen.

Aan te tonen valt dat deze schatter zuiver is, dus
E{S_—(v:)} =S_-(v); echter deze is niet asympto-
tisch raak; de variantie in de schatter (aangenomen
dat X(7;{) een normaal verdeeld stochastisch proces
1S):

1.4.1. Indeling van systemen
In tabel 3 is een indeling van systemen gegeven; hier
sluiten de eigenschappen in de rijen elkaar uit, in de
E{[Sff(vif) = E{S_«?E(P:f)}]z } = 5;2;;(1)) [46] kolommen daarentegen kunnen zi) elkaar overlappen:
- Statisch versus dvnamisch: Een statisch systeem
Is een systeem, waarvan het uitgangssignaal y(¢) op
het tydstip ¢, alleen athangt van de grootte van het
ingangssignaal «(¢) op het moment 7, en van het tid-
e A stip ¢, zelf. Bij een dynamisch systeem 1s het uit-
f 5??(a;§')da gangssignaal op het tijdstip ¢ behalve van de grootte

en verschilt dus van nul.
Daarom wordt in de praktijk altijd de zuivere en
asymptotisch rake schatter S'??(V;g‘) gebruikt:

ey p— AV - van het ingangssignaal w«(?) op dit tijdstip ook nog at-
Sez(vig) = Cmet Ap0, o e ineangssigiaal wlr) op B UIESHP 00 nog
YAy [47] hankeljjk van het verloop van het ingangssignaal over
de voorafgaande tid.
Het asymptotisch raak zijn wordt nu verkregen door Statisch: y(t,) = f{u(t,).t,} (48]

een uitmiddeling van het vermogen van oneindig

veel sinusvormige deelsignalen over een eindig fre- Dynamisch: y(z,) = f{y(t:to.,1,).:¥(to)}  [49]

quentiegebied 2Avp. waarin de notatie u(1:1,.1,) betekent het signaal u(#)
Een voorbeeld van de beschrijving van enkele signa- op het interval ¢y tot f,, en waarin y(t,) de begin-
len in het tydsdomein en het frequentiedomein is ge- conditie wordt genoemd. Statische systemen wor-
geven in figuur &. den door algebraische vergelijkingen beschreven, dy-

namische door differentiaal- of differentievergelijkin-
[.4. Systeembeschrijving gen.

— Geconcentreerd versus verdeeld: Bij een verdeeld
Nu de methodieken om signalen te beschrijven be- systeem zullen de variabelen behalve van de tijd ook
handeld zyn, kan nader worden ingegaan op de sys- van de ruimtelijke coordinaten athangen. De ingangs-
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Tabel 3. Indeling van systemen.

systeemindeling elkaar uitsluitende eigenschappen
statisch dynamisch
geconcentreerd verdeeld
elkaar constant tijdsafhankelijk
overlappende deterministisch stochastisch
eigenschappen lineair niet-lineair
continu discreet
scalair multivariabel

uitgangsrelaties zullen derhalve door partiéle diffe-
rentiaal- of differentievergelijkingen worden beschre-
ven. Bij een geconcentreerd systeem zin de variabe-
len alleen functies van de tijd, zij worden door ge-
wone differentiaal- of differentievergelijkingen be-
schreven.

— Constant versus tijdsafhankelijk: LEen systeem
wordt beschreven door ingangs-uitgangsrelaties, waar-
van de structuur en de systeemparameters bepalend
zijn voor het systeemgedrag. Zyn nu deze systeem-
parameters tiydsonafhankelijk dan spreekt men van
constante systemmen, zijn deze parameters tijdsathan-
kelijk dan spreekt men van tijdsafhankelijke syste-
men. Voor een tijdsafthankelijk systeem i1s de sys-
teemresponsie v(f,) derhalve:

vit,) = flult:tg,t,).6,y(tg)]: [50]

voor een constant systeem geldt:

vit,) = flulet:tg.t,):y(te)]. [51]

Opgemerkt moet worden dat, alhoewel minder voor-
komend, een dergelijk onderscheid ook gemaakt kan
worden ten aanzien van de structuur van een Sys-
[éem.

Deterministisch versus stochastisch: Een determi-
nistisch systeem is een systeem waarvan de structuur
en de systeemparameters expliciet als functie van de
tijd ¢ gedefinieerd ziyn:; van een stochastisch sys-
tecem daarentegen kunnen structuur en systeempa-
rameters alleen in termen van kansen worden be-
paald.

Lineair versus niet-lineair: Stel dat de responsie
van een systeem met beginconditie y,(f,) en mngangs-
signaal w,(t:t,y.t,) gelijk is aan y,(z,), en dat de res-
ponsie op beginconditie y;,(7,) en ingangs u(1:1y,1,)
clijk aan y,,(f,) is, dan wordt cen systeem lineair
cenoemd indien geldt dat:

Het systeem lineair is in het ingangssignaal.

IS

f[cflif(r"rﬂate):r;}"(t[} )]—f[C”'H‘” (!‘ED ’[E)‘*r;.];(tﬂ)] —

= flequg(titg b, ) —cppup(titg,t,).00], [52]

met andere woorden, het verschil tussen de systeem-
responsieopverschillende ingangssignalencu (¢:¢,,¢,)
en cypuy(tty,t, ) maar bl dezeltde beginvoorwaarde

y(t,) moet gelyk zyn aan de systeemresponsie op

het ‘ingangssignua] Crug(tity t,)—cppup(t:ty,t,) bl de
beginvoorwaarde nul.
— Het systeem lineair is in de beginvoorwaarde:

flue et ) 60y, (o) —fTudt: Lo o) ¢y (ty)] =

=~ f‘[o,t:f[}"[(fﬂ ) f'jf_'lf')r{(fg )] : [53]

met andere woorden, het verschil tussen de systeem-
responsies op hetzelfde ingangssignaal u(¢:f,,f, ) maar
bij verschillende beginvoorwaarden ¢,y (¢, ), respec-
tievelijgk ¢;,v,/(ty) moet gelijk zijn aan de systeem-
responsie op het ingangssignaal nul bij de beginvoor-
waarde ¢,y (tg)—c 1y (tg).

Aan bovengenoemde lineariteitseigenschappen van
cen lineair systeem dient te worden voldaan voor
alle y(tg), u(e:ty,t,), ty, t, en c. Een systeem dat
niet aan de lineariteitseigenschappen voldoet, wordt
per definitie een niet-lineair svsteem genoemd.

— Continu versus discreet: Continue systemen zijn
systemen waarvan de in- en uitgangssignalen continu
zijn; zyn deze echter bemonsterd en dus op een aan-
tal discrete tijdstippen bekend, dan spreekt men van
discrete systemen. Continue systemen worden be-
schreven door differentiaalvergelijkingen, discrete
door differentievergelijkingen.

— Scalair versus multivariabel: Een scalair systeem 1is
een systeem met €€n ingangssignaal en één uitgangs-
signaal; een systecem met meerdere ingangs- en/of
meerdere uitgangssignalen wordt een multivariabel
svsteem genoemd (figuur 9). Teneinde een over-
zichtelyke behandeling van multivariabele systemen
mogelijk te maken worden vaak vectoriéle groothe-
den ingevoerd. De beschrijving van een multivariabel
systeem met ¥ ingangssignalen en m uitgangssignalen,

u.[ft] y.‘(t)
L -
ult) reeateir 1 Y(t) g [ u(t) [mutti- | y(t)
™ systeem - : variabe . ""'"“”t':’b'!l —
o (t) |systeem|y (t) systeem
-—-.| ——

Figuur 9. Schematische voorstelling van een scalair en multi-
variabel systeem.
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.}'}l(‘rg) =
— fl [Hl(r.'rg,f ),...,Hr(f.‘r[}qrf)wr;}"l(r{])"-.v;_n(tﬁ)]r

Yom (te) =

= Im [U] (r-'foate)a---;-’-t'r(f:to de )ty (o). Y m (.tlj)]a

[54]
kan dan Kortweg als volgt worden genoteerd:

Y(ep) = flult:to.t,), t:(t0)] | [55]

Deze schrijfwyze is sterk verbonden met de later te
behandelen toestandsbeschrijving.

Een speciale klasse van dynamische systemen wordt
nog gevormd door de constante discrete systemen.
Deze systemen worden gewoonlyk automaten ge-
noemd. Zij zijn verwant met grammatica’s en worden
apart behandeld in 2.

Van de vele hierboven genoemde indelingen is die in
lineaire en niet-lineaire wel de meest belangrijke.
Voor de lineaire systemen is een gesloten analytische
beschrijving te geven:; voor de niet-lineaire in het al-
gemeen niet, dit zal van geval tot geval verschillen.
Het is daarom wenselijk eerst nader in te gaan op de
klasse van de lineaire systemen.

1.4.2. Lineaire systemen

De lineariteitseigenschappen [52] en [S3] vormen het
zogenaamde superpositiebeginsel: de interpretatie
hiervan 1s uitermate belangrijk. Het superpositiebe-
ginsel zegt immers dat de responsie van een [ineaire
combinatie van deelsignalen gelijk i1s aan dezelfde
lineaire combinatie van de responsies van de deelsig-
nalen (figuur 7i: dit geldt zowel ten aanzien van het
Ingangssignaal, als ten aanzien van de begincondities.
Het superpositiebeginsel toont aan dat elk lineair
systeem gekenmerkt kan worden door slechts één
functie: de impulsfunctie d(t—ty) welke resulteert in
de impulsresponsie h(t,t,).

1.4.2.1. Beschrijving door middel van de
impulsresponsie

De systeemresponsie kan in principe worden bepaald
door aan een systeem een impuls aan te bieden; in
de praktyk zal dit niet zonder meer mogelijk zyn
daar een impuls oneindig smal en oneindig hoog is.
Theoretisch leidt het echter tot een goede beschrij-
vingswijze in het tijdsdomein (figuur [0). Uit de de-
finitie van causale systemen volgt dat de impulsres-
ponsie /(tty)=0 voor <ty: is het systeem tevens

? impuls- ‘ impuls -
{5 functie respons:é

Figuur 10. De impulsresponsie.

constant dan zal gelden dat /(¢ ty)=h(t—ty).
Een belangrijke eigenschap van de impulsfunctie

luidt:

L=

f u(T)o(t—r)dr, [56]

—_— ¥

wt) =

of met andere woorden het ingangssignaal u«(¢) Kan
worden gedacht te zijn samengesteld uit een som-
matie van impulsfuncties met opperviakte u(7)dr.
Voor een lineair constant systeem moet dan op
grond van het superpositiebeginsel gelden dat:

[ 8

L) = f u(t)h(t—r)dr. |57]

£

Beperkt men zich tot causale systemen dan wordt
dit:

[ o

i) = f w(t)h(t—rj)dr = f u(t—7)h(r)dr =
" 0
= u(t)«h(1). [58]

Een vergelijking zoals vergelijking [58] wordt een
convolutie-integraal genoemd. Volgens vergelijking
221 gaat deze integraalvergelijking na transformatie
over in een produkt van U(s) en H(s). Met behulp
van de vergelijkingen [57] en [58] is nu voor elk
willekeurig deterministisch ingangssignaal een sys-
teembeschrijving op basis van de impulsresponsie te
bepalen; immers uit meting van y(f) en w(t) i1s door
het oplossen van de integraalvergelijking de impuls-
responsie te bepalen.

Voor het geval dat de ingangssignalen stochastisch
zi)n kunnen bovenstaande betrekkingen niet zonder
meer gebruikt worden; immers de functie u(£,¢) 1s
niet als functie van de tijd bekend. Echter uitgaande
van vergelijking [57] geldt voor een lineair constant
systeem met ingangssignaal 7(¢,¢) dat:

vty = | w—0:) h0)do. (59]

-— U0

Door vermenigvuldiging van beide leden van verge-
lijking [S9] met w(/—7,{) en door vervolgens de ver-



wachtingswaarde hicrvan op te stellen, volgt in over-
eenstemming met de definitie van de gemiddelde
produktfunctie [30] dat:

RE;(’F) = f R_—(1—0)h(0)db =

= R_—(7)*h(1), [60]

waarin de functic Ro=(7) de gemiddelde kruispro-
duktfunctie wordt genoemd:

Ru5(r) = Eu(@t$)y(t+1:8) } =

= f f uyfﬁ(u,y:r)du dy . [61]
De functie RE;(T) geeft derhalve het verband weer
tusscn de stochastische signalen %(¢;¢) en v(¢t+71:¢)
als functie van het tijdsverschil 7.

Op dczelfde wyze valt af te leiden dat R-- =

Yy
R;H(T)*II(T), zodat tenslotte volgt:
R}—,}-(T) = R——(1)*h(—T)*h(7) . [62]
I *{hirl } ATAk i hi{- 1) Rﬁm-— Iu—“:L---h{tl —-—Tm

Figuur 1. Svsteembeschrijving met behulp van de impuls-
responsic voor deterministische en stochastische signalen.

1.4.2.2. Beschrijving door middel van de differenti-
aalvergelijking

Het bepalen van de systeemresponsie y(f) kan even-
eens geschieden door het oplossen van de differen-
tinalvergelijking die het verband tussen ingangssignaal
en uitgangssignaal weergeeft. Lineaire systemen wor-
den door een differentiaalvergelijking van de volgen-
de algemene vorm weergegeven:

n,, n-1,, 3
a, d”y(1) +a,_, a”” y({1) + ...+ a, ay(t) +
dt” d! dt
24
+ agv(t) = f(t) = b, a_u(r) + ... +
| dt,,
+ b, gfz_z(i) + bgu(t) . [63]
dat

Bij tijdsafhankelijke systemen zijn de coéfficiénten
a; (i=0,1,..n) en b; (j=0.1,..m) functies van de tijd;
bij constante systcmen zijn deze constant. Voor fy-
sische systemen zal in het algemeen m<n zijn; n

wordt de orde van het systeem genoemd. De oplos-
sing van de differentiaalvergelijking levert de fotale
responsie; voor f(t)=0 wordt de vrije responsie ver-
kregen en voor het geval dat de begincondities nul
zijn volgt de gedwongen responsie. De meest univer-
sele methode om de differentiaalvergelijking op te
lossen maakt gebruik van de laplacetransformatie.
De berekening verloopt kort samengevat als volgt:

— Stel de functie f(¢+)=0, en bepaal de laplacege-
transformeerde van vergelijking [63]; hieruit volgt
de laplacegetransformeerde Y(s), die na terugtrans-
formatie de gevraagde vrije responsie van het sys-
teem levert.

— Voor f(¢)¥0, doch met begincondities gelijk aan

nul volgt na laplacetransformatie van vergelijking
[63] dat:

la,s" +a, . s" '+, Fa;stae] Y(s5) =

1

= [bm s +bm+15m_l +---+b15+b0 ] U(S) [64]

Uit [64] is nu de responsie v(¢) door terugtransfor-
matie van Y(s) te berekenen. |

— De totale responsie is door optelling van de vrije
en de gedwongen responsie te verkrijgen.

Veelal wordt de responsie ook op andere wijze ge-
splitst, nameljjk in het inschakelverschijnsel en in de
stationaire oplossing. Onder het inschakelverschijn-
sel wordt verstaan het deel van de totale responsie
dat naar nul gaat voor t=>«; met de stationaire oplos-
sing wordt bedoeld dat deel dat niet naar nul gaat
VOOT [,

Tenslotte wordt ingegaan op het verband tussen de
systeembeschrijving met behulp van de impulsres-
ponsie en die welke volgt uit het oplossen van de
differentinalvergelijking. Uit de vergelijKing [ 58] volgt
voor een causaal lineair constant systeem met ingangs-
signaal u(r) dat

-y

y(t) = f w(t -1 (r) dr, [65]

0

zodat na laplacetranstformatie geldt, gebruikmakend
van vergelijking [22]:

Y(s) = H(s) Uls), [66]

waarin fA(s) de laplacegetransformeerde van /i(¢) is.
De functie H(s) wordt de overbrengingsverhouding
eenoemd. Uit vergelijking [64] volgt nu met be-
trekking tot de gedwongen responsie, dat indien de
vergelijkingen [64] en [66] identiek zyn:

113




Hs) = Y(s) by s™ +b,,_s" 7 +..+bystbg
U(.S) a  d +a Sn-l +...+(11 S"‘GO
H

[67]

waarin de polynoom a,s"+a, ,s" ' +.. . +a,s+aq
de Kkarakteristieke polynoom wordt genoemd. Aan-
getoond kan worden dat de vergelijking [67] inder-
daad juist 1s, zodat voor de overbrengingsverhouding
dus geldt:

His)= L{h()} = [ () e ar . (68)
0

n—1

De gevolgde gedachtengang kan ook gebaseerd wor-
den op de fouriertransformatie, zij het dat dan de be-
gincondities buiten beschouwing worden gelaten.
Meestal wordt de fouriertransformatie gebruikt voor
ingangssignalen die reeds ver in het verleden begon-
nen zyn (= —). Er volgt dan:

Y(v) = Hv) UW), 169]
met:
Hw) = Flhy y = | hie2mar 170]

1.4.2.3. Beschrijving door middel van de overbren-
gingsverhouding

Met de formules [66] en [69] is in feite de beschrij-
ving van een lineair constant causaal systeem met
deterministische ingangssignalen gegeven (figuur 12):
deze beschrijving is in het frequentiedomein. De be-
schrijving van stochastische signalen is naar analogie

S'*-':.F] S—-{F] S?}T[FJ

U[I—"} Y[P} uu uy
——-—E———— ‘.-IH!P:' o H{-v) et

Figuur 12. Beschrijvingswijze van lineaire causale constante
systemen met behulp van overbrengingsverhoudingen.

van vergelyking {22] direct door fouriertransforma-
tie van de vergelijkingen [60]) en [62] af te leiden; er
volgt:

S--(v) = Hy) S--(v), (71]

uy Ui

S 55(0) = S--(v) H(—») = Sz (W) HW@)H(-v) =
= {H@)PF S-=(¥) - [72]

I
Men dient zich hierbij te realiseren dat de vergelij-
king [71] zowel fase- als amplitude-informatie van
H(v) geeft, terwijl uit de vergelijking [72] slechts
amplitude-informatie verkregen wordt.
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De overbrengingsverhouding H(») kan ook worden
opgevat als de frequentieresponsie, verkregen door
de responsie op een sinusvormig ingangssignaal
u(t)=acos2mvt. Afgeleid kan worden dat uit het
quotiént van de amplitudes van het ingangssignaal
en het door het lineaire constante systeem gegene-
reerde sinusvormige uitgangssignaal de | H(v)| wordt
verkregen, terwijl het faseverschil tussen ingangs- en
uitgangssignaal gelijjk 1s aan het arg H(v).

1.4.2.4. Stabiliteit

De stabiliteit van een systeem wordt bepaald door
de responsie op de ingangssignalen. Uitgaande van de
impulsresponsie kan deze als volgt gedefinieerd wor-
den: Een systeem is stabiel als zijn impulsresponsie
naar nul gaat voor f~e. Uitgaande van

hit)y =L "{ H(s)}=

. b 5", ST Physts,
= L7 { b [73]
a,s" +a, ,s" 1 +.. +a;stag

volgt dat de wortels van de Aarakteristieke verge-
litking

n fi=1 . —
a,s +a, .8 ~t..ta;Stag =

= @, (5~5,)(5—53) ...(s—5,)= 0 [74]

een negatief reéel deel moeten bezitten: R, (s;)=A,<0
voor i=1.,2, ... n.

1.4.2.5. Samengestelde systemen

Reeds n de inleiding 1s naar voren gekomen dat de
keuze van de systeemgrens arbitrair is. Vaak vormen
cen aantal subsystemen tezamen een nieuw systeem.
Met behulp van een blokdiagram is veelal een over-
zichtchijke structuur van dergelijke samengestelde
systemen te verkrijgen. Een aantal verschillende
structuren is hrerbiyy te onderkennen.

— Cascadeschakeling van subsystemen: by de cas-
cade- of serieschakeling vormt het uitgangssignaal
van het eerste subsysteem het imgangssignaal van het
tweede (figuur 13). Eenvoudig valt af te leiden dat
voor het samengestelde systeem /i(f) geldt:

Wty =h, (D%h, (1) [75]

H(s)= H,(s) H, (s). [76]

— Parallelschakeling van subsystemen: bij de parallel-
schakeling van subsystemen wordt een ingangssig-
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Figuur 13. Cascadeschakeling van subsystemen.

naal aan beide systemen tegelijk toegevoerd, waarna
de responsies bij elkaar worden opgeteld (figuur 14).
Ook hier valt eenvoudig af te leiden dat:

h(t) = hy(6)+, (1), [_77]
H(s) = H,(s)+H,(s) . | 78]
y1{li

h.li’t!

H~|('il' ch'il
ult) -lhz{l} *’2“}5+ rit1=r1{tl+vzit} u(t) | h{t)=h, (theh (1] y{t)

Uls) Hals) [yyfsh v sty (s)av,fs) uts) | RISk (s1+H5ls) Tygg)

Figuur 14, Parallelschakeling van subsystemen.

— Teruggekoppelde svstemen: bij de teruggekoppel-
de systemen wordt het uitgangssignaal v, (f) van het
systeem f,(s) in de zogenaamde rechitdoorgaande
baan teruggevoerd via de terugkoppelbaan naar de
ingang (figuur 15). Zonder veel rekenwerk kan nu
worden afgeleid dat:

Hs) = _ & (79]
l +H1 (S)H2 (5')
h(t) = L~} { 7 ) }. [80]

1 +H, (s)H, (5)

-
ul{t) + eflt) “1“] y{t) ult) hit) =L {Hh}} y(t)

uls) -4 Els |Hals] Yis) Uls) | H(s)= Hyls) Y(s)
q 1+H, [s)H (s)
d(t) h,(t)

D fsl Hz{E}

Figuur 15. Een tegengekoppeld svsteem.

1.4.3. Niet-lineaire systenmen

Zoals reeds bij het onderscheid tussen lineaire en
niet-lineaire systemen is vermeld, is een niet-lineair
systeemm ecn systeem dat niet lineair 18, dus dat niet
aan het superpositiebeginsel voldoet. Deze definitie
is zeer armzalig; immers deze definitie stuit de mo-
oclijkheid dat een systeem een bepaalde cigenschap,

z1) het een zeer belangrijke, bezit uit, zonder daarmee
ook maar €€én enkele eigenschap vast te leggen. Het
gedrag van niet-lineaire systemen wordt beschreven
door niet-lineaire algebraische, differentiaal- of dif-
ferentievergelijkingen. Zelden kunnén deze analytisch
worden opgelost; een algemeen geldende oplossings-
methodiek 1s dan ook niet te verwachten. In de
systeemtheorie is men echter vaak het meest ge-
interesseerd in het gedrag van een systeem in één
bepaald werkpunt, zodat door linearisatie rond een
werkpunt een beschrijving gevonden kan worden:
er volgt een lineaire beschrijving van het niet-lineaire
systeem in een zeker gebied rond het werkpunt.
Hiermee is de weg geopend om de in de voorgaande
paragrafen ontwikkelde theorie van de lineaire syste-
men zinvol toe te passen.

Bij een nadere bestudering van het gedrag van niet-
lineaire systemen valt een aantal punten direct op:

— Allereerst blijkt dat het gedrag van het systeem
in sterke mate afhangt van het ingangssignaal.

— Verder blykt dat het systeem de eigenschap heeft
hogere harmonischen te genereren, soms blijkt dat
de toegevoerde grondharmonische zelfs niet meer in
het uitgangssignaal voorkomt. N

1.4.3. 1. Linearisatie vanconstante statische systemen
Linearisatie van een niet-lineair systeem leidt tot een
lineaire beschrijving rond een werkpunt van dit niet-

lineaire systeem. Stel dat gegeven is het constante
statische systcem

y(t) = g{u(t)} [81]

waarin de functie g{u(r)} een niet-lineaire, continue
en differentieerbare functie voorstelt, dan geldt
rond het werkpunt g{nu} volgens de taylorreeks:

dg d?g
) = 81Ty L— '[H(f)—"?u 5 — A
y(1) { } o J"?u ] 2 A2 n,
((t)—n, P +.... [82]

zodat na verwaarlozing van de hogere machten geldt:

d
y) = g{n,} + el

[u()—, 1 [83]
due nu

Met andere woorden tussen de kleine variaties rond
het werkpunt g {n, } bestaat de relatie:

k = _2 - 84
() di Ny [84]
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Opgemerkt moet worden dat de versterkingsfactor
A(m, ) een functie is van het werkpunt g(n,, ) van de
niet-lineariteit, of, betrokken op het ingangssignaal,
van de gemiddelde waarde n,, van u(f). Deze hineari-
satietechniek is echter allecen zinvol als de variaties
in het ngangssignaal u(f) rondom zijn gemiddelde
n, niet te groot zyn, zoals 1n tegengekoppelde of ge-
sloten systemen. Wordt echter een niet-tegengekop-
peld of open systeem beschouwd dan zullen de va-
riaties rond 7, vaak te groot zijn om een dergelijke
vereenvoudiging te mogen doorvocren. In dat geval
kan het zinvol zijn van de methode van de statistische
linearisatie of de methode van Booton gebruik te
maken. Deze methode berust op de volgende ge-
dachtengang. Veronderstel dat het ingangssignaal
t(t,;{) een gemiddelde waarde n-=0 bezit, en dat het
niet-lineaire systeem vervangen Kan worden door
een equivalente versterkingsfactor A,(0,0-), en dus
door een lineair constant systeem, dan zal door mini-
malisatie van het verschil tussen het uitgangssignaal
V(t:$)=glu(r:X)} van het niet-lineaire statische sys-
teem en het urtgangssignaal y*(¢,{)=Ak_1(¢,{) van het
vervangende lineaire systeem volgens een kwadra-
tisch critertum de best mogelijke equivalente ver-
sterkingsfactor worden verkregen (figuur 16). Er valt
aan te tonen dat door berekening van:

uft:r)

— yit;
.__m'et—lrnemr-q ¥ ':}

systeem >
—% -
[ineon y (ty) y, ety

systeem

Figuur 16. Statistische linearisatic van een constant statisch
niet-lineair systeem.

J
dk

E{{g{u(r,$)-k, wtt;5)]*} = O [85]

e

de volgende eenvoudige betrekking voor A,(0,0,)
geldt:

f 1 g(u)fuu(u)du

—— Y

kE(O.Uﬂ-) — - -
f w? f-(u)du
1 -
= .2 _! w g(u) [ (1) du [ 36]

Een aantal opmerkingen moet hier gemaakt worden.
— Uit de vergelijking [86] blijkt dat de verkregen
versterkingsfactor k,(0.0) een functie 1s van de va-

116

riantie 0 in feite moet zelfs de verdelingsdichtheids-
functic f-(«) bekend zijn bij de berekening van
k.(0,0-). De hier vermelde methode kan, zij het dat
de resultaten aanmerkeljjk imgewikkclder worden,
ook toegepast worden voor ingangssignalen 7(¢,<)
waarvan nE#O.

— Gezien het feit dat het lineaire vervangende sys-
teem een versterkingsfactor is, kan dc¢ze methode
alleen voor niet-lineaire constante statische systemen
zinvol worden toegepast.

— De hier gevolgde methodiek ter verkrijging van de
optimale versterkingsfactor vertoont grote overeen-
komst met die welke gevolgd is by het ontbinden
van signalen in deelsignalen: men vergelijke daartoe
de figuren 6en 16,

1.4.3.2. Beschrijvende functicmethode

Voor de beschrijving van niet-lineaire constante dy-
namische systemen wordt gebruik gemaakt van de
beschrijvende functicimethode. Deze berust op het
teit dat het te beschrijven nict-lineaire systeem wordt
beschreven door een lineair dynamisch systeem. ge-
karakterisecerd door een versterkingsfactor | G(v)| en
een fase-draating arg G(r). Wanneer aan een niet-
lineair systcem een ingangssignaal w($)=Acos2mvt
wordt aangeboden kan het uitgangssignaal met be-
hulp van de fourierreeks [6] worden gesplitst in si-
nusvormige deelsignalen. Uit een vergelijking van het
ingangssignaal met de grondharmonische, de eerste
term van de fourierreeks van het uitgangssignaal,
kan nu cen overbrengingsverhouding worden gedefi-
nieerd. de beschrijvende functie. Qok deze metho-
dick geeft een beschriving rond een bepaald werk-
punt, en moect gezien worden als een linearisatiecme-
thode. Van belang is om op te merken dat er geen
lineair verband tussen de hogere harmonischen, de
verdere termen van de fourierrecksontwikkeling, van
het uitgangssignaal v(7) en het ingangssignaal u(r)
bestaat. De hierboven geschetste methode is ook toe-
pasbaar voor stochastische signalen; het te beschrij-
ven systeem wordt gedacht te worden beschreven
door een lincair systeem waar aan de uitgang ecn sSig-
naal n(¢,¢), de restruis, wordt toegevoegd (figuur 17).
De restruis is dus het verschil tussen de uitgangssie-

n{t.y)

:“:U"L“Et Tmaa ) Vit ult;r) ?'H:izhiﬂit:;}
(&L= LT - —' Gly) -

systeem

Figuur 17. De beschirifvende functie: een lincaire beschiri-
ping van een niet-lineatr constant dvnamisch sy steem.



nalen ¥(£;¢) en ji*(t;g’) van respectievelijk het niet-
lHneaire systeem en het vervangende lineaire systeem.
De optimale dynamische versterkingsfactor wordt ver-
kregen door de variantic van de restruis te minimali-
seren naar dc parameters van de overbrengingsver-
houding G(v). Aangetoond kan worden dat minima-
lisatie van de variantie 02 betekent dat er tussen de
restruis #(£,;¢) en het ingangssignaal u(#;{) geen line-
aire relatie bestaat, en dus dat R——(7)=0 voor alle T.
Er kan worden afgeleid dat:

S--(v) =5-=*(v) = G(v)S-=-(v) [87]

iy i) i

S——) =1GW)* S--(W)+S--(v) . [88]

vy U N

Met behulp van vergelijking [87] is de beschrijvende
functie G(v) te bepalen; hieruit kan door substitutie
van | G()| in vergelijking [88] het spectrum S_=(v)
van de restruis worden bepaald.

De door de formules [87]) en [88] gegeven methode
kan alleen tocgepast worden indicn het niet-lineaire
systeem in cen niet-teruggekoppeld systeem is opge-
nomen. Bestaat cr echter wel cen terugkoppelbaan
(figuur 18) dan kan deze methodiek niet zonder

uftigh,  elty) z(tr) — ylt:r)

net-lLin.syst. L. syst.
*-? .[G{EH;;} | " H(v) T -

: ) nlt:2)
alt;r}  e{t) z (t; ll'ﬂz ) yit:1)
) ;“' et Lin. model i z+-f C lin.syst. Y -
-i Giv) | Hiv) r

Figuur 18. De beschrijvende functicmethode toegepast in een
gesloten systeem.

meer worden toegepast; immers het signaal 7(s,¢)
is door de terugkoppeling altijd voor een deel lineair
afhankeliyjk van ¢e(t;{), en dus zal Rﬁ(r);&o Zijn voor
alle 7. Eenvoudig valt af te leiden dat nu H(v) als
volgt kan worden berekend:

— Indirecte methode:

SLT?(H) — Gfﬂf(v) SI;E(V):

G(v) Hv)

: [89]
1+G(v)H(v)

met G, , (V)=

— Directe methode: |
Gv) = SEE-(V)/SEE—(V) . [90]

De eerste methode kan alleen worden toegepast In-

dien het lineaire systeem H(v) bekend is; in het al-
gemeen leidt de directc methode sneller tot resulta-
ten.

De beschrijvende functiecmecthode 1s van groot be-
lang b1 de mathematische beschrijving van het regel-
gedrag van de mens in stuur- en regeltaken.

1.4.4. Toestandsbeschrijving i

By de indeling van systemen in scalaire en multiva-
riabele systemen 1s reeds gewezen op de toestandsbe-
schrijving van multivariabele systemen. Deze be-
schrijvingswijze heeft de laatste decennia een zeer
grote opgang gemaakt, enerzijds omdat het concep-
tueel eenvoudig was zeer gecompliceerde systemen
overzichtelyjk te schrijven, anderzijds omdat deze
beschrijvingswijze zich zeer goed leent voor verwer-
king met digitale rekenmachines. De gedachtengang
1s ferug te voeren tot het feit dat elk dynamisch sys-
teem kan worden beschreven door een stelsel eerste
orde differentiaalvergelijkingen.

Wanneer voor een gegeven systeem het ingangssig-
naal u(¢) bekend is over het interval [—«,#] dan kan
het uitgangssignaal y(¢) berekend worden; is u(t)
echter bekend over het interval [#4,¢] dan is voor de
berekening van y(t) (met uitzondering van de con-
stante statische systemen) ook de beginvoorwaarde
of tocstand y(fy ) nodig. De toestand van een systeem
kan nu als volgt worden gedefinieerd:

De toestand van een systeem op een zeker tijdstip t,
is een verzameling getallen die tezamen met het in-
gangssignaal op het interval (t,,t] het uitgangssignaal
op het tijdstip t eenduidig vastlegt.

Uit deze definitie volgt een belangrijke relatie: de
uitgangsvergelijking van het systeem:

Y1) = fAx(ro)ult:toD)} 5 t>t0 ; [91]

hierin stelt de grootheid y(¢) de uitgangsvector voor,
u(t: to,t) de ingangsvector over het interval [£q,¢] en

x(to) de toestandsvector. De toestandsvector is hier-

in gedefinieerd op het tijdstip fo ; vanzelfsprekend had
deze bijvoorbeeld ook ten tijde #; gedefinieerd kun-
nen worden. Aangectoond kan nu worden dat voor
t; >to de toestand x(¢,) volledig bepaald wordt door
x(to) en u(t:tg,t, ). Dit leidt tot de toestandsverge-
lijking [92]:

x(1) =g{x(to),u(t:ty,1) } 5 t>to. [92]

De vergelijkingen [91] en [92] beschrijven met uit-
zondering van de verdeelde systemen alle eerder ge-
noemde klassen systemen.
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Binnen het kader van dit Handboek i1s het onmoge-
lijk een algemene behandeling van de toestandsbe-
schrijving te geven; zij zal daartoe beperkt worden
tot de differentiéle systemen, dat ziyn die systemen
waarvoor de vergelijkingen [91] en [92] geschreven
kunnen worden in de vorm van:

x(1) = g{x(t),u(t),t} [93]

y(t) = f{x(®)u(t) ,t}. [94]

De systeemvergelijkingen [93] en [94] bezitten een
zeer eenvoudige structuur wanneer deze worden op-
gesteld voor lineaire systemen, er volgt

X(1) = A(t)x(t) + B(t)u(r) [95]

Y1)y = Cox() + D(t)u(r) [96]

waarin A(t) de systeemmatrix, B(t) de ingangsmatrix,
C(t) de uitgangsmatrix en D(t) de doorverbindings-
matrix voorstellen. Voor het geval dat een lineair

Figuur 19. Toestandsbeschrijving van een [ineair constant sys-
reem.

constant systeem wordt bekeken kunnen de verge-
ljkingen [95] en [96] nog verder worden vereenvou-
digd, nameljjk tot:

X(1) = Ax(t) + Bu(t) [97]

y(t) = Cx(t) + Du(r) . (98]

De betekenis van de matrices A,B.C,en D kan het
best aan de hand van figuur 19 worden nagegaan.

— De matrix A bevindt zich in de tegenkoppelbaan,
en voert dus een operatie uit op de teruggekoppelde
toestandsgrootheid x(f) naar de integratoren. De sys-
teemmatrix A bepgalt in feite het dynamische ge-
drag van het systeem.

— De matrix B bepaalt in welke mate en op welke
wijze het ingangssignaal u(f) kan inwerken op het
teruggekoppeld systeem: de matrix geeft in samen-
hang met de systeemmatrix A aan of het systeem
regelbaar is of niet. Onder een volledig regelbaar sy-
steem wordt hierbij verstaan een situatie waarbij het
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systeem vanuit een willekeurige begintoestand x (/)
naar een of andere willekeurige eindtoestand x(¢,)
kan worden gestuurd door het aanbieden van een
zeker ingangssignaal u(t: 1g,1.), waarbij het interval
[£0,, ] eindig is met £, >¢;.

— Als tegenhanger van het begrip regelbaarheid kent
men het begrip observeerbaarheid, bepaald door de
structuur van de matrix C in relatie tot die van de
systeemmatrix A. Een systeem wordt volledig obser-
veerbaar genoemd indien uit de toestand x(fy) en
het uitgangssignaal y(f:tq,f,) op het eindige interval
[70.fe] de toestand x(Z,) €énduidig is vast te leggen
(1g<le).

— Tenslotte geeft de doorverbindingsmatrix D aan
in welke mate en op welke wijze het ingangssignaal
u(tr) direct op het uitgangssignaal y(f) ingrijpt, zon-
der daarbij de tegengekoppelde integratoren te pas-
seren.

De begrippen regelbaarheid en observeerbaarheid
zullen nader worden gebruikt in de paragraaf over
automaten en grammatica’s.

Zonder In te gaan op de bewijsvoering kan nu wor-
den afgeleid dat de oplossingen van de differentiaal-
vergelijkingen [97] en [98] met beginvoorwaarde
X(to ) luiden:

[
x(t) = eAU=te) x(£y) + f e A7) B u(r)dr
- : -
199]

y(1) = Cefl-1) x(44) +

!
+= i f eAU=7) Bu(r)ydr + Du(t) [100]
[, o T

waarin e4 ) de overgangsmatrix wordt genoemd. De
formules [99] en [100] geven de responsie y(f) van
het systeem op een ingangssignaal u«(#) in het tijds-
domein. N

Evenals bij de scalaire systemen kan ook hier weer
een beschrijving in het frequentiedomein worden
gegeven. Door laplacetransformatie van de vergeli-
king [97] volgt:

sX(s) — x(to) = AX(s) + BU(s) [101]
en dus:
A(s) = (S[—-A)"_{(to )+(31—-A)"B_{/(5‘) . {102}

De matrix (s/—A)~'B wordt de overdrachtsmatrix
van U(s) naar X(s) genoemd. Transformatie van de



vergelijking [98] en substitutie hiervan in vergelijking
[102] levert:

Y(s) = C(sI—A)"" x(to)+H[C(sI—A) "' B+D]U(s).
[103)

De matrix C(s/—A)™'B+D wordt de overdrachtsma-
trix van U(s) naar Y(s) genoemd; deze kan vergeleken
worden met de overbrengingsverhouding H(s) die bij
de scalaire lineaire constante systemen reeds naar
voren gekomen i1s in paragraaf 1.4.2.3.

Bij de modernere beschrijvingen van het regelgedrag
van de mens bij stuur- en regeltaken wordt veelvul-
dig van deze toestandsbeschrijving gebruik gemaakt.

[.5. Modellen en parameterschatten

De systeemtheorie heeft onder andere tot doel om
realistische systemen te modelleren, dat wil zeggen
door een mathematisch model de wetmatigheden
vast te leggen, en wel zo, dat op grond hiervan het
gedrag van het werkelijke systeem kan worden voor-
speld onder zeer uiteenlopende omstandigheden. In
het voorgaande is er vrijwel steeds van uitgegaan dat
van het te onderzoeken systeem weinig of geen
a priorl informatie aanwezig 1s. In dergeljjke gevallen
kan door de bepaling van impulsresponsies, overbren-
gingsverhoudingen en gemiddelde produktfuncties
vaak zeer doeltreffend een systeembeschrijving gevon-
den worden. Veelal is het echter op grond van reeds
verkregen kennis van het te onderzoeken systeem
mogelyk om van het model de structuur reeds van te
voren op te stellen, terwijl de waarden van de para-
meters in het model met de reeds bekende structuur
dan later bepaald dienen te worden.

De keuze van de structuur van het model 1s van groot
belang; deze keuze wordt onder andere beinvloed
door de volgende factoren:

— Het doel waarvoor het model wordt opgesteld.

— De inzichten van de onderzoeker of ontwerper.

— De informatie die reeds bekend 1s over het te on-
derzoeken systeem.

— De vereiste nauwkeurigheid van het model.

— De observeerbaarheid van het te onderzoeken
systeem.

De bepaling van de nog onbekende parameters ge-
schiedt in wezen altiyjd volgens hetzelfde patroon,
z1] het dat de uitwerking totaal verschillend kan zijn
(figuur 20). Van het te onderzoeken systeem wordt
een model opgesteld; de structuur wordt gekozen

en de parameters «; moeten bepaald worden. Het
door het ingangssignaal u(¢,{) gegenereerde uitgangs-
signaal y*(¢;{,a;) wordt vergeleken met het uitgangs-
signaal y(#,;¢) van het systeem. Volgens één of ander
criterium wordt nu getracht om door variatie van de
parameters «; het verschil tussen y(#,) en y*(#,§,o;)
zo klein mogelijk te maken (w(¢) is hierin weer de
weegtactor, terwijl voor de exponent p meestal twee
gekozen wordt):

_E_ E _mf w(t)| 7(t,$)-v*(t,$ o) | Pdt = 0.
0Q; [104)

Het minimaliseren van deze kostenfunctie kan ana-
lytisch of via één of andere iteratieve procedure ge-
beuren. In het algemeen zal door oplossing van ver-
gelijking [104 | een stelsel vergelijkingen ontstaan dat
niet-lineair in de parameters 1s; slechts in bijzondere
gevallen kan met w(f)=1 en p=2 een stelsel verge-
lijkingen dat wel lineair in de parameters is, verkre-

$E{1.L‘]

u(t.r) y(t.z)
——8 systeem — -

——» model

o T, e(t,
y “.t.ﬂ-]__c el H*-lcflt'ﬂ"‘”m

T modelparometers

Figuur 20. Parameterschatting van de modelparameters in
een niet-tegengekoppeld systeem.

gen worden. Opgemerkt moet worden dat de in fi-
guur 20 aangegeven methode 1n niet-teruggekop-
pelde systemen voldoet; varianten hierop maken
parameterschatting in een gesloten keten mogeljk.
Tenslotte 1s het van groot belang om na te gaan
binnen welk geldigheidsgebied het verkregen model
mag worden toegepast, of met andere woorden wel-
ke veronderstellingen als uitgangspunt bij het opstel-
len van het model gekozen zin.

2. Automaten en grammatica’s

Automaten zyn dynamische systemen die discreet
en constant zyn. Zij zyyn dynamisch omdat hun ge-
drag niet alleen van de laatste waarde van het In-
gangssignaal athangt, maar tevens van de reeks van
eerdere signaalwaarden. Zi1j ziyn discreet omdat ze
opereren op een discrete tijdas: =0, 1, 2, ..., en con-
stant omdat zowel structuur als syteemsparameters
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onathankeljjk zijn van £ Tevens geldt voor automa-
ten dat signalen gekwantiseerd zijn: zij kunnen waar-

den aannemen uit een eindige verzameling.

We bespreken nu eerst een aantal automaten van toe-

nemende complexiteit (2.1). De keuze wordt bepaald

door de relatic met grammatica’s, welke in 2.2. be-

handeld wordt. Voor al deze automaten geldt dat het
observeerbare systemen ziyn (zie paragraaf 1.4.4.),

waarbij het er niet toe doet of de beschrijving uit-

gaat van de toestand of van het uitgangssignaal. In
feite zal de beschrijving van de toestand uitgaan, zo-
dat in het volgende het begrip ‘uitgangssignaal’ niet
meer gebruikt zal worden.

2.1, Enige automaten

2.1.1. Eindige automaten
Een eindige automaat is een systeem dat gekenmerkt

wordt door de volgende viif grootheden. Er is een
eindige (niet-lege) verzameling X van toestanden
waarin de automaat kan verkeren. Er is een speciale
toestand xq, de beginroestand, en een verzameling
F van een of meer zg. eindtoestanden. Verder is er
een eindige (niet-lege) verzameling ¥V van waarden
die het ingangssignaal kan aannemen, ook wel het
vocabulaire van de automaat genoemd. Tenslotte is
0 de zogcheten toestandsfunctie. Deze geeft aan wel-
ke nieuwe toestand de automaat bereikt, wanneer
het ingangssignaal een bepaalde waarde aanneemt,
terwijl de automaat in een zekere toestand verkeert:
o(x;, v;) = Xx; betekent dat de automaat in toestand
x; bij Invoer van vocabulaire-element »; overgaat in
toestand xy. .

Figuur 2la laat in de vorm van een overgangsdia-
gram (ook wel: signaalstroomdiagram) de werking
van een eindige automaat met twee toestanden xg
enx,; zien, waarbij ¥ binair is (0 of 1), terwijl de toe-
standsfunctie bestaat uit 6{xq,1) = x;, §(x,,0) = xg
en 6(x,,0) = x,.

Om nu de werking van deze en andere automaten
toe te lichten gaan we uit van het begrip ‘regelbaar-
heid’, dat werd geintroduceerd in paragraaf 1.4.4.

® ®

1 1

() O

Figuur 21. Overgangsdiagram voor deterministische (a) en
non-deterministische {b) eindige autoniauat.
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Een systeem heette daar ‘volledig regelbaar’ wanneer
er steeds een ingangssignaal bestaat waarmee het
vanuit een zekere begintoestand x(f ) naar een wil-
lekeurige eindtoestand x(f,) kan worden gestuurd.
In de automatentheorie gaat het niet om volledige
regelbaarheid (d.w.z. vanuit elke willckeurige begin-
toestand) maar slechts om regelbaarheid vanuit éen
als zodanig gedefinieerde begintoestand xy. Deze
toestand heet regelbaar wanneer er een rij van in-
vocrelementen s (een signaal) bestaat die de auto-
maat kan overvocren in een eindtoestand (eF). Men
zegt dan dat de automaat de rij s accepteert, Dit kan
als volgt worden geschreven: 6(xg,s) = Xp, Waar seV'*
(de verzameling van rijen van vocabulaire-elementen)
en xpeF. In figuur 21a bijvoorbeeld, zien we dat men
van X, naar x; kan gaan door invoering van 1, maar
ook van 01,001, 101, etc. De taal geaccepteerd door
automaat A is de verzameling van geaccepteerde rij-
en: T(A) = {s| 8(xp s)eF}, oftewel de rijen waarmee
de begintoestand regelbaar is. Voor de eindige auto-
maat in figuur 21a kan dat met elke rij bestaande
uit willekeurig veel O-clementen, gevolgd door wil-
lekeurig veel sequenties 10, gevolgd door 1. Kort
genoteerd: T = {0*(10)*1}. Twee automaten 4, en
A, heten equivalent wanneer T(A,)=T(4,). De ta-
len die door eindige automaten kunnen worden ge-
accepteerd noemt men reguliere talen.

Naast deterministische eindige automaten zoals in
figuur 21a, zijn er ook non-deterministische. De toe-
standsfunctie van deze automaten geeft voor elk
paar van toestand en vocabulaire-element een verza-
meling vanmogelijke overgangen: 8(x;,v;) = {x, ... X}
Fen voorbeeld is gegeven in figuur 21b. Daar geldt
6(xq,1) ={ xg.X;}. Accepteren van de invoerrij be-
tekent nu dat men by elke overgang steeds een zo-
danige toestand kan kiezen dat er vanuit xo tenslotte
een eindtoestand kan worden bereikt. Er 1s bewezen
dat er voor elke non-deterministische eindige auto-
maat een equivalente determinstische eindige auto-
maat bestaat (het omgekeerde geldt vanzelfspre-
kend), zodat ook de non-deterministische eindige
automaten de klasse van reguliere talen voortbren-
gen.,

Een probabilistische eindige atitomaat 18 een genera-
lisatie van de non-deterministische, waarbyy voor elke
overgang een waarschijnlijkheid 1s gedefinieerd. Het
1S dan een stochastisch systeem, zoals gedefiniecrd
in paragraaf 1.4.1. Markov-bronnen vormen hiervan
cen subklasse.

De invoerrijen over het vocabulaire die niet worden



geaccepteerd door de automaat vormen het ‘comple-
ment’ C7, van de taal 7. Het complement van een
reguliere taal is eveneens regulier, d.w.z. er bestaat
voor elke eindige automaat A een andere eindige
automaat A’ z6, dat CT(A)=T(A4").

2.1.2. Stapelautomaten

Een stapelautomaat ( PDA voor ‘push down automa-
ten’) is een systeem dat, in tegenstelling tot de ein-
dige automaat een oneindige toestandsverzameling X
heeft. Om die te beschrijven ontbindt men X in twee
gedeelten: een eindige verzameling 7= {¢g,¢,,...,¢, }
van ‘toestanden’ in meer strikte zin, plus een geheu-
gen van oneindige omvang. Het geheugen kan wille-
keurig lange rijen (x,V,{2,..) bevatten van zg. ge-
heugensymbolen die genomen zijn uit een eindig
‘geheugenvocabulaire’ I'={vy,,7; sYn } - D& werking
van dit geheugen stelle men zich als volgt voor: de
automaat stapelt de geheugenelementen op elkaar.
In de aanvang is er slechts vy,. Nieuwe elementen
worden daar successievelijk bovenop gelegd. Ook kan
steeds het bovenste element (het ‘topelement’) wor-
den verwijderd. Er mogen echter geen geheugenele-
menten worden tussengeschoven of tussenuit getrok-
ken.

De begintoestand x, van de automaat is in ontbon-
den vorm het paar (¢, ,yo ), waarbij £, nu als “begin-
toestand’ (in strikte zin) wordt aangeduid. FeT is
weer de verzameling van eindtoestanden. De auto-
maat i1s een systeem (V,T.1,ty,Yo,F,0), waarin 0 de
verzameling 1s van overgangsregels. De overgangsre-
gels geven aan wat er in een gegeven toestand bij een
gegeven topelement en een gegeven invoersymbool
gebeurt, d.w.z. wat de volgende toestand zal ziyyn en
wat er in het geheugen wordt veranderd. Men schrijft
(¢:, v, vk )=(t1,%x), hetgeen betekent dat bij invoer van
v, met vy, als geheugentopelement de toestand van

]
t; in t; verandert, en 7y, vervangen wordt door de

l

rij (of beter: stapel) van geheugenelementen x (even-
tueel de nul-rij, d.w.z. eenvoudige verwijdering van
v, ). Een rij s van invoerelementen wordt geaccep-
teerd door de automaat wanneer vanuit (Zq,7Yo) €€n
eindtoestand f,eF wordt bereikt. De taal T(PDA)
geaccepteerd door de PDA is de verzameling van ge-
accepteerde rijen: T(PDA) = {s|6(ty,8,70) = (tf,x),
rfeF,xeF*}. De talen, die geaccepteerd kunnen wor-
den door PDA’s noemt men deterministische talen.
Het complement van een deterministische taal 1is

eveneens deterministisch. Reguliere talen vormen een
strikte deelverzameling van deterministische talen.

Analoog aan de non-deterministische eindige auto-
maat 1S er de non-deterministische stapelautomaat
(NPDA). Bij elke toestand, geheugen-topelement en
invoerelement kan de automaat nu uit een verzame-
ling overgangen kiezen. Dit type automaat kan meer
dan de deterministische variant. De erdoor geaccep-
teerde talen heten contextvrije talen. Determinis-
tische talen vormen hiervan een strikte deelverza-
meling. De vraag of het complement van een
contextvrije taal ook contextvrij is, is bewezen een
onoplosbaar probleem te zijn. Wel is het complement
steeds contextgevoelig (zie volgende paragraaf).

2.1.3. Lineairbegrensde automaten

De lineairbegrensde automaat (LBA) kan men zich
het best voorstellen als een bandje waarlangs een
mechanisme beweegt dat kan lezen en schrijven en
dat in verschillende toestanden kan verkeren (zie
figuur 22). Het bandje wordt gebruikt om de invoer
op te schrijven, en tevens als geheugenruimte. Afge-
sproken wordt dat de ‘werkruimte’ op het bandje
precies dezelfde omvang heeft als de invoer. De be-
schikbare geheugenruimte is dus altijd gelijk aan het
aantal elementen waaruit het ingangssignaal bestaat
(en dus in beginsel onbeperkt).

1

K

Figuur 22. Een lineair begrensde automaat.

De LBA die gekarakteriseerd wordt door de groot-
heden V, T, T, ty, F, 8, en #, begint in toestand ¢,
links op het bandje te lezen, d.w.z. bij het eerste in-
voersymbool. Naar aanleiding van wat hij daar leest
verandert hij van toestand en kan hij dit eerste ele-
ment vervangen door een ander. Dat kan ziyn een
element van V, of een extra geheugenelement (uit
het eindige geheugenvocabulaire 7). Tevens neemt
hij een nieuwe positie & in, die kan zijn: één plaatsje
naar rechts (k=+1), één plaatje naar links (k=—1),
of bliyjven staan (k=0). Elk paar van toestand en
bandsymbool veroorzaakt dus drie veranderingen:
een toestandswijziging, een wijziging van bandsym-
bool, en een wijziging van plaats. De overgangsregels
0 geven nu aan hoe voor elk paar van toestand en ge-
lezen bandsymbool de drie veranderingen zullen zijn.
We zeggen nu dat de LBA een invoer ‘accepteert’
wanneer hij het rechter grenssymbool # bereikt, en
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dan in een eindtoestand (ef) geraakt. LBA’s zin al-
tijd non-deterministisch: er wordt voor eike combi-
natie van toestand en bandsymbool een verzameling
van overgangen gespecificeerd.

De talen die door LBA’s geaccepteerd worden heten
context-gevoelige talen. Het is nog niet bekend of
hun complementen ook contextgevoelig zyyn. Con-
textvrije talen vormen een striktc deelverzameling

van contextgevoclige.

2.1.4. Turingmmachines

Een Turingmachine TA{ verschilt slechts in ¢én op-
zicht van een LBA: de band voor lezen en schrijven
is naar links en naar rechts oneindig lang. De over-
gangsregels zijn echter net zo als bij de LBA: voor
clk paar van bandsymbool en toestand omschrijven
z1) wat het nieuwe bandsymbool {er plaatse wordt,
welke nieuwe toestand bereikt wordt, en welk band-
element vervolgens zal worden gelezen (A=-1. 0, of
+1). Behulve mel-deterministische TAf's bestaan er
ook deterministische. In feite is elke niet-determinis-
tische TM equivalent met een deterministische.
Gezien zyn uiterst simpele constructie 1s het verras-
send dat men op een TAM alle bewerkingen kan uit-
voeren die met ecn moderne digitale computer kun-
nen worden uitgevoerd. Het omgekeerde geldt niet
eens, tenziy men ervan uitgaat dat de computerleve-
rancier zo nodig onbeperkt veel extra geheugenrums-
te kan leveren. kEen Turingmachine kan, naar het
schynt, elke expliciete symbooloperatie uitvoeren.
In feite kan dat zelfs op een TAM met slechts twee
toestanden fo en ;. Men definicert tegenwoordig
dan ook het begrip (‘effecticve’ of ‘mechanische’)
‘procedure’ als ‘uitvoerbaar op een 7M. De ruimte
ontbreekt om dit verder toe te lichien, zie echier
Minsky (1967).

Men zegt dat TM een invoerrij s accepteert wanneer
deze de TM van de begintoestand f, overvoert in een
eindtoestand rj-eF. De talen die door TM’s worden
geaccepteerd heten opsombare talen, zo geheten om-
dat zij de eigenschap hebben dat de rijen of de zin-
nen van zo'n taal kunnen worden ‘opgesomd’: d.w.z.
er bestaat een procedure waarmee achtereenvolgens
zinnen van de taal 7 (en geen andere rijen) worden
opgenoemd, en wel zd dat voor elke zin in de taal T
geldt dat die na een eindig aantal bewerkingen wordt
vermeld. (Het opsommen zal voor ecn taal van on-
eindige omvang niettemin oneindig lang duren!) Stel
er is een 7M, met taal T(TM), en een willekeurige
r;} s (eV*). Wanneer se7(7M) dan kan dit feit, dank
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z1) de opsombaarheid van T, middels een eindig aan-
tal bewerkingen worden vastgesteld. Men zegl ook
wel dat s kan worden ‘herkend’. Alle eerder behan-
delde talen zyn ook opsombaar, maar er zijn opsom-
bare talen die niet contextgevoelig (resp. contextvrij,
regulier) zijn. Het complement CT(TM) van een
T(TM) is niet noodzakelyk opsombaar. Dat betekent
dat wanneer seCT(TM) er geen garantie is dat s als
zodanig kan worden herkend door een Turingma-
chine. Anders gezegd: het is niet zo dat er voor alle
opsombare talen 7 een procedure bestaat om voor
een willekeurige rij s vast te stellen of s wel of niet
tot T behoort. Die talen waarvoor wél zo'n proce-
dure bestaat noemt men ‘beslisbaar’. Het zijn opsom-
bare talen waarvan ook het complement opsombaar

1S5.

2.2 Granvunatica's en qutomatoen

2.2.1. Grammatica’s en Turingmachines

Behalve met een Turingmachine kan men een opsom-
bare taal met een grammatica beschrijven. Een gram-
matica G wordt gekenmerkt door de grootheden
V.H, P, en Z V is een eindig terminaal vocabulaire
(met terminale clementen «, b, ...); i i1s een eindig
Indpvocabulaire (met hulpsymbolen op variabelen
A, B, ...) waarin een speciaal zg. beginsymbool Z.
P, tenslotte, 1s een eindige verzameling produktiere-
gels. V en A hebben geen elementen gemeen:
VOH=¢, tcrwijl hun vereniging VIJH=I" wel het
(ongespecificeerde) vocabuluire van de grammatica
wordt genoemd. De produktieregels in £ zyn geor-
dende paren van ryen («,8), meestal geschreven als
o—3, waarbij de eerste rij («v) bestaat uit één of meer
elementen van /7 en de tweede (8) uit O of meer ele-
menten van /7, Anders gezegd: aef™ (de rijen van
positieve lengte over [7) en Be/ ™ (de rijen over [,
inclusief de nulryj A). Er geldt dus PCT%7*, De regel
a0 betekent dat de rj « in elke context mag wor-
den vervangen door de rij 8. Zo'n vervanging wordt
aangeduld met =. Op grond van de regel a—§ mag
men byvoorbeeld de rij yad vervangen door y30;
dit wordt dan geschreven als yad=y86. Meer in het
algemeen schrijft men ¢y (Y is een afleiding van ¢)
wanneer er ecn serie van nul of meer vervangingen is
die ¢ overvoert in y (nul vervangingen als ¢ = ).
Een zin voortgebracht door de grammatica G is elke
rij van terminale elementen die met de produktiere-
gels van G uit Z kan worden afgeleid. Dus de rij o is
een zin voortgebracht door ¢ indien er een atleiding
Z=0 bestaat en gV #



De taal L(G), voortgebracht door G is de verzameling
van voortgebrachte zinnen, oftewel L(G)= {0 |Z=¢ }.
Voorbeeld: Stel G=(V,H, PZ) met V= {a(pen),
b(akken), c(roquetten)}, H={N(aamwoord), P(redi-
kaat), W(erkwoord), Z(in)}, en met produktieregels
P={Z->NP, P-WN, P-W, N-a, N-c, W—-b}, dan
kunnen we uit Z de volgende afleiding maken:
Z=>NP, NP=aP, 6 uP=aWN, aWN=ubN, abN=abc, of
kortweg Z=uabc. Omdat zowel «, b als ¢ terminale
elementen zijn is de rij abc, of ultgeschreven apern
bakken croquetten een zin in L(G). De lezer kan zelf
afleiden, dat de andere zinnen in L(G) de volgende
zijn: apen bakken, croquetten bakken en croquetten
bakken apen.

Er kan worden bewezen dat men met de aldus gede-
finieerde grammatica’s precies de klasse van opsom-
bare talen kan voortbrengen. Voor elke opsombare
taal T(7M) is er een grammatica G waarvoor geldt

2.2.3. Contextvrije grammatica's en stapel-
automalten

e —— — =

De tweede beperking is weer iets restrictiever. Be-
halve la! <181 geldt nu ook nog dat aeH; « is dus een
enkelvoudig hulpsymbool. Aldus ontstaat de type-2
of contextvrije grammatica. De regels ervan zien er
it als A-f; waarbij A een hulpsymbool is en 8 een
rij in "% Elke taal die met een contextvrije gramma-
tica kan worden voortgebracht heet een contextvrije
‘taal.

Een afleiding d.m.v. een contextvrije grammatica
kan gemakkelijk zichtbaar worden gemaakt met een
boom- of zinsdiagram. Figuur 23 geeft de produktie-
regels van een contextvrije grammatica G en een af-
leiding van de zin abcd. Ernaast staat het bijbehoren-
de boomdiagram. Er is ook een andere afleiding van
dezelfde zin, waarbij overigens hetzelfde boomdia-
gram hoort, nl. Z=2AB~>AZd—=>Abcd—>abced. Elk ele-

L(GYX=T(TM), terwijl elke taal L(G) opsombaar is.
Anders gezegd: voor elke Turingmachine is er een
equivalente grammatica en andersom.

Chomsky heeft voorgesteld een aantal meer en meer
restrictieve klassen grammatica’s te onderscheiden.

ment wordt in de twee afleidingen op dezelfde ma-
nier herschreven (d.w.z. met dezelfde regel); alleen
gebeurt dat wat eerder of later. De in figuur 23 ge-

produc tiereqels: beemdiagram:

e NE Z~AB A -g Z
We volgen nu zijn indeling. D B Vg
Z~bc Cegl &f 27 xd
D~d | W\

22.2. Contextgevoelige grammatica’s en lineair-
begrensde automaten

De eerste beperking houdt in dat produktieregels Figuur 23. Afleiding van abed met bijbehorend boomdia-
niet verkortend mogen zijn. Wanneer de lengte van gram.
een 1ij & wordt aangeduid met lal (dusbijv. labcl=3),
dan stelt de restrictie dat voor alle produktieregels
a—f n P moet gelden: lalglﬁl. De grammatica’s die
hicraan voldoen heten fy¥pe-1 of contextgevoelige
srammatica’s. Elke taal die met een contextgevoelige
grammatica Kan worden voortgebracht heet een "con-
textgevoelige’ of ‘type-1"-taal.

Linkerafleiding: Z=AB = ocB=02d= chcd

geven afleiding heet ‘linkerafleiding’ van abcd, om-
dat bij elke stap het meest linkse hulpsymbool her-
schreven wordt. Bij elk boomdiagram behoort pre-
cies €éen llnkeraﬂeldmg (indien de grammatica die
toelaat) en andersom.

Er is voor de zin abcd ndg een linkerafleiding moge-
lijk met de regels in figuur 23. Hierbij hoort dan ook
een ander boomdiagram. Afleiding en boomdiagram
zijn gegeven figuur 24.

Wanneer een contextvrije grammatica twee of meer
verschillende linkerafleidingen (zinsdiagrammen)
geeft voor een zin heet de grammatica ambigu. Dat
is dus het geval voor de onderhavige grammatica G.

Eerder zagen we dat lineairbegrensde automaten pre-
cics de contextgevoelige talen accepteren. Er is dan
ook bewezen dat contextgevoelige grammatica’s
equivalent zijn met LBA’s. Dat is in zoverre intuitief
In te zien dat tiydens de afleiding van een zin door
ecn contextgevoelige grammatica nooit een rij kan
ontstaan die langer is dan de zin (want dan zouden
er vervolgens rijverkortende regels moeten worden

Linkergfletding: boemdiageam.

. .o Z=CD=qlD = D= ghbcd Z
gebruikt). Evenzo kan de LBA, zoals we zagen, bi 12D =abeh=0be N
. . e Pl
het accepteren van een zin nooit een rij van band- 2 s
b ¢

symbolen produceren die langer is dan de zin: het is

cssentieel dezeltde beperking die op beide systemen Figuur 24. Alternatieve afleiding van abed met boom-
rust. diagram.
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Wanneer een contextvrije erammatica niet ambigu is
brengt hij een deterministische taal voort. Zo’n niet
ambigue contextvrije grammatica wordt ook wel
‘LR (k)-grammatica’ genoemd. Een taal heet ambigu
wanneer al zijn grammatica’s ambigu zijn.

Er is bewezen dat contexivrije grammatica’s equiva-
lent zijn met niet-deterministische stapclautomaten.
Voor elke T(NPDA) is er een contextvrije gramma-
tica CFG waarvoor geldt LICFG)=T(NPDA), en an-
dersom. Een soortgelijke equivalentie bestaat er voor
deterministische PDA’s en LR(Kk)-grammatica’s. -~
Er zijn ook allerlei andere middelen ontwikkeld voor
de beschrijving van contextvrije talen. Voorbeelden
daarvan zyn categorische grammatica’s en athanke-
lijkheidsgrammatica’s, welke hier overigens niet be-
handeld zullen worden.

2.2.4. Reguliere grammatica’s en eindige

artomaren

De derde en laatste restrictie betreft de §in de con-
textvrije regel A—=8. Er wordt afgesproken dat 3 een
van twee vormen mag hebben:

BelV, d.w.z. 8 is een enkelvoudig terminaal element,
of

B=aB metaeV enBeH, d.w.z. een terminaal element
gevolgd door een hulpsymbool.

De zo verkregen grammatica’s heten tvpe-3 of re-
guliere grammatica’s (ook wel finite state gram-
mars). De regels ervan hebben dus de vorm A—a of
A—aB. Lr 1s bewezen dat een reguliere grammatica
een reguliere taal voortbrengt. Reguliere gramma-
tica’s zijn equivalent met eindige automaten: zij de-
finiéren dezelfde klasse van talen. Elke eindige taal
(d.w.z. met een eindig aantal zinnen) kan met een
reguliere grammatica worden voortgebracht en is dus
regulier.

2.3, Chomsky’s hicrarchie van talen
In figuur 25 zijn de strikte inclusierelaties weerge-

geven tussen de door Chomsky voorgestelde talen.
In deze paragraal wordt kort ingegaan op talen in de

tolen
opsombare of type-0Q talen

contextgevoelige of type-1toien
contextvrije of type-2 talen
requliere of
type~3 tulen> ! 11 {111 1y

Figuur 25. Chomsky’s hiérarchie van talen.
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gebieden aangeduid met I, II, IIl en IV, d.w.z. die
wél contextvriy maar niet regulier ziyn (I), wél con-
textgevoelig maar niet contextvrij (1), etc.

Ad 1. Wat kenmerkt een taal die niet regulier Is,
d.w.z. die niet met een reguliere grammatica kan
worden voortgebracht? In tegenstelling tot reguliere
talen zijn deze talen zelfinbeddend. Dit vereist eni-
ge toelichting. Men noemt een grammatica zellin-
beddend wanneer er een variabele B is in A waarvoor
geldt B=aB7y, waar oA en y¥A. Dat betekent: de
regels van de grammatica zyn z6 dat er een hulpsym-
bool B is waaruit een rij kan worden afgeleid waarnn
B weer voorkomt, maar niet aan linker of rechfer
uiteinde. Men noemt een taal zelfinbeddend wan-
neer clke grammatica waarmee die taal kan worden
voortgebracht zelfinbeddend is. Een voorbeeld van
een zelfinbeddende taal is {wwR lwelV'* V= {a,b}} :
d.w.z. de taal bestaande uit symmetrische zinnen
waarvan de eerste helft bestaat uit een willekeurige
rij terminale elementen en de tweede helft uit
de reflectie (R) daarvan, zo biyvoorbeeld de rijen
aa, abba, baab, abbbba, abaaba, etc. Men noemt
dit wel een ‘spiegelbeeldtaal’. Een ander voor-
beeld is de taal { &"b" In>1}, bestaande uit zinnen
met /11 a@’s gevolgd door n b’s. Chomsky’s bewijs dat
natuurlyke talen niet regulier zyn, en dus niet met
een eindige automaat (laat staan een Markov bron)
kunnen worden beschreven, was gebaseerd op het
aantonen van de zelfinbeddingseigenschap voor na-
tuurlijke talen.

Ad II. Contextgevoelige, niet-contextvrije talen
worden niet door zo’n uniforme eigenschap geken-
merkt. Voor alleriei talen s echter aangetoond dat
ze in deze categorie vallen. Een voorbeeld is
{ a"b"c"in>1} , rijen van a’s gevolgd door evenveel
b’s gevolgd door evenveel ¢’s. Een ander voorbeeld is
de taal met rijherhaling: {ww} , waar w dezelfde
betekenis heeft als in het eerdere voorbeeld: elke zin
bestaat dus uit een rij, gevolgd door de herhaling
daarvan. Deze twee varianten zijn wel gebruikt om
aan te tonen dat natuurlijke talen niet contextvrij
ziin (zie Brandt Corstius, 1974 Levelt, 1974).

Ad III. In deze categorie vallen met name de niet-
beslisbare type-0 talen. Dat zijn die opsombare talen
wadrvan het complement niet opsombaar is. Er zijn
echter ook beslisbare type-0 talen die toch niet con-
textgevoelig ziyn. Transformationele grammatica’s
(zie hoofdstuk [5) zijn type-O grammatica’s: zij
kunnen ryverkortende regels bevatten. Er is bewezen
dat Chomsky’s transformationele grammatica’s pre-
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cies de klasse van opsombare talen voortbrengen.
Andere transformationele grammatica’s zijn restric-
tiever. Joshi’s adjuncticgrammatica’s, bijvoorbeeld,
brengen beslisbare talen voort (zie Levelt, 1973).

Ad IV. Niet alle verzamelingen van rijen over een
vocabulaire (talen) kunnen met een grammatica be-
schreven worden (zie voor een voorbeeld Brandt
Corstius, 1974). Beweren dat een natuurlijke taal
niet in die catcgorie valt, maar type-0 is, dan wel
met een Chomskyaanse transformationele gramma-
tica voortgebracht kan worden, betekent slechts dat
men de taal beschrijfbaar acht met een grammatica.

2.4. Probabilistische granunatica’s

Men kan het begrip grammatica generaliseren door
aan de produktieregels ervan waarschinlijkheden toe
te kennen. Zo ontstaan zgn. probabilistische gram-
matica’s. Met name voor reguliere en contextvrije
grammatica’s is dit verder uitgewerkt. Met een pro-
babilistische grammatica wordt een waarschijnlijk-
heidsverdeling gedefinieerd over de zinnen van een
taal. Men kan condities aangeven waaronder geldt
dat die taal ‘genormaliseerd’ is, d.w.z. een totale
waarschijnlijkheid heeft van 1. Probabilistische
crammatica’s vormen een machtig hulpmiddel by de
analyse van een corpus, d.w.z. een verzameling ge-
observeerde rijen (zinnen, gedragssequenties, etc.).
Het afleiden van een grammatica uit een corpus, re-
spectievelyyk het schatten van de probabilistische
parameters voor een gegeven grammatica vormt het
onderwerp van de grammatische infercentietheorie.

2.5. Grammaticaliteit en regelbaarhieid

Men noemt de rij s, gegeven de type-i grammatica G,
‘grammaticaal’, wanneer seL(G) en ‘ongrammaticaal’
wanneer seCL(G). Men kan, dank zij de eerder ver-
melde equivalentierelaties met automaten, ook zeg-
gen dat de ry s grammaticaal 1s wanneer hij door de
bybehorende automaat wordt geaccepteerd. Dat be-
tekent dat precies die rijen grammaticaal zijn waar-
mee de aufomaat vanuit de begintoestand kan wor-
den geregeld. Het taalkundige begrip grammaticali-
teit 1s derhalve nauw verwant met het systeembegrip
regelbaarheid. Op dezelfde manier is het systeem-
begrip ‘observeerbaarheid’ nauw verwant met gram-
matische infereerbaarheid (zie Levelt, 1975).

2.6. Psychologische toepassingen en schematisch
overzicht .

Behalve in de taalpsychologie (zie hoofdstuk 15)
vindt men de theorie van automaten en gramma-
tica’s toegepast in de (ethologische) analyse van ge-
dragssequenties (zie bijv. Bodnar & van Baren-Kets,
1974), in patroonherkenningsonderzoek (zie het
tijdschrift Pattern Recognition, Vol. 3,4 (1971) en
Vol. 4,1 (1972)), in de analyse van leertheorieén
(Suppes, 1969) bij denkonderzoek (Suppes, 1973),
en bij gehcugenonderzoek (Anderson & Bower,
1973).

In tabel 4 staan de belangnjkste grammatica’s, auto-
maten, talen, en hun complementen vermeld. Voor
de kolom ‘taal’ geldt dat er naar boven sprake is van:
strikte inclusie: elke eindige taal is regulier, elke
reguliere taal is deterministisch, etc., terwijl het om-
gekeerde niet geldt.

Tabel 4. Schema van grammatica’s, talen en automaten.

. equivalente complement
grammatica taal
automaat van taal
type-O Turing- opsombaar  taal
machine of type-0
beslisbaar peslisbaar type-O,
of type-0 -
type-1 of lineair-begrens- type-1 of ? , maar zeker
context- de automaat context- type-0
gevoelig gev.
type-2 of niet-determinis- type-2 of cont'extvrij-
context- tische stapel- context- heid onbe-
vrij (resp. automaat vri] slisbaar, zeker
categorisch, contextge-
afhankelijk- voelig
heids)
LR(k) deterministische determinis-  determinis-
stapelautomaat tisch of tisch
niet-ambigu
type-3 of eindige auto- regulier of  regulier
regulier maat finite state
(finite state)
eindige taal  regulier
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Voor de kolom ‘grammatica’ geldt deze strikte in-
clusie eveneens, met uitzondering van regulier en
LR (k): er zijn ‘ambigue’ reguliere grammatica’s, die
dus niet LR(k) zyn; z1j brengen echter geen ambigue
talen voort.
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1. Hopcroft, J.E., Ullman, J.D., Formal languages and their 4,
relation to automatq. Reading, Mass.: Addison-Wesley,

1969.

-

gelse editie: Mouton, 1974).

3. Minsky, M.L.. Computation: Finite and infinite ma-

Levelt, W.I.M., Formele grammatica’s in linguistiek en J.
taalpsychologie. Vol. 1. De theorie van formele talen en
automaten. Deventer: Van Loghum Slaterus, 1973 (En-

chines. Englewood Cliffs: Prentice-Hall, 1967.

4.4. Symbolenlijst

afa
C(si-A) 'B+D

Cin(r)
Cip(r)

DAt)
e

pA(l)

£}

S7(x)

Ivv(x, ,x,.7)

F

F- ]

glu()}
G(v)

h{t,1,)
h(t)

H(s)

; - - - P
- k¢ Touricreoefficient.
. coefficienten differentiaal-

vergelipking,

:amplitude.

L systeemmatrix.

- k€ Touriercoefticiént,

D ingangsmatrix.

: complement van taal T.
 uitgangsmatrix.
coverdrachtsmatrix van U(s)

naar Y(s).

s covarianticfunctte.
¢ schatter van de covariantie-

functic Cgyi (7).

. doorverbindingsmatrix.
: grondgetal natuurlijke loga-

ritme.

: gvergangsmatrix,

: mathematische verwachting.
» verdehingsdichtheidstfunctie.
; gezamenlijke verdelings-

dichtheidsfunctie.

: fouriertransformatie.
inverse fouriertransformatic,
; niet-lineatr systecm.

: overbrengingsverhouding

van het lineaire model van
het niet-lineaire systeem

glutt)i.

 grammatica.,
: impulsresponsie van lineair

tijdsafhankelijk systeem.

: impulsresponsie van lineair

constant systeem.

: overbrengingsverhouding.,
. eindig hulpvocabulaire.
: eenhetdsmatrix.

LBA

n(t)
NPDA

PDA

Rf']'r(‘r)

(s/-A)""!

Syx(v)

tU(1)
T(A4)

M

Toepassingen

Anderson, J., Bower, G., Human associative memory.
Washington: Winston, 1973.

Bodnir, F.A., Baren-Kets, E.J. van, Sequentiéle analyses

van pgedragsobservaties bij jonge kinderen. Nederlands
Tidschrift voor de Psvchologie, 1974,29, 27—66.
3. Brandt Corstius, H., Algebraische taalkunde. Utrecht:

Oosthoek, 1974.

Levelt, WJ.M., Formele grammatica’s (zie boven).
Vol. II: Toepassingen in de taaltheorie; Vol. I1I: Toepas-
singen in de taalpsychologie.

Levelt, WM., Svstems, skills and language learning.
In: Essen, AJ. van, en Menting, J.P. (Eds.), The context
of foreign language learning. Assen: van Gorcum, 1975.

6. Suppes, P., Stimulus-response theory of finite automata.

Journal of mathematical Psychology, 1969, 327-355.

7. Suppes, P., Theory of automata and its application to
psychology. In: G.J. Dalenoort (Ed.), Process models
for psychology. Den Haag: NUFFIC, 1973.

:index voor het imaginaire

deel

: criteriumfunctie,
: versterkingsfactor.
. versterkingstactor volgens

Booton.

ccorrelaticfunctie.
. enkelzijdige laplacetransfor-

matic.

. inverse enkelzydige laplace-

transiormatie.

: dubbelzijdige  laplacetrans-

formatie.

> inverse dubbelzijdige lapla-

cetransformatie.

: lincair-begrensde automaat,

: restruls,
: non-deterministische stapel-

automaat,

: kans.
. stapelautomaat,
. eindige verzameling produk-

tieregels.

: gemiddeldeproduktiunctie.
: laplace operator of com-

plexe frequentie.

. overdrachtsmatrix van U(s)

naar x(s).

; vermogensdichtheidsspec-

frumni.

id.

. eenparig stijgend signaal.
: periodetyd.

- taal geaccepteerd door

automaat A.

: Turing-machine.

u(t)
ug(r)
u(r)
U(t)
()

wi{r)
X(!)
X(1)
xX(£ )
X(¢)
x(f)

X(v)

X115}

: stuur- of ingangssignaal.

: orthogonaalsignaal.,

. ingangsvector.

. ecnheidssprongfunctic.

: stoorsignalen,

. vocabulatre van de auto-

maat.

. criteriumweegfunctie.

: deterministisch signaal,

. stochastisch signaal

: stochastisch proces.

- random variabele.

: toestandsvector.

. begintoestand.

: fouriergetransiormeerde

van x(!).

: dubbelzndige laplacege-

transtormecerde van x(¢).

: {enkelzndige) laplacege-

transtormeerde van x(f).

: uiteangssignaal,

. beginconditie.

: beginsymbool.

: modelparameters,
: acheugen-vocabulaire.

: impulsfunctie.

: toestandsfunctie,

. ensemble domein.

: gemiddelde waarde van

at ).

. convergentieabscis.

: frequentie,.

. varniantie van u(?, ¢).

. tijdconstante of tijds-

verschil

- fasc van de & component,
: radiaalfrequentie.

127




