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1. Einleitung.

Experimentelle Untersuchungen an schnellen StoBwellen ver-
sprechen nur dann Erfolg, wenn sie auf der Grundlage einer
genligend richtigen Modellvorstellung unternommen werden.
Diese setzt nicht nur eine méglichst gute Kenntnis des An-
triebsmechanismus voraus, sondern auch eine Theorie, die
die Bewegung der StoBfront in ihrem welteren Verlauf an-
nihernd richtig beschreibt.

Wihrend bei den in Membramrohren erzeugten StoBwellen die
Rankine-Hugoniot-Theorie wohl in genligender N&herung an-
wendbar ist, scheint dies bei elektromagnetisch erzeugten
Wellen auBerordentlich fraglich. Hier ist die zugrunde ge-
legte Stationaritdt der Plasmaparameter hinter der StoB-
front sicher nicht mehr gegeben.

Aus dlesem Grunde ist es notwendig, sich nach einer ande-
ran theoretischen Basis umzusehen, wenn Vorginge in elektro-
magnetischen StoBwellenrohren untersucht werden sollen. Die
der "Blast-Wave-Theory" verwandten "Homologieldsungen" k&nn-
ten eine solche Grundlage darstellen. Deshalb soll im fol-
genden liber sie berichtet werden.

Von 1953 an beschidftigte sich eine Arbeltsgruppe unter der
“Leitung von C.F. von WeizsHcker mit Problemen starker StoB-
fronten. Ziel der Untersuchungen war die Aufstellung einer

"Theorie der Turbulenzen im Uberschallbereich", mit deren
Hilfe sich verschiedene physikalische Probleme 1l&sen las-
sen sollten. Die Arbeitsgruppe arbeitete nach etwa fol-

gendem Programm:

a) Behandlung starker, instationdrer, ebener StoBfronten,
die in ein ruhendes Vorland konstanter Dichte hinein-
laufen. '

b) Berlicksichtigung der Energieabstrahlung innerhalb der
StoBfront und ihre Rlickwirkung auf Dichte- und Tempera-
turverteilung hinter der Front.

c¢) Berlicksichtigung des Einflusses von Magnetfeldern.




d) Untersuchung der Wechselwirkung zweier Fronten vom
Typ a unter Berlicksichtigung der Energleabstrahlung
und der Wirkung von Magnetfelderh.

e) Untersuchung eines Feldes ungeordnet durcheinander-
laufender StoBfronten aller Richtungen, Geschwindig-
keiten und Ausdehnungen.

Flir die Behandlung elektromagnetisch erzeugter StofBwellen
sind insbesondere die ersten Punkte von Interesse.
Sie sollen deshalb hier behandelt werden.

. Mathematische Erfassung instationfrer, starker, ebener

StoBfronten.

Die Bewegung einer instationdren StoBfront und die Ver-
teilung von Plasmageschwindigkeit u, Dichte p und Druck p
hinter der Front werden beschrieben durch ein totalhyper-

bolisches System von drei partiellen Differentialgleichungen

zusammen mit den an der Front geltenden Randbedingungen.

Unter Vernachlissigung von Viskositdt und Wirmelelitung
lauten diese drei Grundgleichungen in Eulerscher Schreib-

c
welse mit 2 = EB :
v

Py Fiuipy + u cp = 0 Massenerhaltung

UTE L R - = 0 Impulserhaltung (1)

E x/p

Py + u-py + Rvux-p= 0 Energieerhaltung

Darin sind t = Zeit, x = Ort (in Fortpflanzrichtung der
Front); die Indices geben die entsprechenden partiellen
Ableitungen an.




Die obige Form der Erhaltungsgleichungen flr Masse
und Impuls ist wegen d/dt = /92t + u- 9/9 x mit der
von Becker [2] benutzten identisch. Dagegen ergibt
sich die obige Form des Energiesatzes aus der bel
Becker benutzten dadurch, daB die Erhaltungsglelchung
fiir die Masse noch eingesetzt wird.

Flilr starke St88e (M » 1, nach einer Bemerkung von v.Hoerner
ab M > 3) gelten noch:

Rsker T e i
0 Il o i O b
2
SaRe L axpe
5 Povlitpps Pp * Y
Der Ort der Front muB durch Integration der Glelchung:
- BE Lt
N " U (3)

berechnet werden.

Darin sind p;e Dichte vor der Front, V = Geschwindigkelt
der Front.

Die Gleichungen (2) und (3) werden
"Frontbedingungen"

genannt.

Die Ableitung von (2) und (3) ist in sehr anschaulicher
Form in [5 nachzulesen. (Vergleiche zur Ableltung der
ersten Gleichung (2) sonst z.B. Becker [?]. Es ist n¥m-
lich p/pO = Rcv - 1, was sich leicht umformen 1HBt.
Zur zwelten Gleichung (2) und zu Gleichung (3) siehe
ebenfalls Becker Eﬂ. Zu beachten sind die unterschiled-
1ichen Geschwindigkeitsbezeichnungen).

" Die L8sung des Gleichungssystems stoft auf Schwierigkeiten
verschiedener Art:

a) Mathematisch.technische, denn die Gleichungen sind nicht




linear, und der Rand liegt nicht fest, sondern ergibt
sich erst zusammen mit den L&sungen cus (3).

b) Es ist bisher noch kein bestimmter Losungstyp ausge-
zeichnet; es fehlen noch Anfangsverteilungen von u,
p, p oder allgemeine Bedingungen, die die L8sungstypen
einschrinken. '

c) Andererseits sollen aber mbglichst allgemeine Aussagen

gewonnen werden.

Die Bearbeitung des Programmpunktes a bedeutete also:
Uberwindung der obigen Schwierigkeiten und Aufsuchen moég-
lichst aller physikalisch sinnvoller LSsungen, die zur Be-

schreibung von StoBfronten brauchbar sind.

Eine M8glichkeit ist die Aussonderung bestimmter Losungs-
typen, indem das partielle Gleichungssystem (1) durch
elnen Separationsansatz auf ein System gewShnlicher Dif-
ferentialgleichungen zurlickgeftihrt wird. Dieser Weg fihrt
auf die

"Homologleldsungen".

Um "physikalisch sinnvoll" zu sein, milssen dabei flr end-
liche x auch p, p, u endlich blelben, und um allgemein
"prauchbar" zu sein, muB die L8sung stabil sein, d.h. be-
nachbarte L¥sungen mlissen sich ihr mit der Zeit anschmlegen.

Ist beides erflillt, so 148t sich hoffen, dafBl die Losung
eine brauchbare Beschreibung von in der Natur vorkommenden
StoBfronten darstellt.

Eine andere MBglichkeit besteht in der numerischen Behand-
lung des Gleichungssystems (1) fir verschiedene Anfangsver-
teilungen. Streben die Losungen dann mit der Zeit eine ge-
meinsame Form an, kann auch diese als "allgemeine" Aussage
gewertet werden.

Beide Wege wurden in G8ttingen beschritten und flihrten zu

demselben Ergebnis. Dies gemeinsame Ergebnis wird die

"Standardldsung"

genannt.




J.

"Block" -Modell und Homologieansatz.

Fiir einen ersten Uberblick schematisierte v.Weizsdcker [5]
die StoBfront und ihr Hinterland als einen "Block" rHum-
lich konstanter Dichte und Plasmageschwindigkeit u, der
eine endliche Linge d habe. Das Vorland ruhe und habe kon-
stante Dichte p .

Die Frontbedingungen sagen dann:
p = const
V/u = const,

wihrend durch Aufsammeln von Materie (des Vorlandes):
u(t) abnimmt mit wachsender Zelt,
V(t) abnimmt mit wachsender Zelt,
d(t) zunimmt mit wachsender Zeit.

Fir ein "Momentbild" t = t  geben hier auch die Ran-
kine-Hugoniot Gleichungen elne richtige Beschreibung
der Zustinde genligend nahe hinter der Front. Sie er-
fassen aber nicht die zeitlichen Anderungen und sagen
nichts liber die L¥nge des "Blocks" aus. Die sonst zu
messende StoBfrontgeschwindigkeit ergibt sich aus dem
Modell.

Flir.das Aufsammeln von Materie gilt:
m=p (V-u) = const - u

mit m = Masse des Blockes pro cm2 Frontfliche.

Der Impulssatz ergibt also mit J = m -+ u:

.

Jd = ﬁu + mu = const . u“+ u % =0 (4)

oder:

Ce
il

- const - u3 (5)

Integriert mit V = const + u (s.o.) ergibt sich:

£ -1/2 ‘
v(t) = (—t—;l)‘%g = oy (t-t,) (6)
o]




Der Energiesatz hingegen gibt mit A =m - u2:

A = mu® + 2mu U = const.u’ + %% s u =0 (7)
. 4
u = - const * u (8)
' -1/3
o const o¥ =
v(t) = 22:2—3173 = ¢, (t-t,) (9)
o
Die Verschiedenheit der Exponenten zeigt die MHngel des
Modells, aber die gemeinsame Form der Zeitabhdngigkeit
148t vermuten, daB ein Ansatz:
-k
v(t) = c  (t-t,) (10)

auch flr eine exakte Behandlung des Problems Erfolg haben

k8nnte. Bel diesem Ansatz (10) handelt es sich um einen
"Homologleansatz".

Das "Blockmodell" kann noch etwas verfeilnert werden:
Die Welle, als Block schematisiert, wird in Wirklich-
keit am hinteren Ende Materie verlieren. So wird (wie

bel einer Rakete) Impuls auf den Block Ubertragen, des-

sen Impuls pro Masseneinheit also zunimmt. Daher nimmt

seine Geschwindigkeit langsamer ab als nach (6) abge-
schitzt. Es ist also in (10) zu erwarten: K < 0,5.
Dieser Gedankengang kann auch durch Einfilhrung einer
mittleren Geschwindigkeit und Dichte hinter dem Block
quantitativ gefasst werden. Auch dann ergibt sich

K # 1/2 ; der Wert von K kann aber nur durch zus#tzliche

Uberlegungen liber die Energie der Stromung festgelegt
werden.




. Allgemeine Ableitung des Homologleansatzes.

v. Weizskcker [5] geht direkt von dem durch (10) nahe-
gelegten Ansatz aus und erweltert ihn entsprechend auf
das Gebiet hinter der Front (in Anlehnung an kugelsym=-
metrische Homologleansdtze von'Taylor [ﬁ]und Guderley fﬂ

und kﬂ B

v. Hoerner [1] hingegen gibt eine Ableitung des Homologie-
ansatzes, die allein von einer sehr welt gefalBten physika-
1lischen Forderung ausgeht, und die so allgemeln wie m¥g-
lich gehalten ist, so daB ihr Ergebnis dann in keiner Weise
mehr als ein willklirlicher mathematischer Ansatz erschelnen
kann.

Das eigentliche Interesse der GSttinger Gruppe galt jJa
einer L8sung von (1), die, von verschiedenen (zuf#lligen)
Anfangsverteilungen ausgehend, stets (oder wenigstens un-
ter gewissen Bedingungen, z.B. an die Anfangsverteilung)
mit der Zeit asymptotisch angestrebt wird. Eine solche
L¥sung sollte dann zu sich selbst #hnlich bleiben *)

Diese physikalische Forderung mufl nun mathematisch for-
muliert werden, und v.Hoerner meint, das Mindeste, was
man von einer "zu sich selbst 4hnlich bleibenden" Ldsung
fordern mlsse, sei:

Der funktionale Zusammenhang der durch ihre

Frontwerte normierten GrSBen u, p, p, sei (11)

zu allen Zeiten derselbe.

oder

ulx;8) - £ 12&54&1}.= g;{Eﬂlblﬂ& (11")

U

mit U =u(X), R=p(X), P"= p(X),
worin X der zeitabhingie Ort der StoBfront sei.

%) Hierzu siehe z.B. Eﬂ.




Allein aus dieser Forderung folgt, wie v.Hoerner [ﬂ zelgt,
der Homologleansatz, wie ihn auch v.Welzsicker [S]benutzt.

Der Weg, ausgehend von (1), soll hier nur kurz skizziert
werden.

Es sei: :
p (x,t) = R(t) - r(§)
wox,8) o= U(t).s 9§ ) (12)
pi(x,8) = PB(t) <9p({ )

mit S b (k) g(x) = const = ¢
Dies stellt nur eine andere Formulierung von (11') dar.
Mit den Frontbedingungen ergeben sich: :

R(t) = 1, P(t) = &=L . v® und dann:

2
p (x,t) = r (§)
u (x,£) £ ¢ (§) .0 (13)
p (x,£) = 9 (§) - 3°; Lorys
2 - 1

- Wird dann po = normiert, so wird:

2+ 1

r(c) =¢(c) = 9 (c) = 1 (1%)

Einsetzen von (13) in (1) ergibt (der Strich bedeutet
Ableitung nach § ):

égf— -r' +r - o' +¢ 'r''=0
X
§ U ®-1 '
0y : ol P ol wD (15)

Il
O

Ui_f:'j’ ki el A




Xa)

Bei der L¥sung von (15) zeigt sich nebenbei, daB die
Skalentransformation in x linear sein muB, ohne daB dies
im Ansatz gefordert wurde. FlUr f und U ergibt sich, daB
sie folgende Form haben miissen:

X-X Ha o
fongea EE grguier, g Moo do 13 K (16)
(t-t,) (t-t,)
mit x_, t,» Uy, K = Konstante; aber K (der Homologlepara-

meter) ist die einzige wesentliche Konstante darunter.

Es ergeben sich so (die in (16) ausgeschlossenen Grenz-
fHlle mit angeflhrt):

Typ u(t) g(x,t)
a) K beliebi K x - t-(l-K)

(£ 1, £
B): K= g1 x*1n t (16")
¢). oo eit S ett

(16) stellt nun gerade die durch das Blockmodell nahege-
" legte Form des Ansatzes (10), des "Homologieansatzes", dar.
Dieser ist also eine spezielle Form des Separationsansatzes (12).

Interessant ist noch, daB man das gleiche Ergebnis auch von
einem ganz anderen (rein mathematischen) Ausgangspunkt her
erhalten kann, wie eine Arbeit von v.Hagenow [lﬂ ergab.

Ein weiteres Ergebnis der v.Hagenow'schen Arbeit 1ist fol-
gende Aussage: Ein Separationsansatz ist stets dann ver-
triglich mit den Frontbedingungen, wenn Hinterland und Front
sich nach dem gleichen Ansatz separieren lassen.

SchlieBlich bemerkt v.Hoerner [1] noch, da8 man nur im Grenz-
fall der starken Front Homologieldsungen erhdlt; zum min-
desten versagen bei allgemeiner Frontstdrke die bisherigen.
Ableitungen und Ansdtze.
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Homologiegleichungen.

Aus der allgemeinen Forderung (11) bzw. (12) hatten sich
also unter Befriedigung der Frontbedingungen die Glei-
chungen (13) ergeben. Ihr Einsetzen in (1) fihrte dann
zu dem Differentialgleichungssystem (15), das erkennen
lieB, daB an die Funktionen § und U in (13) bestimmte
Forderungen gestellt werden missen, ihre Abhingigkeit von
x und t muB ndimlich der in (16) angegebenen entsprechen.
Dadurch, da8 nun der Homologieansatz (16'a) in (15) ein-
gesetzt wird, wird das partielle System (1) auf ein System
gewdhnlicher Differentialgleichungen reduziert, das sich
in folgender Form ergibt:

[@ = (1'K)'£‘ -r'+ ro' =0
[0 - (1-K)-§] - o Sk + L -0 (17)
[cp-(l-K)°3: cp' +epe' - 2Ky =0

Dies sind die "Homologiegleichungen".

Hifele ho] setzt die analytische Behandlung von (17)

im AnschluB an Guderley [?] noch weiter fort und fUhrt

(17) auf eine einzige Differentialgleichungen 1. Ordnung
und zwel folgende Quadraturen zurfick. Darauf soll hier nicht
ndher eingegangen werden.

v. WelzsHicker nutzt die M&glichkeiten elektronischer Re-
chenmaschinen dazu aus, das System (17) direkt flr ver-
schiedene ¥ numerisch zu integrieren und findet so ver-

schiedene Typen von

L ; y n
"Homologieldsungen .




. HomologielSsungen.

v.Hoerner gibt in [1} einen Uberblick {lber die verschie-
denen Typen von HomologielSsungen. Die Tabelle 1 sei hier
wiedergegeben.

Zur Diskussion der L8sungen kann entweder das Richtungs-
feld der in ﬂo]von Hiéfele untersuchten,einen Differential-
gleichung 1. Ordnung betrachtet werden, oder das System (17)
wird numerisch ‘flir verschiedene K integriert (wie v. Weiz-
sicker [5] dies tat), und dle unterschiedlichen Lisungs-
typen werden dann zusammengestellt.

Ehe auf die Singularitdten der LOsungen eingegangen wird,
sei ihr Verhalten im reguliren Geblet ertrtert:

Flir jJede feste Zeit t lassen sich die Funktionen p, u, p
oder r, @,y sowohl als Funktionen von § als auch als solche
von X lesen. Sie verindern sich dann mit der Zeit &hnlich
zu sich selbst. (Dies ist bei v.WeizsHcker ein Ergebnis des
Ansatzes, bei v.Hoerner eine Forderung, der der Ansatz ge-
nligen muB). Die Homologiel¥sungen sind also als solche

- charakterisiert, deren Anfangsbedingungen eine zeitliche
Welterentwicklung der L8sung garantieren, bel der sie zu
sich selbst #hnlich bleibt. Daher ist nun nicht mehr die
Freiheit vorhanden, eine Anfangsverteilung der Zustands-
gréBen vorzugeben.

Gleichung (16'a) zeigt, daB sich flir t = o die § -Skala
auf einen Punkt zusammenzieht. Die Homologieldsungen zel-
gen also fUr einen bestimmten Zeitpunkt ein singuldres Ver-
halten. Physikalisch sinnvoll sind sie nur von einem Zeit-
punkt an, der etwas grdSer als O ist. (Die Ldsungen wer-
den hier nur filr positive Zeiten diskutiert). Ihr Ver-
halten wird an der Weltlinie der Front im x-t-Diagramm
demonstiert.
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Aus (16'a) folgt mit
§r=5(xp) = { (X) = const.

das nebenstehend dargestellte

Verhalten:

Die Front befindet sich beil

X = const (K)-tl—K (18)
K=2

Blld1

FUr K = 0 wird X~ t, die stationdre Front l3uft mit kon-
stanter Geschwindigkeit.

O0<K<1 bedeutet, daB die Front an einem im Endlichen be-
findlichen Ort mit unendlicher Geschwindigkelt startet,
sich stetig verlangsamt, aber beliebig welt 1lHuft.

K < 0 Dbesagt, daB die Geschwindigkeit der Front mit zu-
nehmender Zeit wichst, z.B. durch einen stdndig hinter
ihr herrschenden Uberdruck (mit einem wegen der Singula-
ritdt unendlichen Energievorrat).

Fir K >1 kommt die Front fiir t = o aus dem Unendlichen,
wird aber im Endlichen asymptotisch zum Stehen gebracht.

Damit sind die beiden ersten Zeilen der Tabelle 1 er-
ldutert.

Ersichtlich kdnnen fiir uns nur Ldsungen mit 0 < K < 1
interessant sein, und das Blockmodell 1#Bt uns darliber-
hinaus erwarten, daB im Bereich um X = 0,33 und K = 0,5
herum fiir uns besonders interessante Ldsungen zu finden
sein kdnnten.




FUr K > 0 1ist eine weitere Unterscheidung der verschie-
' denen L3sungstypen eng verbunden mit der Betrachtung
des Hinterlandes der StoBfront, speziell eines hinteren
Abschlusses und der dort auftretenden Singularitdten.

Zu diesem Zweck diskutiert Hifele [10] das Richtungs-
feld der erwihnten einen gewdhnlichen Differentialglel-
chung. Einzelheiten sind ho] zu entnehmen.

Im allgemeinen k®nnen sich Lage und Charakter der sin-
guliren Punkte mit @2¢ und K &ndern, so daB z.B. fir ver-
schiedene Bereiche von K auch ganz verschiedene Arten
von Richtungsfeldern gelten. In [12] fand Hifele Jjedoch,
daB es eine physikalisch reguldre LSsung stets nur im
Richtungsfeld geben kann, das zu

® - oe

ZrT<K<=myz (19)

gehort.

Es gibt dann im wesentlichen 5 M8glichkeiten (vergleiche
Tabelle 1): Im 1. Fall treten "Umkehrkanten" auf (siehe
dazu B], @j], @4 ,l}ﬂ ). Der hier vorliegende Typ wird

' gelegentlich als "Umkehrkante mit Expansion" bezeichnet.
Solche Umkehrkanten knnen durch keine Anfangs- und Rand-
bedingungen physikalisch realisiert werden.

In den Fillen 2 - 4 laufen die L8sungen zu einem Punkt des
Richtungsfeldes, flir den f = const ist, also x endlich.
Dort wird p = O, p = const, T = o= . Deswegen nennt Héfele

dies einen "Energienachschub an einem festen Punk® im End-
lichen". v.Hoerner vertritt in ﬁ] eine andere (wohl rich-
tige) Auffassung: Da wegen p = const der Druckausgleich
schon stattgefunden hat, und da Warmeleltung vernachlis-
sigt ist, wird auch an diesem Punkt keine thermische Ener-
gie zugeftihrt. v.Hoerner fragt nun, ob durch den fraglichen
ginguléren Punkt denn Materie hindurchstrdmt, und welst




nach, daB das nicht der Fall ist. Physikalisch wilrde das
bedeuten, daB der betrachtete Stofwellenvorgang hinten
durch eine undurchlissige Wand begrenzt ist, die sich im
allgemeinen bewegt, flir K = 1/3 aber ruht. Dieser eine
der drei diskutierten Fille (mit K = 1/3) erscheint also
geelgnet, StoBwellen zu beschreiben, die durch eine ebene
Explosion an einer festen Wand entstanden sind.

DaB es sich genau um K = 1/3 handelt, konnte v.Hagenow
beweisen, wihrend Hifele und Hain vorher in miihevollen
numerischen Rechnungen 0,333 ermittelten. Der entspre-
chende Fall einer Kugelexplosion wurde von Taylor bé]
analytisch integriert.

In [17] weisen Culler und Fried auf die Mdglichkeit hin,
mit dieser Ldsung K = 1/3 die Verhdltnisse in einem StoB-
wellenrohr angenihert zu beschreiben. Diese L8sung kdnnte
auch flir uns von Interesse sein *), flir die G6éttinger
Arbeitsgruppe war sie jedoch uninteressant, da es im Kos-
mos keine festen Winde gibt. Daher wurde nach einer L&sung
gesucht, die nach hinten ein freies Abstrdmen ins Vakuum
darstellt.

; Der_§. Fall stellt, wie Hifele [10] zeigte, dle einzige
L8sung mit dieser Eigenschaft dar. Er ist mit der eingangs

zitierten "Standardldsung" identisch.

Die letzten drei Zeilen der Tabelle 1 sind damit ebenfalls
behandelt.

%) Die Frage der Stabilit&t ist hier noch nicht diskutiert




7.

Standardldsung.

K,&

0,40

037 4

Filr ein K~ 0,4 (je nach dem gewihlten %) 148t sich eine
Lssung finden (5. Fall), die im Endlichen liberall reguldr
ist.

Hain und v.Hoerner ﬁB] fanden in numerischen Rechnungen
den Wert K = 0,389 flir % = 5/3, und Hifele [10] konnte
analytisch ihre Singularitdtenfreihelt im Endlichen be-
weisen und zeigen, daB es sich um die einzige LOsung mit
dieser Eigenschaft handelt. Darliberhinaus berechnete er
flir verschiedene ® die entsprechenden K, die flir diese
spezielle L¥sung (die "Standardlésung") Jjetzt K, genannt
werden sollen.

Bild 2 Tabelle 2
% K,
1,1 0,43112 % 0,00001
1 1,40 /5 05
1 1,60 = 5/3  0,38927 * 0,000005
2,8 0,373%296 + 0,000005
t i i +— X
q 2 3

Abhingigkeit des Parameters K,, der dile reguldre Homologlie-
18sung kennzeichnet, vom Verhdltnis der spezifischen War-
men % (nach [10]).

Diese"Standardl8sung" kann, wie schon angedeutet, physi-
kalisch als rlickwirtiges freies Abstrdmen ins Vakuum ge-
deutet werden. Flir den speziellen Wert & = 7/5 (Luft;
Wasserstoff etc.) konnte Hifele sogar die analytische LO-
sung angeben. Sie sei hier nur flr festgehaltene Zeit in
abgeklirzter Form angegeben (a = const):
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==k 4 %? §
T~ 1+a§

-3/2
P14 @) = (20)

-5/2
p~ (1 +af)

K, =04

Die Verteilung von u, p, p der Standardldsung ist bel
Hifele [10] fir % = 5/3 tabelliert, flir andere % -Werte
finden sich dort die Verteilungen in Form von Kurven dar-
gestellt. Dabei nehmen u, p, p stets hinter der Front mono-
ton ab, wihrend T flir kleine % -Werte stark ansteigt, Pir
® = 5/% nur noch schwach, und flir ® = 2,8 monoton f&llt.
Auffdllig ist der stets fast geradlinige (bei 2¢=1T7/5
exaktgeradlinige) Verlauf der Geschwindigkeit u, dessen
Steilheit auch nur sehr wenig von 9 abhingt.

Mit der Standardl8sung ist also eine Ldsung gefunden, die
mindestens eine der an sie gestellten Forderungen erflillt:
Flir endliche x bleiben auch p, p, u endlich. AuBerdem
liegt sle erwartungsgemiB (siehe Blockmodell) im Bereich
swischen K = 0,33 und K .= 0,5.

Die "Stabilit#t" der L&sung muB im Folgenden noch disku-
tiert werden.




8. Lineare L8sungen.

Die Standardldsung weist flir alle gerechneten 2% einen in x
nahezu linearen Verlauf der Geschwindigkeit u auf. Deshalb
liegt dle Frage nahe, ob sich die hydrodynamischen Grund-
gleichungen (1) auch mit der Zusatzforderung:

u(x,t) = A(t).x + B(t) : (21)

allgemein 18sen lassen, und ob die so erhaltenen "Linearen
L8sungen" zur angeniherten Beschreibung von StoBfronten ge-
elgnet sind. v.Hoerner [19] untersuchte diese Frage. Er fand,
daB man die allgemeine L8sung von (1) auch unter der For-
derung (21) angeben kann.

Eine zwelte auffdllige Eigenschaft der Standardldsung ist,
daB flir einen weiten Bereich hinter der Front in guter N&-
herung der Druck proportional zu einer Potenz der Dichte ist:

p(x,t) = P(t) . p¥ mit y = const = 0,8 (22)

Deshalb untersuchte v.Hoerner b9}, ob sich die allgemeine
Lsung von (1) auch mit der Zusatzforderung (22) statt (21)
angeben 1iB8t. Dabei ergab sich, daB (21) aus (22) und (1)
folgt, daB also die durch (22) ausgesonderten L&sungen eine
Untergruppe der linearen Losungen sind.

v.Hoerner stellte aber welter fest, daB die Frontbedingungen
nicht mit (21) vertrdglich sind, auBer flir 9 = 7/5. Trotz-
dem sind die linearen L¥sungen zur angendherten Darstellung
des Hinterlandes der Standardl&sung geeignet, speziell auch
die Untergruppe (22), die fiir 2 = 7/5 wieder exakt gilt.

Ein weiteres Beispiel einer linearen L&sung ist das isen-
trope Abstrbmen ins Vakuum nach Burgers PO] und Pack[2q .
Es scheint so, als hdtten Abstrmvorginge ins Vakuum die
allgemeine Tendenz zum linearen Abstr8men, unter Umstin-
den leicht gestdrt durch damit nicht vertridgliche Rand-
bedingungen.
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. Die Stabilitdt der Standardldsung.

Nachdem eine "physikalisch sinnvolle" Lsung gefunden
wurde, also eine solche, die flir alle endlichen x auch
endliche p, p, u, T gibt, muB noch ihre Stabilitit nach-
gewlesen werden.

Eine L8sung soll dann stabil genannt werden, wenn sich ihr
mit wachsender Zelt benachbarte L8sungen asymptotisch an-
schmiegen.

Wie Hain und v.Hoerner ﬁé} zelgten, schmiegen sich sdmt-
liche 9 dort behandelten L&sungen, von sehr verschiedenen
Anfangsverteilungen ausgehend, der Standardldsung an.
Aber dies ist natlirlich kein Beweis flir die Stabilit&t.

In zwel Arbeiten wurde ein analytischer Stabilitdtsbeweis
gesucht: F. Meyer hﬂ leitet aus den Grundgleichungen (1)
und den Frontbedingungen (2), (3) in bestimmter Weise ein

System gewbhnlicher Differentialgleichungen ab, deren Rich-
tungsfeld Hinweise auf die Stabilitdt der Standardldsung
gibt. Aber einen strengen Bewels gibt die Arbeit von Meyer
ebensowenig wie die von Haefele hﬁl, so daBl nur zu sagen
bleibt:

Durch h ],{22]und[lﬂ ist gezeigt, daB die Standardldsung
mit groBer Wahrscheinlichkeit stabil ist *).

%) v.Hagenow wies darauf hin, daB F. Meyer fir ® = 7/5
der StabilitdZtsbeweis ziemlich allgemeingliltig gelungen 1st.
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10. Anwendbarkeit der Theorie auf Experimente.

Nach Abschnitt 6 Tabelle 1 (Seite 12) und dem auf Seil-

te 16 gesagten, milssen zur Beschreibung von Experimenten
mit magnetisch beschleunigenden StoBrohren vorallem L&~
sungen mit dem Exponenten K = 1/3 ("Explosion" an einer
ruhrenden, festen Wand) in Betracht gezogen werden. Beil
Experimenten mit Lauffunkenstrecken k¥nnte vielleicht
auen 0 = K % KD in Betracht gezogen werden, falls das
Magnetfeld bzw. die Stromschicht als "bewegte, feste Wand"
aufgefaBt werden darf. Da schlieBlich HomologielSsungen
erst in einer gewissen Entfernung vom Elektrodenraum an-
wendbar sein werden, und im allgemeinen bei der Entla-
dung auch noch eine gewisse Menge Elektrodenmaterial ver-
dampft wird, so muBl auch noch K = Ko’ die Standardl&sung
in Betracht gezogen werden. Gerade flr deren Anwendbar-
keit sprechen die im Abschnitt 9 erwdhnten Stabilitits-
untersuchungen. Besonders die von Hain und v.Hoerner ﬁ@
durchgeflihrten, numerischen Rechnungen zeigen, flr einen
wie breiten Bereich von Anfangsverteilungen sich die Lo=-
sungen der Standardl®sung anschmiegen.

Die einfachste M&glichkeit, die Anwendbarkeit der Theorie
auf das Experiment zu prlifen, wird ein Vergleich gemesse-
ner x-t-Kurven (aus Schmie rphotos) mit berechneten Kurven
sein. Eine andere M8glichkeit bietet die Messung der Stro-
mungsgeschwindigkeit hinter der Front z.B. bel fester Zeit
‘als Funktion des Ortes. Auch solche Messungen sollen durch-
geflihrt werden.

Ist die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment in
diesen Fillen genligend gut, so sollten auch die anderen Pa-
rameterwerte, die die Theorie ergibt, als richtig ange-
nommen werden. Dann ist zum mindesten eine Abschitzung der
Bedingungen mdglich, die bel der Messung der welteren Pa-
rameter erf{lillt sein miissen (z.B. notwendige Zeitauflt-

sung bei einer Temperaturmessung usw. ).
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11. SchluBbemerkungen.

t

Eine Schwiche der Theorie k&nnte sein, daB sie mit
konstantem 2 arbeitet, eilne Voraussetzung, die sicher
beil elektro-magnetisch beschleunigten StoBwellen nicht
erfiillt sein wird. Vielmehr wird vor der StoBfront

% = 1,4 oder 1,66 anzunehmen sein, wihrend hinter der
Front % auf Grund der Ionisation nur wenig grtfer als 1
sein und mit wachsendem Abstand von der Front noch vari-
ieren wird.

Dr.v.Hagenow seil an dieser Stelle flr viele nlitzliche
Diskussionen gedankt.
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