
A b s t r a c t

A N I N T E G I L \ L C O N T I N U U M A P P R O A C H T O T H E F O R M U L A T I O N O F

F L OW A N D T R . \ N SP O R T E QU A T I O N S I N P O R O U S M E D L A. SY ST E M S

b y

P h i l i p A . We e b e r

M a s t e r o f Sc i e n c e i n E n v i r o n m e n t a l Sc i e n c e s a n d E n g i n e e r i n g

U n i v e r s i t y o f N o r t h C a r o l i n a a t C h a p e l H i l l

P r o f e s s o r C a s s T . M i l l e r
,
C h a i r

S t a n d a r d a p p r o a c h e s e x i s t i n m a n y fi e l d s o f s c i e n c e a n d e n g i n e e r i n g f o r t h e d e ¬

s c r i p t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t p h e n o m e n a i n p o r o u s m e d i a ; w e f o c u s o n

m u l t i p h a s e s u b s u r f a c e s y s t e m s i n t h i s w o r k . T h e c o m m o n a p p r o a c h t o t h e f o r m u l a ¬

t i o n o f b a l a n c e e q u a t i o n s fo r s u c h s y s t e m s i s l im i t e d by s e v e r a l i n c o n s i s t e n c i e s a n d

a p p r o x im a t i o n s t h a t a f fe c t t h e a c c u r a c j
' o f t h e s e f o r m u l a t i o n s i n a m a n n e r a n d t o a n

e x t e n t t h a t i s n o t w e l l u n d e r s t o o d . T h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s t r a d i t i o n a l l y a p p l i e d

h a v e e v o l v e d u n d e r r e s t r i c t i v e a s s u m p t i o n s a n d c o n d i t i o n s y e t a r e r o u t i n e l y a p p l i e d

t o s y s t e m s t h a t a r e m u c h d i ff e r e n t . A d d i t i o n a l l y , p a r a d o x e s e x i s t i n t h e c o m m o n l y

a p p l i e d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s .

T h e i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h y i e l d s a c o m p l e t e fo r m a l a v e r a g i n g fo r m u l a t i o n

o f m a s s
,
m o m e n t u m

,
a n d e n e r g y b a l a n c e l a w s f o r v o l u m e s

,
i n t e r f a c e s

,
a n d c o n t a c t

l i n e s . T h i s f o r m u l a t i o n c a n b e c o n s t r a i n e d b y e n t r o p y b a l a n c e r e l a t i o n s t o y i e l d a

m o r e c o m p l e t e a n d t h e r m o d y n a m i c a l l y c o n s i s t e n t d e s c r i p t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w a n d

t r a n s p o r t p h e n o m e n a t h a n i s a v a i l a b l e t h r o u g h s t a n d a r d a p p r o a c h e s .

I n t h i s w o r k
,
w e : (1) r e v i e w t h e s t a n d a r d a p p r o a c h fo r m o d e l i n g m u l t i p h a s e fl o w

a n d t r a n s p o r t
,
n o t i n g i n c o n s i s t e n c i e s a n d l i m i t a t i o n s ; (2 ) o u t l i n e t h e i n t e gr a l c o n ¬

t i n u u m a p p r o a c h a t t h e m i c r o s c a l e a n d m a c r o s c a l e ; (4 ) c o m p a r e a n d c o n t r a s t t h e

b a l a n c e e q u a t i o n s r e s u l t i n g f r o m t h e a p p r o a c h e s ; (5 ) d e r i v e i n t e gr a l c o n t i n u u m b a l ¬

a n c e e q u a t i o n s
,
f o r m a l l y a v e r a g e d f r o m t h e m i c r o s c a l e t o t h e m a c r o s c a l e

,
f o r v o l u m e s

,

NEATPAGEINFO:id=392943E3-B73D-4A94-9B31-8795BA55E9BD



i n t e r f a c e s
,
an d c o n t a c t l i n e s ; (6 ) a p p l y t h e i n t e g r a l c o n t in u u m b a l a n c e e q u a t i o n s t o

a t w o fl u i d - p h a s e s u b s u r f a c e s y s t e m ; ( 7 ) c o n s t r a i n t h e a p p l i c a t i o n t h e rn i o d j o i a i n i -

c a l l y u t i l i z i n g t h e m e t h o d o l o g y o f C o l e m a n a n d N o l l [1 9 6 3] ; a n d ( 8 ) c o m m e n t o n

t h e u n r e s o l v e d i s s u e s f a c i n g t h e a p p l i c a t i o n o f i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h e s
,
n o t i n g

p r o m i s i n g a p p r o a c h e s fo r t h e r e s o l u t i o n o f t h e s e i s s u e s .
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I l l

A n O d e t o C o ff e e

C o ff e e i s t h e b e v e r a g e o f t h e p e o p l e o f G o d
,
a n d t h e c o r d i a l o f h i s s e r v a n t s w h o

t h i r s t f o r w i s d o m . W l i e n c o ff e e i s i n fu s e d i n t o t h e b o w l
,
i t e x h a l e s t h e o d o r o f m u s k

,

a n d i s o f t h e c o l o r o f i n k . T h e t r u t h i s n o t k n o w n e x c e p t t o t h e w i s e
,
w h o d r i n k i t

f r o m t h e f o a m i n g c o ff e e c u p . G o d h a s d e p r i v e d f o o l s o f c o ff e e
,
w h o w i t h i n v i n c i b l e

o b s t i n a c y c o n d e m n i t a s i n j u r i o u s . I n i t w i l l w e d r o w n o u r a d v e r s i t i e s
,
a n d i n i t s fi r e

o u r s o r r o w s .

J o u r n a l o f t h e T r a n s y h 'a n i a n M e d i c a l S o c i e t j
'

c i r c a . 1 8 5 0
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I V

C o n t e n t s

L i s t o f F i g u r e s v i i

L i s t o f T a b l e s v i i i

1 I n t r o d u c t i o n 1

2 B a c k g r o u n d 5

2 . 1 M u l t i p h a s e F l o w a n d Sp e c i e s T r a n s p o r t 5

2 . 2 M o d e l i n g M u l t i p h a s e Sy s t e m s 7

2 . 2 . 1 Sh a r p
- FYo n t M o d e l s 8

2 . 2 . 2 M u l t i p h a s e F l o w w i t h G a p i l l a r i t j '
' M o d e l s 9

2 . 2 . 3 C o m p o s i t i o n a l M e t h o d o l o g j
' 12

2 . 2 . 4 Su mm a r j
'

o f M o d e l s 1 4

3 T h e D i f f e r e n t i a l C o n t i n u u m A p p r o a c h 1 7

3 . 1 A p p r o a c h e s t o M o d e l i n g M u l t i p h a s e Sy s t e m s 1 7
3 . 1 . 1 L e n g t h Sc a l e s 1 7

3 . 1 . 2 T h e C o n t i n u u m A p p r o a c h 1 9

3 . 1 . 3 M a t h e m a t i c a l N o t a t i o n 2 6

3 . 2 D i s c r e t e M u l t i p h a s e C o n t i n u i u n A p p r o a c h f o r M u l t i p h a s e F l o w a n d

S p e c i e s T r a n s p o r t . 2 7

3 . 2 . 1 M a ss B a l a n c e 2 7

3 . 2 . 2 M o m e n t i u n B a l a n c e 3 1

3 . 2 . 3 E n e r gy
- B a l a n c e 3 3

3 . 3 A l t e r n a t e A p p r o a c h e s 3 4

4 D e v e l o p m e n t o f M a c r o s c a l e I n t e g r a l C o n t i n u u m E q u a t i o n s 3 6

4 . 1 O v e r vd e w o f t h e I n t e g r a l A p p r o a c h 3 6

4 . 2 M a t h e m a t i c a l N o t a t i o n 3 8

4 . 2 . 1 N o t a t i o n 3 8

4 . 2 . 2 I n t e g r a t i o n a n d A v e r a g i n g T h e o r e m s 3 9

4 . 2 . 3 I n t r i n s i c P h a s e - a n d M a s s - A v e r a ge s 5 5
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4 . 2 . 4 D e fi n i t i o n s a n d I d e n t i t i e s 5 9

4 . 3 M i c r o s c a l e F o r m u l a t i o n s f o r I n t e g r a l B a l a n c e E q u a t i o n s 6 1

4 . 3 . 1 M i c r o s c a l e I n t e g r a l P o i n t F o r m u l a t i o n 6 1

4 . 3 . 2 M a c r o s c a l e P o i n t F o r m u l a t i o n 6 3

4 . 4 M a c r o s c a l e I n t e g r a l C o n t i n u u m A p p r o a c h 6 5

4 . 5 M a c r o s c o p i c G o n s e r x ' a t i o n E q u a t i o n s a p p l i e d t o M a s s
,
M o m e n t u m

,
E n -

g e r j
-

,
a n d E n t r o p y 7 1

4
. 5 .

1 C o n s e r v a t i o n o f M a s s 7 1

4 . 5 . 2 C o n s e r v a t i o n o f M o m e n t u m 7 2

4 . 5 . 3 C o n s e r v
'

a t i o n o f E n e r g y 7 4

4 . 5 . 4 B a l a n c e E q u a t i o n f o r E n t r o p y 7 7

4 . 5 . 5 Su m m a r y o f C o n s e r v a t i o n E q u a t i o n s 7 9

4 . 6 I n t e r f a c e E q u a t i o n s 7 9

4 . 6 . 1 C o n s e r v a t i o n o f M a s s 8 4

4 . 6 . 2 C o n s e r v a t i o n o f M o m e n t u m 8 4

4 . 6 . 3 C o n s e r v a t i o n o f E n e r g j
- 8 6

4
. 6 . 4 B a l a n c e o f E n t r o p y 8 9

4 . 6 . 5 Su m m a r j
' o f I n t e r f a c e E q u a t i o n s 9 0

4 . 7 C o n t a c t L i n e s 9 1

4
. 7 . 1 C o n s e r v a t i o n o f M a s s 9 4

4 . 7 . 2 C o n s e r v a t i o n o f M o m e n t u m 9 5

4 . 7 . 3 C o n s e r v a t i o n o f E n e r gy 9 7

4 . 7 . 4 B a l a n c e o f E n t r o p y 9 9

4 . 7 . 5 Sm n m a r y o f C o n t a c t L i n e E q u a t i o n s 10 0

4 . 8 A p p l i c a t i o n o f I n t e g r a l E q u a t i o n s 10 0

A p p l i c a t i o n o f I n t e g r a l E q u a t i o n s t o T w o - P h a s e F l o w T h r o u g h P o r o u s

M e d i a 1 0 2

5 . 1 A p p l i c a t i o n s o f t h e I n t e g r a l A p p r o a c h 10 2

5 . 2 T h e I n t e gr a l A p p r o a c h A p p l i e d t o T w o - P h a s e F l o w 10 3

5 . 2 . 1 N o t a t i o n 10 5

5 . 2 . 2 B a l a n c e E q u a t i o n s a b o u t V o l u m e s 10 7

5 . 2 . 3 Se c o n d a r y V a r i a b l e s f o r V o l u m e s 1 0 7

5 . 2 . 4 B a l a n c e E q u a t i o n s a b o u t I n t e r f a c i a l A r e a s 1 1 0

5 . 2 . 5 Se c o n d a r y V a r i a b l e s fo r I n t e r f a c i a l A r e a s 1 1 0

5 . 2 . 6 B a l a n c e E q u a t i o n s a b o u t C o n t a c t L i n e s I l l

5 . 3 C o n s t i t u t i v e R e l a t i o n s h i p s 1 12

5 . 4 E n t r o p y I n e q u a l i t y Co n s t r a i n t s 1 1 3

5 . 4 . 1 E n t r o p y C o n s t r a i n t s 1 18

5
. 4 . 2 N o n - e q u i l i b r i u m Si m p l i fi c a t i o n s o f C o n s t i t u t i v e R e l a t i o n s h i p s . 13 1

5
. 4 . 3 Ei q u i l i b r i u m Si m p l i fi c a t i o n s o f C o n s t i t u t i v e R e l a t i o n s h i p s . . . 13 2

5 . 4 . 4 L i n e a r T h e o r y a n d Sim p l i fi c a t i o n s o f C o n s t i t u t i v e R e l a t i o n s h i p s 1 3 6
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V I

5 . 5 C o n t i n u i n g I s s u e s o f I n t e g r a l A p p r o a c h A p p l i c a t i o n 1 3 9

6 C o n c l u s i o n 1 4 1

NEATPAGEINFO:id=1D250EDA-50E5-4F72-B0BA-64CAB1943928



v u

L i s t o f F i g u r e s

2 . 1 D e p i c t i o n o f Sp i l l o f a T y p i c a l N o n - A q u e o u s P h a s e L i q u i d a t Se v e r a l

Sc a l e s 6

3 . 1 H j T ) o t h e t i c a l P o r o s i t i e s w i t h I n c r e a s i n g L e n g t h Sc a l e 2 0

3 . 2 H y p o t h e t i c a l H y d r a u l i c C o n d u c t i v i t i e s w i t h I n c r e a s i n g L e n g t h Sc a l e . 2 1

3 . 3 A v e r a g e S a t u r a t i o n i n U n s a t u r a t e d So i l 2 4

3 . 4 A v e r a g e Sa t u r a t i o n a f t e r I n fi l t r a t i o n i n Sa m e P o r o u s M e d i a 2 4

3 . 5 M a c r o s c a l e R e p r e s e n t a t i v e E l e m e n t a r j
' V o l u m e 2 8

4 . 1 N o t a t i o n fo r O r t h o g o n a l U n i t V e c t o r s 4 0

4 . 2 D e fi n i t i o n o f N o r m a l V e c t o r N o t a t i o n f o r V o l u m e s
,
I n t e r f a c e s

,
a n d C o n ¬

t a c t L i n e s 4 2

4 . 3 D e fi n i t i o n o f V e c t o r F u n c t i o n N o t a t i o n f o r V o l u m e s
, I n t e r f a c e s

,
a n d

C o n t a c t L i n e s 4 3

4 . 4 R a t e o f C h a n g e o f a F u n c t i o n fo r F l o w T h r o u g h a F i x e d V o l u m e . . . 4 4

4 . 5 R a t e o f C h a n g e o f a F u n c t i o n fo r F l o w T h r o u g h a F i x e d V o l u m e a s

C h a n g e i n T im e D e c r e a s e s 4 5

4 . 6 A Sim p l i fi e d M u l t i p h a s e V o l u m e Sh o w i n g P h a s e s a n d I n t e r fa c e s . . . 4 9

4 . 7 H i g h l i g h t i n g t h e a - p h a s e a n d A s s o c i a t e d In t e r f a c e s 4 9

4 . 8 T h r e e P h a s e R e p r e s e n t a t i v e F i g u r e 5 0

4 . 9 T h e a /?- i n t e r f a c e 5 0

4 . 10 A C o n t a c t L i n e Sh o w i n g I n t e r n a l a n d E x t e r n a l E n d p o i n t s 5 3

4 . 1 1 A V o l u m e a t t h e M a c r o s c a l e 5 6

4 . 12 H i g h l i g h t e d V o l u m e s
,
Su r f a c e s

,
a n d a C o n t a c t L i n e 5 6

4 . 13 A n o t h e r P e r s p e c t i v e o f A T h r e e P h a s e Sy s t e m 5 6

4 . 14 M i c r o s c a l e P o i n t V o l u m e fo r a Si n g l e P h a s e 6 1
4 . 15 M a c r o s c a l e P o i n t V o l u m e Sh o w i n g T h r e e P h a s e s 6 3
4 . 16 Sim p l i fi e d M a c r o s c a l e R E V 6 8

4 . 17 T h e a /?- i n t e r f a c e 8 0

4 . 18 A C o n t a c t L i n e Sh o w i n g I n t e r n a l a n d E x t e r n a l E n d p o i n t s 9 2
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\ a u

L i s t o f T a b l e s

2 . 1 S ha r p
- f r o n t m o d e l s 10

2 . 2 M u l t i p h a s e fl o w w i t h c a p i l l a r i t y m o d e l s 1 1

2 . 3 M u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t m o d e l s f r o m t h e p e t r o l e u m l i t e r a t u r e . 1 3

2 . 4 M u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t m o d e l s f r o m t h e e n v i r o n m e n t a l l i t e r a t u r e 1 6

4 . 1 M o d e l i n g a p p r o a c h e s f o r m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t i n p o r o u s m ed i a 6 6

4 . 2 Qu a n t i t i e s f o r m a c r o s c o p i c v o l u m e b a l a n c e e q u a t i o n s 8 0

4 . 3 Qu a n t i t i e s f o r i n t e r f a c e e q u a t i o n s 9 1

4 . 4 Qu a n t i t i e s f o r c o n t a c t l i n e e q u a t i o n s 1 0 1

5 . 1 I n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h e s 1 0 4

5 . 2 P r im a r y v a r i a b l e s f o r i n t e g r a l e q u a t i o n s a b o u t v o l u m e s 1 0 8

5 . 3 Se c o n d a r j
' v a r i a b l e s fo r i n t e g r a l e q u a t i o n s a b o u t v o l u m e s 1 0 9

5 . 4 P r im a r j
'

v a r i a b l e s f o r i n t e g r a l e q u a t i o n s a b o u t i n t e r f a c e s 1 1 0

5 . 5 Se c o n d a r j
'

^ ' a ^ i a b l e s fo r i n t e g r a l e q u a t i o n s a b o u t i n t e r f a c e s I l l
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I X

A c k n o w l e d g e m e n t s

I t h a n k C a s s T . M i l l e r f o r h is c h a l l e n g i n g i n s t r u c t i o n a n d r e v i e w o f t h e m a n y

d r a f t s o f t h i s r e p o r t . I a l s o t h a n k M i c h a e l R . F l y n n a n d P a u l T . I m h o ff f o r t a k i n g

t h e t im e o u t o f t h e i r b u s y s c h e d u l e s t o s e r v e o n m y c o m m i t t e e .

I e s p e c i a l l y t h a n k m y m a n y f r i e n d s i n Y o im g l i f e w h o p r o v i d e d e n c o u r a g e m e n t

t h r o u g h o u t t h e h i g h s a n d l o w s o f w r i t i n g t h i s r e p o r t
,
r e m i n d i n g m e t o k e e p m y f o c u s

o n t h e v e r t i c a l w h i l e l i v i n g i n t h e h o r i z o n t a l . A n d
,
o f c o u r s e

,
I t h a n k m y d o g Su t t o n

f o r w a g g i n g h i s t a i l e v e r y n i g h t w h e n e v e r I c a m e h o m e
,
r e m i n d i n g m e t h a t j o y i s a

q u a l i t y t h a t i s c h o s e n .

T h i s w o r k w a s s u p p o r t e d b y t h e C o m p u t a t i o n a l S c i e n c e G r a d u a t e F e l l o w s h i p P r o ¬

gr a m o f t h e O ffi c e o f Sc i e n t i fi c C o m p u t i n g o f t h e D e p a r t m e n t o f E n e r g }
-

.
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N o t a t i o n

R o m a n L e t t e r s

o
* * ^ s p e c i fi c s u r f a c e a r e a

,
a m o u n t o f a / ?- i n t e r f a c e p e r u n i t v o l u m e [L

~ ^ ]

A p h y s i c a l s u r f a c e o f t h e i n t e r f a c e [L ^ ]

A " H e l m h o l t z f r e e e n e r © ^ o f t h e a -

p h a s e ,
A " = E ^ - T ^^

r j
"

[L
^ T

'

^

A ° ^ H e l m h o l t z f r e e e n e r g } ' o f t h e Q /?- i n t e r f a c e
,
A " ^ = E f - T ° ^ r )

' ^ ^ [L
' ^ T

- ^
]

A c l o s e d s u r f a c e o f i n t e g r a t i o n [L ^ ]

A a a s u r f a c e a t t h e e x t e r n a l b o u n d a r j
'

o f V a t h a t c o i n c i d e s w i t h t h e a -

p h a s e [L
^ ]

A a ^ s u r f a c e a t t h e i n t e r f a c e b e tw e e n t h e a - a n d /^- p h a s e s [L ^ ]
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; ?7 c o n t a c t l i n e t o t h e i n t e r n a l e n d - p o i n t [M L
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e n t r o p y w i t h i n t h e v o l u m e s V I
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'

c o n t a c t l i n e

^ a ^ A n o n - a d v e c t i v e fl u x f r o m t h e Q
,
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~ ^ L

~
2]
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p h a s e [L ^ T
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A ° ^ e n t r o p y p r o d u c t i o n fo r t h e a iJ- i n t e r f a c e [L
^ T

~ ^ K — 1]

_\ a 0 f e n t r o p y p r o d u c t i o n fo r t h e a /?7 c o n t a c t l i n e [L
'

^ T
~ ^ K — 1]

fi c h e m i c a l p o t e n t i a l [M L
'

^ T
~ ^ ]

/ /
* * d j T i a m i c v i s c o s i t y o f t h e a -

p h a s e {M L
~ ^ T

~ ^ ]

i /
* k i n e m a t i c v i s c o s i t y o f t h e a - p h a s e [L

^ T
" ^

]

0 4 m a s s f r a c t i o n o f s p e c i e s t i n t h e a - p h a s e [—]

<l> e l e c t r i c p o t e n t i a l [M L ^T
- ^ ]

^ * *
e n t r o p j ' fl u x v e c t o r f o r t h e a - p h a s e \M T

~ ^ K \

4> ° ^ e n t r o p y fl u x v e c t o r f o r t h e a /?- i n t e r f a c e [M T
~ ^ K \

^ ' ^ ^ e n t r o p j ' fl u x v e c t o r f o r t h e a S'

y c o n t a c t l i n e [M T
'

^ ^K ]

$ p r e s s u r e h e a d w h i c h i n c l u d e s b o th p r e s s u r e a n d g r a v i t y p o t e n t i a l s [L ]

pP m a s s d e n s i t y o f t h e a -

p h a s e [A/ L
"

' ' ]

f p ^ m a s s d e n s i t y o f t h e a
,

;9- i n t e r f a c e [Af L
~

^

p
° ^ m a s s d e n s i t y o f t h e a 3 ^ c o n t a c t l i n e [A f L

~ ^ ]

f i} s c a l a r s i n g l e fl u i d p h a s e p r o p e r t y [M
~ ^

]

%l> v e c t o r s i n gl e fl u i d p h a s e p r o p e r t y [M
~ ^

]

n w e t t a b i l i t y p o t e n t i a l [—]

u ) m a s s f r a c t i o n [—]

T
**

n o n - e q u i l i b r i u m p o r t i o n o f t h e m o m e n t u m e q u a t i o n f o r t h e a -

p h a s e [A/ L
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]
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,

5 - i n t e r f a c e

R o m a n S u b s c r i p t s / S u p e r s c r i p t s

a a q u e o u s -

p h a s e q u a n t i t y

a n t h e a q u e o u s - N A P L i n t e r f a c e

a s t h e a q u e o u s - s o l i d i n t e r f a c e

b i n d i c a t i n g a q u a n t i t y o n t h e b o u n d a r >
'

e e n e r g y q u a l i fi e r

e q e q u i l i b ri u m c o n d i t i o n s

g g a s -

p h a s e q u a n t i t y

l e l i n e a r - e q u i l i b ri u m c o n d i t i o n s

m m i c r o e m u l s i o n -

p h a s e q u a n t i t y

m m o m e n t u m q u a l i fi e r

n n o n a q u e o u s -

p h a s e q u a n t i t y
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n s t h e N A P L - s o l i d i n t e r f a c e

n w n o n w e t t i n g -

p h a s e q u a n t i t j
'

s s o l i d - p h a s e q u a n t i t y

t t o t a l l i q u i d - p h a s e q u a n t i t y

T t r a n s p o s e o f a t e n s o r a l q u a n t i t y

T i n d i c a t i n g a q u a n t i t y a t a c o n s t a n t t e m p e r a t u r e

w w e t t i n g - p h a s e q u a n t i t y

w r r e s i d u a l w e t t i n g -

p h a s e q u a n t i t y
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G r e e k S u b s c r i p t s / S u p e r s c r i p t s

a p h a s e q u a l i fi e r

a 3 i n t e r f a c e q u a li fi e r b e t w e e n t h e a a n d 3 p h a s e s

a /?7 c o n t a c t l i n e q u a l i fi e r b e t w e e n t h e q
, /?, a n d 7 p h a s e s

a d j X e n d p o i n t o f t h e a d '

y c o n t a c t l i n e

a , a ,

3 i n d i c a t e s v a r i a b l e a t t h e i n t e r f a c e s u b t r a c t e d f o r ^ ^ ^ i a b l e a t t h e v o l u m e

t s p e c i e s q u a l i fi e r

A b b r e v i a t i o n s

B C B r o o k s - C o r e y [B r o o k s a n d C o r e y ,
1 96 6 ] p r e s s u r e - s a t u r a t i o n r e l a t i o n

B D B u r d i n e
'

s [D u r d i n e
,
19 5 3] r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y m o d e l

G C o r e y
'

s [C o r e y ,
19 5 4] p — S— k r e l a t i o n s h i p

C o C o a t s
'

[C o a t s
,
19 8 0 ] p - S—k r e l a t i o n s h i p

C o m p c o m p r e s s i b i l i t y

D im d im e n s i o n s
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s [B r o o k s a n d C o r e y , 1 9 6 6] S - k r e l a t i o n s h i p
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F O fi r s t - o r d e r i n t e r p h a s e m a s s t r a n s fe r r e l a t i o n

h - V G hy s t e r e t i c v a n G e n u c h t e n p r e s s u r e - s a t u r a t i o n r e l a t i o n

I C A i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h
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K P K o o l a n d P a r k e r '

s [K o o l a n d P a r k e r
,
19 8 7 ] p — S— k r e l a t i o n s h i p
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—
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C h a p t e r 1

I n t r o d u c t i o n

" V e r j
'

gr e a t r i v e r s fl o w u n d e r g r o u n d .

" L e o n a r d o D a V i n c i

G r o u n d w a t e r i s a ^ ^ u a b l e s o u r c e o f f r e s h w a t e r . A s w i t h a n y r e s o u r c e
, g r o u n d ¬

w a t e r i s s t u d i e d i n a n e ff o r t t o o p t im i z e i t s b e n e fi t s . T h e b e n e fi t s o f g r o u n d w a t e r

i n c l u d e a d r i n k i n g w a t e r s o u r c e
,
a n i r r i g a t i o n s o u r c e

,
a n d a n i n d u s t ri a l w a t e r s o u r c e .

C o n t a m i n a n t s c o m p r o m i s e t h e s e b e n e fi t s t o v a r y i n g d e g r e e s d e p j e n d i n g u p o n t h e t y p e

o f c o n t a m i n a n t a n d t h e fi n a l u s e o f t h e g r o u n d w a t e r . T o c o n t i n u e t o u t i l i z e gr o u n d ¬

w a t e r a s a r e s o u r c e
,

e n g i n e e r s h a v e s t u d i e d t he m e c h a n i c s o f g r o u n d w a t e r fl o w a n d

t h e m o v e m e n t o f c o n t a m i n a n t s ( t r a n s p o r t ) . W e fi r s t o v e n d e w th e s t a n d a r d a p p r o a c h

f o r d e s c r i b i n g gr o u n d w a t e r fl o w a n d t r a n s p o r t a n d t h e n i n v e s t i g a t e a l t e r n a t i v e a p
¬

p r o a c h e s .

G r o u n d w a t e r h a s b e e n u s e d a s a s o u r c e o f p o t a b l e w a t e r s i n c e e a r l y b i b l i c a l t im e s .

D e s p i t e t h e l o n g h i s t o r j
'

o f w a t e r u s e
,
m a n y m i s c o n c e p t i o n s

,
f r o m s c i e n t i s t s a s b r i l ¬

l i a n t a s L e o n a r d o D a V i n c i
,
h a v e p r e v a i l e d i n t h e i m p r e c i s e p h j

'

s i c a l d e s c ri p t i o n o f

fl u i d s t h a t fl o w t h r o u g h t h e p o r e s p a c e s o f g r a n u l a r m a t e r i a l . T h e fl o w o f a s i n g l e

fl u i d t h r o u g h p o r o u s m e d i a i s t h e s im p l e s t t o c o n s i d e r
, y e t i s a v e r y c o m p l e x p hy s i c a l

p r o c e s s . M o r e o v e r
, t h e fl o w o f m u l t i p l e fl u i d s c o u p l e d w i t h t h e m o v e m e n t o f d i s ¬

s o l v e d c h e m i c a l c o m p o n e n t s (m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t ) t h r o u g h p o r o u s m e d i a

a r e p r o b l e m s o f e v e n g r e a t e r c o m p l e x i t y a n d im p o r t a n c e [A b r i o l a a n d P i n d e r
,
19 8 5 a ;
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P a r k e r a n d L e n h a r d
,
1 9 89 ; F a l t a e t a i

,
19 9 2 a ] . H o w e v e r d i ffi c u l t t h e d e s c r i p t i o n o f

t h e s e s y s t e m s m a y b e ,
s o l u t i o n s w i l l b e n e fi t s o c i e t y i n m a n y w a y s .

T h e fl o w o f b o t h s i n g l e a n d m u l t i p l e fl u i d s t h r o u g h p o r o u s m e d i a i s a n i s s u e i n

m a n y fi e l d s o f s c i e n c e . H y d r o l o g i s t s s e e k t o q u a n t i fy g r o u n d w a t e r r e s o u r c e s a n d p o ¬

t e n t i a l w a t e r p r o d u c t i o n . P e t r o l e u m e n g i n e e r s a t t e m p t t o d e fi n e t h e fl o w o f m u l t i p l e

fl u i d s a n d t h e m o v e m e n t o f m u l t i p l e c o m p o n e n t s i n o r d e r t o m a x im i z e o i l r e c o v e r ^
'

.

E n v i r o n m e n t a l e n g i n e e r s a r e f a c e d w i t h t h e t a s k o f p r e d i c t i n g t h e fl o w o f m u l t i p l e

fl u i d s a n d t h e m o v e m e n t o f m u l t i p l e c o m p o n e n t s i n o r d e r t o d e s i g n e ff ie c t i v e c o n ¬

t a m i n a n t r e m e d i a t i o n s c h e m e s . A n im p r o v e d u n d e r s t a n d i n g o f m u l t i p h a s e fl o w a n d

t r a n s p o r t w i l l b e n e fi t a l l o f t h e s e fi e l ds .

I n o r d e r t o u n d e r s t a n d t h e fl o w o f fl u i d s t h r o u g h p o r o u s m e d i a
, p h y s i c a l e q u a r

-

t i o n s h a v e b e e n c o n s t r u c t e d t o d e s c r i b e t h e s y s t e m . C o m m o n a p p r o a c h e s e x i s t f o r

t h i s d e s c r i p t i o n o f fl u i d fl o w . Sim p l i fi e d a n a l y t i c a l e x p r e s s i o n s fo r t h e fl o w o f a s i n g l e

fl u i d d a t e b a c k t o t h e e a r l y t o m i d 1 90 0 '

s [G r e e n a n d A mp t , 1 9 1 1 ; M u s k a t e t a l .

,
19 3 7 ;

We l g e ,
19 5 2 ] . T h e s e i n i t i a l m a t h e m a t i c a l d e s c r i p t i o n s o r i g i n a t e d a s r e s e a r c h e r s w e r e

m o t i v a t e d t o d e s c r i b e r o u g h l y h o m o g e n e o u s a q u i f e r s t h a t w o u l d p r o d u c e t h e g r e a t e s t

y i e l d s o f e i t h e r p e t r o l e u m o r w a t e r . So l u t i o n s t o t h e a b o v e e q u a t i o n s p r e d i c t b u l k
,

o r a v e r a g e , fl o w s w i t h d e v i a t i o n s f r o m t h e b u l k fl o w g e n e r a l l j
' i g n o r e d . T h e s e fo r m u ¬

l a t i o n s t a k e a d v a n t a g e o f t h e f a c t t h a t m a a y a s s u m p t i o n s a r e p e r m i s s i b l e w h e n o n l y

t h e b u l k fl o w i n u n i f o r m a q u if e r s i s o f c o n c e rn . H o w e v e r
,

c o n t a m i n a n t r e m e d i a t i o n

p r o b l e m s i n v o l v i n g m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t m o t i v a t e t h e d e v e l o p m e n t o f m o r e

ri g o r o u s d e s c r i p t i o n s t h a t i n c l u d e d e v i a t i o n s f r o m th e a v e r a g e fl o w .

C o m m o n a p p r o a c h e s a l s o e x i s t f o r t h e m a t h e m a t i c a l d e s c ri p t i o n o f m u l t i p h a s e

fl o w a n d t r a n s p o r t . M a s s a n d m o m e n t u m b a l a n c e e q u a t i o n s a r e w ri t t e n a t a p r e ¬

s c r i b e d s c a l e f o r t h e g r o u n d w a t e r s y s t e m . T h e s e e q u a t i o n s a x e t h e n c o m b i n e d w i t h

s i m p l i fy i n g a s s u m p t i o n s a n d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s i n o r d e r t o a p p r o x i m a t e t h e

m o v e m e n t o f w a t e r a n d c o n t a m i n a n t s i n t h e g r o u n d w a t e r s y s t e m . M u l t i p h a s e fl o w

a n d t r a n s p o r t m o d e l s r e q u i r e m u l t i p l e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s t o c l o s e t h e s y s t e m o f

e q u a t i o n s . C o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s a r e a p p r o x im a t e a n d o f t e n e m p i r i c a l . T h e s e r e l a r

t i o n s i n c r e a s e b o t h t h e n u m b e r o f e q u a t i o n s a n d t h e t o t a l n u m b e r o f u n k n o w n s i n t h e

s y s t e m ; h o w e v e r
,
t h e y s u p p l y s u ffi c i e n t i n f o r m a t i o n t o c l o s e t h e s y s t e m o f e q u a t i o n s
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b y d e s c r i b i n g u n k n o w n q u a n t i t i e s i n t e r m s o f m e a s u r a b l e p a r a m e t e r s . B i o l o g i c a l ,

c h e m i c a l , a n d s u r f a c e e fl Fe c t s a r e a l s o o f c o n c e r n b u t r i g o r o u s d e s c r i p t i o n s o f t h e s e

p r o c e s s e s i n g r o u n d w a t e r s y s t e m s d o n o t y e t e x i s t f o r m a n j
*

s y s t e m s o f i n t e r e s t . E n -

e r g j
- b a l a n c e s a n d t h e r m o d y n a m i c r e l a t i o n s i n t h e g r o u n d w a t e r s j

'

s t e m a l s o l a c k a

c o m p l e t e a n d r i g o r o u s de v e l o p m e n t .

T h e o r i e s b a s e d o n c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s h a v e b e e n d e v e l o p e d t h a t p r e d i c t t h e

fl o w o f t w o i m m i s c i b le fl u i d s [D e a r
,
1 9 7 2 ; P e a c e m a n

,
19 7 7 ; A z i z a n d S e t t a r i

,
19 7 9] .

T h e o r i e s t h a t c o n s i d e r n o t o n l y t h e fl o w o f m u l t i p l e fl u i d s b u t a l s o t h e m o v e m e n t

o f d i s s o l v e d c o m p o n e n t s h a v e b e e n f o r m u l a t e d [S t r e i l e a n d S i m m o n s
,
19 8 6 ; A br i o l a ,

19 8 9 ] . T h e s e c o mm o n a p p r o a c h u s e a r e p r e s e n t a t i v e v o l i m i e
,
o f t e n n o t s p e c i fi e d b u t

a s s u m e d t o b e r e l a t e d t o t h e s c a l e o f m e a s u r e m e n t a n d a d i s c r e t i z a t i o n o f t h e s y s t e m ,

a b o u t w h i c h b a l a n c e e q u a t i o n s a r e w r i t t e n . I n o r d e r t o s o l v e t h e b a l a n c e e q u a t i o n s
,

c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s a r e u s e d t o c l o s e t h e s y s t e m o f e q u a t i o n s . T h e d i ff e r e n t i a l c o n ¬

t i n u u m a p p r o a c h ,
w h i c h w i l l b e o v e r v i e w e d i n C h a p t e r 3

,
i s t h e c o m m o n m e th o d f o r

d e v e l o p m e n t o f fi e l d - s c a l e b a l a n c e e q u a t i o n s t o p r e d i c t fl u i d fl o w a n d s p e c i e s t r a n s ¬

p o r t .

T h e s e c o m m o n a p p r o a c h e s u s e d t o d e s c r i b e m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t a r e

b a s e d u p o n a s s u m p t i o n s t h a t a r e e m p i r i c a l a n d n o t v a l i d f o r m a n y s y s t e m s o f i n t e r ¬

e s t [A r n o l d e t a l
,
19 9 0 ; G r a y a n d H a s s a n i z a d e h

,
1 9 9 1 a ] . L i t t l e a t t e n t i o n h a s b e e n

p a i d t o t h e l e n g t h - s c a l e o f t h e e m p i r i c a l f o r m u l a t i o n s c o m p a r e d t o t h e l e n g th - s c a l e

o f t h e s o l u t i o n . A m o r e r i go r o u s a n d c o m p l e t e a p p r o a c h c a n b e fo r m u l a t e d w h i c h

i n t e g r a t e s o v e r a r e p r e s e n t a t i v e e l e m e n t a r y
' v o l u m e t o p r o d u c e m a s s

,
m o m e n t u m

,
a n d

e n e r g y b a l a n c e e q u a t i o n s t h a t a r e f o r m i i l a t e d a b o u t v o l u m e s
,
i n t e r f a c i a l a r e a s

,
a n d

c o n t a c t l i n e s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 7 9a

,
1 9 7 9 b

,
19 8 0 a ; G r a y ,

19 8 3 ; G r a y a n d

H a s s a n i z a d e h
,
1 9 9 1 a

,
1 9 9 1b ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 99 3 b ] . T h e s e b a l a n c e e q u a ¬

t i o n s a r e t h e n s u p p l e m e n t e d w i t h c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s . T he a s s o c i a t e d c o n s t i t u t i v e

r e l a t i o n s a r e t h e r m o dy n a m i c a l l y c o n s t r a i n e d u s i n g a n e n t r o p y i n e q u a l i t y ,
t h e s e c o n d

l a w o f t h e r m o d y n a m i c s
,

a n d o t h e r e q u i l i b r i u m t h e r m o d y n a m i c r e l a t i o n s [C o l e m a n

a n d N o l l
, 19 6 3 ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 80 a ; G r a y a n d H a s s a n i z a d e h
,
19 9 1b ] .

T h e o b j e c t i v e s o f t h i s w o r k a r e : (1) t o sm n m a r i z e t h e s t a n d a r d fo r m u l a t i o n s u s e d

i n t h e d e s c r i p t i o n o f fl u i d fl o w a n d s p e c i e s t r a n s p o r t i n m u l t i p h a s e p o r o u s m e d i a s y s -
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t e rn s ; (2 ) t o o u t l i n e m e t h o d s t o f o r m u l a t e c o m p l e t e s t a t e m e n t s o f m a s s
,
m o m e n t u m

,

e n e r g j
'

,
a n d e n t r o p y t r a n s p o r t i n s i n g l e a n d m u l t i p l e p h a s e p>o r o u s m e d i a s y s t e m s ; (3 )

t o i n v e s t i g a t e f o r m u l a t i o n s f o r a t 3T ) i c a l tw o fl u i d p h a s e s j ' s t e m ; (4 ) t o c o m p a r e t h e

p r o p o s e d f o r m u l a t i o n w i t h t j ' p i c a l f o r m u l a t i o n s ; a n d (5 ) t o s u g g e s t a p p r o a c h e s fo r

c l o s i n g t h e r e s u l t a n t s y s t e m o f e q u a t i o n s .
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C h a p t e r 2

B a c k g r o u n d

" M y g o a l i s s i m p l e . I t i s c o m p l e t e u n d e r s t a n d i n g o f t h e u n i v e r s e
,
w hy i t i s a s i t i s

a n d w h y i t e x i s t s a t a l l .

" S t e p h e n H a w k i n g

2 . 1 M u l t i p h a s e F l o w a n d S p e c i e s T r a n s p o r t

A t y p i c a l s p i l l s c e n a r i o o f i n t e r e s t t o a n e n v i r o n m e n t a l e n g i n e e r i s d e p i c t e d i n F i g ¬

u r e 2 . 1 (s im i l a r d e p i c t i o n s c a n b e f o u n d i n A br i o l a a n d P i n d e r [1 9 8 5 a ]; C o r a p c i o g lu

a n d D a e h r [1 9 8 7]; a n d C e l i a e t a l . [1 9 9 3]) . A s p i l l e v e n t i n t r o d u c e s m u l t i p l e c o n ¬

t a m i n a n t s i n t o t h e s u b s u r f a c e a l l o w i n g t he c o n t a m i n a n t s t o b e t r a n s p o r t e d v e r t i c a l l y

t o w a r d t h e s a t u r a t e d z o n e
,
l e a d i n g t o m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t (M P F T ) . T h e s e

c o n t a m i n a n t s m a y b e s o l u b l e i n w a t e r a n d b e c o m e a c o m p o n e n t o f t h e a q u e o u s p h a s e

o r m a y b e h i g h l y i n s o l u b l e i n w a t e r a n d f o r m a n o n - a q u e o u s p h a s e l i q u i d (N A P L ) .

M a n y r e l e a s e d c o n t a m i n a n t s a r e t o x i c a n d p o s e a l o n g - t e r m h e a l t h r i s k t o d r i n k i n g

w a t e r s u p p l i e s i f l e f t i m t r e a t e d . I n l i g h t o f t h e h a r m fu l c o n s e q u e n c e s
,
t h e e n g i n e e r i s

m o t i A ' a t e d t o i m d e r s t a n d t h e s e c o m p l e x s j ' s t e m .

Sp i l l e d c o n t a m i n a n t s o f l a r g e e n o u g h v o l u m e w i l l fl o w d o w n w a r d b y g r a v i t y . So m e

l a t e r a l m o v e m e n t w i l l a c c o m p a n y t h e v e r t i c a l fl o w . R e s i d u a l c o n t am i n a n t s m a y b e

t r a p p e d i n v o i d s p a c e s b y c a p i l l a r } ' f o r c e s a s t h e b u l k fl o w m i g r a t e s d o w n . A i r
,
t h e
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Ma g a s c a l * Sp i l l B v a n i :

H i c r o B c a l e P o r a T h r o a t

M a c r o a c a l a M u l t l ^ a a a S y a t a B

F i g u r e 2 . 1 : D e p i c t i o n o f Sp i l l o f a T j ' p i c a l N o n - A q u e o u s P h a s e L i q u i d a t Se v e r a l

Sc a l e s

c o n t a m i n a n t
,
a n d r e c h a r g e w a t e r m a y a l l b e p r e s e n t i n t h e p o r e s p a c e s l e a d i n g t o

a m u l t i p h a s e s y s t e m . V o l a t i l i z a t i o n a n d b i o d e g r a d a t i o n o f c e r t a i n s p e c i e s m a y a l s o

o c c u r o v e r t im e .

U p o n r e a c h i n g t h e c a p i l l a r y f r i n g e ,
a n a r e a i n w h i c h w a t e r i s h e l d a b o v e t h e

g r o u n d w a t e r t a b l e b y c a p i l l a r y fo r c e s
,
h o r i z o n t a l m i g r a t i o n m a y b e g i n d e p e n d i n g o n

t h e d e n s i t y o f t h e c o n t a m i n a n t . N A P L t h a t i s l e s s d e n s e t h a n w a t e r (L N A P L ) w i l l

p o o l a t t h e t o p o f t h e g r o u n d w a t e r t a b l e [S c h w i l l e
,
19 6 7 ; v a n D a m

,
19 6 7 ] . C o n t a m ¬

i n a n t s m a y fl o w a s a s e p a r a t e p h a s e o r m a y p e r s i s t a s t r a p p e d r e s i d u a l . T h e N A P L

w i l l s l o w l y p a r t i t i o n i n t o t h e a q u e o u s
, g a s ,

a n d s o l i d p h a s e s . N A P L t h a t i s m o r e

d e n s e t h a n w a t e r (D N A P L ) m a y fl o w d o w n w a r d t h r o u g h t h e s a t u r a t e d z o n e t o t h e

b o t t o m c o n fi n i n g l a y e r o f t h e a q u i fe r [S c hm l l e
,
1 98 8 ] . T h e c o n t a m i n a n t s m a y fl o w a s

a s e p a r a t e p h a s e
, p e r s i s t a s t r a p p e d r e s i d u a l

,
o r p a r t i t i o n i n t o t h e a q u e o u s p h a s e s .

D N A P L m a y fl o w b y g r a v i t y i n a d i ff e r e n t d i r e c t i o n t h a n t h e d i r e c t i o n o f g r o u n d w a t e r

fl o w . . .̂ I s o
, p o o l s o f D N A P L m a y b e fo u n d i n d e p r e s s i o n s i n t h e u n d e r l y i n g c o n fi n i n g

l a y e r .
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2 . 2 M o d e l i n g M u l t i p h a s e S y s t e m s

T h e i n h e r e n t c o m p l e x i t j ' o f m u l t i p h a s e s j
' s t e m s a n d th e m a r k e d h e t e r o g e n e i t y t h a t

i s c h a r a c t e r i s t i c o f m o s t n a t u r a l e n v i r o n m e n t s [D a g a n ,
1 9 8 9 ; Ch r i s t a k o s

, 19 9 2 ; G e lh a r
,

19 9 3 ], o f t e n o v e r m u l t i p l e s c a l e s [C u s hm a n
,
19 9 0 a ] , l e a d s t o a l a r ge a n d d i f fi c u l t s e t o f

p r o b l e m s t h a t m u s t b e r e s o l v e d b e fo r e a c c u r a t e s im u l a t i o n o f m u l t i p h a s e s u b s u r f a c e

t r a n s p o r t p h e n o m e n a c a n b e e x p e c t e d . We k n o w o f n o w o r k t h a t s t r u c t u r e s t h e s e

c r u c i a l i s s u e s a n d o ff e r s p o t e n t i a l a p p r o a c h e s f o r a d v a n c e m e n t .

T h e a c c u r a t e d e s c r i p t i o n o f fl u i d fl o w a n d c o n t a m i n a n t t r a n s p o r t i n m a n y s u b s u r ¬

f a c e m u l t i p h a s e s y s t e m s r e q u i r e s t h a t c o n s i d e r a t i o n b e g i v e n n o t o n l y t o m a s s a n d

m o m e n t u m b a l a n c e s b u t t o e n e r gj ' a n d e n t r o p y c o n s t r a i n t s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 79 b ; B e a r a n d D a c hm a t
,
19 8 6] . F u r t h e r m o r e

,
a c c u r a t e d e s c r i p t i o n s r e q u i r e i n c o r ¬

p o r a t i o n o f p h y s i c a l p h e n o m e n a t h a t o c c u r o v e r s e v e r a l d i ff e r e n t l e n g t h s c a l e s [P l u m b

a n d Wh i t a k e r
,
19 8 8 ; M a y e r a n d M i l l e r

,
19 9 2 a ; G r a y e t a i

,
1 9 93 ; L o w r y a n d M i l l e r

,

1 9 95 ] . C o n t i n u u m a s s i m i p t i o n s p r o v i d e a m e a n s o f r e p r e s e n t i n g m i c r o s c a l e p h e n o m ¬

e n a a t t h e m a c r o s c a l e a n d a r e n e c e s s a r y t o r e s o l v e t h e i n fi n i t e n u m b e r o f m i c r o s c a l e

e v e n t s w h i c h a ff e c t M P F T [D e a r
,
1 9 72 ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 79 a ; B a v e y e a n d

Sp o s i t o
,
1 9 84 ] . C l o s u r e o f t h e s y s t e m o f f o r m u l a t e d b a l a n c e e q u a t i o n s

,
w h i c h i s a c ¬

c o m p l i s h e d b j
'

p r o v i d i n g e q u a t i o n s o f s t a t e ( E O S) a n d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s , r e q u i r e s

a s u ffi c i e n t n u m b e r o f e q u a t i o n s s u c h t h a t a l l u n k n o w n s c a n b e d e t e r m i n e d .

T h e a c c u r a t e s o l u t i o n o f fi e l d - s c a l e m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t p r o b l e m s
,
w i t h

i n h e r e n t h e t e r o g e n e i t i e s i n t h e s y s t e m
,
i s b e y o n d c u r r e n t c a p a b i l i t i e s d u e t o t h e o v e r a l l

n u m b e r o f e q u a t i o n s w h i c h r e q u i r e s o l u t i o n a n d t h e n u m b e r o f p a j a m e t e r s w h i c h

n e e d t o b e m e a s u r e d . S im p l i fy i n g a s s u m p t i o n s a r e t h e r e f o r e e s s e n t i a l . C o n s t i t u t i v e

r e l a t i o n s
,
u s e d fo r c l o s u r e

,
m u s t b e j u d i c i o u s l y c h o s e n t o a l l o w s o l u t i o n w h i l e r e t a i n i n g

a c c u r a cy .

T }T ) i c a l c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s f o r m u l t i p h a s e s y s t e m s i n c l u d e p r e s s u r e - s a t u r a t i o n -

p e r m e a b i l i t y (p - S - k ) ,
i n t e r p h a s e m a s s t r a n s fe r

,
a n d s o l u t e r e a c t i o n r e l a t i o n s . E O S

a n d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s
,
i n n e t

,
s u p p l y s u ffi c i e n t i n f o r m a t i o n t o c l o s e t h e s y s t e m

o f e q u a t i o n s b y e x p r e s s i n g u n k n o w n q u a n t i t i e s i n t h e b a l a n c e e q u a t i o n s i n t e r m s o f

a c c e s s i b l e p a r a m e t e r s . H o w e v e r
,
c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s a x e a p p r o x i m a t i o n s o f t h e
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8

s y s t e m a n d a r e o f t e n t e s t e d f o r o n l y s u b s e t s o f t h e d o m a i n [M i l l e r e t a l .

,
19 9 0 ; P o w e r s

e t a l . , 1 9 9 2 ,
19 9 4 ; I r r ^ o ff e t cU.

,
19 94 b ] .

T h e u s e o f E O S a n d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s i s

n e c e s s a r y b u t m u s t b e d o n e j u d i c i o u s l y .

T a k i n g i n t o c o n s i d e r a t i o n t h e a b o v e i s s u e s
,
t h e d i ff e r e n t i a l c o n t in u u m f o r m u l a t i o n

o f M P F T m o d e l s h a s b e c o m e c o m m o n i n b o t h t h e o i l i n d u s t r j
' [P e a c e m a n

,
19 7 7 ; A z i z

a n d S e tt a r i
,
19 7 9 ; T r a n g e n s t e i n a n d D e l l

,
1 98 9 ; D r o vm e t a l .

,
1 9 94 ; K h a n e t a l

,
1 9 94 ]

a n d t h e g r o i m d w a t e r l i t e r a t u r e [A br i o l a a n d P i n d e r
,
1 9 8 5a

,
1 9 8 5 b ; D a e h r a n d C o r a p -

c i o g l u , 1 9 8 7 ; C o r a p c i o g l u a n d D a e h r
,
19 8 7 ; F a i i s t e t a l .

,
1 9 8 8 ; S l e e p a n d S y k e s ,

1 9 8 9 ;

C e l i a a n d D i n n i n g ,
19 9 2 a

,
19 92 b ; M a y e r a n d M i l l e r

,
1 9 92 b ; S l e e p a n d S y k e s ,

1 99 3 a
,

1 9 9 3 b ; H u y a k o m e t a l .

,
1 9 94 b ] . D e s p i t e t h e d i ffi c u l t i e s a n d i n a c c u r a c i e s o f a v e r a g i n g

sm a l l s c a l e p h e n o m e n a a t a l a r g e r r e p r e s e n t a t i v e s c a l e [C u s hm a n ,
19 8 6 ; G r a y a n d

H a s s a n i z a d e h
,
19 8 9 ; C u s hm a n

,
19 9 0 b ; G r a y a n d H a s s a n i z a d e h

,
19 9 1a

,
1 99 1b ], m o s t

o f t h e a b o v e f o r m u l a t i o n s u t i l i z e a d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m d e s c r i p t i o n o f M P F T .

D i ff e r e n t i a l m u l t i p h a s e c o n t i n u u m a p p r o a c h e s t h a t a x e c o m m o n l y u s e d i n t h e

p e t r o l e u m a n d g r o i m dw a t e r fi e l d s c a n b e g r o u p e d i n t o t h r e e c a t e g o r i e s [A br i o l a ,
1 9 88 ]:

(1 ) s h a r p - f r o n t m o d e l s
, (2 ) m o d e l s t h a t i n c l u d e c a p i l l a r i t y b u t d o n o t a l l o w fo r v a r y i n g

c o m p o s i t i o n
,
a n d ( 3 ) c o m p o s i t i o n a l m o d e l s . T h e f o l l o w i n g i s a r e v i e w o f t h e s t a t e o f

t h e a r t t h e o r e t i c a l a p p r o a c h e s u s e d i n t h e s e t h r e e a p p r o a c h e s f r o m t h e gr o i m d w a t e r

l i t e r a t u r e w i t h a d d i t i o n a l r e f e r e n c e s f r o m t h e p e t r o l e u m l i t e r a t u r e . T h is r e p o r t w i l l

f o c u s o n t h e t h e o r j
'

^

a n d a s s u m p t i o n s t h a t a r e n e c e s s a i y f o r a c o m p l e t e f o r m u l a t i o n

o f t h e g o v e r n i n g MP F T e q u a t i o n s
,
l e a v i n g t h e l a r g e b o d y o f l i t e r a t u r e t h a t f o c u s e s

o n t h e o p t im a l s o l u t i o n o f fl o w a n d t r a n s p o r t e q u a t i o n s f o r l a t e r i n v e s t i g a t i o n . E a c h

c a t e g o r j
-

o f M P F T m o d e l s i s r e v i ew e d b e l o w w i t h i t s p r e m i s e s
,
a d v a n t a g e s ,

a n d s h o r t ¬

c o m i n gs .

2 . 2 . 1 S h a r p - F r o n t IVl o d e l s

T h e s h a r p - f r o n t m o d e l (S F M ) i s a n i d e a li z a t i o n o f t h e p h y s i c a l s y s t e m t h a t a s ¬

s u m e s t h a t fl u i d s a r e i n m i i s c i b l e [E l - K a d i
,
1 99 2

,
19 9 4 ] . M o d e l s i n t h e p e t r o l e u m

l i t e r a t u r e a l s o c o m m o n l y u s e t h e m e th o d o l o g y o f D u c k l e y a n d L e v e r e t t [1 94 1] a n d

a s s u m e t h a t t h e t o t a l fl o w o f a s j
' s t e m c a n b e t r e a t e d a s a c o n s t a n t . T h e p r i m a r y
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b e n e fi t o f S F M i s t h e r e l a t i v e e a s e w i t h w h i c h a n a p p r o x i m a t e i n fi l t r a t i o n s o l u t i o n

c a n b e o b t a i n e d a n d t h e f e w p a r a m e t e r s r e q u i r e d . H o w e v e r
,
t h e SF M i s i n a d e q u a t e

f o r h e t e r o g e n e o u s s y s t e m s o r f o r s y s t e m s u n d e r g o i n g w e t t i n g a n d d r a i n a g e [A br i o l a ,

19 8 8 ] . S F M p r o v e s u i t a b l e f o r p r e l i m i n a r j ' a s s e s s m e n t o f c h e m i c a l o r N A P L s p i l l s

[H u y a k o m e t ai .

,
19 9 4 a ] b u t c a n n o t b e u s e d t o d e s c r i b e s p e c i e s t r a n s p o r t o r t o d e s i g n

r e m e d i a t i o n s c h e m e s [P i n d e r a n d S t o t h o ff ,
19 8 8] .

T h e S F M a p p r o a c h h a s b e e n a p p l i e d t o w a t e r i n fi l t r a t i o n [G r e e n a n d A m p t , 19 1 1] ,
t o s a l t w a t e r i n t r u s i o n [P i n d e r a n d S t o t h o ff ,

1 9 8 8 ] , a n d t o e s t im a t e t h e l e a d i n g a n d

t r a i l i n g e d g e s o f a n in fi l t r a t i n g N A P L [R e i bl e e t a l
,
19 9 0 ; E l - K a d i

,
1 9 92

,
1 9 94 ] .

A n

a n a l y t i c a l a p p r o a c h i n t r o d u c e d by B u c k l e y a n d L e v e r e t t [19 4 1] i s w i d e l y u s e d i n t h e

p e t r o l e u m fi e l d . O t h e r u s e s a n d a d v a n c e m e n t s i n SF M a r e n o t e d i n T a b l e 2 . 1 .

2 . 2 . 2 IVI u l t i p h a s e F l o w w i t h C a p i l l a r i t y IVl o d e l s

M u l t i p h a s e fl o w m o d e l s w h i c h i n c l u d e t h e e ff e c t s o f c a p i l l a r i t y a n d i t s a ff e c t s

o n b u l k fl u i d m o t i o n d e s c r i b e b u l k fl u i d m o t i o n w i t h m o r e p h y s i c a l l y - r e a l i s t i c t e r m s

t h a n t h e S F M . I n t h e e n v i r o n m e n t a l fi e l d
,
tw o - p h a s e fl o w w a s fi r s t d e s c r i b e d i n c l u d ¬

i n g c a p i l l a r i t y i n t w o d im e n s i o n s i n a n e ff o r t t o m o d e l t h e m o v e m e n t o f im m i s c i b l e

c o n t a m i n a n t s [F a u s t
,
1 9 85 ; O s bo r n e a n d S y ke s ,

19 8 6] . A s t a t i c a i r p h a s e w a s i n ¬

c l u d e d t o i n v e s t i g a t e N A P L fl o w i n t h e u n s a t u r a t e d z o n e [K u p p u s a m y e t a i
,
19 8 7 ;

C e l i a a n d D i n n i n g ,
1 9 92 a ] . H y s t e r e t i c c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s f o r p - S - k r e l a t i o n s h i ps i n

tw o - p h a s e fl o w w e r e a l s o i n v e s t i g a t e d [P a r k e r a n d L e n h a r d
,
19 8 9] . I n t h e p e t r o l e u m

fi e l d
,
b l a c k - o i l m o d e ls c o n s i d e r t h r e e fl o w i n g p h a s e s (a q u e o u s

,
N A P L

,
a n d a i r ) w i t h

tw o c o m p o n e n t s (w a t e r a n d o i l ) o f i n t e r e s t [T r a n g e n s t e i n a n d D e l l
,
1 9 8 9] . T a b l e 2 . 2

r e fe r e n c e s t h e m a j o r c o n t r i b u t o r s t o m u l t i p h a s e fl o w m o d e l s t h a t i n c l u d e c a p i l l a r i t y .

A l l o f t h e m o d e l s d e s c r i b e d a b o v e a n d i n T a b l e 2 . 2 fo l l o w a s im i l a r m e t h o d o l o gy

[A br i o l a ,
1 9 88 ] . F i r s t ,

d i ff e r e n t i a l e q u a t i o n s c o n s e n t i n g m a s s a r e w r i t t e n a b o u t a

r e p r e s e n t a t i v e v o l u m e a t t h e c o n t i n u u m s c a l e . T h e e x i s t i n g m u l t i p h a s e fl o w w i t h

c a p i l l a r i t y m o d e l s i n c l u d e a b a l a n c e e q u a t i o n f o r m a s s a n d a n a p p r o x im a t e m o m e n t l u n

b a l a n c e . E n e r gj ' a n d e n t r o p y b a l a n c e a r e i g n o r e d a s w e l l a s i n t e r f a c e s b e tw e e n p h a s e s .

A m o r e t h e o r e t i c a l l y s a t i s f j d n g a p p r o a c h w o u l d c o n t a i n b a l a n c e e q u a t i o n s f o r
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T a b l e 2 . 1 : Sh a r p - f r o n t m o d e l s

Wo r k M o d e l H i g h l i g h t s

G r e e n a n d

A m p t [19 1 1]
S h a r f K f r o n t a p p r o x im a t i o n o f w a t e r i n fi l t r a t i n g a i r fi l l e d p o r e

s p a c e s .

B u c k l e y a n d T w o - p h a s e fl o w e q u a t i o n t h a t n e g l e c t s d i fi i i s i o n c a u s e d b y
L e v e r e tt g r a v i t y a n d c a p i l l a r }

' f o r c e s a n d a s s u m e s t h a t fl u i d s a r e

[1 94 1] i n c o m p r e s s i b l e .

We lg e [19 5 2] A n a l y t i c a l m e th o d f o r c o m p u t i n g a v e r a g e s a t u r a t i o n i n t w o -

p h a s e fl o w s y s t e m s i n o r d e r t o p r e d i c t o i l d i s p l a c e m e n t .

M u l l [1 9 7 1]

C o r a p c i o g l u

a n d H o s s a i n

[1 98 6 ]

A n a l y t i c a l w o r k t o a c c e s s t h e b e h a v i o r o f f u e l o i l s p i l l s i n t o

t h e s u b s u r f a c e .

T h e a n a l y t i c a l w o r k o f B u c k l e y a n d L e v e r e t t i s e x t e n d e d

t o a tw o - d im e n s i o n a l s i m u l a t i o n o f D N A P L d i s p l a c i n g

g r o u n d w a t e r .

P i n d e r

S t o t h o ff
[1 98 8 ]
O d e h [1 08 9 ]

E l - K a di

[19 9 2]

a n d Sh o w t h a t t h e SF M d o e s n o t a d e q u a t e l y a c c o u n t f o r r e g i m e s

o f t r a n s i e n t b e h a v i o r .

I n c o r p o r a t e s r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y a s p a r t o f a B u c k l e y a n d

L e v e r e t t a n a l y s i s a n d l o o k s a t v i s c o u s fi n g e r i n g i n o n e -

d i m e n s i o n .

S F M f o r N A P L fl o w t h r o u g h t h e u n s a t u r a t e d z o n e i s d e v e l ¬

o p e d a n d c o m p a r e d t o m o d e l s t h a t i n c l u d e c a p i l l a r i t y .

E l - K a di

[19 9 4]
E x t e n d s SF M f o r o f i n i t i a l a c c u m i d a t i o n a n d s p r e a d i n g o f

L N A P L .

H u y a k o m
e t a t . [19 9 4 a ]

A p p l i e s v e r t i c a l e q u i l i b r i u m t o e x a m i n e t h r e e d im e n s i o n a l

S F M i n fi l t r a t i o n .

S a r m a e t a l .

[19 9 4]
E x a m i n e s B u c k l e y a n d L e v e r e t t di s p l a c e m e n t i n r e g a r d s t o

u n s t a b l e d i s p l a c e m e n t s .
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T a b l e 2 . 2 : M u l t i p h a s e fl o w w i t h c a p i l l a r i t y m o d e l s

Wo r k

F l o w i n g C o n s t i t u t i v e R e l a t i o n s

P h a s e s
" D im e n s i o n s C o m p r e s s i b i l i t y p - S - k ^

[F a u s t
,
1 9 8 5]

[F a u s t e t o / .

, 19 8 9]

a
,
n a

,
n

,
s B C

a
,
n a

,
n

,
s B C

[K u e p e r a n d F r i n d
,
19 9 1] a

,
n

[H u y a k o m e t a l .

,
1 9 94 b ] a

, g ,
n

n o n e B C

a
, g ,

n
,
s V G / S ,

t S - k

"

p h a s e s : a = a q u e o u s
,
n = N A P L / o e l i c

, g = g a s e o u s
,
5 = s o l i d

* w h e n p r e s e n t
,
a s l a s h i n d i c a t e s p

- S / S - k

B C = B r o o k s a n d C o r e y - t >^ e p - S - k r e l a t i o n s ; V G = v a n G e n u c h t e n p - S r e ¬

l a t i o n ; S = St o n e
'

s t h r e e -

p h a s e e x t e n s i o n s f o r p
- S - k r e l a t i o n s ; a n d t S - k =

t a b u l a t e d S - k .

m a s s
,
m o m e n t u m ,

e n e r g y ,
a n d e n t r o p y a b o u t r e p r e s e n t a t i v e e l e m e n t a r j

'
^

v o l u m e s ,

a r e a s
,

a n d c o n t a c t l i n e s ; m a k i n g t y p i c a l f o r m u l a t i o n s i n c o m p l e t e [G m y a n d H a s -

s a n i z a d e h
,
19 9 1 a ; Gm y e t cU .

,
1 9 93 ] . Se c o n d

, t h e m o m e n t u m b a l a n c e a p p l i e d i n t h e

m u l t i p h a s e fl o w w i t h c a p i l l a r i t y m o d e l s i s t h e e x t e n d e d f o r m o f D a r c y
'

s l a w t h a t r e ¬

l a t e s p r e s s u r e s a n d v e l o c i t y . T h e a p p l i c a t i o n o f D a r c y
'

s l a w l i m i t s t h e f o r m u l a t i o n s

a s ( 1 ) D a r c y
'

s l a w c a n n o t a c c o u n t f o r t h e d i s s i p a t i o n o f m o m e n t u m [H a s s a n i z a d e h

a n d G r a y ,
1 9 9 3 b] , ( 2 ) D a r c y

'

s l a w w a s d e v e l o p e d a t s c a l e s a n d u n d e r c o n d i t i o n s t h a t

a r e m u c h d i CFe r e n t t h a n t h o s e w h i c h a r e c o m m o n l y e n c o u n t e r e d i n m u l t i p h a s e fl o w

[S c h e i d e g g e r ,
1 9 74 ], a n d (3 ) D a r c y

'

s e x p e r i m e n t s w e r e c o n d u c t e d w i t h a s i n g l e fl u i d

w h i l e m u l t i p h a s e fl o w m o d e l s u s e a n a d h o c e x t e n s i o n o f D a r c y
'

s l a w u s i n g a s i n g l e

s c a l i n g t e r m t o d e s c r i b e t h e c o m p l i c a t e d p h y s i c s o f fl u i d - fl u i d i n t e r f a c e s [K a l a y dj i a n ,

19 8 7] . T h i r d
,
m u l t i p h a s e fl o w w i th c a p i l l a r i t y m o d e l s c o u p l e fl u i d s a t u r a t i o n s a n d r e l ¬

a t i v e p e r m e a b i l i t y t h r o u g h c a p i l l a r y p r e s s u r e s
,
t h e r e b y a l l o w i n g f o r a m o r e d e t a i l e d

m o d e l t h a n SF M [F o r s y t h ,
19 9 1] , y e t s t i l l y i e l d i n g a v a r i e t y o f i n c o n s i s t e n c i e s [G r a y

a n d H a s s a n i z a d e h
,
19 9 1 a ; l Ua n g a s e k a r a e t a l .

,
1 99 2 ] . A d d i t i o n a l l y ,

m o s t d a t a f r o m

w h i c h t h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s a r e c o n s t r u c t e d o n l y c o v e r s a p o r t i o n o f t h e d o m a i n

o f i n t e r e s t [D e a r e t a l .

,
19 8 7 ; P a r k e r a n d L e n h a r d

,
19 9 0 ] .

M u l t i p h a s e fl o w m o d e l s t h a t i n c l u d e c a p i l l a r i t y h a v e p r o v e n u s e f u l f o r p r e d i c t i n g
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s e c o n d a r j
'

o i l r e c o v e r y a n d N A P L m o v e m e n t [K u p p u s a m y e t a i
.

,
1 9 8 7 ] . T h e s e m o d e l s

w i l l n o t b e a b l e t o m o d e l c h e m i c a l p a r t i t i o n i n g a n d t r a n s p o r t , h o w e v e r , a s t h e m o d ¬

e l s a r e b a s e d o n t h e a s s u m p t i o n t h a t p h a s e c o m p o s i t i o n i s i n \ ' a r i a n t [A br i o l a , 19 8 8 ] .

F u r t h e r m o r e
,
t h e e q u a t i o n s a r e s u m m e d o v e r a l l s p e c i e s

,
t h e r e fo r e t h e n o n - a d v e c t i v e

fl u x e s o f i n d i v i d u a l s p e c i e s a r e n o t q u a n t i fi e d . I n o r d e r t o m o d e l c o n t a m i n a n t t r a n s ¬

p o r t
,
b a l a n c e e q u a t i o n s f o r e a c h c h e m i c a l c o m p o n e n t o f i n t e r e s t m u s t b e w r i t t e n .

Su c h e q u a t i o n s f o r m t h e ba s i s f o r c o m p o s i t i o n a l m o de l s , d e v e l o p e d s p e c i fi c a l l y t o

m o d e l i n t e r p h a s e m a s s t r a n s p o r t
,

s u r f a c t a n t e n h a n c e d fl u i d r e c o v e r y ,
N A P L d i s s o ¬

l u t i o n
,
a n d o t h e r c h e m i c a l l y c o m p l e x s c e n a r i o s p r e s e n t i n t e r t i a r j '

'

o i l r e c o v e r }
'

a n d

c o n t a m i n a n t t r a n s p o r t .

2 . 2 . 3 C o m p o s i t i o n a l M e t h o d o l o g y

C o m p o s i t i o n a l m o d e l s a p p l j ' m a s s b a l a n c e e q u a t i o n s f o r i n d i v i d u a l c o m p o n e n t s i n

t h e s u b s u r f a c e e n v i r o n m e n t . C o m p o s i t i o n a l m o d e l s v a r y b e t w e e n t h e p e t r o l e u m a n d

e n v i r o n m e n t a l fi e l d s a s t h e m o t i v a t i o n f o r t r a c k i n g i n d i v i d u a l c o n s t i t u e n t s d i ff ie r s . I n

t h e p e t r o l e u m fi e l d
,
t h e m o b i l i z a t i o n o f o i l t h a t r e m a i n s i n t h e r e s e r v

'

o i r i s p r o fi t a b l e .

A p a r t i a l l i s t o f a p p l i c a t i o n s o f c o m p o s i t i o n a l m o d e l s i n p e t r o l e u m e n g i n e e r i n g a r e

l i s t e d i n T a b l e 2 . 3 . I n t h e e n v i r o n m e n t a l fi e l d
,
t h e s p r e a d i n g o f h a r m f u l c o n t a m i ¬

n a n t s i s o f p r im a x }
'
^ i n t e r e s t . T h e s p i l l o f t h e s e c o n t a m i n a n t s i s u s u a l l j

'

o f a s m a l l

e n o u g h n a t u r e t h a t t h e fl o w o f t h e im m i s c i b l e fl u i d i s s h o r t - l i v e d . T h e r e fo r e
,
c o m ¬

p o s i t i o n a l m o d e l s a r e u s e d t o d e s c r i b e t h e s p r e a d i n g o f d i s s o l v e d c o n t a m i n a n t s o f t e n

a s s u m i n g t h a t t h e N A P L p h a s e i s im m o b i l e . A p p l i c a t i o n s o f c o m p o s i t i o n a l m o d e l s

i n e n v i r o n m e n t a l e n g i n e e r i n g a r e l i s t e d i n T a b l e 2 . 4 .

I n t e r p h a s e m a s s t r a n s fe r (I M T ), c o n s i d e r e d i n a l l o f t h e c i t e d c o m p o s i t i o n a l m o d ¬

e l s
,
i s a p r o c e s s o f c e n t r a l im p o r t a n c e f o r m u l t i p h a s e e n v i r o n m e n t a l s y s t e m s ; y e t

a f u n d a m e n t a l u n d e r s t a n d i n g o f I M T i s n o t w e l l d e v e l o p e d . L im i t e d e x p e r i m e n t a l

d a t a e x i s t s f o r N A P L - a q u e o u s p h a s e m a s s t r a n s f e r ,
w h i l e t h i s p r o c e s s i s o f m a j o r

im p o r t a n c e . M a s s t r a n s f e r b e tw e e n a s i n g l e - s p e c i e s r e s i d u a l N A P L a n d g r o u n d w a t e r

i s c o m m o n l j '
' d e s c r i b e d w i t h e i t h e r l o c a l e q u i l i b r i u m (L E ) o r fi r s t - o r d e r (F O ) r a t e

m o d e l s .
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T a b l e 2 . 3 : M u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t m o d e l s f r o m t h e p e t r o l e u m l i t e r a t u r e

Wo r k

M o b . / I m m o b .

P h a s e s
°

n .

S p e c i e s

I n t o D im .

C o n s t i t u t i v e R e l a t i o n s

C o m p . p - S - k *

o t h e r / t

S - k

P o p e a n d N e l s o n
,

1 9 7 8

a
,
m

,
n / s 6 a

,
m

,
n

,
s 1 n s

Y o u n g a n d

St e p h e n s o n
,
1 9 8 3

a
, g ,

n 1 7 a
, g ,

n a
, g ,

n o t h e r

a
,
m

,
n / s 19 a

,
m

,
n

,
s 3 a

,
m

,
n

,
s P L HC a m i l l e r i e t a l .

,

1 9 8 7

B h u y a n e t a / .

,
1 9 90 a

,
m

,
n / s 3 2 a

,
m

,
n

,
s a

, g ,
n

,
s B G

B r o w n e t a l .

,
1 9 94 a

,
m

,
n / s
To f i

a
,
1 71

,
11

,
s n o n e B G

K h a n e t a l . , 19 94 a
,
i n

, g / n ( a
,
i n

, g ,
n a , g ,

n , s B G
"

p h a s e s : a = a q u e o u s
,

n = N A P L / o l e i c , ^ = g a s e o u s
,
m = (m i c r o - )e m u l s i o n a n d

s = s o l i d ;
' w h e n p r e s e n t , a s l a s h i n d i c a t e s p

- S / S - k ; t p
- S (o r S - k ) = t a b u l a t e d

p - S o r S - k ; n s = N o t Sp e c i fi e d ; B G a n d G o r e f e r t o s p e c i fi c p - 5
'

- fc r e l a t i o n s d e fi n e d
i n t h e N o t a t i o n .

I n T a b l e s 2 . 3 a n d 2 . 4
,
L E m o d e l s a r e u s e d w i t h t h e e x c e p t i o n s o f S l e e p a n d S y ke s

[1 9 89 ] ; G u a m a c c i a a n d P i n d e r [1 99 2 ] ; a n d Ma y e r a n d Mi l l e r [19 9 2 b ] . C o m p o s i t i o n a l

d e s c r i p t i o n s g e n e r a l l y u t i l i z e L E m o d e l s t h a t a x e s c a l a r a n d i n d e p e n d e n t o f fl o w d i ¬

r e c t i o n . T h e a s s u m p t i o n o f l o c a l c h e m i c a l e q u i l i b r i u m r e l i e s o n t h e r e a s o n i n g t h a t

t h e t i m e r e q u i r e d t o a p p r o a c h l o c a l c h e m i c a l e q u i l i b r i u m i s s h o r t i n c o m p a r i s o n t o

t h e r a t e a t w h i c h t r a n s p o r t o c c u r s . T h e a s s u m p t i o n o f l o c a l e q u i l i b r i u m p r e s u p p o s e s

t h a t t h e s o l u t e m a s s f r a c t i o n
,
o r c o n c e n t r a t i o n

,
i n o n e p h a s e i m p l i e s t h e m a s s f r a c ¬

t i o n i n a l l o t h e r p h a s e s . W h e n l o c a l e q u i l i b r i u m a m o n g p h a s e s i s a s s u m e d
,
s p e c i e s

t r a n s p o r t e q u a t i o n s m a y b e s u m m e d o v e r a l l p h a s e s a n d s o l v e d i n t e r m s o f a s i n g l e

m a s s f r a c t i o n .

H o w e v e r
,
L E m o d e l s a r e e m p i r i c a l i n n a t u r e

,
a n d b a s e d u p o n d a t a t h a t o n l y

c o v e r a p o r t i o n o f t h e d o m a i n o f i n t e r e s t . A s a r e s u l t ,
t h e a p p r o p r i a t e n e s s o f t h e

c o m m o n a s s u m p t i o n o f l i n e a r a n d i n s t a n t a n e o u s s o l u t e c o m p o n e n t e q u i l i b r i u m a m o n g

p h a s e s i s q u e s t i o n a b l e [Mi l l e r a n d We be r
,
19 8 6 ; S le e p a n d S y k e s ,

1 9 8 9 ; P o w e r s e t a l .

,

1 9 9 1] . T h e i n c o r p o r a t i o n o f F O r a t e m o d e l s p r o v i d e s a m o r e d e s c r i p t i v e e q u i l i b r i u m

r e p r e s e n t a t i o n .

M o r e a t t e n t i o n h a s b e e n g i v e n t o a q u e o u s - s o l i d i n t e r p h a s e m a s s t r a n s f e r ( i . e . s o r p -
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t i o n ) w i t h r e c e n t r e v i e w s b y D r u s s e a u a n d R a o [1 9 8 9 ] a n d We be r e t a l . [1 9 9 1 ] . H o w ¬

e v e r
,
m a n y c o m p l e x s y s t e m s a r e o f i n t e r e s t f o r w h i c h e x p e r im e n t a l I M T d a t a d o e s

n o t y e t e x i s t a n d t h e r e f o r e t h e a s s o c i a t e d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s m a y n o t a c c u r a t e l y

d e s c r i b e s u c h s y s t e m s .

I n s u m m a r j ' , e v e n w i t h t h e c o m p l e x i t y o f c o m p o s i t i o n a l m o d e l i n g ; m a n y im p o r ¬

t a n t , y e t u n r e s o l v e d
, q u e s t i o n s i n s u b s u r f a c e m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t s y s t e m s

e x i s t . T h e a d d i t i o n a l m a s s a n d m o m e n t u m e q u a t i o n s w r i t t e n a b o u t e a c h p h a s e d o

n o t r e s o l v e t h e s h o r t - c o m i n g s n o t e d r e g a r d i n g m u l t i p h a s e fl o w m o d e l s t h a t i n c l u d e d

c a p i l l a r i t y . A l l o f t h e d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m a p p r o a c h e s a x e l i m i t e d b y r e p r e s e n t i n g

m i c r o s c a l e p r o c e s s e s w i t h e m p i r i c a l m a c r o s c a l e r e l a t i o n s . T h e a c t u a l p hy s i c s c a i m o t

b e c o m p l e t e l y d e s c r i b e d by t h e e m p i r i c a l r e l a t i o n s a n d t h e t h e r m o d y n a m i c c o n s i s ¬

t e n c y o f t h e s e a p p r o a c h e s c a i m o t b e a s s u r e d .

2 . 2 . 4 S u m m a r y o f M o d e l s

T h e s t a t e - o f - t h e - a r t d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m M P F T m o d e l s p u b l i s h e d t o d a t e a r e

s u mm a r i z e d i n T a b l e s 2 . 2
, 2 . 3 a n d 2 . 4 . T h e s e t a b l e s a r e i n t e n d e d t o b e i l l u s t r a t i v e

o f r e c e n t a p p r o a c h e s t a k e n i n t h e e n v i r o n m e n t a l fi e l d
,

a s w e l l a s a s a m p l i n g f r o m

t h e p e t r o l e u m l i t e r a t u r e . F r o m th e s e t a b l e s w e c a n n o t e s e v e r a l c o m m o n t r e n d s i n

m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t m o d e l i n g o f e n v i r o n m e n t a l s y s t e m s :

1 . s e v e r a l tw o - a n d t h r e e - fl u i d -

p h a s e fl o w m o d e l s h a v e b e e n p u b l i s h e d f o r b o t h tw o

a n d t h r e e s p a t i a l d i m e n s i o n s y s t e m s ;

2 . a U o f t h e c i t e d m u l t i p h a s e fl o w m o d e l s s im u l a t e n o n h y s t e r e t i c p - S - k r e l a t i o n s ;

3 . m o s t m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p>o r t m o d e l s i n t h e e n v i r o n m e n t a l fi e l d u s e n o n ¬

hy s t e r e t i c f o r m s o f t h e p - S - k r e l a t i o n s ;

4 . m o s t m o d e l s a s s u m e l o c a l e q u i l i b r i u m ,
b u t s o m e fi r s t - o r d e r m a s s t r a n s fe r f o r -

m i d a t i o n s h a v e b e e n p r e s e n t e d ; a n d

5 . t j
'

p i c a l r e p o r t e d s im u l a t i o n s i z e s a r e o n t h e o r d e r o f 1 0 ^ t o 10 ^ n o d e s (d a t a n o t

s h o w n i n t a b l e ) .
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F u r t h e r e x a m i n a t i o n o f t h e d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m a p p r o a c h
,
w h i c h i s u t i l i z e d a l ¬

m o s t e x c l u s i v e l y i n t h e l i t e r a t u r e , w i l l b r i n g t o l i g h t s o m e t h e o r e t i c a l d i ffi c u l t i e s w h i c h

m u s t b e u n d e r s t o o d b e f o r e m o r e r i g o r o u s m o d e l s c a n b e d e v e l o p e d a n d a p p l i e d w i t h

r e l i a b i l i t y . T h e f o l l o w i n g c h a p t e r e x a m i n e s t h e u n d e r p i n n i n g s o f t h e d i ff e r e n t i a l c o n ¬

t i n u u m a p p r o a c h e s fo r m o d e l i n g m u l t i p h a s e s y s t e m s .

NEATPAGEINFO:id=917767CA-1188-433F-A3DD-8C8027CA2438



1 6

T a b l e 2 . 4 : M u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t m o d e l s f r o m t h e e n v i r o n m e n t a l l i t e r a t u r e

Wo r k

M o b . / I m m o b .

P h a s e s
"

n .

Sp e c i e s C o n s t i t u t i v e R e l a t i o n s

I n t o D i m . C o m p . p
- S - k ^

A b r i o l a a n d P i n d e r ^ o ,
,
n i ,

n 2 / g ,
s 1 a

, g ,
n i i a

,
n i ,

n 2 C o

19 8 5 a ,
b

C o r a p c i o g l u a n d a / g ,
n

,
s 8 a

, g ,
n

,
s 1 n o n e o t h e r

B a e h r ,
1 9 8 7 ;

F o r s y t h ,
1 9 8 8 a

,
n / g a

, g ,
n o t h e r / 1

S ~ k

Sl e e p a n d Sy k e s ,
a

, g / n
1 9 8 9

o
, 5 V G

B C
/

K a l u a r a c h c h i a n d a
,
n / g ,

s 2 a
, g ,

n
,
s 2 o ,

, g ,
n P

P a r k e r
,
19 9 0

F a l t a e t a l .

,
19 9 2 a

, g ,
n / s 3 a

, g ,
n

,
s 1 a

, g ,
n V G

S
,
C

/
"

n o n e h - V G /
K P , L V

G u a r n a c c i a a n d

P i n d e r
,
19 9 2

a
,
n a

,
n

M a y e r a n d M i l l e r
,

1 9 9 2

a
,
n a

,
n a

,
n V G / P

A d e n e k a n e i o L
,

a
, g ,

n / s n s a
, g ,

n
,
s 3 a

, g ,
n

,
s G / P

1 9 9 3

Sl e e p a n d Sy k e s ,

1 9 9 3a
,
b

a
, g ,

n a
, g ,

n a
, g ,

n B C ,
V G

/ B C ,
P

R e e v e s a n d A b r i o l a
,

1 9 9 4

a n y 2 a
, g ,

n a
, g ,

n V G / P

v a n G e e l a n d Sy ke s ,

1 9 94

a
, g ,

n a
, g ,

n 2 ( i
, g ,

n h - V G f
L P

Sl e e p ,
19 9 5 a

,
n i ,

n 2 3 a
,
n i ,

n 2 1 n o n e t p
- S I

E

W h i t e e t a l .

,
19 9 5 ; a

,
n / g ,

.

L e n h a r d e t a l .

,
19 9 5

1 a
, g ,

n
,
s n s h - V G

L P
"

p h a s e s : a = a q u e o u s
,

n = N A P L / o l e i c , ^ = g a s e o u s
,
m = (m i c r o - )e m u l s i o n a n d

s = s o l i d ;
* w h e n p r e s e n t

,
a s l a s h i n d i c a t e s p - S / S - k ; t p

- S (o r S - k ) = t a b u l a t e d

p - S o r S - k ; n s = N o t S p e c i fi e d ; B C ,
C

,
C o

,
E

,
K P

,
L P

,
LV

,
P

,
P L H

,
S

,
a n d V G

r e f e r t o s p e c i fi c p - S - k d a t a o r r e l a t i o n s a n d a r e d e fi n e d i n t h e N o t a t i o n .
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C h a p t e r 3

T h e D i f f e r e n t i a l C o n t i n u u m

A p p r o a c h

" Si n c e t h e m e a s u r i n g d e v i c e h a s b e e n c o n s t r u c t e d b y t h e o b s e r v e r .
. .
w e h a v e t o

r e m e mb e r t h a t w h a t w e o b s e r v e i s n o t n a t u r e i n i t s e l f ,
b u t n a t u r e e x p o s e d t o o u r

m e t h o d o f q u e s t i o n i n g .

" We r n e r K a r l H e i s e n b e r g

3 . 1 A p p r o a c h e s t o M o d e l i n g M u l t i p h a s e S y s t e m s

I t w U l b e u s e fu l t o e s t a b l i s h s o m e t e r m i n o l o g j
'

a n d m a t h e m a t i c a l n o t a t i o n b e f o r e

p r e s e n t i n g a p p r o a c h e s t o m o d e l i n g m u l t i p h a s e s y s t e m s .

3 . 1 . 1 L e n g t h S c a l e s

T h r e e l e n g t h - s c a l e s a r e o f im p o r t a n c e i n t h e d e r i v a t i o n o f g o v e r n i n g b a l a n c e e q u a r

t i o n s f o r fl o w a n d t r a n s p o r t t h r o u g h p o r o u s m e d i a : (1 ) t h e m i c r o s c a l e
,
d

, (2 ) t h e

m a c r o s c a l e
,
/
,

a n d (3 ) t h e m e g a s c ^ l e ,
L . P r e c i s e i d e n t i fi c a t i o n o f t h e s e l e n g t h s c a l e s

i s v e r y d i ffi c u l t [G r a y e t a i
,
19 9 3 ] h o w e v e r t h e r e l a t i o n s a m o n g t h e m a r e d e fi n e d a s

f o l l o w s :

L ^ l > d (3 . 1 )
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T h e m i c r o s c a l e
,
d

,
i s d e fi n e d t o b e a b o v e a s c a l e w h e r e m o l e c u l a r m o t i o n i s i m f )o r -

t a n t a n d s t a n d a r d fl vi i d m e c h a n i c s i s a p p l i c a b l e [D e a r
, 1 9 7 2 ] . T h i s i s a v a l i d c o n t i n u u m

l e v e l f o r a s i n g l e fl u i d a b o u t w h i c h b a l a n c e e q u a t i o n s c a n b e a p p l i e d . H o w e v e r , i n o r ¬

d e r t o w r i t e t h e b a l a n c e e q u a t i o n s
,
b o u n d a x )

'

c o n d i t i o n s a n d t h e e x c h a n g e o f m a t e r i a l

a c r o s s t h o s e b o u n d a r i e s m u s t b e d e fi n e d a j i d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s m u s t b e f o r m u ¬

l a t e d a t t h i s s c a l e . T h i s i s e x a c t l y t h e a p p r o a c h t a k e n b y p o r e - s c a l e m o d e l s [R e e v e s

a n d C e l i a
,
1 9 9 6] . T h e l e v e l o f i n fo r m a t i o n n e c e s s a r j

'

t o m a t h e m a t i c a l l y d e s c r i b e t h e

c o m p l e x g e o m e t r y o f e a c h fl u i d a n d i t s r e s p e c t i v e b o u n d a r i e s s e v e r e l y l im i t s t h e s i z e o f

t h e d o m a i n t h a t c a n b e c o m p u t a t i o n a l ly d e s c r i b e d [L o w r y a n d M i l le r
,
19 9 5 ] . C o n s e ¬

q u e n t l y ,
a m i c r o s c a l e d e s c r i p t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t i n a c o n t a m i n a t e d

a q u i f e r s j
'

s t e m i s p r e c l u d e d .

A t t h e o t h e r e n d o f t h e l e n g t h s p e c t r u m ,
t h e m e g a s c a l e

,
L

, p r o v i d e s f o r n o s p a ¬

t i a l v a r i a t i o n s w i t h i n t h e s y s t e m [G ra y e t a / .

,
1 9 9 3] a n d w o u l d b e u s e d t o r e p r e s e n t

g e o l o g i c l a y e r s o r o t h e r a r e a s t h a t a r e a s s u m e d h o m o g e n e o u s . T h u s
,
i n d e s c r i b i n g

g e o l o g i c l a y e r s ,
t h e m e g a s c a l e m a y h a v e v a r i e d m a g n i t u d e s i n t h e h o r i z o n t a l a n d v e r ¬

t i c a l d i r e c t i o n s . T h e m e g a s c a l e d e s c r i b e s t h e a v e r a g e c h a n g e s t h a t o c c u r w i t h i n t h e

s y s t e m a s a r e s u l t o f b o u n d a r j
'
-

c o n d i t i o n s . M e g a s c o p i c s o l u t i o n s l a c k d e t a i l d u e t o

t h e i n he r e n t a n d c o m p l e x h e t e r o g e n e i t i e s w i t h i n p o r o u s m e d i a s y s t e m s .

A l t e r n a t i v e l y ,
t h e m a c r o s c a l e

,
a c o a r s e r l e v e l o f a v e r a g i n g t h a n t h e m i c r o s c a l e a n d

a m u c h fi n e r s y s t e m t h a n t h e m e g a s c a l e
,
i s d e fi n e d a s a m u l t i p l e p h a s e c o n t i n u u m

s c a l e i n a n a t t e m p t t o c i r c u m v e n t t h e d i ffi c u l t i e s a s s o c i a t e d w i t h t h e o t h e r t w o s c a l e s .

A v o l u m e a t t h e m a c r o s c a l e m u s t b e l a r g e r t h a n t h e m i c r o s c a l e s o t h a t a s u ffi c i e n t

n u m b e r o f p o r e s a r e i n c l u d e d t o a l l o w f o r a m e a n i n g f u l ,
s t a t i s t i c a l a v e r a g e o f t h e

m u l t i p l e p h a s e s . T h e v o l u m e m u s t a l s o b e m u c h s m a l l e r t h a n t h e s i z e o f fl o w d o m a i n

t h a t i s b e i n g c o n s i d e r e d [D e a r
,
19 7 2] . T h e m a c r o s c a l e i s a v a l i d c o n t i n u u m l e v e l f o r

m u l t i p l e fl u i d s a b o u t w h i c h b a l a n c e e q u a t i o n s c a n b e a p p l i e d . H o w e v e r
,
t o w r i t e

b a l a n c e e q u a t i o n s
,
b o u n d a i y c o n d i t i o n s a n d t h e e x c h a n g e o f m a t e r i a l a c r o s s t h o s e

b o u n d a r i e s m u s t b e d e fi n e d a n d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s m u s t b e f o r m u l a t e d a t t h i s

s c a l e . T h e d e s c r i p t i o n o f b o u n d a x }
'

c o n d i t i o n s a n d t h e d e v e l o p m e n t o f c o n s t i t u t i v e

r e l a t i o n s h a s b e e n c o m p l e t e d w i t h v a r i e d l e v e l s o f r i g o r a n d a c c u r a c y .

T h e c o n v e n t i o n a l a p p r o a c h f o r t h e m a c r o s c a l e d e r i v a t i o n o f M P F T e q u a t i o n s u s e
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e m p i r i c a l c o n s t i t u t i v e t h e o r i e s t o c l o s e t h e s j
's t e i n o f e q u a t i o n s . T h e s e c o n s t i t u t i v e

t h e o r i e s m a y v i o l a t e t h e l a w s o f t h e r m o d y n a m i c s a n d i n c l u d e i n c o n s i s t e n c i e s [G r a y

a n d H a s s a n i z a d e h ,
1 9 9 1 a

,
1 9 9 1 b ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 9 3 a
,
1 9 93 b ; Qu i n t a r d a n d

Wh i t a k e r
,
19 9 4 ; M i l l e r e t a l

,
1 9 9 6] .

A s a n a l t e rn a t i v e t o t h e c o n v e n t i o n a l m a c r o s c a l e a p p r o a c h
,
t h e i n t e g r a l c o n t i n ¬

u u m a p p r o a c h b e g i n s a t t h e m i c r o s c a l e t o u t i l i z e t h e p h y s i c s o f t h e m i c r o s c a l e t h a t a r e

im p o r t a n t t o t h e o v e r a l l m a c r o s c a l e r e s u l t s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 79 a

,
1 9 7 9b ;

C u s hm a n
,
19 8 3 ] . M a c r o s c a l e e q u a t i o n s a r e d e r i v e d b j

' i n t e g r a t i n g m i c r o s c a l e q u a n t i ¬

t i e s o v e r a m a c r o s c o p i c v o l u m e [S l a t t e r y ,
1 96 7] . I n f o r m a t i o n a t t h e m i c r o s c a l e i s a v e r ¬

a g e d a n d c a r r i e d f o r w a r d t o t h e m a c r o s c a l e a s o p p o s e d t o b e g i n n i n g a t t h e m a c r o s c a l e

a n d a t t e m p t i n g t o b a c k c a l c u l a t e i m p o r t a n t f e a t u r e s f r o m t h e m i c r o s c a l e . So m e t im e s
,

t h e r e i s a t e n d e n c y t o t h i n k o f t h e l a r g e - s c a l e p r o c e s s a s b e i n g d o m i n a t e d b y t h e

s t r u c t u r e o f t h e h e t e r o g e n e i t i e s a n d th a t t h e sm a l l - s c a l e p h e n o m e n a a r e l o s t i n t h e

a v e r a g i n g p r o c e d u r e . I n r e a l i t y ,
t h e m a t h e m a t i c s o f t h e m e t h o d o f v o l i m i e a v e r a g i n g

c l e a r l y i n d i c a t e s t h a t p h y s i c a l i n f o r m a t i o n a t o n e s c a l e i s u t i l i z e d a t t h e n e x t s c a l e

b u t fi l t e r e d i n t h e p r o c e s s [Qu i n t a r d a n d Wh i t a k e r
,
1 9 90 ] .

3 . 1 . 2 T h e C o n t i n u m n A p p r o a c h

T h e c o n t i n u u m a p p r o a c h s e e k s t o d e fi n e d i s c r e t e m i c r o s c a l e e v e n t s a t t h e m a c r o ¬

s c o p i c s c a l e [D e a r
,
19 7 2 ; B e df o r d a n d D r u m h e l l e r

,
1 9 83 ; S a h im i

,
1 9 9 3] . T h e m a c r o ¬

s c o p i c d e s c r i p t i o n o f fl o w a n d t r a n s p o r t i n p o r o u s m e d i a r e s t s u p o n t h e a s s u m p t i o n s

t h a t a t t h e m a c r o s c a l e (1 ) p hy s i c a l p r o p e r t i e s o f t h e p o r o u s m e d i a (s u c h a s d e n ¬

s i t y , p o r o s i t j
-

, p e r m e a b i l i t y , p r e s s u r e
,
e t c . ) c a n b e a s s o c i a t e d w i t h m a t h e m a t i c a l fi e ld

\ ' a r i a b l e s a n d t h a t (2 ) t h e t i m e a n d s p a c e d e p e n d e n c e o f t h e s e fi e l d v a r i a b l e s c a n

b e r e p r e s e n t e d i n t h e f o r m o f c o n t in u o u s
,
d i ff ie r e n t i a l b a l a n c e e q u a t i o n s f o r m a s s

,

m o m e n t u m
,

a n d e n e r g j
' [D a v e y e a n d Sp o s i t o

,
1 9 84 ] . B y a s s u m i n g t h e e x i s t e n c e o f

a r e p r e s e n t a t i v e e l e m e n t a r j
'

v o l u m e (R E V ) , a s d e s c r i b e d b y D e a r [1 9 72 ], t h e p h y s i ¬

c a l p r o p e r t i e s o f t h e p o r o u s m e d i a a t t h e m a c r o s c a l e a r e p o s t u l a t e d t o b e i n v a r i a n t

w i t h s m a l l c h a n g e s i n t h e a v e r a g i n g v o l u m e . A l t e r n a t i v e l y ,
t h e m a t h e m a t i c a l fi e l d

v a r i a b l e s c a n b e d e s c r i b e d b y s p a t i a l r a n d o m fi e l d s [D a g a n ,
19 8 9 ; Ch r i s t a k o s

,
19 9 2 ;
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Ch r i s t a k o s e t a l
,
1 9 9 3b ; G e l h a r

,
1 9 9 3 ; R u s s o

,
19 9 3 ; Ch r i s t a k o s e t a i

,
1 9 9 5 ] ,

b u t t h e

R E V a s s u m p t i o n p r o v i d e s t h e s i m p l e s t m e a n s f o r e q u a t i o n d e v e l o p m e n t a n d w i l l b e

u s e d i n t h i s r e p o r t .

1 . 0 P o r o s i t y

P o r o s i t y

0 . 0

H i c r o s c a l e

L e n g t h S c a l e
N e g a s c a l e

F i g i i r e 3 . 1 : H 3'p o t h e t i c a l P o r o s i t i e s w i t h I n c r e a s i n g L e n g t h Sc a l e

T h e R E V a s s u m p t i o n ge n e r a l l y c o m b i n e s tw o i n d e p e n d e n t a s s u m p t i o n s . T h e fi r s t

a s s u m p t i o n s t a t e s t h a t a t a p r e s c r i b e d l e n g t h s c a l e e a c h m a t h e m a t i c a l fi e l d v a r i a b l e

d e s c r i b i n g t h e p h y s i c a l p r o p e r t i e s o f t h e p o r o u s m e d i a s y s t e m w i l l r e a c h a m e a n

gl o b a l v a l u e a n d t h i s v a l u e w i l l n o t b e s i g n i fi c a n t l y c h a n g e d b y s m a l l c h a n g e s i n t h e

l e n g t h o f t h e a v e r a g i n g v o l u m e [D e a r
, 19 7 2 ; Ma r i e ,

19 8 2] . T h e s e c o n d a s s u m p t i o n p r e
¬

s u m e s t h a t a l l m a t h e m a t i c a l fi e l d v a r i a b l e s w i l l a t t a i n t h i s m e a n g l o b a l v a l u e w i t h i n

t h e s a m e r a n g e o r w i n d o w o f m a c r o s c o p i c l e n g t h s c a l e s . F i g u r e 3 . 1 d e p i c t s h y p o ¬

t h e t i c a l p o r o s i t i e s (r a t i o o f v o l u m e o f v o i d s t o t o t a l v o l u m e ) f o r a s a m p l e d p o r o u s

m e d i a (s i m i l a r d e p i c t i o n s c a n b e f o u n d i n D e a r [1 9 7 2] a n d d e M a r s i l y [1 9 86 ]) . A t

t h e m i c r o s c a l e
,
d e p e n d i n g i f t h e s a m p l e c o n t a i n s a s o l i d p i e c e o r a v o i d s p a c e

,
t h e

p o r o s i t y e r r a t i c a l l y j u m i >s b e tw e e n o n e a n d z e r o . A t t h e m a c r o s c a l e
,
t h e fi r s t a s ¬

s u m p t i o n o f a R E V p r e d i c t s t h a t t h e p o r o s i t y w i l l a p p r o a c h a c o n s t a n t v a l u e a n d

n o t b e s i g n i fi c a n t l y c h a n g e d b y s m a l l c h a n g e s i n l e n g t h . A t l e n g t h s g r e a t e r t h a n t h e

m a c r o s c a l e
,
m e g a s c a l e h e t e r o g e n e i t i e s m a y i n fi u e n c e t h e v a l u e o f p o r o s i t y . F i g i i r e 3 . 2
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1 x 1 0 - 3

H y d r a u l i c

C o n d u c t i v i t y
( ra / a e c )

1 x 1 0 - 4

1 x 1 0 - 5

\

/ !
/ !
/ !
/ !

^ , ^ , ,
H y d

. C o n d u c t i v i t y

A
<i

. / ! /
A

.

/ v .

I
V

K a c r o -

S c a l e
R E V

M i c r o s c a l e
L e n g t h S c a l e

M e g a s c a l e

F i g u r e 3 . 2 : H y p o t h e t i c a l H y d r a u l i c C o n d u c t i v i t i e s w i t h I n c r e a s i n g L e n g t h Sc a l e

d e p i c t s h 3T ) o t h e t i c a l h y d r a u l i c c o n d u c t i v i t i e s f o r t h e s a m e s a m p l e d p o r o u s m e d i a . A t

t h e m i c r o s c a l e
,
h y d r a u l i c c o n d u c t i v i t y l a c k s m e a n i n g . A t t h e m a c r o s c a l e

,
t h e fi r s t

a s s u m p t i o n o f a R E V p r e d i c t s t h a t t h e h y d r a u l i c c o n d u c t i v i t y w i l l a p p r o a c h a c o n ¬

s t a n t v a l u e a n d n o t b e s i g n i fi c a n t l y c h a n g e d b y s m a l l c h a n g e s i n l e n g t h . T h e s e c o n d

R E V a s s u m p t i o n p r e d i c t s t h a t t h e r e e x i s t s a s c a l e o r w i n d o w o v e r w h i c h t h e R E V

a s s u m p t i o n s a p p l y f o r a l l p r o p e r t i e s o f i n t e r e s t .

T h e R E V a s s u m p t i o n i s c o m m o n l y s t r e n g t h e n e d w i t h s e v e r a l a u x i l i a r y h }T >o t h e s e s .

F i r s t
,
i t i s a s s u m e d t h a t t h e m e a n v a l u e o f e a c h p r o p e r t y o f i n t e r e s t i s a c o n s t a n t

v a l u e t h r o u g h o u t t h e d o m a i n a n d i t s c o v a r i a n c e d e p e n d s o n l y o n t h e v e c t o r d i s t a n c e

b e t w e e n t w o p o i n t s i n s p a c e (s t a t i s t i c a l h o m o g e n e i t y i n t h e w e a k s e n s e ) [C h r i s t a k o s ,

1 9 9 2
, p . 5 5] . A s e c o n d h y p o t h e s i s i s t h e e r g o d i c a s s u m p t i o n ,

w h i c h f u r t h e r s i m p l i fi e s

m o d e l i n g . E r g o d i c i t y i m p l i e s t h a t t h e l i m i t , a s t h e n u m b e r o f p h y s i c a l m e a s u r e m e n t s

a p p r o a c h e s i n fi n i t y ,
o f t h e c a l c u l a t e d m e a n a n d c o v a r i a n c e f o r t h e s i n g l e a v a i l a b l e

r e a l i z a t i o n w i l l a p p r o a c h t h e t r u e m e a n a n d c o v a ri a n c e o f t h e s y s t e m [C h r i s t a k o s ,

1 9 9 2] . E r g o d i c i t y r e q u i r e s s t a t i s t i c a l h o m o g e n e i t j ' b u t t h e r e v e r s e i s n o t t r u e . B j '

a s s u m i n g e r g o d i c i t y w e c a n r e p l a c e t h e r e a l i z a t i o n a v e r a g e s w i t h t h e s p a t i a l a v e r a g e .

T o s u mm a r i z e
, (1 ) w e o n l y h a v e o n e r e a l i z a t i o n f o r a g i v e n n a t u r a l s y s t e m , (2 ) w e

NEATPAGEINFO:id=C9E5596D-8101-4F42-83FF-D41FE6E618C2



2 2

a s s u m e t h a t a v e r a g e v a l u e s e x i s t a t a l e n g t h s c a l e w h i c h c a n b e d e t e r m i n e d
,
a n d (3 )

w h e n w e m e a s u r e o r c a l c u l a t e t h e s e fi e l d v a r i a b l e s a t t h i s l e n g t h s c a l e
,
t h e s e v a l u e s

w i l l b e r e p r e s e n t a t i v e o f t h e e n t i r e d o m a i n o f i n t e r e s t .

T h e b e n e fi t o f t h e R E V a s s u m p t i o n i s t h e p r a c t i c a l d e s c r i p t i o n o f a v e r a g e d m i -

c r o s c a l e e v e n t s a t t h e m a c r o s c a i e [D a v e y e a n d Sp o s i t o
,
1 9 84 ; D a c hm a t a n d D e a r

,
19 8 6 ] .

Sp e c i fi c a l l y ,
i n c o r p o r a t i o n o f t h e R E V i n t o m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t e q u a t i o n

d e v e l o p m e n t t h r o u g h t h e c o n t i n u u m m o d e l (1 ) a v o i d s s p e c i fi c a t i o n o f c o m p l e x i n t e r ¬

p h a s e b o u n d a r i e s , ( 2 ) d e s c r i b e s p h y s i c a l p r o c e s s e s i n t e r m s o f d i ff e r e n t i a l e q u a t i o n s

a l l o w i n g p o t e n t i a l s o l u t i o n
,
a n d (3 ) d e fi n e s m ci c r o s c o p i c q u a n t i t i e s t h a t c a n b e p h y s ¬

i c a l l y m e a s u r e d [D e a r a n d D a c hm a t
,
19 9 1] . T h e s e t h r e e p r o p e r t i e s m a k e c o n t i n u i m i

a p p r o a c h e s u s e d a lm o s t u n i v e r s a l l y i n t h e s o l u t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t

p r o b l e m s .

Se v e r a l i m p o r t a n t l i m i t a t i o n s
, m a n y o f w h i c h a r e i n h e r e n t t o v a r i o u s l e v e l s i n a l l

t y p e s o f c o n t i n u u m m o d e ls
,
a r is e f r o m c o n t i n u u m a p p r o a c h e s :

1 . T h e R E V a s s u m p t i o n i s l i k e l y n o t v a l i d f o r m a n y s y s t e m s o f c o n c e r n b e c a u s e o f

e x p e c t e d t r e n d s i n e n v i r o n m e n t a l s y s t e m s [M a y e r a n d Mi l l e r
,
1 9 92 a ; C u s hm a n

a n d G i n n
, 19 9 3 ; M i l l e r e t a l .

,
1 9 96 ; Ya n g e t a / . , 1 9 9 6] .

2 . E x i s t i n g c o n t i n u u m m o d e l s d o n o t t y p i c a l l y i n c l u d e c o m p l e t e p r o b l e m s t a t e ¬

m e n t s
,
w h i c h w o u l d i n c l u d e b a l a n c e e q u a t i o n s f o r m a s s

,
m o m e n t u m

,
a n d e n ¬

e r g y a b o u t a r e p r e s e n t a t i v e e l e m e n t a r y v o l u m e
,
a r e a

,
a n d c o n t a c t l i n e s [G r a y

a n d H a s s a n i z a d e h
,
1 9 9 1a ; G r a y e t a l .

,
19 9 3] .

3 . E x i s t i n g c o n t i n u u m m o d e l s a s s u m e t h a t a n R E V e x i s t s w i t h o u t e n s u r i n g a

r a n g e s a t i s fy i n g t h e R E V a s s u m p t i o n s c a n b e fo u n d [D a v e y e a n d Sp o s i t o
, 19 8 4 ;

D a c hm a t a n d D e a r
,
1 98 6 ; D e a r a n d D a c hm a t

,
19 9 1] .

4 . M o s t o f t h e e x i s t i n g c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s i n u s e a r e e m p i r i c a l i n n a t u r e a n d

o f t e n a r e b a s e d u p o n d a t a t h a t c o v e r o n l y a p o r t i o n o f t h e d o m a i n o f i n t e r e s t

[D e l l e t a l
,
1 9 8 6 ; M i l l e r e t a l .

,
19 9 0

,
1 9 96 ] .

5 . C o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s a r e o f t e n d e v e l o p e d a t s c a l e s a n d u n d e r c o n d i t i o n s

NEATPAGEINFO:id=9410AFA4-D162-4118-B61D-C29BA224D7DB



2 3

t h a t a x e m u c h d i ff e r e n t t h a n t h o s e o f p r im e c o n c e r n [P o w e r s e t a i
,
1 9 9 2 ,

1 9 94 ;

I mh o ff e t a l .

,
1 9 94 b ] .

6 . M a n y c o m p l e x s u b s u r f a c e s y s t e m s a r e o f c o n c e r n
,
s u c h a s t h e fl o w o f s u r f a c t a n t s

o r m u l t i p h a s e fl o w t h r o u g h f r a c t u r e d m ed i a
,
w h i c h a r e n o t a c c o u n t e d fo r i n

e x i s t i n g c o n t i n u u m m o d e l s [M a y e r a n d M i l l e r
,
1 9 9 3

,
1 9 9 4 ; D r o w n e t cU.

,
19 9 4 ;

F a r r e l l a n d R e i n h a r d
,
1 9 94 a

,
19 9 4 b ; I m h o ff e t a l .

,
19 9 4 a ; O k u d a e t a l .

,
19 9 4 ;

M i l l e r e t a l
,
19 9 6] .

T r e n d s a r e e x p e c t e d i n e n v i r o n m e n t a l s y s t e m s b o t h o v e r t i m e ( a s s h o w n i n F i g ¬

u r e s 3 . 3 a n d 3 . 4 [D a v e y e a n d Sp o s i t o
,
19 8 4 ]) a n d a s t h e l e n g t h s c a l e i n c r e a s e s . F i g u r e

3 . 3 s h o w s t h e a v e r a g e s a t u r a t i o n i n a n i m s a t u r a t e d p o r o u s m e d i a w i t h t h e p r o p o s e d

m a c r o s c a l e b o u n d a r i e s . A f t e r i n fi l t r a t i o n . F i g u r e 3 . 4 s h o w s t h e s a m e p o r o u s m e d i a

w h i c h i s n o w e x p e c t e d t o h a v e a d e c r e a s e i n t h e l e n g t h s c a l e o f t h e m a c r o s c a l e [D a v e y e

a n d Sp o s i t o
,
1 98 4 ] . T h e r e f o r e

,
t h e e x i s t e n c e o f a R E V i s a t o p i c o f d e b a t e [D a v e y e

a n d Sp o s i t o , 1 9 84 ; S u di c k y , 1 98 6 ; M a y e r a n d M i l l e r
,
19 9 1; C u s hm a n a n d G i n n

,
19 9 3 ;

M i l l e r e t cU .

,
1 9 96 ; Y a n g e t cU.

,
19 9 6] . M u c h a t t e n t i o n h a s b e e n g i v e n t o t h e v a l i d i t y o f

t h e R E V a s s u m p t i o n f o r e q u a t i o n s d e s c r i b i n g c o n t a m i n a n t t r a n s p o r t t h r o u g h h e t e r o ¬

g e n e o u s
, p o r o u s m e d i a s y s t e m s [G r a h a m a n d M c L a u gh l i n ,

1 9 8 9 a
,
19 8 9 b ; A ba bo u a n d

G e lh a r , 1 9 9 0 ; T o mp s o n a n d G e l h a r , 1 99 0 ; D e n g e t o / . , 19 9 3 ] . A d d i t i o n a l l y ,
t h e i m p l e ¬

m e n t a t i o n o f R E V b a s e d b a l a n c e t h e o r i e s m a y n o t b e p r a c t i c a l d u e t o a n i n s u ffi c i e n t

n u m b e r o f m e a s u r e m e n t s o f n e c e s s a r y q u a n t i t i e s . I r r e g u l a r v a r i a t i o n s
,
m e a s u r i n g d i f ¬

fi c u l t i e s
,
a n d e c o n o m i c l im i t a t i o n s a l l b u t i n s u r e t h a t t h e p r e d i c t i o n o f a n j

'

q u a n t i t y

i n a m u l t i p h a s e s j
'

s t e m i s s u b j e c t t o i m c e r t a i n t y [D a g a n ,
1 9 9 0] .

T h e u n c e r t a i n t y a n d e r r o r a s s o c i a t e d w i t h t h e R E V a s s u m p t i o n m a y b e a d d r e s s e d

i n s e v e r a l d i ff e r e n t w a y s . O n e m e t h o d fo r a d d r e s s i n g t h e t r e n d s i n e n v i r o n m e n t a l s j
'

s -

t e m s i s t o b o u n d t h e r e l a t i v e e r r o r a s s o c i a t e d w i t h t h e R E V a s s u m p t i o n [D e a r
,
19 72 ;

D a c hm a t a n d D e a r
,
1 9 8 6 ; D e a r a n d D a c hm a t

,
19 9 1] . T h e r e l a t i v e e r r o r i s c o n s t r a i n e d

b y d e fi n i n g a l o w e r a n d u p p e r l e n g t h - s c a l e b o u n d o n t h e s i z e o f t h e R E V f o r t h e s y s
¬

t e m . T h e s i z e o f t h e R E V i s a f u n c t i o n o f t h e a c c e p t a b l e r e l a t i v e e r r o r l e v e l s
,
t h e s i z e

o f t h e d o m a i n
,
a n d th e s p a t i a l v a r i a b i l i t y o f t h e v a r i a b l e . E a c h a d d i t i o n a l m a t h e m a t ¬

i c a l fi e l d v a r i a b l e s o f t h e p o r o u s m e d i a w i l l r e q u i r e b o u n d s . I f a n o v e r l a p p i n g R E V
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c a n b e fo u n d ,
t h e c o n t i n u u m a s s u m p t i o n c a n b e a p p l i e d . H o w e v e r

,
b o u n d s s u c h a s

t h i s h a v e n o t b e e n p l a c e d o n t h e R E V i n c u r r e n t s t a t e - o f - t h e ^ a x t c o n t i n u u m m o d e l s

d u e t o t h e d i ffi c u l t y a s s o c i a t e d w i t h d e fi n i n g t h e s p a t i a l v a r i a b i l i t y o f e a c h v a r i a b l e .

A l t e r n a t i v e l y ,
i n s t e a d o f m a n i p u l a t i n g t h e s i z e o f t h e R E V i n a n a t t e m p t t o e l i m ¬

i n a t e t r e n d s a n d fl u c t u a t i o n s , w e c a n c h o o s e t o a p p r o x im a t e t h e t r e n d s a n d fl u c t u ¬

a t i o n s t h a t a r e k n o w n t o o c c u r .
T h i s c a n b e d o n e i n o n e o f t w o w a y s . F i r s t

,
w e

m a y d e fi n e fl u c t u a t i o n s a n d t r e n d s t h r o u g h t h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s [C u s h m a n a n d

G i n n
,
1 9 9 3 ; N e u m a n a n d O r r

,
1 9 93 ] . I n t h i s c a s e

,
w e w i l l s t i l l o p e r a t e u n d e r t h e

p r e m i s e t h a t t h e c o n t i n u u m b a l a n c e l a w s d e s c r i b i n g m a s s
,
m o m e n t u m

,
e n e r g j

'

,
a n d

e n t r o p y a r e c o r r e c t . T h e r e v i s e d f o r m o f t h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s w i l l t h e n n e e d t o

i n c o r p o r a t e p a r a m e t e r s t h a t m a y fl u c t u a t e i n s p a c e a n d t im e . T r e n d s i n s p a c e a n d

t im e c a n b e d e s c r i b e d w i t h n o n - l o c a l l a w s [C i i s hm a n a n d G i n n
, 19 9 3 ] . F o r e x a m p l e ,

t h e t r a d i t i o n a l e x p r e s s i o n o f D a r c y
'

s l a w i s s t a t e d a s [D e a r
,
1 9 7 2

, p . 1 2 3]:

^ = , v = - (̂ . V * ) (3 . 2 )

w h e r e q ^ i s t h e D a r c j ' v e l o c i t j
'

v e c t o r
,
v i s t h e p o r e v e l o c i t j

'

v e c t o r
,
k i s t h e p e r m e ¬

a b i l i t y t e n s o r
, p i s t h e fl u i d d e n s i t y , fi i s t h e d y n a m i c v i s c o s i t y o f t h e fl u i d

,
a n d $ i s

t h e h y d r a u l i c h e a d w h i c h i n c l u d e s b o t h p r e s s u r e a n d g r a v i t y p o t e n t i a l s .

A n o n - l o c a l D a r c y l a w m a y b e s u b s t i t u t e d
,
w h i c h i s e x p r e s s e d a s [N e u m a n a n d

O r r
,
19 9 3

, p . 3 4 2]:

q , (x ) = e v (x ) = - (̂ei ^ ^L U ^ . v # (x - x o )) (3 . 3 )

w h e r e x i s a p o s i t i o n v e c t o r a n d x — x o r e p r e s e n t s m o v e m e n t r e l a t i v e t o a r e f e r e n c e

p o s i t i o n . T h e n o n - l o c a l f o r m o f t h i s c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n a l l o w s t h e i n c o r p o r a t i o n

o f t r e n d s i n t h e p o r o u s m e d i a . M u c h w o r k i s s t i l l n e e d e d i n t h e d e v e l o p m e n t o f

o t h e r c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s i n c o r p o r a t i n g t h e s t a t i s t i c a l m o m e n t s o f t h e p o r o u s m e d i a

s y s t e m t o f u r t h e r q u a n t i fy t h e fl u c t u a t i o n o f v a r i a b l e s .

A s e c o n d a p p r o a c h a c k n o w l e d g e s t h a t t h e d e t e r m i n i s t i c l a w s o f c o n t i n u u m m e ¬

c h a n i c s d o n o t a l w a y s p r o v i d e a n a c c u r a t e d e s c r i p t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s ¬

p o r t i n p o r o u s m e d i a . T o t h i s e n d ,
s o m e r e s e a r c h e r s a x e f o c u s i n g o n t h e c a s e i n w h i c h

NEATPAGEINFO:id=71CCEEC3-4D9D-4298-965C-3417B2879F66



2 6

t h e R E V d o e s n o t e x i s t b u t r a t h e r t h e p o r o u s m e d i a i s d e s c r i b e d s t o c h a s t i c a l l y [D a -

g a n ,
1 9 9 0 ; C h r i s t a k o s e t a l

.

,
1 9 9 3 a ; I n d e l m a n a n d A b r a m o m c h ,

1 9 9 4 ] . F o r a s t o c h a s t i c

d e s c ri p t i o n
,
t h e r e p r e s e n t a t i o n o f v a r i a b l e s w i l l u t i l i z e r a n d o m f u n c t i o n s a n d t h e f o r m

o f t h e g o v e r n i n g w i l l a c c o r d i n g l y c h a n g e [d e M a r s i l y ,
19 8 6 ; Ch r i s t a k o s

,
1 9 92 ] . T h e

u s e o f r a n d o m f u n c t i o n s i s a p o w e r f u l m e t h o d w h i c h s t u d i e s t h e p o r o u s m e d i a s y s t e m

a s o n e r e a l i z a t i o n o f a r a n d o m p r o c e s s . A g a i n u s i n g p o r o s i t y a s a n e x a m p l e , p o r o s i t y

c a n b e d e fi n e d a t a g i v e n p o i n t i n s p a c e a s t h e a v e r a g e o v e r a l l p o s s i b l e r e a l i z a t i o n s o f

i t s p o i n t v a l u e . T h e p o i n t v a l u e o f p o r o s i t y i s e i t h e r 0 i n a p o r e s p a c e o r 1 i n a s o l i d

g r a i n . A n e n s e m b l e a v e r a g e o r e x p e c t e d v a l u e o f a l l r e a l i z a t i o n w i l l b e t h e p o r o s i t j
'

f o r t h e s y s t e m . L i k e w i s e
,
a n e n s e m b l e a v e r a g e c a n b e d e fi n e d f o r o t h e r \ 'a r i a b l e s o f

i n t e r e s t . T h e m a t h e m a t i c a l fi e l d v a ri a b l e s w h i c h g o v e r n t h e s y s t e m n o l o n g e r h a v e t o

b e s t a t i s t i c a l l y h o m o g e n e o u s a s a s s u m e d i n t h e R E V a p p r o a c h
,
b u t m a y h a v e t r e n d s

i n s p a < :e a n d t im e . WTi i l e t h i s m e t h o d o l o g y h a s b e e n d e r i v e d f o r s i n g l e p h a s e fl o w

i n p o r o u s m e d i a s y s t e m s [C h r i s t a k o s e t cU.

,
19 9 4 a

,
1 9 94 b ], n o n - l o c a l e q u a t i o n s a n d

r e l a t i o n s w i l l b e n e e d e d t o d e fi n e t h e s t o c h a s t i c r e p r e s e n t a t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w a n d

t r a n s p o r t e q u a t i o n s a s w e l l a s t h e s t o c h a s t i c r e p r e s e n t a t i o n o f c o n s t i t u t i v e t h e o r y [H u

a n d C u s hm a n
,
19 9 4] . M u c h i m p o r t a n t w o r k r e m a i n s t o b e d o n e i n t h i s a r e a .

T h e d e b a t e o n t h e a p p l i c a b i l i t y o f t h e R E V a s s u m p t i o n a s i d e
,
t h i s a s s u m p t i o n i s

a p p e a l i n g i n t h e p u r s u i t o f s t r a i g h t f o r w a r d g o v e r n i n g e q u a t i o n s a n d e a s i l y a t t a i n e d

n u m e r i c a l s o l u t i o n s . W T i i l e t h e R E V a s s u m p t i o n i s d e b a t e d
,
i t w i l l b e u s e d i n t h i s

r e p o r t t o a v o i d s p e c i fi c a t i o n o f i n t e r p h a s e b o u n d a r i e s
,
t o a l l o w d e s c ri p t i o n o f p h y s i c a l

p r o c e s s e s i n t e r m s o f d i f fe r e n t i a l e q u a t i o n s
,
a n d t o d e fi n e m a c r o s c o p i c q u a n t i t i e s t h a t

c a n b e e x p e r im e n t a l l y m e a s u r e d .

3 . 1 . 3 M a t h e m a t i c a l N o t a t i o n

A s e q u a t i o n s a r e d e v e l o p e d
,
t h e fo l l o w i n g n o t a t i o n w i l l b e f o l l o w e d u n l e s s i n s p e ¬

c i fi c c i r c i m i s t a n c « s t h e s t a n d a r d c o n v e n t i o n d i c t a t e s a d e v i a t i o n . Sc a l a r v a r i a b l e s w i l l

b e r e p r e s e n t e d w i t h l o w e r - c a s e R o m a n a n d G r e e k l e t t e r s (e . g .

,
t
, f ^ ). V e c t o r v a r i a b l e s

w i l l b e r e p r e s e n t e d w i t h b o l d - f a c e l o w e r - c a s e R o m a n a n d G r e e k l e t t e r s (e . g .

,
v

, V* ) .

T e n s o r q u a n t i t i e s w i l l b e r e p r e s e n t e d w i t h b o l d - f a c e u p p e r - c a s e R o m a n l e t t e r s (e . g .

,
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T ) . Sc r i p t c a p i t a l R o m a n l e t t e r s r e p r e s e n t s o u r c e
,
r e a c t i o n ,

a n d p r o d u c t i o n t e r m s

(e . g .

,
TZ ). r i s u s e d a s a n e x c e p t i o n t o t h i s r u l e a s a n i n t e r p h a s e m o m e n t u m e x c h a n g e

t e r m . P h a s e q u a l i fi e r s a r e d e n o t e d a s a s u p e r s c r i p t e d a
,
3

,
o r 7 u n l e s s t h e s p e c i e s a r e

o f i n t e r e s t
,
i n w h i c h c a s e t h e s p e c i e s w i l l b e s u p e r s c r i p t e d a n d t h e p h a s e q u a l i fi e r w i l l

b e t h e s u b s c r i p t .

T h e fo l l o w i n g m a t h e m a t i c a l i d e n t i t i e s w i l l a l s o l e n d c l a r i t y t o e q u a t i o n m a n i p u ¬

l a t i o n s [G r e e n be r g ,
1 98 8 ]:

£M = ^
£^ + / , ££ ( 3 . 4 )

a t ^ d t a t
^ '

V - ( f g ) = f ' V g + g V ' f (3 . 5 )

w h e r e g a n d h a r e g e n e r a l s c a l a r f u n c t i o n s o f i n t e r e s t a n d f r e p r e s e n t s a g e n e r a l v e c t o r

f u n c t i o n o f i n t e r e s t .

3 . 2 D i s c r e t e M u l t i p h a s e C o n t i n u u m A p p r o a c h f o r

M u l t i p h a s e F l o w a n d S p e c i e s T r a n s p o r t

T h e s t a n d a r d a p p r o a c h f o r t h e m a t h e m a t i c a l d e s c r i p t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w a n d

t r a n s p o r t i s w i t h a m a c r o s c a l e
,
d i fl Fe r e n t i a l c o n t i n u u m a p p r o a c h u t i l i z i n g d i fi e r e n t i a l

e q u a t i o n s t h a t a r e w r i t t e n a b o u t R E V '

s [D a e h r a n d C o r a p c i o g l u ,
1 9 8 7 ; S le e p a n d

S y ke s
,
19 8 9 ; D o m e n i c o a n d S c h w a r t z

,
19 9 0] . C o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s c a n b e w r i t t e n

f o r m a s s
,
m o m e n t u m

,
a n d e n e r g j ' . C o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s a r e t h e n u s e d t o c l o s e t h e

s y s t e m o f e q u a t i o n s a n d a l l o w fo r s o l u t i o n .

3 . 2 . 1 M a s s B a l a n c e

F o l l o w i n g t h e m e t h o d o l o g j
'

gi v e n b y D a e h r a n d C o r a p c i o g l u [1 98 7] a n d S l e e p a n d

S y k e s [19 8 9 ,
19 9 3 a ] , t h e D C A c a n b e a p p l i e d t o F i g u r e 3 . 5 t o d e r i v e t h e m a s s b a l a n c e

e q u a t i o n fo r a g i v e n s p e c i e s t i n t h e a -

p h a s e . F i g u r e 3 . 5 d e p i c t s a d i ff e r e n t i a l v o l u m e

w i t h a v o lm n e o f (d x x d y x d z ) . We c o n s i d e r a g e n e r a l c o m p o s i t i o n a l f o r m u l a t i o n

o f m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t f o r s y s t e m s c o m p r i s e d o f U p p h a s e s a n d n
,
s p e c i e s
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I I V o i d S p a c e

F i g u r e 3 . 5 : M a c r o s c a l e R e p r e s e n t a t i v e E l e m e n t a x j
- V o l u m e

i n w h i c h c a p i l l a r i t y , i n t e r p h a s e m a s s t r a n s f e r ,
a n d c o m p l e x p h a s e b e h a ^ d o ^ m a y b e

im p o r t a n t . We w i l l u s e a = a
,
n

, g ,
s t o d e n o t e a n a q u e o u s p h a s e

,
a n o n - a q u e o u s

p h a s e l i q u i d (N A P L ) ,
a g a s p h a s e

,
a n d a s o l i d p h a s e ; o t h e r p h a s e s a r e p o s s i b l e a s

w e l l (e . g .

,
c o l l o i d a l

,
m i c r o - e m u l s i o n ) .

M a k i n g u s e o f t h e c o n t i n u o u s
,
d i ff e r e n t i a b l e v a r i a b l e s

,
a g e n e r a l s p e c i e s m a s s b a l ¬

a n c e e q u a t i o n f o r a m u l t i p h a s e
,
m u l t i - s p e c i e s s y s t e m i s w r i t t e n a s [D a e h r a n d C o r a p -

c i o g l u ,
1 9 8 7 ; S l e e p a n d S y k e s ,

1 9 8 9
,
19 9 3 a ] :

- (e V X ) = - V • (£ V
"
a ; >

°

) - V . j ^ - h i ; + K + 5 ; (3 . 6 )

w h e r e e
°

r e p r e s e n t s t h e v o l u m e f r a c t i o n o f t h e a -

p h a s e
,
s r e p r e s e n t t h e p o r o s i t y s u c h

t h a t £ = 1 — £
* w h e r e t h e s u p e r s c r i p t s i n d i c a t e s t h e s o l i d p h a s e

, p i s t h e d e n s i t j ^

,
a ;

i s t h e m a s s f r a c t i o n
,
v i s t h e v e l o c i t y , j r e p r e s e n t s n o n - a d v e c t i v e fl u x e s

,
I r e p r e s e n t s

i n t e r p h a s e m a s s t r a n s fe r t o t h e a - p h a s e f r o m a n o t h e r p h a s e
,

<S i s a s o u r c e t e r m
,
TZ

i s t h e r e a c t i o n t e r m w h i c h r e p r e s e n t s m a s s p r o d u c e d . T h e s u p e r s c r i p t q i n d i c a t e s

a p h a s e u n l e s s a s p e c i e s i s s p e c i fi e d i n w h i c h c a s e t h e s u p e r s c r i p t i i n d i c a t e s t h e

s p e c i e s o f i n t e r e s t a n d t h e s u b s c r i p t a i n d i c a t e s t h e p h a s e . E q . (3 . 6 ) s t a t e s t h a t

t h e a c c u m u l a t i o n o f m a s s o v e r t im e i n t h e a -

p h a s e i n t h e R E V i s e q u a l t o t h e m a s s

e n t e r i n g t h e s y s t e m m i n u s t h e m a s s l e a ^d n g th e s y s t e m . M a s s m a y l e a v e t h e a - p h a s e

o f t h e s y s t e m t h r o u g h a d v e c t i v e a n d n o n - a d v e c t i v e m e a n s a s w e l l a s t h r o u g h r e a c t i o n s
,

i n t e r p h a s e m a s s t r a n s f e r
,
a n d s i n k t e r m s .

B y d e fi n i t i o n o f q u a n t i t i e s
.
E q u a t i o n (3 . 6 ) i s s u b j e c t t o t h e f o l l o w i n g c o n s t r a i n t s
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[A br i o la a n d F i n d e r
,
19 8 5 a ]:

E ^
" = 1

E ^ «
= 0

a

E K = 0 ( 3 . 7 )

T h e c o n s t r a i n t s s t a t e t h a t t h e s u m o f a l l m a s s f r a c t i o n s o v e r a l l s p e c i e s o f a g i v e n

p h a s e w i l l e q u a l o n e
,
t h e s u m o f a l l v o l u m e f r a c t i o n s o v e r a l l p h a s e s w i l l e q u a l o n e

,

t h e n e t i n t e r p h a s e m a s s t r a n s fe r f o r a s p e c i e s i o v e r a l l p h a s e s w i l l b e z e r o
,
a n d n e t

n o n - a d v e c t i v e fl u x o v e r a l l s p e c i e s w i l l b e z e r o .

Sa t u r a t i o n s a r e d e fi n e d f o r a p h a s e a s t h e r a t i o o f t h e v o l u m e f r a c t i o n t o t h e t o t a l

v o i d s p a c e . T h e r e fo r e
,
t h e f o l l o w i n g i d e n t i t y w i l l h o l d :

E *
" = E 7

= 1 (3 . 8 )

C o n s i d e r a h o m o g e n e o u s p o r o u s m e d i a s y s t e m t h a t is f u l l y s a t u r a t e d w i t h a n

a q u e o u s p h a s e a n d N A P L
,
b o t h o f w h i c h a r e s l i g h t l y c o m p r e s s i b l e fl u i d s i n w h i c h

d e n s i t y a n d v o i d s p a c e s a r e o n l y f u n c t i o n s o f p r e s s u r e .

F i r s t
,
b e g i n n i n g w i th Ek j . (3 . 6 ) a n d s u m m i n g o v e r a ll s p e c i e s w i t h i n a p h a s e

,
t h e

c o n s t r a i n t s i n E q . ( 3 . 7 ) s t a t e t h a t t h e m a s s f r a c t i o n
,
U a ,

w i l l e q u a l i m i t j
'

a n d th e n e t

n o n - a d v e c t i v e fl u x w i l l b e z e r o y i e l d i n g :

^ (e > °

) = - V . ( e V '

v
"

) + E (2
-

^ + «5
« ) (3 . 9 )

Se c o n d
,
i f i n t e r p h a s e m a s s t r a n s f e r i s n e g l i g i b l e :

I (e V °

) = - V . (e V °
v

«

) + E ' ^ a (3 . 1 0 )

N e x t
, e x p a n d i n g t h e a c c u m u l a t i o n a n d a d v e c t i o n t e r m s a s :

^

rn
' ^ ^

^

W " -
/ '
" V . (£

°
v
«

) + e
«
v

«
. V (p

°

) + E ^ a (3 . 1 1 )
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A s s u m i n g t h a t t h e fl u i d s o f i n t e r e s t a r e s l i g h t l y c o m p r e s s i b l e s u c h t h a t c h a n g e s i n

d e n s i t y i n s p a c e a r e n e g l i g i b l e t h e n E q . (3 . 1 1 ) c a n b e w r i t t e n a s [A br i o l a a n d F i n d e r ,

19 85 a ]:
r i r f f ir "

D i v i d i n g b y d e n s i t y a n d r e l a t i n g t h e d e n s i t y t o p r e s s u r e
,
u n d e r i s o t h e r m a l c o n d i t i o n s

,

t h r o u g h a c o m p r e s s i b i l i t y t e r m y i e l d s [d e M a r s i l y ,
19 8 6 ]:

d o
" d £ ° T

^

«S '

w h e r e 3 ° i s t h e c o m p r e s s i b i l i t y o f t h e a -

p h a s e d e fi n e d a s 3 ° = ( l / p ° )(9 p °

/ 9 p
°

) ,
a n d

p
" i s t h e p r e s s u r e o f t h e Q - p h a s e .

T h e t im e d e r i v a t i v e o f t h e v o l u m e f r a c t i o n c a n b e r e l a t e d e m p i r i c a l l y a t t h e

m a c x o s c a l e t h r o u g h c a p i l l a r }
'

p r e s s u r e s
,
w h i c h e x i s t a c r o s s i n t e r f a c e s b e t w e e n t h e

m u l t i p l e fl u i d s [K o o l e t o / .

,
19 8 7 ] . T h e d i fi e r e n t i a l c o n t i n u u m a p p r o a c h u s e s c a p i l l a r ¬

i t y t o a c c o u n t f o r i n t e r f a c i a l e ff e c t s t h a t a r e n o t c a p t u r e d i n t h e g o v e r n i n g e q u a t i o n s .

G a p i l l a r j ' p r e s s u r e i s d e fi n e d a s t h e p r e s s u r e o f t h e n o n - w e t t i n g fl u i d (N A P L ) m i n u s

t h e p r e s s u r e o f t h e w e t t i n g fl u i d (a q u e o u s ) a s :

p
« « = p

" -
p

«

(3 . 14 )

T h e r e fo r e
,
t h e v o l u m e f r a c t i o n o f t h e a q u e o u s p h a s e c a n b e w r i t t e n i n t e r m s o f c a p

¬

i l l a r }
-

p r e s s u r e a s :

d e ^ d e " dp
" " " d e

"

,
„ ^ „ ^ ,

\ d t a t Jd t ap " " d t d p " "

E q . (3 . 15 ) w o u l d h a v e a d d i t i o n a l t e r m s i f a d d i t i o n a l i n t e r f a c e s e x i s t e d . T h e u s e o f

c a p i l l a r }
'

p r e s s u r e s r e d u c e s t h e tw o fl u i d fl o w e q u a t i o n s t o a s i n g l e e q u a t i o n i n w h i c h

p
- S - k r e l a t i o n s a r e s u b s e q u e n t l y u s e d t o c l o s e t h e s y s t e m o f e q u a t i o n s . T o d a t e

, p - S - k

r e l a t i o n s a r e o f t e n b a s e d o n d a t a t h a t o n ly c o v e r a p o r t i o n o f t h e d o m a i n i n i n t e r e s t

a n d a r e d e v e l o p e d a t s c a l e s a n d i m d e r c o n d i t i o n s m u c h d i ff e r e n t t h a n t h o s e o f p r im a r j
'

c o n c e r n i n t h e g r o u n d w a t e r e n v i r o n m e n t [L e n h a r d a n d P a r k e r
,
1 9 8 7a

,
19 8 8 ; L e n h a r d

e t a l .

,
19 8 9 ; D a n e e t a i

,
19 9 2] .

E q . (3 . 1 5 ) i s i n c o r p o r a t e d i n t o E q . (3 . 13 ) f o r t h e a q u e o u s p h a s e } d e l d i n g :
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3 . 2 . 2 M o m e n t u m B a l a n c e

M o m e n t u m a n d e n e r g y b a l a n c e e q u a t i o n s a b o u t a v o l u m e m a j
'

a l s o b e w r i t t e n fo r

m u l t i p h a s e s y s t e m s . M o s t e n v i r o n m e n t a l a p p l i c a t i o n s d o n o t e x p l i c i t l y c o n s i d e r e i ¬

t h e r o f t h e s e b a l a n c e e q u a t i o n s . R a t h e r t h e m o m e n t u m e q u a t i o n e n t e r s i n t o (3 . 16 ) by
s p e c i fi c a t i o n o f a n e x t e n d e d f o r m o f D a r c y

'

s l a w a s a c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n d e s c r i b i n g

t h e v e l o c i t y i n t e r m s o f p r e s s u r e s [D e a r
,
19 7 2 ] . M o m e n t u m fl u x a n d m o m e n t u m d i s s i ¬

p a t i o n a r e n e g l e c t e d th r o u gh t h i s a p p r o a c h . T h e s t a n d a r d a p p l i c a t i o n o f D a r c y
'

s l a w

a l s o n e g l e c t s a n i s o t r o p y . T o f a c i l i t a t e f u t u r e c o m p a r i s o n w i t h t h e i n t e g r a l c o n t i n u u m

a p p r o a c h
,
a c o m p l e t e m o m e n t u m b a l a n c e e q u a t i o n w i l l b e p r e s e n t e d a n d r e d u c e d by

m e a n s o f s e v e r a l b r o a d a s s u m p t i o n s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y , 19 9 3 b ] d o w n t o D a r c y
'

s

l a w .

T h e c o m p l e t e m a c r o s c o p i c m o m e n t u m b a l a n c e f o r a fl u i d p h a s e i s w r i t t e n i n a

s i m i l a r f a s h i o n t o t h e m a s s b a l a n c e e q u a t i o n s u c h t h a t a c c u m u l a t i o n o f m o m e n t u m i s

e q u a l t o t h e n e t fl u x o f m o m e n t u m i n t o t h e p h a s e p l u s t h e n e t d i s p e r s i o n o f m o m e n t u m

i n t o t h e p h a s e p l u s t h e n e t t r a n s f e r o f m o m e n t u m i n t o t h e p h a s e v i a s o u r c e s o r

r e a c t i o n s . N e g l e c t i n g m a c r o s c o p i c i n e r t i a l a n d v i s c o u s e ff e c t s
,
t h e m o m e n t u m b a l a n c e

i s g i v e n a s [D e a r
,
19 7 2 ; A l l e n ,

19 8 5 ]:
• a

^ ( e
^
p
^
v
"
) = - V . (e

' *

/9
' "

v
' ^

v
°

) - V • T °
- H 1

°
+ 5 ;̂ ( 3 . 1 7 )

w h e r e t h e t e r m o n t h e l e f t h a n d s i d e (L H S) a c c o im t s fo r a c c i m i u l a t i o n o f m o m e n t u m
,

t h e fi r s t t e r m o n t h e r i g h t h a n d s i d e (R H S ) a c c o u n t s f o r t h e l o s s o f m o m e n t i m i d u e

t o s h e a r f o r c e s , T
° i s t h e s t r e s s t e n s o r

,
J °

r e p r e s e n t s a n i n t e r p h a s e e x c h a n g e o f

m o m e n t u m
,
a n d 5 ° i s m o m e n t u m t r a n s f e r r e d t o t h e a -

p h a s e by a s o u r c e (e . g .

,
b o d y

f o r c e s ).

T o r e d u c e E q . (3 . 1 7 ) t o D a r c y
'

s l a w , w e a s s u m e t h a t t h e r e i s n o a c c u m u l a t i o n

o f m o m e n t u m a n d t h a t t h e m o m e n t u m t r a n s f e r w i t h i n e a c h fl u i d f r o m s h e a r s t r e s s e s

i s n e g l i g i b l e c o m p a r e d t o t h e m o m e n t u m e x c h a n g e w i t h r e s p e c t t o t h e S o l i d m a t r i x .

R e a r r a n g e m e n t y i e l d s :

T ° = V . T
« - 5 ^ (3 . 1 8 )

A s s u m i n g T ^ = p
° l [A l l e n

, 1 9 8 5 ] w h e r e p
° i s p r e s s u r e a n d I i s t h e u n i t i s o t r o p i c

NEATPAGEINFO:id=7CC19CC0-E0C3-4C73-A0E3-ACBA10D72D1C



3 2

t e n s o r . N e x t
,
i f t h e o n l y b o d y f o r c e c o n s i d e r e d i s g r a \ d t y t h e n S ^ = p

'° '

g V z w h e r e

g i s g r a v d t y p o s i t i v e d o w n w a x d a n d z i s t h e u n i t v e c t o r i n t h e u p w a r d d i r e c t i o n

[A l l e n ,
1 9 8 5] . T h e s e a s s u m p t i o n s r e d u c e t h e c o m p l e t e m o m e n t u m b a l a n c e e q u a t i o n

t o a f o r m w h i c h i s e q u i v a l e n t t o a v e r a g i n g t h e m i c r o s c o p i c N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n s

[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 9 3b ] y i e l d i n g :

I Z = £
° ( V p °

+ p
°

5 V z ) (3 . 19 )

I n o r d e r t o s i m p l i f y El q . (3 .
1 9 ) f u r t h e r t o D a r c y

'

s l a w
,
a c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n m u s t

b e s p e c i fi e d f o r X ° t o a c c o u n t f o r t h e d r a g e x e r t e d b y a dj a c e n t p h a s e s o n t h e o - p h a s e

[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 3 b ] . T h i s r e l a t i o n , r e l a t i v e t o t h e fi x e d s o l i d m a t r i x ,

t a k e s t h e f o r m [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 3 b ]:

a = a
,
n ; 3 = a

,
n ; a ^ 3 (3 . 2 0 )

w h e r e R i s a t e n s o r o f v i s c o u s d r a g f o r c e s w i t h R ° °
r e p r e s e n t i n g t h e f o r c e s b e tw e e n t h e

a - p h a s e a n d t h e fi x e d s o l i d p h a s e a n d R ° ^ r e p r e s e n t i n g t h e fo r c e s b e tw e e n t h e a - p h a s e

a n d th e i ?- p h a s e . C o n s i s t e n t w i t h t h e a b o v e a s s u m p t i o n s
,
R " ' ^ = 0 . Su b s t i t u t i o n o f

E q . (3 . 2 0 ) i n t o E q . (3 . 19 ) t h e n y i e l d s :

- R ° °
. v

° '
* = e

" ( V p °
+ p

^
g V z ) ( 3 . 2 1 )

D e fi n i n g R
° ° = (e ° ' f ( i

° / (k k r a ) [H a s s a n i z a de h a n d G r a y , 1 9 93 b ] , y i e l d s t h e c o m ¬

m o n f o r m o f D a r c y
'

s l a w a s [A br i o l a a n d P i n de r
,
19 8 5 a ; A l l e n ,

1 9 8 5 ; M a y e r a n d

M i l l e r
,
1 9 9 0 ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 9 3 b ]:

k fc
q ^^ = ^

"
v

"
' * = - = ^ . (V p

" ^

+ p
°

g V z ) (3 . 2 2 )
/^

w h e r e q ^ '
*
i s t h e s p e c i fi c d i s c h a r g e r e l a t i v e t o t h e s o l i d p h a s e

, p ,

" i s t h e ^ d s c o s i t y

o f t h e Q - p h a s e
,
k i s t h e i n t r i n s i c p e r m e a b i l i t y t e n s o r o f t h e a - p h a s e ,

a n d k
r a i s t h e

r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y o f t h e a - p h a s e a s s u m i n g a n i s o t r o p i c m e d i a
,
w h i c h i s p r e d i c t e d

b y c o n s t i t u t i v e t h e o r j
'

a n d a n i s s u e o f m u c h d e b a t e [B e a r e t a l .

,
19 8 7 ; D e l s ha d a n d

P o p e ,
19 8 9 ; D e m a n d a n d R o be r t s

,
1 9 93 ; S a r m a e t a l .

,
19 9 4 ] . F o r a n i s o t r o p i c m e d i a

,
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th e r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y c a n b e w e l l - d e fi n e d a s a s c a l a r q u a n t i t y [D e a r a n d D a c hm a t
,

19 9 1 ] . H o w e v e r
,
f o r a n a n i s o t r o p i c m e d i a

,
t h e r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y m u s t b e d e fi n e d

a s a t e n s o r q u a n t i t y [M i l l e r e t a i
,
1 9 96 ] . T h i s i s y e t t o b e d o n e a n d w i l l p r o v e d i fl i c u l t

e x p e r im e n t a l l y .

U s i n g t h e e x t e n d e d f o r m o f D a r c y
'

s l a w e x p r e s s e d i n E q . (3 . 2 2 ) ,
a s s u m i n g a n

i s o t r o p i c m e d i a
,
a n d s u b s t i t u t i n g i n t o E q . (3 . 16 ) f o r t h e a q u e o u s p h a s e g i v e s :

^
° ^ ¥ +

d p
" ^ \ d t d t )

~ +
/ >
" (3 . 2 3 )

D e fi n i n g t h e s p e c i fi c s t o r a g e o f a c o n t r o l v o l u m e a s 5
"

,
= {e ' ^ d ^

p
'^

g ) a l l o w s th e

s i n g l e p h a s e fl u i d fl o w e q u a t i o n t o b e s t a t e d a s [A br i o l a a n d P i n d e r
,
19 8 5 a ; D o m e n i c o

a n d S c h w a r t z
,
19 9 0 ]:

9 $ ° '

k /9
»

y v $ M +
E .

. S!
(3 . 2 4 )

I t c a n b e e a s i l y s e e n t h a t f o r a s i n g l e fl u i d w i t h n o s o u r c e t e r m s
,
t h e a b o v e r e d u c e s

t o s a t u r a t e d
,
h o r i z o n t a l gr o u n d w a t e r fl o w e q u a t i o n [F r e e z e a n d Ch e r r y ,

19 7 9 ; C o r e y ,

19 9 4 ]:

. ^ - (̂ - ) (3 . 25 )

A l l o f t h e c i t e d im m i s c i b l e fl o w m o d e l s i n T a b l e 2 . 2 f o l l o w t h e a b o v e m e t h o d o l o g j
-

t o p r e d i c t m u l t i p h a s e fl u i d fl o w i n p o r o u s m e d i a . E m p h a s i s h a s b e e n p l a c e d o n fu r t h e r

r e fl n i n g c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s t o m o r e a c c u r a t e l y p r e d i c t s y s t e m s o f c o n c e r n .

3 . 2 . 3 E n e r g y B a l a n c e

T h e d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m a p p r o a c h c a n b e a p p l i e d t o F i g u r e 3 . 5 t o a l s o d e r i v e

a n e n e r g j ' b a l a n c e e q u a t i o n f o r a g i v e n s p e c i e s i i n t h e a -

p h a s e . M o s t m u l t i p h a s e e n ¬

v i r o n m e n t a l m o d e l f o r m u l a t i o n s p u b l i s h e d t o d a t e d o n o t c o n s i d e r a n e n e r gj
- b a l a n c e

,

b u t t h e r e a r e s o m e n o t a b l e e x c e p t i o n s [M i l l y ,
19 8 4 a

,
1 9 84 b ; F a l t a e t ai .

,
1 9 9 2 b

,
19 9 2 a ;

P a n d a y a n d C o r a p c i o g l u , 19 9 4 ] . M a k i n g u s e o f c o n t i n u o u s
,
d i ff e r e n t i a b l e v a r i a b l e s

,

t h e e n e r g j
' b a l a n c e i s w r i t t e n a s [D o m e n i c o a n d S c h w a r t z

,
1 9 9 0]:

d

d t
e
^

p
"

5 . H ) = - V e
°
p
°
v

°

5 . ^ ) + V • {e ^ T "
• v

° )
- V . j ^ + eV g . v

°
+ I f - |-

'

^ °
4 - S f (3 .

2 6 )
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w h e r e E ^ i s t h e i n t e r n a l e n e r g y
-

; v i s t h e m a g n i t u d e o f t h e v e l o c i t y v e c t o r ; T i s

t h e fl u i d s t r e s s t e n s o r ; j ^ i s a n e n e r g y t r a n s p o r t v e c t o r c o m p r i s e d o f d i s p e r s i v e a n d

c o n d u c t i v e c o m p o n e n t s ; g i s t h e g r a v i t y v e c t o r ; l e
r e p r e s e n t s t h e e x c h a n g e o f e n e r g y

a c r o s s i n t e r f a c e s ; TZ c
d e n o t e s e n e r gy p r o d u c e d f r o m r e a c t i o n s ; S ^

r e p r e s e n t s s o u r c e s

o f e n e r g j
'

,
s u c h a s r a d i a t i v e ; a n d q i s a p h a s e q u a l i fi e r .

T h e e n e r gy b a l a n c e e q u a t i o n i s o f t e n w r i t t e n a s a b a l a n c e e q u a t i o n e x p r e s s e d i n

t e r m s o f t em p e r a t u r e f o r t h e a -

p h a s e a s [d e M a r s i l y ,
19 8 6]:

4 (e ' '

p
°
c
° T ° ) = - V . (e

°

p
"
c
° T °

y
°

) - V - j ^ + 1 ^ + R ^ + S ^ (3 . 2 7 )
a t

w h e r e c
° i s a s p e c i fi c h e a t

,
T i s t e m p e r a t u r e

,
a n d t h e s u b s c r i p t T d e n o t e s t h a t t e m ¬

p e r a t u r e i s t h e d e p e n d e n t v a r i a b l e
,
w h i c h i s u s e d t o q u a l i f j

'

n o n - a d v e c t i v e t r a n s p o r t
,

i n t e r p h a s e t r a n s fe r
,

r e a c t i o n
,

a n d s o u r c e t e r m s i n t h e e n e r g j
'

e q u a t i o n . Wi t h t h e

a b o v e n o t e d e x c e p t i o n s a s i d e
,
t h e e n e r g j

' b a l a n c e e q u a t i o n i s u s u a l l y o m i t t e d e i t h e r

e x p l i c i t l y o r im p l i c i t l y b y a s s u m i n g t h e s y s t e m i s i s o th e r m a l

3 . 3 A l t e r n a t e A p p r o a c h e s

T h e d i fi e r e n t i a l c o n t i n u u m a p p r o a c h o u t l i n e d a b o v e r e p r e s e n t s t h e b r e a d t h o f

c o n v e n t i o n a l a p p r o a c h e s t h a t u t i l i z e a c o n t r o l v o l u m e a t t h e m a c r o s c a l e t o w r i t e d i f ¬

f e r e n t i a l e q u a t i o n s t o go v e r n m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t . Su b s u r f a c e s y s t em s c a n

b e b e t t e r a p p r o x i m a t e d b y i n c l u d i n g m o r e r i g o r o u s c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s a n d b y i n ¬

c l u d i n g c h e m i c a l r e a c t i o n s
,
b i o l o g i c a l d e g r a d a t i o n ,

a n d n o n - e q u i Ub r i u m i n t e r p h a s e

m a s s t r a n s f e r . H o w e v e r
,
t h e d i fi Fe r e n t i a l c o n t i n u u m a p p r o a c h i s l im i t e d a s i m p r o v e ¬

m e n t s c a n o n l y b e o b t a i n e d t h r o u gh a d d i t i o n a l e m p i r i c a l r e l a t i o n s . T h e m e t h o d o f

f o r m u l a t i n g a d d i t i o n a l c o n s t r a i n t s a n d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s i s u n c l e a r a n d d o e s n o t

a s s u r e t h e r m o d j T i a m i c c o n s i s t e n c y . A l s o
,
d e fi n i t i o n s o f p a r a m e t e r s i n t h e g o v e r n i n g

m a c r o s c a l e e q u a t i o n s m u s t b e a v e r a g e d q u a n t i t i e s b u t a r e n o t r i g o r o u s l y d e fi n e d a s

s u c h . T h e s e s h o r t c o m i n g o f c o n v e n t i o n a l a p p r o a c h e s t o d e s c r i b e t h e fl o w a n d t r a n s ¬

p o r t o f c o n t a m i n a n t s t h r o u g h p o r o u s m e d i a h a s l e d r e s e a r c h e r s t o c o n s i d e r a l t e r n a t i v e

a p p r o a c h e s .

NEATPAGEINFO:id=AD0528EF-B969-48D4-9BAC-D94FFC6BCDA3



35

T h e i n t e g r a l a p p r o a c h
,

a n a l t e r n a t i v e m e t h o d t o t h e d e v e l o p m e n t o f g o v e r n i n g

e q u a t i o n s f o r m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t
, p r o v i d e s a m e a n s f o r c h a n g i n g s c a l e w h i l e

r e t a i n i n g im p o r t a n t p h y s i c a l p r o c e s s e s f r o m sm a l l e r s c a l e s . T h e i n t e g r a l a p p r o a c h a l s o

i s b a s e d d i r e c t l y o n fi r s t p r i n c i p l e s s u c h t h a t t h e e q u a t i o n s a r e t h e r m o d y n a m i c a l l y

c o n s i s t e n t . T h e r e m a i n d e r o f t h i s r e p o r t w i l l d e v e l o p i n t e g r a l b a l a n c e f o r m u l a t i o n s

t o d e s c r i b e m a c r o s c a l e t r a n s p o r t o f m a s s
,
m o m e n t u m

,
e n e r g j ^ , a n d e n t r o p j

^ i n p o r o u s

m e d i a .
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C h a p t e r 4

D e v e l o p m e n t o f M a c r o s c a l e

I n t e g r a l C o n t i n u u m E q u a t i o n s

" D o n o t w o r r y a b o u t y o u r d i ffi c u l t i e s i n m a t h e m a t i c s . I c a n a s s u r e y o u m i n e a r e

s t i l l g r e a t e r .

" A l b e r t E i n s t e i n

4 . 1 O v e r v i e w o f t h e I n t e g r a l A p p r o a c h

I n l i g h t o f d i s c r e p a n c i e s a n d s h o r t c o m i n g s t h a t e x i s t i n c u r r e n t c o n t r o l v o l u m e

d e r i v a t i o n s
,
a l t e r n a t e d e r i v a t i o n s o f g o v e r n i n g b a l a n c e e q u a t i o n s f o r m u l t i p h a s e fl o w

a n d t r a n s p o r t a r e w o r t h y o f r e s e a r c h . T h e g o a l o f t h i s c h a p t e r i s t o d e r i v e g o v e r n i n g

b a l a n c e e q u a t i o n s t h a t i n c o r p o r a t e p h y s i c a l i n f o r m a t i o n f r o m s m a l l e r l e n g t h - s c a l e s i n

o r d e r t o r i g o r o u s l y d e s c r i b e M P FT .

T h e i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h (I C A ) — w h i c h r e q u i r e s i n t e g r a t i o n o v e r a r e p ¬

r e s e n t a t i v e e l e m e n t a r y r e gi o n t o p r o d u c e b a l a n c e e q u a t i o n s t h a t a r e f o r m u l a t e d a b o u t

v o l u m e s
,
i n t e r f a c i a l a r e a s b e tw e e n p h a s e s , a n d c o n t a c t l i n e s — h a s b e e n e x p l o r e d by

m a n y r e s e a r c h e r s [Wh i t a k e r ,
196 9 ; D e a r

,
19 7 2 ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 7 9 a
,
1 9 7 9 b

,

19 8 0 a ; C u s h m a n
,
1 9 8 3 ; G r a y ,

1 9 8 3 ; Qu i n t a r d a n d Wh i t a k e r
,
1 9 8 8 ; G r a y a n d H a s ¬

s a n i z a d e h
,
1 9 9 1 a

,
1 9 9 1b ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 9 3 a
,
19 9 3 b ; Ch e n e t a i

,
1 9 9 4 ;
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Qu i n t a r d a n d Wh i t a k e r
,
19 9 4] . T h e s e b a l a n c e e q u a t i o n s a r e s u p p l e m e n t e d w i th c o n ¬

s t i t u t i v e r e l a t i o n s . T h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s a r e c o n s t r a i n e d u s i n g e n t r o p y i n e q u a l i t y

c o n s t r a i n t s [C o l e m a n a n d N o l l
,
19 6 3 ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 8 0 a ] .
T h e p u r p o s e

o f t h i s c h a p t e r i s t o d e v e l o p m a c r o s c a l e i n t e g r a l b a l a n c e e q u a t i o n s f o r v o l u m e s
,
i n t e r ¬

f a c e s
,
a n d c o n t a c t l i n e s t h a t c a n b e u s e d s y s t e m a t i c a l l y t o c h a n g e s p a t i a l s c a l e s .

I n c o n s i s t e n c i e s i n t h e D C A h a v e b e e n p o i n t e d o u t bj
'

s e v e r a l r e s e a r c h e r s [H a s ¬

s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 79 a ; C u s hm a n

,
1 9 8 3 ; Qu i n t a r d a n d Wh i t a k e r

,
19 8 8

,
1 9 94 ],

e s p e c i a l l y f o r t h e c a s e s o f fl o w i n t h e u n s a t u r a t e d z o n e [G r a y a n d H a s s a n i z a d e h
,

19 9 1 a
,
19 9 1b ] a n d tw o - p h a s e fl o w [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 9 3a ,
1 9 9 3 b ]:

1 . c o n s t i t u t i v e t h e o r j % u s e d t o c l o s e t h e t r a d i t i o n a l b a l a n c e e q u a t i o n s f o r m u l t i ¬

p h a s e , m u l t i d i m e n s i o n a l s y s t e m s
,
h a s e v o l v e d f r o m e x t e n s i o n s o f s i n g l e - p h a s e

,

s m a l l - s c a l e l a b o r a t o r y e x p e ri m e n t s (e . g .

,
t h e e x t e n d e d f o r m o f D a r c y

'

s l a w ) ;

2 . s o m e e x i s t i n g c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s f o r m a c r o s c o p i c s y s t e m s u s e m i c r o s c o p i c

t h e r m o d y n a m i c e x p r e s s i o n s t h a t h a v e n o m e a n i n g a t t h e m a c r o s c a l e (e . g .

,
c o n ¬

t a c t a n g l e ) ;

3 . s o m e i n t e r f a c i a l e ff e c t s h a v e b e e n e x c l u d e d [A br i o l a a n d G r a y ,
19 8 5] a n d t h e

r e l a t e d e ff e c t s a p p r o x im a t e d i n a n o rf ho c m a n n e r (e . g .

,
r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y );

a n d

4 . t h e c o n v e n t i o n a l c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s f o r t h e d e p e n d e n c e o f s a t u r a t i o n o n c a p ¬

i l l a r }
'

p r e s s u r e a r e i n c o n s i s t e n t i n s e v e r a l r e s p e c t s .

T h e a p p l i c a t i o n o f t h e I GA — a l s o r e f e r r e d t o a s f o r m a l a v e r a g i n g — i s f a i r l y n e w

a n d s e e n b y s o m e a s a r d u o u s . C o u p l e d w i th t h e m a t h em a t i c s a s s o c i a t e d w i t h t h e

i n t r o d u c t i o n o f t h e i n t e g r a l a p p r o a c h a n d t h e a t t e n t i o n g i v e n t o s c a l e s
,
a d d i t i o n a l a t ¬

t e n t i o n i s p a i d t o t h e c o n s e r v a t i o n o f e n e r g j
-

a n d t h e b a l a n c e o f e n t r o p y . E n e r g y a n d

e n t r o p y e q u a t i o n s , t h a t a r e n o t d e ri v e d a s p a r t o f c o n v e n t i o n a l m a c r o s c a l e e q u a t i o n s
,

a r e i n c l u d e d t o d e r i v e r i g o r o u s c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s t h a t d o n o t v i o l a t e t h e r m o d y ¬

n a m i c l a w s . T h i s c h a p t e r w i l l i n t r o d u c e t h e f a c e t s o f t h e i n t e g r a l a p p r o a c h i n a l o g i c a l

p r o g r e s s i o n s o t h a t t h e s e b u i l d i n g b l o c k s m a y b e a p p l i e d t o M P F T .
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I t w i l l b e u s e f u l t o e s t a b l i s h s o m e t e r m i n o l o g j ' a n d m a t h e m a t i c a l n o t a t i o n b e f o r e

p r e s e n t i n g i n t e g r a l b a l a n c e e q u a t i o n s . T h e l e n g t h s c a l e s t h a t w e r e d e fi n e d i n t h e

p r e v i o u s c h a p t e r w i l l b e h e a v i l y u t il i z e d a n d a d d i t i o n a l p o i n t s o f t h e R E V a s s u m p t i o n

w i l l b e h i g h l i g h t e d . I t w i l l a l s o b e s h o w n t h a t s im p l y i n t e g r a t i n g o v e r a v o l u m e d o e s

n o t c i r c u m v e n t t h e d i s c r e p a n c i e s o f t h e D C A b u t t h o u g h t f u l a p p l i c a t i o n o f i n t e g r a l

e q u a t i o n s t h r o u g h t h e I G A c a n p r o d u c e im p r o v e d b a l a n c e e q u a t i o n s .

4 . 2 M a t h e m a t i c a l N o t a t i o n

I n o r d e r t o c l e a r l y p r e s e n t t h e i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h
,
i t i s h e l p f u l t o b e g i n

w i t h t h e m a t h e m a t i c a l n o t a t i o n t h a t w i l l b e u s e d i n e q u a t i o n d e v e l o p m e n t a n d m a ¬

n i p u l a t i o n .
T h i s s e c t i o n i s i n t e n d e d t o p r o v i d e t h e m o t i v a t i o n f o r a p p l j d n g i n t e g r a t i o n

a n d a v e r a g i n g th e o r e m s
,
t h e m e c h a n i c s f o r d e fi n i n g p h a s e a n d m a s s a v e r a g e s

,
a n d t o

n o t e o t h e r h e l p f u l m a t h e m a t i c a l n o t a t i o n s . A t h o r o u g h r e v i e w o f t h e d e r i v a t i o n o f

a v e r a g i n g t h e o r e m s c a n b e f o u n d i n G r a y e t a l . [19 9 3] . T h e f o l l o w i n g f o r m u l a t i o n s

a n d i d e n t i t i e s w i l l b e r e f e r e n c e d a s u s e d i n t h e e q u a t i o n d e v e l o p m e n t a t t h e e n d o f

t h i s c h a p t e r .

4 . 2 . 1 N o t a t i o n

A s i n C h a p t e r 3
,
t h e f o l l o w i n g n o t a t i o n w i l l b e f o l l o w e d i m l e s s n o t e d i n s p e c i fi c

c i r c u m s t a n c e s . Sc a l a r v a r i a b l e s w i l l b e r e p r e s e n t e d w i t h l o w e r - c a s e R o m a n a n d G r e e k

l e t t e r s ( e . g .

,
f
, / x ) . V e c t o r v a r i a b l e s w i l l b e r e p r e s e n t e d w i th b o l d - f a c e l o w e r - c a s e

R o m a n a n d G r e e k l e t t e r s ( e . g .

,
v

, V ) . T e n s o r q u a n t i t i e s w i l l b e r e p r e s e n t e d w i th

b o l d - f a c e u p p e r - c a s e R o m a n l e t t e r s (e . g .

,
T ) . Sc r i p t c a p i t a l R o m a n l e t t e r s r e p r e s e n t

s o u r c e ,
r e a c t i o n

,
a n d p r o d u c t i o n t e r m s (e . g .

,
TVj . P h a s e s q u a l i fi e r s a r e d e n o t e d a s a

s u p e r s c r i p t e d a
,
d

,
o r 7 i m l e s s t h e s p e c i e s a x e o f in t e r e s t i n w h i c h c a s e t h e s p e c i e s

w i l l b e s u p e r s c r i p t e d a n d t h e p h a s e q u a l i fi e r w i l l b e t h e s u b s c r i p t .

A d d i t i o n a l l y i n t h i s c h a p t e r ,
t h e s y m b o l s V a n d A w i l l b e u s e d t o r e s p e c t i v e l y

i n d i c a t e v o l u m e s a n d a r e a s w h i l e V a n d A w i l l r e s p e c t i v e l y i n d i c a t e d o m a i n s f o r

i n t e g r a t i o n a b o u t v o l u m e s a n d c l o s e d s u r f a c e s . M a s s t r a n s f e r t e r m s w i l l b e i n d i c a t e d
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w i t h h a t t e d a n d s l a n t e d l o w e r - c a s e l e t t e r s w i t h t h e p h a s e f r o m w h i c h t h e m a s s i s

o r i g i n a t i n g s u p e r s c r i p t e d a n d t h e i n t e r f a c e t o w h i c h t h e m a s s i s b e i n g t r a n s f e r r e d

s u b s c r i p t e d . F o r e x a m p l e ,
t h e t r a n s fe r o f m a s s f r o m t h e a - p h a s e t o t h e a /?- i n t e r f a c e

i s r e p r e s e n t e d a s e
°

^
.

4 . 2 . 2 I n t e g r a t i o n a n d A v e r a g i n g T h e o r e m s

T h e i n t e gr a l c o n t i n u u m a p p r o a c h i s b a s e d u p o n i n t e g r a t i o n o v e r v o l u m e s
,
s u r f a c e s

,

a n d c o n t a c t l i n e s . T h e o r e m s o f i n t e g r a t i o n a n d a v e r a g i n g f a c i l i t a t e t h e m e a n i n g f u l

e x p r e s s i o n o f b a l a n c e e q u a t i o n s f r o m t h e m i c r o s c a l e t o t h e m a c r o s c a l e . I n t e g r a t i o n

t h e o r e m s r e l a t e i n t e gr a l s o v e r s o m e r e g i o n t o i n t e g r a l s o v e r t h e b o u n d a r }
'

o f t h a t r e g i o n

[G r a y e t a l .

,
1 9 93

, p . 9 0 ] . A v e r a g i n g t h e o r e m s a r e u s e d t o e x p r e s s a n i n t e g r a l o f t h e

d e r i v a t i v e o f a m i c r o s c o p i c f u n c t i o n t o a d e r i v a t i v e o f a n i n t e g r a l o f a m a c r o s c o p i c

f u n c t i o n [G r a y e t a i
,
19 9 3

, p . 94 ] .

T o c o n t i n u e o u r d e v e l o p m e n t
,
w e fi r s t d e fi n e a c o o r d i n a t e s y s t e m w i t h o r t h o g o n a l

u n i t v e c t o r s . I n g e n e r a l
,
t h e n o t a t i o n fo r n o r m a l v e c t o r s i s d e p i c t e d i n F i g u r e 4 . 1

w h e r e n ° d e n o t e s a u n i t v e c t o r n o r m a l t o t h e s u r f a c e p o i n t i n g o u tw a r d
,
n " ' ' d e n o t e s

a u n i t v e c t o r t h a t i s t a n ge n t t o t h e s u r f a c e a n d d i r e c t e d o u t w a r d n o r m a l t o a c u r v e o f

i n t e r e s t
,
a n d 1" ^ d e n o t e s a u n i t v e c t o r t h a t i s a l s o t a n g e n t t o t h e s u r f a c e a n d t a n g e n t

t o a c u r v e o f i n t e r e s t
,
t h e r e f o r e b e i n g o r t h o g o n a l t o n

* * ^
.

F i g u r e 4 . 2 d e p i c t s s p e c i fi c a l l y t h e n o r m a l v e c t o r s f o r t h e v o l u m e s
, i n t e r f a c e s , a n d

c o n t a c t l i n e s u s e d i n t h i s r e p o r t . F o r t h e v o l u m e
,
n

* *
a g a i n r e p r e s e n t s a u n i t v e c t o r

n o r m a l t o t h e a -

p h a s e
,
o c c u r ri n g o n t h e A a ^ s u r f a c e p o i n t i n g o u t w a r d f r o m t h e a -

p h a s e . i i j r e p r e s e n t s a u n i t v e c t o r n o r m a l t o t h e a -

p h a s e v o l u m e o c c u r ri n g a t t h e

R E V b o u n d a r j
' (A a a ) p o i n t i n g o u tw a r d f r o m t h e a - p h a s e . F o r t h e i n t e r f a c e

,
n

' * ' ^

r e p r e s e n t s a u n i t v e c t o r t a n g e n t t o t h e s u r f a c e a n d n o r m a l t o t h e a / ?7 - c o n t a c t l i n e

(C a js -

) ) p o i n t i n g o u tw a r d . 11^ r e p r e s e n t s a u n i t v e c t o r t a n g e n t t o t h e s u r f a c e a n d

n o r m a l t o t h e s u r f a c e b o u n d a r j ' l i n e (Ca ^ ) p o i n t i n g o u t w a r d . F o r t h e c o n t a c t l i n e
,

'

P a fi f r e p r e s e n t s t h e e n dp o i n t o f Ca fi f t h a t i s c a u s e d b y t h e e d g e o f V . V a js
-

y x r e p r e s e n t

t h e i n t e r n a l e n d p o i n t s o f C a ^ -

y
. n

° ^ i s t h e u n i t v e c t o r t a n g e n t t o t h e c u r \
'

e C a ^ a t

i t s e n d p o i n t s w i t h i n t h e R E V . n ^'
' ^ is t h e i m i t v e c t o r t a n g e n t t o t h e c u r v e C a ^ a t
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O t h o g o n a l U n i t V e c t o r s

l " ^ T a n g e n t t o t h e s u r f a c e a n d t a n g e n t t o a c u r v e

n
" ^ T a n g e n t t o t h e s u r f a c e a n d n o r m a l t o a c u r v e

n
" N o r m a l t o t h e s u r f a c e

F i g u r e 4 . 1 : N o t a t i o n f o r O r t h o go n a l U n i t V e c t o r s
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i t s e n d p o i n t s a t t h e b o u n d a r j ' o f t h e R E V .

T h e n o t a t i o n f o r v e c t o r fu n c t i o n s a l o n g v o l u m e s
,
i n t e r f a c e s

,
a n d c o n t a c t l i n e s i s

s h o w n i n F i g t i r e 4 . 3 .
V e l o c i t y ,

v
,
i s u s e d a s a r e p r e s e n t a t i v e v e c t o r . v

°
r e p r e s e n t s t h e

v e l o c i t y o f t h e a - p h a s e . \
' ^ ^ r e p r e s e n t s t h e v e l o c i t y o f t h e Q

,

^ - i n t e r f a c e . V j r e p r e s e n t

t h e v e l o c i t y o f t h e o f t h e R E V b o u n d a r y o f t h e a - p h a s e . v
° ^

r e p r e s e n t t h e v e l o c i t y

o f t h e o f t h e R E V b o u n d a r j
' o f t h e Q /?- i n t e r f a c e .

v
" ^ '

'' r e p r e s e n t s t h e v e l o c i t y o f t h e

a /?7 c o n t a c t l i n e . V j r e p r e s e n t s t h e v e l o c i t y o f V a ^ a t t h e R E V b o u n d a r j
' o f t h e

a
,

i?- i n t e r f a c e . v
" ^ ' ^

r e p r e s e n t s t h e v e l o c i t j ' o f t h e p o i n t V a ^ \ .

B e g i n n i n g w i t h t h e o r t h o go n a l u n i t v e c t o r s
,
w e d e fi n e a v e c t o r f u n c t i o n i n c o m ¬

p o n e n t fo r m a s [G r a y e t a i
,
19 9 3 ]:

f ° = P ^ (F ^ . r ) + n
" ^ (n

" ^ • f " ) + n
° (n °

• f °

) (4 . 1)

w h e r e t h e t e r m s {l
" ^ • f " ) , (n " ' ' • f ° ), a n d (n "

• f ** ) a r e t h e c o m p o n e n t s o f f * i n t h e r ^
,

n
" ' ^

,
a n d n

° d i r e c t i o n s
,
r e s p e c t i v e l y . T a k i n g a d v a n t a g e o f t h e c o o r d i n a t e f r a m e w o r k

a l l o w s f o r t h e d e fi n i t i o n o f a s u r f a c e f u n c t i o n s
,
f ° ^ ,

a s :

= r - i i
° (n °

- f ° ) (4 . 2 )

a n d s im i l a r l y ,
f o r t h e v e c t o r c o m p o n e n t a l o n g a c u n '

e
,
f ^ ^

,
c a n b e d e fi n e d a s :

= r - n
° '

( n
' '

• r ) - n
° V ^

• f " ) (4 . 3 )

M a n y a d d i t i o n a l p r o p e r t i e s o f t h i s o r t h o g o n a l c o o r d i n a t e s y s t e m e x i s t a n d a r e d e r i v e d

i n G r a y e t a l . [1 99 3 ] .

W i t h t h e c o o r d i n a t e s y s t e m e s t a b li s h e d ,
w e p r o c e e d t o t h e tw o s p e c i fi c i n t e gr a t i o n

t h e o r e m s u s e d i n t h i s r e p o r t
,
t h e d i v e r ge n c e a n d t r a n s p o r t t h e o r e m s . F o r m a l l y ,

t h e

d i v e r g e n c e t h e o r e m
, g e n e r a l l y a t t r i b u t e d t o K a r l G a u s s (1 7 7 7- 18 5 5 ) b u t a l s o i n d e ¬

p e n d e n t l y o b t a i n e d b y M i c h e l O s t r o g r a d s k y (1 8 0 1- 18 6 1 ), s t a t e s [G r e e n be r g ,
1 9 88

, p .

3 9 0 ] :

j V ' f dV = j u ' f d A ( 4 .
4 )

NEATPAGEINFO:id=4211055C-7731-4BF9-929E-E2AE3605146A



4 2

|: x : x : x : ;:| a — p h a s e

m^ -

r
-
p h a s e

a /h « j87

'Pa S -

rX

F i g u r e 4 . 2 : D e fi n i t i o n o f N o r m a l V e c t o r N o t a t i o n f o r V o l u m e s
, I n t e r f a c e s , a n d C o n t a c t

L i n e s
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[ :x :;:;:;:x | a —
p h a s e

W^ 1 - p h ^ s e

R E V

b o u n d a r y
e n d p o i n t

a ih >'

I n t e r n a l

e n d p o i n t

R E V

b o u n d a r y

C o n t a c t

l i n e

F i g u r e 4 . 3 : D e fi n i t i o n o f V e c t o r F u n c t i o n N o t a t i o n fo r V o l u m e s
,
I n t e r f a c e s

,
a n d C o n ¬

t a c t L i n e s
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w h e r e V i s t h e r e g i o n e n c l o s e d by t h e s u r f a c e A , j f r e p r e s e n t s a v o l u m e i n t e g r a l , /
V A

r e p r e s e n t s a s u r f a c e i n t e g r a l , n i s t h e u n i t n o n n a l v e c t o r p o i n t i n g o u t o f t h e s u r f a c e
,

a n d f i s a v e c t o r f u n c t i o n o f i n t e r e s t . P r o o f s o f t h e d i v e r g e n c e t h e o r e m c a n b e fo i m d

i n a d ^ 'a n c e d c a l c u l u s [S c h e y ,
19 9 2

, p . 3 7] , p h y s i c s [H a l l i d a y a n d R e s n i c k
,
19 8 8

, p .

5 7 3], a n d fl u i d m e c h a n i c s b o o k s [Wh i t a k e r
,
19 8 1

, p . 8 4] . T h e d i v e r g e n c e t h e o r e m i s a

t o o l o f c o n v e n i e n c e a n d p r a x : t i c a l i t y u s e d f o r c o n v e r t i n g fl u x e s t h r o u g h s u r f a c e s i n t o

v o l u m e i n t e g r a l s w h i c h m a y ,
i n t u r n

,
b e m o r e e a s i l y e \ ' a l u a t e d .

T h e t r a n s p o r t t h e o r e m i s a n o t h e r h e l p f u l t o o l u s e d t o e x p r e s s t h e r a t e o f c h a n g e o f

t h e i n t e g r a l o f a f u n c t i o n [Wh i t a k e r
,
19 8 1] . In g e n e r a l

,
t h e t r a n s p o r t t h e o r e m s t a t e s :

^ Jh dV = J^ dV - 1n - y
' ^ ^ h dA (4 . 5 )

V V A

w h e r e h i s s o m e s c a l a r o r v e c t o r f u n c t i o n o f i n t e r e s t t h a t \ ' a r i e s i n s p a c e a n d t im e a n d

v
° ^ i s t h e v e l o c i t y o f s u r f a c e o f t h e v o l u m e . T h e t r a n s p o r t t h e o r e m t r a n s fo r m s a t o t a l

t i m e d e r i \ ' a t i v e o f a fu n c t i o n t o a p a r t i a l d e r i v a t i v e o f t h a t f u n c t i o n b y a c c o u n t i n g f o r

t h e r e l a t i v e m o v e m e n t o f t h e s u r f a c e .

F l o w P a t h

1

F ig u r e 4 . 4 : R a t e o f C h a n g e o f a F u n c t i o n f o r F l o w T h r o u g h a F i x e d V o l i m i e
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F l o w P a t h

F i g u r e 4 . 5 : R a t e o f C h a n g e o f a F u n c t i o n f o r F l o w T h r o u g h a F i x e d V o l u m e a s Ch a n g e

i n T i m e D e c r e a s e s
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T h e t r a n s p o r t t h e o r e m c a n b e d e s c r i b e d by s t e p p i n g t h r o u g h F i g u r e s 4 . 4 a n d 4 . 5

[D e a r
,
1 9 7 2 ; O l s o n a n d Wr i g h t , 1 9 9 0 ] . I n r e f e r e n c e t o F i g u r e 4 . 4

,
a t t i m e t l e t t h e

b o u n d i n g s u r f a uc e w h i c h g o e s t h r o u g h p o i n t s A
,
B

,
C

,
a n d D b e d e n o t e d a s ^ 4 1 . A l

w i l l e n c l o s e t h e i n i t i a l a m o u n t o f h w h i c h o c c u p i e s t h e v o l u m e s V I a n d V 2 . L e t

t h e f u n c t i o n s / l y i ,
/ i v 2 ,

a n d / i v 3 r e p r e s e n t a n e x t e n s i v e fl u i d p r o p>e r t y s u c h a s m a s s
,

m o m e n t u m
,
e n e r g )

'

,
o r e n t r o p y w i t h i n t h e v o l u m e s V I

,
V 2

,
a n d V 3 r e s p e c t i v e l y . A f t e r

a n i n c r e m e n t a l t i m e
,
A t

,
t h e i n i t i a l a m o u n t o f h w i l l m o v e t o a n a r e a w h i c h c a n t h e n

b e b o u n d e d b y t h e c l o s e d s u r f a c e d e n o t e d by p o i n t s B
,
F

,
D

,
a n d E w h i c h w e w i l l

c a l l A 2 . T h e b o u n d i n g s u r f a c e A 2 n o w e n c l o s e s t h e p r o p e r t y h w h i c h n o w o c c u p i e s

t h e v o l u m e s V 2 a n d V 3 . T h e v a l u e o f / i . a s a f u n c t i o n o f t i m e c a n t h e n b e s t a t e d a s :

h (t ) = h v i (t ) + h v 2 {t ) (4 . 6 )

a n d S i t t = t + A t :

h (t + A t ) = h v 2 (t + A t ) + h v 3 i t + A t ) (4 . 7 )

T h e r e f o r e
,
t h e t e m p o r a l c h a n g e i n t h e p r o p e r t y h i n t h e s y s t e m o v e r a t im e s t e p o f

A t c a n b e fo u n d t h r o u g h s u b t r a c t i o n a s :

A h = h (t + A t ) - h (t )
= hv 2 (t + A t ) - h v 2 {t ) + h v 3 (t + A t ) - h v i i t ) (4 . 8 )

o r e q u i v a l e n t l y

A ^ ^
A / t v 2 / i v 3 (t + A t ) _

/ i v i (t )
A t A t A t A t

^ ^

A s A t - + 0
,
a s s h o w n i n F i g u r e 4 . 5

,
t h e v o l u m e s V I a n d V 3 w i l l a p p r o a c h z e r o .

C o n s e q u e n t l y ,
t h e v o l u m e V 2 w i l l w i l l a p p r o a c h t h e v o l u m e o f i n i t i a l c o n t r o l v o l u m e

,

s u c h t h a t t h e fi r s t t e r m o n t h e R H S o f E q . (4 . 9 ) c a n b e w r i t t e n a s :

A / i v 2 ^ ' * v f 9
l i m
A * - » o A t

V

- ^ - / ^' " ^ (^ • ^ ° )

A s A t - ♦ 0
,
t h e v o l u m e s V I a n d V 3 w i l l i n e f fe c t s h r i n k t o b e t h e s u r f a c e s o f t h e

i n i t i a l c o n t r o l v o l i m i e . V I w i l l e ff e c t i v e ly b e c o m e t h e l i n e r e p r e s e n t e d by th e p o i n t s

D ,
A

,
a n d B . A l s o

,
V 3 w i l l e ff e c t i v e l y b e c o m e t h e l i n e r e p r e s e n t e d b y t h e j w i n t s B

,
F
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a n d D . T h e r e f o r e
,
t h e s e c o n d t e r m o n t h e R H S o f E q . ( 4 . 9 ) w i l l a c c o u n t f o r t h e r a t e

o f e ffl u x o f h t h r o u g h t h e s u r f a c e . T h e t h i r d t e r m o n t h e R H S a c c o u n t f o r t h e r a t e o f

i n fl u x o f h t h r o u g h t h e s u r f a c e . C o m b i n i n g t h e s e t e r m s w il l r e p r e s e n t t h e n e t fl u x o f

h o u t o f t h e c o n t r o l v o l u m e a c r o s s t h e e n t i r e s u r f a c e t h a t e n c l o s e s V a t t im e t . F o r a

s u r f a c e v e l o c i t y o f v " ' '
,
t h e n e t fl u x t h r o u g h t h e s u r f a c e i s w r i t t e n a s :

Jim CM L tM : : M !)\ = | , . ,„ . . ^ ^ (4 . n )

£ j h d V = j ^ dV - j n ' v
° ^ h d A (4 . 12 )

^ / . . V = / | ^ (4 . 1 3 )

T h e r e f o r e
,
a s A t —^ 0

,
E q . (4 . 9 ) c a n b e w r i t t e n a s :

d f . . „ f d h
d V -

A

w h i c h i s e x a c t l y t h e g e n e r a l t r a n s p j o r t t h e o r e m a s s t a t e d i n E q . (4 . 5 ) .

I f t h e v o l u m e o f i n t e r e s t i s fi x e d i n s p a c e
,
t h e n v

" ^ = 0 a n d

d r f d h

j h d V = j
V V

T h e d i v e r g e n c e a n d t r a n s p o r t t h e o r e m s e a s e t h e f o r m u l a t i o n o f b a l a n c e e q u a t i o n s

w h i c h c o n s i d e r i n t e r f a c i a l e fi ie c t s b e tw e e n p h a s e s
,
a l l o w i n g t h e i n t e r f a c i a l t e r m s t o b e

w r i t t e n i n t e r m s o f v o l u m e i n t e g r a l s w h i c h a r e m o r e r e a d i l y m e a s u r e d . T h e s p e c i fi c

a p p l i c a t i o n o f t h e s e t h e o r e m s f o r m u l t i p h a s e s y s t e m s
,
s u c h a s t h e s y s t e m s p i c t u r e d

i n F i g u r e 4 . 2
,
h a v e b e e n d e s c r i b e d w i t h g e n e r a l i z e d f u n c t i o n s fo r v o l u m e s

,
i n t e r f a c e s

,

a n d c o n t a c t l i n e s {G r a y e t a i
,
1 99 3 ] . T h e s t r e n g t h o f g e n e r a l i z e d f u n c t i o n s l i e s i n t h e

a b i l i t y f o r e q u a t i o n m a n i p u l a t i o n s t h a t i n v o l v e t h e i n t e g r a n d w i t h m i n im a l c o n c e r n f o r

t h e l i m i t s o f i n t e g r a t i o n [K a n w cU
,
1 9 8 3] . M o r e c o n v e n t i o n a l a n d c o m p l i c a t e d m e t h o d s

e x i s t t h a t t r a c k t h e m o v i n g a n d d e f o r m i n g i n t e r f a c e s [S l a t t e r y ,
1 9 7 2 ; Wh i t a k e r

,
1 98 1]

b u t t h i s r e p o r t w i l l f o c u s o n t h e a p p l i c a t i o n o f g e n e r a l i z e d f i m c t i o n s t o m o r e r e a d i l y

d e r i v e b a l a n c e e q u a t i o n s .

T o a p p l y t h e i n t e g r a t i o n a n d a v e r a g i n g t h e o r e m s t h a t w e h a v e d e s c r i b e d i n ge n e r a l
,

w e w i l l fi r s t d e fi n e t h e t e r m i n o l o g y . We w i l l a l s o d e v e l o p t h e s p e c i fi c i n t e g r a t i o n a n d

a v e r a g i n g t h e o r e m s u s e d i n m u l t i p h a s e s y s t e m s f o r v o l i m i e s
,

s u r f a c e s
,

a n d c o n t a c t

l i n e s .
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I n t e g r a t i o n a n d A v e r a g i n g T h e o r e m s f o r V o l u m e s

I n t h e c a s e o f a v o l u m e t h a t r e p r e s e n t s t h e Q - p h a s e w h i c h i s a v e r a g e d f r o m t h e

m i c r o s c a l e t o t h e m a c r o s c a l e
,
t h e m e t h o d o l o g j

-

o f G r a y e t a l . [19 9 3 ] m a y b e u s e d t o

f a c i l i t a t e e q u a t i o n d e v e l o p m e n t . T h e a v e r a g i n g t h e o r e m f o r t h e d i v e r g e n c e o f a v e c t o r

fi e l d o c c u r r i a g i n a v o l u m e c a n b e w r i t t e n a s [G r a y e t a / .

,
1 9 93 ]:

f v - r d V = V ' f r d V + J n
°

- r rf A + j n
^

- r dA (4 . 14 )

w h e r e T h e s e s u r f a c e s a r e h i g h l i gh t e d i n F i gu r e s 4 . 6 a n d 4 . 7 .

T h e i n t e g r a t i o n t h e o r e m f o r d i v e r g e n c e
,
E q . (4 . 4 ) ,

c a n b e r e w r i t t e n fo r t h e a - p h a s e

w h i c h i s i n c o n t a c t w i t h t h e 3 - a n d 7
-

p h a s e s a s :

f v - r d V = J n t - r d A + J n
°

- r d A + J n
^

- r d A (4 . 1 5 )
V o f "

^ o t O f "
O f j ^ • ^ a ^

w h e r e / r e p r e s e n t s a s u r f a c e i n t e gr a l o v e r t h e e x t e r n a l b o u n d a r y
'

o f V q t h a t c o i n c i d e s

w i t h t h e a -

p h a s e . A g a i n ,
t h i s s u r f a c e i s d e p i c t e d i n F i g u r e 4 . 6 a n d i n F i g u r e 4 . 7 .

C o m b i n i n g t h e a b o v e i n t e g r a t i o n t h e o r e m
,
E q . (4 . 15 ) , w i t h t h e a v e r a g i n g t h e o r e m

s t a t e d i n E q . (4 . 14 ) y i e l d s :

V - Jr d V = f n ^ - r d A (4 . 1 6 )
V o A a a

F o r t h e v o l u m e o f i n t e r e s t t h a t fi x e d i n s p a c e
,
t h e t r a n s p o r t e q u a t i o n s t a t e d i n

E q . (4 . 1 3 ) c a n b e a p p l i e d a n d r e s t a t e d a s :

v „ v „

I n t e g r a t i o n a n d A v e r a g i n g T h e o r e m s f o r I n t e r f a c e s

A t t h e i n t e r f a c e s
,
i n t e g r a t i o n a n d a v e r a g i n g th e t h e o r e m s c a n b e a p p l i e d t o t r a n s ¬

f o r m l i n e i n t e g r a l s t o s u r f a c e i n t e g r a l s . F i g u r e 4 . 8 a g a i n s h o w s a p o r t i o n o f a m u l t i ¬

p h a s e s y s t e m ,
i n a t h r e e - d im e n s i o n a l p e r s p>e c t i v e

,
a n d h i gh l i g h t s t h e i n t e r f a c i a l a r e a s .

N o w c o n s i d e r t h e i n t e r f a c e b e tw e e n t h e a - a n d /^- p h a s e s
,

s h o w n i n F i g u r e 4 . 8 a n d

h i g h l i g h t e d i n F i g u r e 4 , 9 . T h e i n t e r f a c e i s b o u n d e d a b o v e a n d b e l o w b y t h e tw o
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a — p h a s e
a /3 — i n t e r f a c e

a — i n t e r fa c e

c r y — i n t e r f a c e

/? — p ha s e

7 — ph a s e

F i g u r e 4 . 6 : A Sim p Ufi e d M u l t i p h a s e V o l u m e Sh o w i n g P h a s e s a n d I n t e r f a c e s

a (3 — i n t e r f a c e

i n t e r fa c e

^ \ y y y y : \ \ >

: :> ^ , .

\ , ^ a a — i n t e r f a c e

K
a B — i n t e r fa c e ' x ^ ^i î ^x ^ ^ ^^ ii ij ii ^ ^i^x î^ ^i^ ^x ^^

' '

/ a ft — i n t e r f a c e

a '

) — i n t e r f a c e

F i g u r e 4 . 7 : H i g h l i gh t i n g t h e a - p h a s e a n d A s s o c i a t e d I n t e r f a c e s
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a /? — i n t e r f a c e

/? - p ha s e ^

er f
— i n t e r f a c e

7 — p l i a s e

a ^

F i g u r e 4 . 8 : T h r e e P h a s e R e p r e s e n t a t i v e F i g u r e

F i g u r e 4 . 9 : T h e Q
,

5 - i n t e r f a c e
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5 1

p h a s e s
,

o n o n e e d g e by t h e Q /?7 - c o n t a c t l i n e
, a n d o n t h e r e m a i n i n g e d g e s by t h e

b o u n d a r j
^ o f t h e R E V .

T h e m o t i v a t i o n fo r u s e o f t h e d i v e r g e n c e t h e o r e m a p p l i e d t o s u r fi c i a l a r e a s i s t o

e x p r e s s t h e i n t e g r a l o f t h e fl u x e s o u t o f t h e s i d e s a n d b o u n d a r i e s o f t h e s u r f a c e a s t h e

d i v e r g e n c e o f a v e c t o r fi e l d o v e r t h e s u r f a c e . F t >l l o w i n g t h e m e t h o d o l o gj
'

p r e v i o u s l y

a p p l i e d t o v o l u m e s i n E q . (4 . 4 ) ,
t h e d i v e r g e n c e fo r a s u r f a c e w i l l b e f o r m u l a t e d i n

t e r m s o f fl u x e s o n t h e b o u n d a r j
'

o f t h e s u r f a c e
,
t a k i n g i n t o c o n s i d e r a t i o n t h e t o p a n d

b o t t o m o f t h e s u r f a c e a s w e l l a s t h e b o u n d a r i e s . T h i s c a n b e w r i t t e n a s [G r a y a n d

H a s s a n i z a d e h
,
19 8 9] :

f V - f « d A = y n
°

- f ° d A + / < ^
- r ^ d C + f n

" ^
- f ° ^ d C (4 . 1 8 )

A a ^ A a 0 C
a 0 ^

a a -

f

w h e r e t h e t e r m o n t h e L H S r e p r e s e n t s d i v e r g e n c e d i r e c t e d o u tw a x d n o r m a l t o t h e

s u r f a c e
,
t h e fi r s t t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s t h e fl u x o u t o f t h e A a ^ i n t e r f a c e i n t o

t h e p h a s e s
,
t h e s e c o n d t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s t h e fl u x o u t o f t h e b o u n d a r y

'

o f t h e

A a ^ i n t e r f a c e c a u s e d bj '
'

t h e R E V b o u n d a r y a n d t h e t h i r d t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s

t h e fl xi x o u t o f t h e b o u n d a r y o f t h e A q ^ i n t e r f a c e i n t o t h e C a ^ ^ c o n t a c t l i n e .

T h e a v e r a g i n g t h e o r e m fo r t h e d i v e r g e n c e o f a v e c t o r fi e l d o c c u r r i n g o n a s u r f a c e
,

c o n v e r t i n g m i c r o s c o p i c d e r iv a t i v e s t o m a c r o s c o p i c d e r i v a t i v e s
,
c a n b e w r i t t e n a s [G r a y

e t a l
,
19 9 3

, p . 1 6 3]:

J V . f ° rf A = V - J r ^ d A + J n
^ f d A - h f n

° ^
- r ^ d C (4 . 1 9 )

A a 0 A L
f , fi A a 0 Ca ^ y

C o mb i n i n g E q . (4 . 18 ) a n d E q . (4 . 1 9 ) y i e l d s :

V ' J r ^ dA = J n f ' r ^ d C (4 . 2 0 )
A a 0 Ca 0

w h e r e f ° ^ h a s b e e n d e fi n e d i n Elq . (4 . 2 ).

T h e t r a n s p o r t t h e o r e m f o r s u r f a c e s u s e s t h e i n t e g r a t i o n t h e o r e m p r e s e n t e d a t t h e

b e g i n n i n g o f t h is s u b s e c t i o n f o r a v o l u m e . A s s u m i n g t h e v o l u m e s i n F i g u r e s 4 . 4 a n d

4 . 5 w e r e i n s t e a d s u r f a c e s w i t h s i d e s a n d b o u n d i n g e d g e s ,
t h e e q u i v a l e n t t r a n s p o r t

NEATPAGEINFO:id=CF865667-EF60-48FB-B710-DDDF816E50AD



5 2

t h e o r e m i s s t a t e d a s [G r a y e t a l ,
1 9 93 , p . 1 4 3 ] :

•
^

a ? A
a 0 - ^ a ?

+ f n f • v
" ^ / i d C + J n " ^

• v
« ^ / i d C (4 . 2 1 )

w h i c h r e l a t e s t h e s u r f a c e t o t h e m o v i n g s u r f a c e p l u s fl u x o u t n o r m a l t o t h e s u r f a c e

p l u s fl u x o u t t h e b o u n d i n g e d g e s . T h e t e r m o n t h e L H S r e p r e s e n t s t h e t e m p o r a l

c h a n g e o f a q u a n t i t y o f i n t e r e s t
,
h

,
w i t h i n t h e i n t e r f a c e . T h e fi r s t t e r m o n t h e R H S

r e p r e s e n t s t h e i n t e g r a l o f a p a r t i a l t e m p o r a l c h a n g e o f q u a n t i t y o f i n t e r e s t w i t h i n t h e

i n t e r f a c e . T h e s e c o n d t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s t h e fl u x o u t o f t h e s u r f a c e s o f t h e

A a ^ i n t e r f a c e . T h e t h i r d t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s t h e fl u x o u t o f t h e l i n e c a u s e d

b y t h e R E V b o u n d a r }
'

a n d t h e f o u r t h t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s t h e fl u x o u t o f t h e

b o u n d a r j
'

'

o f t h e A q ^ i n t e r f a c e i n t o t h e Ca ^ c o n t a c t l i n e .

T h e a v e r a g i n g t h e o r e m t h a t c o n v e r t s m i c r o s c o p i c s u r f a c e d e r i v a t i v e s t o t h r e e -

d im e n s i o n a l m a c r o s c o p i c d e r i A' a t i v e s is s t a t e d a s [G r a y e t cd .

,
1 9 9 3

, p . 16 4 ]:

d h
. .

d

A a fi A a 0 A a 0

- J n
"

' v
^ ^ h d A - / n

° ^
• v

^ ^ h d C (4 . 2 2 )

C o mb i n i n g E q . (4 . 2 1 ) a n d E q . (4 . 2 2 ) y i e l d s t h e t r a n s p o r t t h e o r e m f o r a n i n t e r f a c e

a s :

^ J h dA = ^ J h dA + V ' f v
' ' ^ h d A + J n

" ^
- y

^ ^ h d C (4 . 23 )
A a 0 A a ff A

a $ C
„ 0

F t ) r a fi x e d i n t e r f a c e
,
v

** ^ = 0
,
t h e t r a n s p o r t e q u a t i o n r e d u c e s t o :

± j h d A = l ^ j h d A (4 . 2 4 )
A a 0 A a 0

I n t e g r a t i o n a n d A v e r a g i n g T h e o r e m s f o r C o n t a c t L i n e s

A t t h e c o n t a c t l i n e
,
s h o w n i n F i g m re 4 . 10

,
i n t e g r a t i o n a n d a v e r a g i n g t h e t h e o r e m s

c a n b e a p p l i e d .
F o l l o w i n g t h e m e t h o d o l o g y p r e v i o u s l y a p p l i e d t o v o l u m e s i n E q .
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r a ^ '

y

B o u n d a r y o f V

'
• * ^

^ «
.

V a p y X

F i g u r e 4 . 1 0 : A C o n t a c t L i n e Sh o w i n g I n t e r n a l a n d E x t e r n a l E n d p o i n t s

(4 . 4 ) ,
t h e d i v e r g e n c e f o r a c o n t a c t l i n e c a n b e w ri t t e n a s [Gm y e t d .

,
19 9 3

, p . 1 6 8]:

/ V • f ° d c = - I r ^
- r ^ d c + Y. <

^
• ^ ' " ^ d c + Y .

^
' ^ ^

• ^ ' ' ^ ^ ^ (4 - 2 5 )
^ o lJ Tf

Ca 0 y

" c d -

r
T a 9 l \

w h e r e t h e t e r m o n t h e L H S r e p r e s e n t s d i v e r g e n c e d i r e c t e d o u tw a r d n o r m a l t o t h e

c o n t a c t l i n e
,
V a ^ ~ ^ r e p r e s e n t s t h e e n d p o i n t o f C^ ^ -

y
t h a t i s c a u s e d b y t h e e d g e o f V

,

V a ^ i X r e p r e s e n t t h e i n t e r n a l e n d p o i n t s o f Cq ^ ,
a n d n

* * ^ i s t h e u n i t v e c t o r t a n g e n t

t o t h e c u r \
'

e C a ^ . y a t i t s e n d p o i n t s w i t h i n t h e R E V p o s i t i v e i n t h e d i r e c t i o n o u t f r o m

t h e c u r v
'

e s u c h t h a t P ^
• n

" ' * ^ = ± 1 . T h e fi r s t t e r m o n th e R H S r e p r e s e n t s t h e fl u x

o u t o f t h e C
ct ^ c o n t a c t l i n e i n t o t h e a dj a c e n t a i J- i n t e r f a c e s

,
t h e s e c o n d t e r m o n t h e

R H S r e p r e s e n t s t h e fl u x o u t o f t h e l i n e i n t o t h e p o i n t P q /j ^ ,
a n d t h e t h i r d t e r m o n

t h e R H S r e p r e s e n t s t h e fl u x o u t o f t h e l i n e i n t o t h e p o i n t V a ^ \ .

T h e a v e r a g i n g t h e o r e m f o r t h e d i v e r g e n c e o f a v e c t o r fi e l d o c c u r r i n g o n a s u r f a c e
,

c o n v e r t i n g m i c r o s c o p i c d e r i v a t i v e s t o m a c r o s c o p i c d e r i v a t i v e s
,
c a n b e w ri t t e n a s \G Ta y

e t a l
,
1 99 3

, p . 1 6 4]:

J v - r d c = v - f r ^ d c - f r ^
- r ^ rf c + J2 n

^ ^
- f ^ ^ d c (4 . 2 6 )

Ca 0 y
"
O iS

-

r
■'
a 0 y

'

P a 0 y \
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G o mb i n i n g E q . (4 . 2 5 ) a n d E q . (4 . 2 6 ) y i e l d s :

V . / r ^
'

' d C = Y . < ^
' f " ^ "

'

d C (4 . 2 7 )

s t a t i n g t h a t t h e d i v e r g e n c e o f t h e i n t e g r a l o f a v e c t o r f u n c t i o n a l o n g a l i n e w i l l b e

e q u a l t o t h e fl u x o u t o f t h e b o u n d a r y
'

e n d p o i n t s . f ° ^ w a s p r e v i o u s l y d e fi n e d i n E q .

(4 . 3 ).

T h e t r a n s p o r t t h e o r e m f o r s u r f a c e s u s e s t h e i n t e g r a t i o n t h e o r e m p r e s e n t e d a t t h e

b e g i n n i n g o f t h i s s u b s e c t i o n fo r a v o l u m e . I f t h e v o l u m e s i n F i g u r e 4 . 4 w e r e i n s t e a d a

l i n e
,
t h e e q u i v a l e n t t r a n s p o r t t h e o r e m c o u l d b e s t a t e d a s [G r a y e t a i

,
19 9 3

, p . 1 54 ]:

d r r d h

+ J l " ^ ' v
° ^ ^ / i d A + Yl < ^

' v
" ^ / i d C + Y^ n

° ^ ^
• v

^ ^ h d C (4 . 2 8 )

w h i c h r e l a t e s t h e c o n t a c t l i n e t o t h e m o v i n g l i n e p l u s fl u x o u t o f t h e e n d s o f t h e l i n e .

T h e t e r m o n t h e L H S r e p r e s e n t s t h e t e m p o r a l c h a n g e o f a q u a n t i t y o f i n t e r e s t
,
h

,

w i t h i n t h e c o n t a c t l i n e . T he fi r s t t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s t h e i n t e g r a l o f a p a r t i a l

t e m p o r a l c h a n g e o f q u a n t i t y o f i n t e r e s t w i t h i n t h e c o n t a c t l i n e . T h e s e c o n d t e r m

o n t h e R H S r e p r e s e n t s t r a n s p o r t o u t o f t h e c o n t a c t l i n e
,
t h e t h i r d t e r m o n t h e R H S

r e p r e s e n t s t h e t r a n s p o r t o u t o f t h e fi n e a t t h e b o i m d a r >
'

p o i n t
,
a n d t h e fo u r t h t e r m

o n t h e R H S r e p r e s e n t s t h e t r a n s p o r t o u t o f t h e l i n e a t t h e i n t e r n a l e n d p o i n t .

T h e a v e r a g i n g t h e o r e m t o c o n v e r t m i c r o s c o p i c d e r i v a t i v e s t o m a c r o s c o p i c d e r i v a ¬

t i v e s i s s t a t e d a s [G r a y e t a l .

,
1 9 9 3

, p . 16 5]:

d h _ d

+ V - J v
' ^ î h dA - f r ^

- y
' ^ ^ h d A - J2 n

* * ^ '
- v

^ ^ ^ / i d C (4 . 2 9 )

C o mb i n i n g E q . (4 . 2 8 ) a n d E q . (4 . 2 9 ) p r o d u c e s :

<> 0 l \

^ J h dA = ^ I h dC + V ' J v
' ^ ^ h d A + Y^ n f ■ v

^ ^ V i d C (4 . 3 0 )
Ca S - w Ca / l n Cn X ^

'
^
" 0 1^ a 0 y

^ a 0 1 ^
a 0 n

NEATPAGEINFO:id=F21F89B1-3882-447C-8F88-376B283102F6



F o r a fi x e d c o n t a c t l i n e ,
v

" ' ' ' ^ = 0 a n d E q . (4 . 3 0 ) r e d u c e s t o :

4 . 2 . 3 I n t r i n s i c P h a s e - a n d M a s s - A v e r a g e s

^ / ' " ' ^ = l / ' " ' ^ <̂ - " )

I n t h e p r e v i o u s c h a p t e r ,
w e d i s c u s s e d l e n g t h s c a l e s a n d t h e a s s u m p t i o n t h a t a t

t h e m a c r o s c a l e a r e p r e s e n t a t i v e e l e m e n t a r y v o l u m e (R E V ) e x i s t e d . I n t r i n s i c p h a s e -

a v e r a g e s a n d m a s s - w e i g h t e d a v e r a g e s a r e d e fi n e d b y i n t e g r a t i n g m i c r o s c a l e q u a n t i t i e s

o v e r m a c r o s c a l e v o l u m e s
,
s u r f a c e s

,
a n d c o n t a c t l i n e s u n d e r t h e p r e m is e t h a t a n a v ¬

e r a g e v a l u e c a n b e s t a t e d a n d i s r e p r e s e n t a t i v e . A d d i t i o n a l im p l i c a t i o n s o f t h e R E V

a s s u m p t i o n fo r t h e i n t e g r a l a p p r o a c h w i l l b e m e n t i o n e d a t t h e e n d o f t h i s s u b s e c t i o n .

T o d e v e l o p a m a c r o s c a l e b a l a n c e e q u a t i o n
,
w e p r o p o s e t h a t v a r i a b l e s s u c h a s

d e n s i t j ' , p o r o s i t j
'

,
v e l o c i t y ,

i n t e r n a l e n e r g >' , e t c . c a n b e d e s c r i b e d w i th a v e r a g e v a l u e s

[Wh i t a k e r
,
19 6 7 ; S l a t t e r y ,

19 6 7 ; D e a r
,
1 9 72 ] . Q u a n t i t i e s s u c h a s m a s s

,
m o m e n t u m

,

a n d s t r e s s a x e a s s u m e d c o n t i n u o u s l y d i s t r i b u t e d . I n t h i s s u b s e c t i o n
,
w e d e fi n e t h e

f o r m u l a t i o n o f a v e r a g e d v a l u e s f o r v o l u m e s
,
s u r f a c e s

,
a n d c o n t a c t l i n e s .

I n F i g u r e 4 . 12
,
a m a c r o s c o p i c v o l u m e i s s h o w n w h i c h h a s a t o t a l v o l u m e o f V .

T h e v o l u m e o f t h e Q -

p h a s e i s K . . T h e i n t r i n s i c m a c r o s c o p i c \ ' a l u e f o r a m i c r o s c o p i c

p r o p e r t j '
-

,
h

,
w i l l b e d e fi n e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 79 a ]:

{11 )
" = ^ f h d V (4 . 3 2 )

F i g u r e s 4 . 1 2 a n d 4 . 13 s h o w t w o d i f fe r e n t p e r s p e c t i v e o f a n i n t e r f a c e b e tw e e n

p h a s e s . T h e a r e a o f t h e Q
,

5 - i n t e r f a c e i s A q /j . T h e s p e c i fi c s u r f a c e
, (o )" ^ ,

i s t h e

a m o u n t o f t h e Q / ?- i n t e r f a c e p e r u n i t v o l u m e a n d i s d e fi n e d a s :

(a >
« ^ = 1 j d A = ^ (4 . 3 3 )

w h i c h f a c i l i t a t e s t h e d e fi n i t i o n o f t h e i n t r i n s i c s u r f a c e ^ a v e r a g e a s :

(/ , )
« ^ = J - f h d A ( 4 . 3 4 )
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N a c r o o c a l e Mu l t : l p h a a a S y s t a n

M a g a s c a l * s p i l l B v a n t

F i g u r e 4 . 1 1: A V o l u m e a t t h e M a c r o s c a l e

A l p h a - B a t a

A l p h a -

A l p h a
- B e t a

-

_ C o n t a c t

L i n e

A l p h a F h a

B e t a P h a s e

B a t a - G i

I n t e r f a c e

F i g u r e 4 . 1 2 : H i g h l i g h t e d V o l u m e s , S u r f a c e s
,
a n d a C o n t a c t L i n e

c o n t a c t L l M l lf l^̂ l

J m i

4
" J i

i J i
i j

,

i J i
i j

, , i . .

i

;
i

< - » v X f >y i

il i W M i l l i
'

n A M i M i
'

i iJ J H J i l J il i l i l i l il J I

F i g u r e 4 . 13 : A n o t h e r P e r s p e c t i v e o f A T h r e e P h a s e Sy s t e m
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F o r c o n t a c t l i n e s
, (/ )" ^ is t h e s p e c i fi c l e n g t h r e p r e s e n t i n g t h e l e n g t h o f t h e a / ?7 -

c o n t a c t l i n e
,
C a p f , p e r a v e r s i g i u g v o l u m e a n d i s d e fi n e d a s :

(f )
a ^ 7 = 1. I d C = ^ (4 . 3 5 )

^ $ f

w h i c h a l l o w s t h e c o n t a c t l i n e i n t r i n s i c p h a s e - a v e r a g e t o b e d e fi n e d a s :

(/ i )
° /»T = - J — / h dC (4 . 3 6 )

T h e m a s s - w e i g h t e d a v e r a g e o f a m i c r o s c a l e p r o p e r t y h
,
f o r a v o l u m e

,
a s u r f a c e ,

a n d a c o n t a c t l i n e i s d e fi n e d r e s p e c t i v e l y a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 79 a ]:

I p h d V

w h e r e (p )° i s t h e d e n s i t y o f t h e a -

p h a s e i n u n i t s o f m a s s p e r v o l u m e
, {p )° ^ i s t h e

d e n s i t y o f t h e a /?- i n t e r f a c e i n i m i t s o f m a s s p e r a r e a
, (p )" ^ i s t h e d e n s i t y o f t h e

a /?7 - c o n t a c t l i n e i n i m i t s o f m a s s p e r l e n g t h .

T h e R E V a s s u m p t i o n s t a t e s t h a t a t a m a c r o s c o p i c l e n g t h s c a l e a v e r a g e v a l u e s

e x i s t t h a t d o n o t c h a n g e s i g n i fi c a n t l j
' w i t h s m a l l c h a n g e i s l e n g t h ,

h o w e v e r t r e n d s

a n d fl u c t u a t i o n s a r e e x p e c t e d i n e n v i r o n m e n t a l s y s t e m s . P r o p e r t i e s c a n t h e r e fo r e b e

c o n s i d e r e d a s a m a c r o s c o p i c a v e r a g e o f m i c r o s c o p i c q u a n t i t i e s p l u s a fl u c t u a t i o n t e r m .

T h i s a l l o w s f o r t h e e x a m i n a t i o n o f t h e r a m i fi c a t i o n s o f t r e n d s a n d fl u c t u a t i o n s a s t h e

g o v e r n i n g b a l a n c e e q u a t i o n s a r e d e v e l o p e d . F o r a v o l u m e
,
a s u r f a c e

, o r a c o n t a c t l i n e
,

w e c a n w r i t e r e s p e c t i v e l j
"

/ i « = r - |- /> (4 . 4 0 )

/ i " /» = T ^
- \- h ° ^ (4 . 4 1 )

h ' ' ^ = r ^ '

+ ;> ^ (4 . 4 2 )
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w h e r e h i s t h e fl u c t u a t i o n o f h a b o u t s o m e m e a n v a l u e .

A d d i t i o n a l l y ,
t h e f o l l o w i n g i d e n t i t i e s f o r m a s s - a v e r a g e s o f m e a n s a n d fl u c t u a t i o n s

w i l l b e u s e d i n t h e d e r i v a t i o n o f c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s w h e r e h a n d g a r e m i c r o s c o p i c

p r o p e r t i e s o f i n t e r e s t [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 7 9 a ; T o m p s o n

,
1 9 8 5]:

1 .

^ = -

U ^ Jp^ '^ = ^ (4 - 4 3 )

b y t h e e r g o d i c a s s u m p t i o n
,
s t a t i n g t h a t t h e m e a n o f t h e s y s t e m i s e x a c t l y t h e

c a l c u l a t e d m e a n a t a p o i n t [C h r i s t a k o s ,
1 9 92 ] .

9
"
"
=

j ^^ Jp {9 -
g ^ d V

'

= ¥ -
9
^ = 0 (4 . 4 4 )

a l s o b j
' t h e e r g o d i c a s s u m p t i o n

,
s t a t i n g th a t t h e m e a n o f t h e fl u c t u a t i o n s w i l l

b e z e r o .

3 .

V a

/ l "
- / p g " d V = h^ = 0 (4 . 4 5 )
n t *

s t a t i n g t h a t t h e m e a n o f a m e a n fl u c t u a t i o n m u l t i p l i e d b y a n o v e r a l l m e a n

w i l l
,

a s s u m i n g t h a t t h e c o r r e l a t i o n b e tw e e n t h e fl u c t u a t i o n a n d t h e m e a n i s

n e g l i g i b l e ,
r e d u c e t o m u l t i p l i c a t i o n by z e r o a n d h e n c e b e e q u a l t o z e r o .

g h = (g ° + g
° ){h » + h '^ ) = g

o - h " + g
° ' h ° '

+ g
° h^ + ^ « / i ° = g

^ h ° + g
" h ' ^ (4 . 4 6 )

s t a t i n g t h a t t h e m e a n o f t h e p r o d u c t o f t w o p r o p e r t i e s t h a t b o t h h a v e i n d e ¬

p e n d e n t fl u c t u a t i o n s w i l l b e t h e p r o d u c t o f t h e tw o m e a n s p l u s t h e m e a n o f
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5 9

t h e p r o d u c t o f t h e t w o fl u c t u a t i o n s . T h e m e a n o f t h e p r o d u c t o f t h e t w o fl u c ¬

t u a t i o n s i s m a n y t im e s a s s u m e d t o v e r j
' s m a l l

,
t h i s a s s u m p t i o n w i l l b e s t a t e d

a s a p p l i e d . C r o s s t e r m s w i l l b e e q u a l t o z e r o a s t h e j
' i n c l u d e t h e m e a n o f a

fl u c t u a t i o n .

4 . 2 . 4 D e f i n i t i o n s a n d I d e n t i t i e s

C e r t a i n m a t h e m a t i c a l r e l a t i o n s a r e u s e d f r e q u e n t l y i n t h e m a n i p u l a t i o n o f t h e

fo l l o w i n g b a l a n c e e q u a t i o n s a n d w i l l b e s p e c i fi e d a p ri o r i f o r c o n v e n i e n c e . S t a n d a r d

v e c t o r c a l c u l u s w i l l b e u s e d . A s a r e f r e s h e r
,
t h e f o l l o w i n g n o t a t i o n r e p r e s e n t s t h e

i n d i c a t e d o p e r a t i o n a n d r e s u l t s f o r g e n e r a l s c a l a r s
,
v e c t o r s

,
a n d t e n s o r s o f i n t e r e s t

[Wh i t a k e r
,
1 9 8 1 ; G r e e n be r g ,

19 8 8 ]

O p e r a t i o n R e s u l t

f •

g
—> s c a l a r

F : G - * s c a l a r

d i v f = V • f —* s c a l a r

d i v F = V • F - > v e c t o r

g r a d f = V f - ^ v e c t o r

g r a d f = V f —* t e n s o r

S p e c i fi c a l l y ,
t o m u l t i p l y a t e n s o r b y a t e n s o r t o y i e l d a s c a l a r a s i n d i c a t e d a b o v e

,

t h e t e n s o r d o t p r o d u c t
,
:

,
i s d e fi n e d a s [Wh i t a k e r

,
1 9 8 1]:

F : G = $: (F )o (G )o - (4 . 4 7 )

I t i s h e l p f u l t o d e fi n e t h e v a r i a b l e s u s e d t o d e s c ri b e fl o w a n d t r a n s p o r t t h r o u g h

a p o r o u s m e d i a s y s t e m r e l a t i v e t o a fi x e d c o o r d i n a t e s y s t e m . T h e r e f o r e
,
a m a t e r i a l

d e r i v a t i v e i s d e fi n e d a s t h e t im e r a t e o f c h a n g e o f a p r o p e r t y o f i n t e r e s t r e l a t i v e t o a

fi x e d p o s i t i o n . T h i s i s d e fi n e d f o r a n a - p h a s e v o l u m e w i t h a v e l o c i t y v
°

a s [E r i n g e n ,
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6 0

1 9 8 01:
D ° f d f

^ = ^ + v
«

. V / ( 4 . 4 8 )

w h e r e / i s a p r o p e r t y o f i n t e r e s t w h i c h m a j
* b e a s c a l a r o r v e c t o r q u a n t i t y .

Si m i l a r l y ,
f o r m o t i o n r e l a t i v e t o a n a /?- i n t e r f a c e a n d a n a /?7 - c o n t a c t l i n e

,
w e

r e s p e c t i v e l y d e fi n e :

^ - I —/ (- )
n a /J 7 f f i t£ _ Z = ^ + v

- ^
. V / (4 . D0 )

w h e r e v
° ' ' i s t h e v e l o c i t y o f t h e a /?- i n t e r f a c e a n d y

" ^ i s t h e v e l o c i t y o f t h e a d '

y -

c o n t a c t l i n e .

T h e d e fi n i t i o n o f t h e s c a l a r p r o d u c t b e l o w s e r v e s t o s im p l i fy f o r t h c o m i n g e q u a t i o n s

s t a t e d a s [Wh i t a k e r
,
19 8 1

, p . 2 2 2] :

D t
-
^

D t ^ D t D t

D t D t D t

= /^ - ^ (4 . 5 1 )

w h e r e f ^ = f x + f y + / | a n d r e p r e s e n t s t h e m a gn i t u d e o f t h e v e c t o r i n t h e r e s p e c t i v e

d i r e c t i o n s .

A s i n Ch a p t e r 3
,
t h e f o l l o w i n g m a th e m a t i c a l i d e n t i t i e s w i l l a l s o l e n d c l a r i t j

' t o

e q u a t i o n m a n i p u l a t i o n s [G r e e n be r g ,
19 8 8 ]:

d (g h ) d h
,
d g ,

, ^ „ ,

V - {f g ) = f ' V g + g V - f ( 4 . 5 3 )

W i t h t h e s e t o o l s i n h a n d
,
w e w i l l p r o c e e d t o t h e d e v e l o p m e n t o f i n t e g r a l b a l a n c e

e q u a t i o n s fi r s t a t t h e m i c r o s c a l e a n d t h e n a t t h e m a c r o s c a l e .
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4 . 3 M i c r o s c a l e F o r m u l a t i o n s f o r I n t e g r a l B a l a n c e

E q u a t i o n s

N a t u r a l l y o c c u r ri n g m u l t i p h a s e s u b s u r f a c e s y s t e m s c o n s e r v e m a s s
,
m o m e n t u m

,

a n d e n e r g }
' t h r o u g h o u t t im e . T h e t o t a l e n t r o p y o f t h e s e s y s t e m s w i l l i n c r e a s e o v e r

t i m e d u e t o p r o c e s s e s s u c h a s d is p e r s i o n a n d d i fl Fu s i o n . T o q u a n t i f y t h e s e c o n s e r v a t i o n

s t a t e m e n t s a n d t h e e n t r o p y i n e q u a l i t y ,
a g e n e r a l i n t e g r a l b a l a n c e e q u a t i o n f o r a p r o i >

-

e r t y o f i n t e r e s t w i l l b e d e v e l o p e d
,
fi r s t a b o u t a m i c r o s c a l e p o i n t

,
t h e n a t a m a c r o s c a l e

p o i n t , a n d fi n a l l y a t t h e m a c r o s c a l e u s i n g t h e I C A .

4 . 3 . 1 M i c r o s c a l e I n t e g r a l P o i n t F o r m u l a t i o n

T h e m i c r o s c a l e i n t e g r a l b a l a n c e e q u a t i o n i s i n t e g r a t e d a b o u t a m i c r o s c a l e p o i n t

a t t h e l e n g t h - s c a l e d
,

a s s h o w n i n F i g u r e 4 . 1 4 . B y d e fi n i t i o n
,

e a c h p h a s e w i l l b e

t r e a t e d i n d i v i d u a l l y a t t h e m i c r o s c a l e
. T h e g e n e r a l i n t e g r a l b a l a n c e e q u a t i o n f o r a

F i g u r e 4 . 14 : M i c r o s c a l e P o i n t V o l u m e f o r a S i n g l e P h a s e

g i v e n s c a l a r o r v e c t o r p r o p e r t y ,

■0 ,
o f a s i n g l e - p h a s e fl u i d i n a fi x e d m i c r o s c a l e v o l u m e

.
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V j ,
w i t h a d e t e r m i n e d s u r f a c e b o u n d a r j

'

,
A d ,

i s s t a t e d a s [D e a r a n d D a c h m a t
,
1 9 8 6 ] :

. 1 ,
• N o n - A d v e c t i v e

A c c u m u l a t i o n F l u x

V d A d A d V d

A d v e c t i v e So u r c e s a n d
F l u x P r o d u c t i o n

(4 . 54 )
w h e r e n

" i s a u n i t v e c t o r n o r m a l t o t h e s u r f a c e a n d p o i n t i n g o u tw a r d f r o m t h e v o l u m e
,

p i s t h e fl u i d d e n s i t y ,
y

° i s t h e fl u i d v e l o c i t y ,
v ^ i s t h e v e l o c i t }

'

o f t h e b o u n d a r j
'

o f

t h e v o l v m a e
, j ^ i s t h e n o n - a d v e c t i v e fl u x o f ■0 ,

5 i s a n e x t e r n a l s o u r c e o f ■0 ,
a n d V

r e p r e s e n t s a n y p r o d u c t i o n o f t j; w i t h i n t h e v o l u m e . S t a t i n g t h a t t h e a c c u m u l a t i o n

o f a p r o p e r t y i n a m i c r o s c a l e v o l u m e o v e r t im e i s e q u a l t o t h e o p p o s i t e o f t h e n e t

a d v e c t i v e a n d n o n - a d v e c t i v e fl u x e s d i r e c t e d o u t t h r o u g h t h e s u r f a c e p l u s s o u r c e t e r m s

p l u s a n y p r o d u c t i o n o f t h e p r o p e r t y w i t h i n t h e v o l u m e .

I f w e a s s i m i e t h a t v ^
'' = 0

,
t h e a p p l i c a t i o n o f t h e g e n e r a l t r a n s p o r t t h e o r e m f o r

a fi x e d v o l u m e
,
E q . (4 . 13 ) , t o E q . (4 . 54 ) b r i n g s t h e o r d i n a r y t i m e d e r i v a t i v e i n s i d e

t h e i n t e g r a l a s a p a r t i a l t im e d e r i v a t i v e . A p p l i c a t i o n o f t h e d i v e r g e n c e t h e o r e m
,
E q .

(4 . 4 ) ,
t o E q . (4 . 54 ) c o n v e r t s t h e a d v e c t i v e a n d n o n - a d v e c t i v e s u r f a c e s fl u x e s t o v o l u m e

i n t e g r a l s . T h e e q u i v a l e n t e q u a t i o n i s r e s t a t e d a s :

m
V d V d

N o t i n g t h e e q u i v a l e n c e o f t h e i n t e g r a n d s y i e l d s a m i c r o s c o p i c c o n t i n u i t y e q u a t i o n

w h i c h i s c o m m o n l y s t a t e d i n fl u i d a n d c o n t i n u u m m e c h a n i c s a s [B i r d e t a l .

,
19 6 0 ;

E r i n g e n ,
19 8 0 ; Wh i t a k e r

,
1 9 8 1]:

^ = - V • (p v
°

T/. ) - V . U + P {S + V ) (4 . 5 6 )

A p p l i c a t i o n s o f t h e n u c r o s c a l e b a l a n c e e q u a t i o n s
,
t h r o u g h n e t w o r k a n d p o r e s c a l e

m o d e l i n g ,
h a v e b e e n u s e d t o e x a m i n e r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y - c a p i l l a r y p r e s s u r e r e l a ¬

t i o n s h i p s [J e r a u l d a n d S a l t e r
, 1 9 9 0 ; F e r r a n d a n d C e l i a

,
19 9 2] a n d t o e x a m i n e r e s i d u a l

N A P L d i s t r i b u t i o n s [M a y e r a n d Mi l l e r
,
1 99 2 a ; L o w r y a n d M i l l e r

,
19 9 5 ] . M i c r o s c a l e

l ^^ d V = J[- V - (p y
' '

tp ) - V - i ^ + p (S + V )] d V
'

(4 . 5 5 )
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6 3

m u l t i p h a s e b a l a n c e e q u a t i o n s w i l l r e q u i r e t h e d e s c r i p t i o n o f b o t h t h e c o m p l e x g e o m -

e t r j
^ a s s o c i a t e d w i t h t h e d o m a i n (V a ) a n d t h e c o m p l e x g e o m e t r y a s s o c i a t e d w i t h t h e

b o u n d a r j
'

c o n d i t i o n s (A d ) ,
t h e i r c h a n g e s w i t h t im e

,
a n d t h e e x c h a n g e o f p r o p e r t i e s

a c r o s s t h e s e b o u n d a r i e s . T h i s i s a h o p e l e s s t a s k f o r a q u i f e r s y s t e m s . T h e r e e x i s t s

n o e a s y w a j
' t o v e r i fy t h e m i c r o s c a l e s o l u t i o n s a s n o i n s t r u m e n t s a r e a v ' a i l a b l e f o r

m e a s u r i n g v a l u e s o f d e p e n d e n t v a r i a b l e s a t t h e m i c r o s c a l e . A l s o
,
t h e r e s u l t i n g s y s t e m

o f e q u a t i o n s w i t h s u c h d e t a i l e d i n f o r m a t i o n w o u l d b e p r o h i b i t i v e i n s i z e ; t h e r e fo r e
,

e q u a t i o n s m u s t b e fo r m u l a t e d a t a l a r g e r s c a l e w i t h q u a n t i t i e s t h a t c a n b e m e a s u r e d

a n d / o r a p p r o x im a t e d [B a c hm a t a n d D e a r
,
1 98 6 ] .

4 . 3 . 2 M a c r o s c a l e P o i n t F o r m u l a t i o n

T h e a b o v e d i ffi c u l t i e s a s s o c i a t e d w i t h t h e m i c r o s c a l e p o i n t f o r m u l a t i o n m o t i v a t e s

a c o a r s e r d e s c r i p t i o n o f t h e m u l t i p l e p h a s e s p r e s e n t i n g r o u n d w a t e r s y s t e m s . F i g u r e

4 . 1 5 d e p i c t s a m a c r o s c o p i c v o l u m e w i t h m u l t i p l e p h a s e s . T h e m a c r o s c a l e d e s c r i b e s

t h e d i ff e r e n t p h a s e s i n t h e p o r o u s m e d i u m a s o v e r l a p p i n g c o n t i n u a [G r a y e t o / .

,
1 9 93 ],

e a c h o c c u p j d n g a f r a c t i o n o f t h e m a c r o s c a l e v o l u m e . T h e r e f o r e
,
t h e e x t e n s i v e p r o p

¬

e r t i e s t h a t a r e a v e r a g e d o v e r t h e m a c r o s c o p i c v o l u m e a v o i d d e s c r i b i n g t h e c o m p l e x

g e o m e t r j
'

a s s o c i a t e d w i t h t h e s i n g l e - fl u i d p h a s e - b o u n d a r i e s t h a t w a s n e c e s s a r j
- w i t h

t h e m i c r o s c a l e b a l a n c e e q u a t i o n s . T h e a d v a n t a g e s a n d th e r e m a i n i n g l i m i t a t i o n s o f

F i g u r e 4 . 1 5 : M a c r o s c a l e P o i n t V o l u m e Sh o w i n g T h r e e P h a s e s
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w r i t i n g i n t e gr a l b a l a n c e e q u a t i o n s a t t h e m a c r o s c a l e w i l l b e h i g h l i g h t e d a f t e r t h e

b a l a n c e e q u a t i o n i t s e l f i s p r e s e n t e d .

T h e m a c r o s c a l e i n t e g r a l b a l a n c e e q u a t i o n i s i n t e g r a t e d a b o u t a m a c r o s c o p i c m a t h ¬

e m a t i c a l p o i n t
,
a t t h e l e n g t h - s c a l e /

,
w h i c h w i l l r e s u l t i n a v e r a g i n g o v e r v o l u m e s c o n ¬

t a i n i n g m u l t i p l e p h a s e s . T h e g e n e r a l i n t e g r a l b a l a n c e e q u a t i o n f o r a g i v e n s c a l a r

o r v e c t o r p r o p e r t y ,
xp ,

o f t h e a - p h a s e i n a m a c r o s c o p i c v o l u m e
,
V ; ,

w i t h a s u r f a < :e

b o u n d a r y , A i ,
i s s t a t e d a s [D e a r a n d D a c h m a t

,
1 98 6

, p . 2 44 ] :

.

1
. A d v e c t i v e a n d

A c c u n m l a t i o n N o n - A d v e c t i v e F l u x e s

+ j e
^
p
"
{S

"
- ¥ V ^

) dV (4 . 5 7 )

So u r c e s a n d
P r o d u c t i o n

w h e r e t h e a - p h a s e i s o n e o f t h e p h a s e s i n t h e v o l u m e u n d e r c o n s i d e r a t i o n
,
5 " i s a n

e x t e r n a l s o u r c e o f ^ i n t o t h e a -

p h a s e a n d V ^
r e p r e s e n t s p r o d u c t i o n o f ^ i n t o t h e

a -

p h a s e .

K w e a s s u m e t h a t v ^'
^ = 0

,
a p p l y in g t h e t r a n s p o r t t h e o r e m f o r a fi x e d v o l u m e

,

E q . (4 . 13 ) ,
a n d t h e g e n e r a l d i v e r g e n c e t h e o r e m

,
E q . (4 . 4 ) , t o E q . (4 . 5 7 ) p r o d u c e s :

I d t
V ,

d V =

j [- V . (e
' '

p
''
v

"
vj

°

) - V . (e
°
j ^ ) - I- e

^

p
"

(5
«
+ V "

)] d V (4 . 5 8 )
V i

N o t i n g t h e e q u i v a l e n c e o f t h e i n t e g r a n d s y i e l d s a m a c r o s c o p i c b a l a n c e e q u a t i o n c o m ¬

m o n l y s t a t e d a s [D e a r
,
1 9 7 2 ; P e a c e m a n

,
19 7 7 ; C o r e y ,

19 9 4] :

T h e m a c r o s c a l e p o i n t b a l a n c e e q u a t i o n c i r c u m v e n t s t h e n e e d t o d e fi n e u n s p e c i -

fi a b l e i n t e r p h a s e b o u n d a r i e s a n d a l l o w s f o r t h e m e a s u r e m e n t o r p a r a m e t e r i z a t i o n o f

\ ' a r i a b l e o f i n t e r e s t a t t h e m a c r o s c o p i c s c a l e . M a s s t r a n s f e r a c r o s s i n t e r f a c e s
,
w h e n
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i n c l u d e d i n t h e a b o v e e q u a t i o n
,
i s c o mm o n l y d e s c ri b e d w i t h a fi r s t - o r d e r r a t e m o d e l

,

w h i c h i s s c a l a r a n d i n d e p e n d e n t o f fl o w d i r e c t i o n . M o d e l s g e n e r a l l y a s s u m e l o c a l e q u i ¬

l i b r i u m
,
a r e e m p i r i c a l i n n a t u r e

, a n d a r e b a s e d u p o n d a t a t h a t o n l y c o v e r s a p o r t i o n

o f t h e d o m a i n o f i n t e r e s t [M i l l e r e t a l .

,
1 9 9 6] . T h e o r e t i c a ll y ,

m a c r o s c a l e c o e ffi c i e n t s

c a n n o w b e c a l c u l a t e d f r o m i n f o r m a t i o n s u p p l i e d f r o m t h e m i c r o s c a l e . I n p r a c t i c e ,

h o w e v e r ,
t h i s i s n o t u s u a l l y p o s s i b l e a n d t h e m a c r o s c a l e c o e ffi c i e n t s m u s t b e d e d u c e d

f r o m e x p e r i m e n t s i n w h i c h t h e v a r i o u s p h e n o m e n a r e l a t e d t o t h e s e p a r a m e t e r s a r e

o b s e r v e d . A l s o , t h e r e l a t i o n s t h a t a r e e m p i ri c a l l y b a s e d o n t h e s e e x p e ri m e n t s a r e n o t

t h e r m o d y n a m i c a l l y c o n s t r a i n e d a n d d o n o t p r o v i d e a c o n s i s t e n t m e a n s f o r d e s c r i b i n g

t h e s y s t e m .

T h e s im p l i c i t y o f t h e m a c r o s c a l e p o i n t f o r m u l a t i o n s o o n b e c o m e s a d i s a d v a n t a g e a s

m o r e c o m p l i c a t e d s y s t e m s a r e e n c o u n t e r e d . T h e i n t e r a c t i o n b e t w e e n m u l t i p l e p h a s e s

m u s t b e i n c o r p o r a t e d e m p i ri c a l l y . A l s o
,
t h e i n c o m p l e t e p a r a m e t e ri z a t i o n o f \ ' a r i a b l e s

o v e r d o m a i n s o f i n t e r e s t a n d l a c k o f e x p e r im e n t a l d a t a q u i c k l j
- b e c o m e s a d i s a d v a n t a ge

i n a p p l j d n g t h e m a c r o s c a l e p o i n t b a l a n c e e q u a t i o n s t o s y s t e m s o f i n t e r e s t .

E q . (4 . 5 9 ) p a r a ll e l s t h e d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m a p p r o a c h
'

s s t a r t i n g p o i n t
,
E q . (3 . 6 ) .

T h e s h o r t c o m i n g s t h a t h a v e b e e n h i g h l i g h t e d i n t h e d e v e l o p m e n t o f e q u a t i o n s b e gi n ¬

n i n g w i t h E q . (3 . 6 ) w i l l a l s o r e m a i n t r u e f o r e q u a t i o n s d e v e l o p e d f r o m E q . (4 . 5 9 ) .

4 . 4 M a c r o s c a l e I n t e g r a l C o n t i n u u m A p p r o a c h

U s e o f t h e a f o r e m e n t i o n e d m i c r o s c a l e a n d m a c r o s c a l e b a l a n c e e q u a t i o n s l e a v e s

u n r e s o l v e d i s s u e s . T a b l e 4 . 1 o u t l i n e s a d v a n t a g e s a n d d i s a d v a n t a ge s a s s o c i a t e d w i t h

e x i s t i n g m o d e l i n g a p p r o a c h e s . T h e i n a b i l i t y t o m a k e m i c r o s c a l e m e a s u r e m e n t s f o r

p o r o u s m e d i a s y s t e m s s e v e r e l y l im i t s m i c r o s c a l e a p p l i c a t i o n s . F t >r m a c r o s c a l e f o r m u ¬

l a t i o n s
,

a s m o r e c o m p l e x s y s t e m s s u c h a s s u r f a c t a n t
,

c o s o l v e n t
,

o r n o n - i s o t h e r m a l

s y s t e m s a r e o f i n c r e a s i n g im p o r t a n c e
,
e x i s t i n g d i ff e r e n t i a l b a l a n c e e q u a t i o n s m u s t b e

s u p p l e m e n t e d . T h e c u r r e n t d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m f r a m e w o r k d o e s n o t a l l o w f o r t h e

s y s t e m a t i c i n c o r p o r a t i o n o f a d d i t i o n a l b a l a n c e e q u a t i o n s o f t e n r e s u l t i n g i n a d h o c

c o n s t i t u t i v e t h e o r i e s t o d e s c ri b e u n f o r e s e e n i s s u e s [D r o v m e t cd .

,
1 9 94 ] .

I n c o n t r a s t t o t h e a b o v e p o i n t d e ri v a t i o n s
,
a n i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h

,
f o l -
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T a b l e 4 . 1 : M o d e l i n g a p p r o a c h e s fo r m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t i n p o r o u s m e d i a

M o d e l i n g L e n g t h - A d v a n t a g e s L i m i t a t i o n s

A p p r o a c h Sc a l e

I n t e gr a l M i c r o - T h e o r e t i c a l l y r i g o r o u s
, p hy s i - C o m p l e x g e o m e t r j

'

o f

P o i n t s c a l e c a l l y d e s c r i p t i v e a n d c o m p l e t e b o u n d a r i e s d i ffi c u l t t o

C o n t i n u u m d e s c r i b e
, p a r a m e t e r s n o t

p o s s i b l e t o m e a s u r e f o r

v e r i fi c a t i o n

D i f fe r e n t i a l M a c r o - A v o i d s s p e c i fi c a t i o n o f i n - A d h o c c o n s t i t u t i v e t h e -

C o n t i n u u m s c a l e t e r p h a s e b o u n d a r i e s
,

d e fi n e d o r j
' w h i c h m a y v i o l a t e l a w s

a n d I n t e - p h y s i c a l p r o p e r t i e s c a n b e o f t h e r m o d y n a m i c s
, p a r a m -

g r a l P o i n t m e a s u r e d
,

d e s c r i b e s p h y s i c a l e t e r s m u s t b e r e p r e s e n t e d

C o n t i n u u m p r o c e s s e s i n t e r m s o f d i f - e m p i r i c a l l y ,
l a c k o f c o n s i s -

f e r e n t i a l e q u a t i o n s a l l o w i n g t e n t f r a m e w o r k f o r c h a n g i n g
s o l u t i o n s c a l e s

I n t e g r a l M a c r o - Sy s t e m a t i c d e s c r i p t i o n o f a v - L e a d s t o l a r g e s y s t e m s o f

C o n t i n u u m s c a l e e r a g e d q u a n t i t i e s
,
i n c l u d e s d e - e q u a t i o n s

,
n o n - t r a d i t i o n a l

s c r i p t i o n o f i n t e r f a c e s a n d c o n - c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s m a }
-

t a c t l i n e s
,
t h e r m o d j T i a m i c a l l y b e n e e d e d

c o n s i s t e n t

NEATPAGEINFO:id=D2C5A816-D165-449E-8815-3D81B214E257



6 7

l o w i n g t h e m e th o d o l o g j ' p r e s e n t e d b y H a s s a n i z a d e h a n d G r a y [19 7 9a ,
1 9 7 9 b

,
19 8 0 a ] ,

c a n b e u s e d t o d e v e l o p m a c r o s c a l e i n t e g r a l e q u a t i o n s s u c h t h a t p r o c e s s e s o c c u r ri n g

a t i n t e r f a c e s c a n b e r e p r e s e n t e d a s p r e c i s e l y d e fi n e d a v e r a g e d p r o c e s s e s r a t h e r t h a n

c u m b e r s o m e b o u n d a r j
'
-

c o n d i t i o n s t h a t r e q u i r e d e s c ri p t i o n s o f b o u n d a ri e s a n d t h e i r

c h a n g e s w i t h t i m e . T h e I CA m e t h o d r e t a i n s t h e a d v a n t a g e o f d e s c ri b i n g p h j
'

s i c a l

p r o c e s s e s i n t e r m s o f d i ff e r e n t i a l e q u a t i o n s a l l o w i n g fo r p o t e n t i a l s o l u t i o n . T h e I C A

m e th o d a l s o p r o v i d e s a s y s t e m a t i c a p p r o a c h f o r c h a n g i n g s c a l e s .

F i g u r e 4 . 1 6 i s a s i m p l i fi e d tw o - d im e n s i o n a l d e p i c t i o n o f a m u l t i p h a s e s y s t e m s o

t h a t n o t a t i o n c a n b e c l e a r l y d e fi n e d . T h e R E V
,
V

,
c o n t a i n s m u l t i p l e p h a s e s w i t h

r e s p e c t i v e v o l u m e s
,
V q ,

V yj ,
a n d V -

y . T h e b o u n d i n g s u r fa c e s o f e a c h s u b v o l u m e c a n

f u r t h e r b e s u b d i v i d e d ; f o r e x a m p l e ,
t h e b o u n d a r y

*

o f V a w i l l b e d i v i d e d i n t o t h r e e

p a r t s
,
A a a i

-A - a ^ a n d A a
-

f . T h e s u r f a c e A a a r e p r e s e n t s p o r t i o n s o f t h e s u r f a c e t h a t

i n t e r s e c t t h e a -

p h a s e a n d a r e c o i n c i d e n t w i t h t h e b o u n d a r y o f V . A a ^ r e p r e s e n t

p o r t i o n s o f t h e b o u n d a r j
' t h a t a r e i n t e r f a c e s b e tw e e n t h e a - a n d ^ - p h a s e s a n d p a r t o f

t h e i n t e ri o r o f V . L i k e w i s e
,
A

ce ^
r e p r e s e n t p o r t i o n s o f t h e b o u n d i n g s u r f a c e t h a t a r e

i n t e r f a c e s b e tw e e n th e a - a n d 7 - p h a s e s a n d p a r t o f t h e i n t e r i o r o f V . T h e p h y s i c a l

v o l u m e o f t h e R E V i s V a n d t h e p h y s i c a l v o l u m e o f V q i s Vq .

T o t h e n w r i t e a m a c r o s c a l e i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h f o r a s c a l a r o r v e c t o r

p r o p e r t y ,

■0 ,
w e b e g i n w i t h a b a l a n c e e q u a t i o n f o r t h a t p r o p e r t y , ^ ,

w r i t t e n a b o u t t h e

v o l i m i e V q . Q u a n t i t i e s w i t h i n t h e i n t e g r a n d s a r e m i c r o s c a l e q u a n t i t i e s t h a t w i l l b e

a s s u m e d t o r e a c h c o n t i n u o u s
,
a v e r a g e v a l u e s w h e n i n t e g r a t e d a b o u t t h e m a c r o s c o p i c

v o l u m e . T h e i n t e r f a c e s a n d b o u n d a r y o f V c a r e p a r t i t i o n e d a s n o t e d i n F i g u r e 4 . 16 t o

a l l o w fo r p r o c e s s e s o c c u r r i n g a t t h e s e i n t e r f a c e s t o b e r e p r e s e n t e d a s p r e c i s e l y d e fi n e d

a v e r a g e d p r o c e s s e s . T h e r e s u l t i n g b a l a n c e e q u a t i o n f o r a fi x e d v o l u m e i s w r i t t e n a s

[H a s s a n i z a d e h a n d Gr a y , 19 7 9 a ,
19 79 b ]:

A d v e c t i v e a n d
N o n - A d v e c t i v e F l u x e s

A c c u m u l a t i o n t h r o u g h v o l i m i e b o u n d a r j
'

j J p i > dV = - | n g . ( / >v > + j ^ ) d A
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•r ^ a a

W î^ î^ a —
p h a s e

|̂ ^ 3 -

y
- p h a s e

■ ■ ■ ■ I R E V B o u n da r y

F i g u r e 4 . 1 6 : Sim p l i fi e d M a c r o s c a l e R E V

- E / a
°

• WV - v
' ' ^ ) ti; + i ^ ] d A + Jp (S + V ) d V (4 . 6 0 )

^ ^ A
s

o i9

A d v e c t i v e a n d
N o n - A d v e c t i v e F l u x e s

i n t o i n t e r f a c e s

So u r c e s a n d
P r o d u c t i o n

w h e r e v
" ^ i s t h e v e l o c i t y o f t h e a /?- i n t e r f a c e

,
t h e q u a n t i t y p v

" '^ r e p r e s e n t s a d v e c t i o n

t h a t c a n b e o u t t h r o u g h e i t h e r t h e A a a s u r fa c e a s i n t h e fi r s t t e r m o n t h e R H S

o r t h r o u g h t h e A a ^ s u r f a c e a s i n t h e s e c o n d t e r m o n t h e R H S
, j ^ r e p r e s e n t s n o n -

a d v e c t i v e fl u x e s o u t t h r o u g h a l s o t h e A a a a J" ! ^ ^ s u r f a c e s
,
a n d t h e n o t a t i o n i n t h e

s e c o n d t e r m o n t h e R H S
, J^^ ^ q / i s u s e d t o i n d i c a t e s t h a t a l l o f t h e A a ^ s u r f a c e s

a r e c o l l e c t i v e l y c o n s i d e r e d .

T h e t r a n s p o r t t h e o r e m f o r a fi x e d v o l u m e
,
Ek i . (4 . 1 3 ) , i s u s e d t o e x p r e s s t h e t o t a l

t i m e d e r i v a t i v e i n t h e t e r m o n t h e L H S o f E q . (4 . 6 0 ) a s a p a r t i a l t im e d e r i v a t i v e .

T h e d i v e r g e n c e t h e o r e m
,
E q . (4 . 1 6 ) ,

i s u s e d t o t r a n s f o r m t h e i n t e g r a l o f t h e s u r f a c e

fl u x [t h e fi r s t t e r m o n t h e R H S o f E q . (4 . 6 0 )] i n t o t h e d i v e r g e n c e o f a n i n t e g r a l o v e r

t h e v o l u m e V q [G r a y a n d L e e
,
1 9 7 7] . C o m b i n e d

,
t h i s a l l o w s t h e m a c r o s c a l e b a l a n c e
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e q u a t i o n
,
s t i l l c o n t a i n i n g m i c r o s c o p i c q u a n t i t i e s i n s i d e i n t e g r a ls ,

t o b e s t a t e d a s :

d

+ Jp (S + V ) d V (4 . 6 1 )

v „
v „ ^ ^ °

> l a a

D i v i d i n g E q . (4 . 6 1 ) b y t h e m a c r o s c o p i c v o l u m e (V = V ^ / e ' ^

), w h i c h i s a s s u m e d t o

b e a c o n s t a n t
, j d e l d s :

V
\ V " / \ V "

{e r
T^ T . I ^ ' [P (y

° - v
° ^ ) ^ + j ^ ] rf A + ^ / /. (5 + P ) d V (4 . 6 2 )

U s i n g t h e p r e v i o u s l y d e fi n e d v o l u m e a v e r a g e ,
E q . (4 . 3 2 ) , t h e m a s s a v e r a g e f o r a

v o l u m e
,
E q . (4 . 3 7 ) , a n d d e fi n i n g fl u c t u a t i o n t e r m s a s d e s c r i b e d i n E q . (4 .

4 0 ) a l l o w s

u s t o w r i t e E q . (4 . 6 2 ) i n t e r m s o f m a c r o s c o p i c q u a n t i t i e s a s :

V • {e r 1} ^ Y

- E
^ ^ A a 0

Sim p l i f j d n g E q . (4 . 6 3 ) w i th i d e n t i t i e s (4 . 4 3 ) t h r o u g h (4 . 4 6 ) j d e l d s :

a [(£ )° (p ) ° (r + ^ <^ ^

(4 . 6 3 )

a t

- V • {e r (j ^ )
° - E

= - V . [{e r {p r ((^ ?
*

) + (v " ^ ))]
I y

*

n
°

. [p (v ° - v
° ^ )] rf A I (i

"

+ ^ " )
- E f n

'^
- U d A + {e r {p r {̂ + ^ ) (4 . 6 4 )

A s s u m i n g th a t m a c r o s c o p i c d e v i a t i o n s f r o m t h e m e a n a c c u m u l a t i o n o f a p r o p e r t y w i l l

b e o b s e r v e d a s p a r t o f t h e n o n - a d v e c t i v e fl u x t e r m a n d d e v i a t i o n s f r o m m e a n v e l o c i t y
'
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j d e l d s t h e i n t r i n s i c m a c r o s c a l e b a l a n c e e q u a t i o n a s :

- E [K, {r + ^ ° ) + q + {s r {p r (^ + ^ ) (4 . 6 5 )

w h e r e

a n d

/ n
°

• [/o (v " - v
* ^ )] d A (4 . 6 6 )

{e rZ^ = f ^ J n
' ^

' U d A (4 . 6 7 )

w h e r e e ^^ r e p r e s e n t s t h e a d v e c t i v e t r a n s f e r o f i p f r o m t h e a - p h a s e i n t o t h e a 3 -

i n t e r f a c e by i n t e g r a t i n g o v e r Q / ?- i n t e r f a c e i n t e r f a c e . T h e q u a n t i t y i „ ^
a c c o u n t s t h e

n o n - a d v e c t i v e fl u x f r o m t h e a - p h a s e i n t o t h e Q
,

5 - i n t e r f a c e .

T h e a b o v e e q u a t i o n i s a c o n t i n u u m m a c r o s c a l e e q u a t i o n t h a t s p e c i fi e s t h e c o n s e r ¬

v a t i o n o f a q u a n t i t y o f i n t e r e s t i n t e r m s o f m a t h e m a t i c a l l y d e fi n e d a v e r a g e s w i t h i n

t h e v o l u m e a n d a t a l l i n t e r f a c e s . T h e fo rm u l a t i o n a l l o w s f o r t h e m e a s u r e m e n t o r

p a r a m e t e r i z a t i o n o f A ^n r i a b l e s o f i n t e r e s t w i t h i n t h e R E V a n d a t i n t e r f a c e s . T h e

d i ff e r e n t i a l e q u a t i o n s c a n b e s y s t e m a t i c a l l y a p p l i e d t o a q u i f e r - s c a l e p r o b l e m s . T h e

ri g o r o u s e q u a t i o n d e v e l o p m e n t a l l o w s f o r t h e i n c o r p o r a t i o n o f m o r e c o m p l e x s y s t e m s

w i t h t h e i n t e r a c t i o n b e t w e e n m u l t i p l e p h a s e s e x p l i c i t l y d e fi n e d . T h e a d d i t i o n a l d e ¬

t a i l c a n a l s o b e u s e d t o d e v e l o p e n e r g j
'

a n d e n t r o p y b a l a n c e e q u a t i o n s t h a t c a n b e

u s e d t o c o n s t r a i n c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s i n c o n c i u x e n c e w i t h t h e s e c o n d l a w o f

t h e r m o d y n a m i c s .

E q . (4 .
6 5 ) c a n n o w b e c o m p a r e d t o t h e p r e \ d o u s l y d e v e l o p e d m a c r o s c a l e p o i n t

c o n s e n -

a t i o n e q u a t i o n
,
EJq . (4 . 5 9 ) . T h e f o l l o w i n g c o m p a r is o n s a r e n o t e d :

e = (e )
°

(4 . 6 8 )

P
" = {p r (4 . 6 9 )

v
° = v

^

(4 . 7 0 )

^ " = r (4 . 7 1 )
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5 « = S* *

(4 . 7 2 )

j ^ = (j ^ r + (P )
"

i ^^ ) (4 . 7 3 )

^ = ^ -

(̂ )^ E fe (^ + ^ "

) + SJ (4 . 74 )

T h e a b o v e c o m p a r i s o n h i g h l i gh t s t h e i n i t i a l d i ff e r e n c e s b e t w e e n t h e I G A a n d b o t h

t h e D C A o r i n t e g r a l m a c r o s c a l e p o i n t a p p r o a c h . Si g n i fi c a n t d i ff e r e n c e s c a n b e n o t e d

i n t h e r e p r e s e n t a t i o n o f t h e n o n - a d v e c t i v e fl u x t e r m a n d th e p r o d u c t i o n t e r m . F i r s t ,

d e v i a t i o n s f r o m m e a n b e h a v i o r a d d t o t h e n o n - a d v e c t i v e fl u x i n t h e I C A fo r m u l a t i o n .

W Ti i l e i n t u i t i v e
,
i t i s n o t c o n s i d e r e d i n t h e o t h e r a p p r o a c h e s . S e c o n d

, p r o d u c t i o n

t e r m s a r e s p e c i fi c a l l y d e fi n e d i n c l u d i n g c l e a r l y s t a t e d i n t e r f a c i a l a v e r a g e s i n t h e I C A

f o r m u l a t i o n . T h e i n t e r f a c i a l m a s s t r a n s f e r p r o c e s s e s o c c u r r i n g a t i n t e r f a c e s m u s t b e

i n c o r p o r a t e d m a n a d h o c m a n n e r t o t h e D C A a n d i n t e g r a l m a c r o s c a l e i > o i n t a p p r o a c h .

T h e p r e c i s e d e fi n i t i o n o f i n t e r f a c i a l p r o c e s s e s a n d t h e t y p e o f a v e r a g e s p r o d u c e d i s a

c l e a r a d x ^a n t a g e o f t h e I C A i n t h e d e s c ri p t i o n o f t h e c o m p l e x m u l t i p h a s e s j
^ s t e m s t h a t

a r e r o u t i n e l y e n c o u n t e r e d i n e m a r o n m e n t a l r e m e d i a t i o n e ff o r t s .

4 . 5 M a c r o s c o p i c C o n s e r v a t i o n E q u a t i o n s a p p l i e d

t o M a s s , M o m e n t u m , E n g e r y , a n d E n t r o p y

T h e m a c r o s c o p i c b a l a n c e e q u a t i o n
,
E q . (4 . 6 5 ) , i s f o r m u l a t e d i n a g e n e r a l f o r m

t ha t a l l o w s t h e s u b s t i t u t i o n o f a n y c o n s e r v a t i o n l a w . A v e r a g e d q u a n t i t i e s m u s t b e

a d d i t i v e q u a n t i t i e s [N a m s im h a n
,
1 98 0 ] . I n t e n s i v e q u a n t i t i e s s u c h a s p r e s s u r e a n d

t e m p e r a t u r e m u s t fi r s t b e t r a n s f o r m e d t o a q u a n t i t j ' w i t h a d d i t i v e p r o p e r t i e s b e fo r e

i n t e g r a t i o n a n d a v e r a g i n g [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 98 0 b ] . Ek [u a t i o n s w i l l n o w b e

g e n e r a t e d fo r c o n s e r v a t i o n o f m a s s
,
m o m e n t u m

,
e n e r gj

'

,
a n d e n t r o p y .

4 . 5 . 1 C o n s e r v a t i o n o f M a s s

F o r t h e c o n s e r v' a t i o n o f m a s s f o r t h e a - p h a s e , ^ = 1
, j ^ = 0 s t a t i n g t h a t t h e

n o n - a d v e c t i v e m o v e m e n t o f m a s s w h e n s i u n m e d o v e r a l l s p e c i e s i n a p h a s e w i l l b e

z e r o ,
<S = 0 a s s u m i n g th a t t h e r e a r e n o s o u r c e s o f m a s s

,
a n d V = 0 s t a t i n g t h e r e a x e

NEATPAGEINFO:id=FF5DAD00-0787-4EF3-9102-1238B0E0B4C3



72

n o m a s s p r o d u c i n g p r o c e s s e s . Su b s t i t u t i o n i n t o E q . (4 . 6 5 ) y i e l d s :

A ^ ^ „ r r , „ i o f ; / ^ T . M a s s t r a n s f e r o u t
A c c u m u l a t i o n

t h r o u g h i n t e r f a c e s

d t
A d v e c t i v e fl u x

o u t o f v o l u m e

w h e r e e
°

^ i s d e fi n e d i n E q . (4 . 6 6 ) . T h e t e r m o n t h e L H S r e p r e s e n t s t h e a c c i m i u l a t i o n

o f m a s s i n t h e R E V . T h e fi r s t t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s t h e m a s s - a v e r a g e d a d v e c t i v e

t r a n s p o r t . T h e s e c o n d t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s t h e a d v e c t i v e m a s s t r a n s f e r f r o m

t he a ^

p h a s e t o a l l Q /?- i n t e r f a c e s .

I t i s h e l p f u l t o d e s c r i b e t h e g o v e r n i n g e q u a t i o n s f o r a p o r o u s m e d i a s y s t e m i n

t e r m s o f t h e m a t e r i a l d e r i v a t i v e
,
E q . (4 . 4 8 ) ,

d e fi n e d i n t h e m a t h e m a t i c a l n o t a t i o n

s e c t i o n . T h i s a l l o w s r e s t a t e m e n t o f E q . (4 . 7 5 ) a s :

i >° ((g )° (p ) " ) ^ _ ^̂ y ^̂ y V .

-r - E e : ^ (4 . 76 )

4 . 5 . 2 C o n s e r v a t i o n o f M o m e n t u m

T h e m o m e n t u m o f a p a r t i c l e i s a v e c t o r d e fi n e d a s t h e p r o d u c t o f m a s s a n d t h e

v e l o c i t y v e c t o r o f t h e p a r t i c l e . B y N e w t o n
'

s s e c o n d l a w
,
t h e t im e r a t e o f c h a n g e

o f m o m e n t u m w i l l b e e q u a l t o t h e s u m o f fo r c e s a c t i n g o n t h e s y s t e m . F o r t h e

c o n s e r \
'

a t i o n o f m o m e n t u m o f t h e a - p h a s e
,
t /> = v

°
s u c h t h a t t h e a c c u m u l a t i o n t e r m

i s t h e p r o d u c t o f m a s s p e r v o l u m e a n d v e l o c i t y r e p r e s e n t i n g t h e m o m e n t u m p e r

v o l u m e .

T h e t e r m s o n t h e R H S o f t h e e q u a t i o n n o w r e p r e s e n t t h e s u m o f f o r c e s a c t i n g o n

t h e Q -

p h a s e p e r v o l u m e . T h e fo r c e s t h a t a c t o n a n R E V a x e s u r f a c e f o r c e s a n d b o d y

f o r c e s [S l a t t e r y ,
19 7 2 ; Wh i t a k e r

,
1 9 8 1] . Su r f a c e f o r c e s

,
s u c h a s s t r e s s w i t h n o r m a l

a n d t a n g e n t i a l c o m p o n e n t s
,
r e p r e s e n t f o r c e s e x e r t e d o n t h e s u r f a c e o f t h e R E V . B o d y

f o r c e s
,

s u c h a s g r a v i t y ,
m a g n e t i c

,
a n d e l e c t r o s t a t i c f o r c e s

,
a r i s e f r o m a c t i o n s t h a t

o c c u r a t a d i s t a n c e f r o m t h e R E V w i t h o u t p h y s i c a l c o n n e c t i o n . T h e s e f o r c e s
,
w i t h

t h e i r n o r m a l a n d t a n g e n t i a l c o m p o n e n t s , m u s t b e r e p r e s e n t e d b y t e n s o r s .

T h e e x p r e s s i o n o f s u r f a c e fo r c e s r e q u i r e s e x p l a n a t i o n a n d c l e a r d e fi n i t i o n . T o
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a c c o u n t f o r s u r f a c e f o r c e s
,
w e d e fi n e j ^.

= T °
w h e r e t h e s t r e s s t e n s o r i s a s s u m e d t o

b e a c o n t i n u o u s fu n c t i o n w i t h t h e t h r e e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s :

1 . A s t r e s s v e c t o r
,
t "

,
m a y b e w r i t t e n i n t e r m s o f t h e d i v e r g e n c e o f t h e s t r e s s

t e n s o r
,
T "

,
a s [S l a t t e r y ,

1 9 72 ; T r u e s d e l l
,
1 9 7 7]:

t
° = V • T *

(4 . 7 7 )

2 . T h e s t r e s s t e n s o r i s s y m m e t r i c [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 7 9 b ] a s a l l p o r t i o n s

o f t h e m e d i u m a r e a s s u m e d n o n -

p o l ax [ J Yu e s d e l l a n d T o u p i n ,
I 96 0 ];

3 . T h e s t r e s s v e c t o r s a c t i n g u p o n o p p>o s i t e s i d e s o f t h e s a m e s u r f a c e a t a gi v e n

p o i n t a r e e q u a l i n m a g n i t u d e a n d o p p o s i t e i n d i r e c t i o n (e . g .

,
t ° = — 1 °

„
w h e r e

n i n d i c a t e s t h a t t h e s t r e s s i s a c t i n g i n t h e n o r m a l o u tw a r d d i r e c t i o n ) [Wh i t a k e r ,

1 98 1];

T r a d i t i o n a l l y ,
t h e m o m e n t u m b a l a n c e a n d t h e s t r e s s t e n s o r a r e n o t e x p l i c i t l j

'

c o n ¬

s i d e r e d . R a t h e r t h e e x t e n d e d fo r m o f D a r c y
'

s l a w a s a c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n d e s c r i b i n g

t h e v e l o c i t y i n t e r m s o f p r e s s u r e s [D e a r
,
19 72 ] i s u t i l i z e d a s a m o m e n t u m b a l a n c e . M o ¬

m e n t u m fl u x a n d m o m e n t u m d i s s i p a t i o n a r e n e g l e c t e d t h r o u g h t h i s a p p r o a c h .

T h e a p p l i c a t i o n o f b o d y f o r c e s i s s t r a i g h t f o r w a r d . S = g w h e r e g r a v i t y i s t h e o n l y

b o d y fo r c e p e r u n i t m a s s c o n s i d e r e d . A d d i t i o n a ll y , V = 0 a s t h e r e a r e n o v e l o c i t y

p r o d u c i n g p r o c e s s e s . S u b s t i t u t i o n o f t h e q u a n t i t i e s d e s c r i b e d a b o v e i n t o E q . (4 . 6 5 )

y i e l d s :

A c c u m u l a t i o n
. , . x t , •

o f m o m e n t u m A d v e c t i o n o u t N o n - a d v e c t i v e

o f v o l u m e s u r f a c e fo r c e
a ((£ )" {p )- V - )

d t
= - V • ((e )

° (p )° V
° V " ) - V • ( (e )

° T ° )

+ {^ r (P )
°

g - '

U K fi i ^ + v
°

) - Y: t l ^ (4 . 7 8 )
B o d y f o r c e > «—

w h e r e

A d v e c t i v e t r a n s f e r N o n - a d v e c t i v e t r a n s f e r
i n t o i n t e r f a c e s i n t o i n t e r f a c e s

■

p a ^ ^
.

j
.

)
"

+ (p )
°

(v ^
v
^ ) (4 . 7 9 )
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C = ^ / ^
"

- T rf A (4 . 8 0 )

w h e r e i
°

s a c c o u n t s f o r t h e d i s s i p a t i o n o f m o m e n t u m f r o m t h e Q - p h a s e t o t h e a p -

i n t e r f a c e s .

EJq . (4 . 78 ) m a y b e s im p l i fi e d by s u b t r a c t i o n o f t h e m a c r o s c a l e m a s s c o n s e r \ '
'

a t i o n

e q u a t i o n
,
E q . (4 . 7 5 ), m u l t i p l i e d b y t h e v e l o c i t y o f t h e a -

p h a s e f r o m E q . (4 . 7 8 ) . T h i s

y i e l d s t h e f o l l o w i n g fo r m o f t h e m o m e n t u m b a l a n c e e q u a t i o n :

d ({e r {p ) " V
" ) d ( {e )- { p r ) ^

d t d t
- V . {{e )

"

{p Y \ r V
° ) + V

« V . {{e Y (p Y TT ) - V . ({£ ) " T
"

)

+ {e r {p r g
- E C^ (^ + v

°

) + V
« E K ^

- E i l ^ (4 . 8 1 )

U s i n g t h e m a t h e m a t i c a l i d e n t i t i e s EJq . (4 . 5 2 ) a n d E q . (4 . 5 3 ) a n d t h e d e fi n i t i o n o f a

m a t e r i a l d e r i v a t i v e a s s t a t e d i n E q . (4 . 4 8 ), E q . (4 . 8 1 ) c a n b e s i m p l i fi e d a n d r e w r i t t e n

a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 7 9b ]:

( ^ >
" {P r ^ = - V • ({s y T °

) + {e r (p Y g - E (̂ a ^
v

" + t y (4 . 8 2 )

4 . 5 . 3 C o n s e r v a t i o n o f E n e r g y

T h e c o n s e r x^ a t i o n o f e n e r gj ^ f o r a s y s t e m fo l l o w s f r o m t h e fi r s t l a w o f t h e r m o d y ¬

n a m i c s s t a t i n g t h a t t h e a c c u m u l a t i o n o f e n e r g j
' (t h e s u m o f a l l i n t e r n a l a n d k i n e t i c

e n e r g i e s ) i n a v o l u m e i s e q u a l t o t h e r a t e o f s u r f a c e w o r k d o n e b y t h e v o l v u n e p l u s

t h e r a t e a t w h i c h w o r k i s d o n e o n t h e b o d y b y b o d y f o r c e s s u c h a s g r a v i t y p l u s t h e

r a t e t h a t h e a t
,
m a g n e t i c

,
e l e c t r i c a l

,
a n d c h e m i c a l e n e r g i e s a r e t r a n s f e r r e d o u t o f t h e

v o l u m e [Wh i t a k e r
,
1 9 8 1 ; Ch u n g , 1 9 9 6] .

T h e a v e r a ge d p o t e n t i a l e n e r g j ' i n t h e s y s t e m w i l l b e r e p r e s e n t e d a s ^
,
w r i t t e n i n

t e r m s o f e n e r g j
'

p e r u n i t m a s s . K i n e t i c e n e r g j
*

p e r m a s s w i l l b e e q u a l t o t h e s q u a r e o f

t h e m a g n i t u d e o f v e l o c i t y o v e r t w o . Wi t h t h e d e c i s i o n t h a t t h e v e l o c i t y w i l l c o n s i s t

o f a m e a n a n d a fl u c t u a t i o n
,
t h e e n e r gj

' b a l a n c e f o r a v o l u m e c a n t h e n b e w r i t t e n a s

[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 97 9 b ]:

T T v
^ ^

, .

^ = ^ +
Y

+
Y (4 . 83 )
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7 5

w h e r e E i s t h e i n t e r n a l e n e r g }
' d e n s i t y fu n c t i o n a n d v a n d v a r e t h e m e a n a n d fl u c ¬

t u a t i o n i n t h e m a g n i t u d e o f t h e v e l o c i t y ,
r e s p e c t i v e l y . F l u c t u a t i o n s i n t h e m a g n i t u d e

o f v e l o c i t y a r e d u e t o t h e d i ff u s i o n v e l o c i t y [A c h a n t a e t a i
,
1 9 9 4] . T h e s e fl u c t u a t i o n s

w i l l b e d e t e c t e d a s p a r t o f t h e i n t e r n a l e n e r g y m e a s u r e m e n t w h e n a l l s p e c i e s i n a

p h a s e a r e c o n s i d e r e d c o l l e c t i v e l y .

T w o m e t h o d s i n w h i c h e n e r g j
'

c a n b e e x c h a n g e d b e t w e e n t h e v o l u m e a n d i t s

s u r r o u n d i n g s a r e t h e s u r f a c e w o r k d o n e b j ' t h e v o l u m e a n d t h e h e a t t h a t i s t r a n s f e r r e d

o u t o f t h e v o l u m e . T h e w o r k d o n e o n t h e s u r f a c e c a n b e r e p r e s e n t e d b y t h e d o t

p r o d u c t o f t h e s t r e s s t e n s o r a n d t h e v e l o c i t y v e c t o r [S l a t t e r y , 1 9 72 ] . C o m b i n e d w i t h

t h e o u tw a r d m o v e m e n t o f h e a t
,
t h e e n e r g j

' d i s s i p a t e d o u t o f V
^ ,
i s d e fi n e d a s j ^ . =

T • V + q w h e r e q i s a h e a t fl u x v e c t o r . T h i s i n t r i n s i c fl u x i s w r i t t e n a s [H a s s a n i z a d e h

a n d G r a y ,
1 9 7 9 b ]:

(T . V + q )
" = -^ /

"

n
"

• [t • V + q -
p v

^ E ]̂ d V (4 . 8 4 )
v „

Se t t i n g V = V + V a n d r e a r r a n g e m e n t y i e l d s :

(j ^ r = (T r • v
^ + <q )

°

(4 . 8 5 )

w h e r e

(q )
° = ^ | n

°
- [T . v + q + p y

" E ^] rf V
'

(4 . 8 6 )
v „

E n e r g y i s s u p p l i e d t o V q f r o m b o th b o d y fo r c e s a c t i n g o n t h e v o l u m e a n d e x t e r n a l

s u p p l i e s [Wh i t a k e r
,
1 9 8 1] . T h i s i s d e fi n e d a s «S = g • v + A w h e r e h r e p r e s e n t s t h e

e x t e r n a l s u p p l y o f e n e r gj
*

. V = 0 a s s u m i n g t h a t m a s s i s n o t c o n v e r t e d t o e n e r g j
'

a n d

t h e r e a r e n o n u c l e a r r e a c t i o n s .

S u b s t i t u t i o n i n t o E q . (4 . 6 5 ) y i e l d s :

' ^
n f

^ ' ^ ' i l ^' * ' ' . . •
N o n - a d v e c t i ^ ^

o f e n e r g > A d vp t i o n o u t t r a n s fe r o f

5 ((e )« p r ^ . )
*

'

o f v o l u m e e n e r g y
- t o s u r f a c e s

^ y ^ = - V • ((e >° {p r V
- £ ^ ) - V . (e y [{T )

«
• ^ + <q )

"

]

+ (£ j p r r v T 7r - y : k , {n + E i ) - e ^* : , (4 . 8 7 )
S u p p l y o f >

.

' V
>

/

e n e r g y A d v e c t i v e t r a n s f e r N o n - a d v e c t i v e
i n t o i n t e r f a c e s

_

t r a n s f e r
i n t o i n t e r f a c e s
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w h e r e

E l = E - + ~ ( 4 . 8 8 )
2

a n d

q a /J
= - y n

°
- [T . (v + v ) + q + p v

" E « ] rf A

= t
a ^

- v + q ^^ (4 . 8 9 )

s u c l i t h a t

q « /3
= -^ / n

«
. [T . v + q + /9 V

° £ - ] d A (4 . 9 0 )

E q . (4 . 8 7 ) i s s im p l i fi e d fi r s t b y s u b t r a c t i n g t h e c o n t i n u i t y e q u a t i o n
,
E q . (4 . 75 ),

m u l t i p l i e d b y E î , t o y i e l d :

- M )d t \ 2 J d t

= - V . ((e >° (p )" v
« S

°

) + V . ^^ +
y )((£ )" (/ >)" V

«

)

- V • (e )
°

[(T )
°

. v
^
+ (q )

°

] + (e )
°

(p )
"

g
- v + r

- E K , {E l + ^ « ) + f^ + y

°

) E e
"

^
- E q

* : ^ (4 . 9 1 )

U s i n g t h e m a t h e m a t i c a l i d e n t i t i e s E q . (4 . 5 2 ) a n d E q . (4 . 5 3 ) a n d th e d e fi n i t i o n o f a

m a t e r i a l d e r i v a t i v e a s s t a t e d i n E q . (4 . 4 8 ) ,
E q . (4 . 9 1 ) c a n b e s im p l i fi e d a n d r e w r i t t e n

a s :

(^ >
°

{p T Jt ^ = - V • (^ >
"

[(T >
"

. W + (q )
"

]

+ {e r {p t t t t t - 5: (e «

^ ^
«
+ q

* y (4 . 9 2 )

Fu r t h e r s im p l i fi c a t i o n i s a t t a i n e d b y s u b t r a c t i o n o f t h e s c a l a r p r o d u c t o f v
°

a n d

th e m o m e n t u m e q u a t i o n
,
E q . (4 . 8 2 ) e l im i n a t i n g t h e m a g n i t u d e o f v e l o c i t y t e r m s
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[Wh i t a k e r
,
1 9 8 1] . T h i s i s fi r s t s t a t e d a s :

+ {s r {p r r v + r - v
°

. {e y {p r g

- E fe ^ 2 + q
* y + v

°
• E fe v

« ) + v
°

. 5: (t y (4 . 9 3 )

R e a r r a n g e m e n t u s i n g i d e n t i t i e s (4 . 4 7 ) a n d (4 .
5 1 ) ,

a s s u m i n g t h a t t h e t e r m v
"

• v
" i s

n e g l i g i b l e ,
a n d s u b t r a c t i o n y i e l d s t h e m a c r o s c o p i c i n t e g r a l e n e r g y e q u a t i o n a s [H a s -

s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 9 0]:

{e r {p r ^ = - {̂ r T «
: V V

« - V • ({e r (q )
* ^

)

+ {e r {p r 7̂ - E (^
"

/9
^ S + Qa ^ ) (4 - 94 )

4 . 6 A B a l a n c e E q u a t i o n f o r E n t r o p y

I n a d d i t i o n t o c o n s e r v i n g e n e r g y ,
s y s t e m s w i l l c o n v e r g e t o w a r d a n e q u i l i b ri u m s t a t e

i n w h i c h e n t r o p y r e a c h e s a m a x im u m v a l u e a n d n o l o n g e r c h a n g e s w i t h t im e [G r e i n e r

e t a l .

,
1 9 9 4] . A s a t h o u g h t e x p e ri m e n t

,
c o n s i d e r a p e r f u m e w h i c h i s s p r a y e d i n t o a

r o o m . T h e p e r f u m e w i l l d i s p e r s e t h r o u g h o u t t h e r o o m . A s p o n t a n e o u s g a t h e r i n g

o f t h e p e r f u m e i n o n e c o r n e r o f t h e r o o m
,
ho w e v e r

,
d e fi e s c o m m o n s e n s e a n d h a s

n e v e r b e e n o b s e r \
'

e d ,
a l t h o u g h t h i s w o u l d n o t v i o l a t e t h e c o n s e r s' a t i o n o f e n e r g}

'

.

T h i s i l l u s t r a t e s t h a t a d d i t i o n a l i n f o r m a t i o n a b o u t a p o r o u s m e d i a s y s t e m is g a i n e d

by q u a n t i f j d n g t h e s p e c i fi c p r o d u c t i o n o f e n t r o p y t h a t m u s t b e gr e a t e r t h a n o r e q u a l

t o z e r o [C o l e m a n a n d N o l l
,
1 96 3 ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y , 19 90 , 1 99 3 a ] .

Yo T t h e a - p h a s e
,
7 7 w i l l b e u s e d t o r e p r e s e n t t h e s p e c i fi c e n t r o p y p e r u n i t m a s s .

U t i l i z i n g t h e f r a m e w o r k o f t h e m a c r o s c o p i c b a l a n c e e q u a t i o n
,
E q . (4 . 6 5 ) ,

w e w i ll s e t

■0 = 77 [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 7 9b ] .

E n t r o p y c a n b e e x c h a n g e d b e tw e e n t h e v o l u m e a n d i t s s u r r o u n d i n g s . T h e o u t w a r d

a d v e c t i v e m o v e m e n t o f e n t r o p y i s r e p r e s e n t e d b y t h e d i v e r g e n c e o f t h e p r o d u c t o f r )

a n d t h e m e a n v e l o c i t y . T h e n o n - a d v e c t i v e m o v e m e n t o f e n t r o p y o u t o f V ^ i s r e p r e -
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s e n t e d a s j , j , = <̂
° w h e r e 0 " i s a e n t r o p y fl u x v e c t o r f o r t h e a -

p h a s e [H a s s a n i z a d e h

a n d G r a y ,
1 9 7 9b ] .

E n t r o p y i s t h e o n l y c o n s e n ^ e d q u a n t i t y i n w h i c h p r o d u c t i o n
,
a s d e fi n e d , i s p e r m i s ¬

s i b l e . T h e r e fo r e
,
V = A w h e r e A i s t h e s p e c i fi c p r o d u c t i o n o f e n t r o p y .

S = b w h e r e b

r e p r e s e n t s t h e e x t e r n a l s u p p l y o f e n t r o p y .

Su b s t i t u t i o n i n t o E q . (4 . 6 5 ) y i e l d s :

A c c u m u l a t i o n N o n - a d v e c t i v e

o f e n t r o p y A d v e c t i o n o u t t r a n s fe r o u t
o f v o l u m e o f v o l u m e

5 « e ) ° (p )" W ) = - V • ((e )
"

{p r V
« ?P ) - V . ((£ >

" r )
d t

+ {e r (p r ^ + {s r {p r ^ - E ^
^ ^ (r + r ) - E k ^ (^ - ^ s )

S u p p l y o f P r o d u c t i o n o f ^
,

' >—v—'

e n t r o p y e n t r o p y A d v e c t i v e t r a n s f e r N o n - a d v e c t i v e

i n t o i n t e r f a c e s t r a n s fe r

i n t o i n t e r f a c e s

w h e r e

r = <0 )
° + {p r (^ ^ ) (4 . 9 6 )

h t ^ = ^ J n
' '

- (t> d A (4 . 9 7 )

E q . (4 . 9 5 ) is s im p l i fi e d b y s u b t r a c t i o n o f t h e c o n t i n u i t y e q u a t i o n
,
E q . (4 . 75 ) ,

m u l t i p l i e d b y 7f t o y i e l d :

5 ( (g )
°

{p r r ) ^
d j i e r (p ^ )

_
d t d t

- V . { {e r {p r r "

r ) + r V . ({e r {p r ^ )
- V • {{e r <t> ° ) + {e r {p r ^ + {^ r {p r ^

- E ^
a /? (T + r ) + r E ^

a /?
- E ^

a ^ (4 - 9 8 )

U s i n g t h e m a t h e m a t i c a l i d e n t i t i e s E q . (4 . 52 ) a n d E q . (4 . 5 3 ) a n d t h e d e fi n i t i o n

o f a m a t e r i a l d e r i v a t i v e a s s t a t e d i n E q . (4 . 4 8 ) , E q . (4 . 9 8 ) c a n b e s im p l i fi e d a n d

r e w r i t t e n a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 7 9 b ]:

(^ >
"

{p r ^ = - ^ • (^ )° <̂
°
+ {̂ r (p r ^

+ {e r {p r ^ - E iK ^ fi
"
+ K ^ ) (4 . 9 9 )
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T h e r i g o r o u s d e v e l o p m e n t o f t h e e n t r o p y i n e q u a l i t y i s im p o r t a n t i n d e t e r m i n ¬

i n g t h e r m o d y n a m i c a l l y f e a s i b l e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s f o r a c o h e r e n t a n d s y s t e m a t i c

a p p l i c a t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t e q u a t i o n s . E x i s t i n g m a t h e m a t i c a l t h e ¬

o r i e s o f m u l t i p h a s e fl o w h a v e b e e n l a c k i n g i n r i g o r
,
c o n s i s t i n g p r i m a r i l y o f h e u r i s t i c

c o n s t i t u t i v e t h e o r j ' w h i c h a p p e a r t o h a v e p h y s i c a l l y u n r e a l i s t i c p r o p e r t i e s [G r a y a n d

H a s s a n i z a d e h
,
19 9 1 a ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 9 3 b ] . Wi th t h e q u a n t i fi c a t i o n o f e n ¬

t r o p y ,
t w o r e l a t e d a p p r o a c h e s h a v e b e e n a p p l i e d fo r t h e d e v e l o p m e n t o f t h e r m o d y n a m ¬

i c a l l y c o n s t r a i n e d c o n s t i t u t i v e t h e o r i e s . N o n - e q u i l i b r i u m t h e r m o d j ' n a m i c s [M a r i e
,

19 8 2 ; K a la y dj i a n ,
1 9 8 7 ; P a v o n e

,
1 9 92 ] a n d t h e m e th o d o l o g y^ o f C o l e m a n a n d N o l l

[19 6 3 ], a p p l i e d b y [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 8 0 a ; G r a y a n d H a s s a n i z a d e h

,
19 9 1b ;

H a s s a n i z a de h a n d G r a y ,
19 9 3 b ], h a v e s e r v e d t o f o r m u l a t e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s

d e s c r i b i n g t h e b e h a \ d o r o f m u l t i p h a s e s y s t e m s a t t h e m a c r o s c a l e . M u c h w o r k i s s t i l l

n e e d e d i n t h e d e v e l o p m e n t o f c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s a n d w i l l b e d i s c u s s e d i n m o r e

d e t a i l i n C h a p t e r 5 .

4 . 5 . 5 S u mm a r y o f C o n s e r v a t i o n E q u a t i o n s

T o s u m m a r i z e
,
a s y s t e m a t i c d e s c r i p t i o n o f a v e r a g e d q u a n t i t i e s i n c l u d i n g t h e d e ¬

s c r i p t i o n o f i n t e r f a c e s h a s b e e n d e r i v e d f r o m t h e m i c r o s c a l e . P h y s i c a l i n f o r m a t i o n

f r o m t he m i c r o s c a l e i s fi l t e r e d a n d u t i l i z e d a t t h e m a c r o s c a l e . P r o c e s s e s o c c u r r i n g a t

i n t e r f a c e s a r e r e p r e s e n t e d a s p r e c i s e l y d e fi n e d a v e r a g e d q u a n t i t i e s . A dm i t t e d l y ,
m a n y

e q u a t i o n s a x e p r e s e n t e d i n a n e ff o r t t o c l e a r l y d e s c r i b e t h e i n t e g r a l m a c r o s c o p i c c o n -

s e r v ' a t i o n e q u a t i o n
,
E q . (4 . 65 ), a n d i t s a p p l i c a t i o n t o m a s s

,
m o m e n t u m

,
e n e r gj

'

,
a n d

e n t r o p y b a l a n c e s . T a b l e 4 . 2 s u m m a r i z e s t h e q u a n t i t i e s t h a t a r e s u b s t i t u t e d i n t o E q .

(4 . 65 ) t o o b t a i n i n d e p e n d e n t c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s f o r m a s s [E q . (4 . 7 6 )], m o m e n t v m i

[E q . (4 . 8 2 )], e n e r g >' [E q . (4 . 9 4 )] , a n d e n t r o p y [E q . (4 . 9 9 )] .

4 . 6 I n t e r f a c e E q u a t i o n s

I n m u l t i p h a s e fl u i d fl o w
,
t h e r e w i l l b e m u l t i p l e fl u i d - s o l i d i n t e r f a c e s a n d fl u i d - fl u i d

i n t e r f a c e s . I n t e r f a c i a l e ff e c t s h a v e b e e n l a r g e l y i g n o r e d b y c o n v e n t i o n a l a p p r o a c h e s
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T a b l e 4 , 2 : Q u a n t i t i e s f o r m a c r o s c o p i c v o l u m e b a l a n c e e q u a t i o n s

Q u a n t i t y P

M a s s

M o m e n t u m
r

p a

g

E "
+ i u

^E n e r g 3' T °
. v

°
+ q

°

g
• v

°
+ h "

E n t r o p y Tf
" r 6° A "

t o t h e s o l u t i o n o f fl o w a n d t r a n s p o r t
,
h o w e v e r , t h e s e i n t e r f a c e s h a v e s i g n i fi c a n t c o n ¬

s e q u e n c e s [S l a t t e r y ,
1 98 0 ; A br i o l a a n d G r a y ,

1 98 5 ; G r a y a n d H a s s a n i z a d e h
,
1 9 8 9

,

19 9 1b ] . I n o r d e r t o r e p r e s e n t t h e i n t e r f a c i a l e ff e c t s , m a s s
,
m o m e n t u m ,

e n e r g j
'

,
a n d

e n t r o p y b a l a n c e e q u a t i o n s w i l l b e w r i t t e n fo r t h e i n t e r f a c e s .

n
a

F i g u r e 4 . 17 : T h e a
,

5 - i n t e r f a c e

T h e r e p r e s e n t a t i v e i n t e r f a c e
, A a ^ ,

s h o w n p r e v i o u s l y i n F i g u r e 4 . 8 a n d h i g h l i g h t e d

a b o v e i n F i g u r e 4 . 1 7
, i s b o u n d e d o n e i t h e r s i d e b y t h e a - a n d / ^- p h a s e s . T h e b o u n d i n g

l i n e s s u r r o u n d i n g t h e i n t e r f a c e c a n b e s u b d i v i d e d i n t o t h e t w o t y p e s ,
C « ^ a n d C« /j ^

.
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Ca i i r e p r e s e n t s t h e l i n e c a u s e d b y t h e i n t e r s e c t i o n o f t h e i n t e r f a c e a n d t h e b o u n d a r }
-

o f V . Ca ^ j r e p r e s e n t s t h e e d g e s c a u s e d b y t h e a i? 7 - c o n t a c t l i n e .

T o t h e n w r i t e a m a c r o s c a l e i n t e g r a l c o n t i n u u m b a l a n c e e q u a t i o n f o r a s c a l a r o r

v e c t o r p r o p e r t } ' , i l > ,
w e f o l l o w t h e m e t h o d o l o g j

'

p r e s e n t e d i n t h e p r e \ d o u s s e c t i o n f o r

b a l a n c e e q u a t i o n s a b o u t v o l u m e s . Qu a n t i t i e s w i t h i n t h e i n t e g r a n d s a r e m i c r o s c a l e

q u a n t i t i e s t h a t w i l l b e a s s u m e d t o r e a c h c o n t i n u o u s
,
a v e r a g e v a l u e s w h e n i n t e g r a t e d

a b o u t t h e m a c r o s c o p i c i n t e r f a c e . F o r t h e b o u n d i n g e d g e s o f t h e a /?- i n t e r f a c e d e ¬

fi n e d a s n o t e d a b o v e
,
t h e c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n f o r t h e a /J- i n t e r f a c e c a n b e s t a t e d a s

[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 9 0 ]:

A d v e c t i v e a n d
So u r c e s a n d N o n - A d v e c t i v e F l u x e s

A c c u m u l a t i o n P r o d u c t i o n T h r o u g h C o n t a c t L i n e s

^ / p
" ^ ^ dA ^ I p

° ^ (S + V ) d A - J2 / * i
" ^

• [p ^ ' ^Cv " ^ - y
° ^ )rP + u ] d C

- J n f - [p " ^
y

<' ^ ^ î + j f ] d C - Y: / n
'

• [p '

(v
» - v

° ^ )^ + j ^ .] d A (4 . 10 0 )

>

,

' >
,

'

A d v e c t i v e a n d A d v e c t i v e a n d
N o n - A d v e c t i v e F l u x e s N o n - A d v e c t i v e F l u x e s

T h r o u g h B o i m d i n g E d g e s T h r o u g h B o u n d i n g Su r f a c e s

w h e r e p
" ^ i s t h e m a s s d e n s i t y o f t h e a 5 - i n t e r f a c e ; v

* * ^ is t h e v e l o c i t y o f t h e a 3 -

i n t e r f a c e ; v ^'
^
i s t h e v e l o c i t y o f C " ^

; v
" ^ i s t h e v e l o c i t y o f C ^ '

'
; a n d j ^ . r e p r e s e n t s

n o n - a d v e c t i v e fl u x t e r m s . T h e t e r m o n t h e L H S r e p r e s e n t s t h e a c c u m u l a t i o n o f t h e

s c a l a r o r v e c t o r p r o p e r t y ,
i j; ,

w i t h i n A a ^ ; t h e fi r s t t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s s o u r c e s

a n d p r o d u c t i o n w i t h i n t h e a ;3 - i n t e r f a c € ; t h e s e c o n d t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s

a d v e c t i v e a n d n o n - a d v e c t i v e fl u x e s o u t o f t h e Q /?- i n t e r f a c e a n d i n t o t h e c o n t a c t l i n e ;

t h e t h i r d t e r m o n th e R H S r e p r e s e n t s a dv e c t i v e a n d n o n - a d v e c t i v e fl u x e s o u t o f o n e

r e p r e s e n t a t i v e a r e a i n t o a n a d j a c e n t r e p r e s e n t a t i v e a r e a ; t h e fo u r t h t e r m o n t h e R H S

r e p r e s e n t s a d v e c t i v e a n d n o n - a d v e c t i v e fl u x e s o u t o f t h e a /?- i n t e r f a c e a n d i n t o e i t h e r

t h e a - o r /?- p h a s e s . I n t h e s e c o n d t e r m o n t h e R H S ,
t h e n o t a t i o n

, I ^̂ a t a ^ / i s u s e d

t o i n d i c a t e s t h a t a l l o f t h e C a ^ l i n e s a r e c o l l e c t i v e l y c o n s i d e r e d .

T h e t r a n s p o r t t h e o r e m f o r a fi x e d i n t e r f a c e
,
E q . (4 . 24 ) , i s u s e d t o e x p r e s s t h e t o t a l

t i m e d e r i v a t i v e i n t h e t e r m o n t h e L H S o f E q . (4 . 10 0 ) a s a p a r t i a l t im e d e r i v a t i v e .

T h e d i v e r g e n c e t h e o r e m
,
E q . (4 . 2 0 ), i s u s e d t o t r a n s f o r m t h e i n t e gr a l o f t h e fl u x
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o u t t h r o u g h b o u n d i n g e d g e s i n t o t h e d i v e r g e n c e o f a n i n t e g r a l o v e r t h e s u r f a c e A a ^ -

C o m b i n e d
,
t h i s a l l o w s t h e m a c r o s c a l e b a l a n c e e q u a t i o n

,
s t i l l c o n t a i n i n g m i c r o s c o p i c

q u a n t i t i e s w i t h in t h e i n t e g r a l s ,
t o b e s t a t e d a s :

^ J p
^ ^ V^ d A = j p

^ ^ i S + V ) d A - Y i / ^
° ^

• [p
^ ^ Cv

' ' ^ - v
° ^ ^ )^ + j ^ ] d C

- V • j (p ° ^
v

° ^ ^ + j f ) d A - Y . / n
'

• [p
'

(v
' - v

^ ^ )^ + j ^ . ] d A ( 4 . 1 0 1 )

N o t i n g t h a t t h e s p e c i fi c s u r f a c e
, {a )° ^ ,

f r o m EJq . (4 . 3 3 ) c a n b e s t a t e d a s :

1 _ (a )° ^
V

~
A ^ ^

T h e r e fo r e d i v i d i n g E q . (4 . 10 1 ) by t h e m a c r o s c o p i c v o l u m e
, V , y i e l d s :

(4 . 1 0 2 )

A a $ A a 0

- (̂ ) E / ^
*

• W' - v
° ^ )^ + j ^ ] dA + (i^ ) / p

° ^ (5 + V ) dA (4 . 1 0 3 )

A p p l j d n g t h e v o l u m e - a v e r a g i n g t e c h n i q u e fo r s u r f a c e s
,
E q . (4 . 3 4 ) y i e l d s :

d {{a r ^ {^
^ ^ r ) ^ _ v . ((„ )« /» (p « ^ v " ^ ^ )

« ^ ) - V . [{a r % r ' )
- f^ ) E / n

' ' ^
• k ^ (v

° ^ - v
' ' ^ ^ ) ^^ + j J d C

+ f T̂ —) E / ^
'
'

• k
'

(v
' - v

° ^ )t /' + j J d A + {a r ^ {p
" ^ {S + V )r ^ (4 . 10 4 )

A p p l y i n g t h e d e fi n i t i o n o f t h e m a s s a v e r a g e ,
E q . (4 . 3 8 ) t o E q . (4 . 10 4 ) a n d d e ¬

s c r i b i n g t h e e x p e c t e d fl u c t u a t i o n s a s i n E q . (4 . 4 1 ) y i e l d s :

a (( a )« ^ (/t>) ° ^ T
^
)

d t
= - v (a )

« ^ {p r ^ (y ^ ^
' ' ^ )] - V . ( a )

° ^ (j ^ >
° ^
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7 r
^ « ^

- E

+ (0 )' ^ W " " (5 ^ + ^ ° ^ (4 . 10 5 )

m " W " ^ '
) = _ v . ((„ ) = ^ (, ). ^ r - ^ ^ ^

Sim p l i f yi n g E q . (4 . 10 5 ) w i t h i d e n t i t i e s (4 . 4 3 ) t h r o u g h (4 . 4 6 ) y i e l d s t h e m a c r o s c a l e

i n t e r f a c e b a l a n c e e q u a t i o n i n t e r m s o f a v e r a g e d m i c r o s c a l e q u a n t i t i e s a s :

d t
'

- v . {(a )° ^ [Ov - r ^ - {p r ^ ^ ^^W^] + {a r ^ (p r ^ (s ^ + v ^
+ E k , (̂ '

+ - ^ + U - E k l . (^
'

+ ^ ° ' ) + £y (4 . 1 0 6 )

w h e r e

e f^ = L J n
° ^

. [^
« ^ (v

° ^ - v
" "^ ^ )] rf C (4 . 1 0 7 )

a n d

Tf^ = ^ I n
^ ^

- U d C (4 . 10 8 )

a n d e ^^ a n d j
„ ^ a r e d e fi n e d i n E q . (4 . 66 ) a n d E q . (4 . 6 7 ) ,

r e s p e c t i v e l j
'

.

T h e a b o v e e q u a t i o n i s a c o n t i n u u m m a c r o s c a l e e q u a t i o n t h a t s p e c i fi e s t h e c o n s e r ¬

v a t i o n o f a q u a n t i t y o f i n t e r e s t i n t e r m s o f m a t h em a t i c a l l y d e fi n e d a v e r a g e s w i t h i n

t h e v o l u m e a n d a t a l l i n t e r f a c e s . T h e f o r m u l a t i o n a l l o w s f o r t h e m e a s u r e m e n t o r

p a r a m e t e r i z a t i o n o f v a r i a b l e s o f i n t e r e s t w i t h i n t h e R E V a n d a t i n t e r f a c e s . T h e

d i fi e r e n t i a l e q u a t i o n s c a n b e s y s t e m a t i c a l l y a p p l i e d t o a q u i f e r - s c a l e p r o b l e m s . T h e

r i g o r o u s e q u a t i o n d e v e l o p m e n t a l l o w s f o r t h e i n c o r p o r a t i o n o f m o r e c o m p l e x s y s t e m s

w i t h t h e i n t e r a c t i o n b e t w e e n m u l t i p l e p h a s e s e x p l i c i t l y d e fi n e d . T h e a d d i t i o n a l d e ¬

t a i l c a n a l s o b e u s e d t o d e v e l o p e n e r g j
' a n d e n t r o p y b a l a n c e e q u a t i o n s t h a t c a n b e

u s e d t o c o n s t r a i n c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s i n c o n c u r r e n c e w i t h t h e s e c o n d l a w o f

t h e r m o d y n a m i c s .
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T h e l a s t t w o t e r m s o f E q . (4 . 1 0 6 ), a s d e fi n e d a b o v e
,

a c c o u n t f o r i n t e r a c t i o n s o f

a n a /5 - i n t e r f a c e w i t h a b o u n d i n g c o n t a c t l i n e .

4 . 6 . 1 C o n s e r v a t i o n o f M a s s

F o r t h e c o n s e j r v a t i o n o f m a s s f o r t h e a / ?- i n t e r f a c e
,
i p = 1

, j
°

,

= 0 a s s u m i n g th a t

t h e n e t d i f f u s i v e fl u x i s z e r o
,
S ° '^ = 0 a s s u m i n g t h a t t h e r e a r e n o s o u r c e s o f m a s s

,

a n d T^ ^ = 0 a s s u m i n g th a t t h e r e i s n o p r o d u c t i o n o f m a s s .

Su b s t i t u t i o n i n t o E q . (4 . 10 6 ) y i e l d s :

A c c u m u l a t i o n . , . ,

o f m a s s A d v e c t i v e t r a n s f e r

,
^

s f r o m v o l u m e s

d i i a r i p y ' ) ^ _ y . (( ^ )
a ^ (^ )

a ^ v
o ^ ) + e ^^ + e f ^ - E K^, (4 . 10 9 )

A d v e c t i o n o u t >
v—'

o f i n t e r f a c e A d v e c t i v e t r a n s f e r
t o c o n t a c t l i n e s

w h e r e t h e t e r m o n t h e L H S r e p r e s e n t s a n y a c c u m u l a t i o n o f m a s s o n t h e i n t e r f a c e d u e

t o c h a n g e s i n t h e s p e c i fi c a r e a o r t h e d e n s i t y . T h e fi r s t t e r m o n t h e R H S r e p r e s e n t s

t h e a v e r a g e a d v e c t i o n o f m a s s i n a l l s p a t i a l d i m e n s i o n s . T h e s e c o n d a n d th i r d t e r m s

o n t h e R H S a c c o xm t f o r m a s s t r a n s f e r r e d f r o m t h e a - a n d /J- p h a s e s
,
r e s p e c t i v e l y ,

i n t o

t h e tt i^ - i n t e r f a c e
,
t h e r e f o r e r e p r e s e n t i n g a n a d d i t i o n o f m a s s . T h e f o u r t h t e rm o n t h e

R H S a c c o u n t s f o r t r a n s f e r o f m a s s f r o m t h e Q /?- i n t e r f a c e t o t h e t h e a /?7 - c o n t a c t l i n e .

I t i s h e l p fu l t o d e s c r i b e t h e g o v e r n i n g e q u a t i o n s f o r a p o r o u s m e d i a s y s t e m i n t e r m s

t h e m a t e r i a l d e r i %' a t i v e
,
E q . (4 . 4 9 ) , d e fi n e d i n th e m a t h e m a t i c a l n o t a t i o n s e c t i o n . T h i s

a l l o w s r e s t a t e m e n t o f E q . (4 . 1 0 9 ) a s :

D i i a r i p r ) ^ _ ^̂ ^
. , ^̂ ^

« , V . V
« ^

+ e
°

, + e f , - E e ^J, . (4 . 1 10 )

4 . 6 . 2 C o n s e r v a t i o n o f M o m e n t u m

A n i n t e r f a c e m u s t c o n s e r v e m o m e n t u m i n t h e s a m e m a n n e r a s t h e v o l u m e [H a s -

s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 9 3 a ] . F o r t h e c o n s e r \ ' a t i o n o f m o m e n t u m o f t h e a / ?- i n t e r f a c e ,

t jj = v
* ^ s u c h t h a t t h e a c c u m u l a t i o n t e r m is t h e p r o d u c t o f m a s s p e r a r e a a n d v e l o c i t y

r e p r e s e n t i n g t h e m o m e n t u m p e r a r e a .
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T h e t e r m s o n t h e R H S o f t h e e q u a t i o n n o w r e p r e s e n t t h e s u m o f f o r c e s a c t i n g

o n t h e a ^ - i n t e r f a c e p e r a r e a . T h e f o r c e s t h a t a c t o n a n i n t e r f a c e a r e s u r f a c e f o r c e s

a n d b o d y fo r c e s [S l a t t e r y ,
19 7 2 ; Wh i t a k e r

,
19 8 1] . Su r f a c e f o r c e s

,
s u c h a s s t r e s s w i t h

n o r m a l a n d t a n g e n t i a l c o m p o n e n t s
,

r e p r e s e n t f o r c e s e x e r t e d o n t h e s u r f a c e o f t h e

i n t e r f a c e . B o d y f o r c e s
,
s u c h a s g r a v i t y ,

m a g n e t i c
,
a n d e l e c t r o s t a t i c f o r c e s

,
a r i s e f r o m

a c t i o n s t h a t o c c u r a t a d i s t a n c e f r o m t h e i n t e r f a c e w i t h o u t p hy s i c a l c o n n e c t i o n .

T h e e x p r e s s i o n o f s u r f a c e fo r c e s r e q u i r e s e x p l a n a t i o n a n d c l e a r d e fi n i t i o n . T o

a c c o u n t f o r s u r f a c e f o r c e s ,
w e d e fi n e j

° ^ = T ° ^ w h e r e t h e s t r e s s t e n s o r i s a s s u m e d t o

b e a c o n t i n u o u s fu n c t i o n w i t h th e t h r e e fo l l o w i n g p r o p e r t i e s :

1 . A s t r e s s v e c t o r
,
t * ^

,
m a y b e w r i t t e n i n t e r m s o f t h e d i v e r g e n c e o f t h e s t r e s s

t e n s o r
,
T ° ^

,
a s [S l a t t e r y ,

1 9 9 0]:

r ^ = V • T " ^ (4 . 1 1 1 )

2 . T h e i n t e r f a c i a l s t r e s s t e n s o r i s s y n u n e t ri c [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 9 3 a ] a s a l l

p o r t i o n s o f t h e m e d i u m a r e a s s u m e d n o n - p o l a r [S l a t t e r y ,
1 9 9 0];

3 . T h e s t r e s s v e c t o r s a c t i n g u p o n o p p o s i t e s i d e s o f t h e s a m e e d g e o f t h e i n t e r f a c e a t

a g i v e n p o i n t a r e e q u a l i n m a g n i t u d e a n d o p p o s i t e i n d i r e c t i o n (e . g .

,
t " ' ' = — 1

°

„

w h e r e n i n d i c a . t e s t h a t t h e s t r e s s i s a c t i n g i n t h e n o r m a l o u tw a r d d i r e c t i o n )

[Wh i t a k e r
,
1 9 8 1];

«S = g w h e r e g r a v i t y i s t h e o n l y b o d y f o r c e p e r i m i t m a s s c o n s i d e r e d . A d d i t i o n ¬

a l l y , V = 0 a s t h e r e a r e n o v e l o c i t y p r o d u c i n g p r o c e s s e s o c c u r r i n g o n t h e i n t e r f a c e .

S u b s t i t u t i o n i n t o E q . (4 . 10 6 ) j ' i e l d s :

o f m o m e n t u m A d v e c t i o n o u t N o n - a d v e c t i v e
o f i n t e r f a c e s u r f a c e f o r c e s B o d y fo r c e s

+ E K. (v '
+ v

' ) + q - E fe (v " ' + v
«^0 + *

"

^ l (4 . 1 12 )
^ N «

7 ?^ ^

A d v e c t i v e a n d A d v e c t i v e a n d
N o n - a d v e c t i v e t r a n s f e r N o n - a d v e c t i v e t r a n s f e r

f r o m v o l u m e s i n t o c o n t a c t l i n e s
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w h e r e

X « ^ = ( T )
" ^ + {p )

" ^ v ^ / J y " ^
" * ^

(4 . 1 1 3 )

i :%= ^ J n
- ^

- T d C (4 . 1 14 )

M u l t i p l i c a t i o n o f E q . (4 . 10 9 ) b y v
' * '' a n d s u b t r a c t i o n f r o m E q . (4 . 1 1 2 ) y i e l d s t h e

m o m e n t u m e q u a t i o n i n t h e f o l l o w i n g f o r m :

{a r ^ {p T ^ ^ ^ = - V • ((o )° ^ T " ^ ) + (a )" ^ (p ) ° ^ g

w h e r e

v
'

'
° ^ = v

' - v
* * ^ (4 . 1 16 )

4 . 6 . 3 C o n s e r v a t i o n o f E n e r g y

T h e c o n s e r v a t i o n o f e n e r g j ' f o l l o w s f r o m t h e fi r s t l a w o f t h e r m o d y n a m i c s s t a t i n g

t h a t t h e a c c u m u l a t i o n o f e n e r g j
'

(t h e s u m o f i n t e r n a l a n d k i n e t i c ) i n t h e i n t e r f a c e i s

e q u a l t o t h e r a t e o f s u r f a c e w o r k d o n e b y th e i n t e r f a c e p l u s t h e n e t r a t e t h a t h e a t
,

m a g n e t i c
,
e l e c t r i c a l

,
a n d c h e m i c a l e n e r g i e s a r e t r a n s fe r r e d o u t o f t h e i n t e r f a c e p l u s t h e

r a t e a t w h i c h w o r k i s d o n e o n t h e i n t e r f a c e b y b o d y fo r c e s s u c h a s g r a v i t y [Wh i t a k e r ,

1 9 8 1 ; C h u n g ,
19 9 6] .

Wi t h t h e u n d e r s t a n d i n g t h a t fl u c t u a t i o n s w i l l e x i s t i n t h e m a c r o s c o p i c v e l o c i t y

fi e l d
,
t h e e n e r gj

' f o r t h e i n t e r f a c e i s w r i t t e n a s :

^ = F ^
+
(!^ + I^ (4 , 17 )

w h e r e E ' * ^ i s t h e i n t e r n a l e n e r g j '
' d e n s i t y f u n c t i o n fo r t h e i n t e r f a c e a n d i f ^ a n d v

° ^

a r e t h e m e a n a n d fl u c t u a t i o n i n t h e m a g n i t u d e o f t h e i n t e r f a c i a l v e l o c i t y ,
r e s p >e c

-

t i v e l y . F l u c t u a t i o n s i n t h e m a g n i t u d e o f v e l o c i t y a r e d u e t o t h e d i ff u s i o n v e l o c i t y

[A c h a n t a e t a l .

,
1 9 94 ] . T h e s e fl u c t u a t i o n s w i l l b e d e t e c t e d a s p a r t o f t h e i n t e r n a l

e n e r g y m e a s u r e m e n t w h e n a l l s p e c i e s i n a p h a s e a r e c o n s i d e r e d c o l l e c t i v e l y .
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T w o m e t h o d s i n w h i c h e n e r g y c a n b e e x c h a n g e d b e t w e e n t h e i n t e r f a c e a n d i t s

s u r r o u n d i n g s a r e t h e s u r f a c e w o r k d o n e b y t h e i n t e r f a c e a n d t h e h e a t t h a t i s t r a n s ¬

f e r r e d o u t o f t h e i n t e r f a c e . T h e w o r k d o n e o n t h e b o u n d a r >
'

o f t h e i n t e r f a c e c a n b e

r e p r e s e n t e d a s t h e d o t p r o d u c t o f t h e s t r e s s t e n s o r a n d t h e v e l o c i t y v e c t o r [S l a t t e r y ,

1 9 7 2] . C o m b i n e d w i t h t h e o u t w a r d m o v e m e n t o f h e a t
,
t h e e n e r gj

' d i s s i p a t e d o u t o f

t h e i n t e r f a c e i s d e fi n e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 0 ]:

d A (4 .
1 18 )

Se t t i n g v
" ^ = y + v a n d r e a r r a n g e m e n t j d e l d s :

O^ r ^ = (T r ^
. V

" ^
+ (q >

« ^ (4 . 1 19 )

w h e r e

(q )
« ^ = J - / 11

°
• fx . v

° ^ + q + p
^ ^ y

^ ^ E f ] dA (4 .
1 2 0 )

E n e r g y s u p p l y i s d e s c r i b e d b y S = g - y
° '^ + h w h e r e h i s t h e e x t e r n a l s u p p l y o f e n e r gj ^ ,

a n d V = 0 a s s u m i n g t h a t t h e r e a r e n o e n e r gy p r o d u c i n g p r o c e s s e s . S u b s t i t u t i o n i n t o

E q . (4 . 10 6 ) y i e l d s :

A c c u m u l a t i o n
o f e n e r g y A d v e c t i o n

o f e n e r g y
*

N o n - a d v e c t i v e

fl u x o f e n e r g y

Su p p l y
o f e n e r g y

w h e r e

K i . CE ,
" ' - E f ) + r S, (4 . 12 1)

A dv e c t i v e a n d
n o n - a d v e c t i v e t r a n s f e r

f r o m v o l u m e s

A d v e c t i v e a n d
n o n - a d v e c t i v e t r a n s f e r

i n t o c o n t a c t l i n e s

a i3

h ' ^ î = g . v
° /? + l i

" ^

(4 . 1 2 2 )

(4 . 1 2 3 )

(4 . 12 4 )
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a n d

i * Tfi j = ^ / n
° ^

• [t • ( V + V ) + q + p
° ^

v
« ^ ^ f ] d C

(4 . 12 5 )

s u c h t h a t

C |^ = i / n
° ^

. [t . V + q + p
^ ^ y

' ^ ^ E f ] d C (4 . 12 6 )
^ a 0 l

-

e T
« /?

E q . (4 . 1 2 1 ) i s fi r s t s i m p l i fi e d b y s u b t r a c t i n g th e p r o d u c t o f E ^ a n d t h e m a s s

c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n f o r a n i n t e r f a c e
,
E)q . ( 4 . 1 0 9 ) , g i v i n g :

>
a /J >

d {{a r ^ {p r ^ E^ _
( ^ ^

_ ^
Tr ^ ^

' ' '

\ d {{a r ^ (p r ^ )
a t d t

- V . ( (a )
" ^ (p )" ^ V

" ^
"

E ^ ^ ) + I :r ^
+ i^ I V . ( (a )

° ^ (p )
° ^ V

" ^ )

- V • [(a ) « ^ ((T )° ^ • V
« ^ + (q )° ^ )] + (a )« ^ (/3 ) ° ^ g . v « ^ + /^

- " ^

2 I ' '
" ^

^ " ^ s .
_ fr - ^

. ^
-

) ^ .

E te cs .
" ' - £

« ^ ) + .f* :^ ] + fr ' '
+ ^

°

1 E S° ?r (^ - 1 2 7 )

Sim p l i fi c a t i o n g i v e s :

(a )
" ^ (p )

« iJ _ V _ L = _ V . [(a ) " ^ ((T )° ^ • V
« ^ + (q )

° ^ )]
+ (a )

" ^ p )
° ^

g
. v « /* + / ^

" ^
4 - E feU ^ "

" ' - ^ r O + q
* l J

i = a ^

w h e r e

' - '

v
— ' - '

V v

a ^

^ f + q
* :y (4 . 1 2 8 )

(4 . 1 2 9 )
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E q . (4 . 12 8 ) i s f u r t h e r s i m p l i fi e d b y s u b t r a x; t i n g t h e s c a l a r p r o d u c t o f v
° ^ a n d t h e

m o m e n t u m e q u a t i o n
,
E q . (4 . 1 1 2 ), y i e l d i n g :

{a ^ (P r - ^ ~ ^ - v
" ^

• {a r ^ {p T '
^ "^ ^

D t
' ' ^ '

^
'

D t

= - V . [(a )" ^ ((T )" ^ ^ • ^r ^ + (q )
° ^ )] + v

° ^
. V . ((a )° ^ T * ^ ^ )

+ (o ) ° ^ (p )
° ^

g
. v " /? + / r

^ - v
° ^

• ( a )
" ^ (p )

' ^ ^
g

- E (^S. 4
" ' + C • ^ ' + ^S. ) + V " ^

• E te . {̂ ' + v
" 0 + C ] (4 - 1 3 0 )

R e a r r a n g e m e n t u s i n g i d e n t i t i e s (4 . 4 7 ) a n d (4 . 5 1 ) a n d s u b t r a c t i o n j d e l d s t h e m a c r o ¬

s c o p i c i n t e g r a l e n e r g j
'

e q u a t i o n a s :

<a )
° ^ (p )

° ^ ^ ^ = - {a )
" ^ T « ^

: V V
« ^ - V • ((a )« ^ (q ) " ^ ) + (a )« ^ {p ^ ^ T ^

- E (Ki r E f + i :%• ^ ' + € i^ + y
' "

■ E [e: ^ (̂ ' + v
° 0 ] (4 - 13 1 )

Sim p l i fi c a t i o n a s s u m i n g t h a t fl u c t u a t i o n s i n t h e t o t a l e n e r gy a n d t h e s c a l a r p r o du c t

o f i n t e r f a c i a l v e l o c i t i e s a t t h e i n t e r f a c e b o u n d a i } ' a n d t he c o n t a c t l i n e w i l l b e o b s e r v e d

a s a p a r t o f t h e t o t a l e n e r gj
'

gi v e s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 90 ]:

( a )
° ^ {p y ^ ^^ = - (a )

° ^ T ° ^
: V V

" ^ - V • ((a )* ^ ^ (q )° ^ ) + (a )* * ^ (p ) ° ^ T
^

+ E [eU^ ^
" '

+ t U - V > ^ 4 -

qy - E (t :^ - V
« ^ + q

°

?, )(4 . 13 2 )

4 . 6 . 4 B a l a n c e o f E n t r o p y

Sy s t e m s w i l l c o n v e r g e t o w a r d a n e q u i l i b r i i m i s t a t e i n w h i c h e n t r o p y r e a c h e s a

m a x i m u m A' a l u e [G r e i n e r e t a l .

,
19 94 ] . A d d i t i o n a l i n f o r m a t i o n i s g a i n e d b y q u a n t i ¬

fy i n g t h e s p e c i fi c p r o d u c t i o n o f e n t r o p y a t t h e i n t e r f a c e [C o l em a n a n d N o l l
,
19 6 3 ;

H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 90

,
1 9 9 3 a ] .
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Fo r t h e a /J- i n t e r f a c e
,
r f

^ '^ w i l l b e u s e d t o r e p r e s e n t t h e s p e c i fi c e n t r o p y p e r u n i t

m a s s . E n t r o p y c a n b e e x c k a n g e d b e t w e e n t h e i n t e r f a c e a n d i t s s u r r o u n d i n g s . T h e

o u t w a r d a d v e c t i v e m o v e m e n t o f e n t r o p y i s r e p r e s e n t e d by t h e d i v e r g e n c e o f t h e p r o d ¬

u c t o f r f ^ a n d t h e m e a n i n t e r f a c i a l v e l o c i t y . T h e n o n - a d v e c t i v e m o v e m e n t o f e n t r o p y

o u t o f A a ^ i s r e p r e s e n t e d a s j
° ^ = <pP ^ w h e r e (j/

^ ^ i s t h e e n t r o p y fl u x f o r t h e i n t e r f a c e
,

S " ^ = b° ^ w h e r e b° ^ i s t h e e x t e r n a l s u p p l y o f e n t r o p y ,
a n d V ^ ^ = A ° ^ w h e r e A * * ^ i s

s p e c i fi c p r o d u c t i o n o f e n t r o p y .

A c c u m u l a t i o n N o n - a d v e c t i v e „ , ,

o f e n t r o p y A d v e c t i o n o u t t r a n s f e r p u t b u p p l y o t

o f i n t e r f a c e o f m t e r f a c e e n t r o p y

+ ( a r ^ (p r ^ A ^ + y: K/ ' T - ^o + ^ y - e [e3 . (r
^ - r ^ ) + K i y ] (4 - 13 3 )

P r o d u c t i o n o f >
y

^ >
y

^

e n t r o p y A d v e c t i v e a n d A d v e c t i v e a n d
n o n - a d v e c t i v e t r a n s fe r n o n - a d v e c t i v e t r a n s fe r

f r o m v o l u m e s i n t o i n t e r f a c e s

w h e r e

<^
° ^ = (</, )

° ^ - (p )
" ^

v ° ^ 77
" ^

" ^
(4 . 13 4 )

n : ^ = i j n
' ^ ^

- r ^ d C (4 . 1 3 5 )

M u l t i p li c a t i o n o f E q . (4 . 10 9 ) b y r f ^ a n d s u b t r a c t i o n f r o m E q . (4 . 13 3 ) y i e l d s :

D t

- h ( a )
" ^ ( /. )

° ^ A ^ + E [̂ , 0 ^ ^ _ /j|
.> ^ ) + n y - E (n

° J, )(4 . 13 6 )

w h e r e

j f ^ ^ = r f - r f ^ (4 . 13 7 )

T h e e n t r o p j ' o f t h e i n t e r f a c e i s o f im p o r t a n c e i n s w e l l i n g c o l l o i d a l s j
'

s t e m s [A c h a n t a

e t a i
,
1 9 94 ] a n d f o r d e s c r i b i n g t h e r m o d y n a m i c a l l y c o n s t r a i n e d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s .

4 . 6 . 5 S m n i n a r y o f I n t e r f a c e E q u a t i o n s

In s u m m a r y
'

,
a s y s t e m a t i c d e s c r i p t i o n o f a v e r a g e d q u a n t i t i e s f o r i n t e r f a c e s i n c l u d ¬

i n g t h e d e s c r i p t i o n o f c o n t a c t l i n e s h a s b e e n d e r i v e d f r o m th e m i c r o s c a l e . P h y s i c a l

(a )
« ^ (p )

<* /» ^ ff ! l = - V . ((a )
« ^ r ^ ) + {a r ^ (p )

° ^ W
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i n f o r m a t i o n f r o m t h e m i c r o s c a l e i s fi l t e r e d a n d u t i l i z e d a t t h e m a c r o s c a l e . P r o c e s s e s

o c c u r r i n g a t c o n t a c t l i n e s a r e r e p r e s e n t e d a s p r e c i s e l y d e fi n e d a v e r a g e d q u a n t i t i e s .

A dm i t t e d l y ,
a l a r g e n u m b e r o f e q u a t i o n s a r e p r e s e n t e d i n a n e ff o r t t o c l e a r l j

' d e s c r i b e

t h e i n t e g r a l m a c r o s c o p i c c o n s e r \ ' a t i o n e q u a t i o n
,
E q . (4 . 10 6 ), a n d i t s a p p l i c a t i o n t o

m a s s
,
m o m e n t u m

,
e n e r g y ,

a n d e n t r o p y b a l a n c e s . T a b l e 4 . 3 s u m m a r i z e s t h e q u a n t i t i e s

t h a t a r e s u b s t i t u t e d i n t o E q . (4 . 10 6 ) t o o b t a i n i n d e p e n d e n t c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s

f o r m a s s [E q . (4 . 1 10 )], m o m e n t u m [E q . (4 . 1 1 5 )] , e n e r g y [E q . (4 . 13 2 )], a n d e n t r o p y

[E q . (4 . 1 3 6 )] .

T a b l e 4 . 3 : Qu a n t i t i e s f o r i n t e r f a c e e q u a t i o n s

Qu a n t i t y 11)

M a s s 0 0

7̂ J^a iiM o m e n t u m g 0

E <^ ^ + U v
^ î Y

w
E n e r g y 0

A ^E n t r o p y t
5 ^

4 . 7 C o n t a c t L i n e s

C o n t a c t l i n e s a r e f o r m e d a t t h e i n t e r s e c t i o n o f t h r e e - p h a s e s . F i g u r e 4 . 8 d e p i c t s a

t h r e e -

p h a s e s y s t e m a n d s h o w s t h e Ca ^s^
- c o n t a c t l i n e a t t h e i n t e r s e c t i o n o f t h e t h r e e

p h a s e s . F i g u r e 4 . 1 8 a g a i n h i g h l i g h t s a c o n t a c t l i n e w i t h p e r t i n e n t n o t a t i o n . T h e

c o n t a c t l i n e m a y b e b o u n d e d b y t h e s u r f a c e i n t e r f a c e s a n d b o t h i n t e r n a l a n d b o u n d a r y

e n d p o i n t s . T h e c o n t a c t l in e is i g n o r e d by c o n v e n t i o n a l a p p r o a c h e s a s n e g l i g i b l e ,

h o w e v e r
,
t h e i n t e g r a l a p p r o a c h p r o v i d e s b a l a n c e e q u a t i o n s t o a c c o u n t f o r t h e p o t e n t i a l

c o n t r i b u t i o n s o f t h e c o n t a c t l i n e s . U p o n a p p l i c a t i o n t o a s p e c i fi c s y s t e m ,
i t w i l l b e

d e t e r m i n e d w h e t h e r c o n t a c t l i n e s m a y b e t r e a t e d a s j u m p c o n d i t i o n s o r d i s c o u n t e d

a l t o g e t h e r .

T h e g e n e r a l m i c r o s c a l e c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n f o r a g i v e n s c a l a r o r v e c t o r p r o p e r t y ,

i p ,
f o r t h e Q /77 - c o n t a c t l i n e a d h e r e s t o t h e p r e v i o u s l y d e r i v e d c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s
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V a ^ y

B o u n d a r y o f V

n
q ;/37

' •
* ^ *

.

"
P a P^ X

n
a /3

F i g u r e 4 . 18 : A C o n t a c t L i n e Sh o w i n g In t e r n a l a n d E x t e r n a l E n d p o i n t s

9 2

a n d i s s t a t e d a s [G r a y ,
1 9 94 ]:

A c c u m u l a t i o n
i n c o n t a c t l i n e

A d v e c t i v e a n d
n o n - a d v e c t i v e t r a n s f e r

i n t o e n d p o i n t s

j ^ j p
' ' ^ ^ d C = - Y: n

" ^ •
• [p ' ^ ^ w

' ^ ^ rp + j f ' )
^
a ^ y

0 17 . *

+ E / ^ ^
• (p ' ^ (v

° ^ - v
" ^

' )Ti' + j « , ) d C + / p
° ^ (S + V ) d C (4 . 13 8 )

C a 0 y

A d v e c t i v e a n d
n o n - a d v e c t i v e t r a n s f e r

f r o m i n t e r f a c e s

Su p p l y a n d

p r o d u c t i o n

w h e r e

+ 53 n
° ^

. (p " ^ ^ v " ^ ^ + j ^ ) (4 . 1 3 9 )

'
a fl '

T

e r a -

f A

a n d p
'* '' ' ^ i s t h e m a s s d e n s i t y o f t h e c o n t a c t l i n e ; v

" ^ ' *' i s t h e v e l o c i t j
*

o f t h e c o n t a c t

l i n e ; j
" ^ * ^ i s a n o n - a d v e c t i v e fl u x ; n ^ i s t h e u n i t v e c t o r t a n g e n t t o C^ ^ o r i e n t e d

o u t w a r d f r o m t h e l i n e a t a c o m m o n p o i n t P a ^ t h a t i s a n e n d p o i n t o f t h e c o n t a c t
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9 3

l i n e ; 5 i s a n e x t e r n a l s o u r c e o f i p ] a n d P i s a m e a s u r e o f t h e n e t p r o d u c t i o n o f ■0

w i t h i n t h e a
,

,5 7 - c o i i t £ i c t l i n e .

T h e t r a n s p o r t t h e o r e m f o r a fi x e d c o n t a c t l i n e
,
E q . (4 . 3 1 ), i s u s e d t o e x p r e s s t h e

t o t a l t i m e d e r i ^ ' a t i v e i n t h e a c c u m u l a t i o n t e r m o n t h e L H S o f E q . (4 . 13 8 ) a s a p a r t i a l

t im e d e r i v a t i v e . T h e d i v e r g e n c e t h e o r e m
,
E q . (4 . 2 7 ), i s u s e d t o t r a n s f o r m t h e s u m

o f fl u x e s t h r o u g h b o im d a i y e d g e e n d p o i n t s i n t o a d i v e r g e n c e o f a n i n t e g r a l o v e r t h e

c o n t a c t l i n e . C o m b i n e d
,
t h i s a l l o w s t h e m a c r o s c a l e b a l a n c e e q u a t i o n

,
s t i l l c o n t a i n i n g

m i c r o s c a l e q u a n t i t i e s i n s i d e t h e i n t e g r a l s ,
t o b e s t a t e d a s :

+ E / ^ " • k ' (v ' * ^ - v
" ^ )^ + i A ^ ^ + / p

" ^ (^ + ^ ) ^ <̂ (4 . 1 4 0 )

(4 . 14 1 )

N o t i n g t h a t t h e s p e c i fi c l e n g t h , (1)° ^ ,
f r o m E q . (4 . 35 ) c a n b e s t a t e d a s :

1 _ (/ )° ^

T h e r e f o r e d i v i d i n g E q . (4 . 14 0 ) b y t h e m a c r o s c o p i c v o l u m e
,
V

, y i e l d s :

+ -

7 , E / ^ ' '
•

/ '
* ' (v

° ^ - v
° ^ )^ + j J rf C (4 . 14 2 )

U s i n g t h e p r e v i o u s l y d e fi n e d l i n e a v e r a g e ,
E q . (4 . 3 6 ) ,

a n d t h e m a s s a v e r a g e fo r l i n e
,

E q . (4 . 3 9 ), a n d d e fi n i n g fl u c t u a t i o n t e r m s a s d e s c r i b e d i n E q . (4 . 4 2 ) a l l o w s u s t o

w r i t e E q . (4 . 14 2 ) i n t e r m s o f m a c r o s c o p i c q u a n t i t i e s a s [G r a y ,
19 9 4 ]:

^ ((0 " "

(P ^ )°
"

) ^ _ ^ , (̂ î ^y ^ (p v
" ^ T 0 )

a ^ 7 ) _ V . ((/ )
« ' »T i^^ y ^ )

+ f^̂ ) E / I I
"

• k (v
" ^ - v

° ^ ' ) ^ + u ] dC (4 . 14 3 )
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Sim p l i f j o n g E q . (4 . 1 4 3 ) w i t h i d e n t i t i e s ( 4 . 4 3 ) t h r o u g h (4 . 4 6 ) j d e l d s :

d t

- V

d t
- a /3

-

v

P
a 0 i X

c r y f
- - 1

+ E ^S?t (̂ '
+ ^ ' ' ) + SJ + (0 " ^ ^ (P )' * ^ (^

' '
+ ^ ^ "

) ( 4 . 1 4 4 )

w h e r e

e : fe = :^ E ^
° ^

• [p " ^ ^ (v
" ^ ^ - V ^^ ^ ^

)] (4 . 1 4 5 )

a n d

C A
= ^ E n

° ^
- J1-

^ (4 - 1 4 6 )

^
q S^a a c c o u n t s f o r m a s s t r a n s fe r r e d f r o m t h e c o n t a c t l i n e t o t h e e n d -

p o i n t s o f t h e

c o n t a c t l i n e a n d i
^ ^ x i s a n e x p r e s s i o n f o r t h e n o n - a d v e c t i v e fl u x o u t o f t h e c o n t a c t

l i n e i n t o t h e e n d - p o i n t .

4 . 7 . 1 C o n s e r v a t i o n o f M f i s s

F o r t h e c o n s e r s
-

a t i o n o f m a s s f o r t h e a /?7 - c o n t a c t l i n e
,

■0 = 1
, i % = 0 s t a t i n g

t h a t t h e n e t d i f fu s i v e fl u x i s z e r o
,

«S = 0 a s s u m i n g t h a t t h e r e a r e n o s o u r c e s
,
a n d

P = 0 a s s u m i n g t h a t t h e r e a r e n o m a s s p r o d u c i n g p r o c e s s e s . S u b s t i t u t i o n i n t o E q .

(4 . 14 4 ) j d e l d s :

^ ( (O" ' ^ (p )°
" ^ ) _ _ y . (̂ (j

s

^
a ^ { p )

° ^ y
" ^ '

' )

+ e t r
+ € , -

r
+ e T̂ - E K '

,
'

x (4 - 14 7 )

w h e r e t h e t e r m o n t h e L H S r e p r e s e n t s a n y a c c i u n u l a t i o n o f m a s s w i t h i n t h e c o n t a c t

l i n e d u e t o c h a n g e s i n l e n g t h o r d e n s i t y . T h e fi r s t t e r m o n t h e R H S a c c o u n t s f o r

a d v e c t i o n o f m a s s o u t o f t h e c o n t a c t l i n e . T h e s e c o n d
,
t h i r d

,
a n d fo u r t h t e r m s o n t h e

R H S r e p r e s e n t a t r a n s fe r o f m a s s f r o m t h e r e s p e c t i v e i n t e r f a c es i n t o t h e c o n t a c t l i n e .
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T he fi n a l t e r m o n t h e R HS a c c o u n t s fo r m a s s t r a n s f e r r e d o u t o f t h e c o n t a c t l i n e i n t o

t h e e n d p o i n t
.

I n t h e c a s e t h a t t h e c o n t a c t l i n e i s m a s s l e s s
, p

*^ ^ - - + 0 . E q . (4 . 1 4 7 ) r e d u c e s t o t h e

f o l l o w i n g :

i l i^ + V . ( (/ )° ^ ^ ; ^ ) = - e ; ^ , + E e ;^ I (4 . 14 8 )
d t P

a 0 t \

w h e r e

a n d

e l a . = n^ A ° ^ ^
I Z

° ^
M (4 - 1 4 9 )

C. ei = Hm
^ {%] = ^ E -

' ' ^ ^
• [K ^ ^ - v

° ^ ^ ^ )] (4 . 15 0 )

A d d i t i o n a l l y ,
a s p

" ^ - + 0 t h e n e t m a s s t r a n s fe r r e d f r o m a l l i n t e r f a c e s t o t h e c o n t a c t

l i n e w i l l b e z e r o a n d t h e m a s s t r a n s f e r r e d f r o m t h e c o n t a c t l i n e t o a p o i n t a t t h e e n d

o f t h e l i n e w i l l a l s o b e z e r o
,
s t a t e d a s :

K l , + € ^
^ + € ^ = 0 (4 . 15 1 )

a n d

e tSl x = 0 (4 . 15 2 )

E q . (4 . 15 1) a n d E q . (4 . 15 2 ) ,
w h e n a s s u m e d

,
a r e u s e fu l i n c l o s i n g t h e s y s t e m o f

e q u a t i o n s i n m u l t i p h a s e a p p l i c a t i o n s
.

4 . 7 . 2 C o n s e r v a t i o n o f M o m e n t u m

A c o n t a c t l i n e m u s t c o n s e r v e m o m e n t u m i n t h e s a m e m a n n e r a s t h e v o l u m e a n d

t h e i n t e r f a c e [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 9 3 a ] . F o r t h e c o n s e r v ' a t i o n o f m o m e n t u m o f

t h e a ;37 - c o n t a c t l i n e
, V' = v

" ^ "

^ s u c h t h a t t h e a c c u m u l a t i o n t e r m is t h e p r o d u c t o f

m a s s p e r l e n g t h a n d v e l o c i t y r e p r e s e n t i n g t h e m o m e n t u m p e r l e n g t h .

T h e t e r m s o n t h e R H S o f t h e e q u a t i o n n o w r e p r e s e n t t h e s u m o f f o r c e s a <: t i n g

o n t h e a /3 7 - c o n t a c t l i n e p e r u n i t l e n g t h . T h e f o r c e s t h a t a c t o n a n c o n t a c t l i n e a r e

s u r f a c e f o r c e s a n d b o d y fo r c e s [S l a t t e r y ,
1 9 7 2] . T o a c c o u n t f o r s u r f a c e fo r c e s

,
w e d e fi n e
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j
a ^ 7 _ j ^a ^ w h e r e t h e s t r e s s t e n s o r is a s s u m e d t o b e a c o n t i n u o u s f u n c t i o n w i t h t h e

t h r e e fo l l o w i n g p r o p e r t i e s :

1 . A s t r e s s v e c t o r
,
t " ^

'

'
,
m a y b e w r i t t e n i n t e r m s o f t h e d i v e r g e n c e o f t h e s t r e s s

t e n s o r
,
T " ^ '

>
,
a s [S l a t t e r y ,

19 9 0 ]:

t
« ^ 7 = V • T ° ^ (4 . 1 5 3 )

2 . T h e i n t e r f a c i a l s t r e s s t e n s o r i s s y m m e t r i c [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 3 a ] a s a l l

p o r t i o n s o f t h e m e d i xm i a r e a s s u m e d n o n - p o l a r [S l a t t e r y ,
1 9 9 0];

3 . T h e s t r e s s v e c t o r s a c t i n g u p o n o p p o s i t e s i d e s o f t h e s a m e e d g e o f t h e i n t e r ¬

f a c e a t a g i v e n p o i n t a r e e q u a l i n m a g n i t u d e a n d o p p o s i t e i n d i r e c t i o n (e . g .

,

t 2^ _ —t
" ^

' ' ' w h e r e n i n d i c a t e s t h a t t h e s t r e s s i s a c t i n g i n t h e n o r m a l o u t w a r d

d i r e c t i o n ) [Wh i t a k e r
,
19 8 1];

«S = g w h e r e g r a \ d t y i s t h e o n l y b o d y f o r c e p e r u n i t m a s s c o n s i d e r e d . A d d i t i o n a l l y ,

V = 0 a s t h e r e a r e n o v e l o c i t y p r o d u c i n g p r o c e s s e s o c c u r r i n g o n t h e c o n t a c t l i n e .

Su b s t i t u t i o n i n t o E q . (4 . 14 4 ) y i e l d s :

- V . [(/) ° ^ ^ T ° ^ ^ ] + (/ )° ^ ( /!>)
« ^ '

c r y . . r .

' e

(4 . 1 5 4 )

w h e r e t h e c r o s s - fl u c t u a t i o n s o f v
" ^ "

^ w i t h i t s e l f h a v e b e e n r e i n s e r t e d a s t h e s e a r e n o t

e x p e c t e d t o b e z e r o a n d w h e r e

X « /»7 = T̂ )
" ^ + (p )

" !^ y a ff ^ y a ^ " ' ^
(4 .

1 5 5 )

C A
=
F E n

' ^ ^
. T " ^

. (4 . 15 6 )
' '

o ^ t X

Sim i l a r t o p h a s e a n d i n t e r f a c e d e r i v a t i o n s
,
E q . (4 . 14 7 ) i s m u l t i p l i e d b y y

" ^ a n d

su b t r a c t e d f r o m E q . (4 . 15 4 ) t o } d e l d t h e m a c r o s c a l e m o m e n t u m b a l a n c e f o r a c o n t a c t
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l i n e a s :

+ E [e i^. (v
^^ ' " ^ ^ + v

' ^ - ^ ^ ) + C ] - E C a (4 . 1 5 7 )

w h e r e

v O> /J 7 = v
* ^ - v

° ^ T (4 . 1 5 8 )

WT i e n t h e c o n t a x : t l i n e i s a s s u m e d m a s s l e s s
,
t h e c o n t a c t l i n e m a y s t i l l s u s t a i n a

s t r e s s [G r a y ,
1 9 94 ] . I n l i g h t o f t h i s

,
t h e l im i t a s p

^ ^ "

^ - > 0 f o r E q . (4 . 1 5 7 ) i s t a k e n t o

y i e l d :

- V . ((/ )° ^ (T
' * ^ ^ )) + E [̂ &. (V

' ^ ' " ^ ^ + v
' ^ - " ^ ' ) + d

- E K%x
= 0 (4 . 15 9 )

A d d i t i o n a l l y ,
i f t h e c o n t a c t l i n e i s a s s u m e d t o n o t p o s s e s s a n y t h e r m o d y n a m i c p r o p ¬

e r t i e s
,
t h e n e t m o m e n t u m t r a n s f e r r e d f r o m a l l i n t e r f a c e s t o t h e c o n t a c t l i n e w i l l b e

z e r o a n d th e m o m e n t i m i t r a n s f e r r e d f r o m t h e c o n t a c t l i n e t o a p o i n t a t t h e e n d o f

t h e l i n e w i l l a l s o b e z e r o
,
r e d u c i n g E q . ( 4 . 1 5 7 ) t o :

E [^Sj 7 (̂ ' ' "
" ^ + v

* ' '
" ^ ) + t iy = 0 (4 . 1 6 0 )

a n d

E d ; A = 0 (4 . 1 6 1 )

4 . 7 . 3 C o n s e r v a t i o n o f E n e r g y

Fo r c o n s e r v a t i o n o f e n e r gy o f t h e Q
,

5 7 - c o n t a c t l i n e
,
t j} = E + (v ° ' ^ '

' )^ / 2 = E ^^
"

^

w h e r e E i s t h e i n t e r n a l e n e r g}
' d e n s i t y f u n c t i o n a n d v

° ^ i s t h e m a g n i t u d e o f t h e

c o n t a c t l i n e v e l o c i t y , j ^
^ = T ' * ' ' ^

• v
" ^ '

'' + q w h e r e T " ^ '

' ' i s t h e s t r e s s t e n s o r a n d q i s

t h e h e a t fl u x v e c t o r
,
S ° ^ = g

• v
" ^

'

' ' + h
,
a n d 7> ° ^ — 0 a s s u m i n g t h a t t h e r e a r e n o

NEATPAGEINFO:id=7CC74C79-F013-4B8C-A703-FD432F3CE9C0



9 8

e n e r g }
'

p r o d u c i n g p r o c e s s e s . S im p l e s u b s t i t u t i o n i n t o E q , (4 . 14 4 ) y i e l d s :

a t

t j = a p

+ E [^& (^ ^
^

+ K ^ ) + q g - J (4 . 1 6 2 )

w h e r e

— ^
a ^ 7 A

V + q ^ ^ ^ ;^ (4 . 16 3 )

s u c h t h a t

CSa
= :^ E ^

° ^
• [t • V + q + p

° /»7
v

- ^ 7 ^ « ^ 7 ] d c (4 . 16 4 )
r
o i 9 T A

Si m i l a r t o p h a s e a n d i n t e r f a c e d e r i v a t i o n s
,
E q . (4 . 14 7 ) i s m u l t i p l i e d b y E ^

^ '
'

a n d

s u b t r a c t e d f r o m EJq . (4 . 16 2 ) t o y i e l d t h e m a c r o s c a l e e n e r gy b a l a n c e f o r a c o n t a c t l i n e

a s :

(Z)
" ^ ^ ({T ' '

'̂
. v " ^ T _ u « \ a ^v

« /^ T + q ) c
— .— ■—. . M i l l «

' C t 3 y \ 1

0 7

w h e r e

+ (/ )
" ^ (p )

" ^
g T v

« ^ - E [̂ (^ r ^ " + ^ '
" ^

) + qS?7 ]
+ E CSa (4 . 1 6 5 )

(4 . 1 6 6 )

WTi e n t h e c o n t a c t l i n e i s m a s s l e s s
,
t h e c o n t a c t l i n e m a y s t i l l b e a s o u r c e o f i n t e r n a l

e n e r gy . C o n s i d e r i n g t h e l i m i t a s p
'^ ^ '

^ - ^ 0 f o r E q . (4 . 1 65 ) i s t a k e n t o >d e l d :

V • ((Z)* * ^
"

(t ° ^
• v

" ^ + q )
" ^ " )

- E [̂ (^ r ^
+ E r ^

) + q ^ ] + E CSa
= 0 (4 . 1 6 7 )
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A d d i t i o n a l l y ,
i f t h e c o n t a c t l i n e i s a s s u m e d t o n o t p o s s e s s a n y t h e n n o d >T i a m i c p r o p ¬

e r t i e s
,
t h e n e t e n e r g y t r a n s f e r r e d f r o m a l l i n t e r f a c e s t o t h e c o n t a c t l i n e w i l l b e z e r o

a n d t h e e n e r gj
' t r a n s f e r r e d f r o m t h e c o n t a c t l i n e t o a p o i n t a t t h e e n d o f t h e l i n e w i l l

a l s o b e z e r o
,
r e d u c i n g E q . (4 . 1 6 5 ) t o :

E [% t (^ t ^
+ ^ ' ° ^

) + q^J r ] = 0 (4 . 16 8 )

a n d

E q « ft A
= 0 (4 . 1 6 9 )

P .a ^ ^ X

4 . 7 . 4 B a l a n c e o f E n t r o p y

F t >r t h e e n t r o p y i n e q u a li t y a t t h e a /?7 - c o n t a c t l i n e i t) = r j
' ^ ^ w i t h i n h e r e n t d e ¬

v i a t i o n s
, j ^

^ " = <l>
" ^ w h e r e 0

" ^ ^ i s t h e fl u x o f e n t r o p y ,
S ' ' ^ '

' = b" ^ w h e r e b" ^
'

' i s

e x t e r n a l s u p p l y o f e n t r o p y a n d V ° ^
'

' = A " ^
'

' w h e r e A " ^ i s t h e s p e c i fi c p r o d u c t i o n o f

e n t r o p y .

S u b s t i t u t i o n i n t o E q . (4 . 1 44 ) y i e l d s :

- V

^ i i iZ i L i 1 l - _ v . ( (/ ) * ^
"

{^ )" ^ v ° ^ 77
" ' ' " )

(0 ° ^ ' U4>)° ^ + (p )
° ^ ^ ^ ^^ ^ ' )] + (0

° ^ ' {p t ^ r ^

+ {i r ^ - ^ {p r ^ T " "
+ E [4 ^ {n ' '

+ r ) + ^ y
- E [<%x (j i

' ' ^ + r ^ ^
) + K %x ] (4 . 1 7 0 )

w h e r e

1
K %x

= ^ E n
° ^

• r ^ (4 . 1 7 1 )

Si m i l a r t o p h a s e a n d i n t e r f a c e d e r i v a t i o n s
, E q . (4 . 14 7 ) i s m u l t i p l i e d b y r f ^

'

^ a n d

s u b t r a c t e d f r o m E q . (4 . 1 70 ) t o y i e l d t h e m a c r o s c a l e e n t r o p y b a l a n c e f o r a c o n t a c t

l i n e a s :

{l y ^ (p )- ^ ^̂
T̂
^ = - ^ ' [<' )° ^ ' ((*' ^>" ^ + (' ' )

" ^ ^ ^^ ^ )]
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+ {i r ^ {p t ^ ^ ^ + (/ >° ^ ' (p )
° ^

'

"

^ ^

a r t

+ E [e 2̂ (7J
'
'

^ '
° ^ + ^

' ' ' " ^ " ) + i 2̂ ] - E ^ X a (4 - 1 7 2 )

w h e r e

^
0> ^ = T/

' ^
'

- r ]
° ^ (4 . 1 7 3 )

WT i e n t h e c o n t a c t l i n e i s m a s s l e s s
,
t h e c o n t a c t l i n e m a j

'

s t i l l b e a s o u r c e o f e n t r o p y .

C o n s i d e r i n g t h e l i m i t a s p
" ^ —^ 0 f o r E q . (4 . 17 2 ) i s t a k e n t o y i e l d :

- V • {{i r ^ {4> r ^ ) + E [^^ 7 (^
'

'

' ' " ^ ' + ^
' ' ' " ^ ' ) + ^ ^
E ^& = 0 (4 . 1 74 )

f
a ^ T A

A d d i t i o n a l l y ,
i f t h e c o n t a c t l i n e i s a s s u m e d t o n o t p o s s e s s a n y t h e n n o d j o i a m i c p r o p

¬

e r t i e s
,
t h e n e t e n t r o p y t r a n s f e r r e d f r o m a l l i n t e r f a c e s t o t h e c o n t a c t l i n e w i l l b e z e r o

a n d t h e e n t r o p y t r a n s f e r r e d f r o m t h e c o n t a c t l i n e t o a p o i n t a t t h e e n d o f t h e Un e w i l l

a l s o b e z e r o
,
r e d u c i n g E q . (4 . 16 5 ) t o :

" 7

E Ŵ^ i v
• ^

■

•" ^ + V
' ^ ' " ^ ) + ^ 2̂ , ] = 0 (4 . 1 7 5 )

a n d

E K ?l x = 0 (4 . 1 7 6 )
a $ y X

4 . 7 . 5 S u mm a r y o f C o n t a c t L i n e E q u a t i o n s

T o s u m m a r i z e
,
m a c r o s c o p i c c o n t a c t l in e c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s h a v e b e e n d e r i v e d

w i t h a c c u m u l a t i o n
,
fl u x

,
s o u r c e ,

a n d p r o d u c t i o n t e r m s t h a t h a v e b e e n d e r i v e d f r o m

m i c r o s c a l e t e r m s . T a b l e 4 . 4 p r e s e n t s t h e q u a n t i t i e s t h a t a r e s u b s t i t u t e d i n t o E q .

(4 . 14 4 ) t o o b t a i n c o n s e r v '

a t i o n e q u a t i o n s f o r m a s s
,
m o m e n t u m

,
e n e r g >

'

,
a n d e n t r o p y .

4 . 8 A p p l i c a t i o n o f I n t e g r a l E q u a t i o n s

T h e e q u a t i o n s s u m m a r i z e d i n T a b l e s 4 . 2
,
4 . 3

,
a n d 4 . 4 p r o v i d e a m e a n s fo r s o l u ¬

t i o n o f fi e l d - s c a l e m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t p r o b l e m s . H o w e v e r
,
tw o o b s t a c l e s
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T a b l e 4 . 4 : Qu a n t i t i e s f o r c o n t a c t l i n e e q u a t i o n s

Q u a n t i t y f i ^ ^ a /J7 f y o ff f

M a s s

r C t î
"

r p a ^M o m e n t u m g 0

E " i^ + M v
^ ^

-

^ y^
' ^ <^ î

. y
O i i i f _ |_ Q

a r /» 7E n e r g y

io ^ ^

0

E n t r o p y 77
"

</>"

r e m a i n . F i r s t
,
t h e r m o d y n a m i c a l l y b a s e d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s m u s t b e d e v e l o p e d

f o r m u l t i p h a s e s y s t e m s . Se c o n d , a x r c u r a t e s o l u t i o n i s b e y o n d o u r c u r r e n t c o m p u t a
¬

t i o n a l c a p a b i l i t i e s
,
s i n c e t h e o v e r a l l s y s t e m o f i n t e g r a l c o n s e r \ ' a t i o n e q u a t i o n s r e q u i r i n g

s o l u t i o n b e c o m e s t o o l a r g e . A s c o m p u t a t i o n a l c a p a b i l i t i e s i n c r e a s e
,
t h e I G A p r o v i d e

a r i g o r o u s s o l u t i o n t o M P F T p r o b l e m .

W i t h c u r r e n t c o m p u t a t i o n a l l i m i t a t i o n s
,
i n s i g h t i n t o t h e e f fe c t s o f i n t e r f a c i a l a n d

c o n t a c t li n e e ff e c t s c a n b e g a i n e d t h r o u g h a p p l i c a t i o n o f t h e I C A t o s im p l i fi e d s y s t e m s .

T h e f o l l o w i n g c h a p t e r w i l l e x a m i n e a t w o -

p h a s e s y s t e m t o g a i n s u c h i n s i g h t s .
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C h a p t e r 5

A p p l i c a t i o n o f I n t e g r a l E q u a t i o n s

t o T w o - P h £ Ls e F l o w T h r o u g h

P o r o u s M e d i a

" I t i s a m a t h e m a t i c a l f a c t t h a t t h e c a s t i n g o f t h i s p e b b l e f r o m m j ' h a n d a l t e r s t h e

c e n t e r o f g r a v i t y o f t h e u n i v e r s e .

" T h o m a s C a r l y l e

5 . 1 A p p l i c a t i o n s o f t h e I n t e g r a l A p p r o a c h

T h e f o c u s o f t h i s c h a p t e r w i l l b e t h e s y s t e m a t i c a p p l i c a t i o n o f t h e i n t e g r a l c o n ¬

t i n u u m b a l a n c e e q u a t i o n s
,
b o u n d e d b y t h e r m o d j T i a m i c c o n s t r a i n t s . T h e i n t e g r a l

b a l a n c e e q u a t i o n s f o r m a s s , m o m e n t u m , e n e r g j
'

,
a n d e n t r o p y a r e s u m m a r i z e d i n T a ¬

b l e s 4 . 2
,
4 . 3

,
a n d 4 . 4 f o r v o l u m e s

,
i n t e r f a c e s

,
a n d c o n t a c t l i n e s r e s p e c t i v e l y . W h i l e

t h e m a c r o s c a l e i n t e g r a l a p p r o a c h i s t h e o r e t i c a l l y a p p e a l i n g a n d p r o m i s e s t o r e s o l v e

t h e i n c o n s i s t e n c i e s c o n t a i n e d i n c u r r e n t d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m c o m p o s i t i o n a l m o d e l s
,

m u c h w o r k r e m a i n s t o b e d o n e . D u e t o t h e l a r ge n u m b e r o f ^ 'a ^ i a b l e s
,
b o t h t h e l o g i ¬

c a l a p p l i c a t i o n a n d j u d i c i a l c h o i c e o f i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s i s n e c e s s a r j ^ A l s o
,
f o r m a l

a v e r a g i n g a p p r o a c h e s l e a d t o l a r g e s y s t e m s o f e q u a t i o n s
,
t h a t m u s t b e s im p l i fi e d s u b -
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s t a n t i a l l y i n o r d e r t o b e t r a c t a b l e w i t h c u r r e n t l y a v a i l a b l e c o m p u t a t i o n a l r e s o u r c e s .

F i n a l l y ,
c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s f o r t h e m a n y a d d i t i o n a l d e p e n d e n t v a r i a b l es a r e

n e c e s s a r y b e f o r e p r e d i c t i o n s c a n b e m a d e
.

M a c r o s c a l e i n t e g r a l e q u a t i o n s h a v e b e e n a p p l i e d t o t w o - p h a s e fl u i d s y s t e m s . T a b l e

5 . 1 r e v i e w s a p p l i c a t i o n s o f t h e i n t e g r a l c o n t i n u i m i a p p r o a c h t o v a r i o u s s i m p l i fi e d

s y s t e m s a n d s h o w s :

1 . m o r e i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s e x i s t ( a s w e l l a s m a n y m o r e u n l i s t e d s e c o n d a r j
*

v a r i a b l e s ) t h a n g o v e r n i n g e q u a t i o n s ;

2 . m u c h w o r k r e m a i n s t o b e d o n e i n o r d e r t o d e v e l o p t h e n e c e s s a r j
'

c o n s t i t u t i v e

t h e o r y fo r c l o s u r e o f e v e n s im p l e s y s t e m s ;

3 . a l a r g e n u m b e r o f e q u a t i o n s w i l l n e e d t o b e s o l v e d s i m u l t a n e o u s l y ;

4 . f e w r e s e a r c h e r s h a v e a p p l i e d m a c r o s c a l e i n t e g r a l e q u a t i o n s t o p o r o u s m e d i a

s y s t e m s ; a n d

5 . a p p l i c a t i o n s o f i n t e g r a l e q u a t i o n s h a v e n o t b e e n e x t e n de d t o m o r e t h a n t w o

fl o w i n g fl u i d s .

5 . 2 T h e I n t e g r a l A p p r o a c h A p p l i e d t o T w o - P h a s e

F l o w

I n t h i s r e p o r t
,
i n t e g r a l c o n t i n u u m b a l a n c e e q u a t i o n s w i l l b e a p p l i e d t o tw o -

p h a s e

fl o w w i t h f u l l c o n s i d e r a t i o n g i v e n t o t h e i n t e r f a c i a l b a l a n c e s . T h e r m o d j o i a m i c c o n ¬

s t r a i n t s w i l l b e a p p l i e d f o l l o w i n g th e m e t h o d o l o g y
-

o f C o l e m a n a n d N o l l [1 9 6 3] . T w o -

p h a s e fl o w f o r m u l a t i o n s w i t h c o n s i d e r a t i o n o f i n t e r f a c e s
,
u t i l i z i n g a f o r m a l a v e r a g i n g

p r o c e d u r e
,
c u r r e n t l y e x i s t i n t h e l i t e r a t u r e [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 99 0 ; G r a y a n d

H a s s a n i z a d e h
,
19 9 1 b ; A c h a n t a e t a i

,
1 99 4 ; G r a y e t a i

,
1 99 5 ] a s s h o w n i n T a b l e 5 . 1 .

WT i i l e t h i s c u r r e n t w o r k i s n o t n o v e l
,
i t r e m a i n s v e r j

'

e d u c a t i o n a l .

C o n s i d e r a p o r o u s m e d i a s y s t e m c o m p o s e d o f a s o l i d p h a s e
,
a n a q u e o u s p h a s e t h a t

p r e f e r e n t i a l l y w e t s t h e s o l i d p h a s e
,
a n d a N A P L p h a s e . T h e p h a s e s w i l l b e r e f e r r e d t o
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T a b l e 5 . 1 : I n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h e s

R e s e a j c h e r (s )
I n t e r - N o . o f EJq u a t i o n s I n d e p e n d e n t

P h a s e s f a c e s M a M o E n e r E n t V a r i a b l e s

H a s s a n i z a d e h

a n d G r a y [19 80 a ]
a

,
s 2 6 1 1 s

"
, p

"
,
v

*
-
*

,
r

,
T

, A

G r a y [1 9 8 3] a
, g ,

s s u m m e d 4 1 2 4

e ff e c t s

1 s s
-

p
"

,
v

°
,
T °

, K ^ ,

"

^ F^H a s s a n i z a d e h

a n d G r a y [1 9 90 ]
a

,
n

,
s a n

,
a s

,
6 1 8 6

n s

e s
°
p
"

,

A °
,
A ° ^

V s
"

,
a
° ^

,
V a

° ^
,

A °

A ° ^

G r a j / a n d

H a s s a n i z a d e h

[1 9 9 1b ]

a
, g ,

s a g ,
a s

,
6 18 6

H a s s a n i z a d e h

a n d G r a y [1 9 9 3b ]
a

,
n

,
s s u m m e d 2 6 2

e ff e c t s

s
"

,
s
"

, p
"

, p
"

,
v

*^

v " - "
, p

"

, p
"

, p ^ a
" " *

A «

,
A ° ^

V a
" ^

p
° ^

,
V p

° ^
,
v

" - *

A "

,
A " ^

A c /w i n to e i a l .

[1 9 94 ]
a

, g ,
s a g ,

a s
,

6 18 6

g s

M u r a d e t a l .

[1 99 5 ]
G m j / e i a l . [1 9 9 5]

a
,
s - 2 6 2 1 5

°
,
V 5

« E ^ v
' '

'
»

,
T

,
A

a
,
n

,
s a n

,
a s

, 6 1 8 6

n s

p
"

, p
" ^ v

°
'
*

,
v

° ' * ' *
,
E '

,

e
,
V e

,
s
°

,
V s

"
,

a
" ' '

,

V a
« ^

,
A °

,
A " ^
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r e sp e c t i v e l y as s
,
a

,
a n d n . T h e t h r e e p h a s e s a r e s e p a r a t e d b y i n t e r f a c e s t h a t p o s s e s s

t h e r m o d y n a m i c p r o p e r t i e s . T h e i n t e r f a c e s w i l l b e r e f e r r e d t o a s a n ,
a s

,
a n d n s f o r t h e

a q u e o n s - N A P L ,
t h e a q u e o u s - s o l i d

,
a n d t h e N A P L - s o l i d i n t e r f a c e s r e s p e c t i v e l y . T h e

th r e e p h a s e s m a y a l s o c o m e t o g e t h e r t o f o r m a c o n t a c t l i n e
,
a n s . I n t h i s d e v e l o p m e n t ,

t h e c o n t a c t l i n e w i l l b e a s s u m e d t o p o s s e s s n o t h e r m o d j
-

n am i c p r o p e r t i e s . A l l \ 'a r i a b l e s

a r e f o r m a l l y a v e r a g e d f r o m t h e m i c r o s c a l e t o t h e m a c r o s c a l e w i t h a v e r a g e d q u a n t i t i e s

n o t i n d i c a t e d w i t h t h e c u m b e r s o m e n o t a t i o n o f t h e p r e v i o u s c h a p t e r .

5 . 2 . 1 N o t a t i o n

F l u i d p a r t i c l e s a r e d e s c r i b e d w i th s p a t i a l c o o r d i n a t e s (x , y ,
z ) a t a s p e c i fi c t im e .

T h e m o t i o n i n m u l t i p h a s e fl o w s y s t e m s c a n b e d e s c r i b e d r e l a t i v e t o a fi x e d s p a t i a l c o ¬

o r d i n a t e s y s t e m (E u l e r i a n a p p r o a c h ) o r r e l a t i v e t o t h e m a t e r i a l o f i n t e r e s t (L a g r a n g i a n

a p p r o a c h ) [D e a r
,
19 7 2 ; Wh i t a k e r

,
1 98 1] . E q u a t i o n s w r i t t e n f o r a fi x e d c o n t r o l v o l u m e

r e l a t e t h e c o n d i t i o n s i n a c o n t r o l v o l u m e t o t h e fl o w o f m a s s
,
m o m e n t u m

,
e n e r gj '

'

o r

e n t r o p y t h r o u gh t h a t r e g i o n . A l t e r n a t i v e l y ,
e q u a t i o n s c a n b e w r i t t e n t h a t f o l l o w t h e

m o t i o n o f t h e p a r t i c l e s .

A t a n a r b i t r a r y i n i t i a l t im e
, d e fi n e d a s t = 0

,
t h e p o s i t i o n o f a fl u i d p a r t i c l e c a n

b e r e f e r r e d t o a s :

x = X
, y = Y

,
z = Z

,
t = 0 (5 . 1 )

I f w e d e fi n e a s p a t i a l p o s i t i o n v e c t o r a s [Wh i t a k e r
,
1 9 8 1] :

r = Lr + j y + k ^ (5 . 2 )

a n d a m a t e r i a l p o s i t i o n v e c t o r a s [Wh i t a k e r
,
1 98 1]:

R = i X + j y + k Z (5 . 3 )

T h e n
,
a s t im e p r o g r e s s e s

,
a p a r t i c l e '

s p o s i t i o n c a n b e d e s c r i b e d a s [Wh i t a k e r
, 19 8 1]:

dt (5 . 4 )- (J)
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s t a t i n g t h a t t h e s p a t i a l p o s i t i o n w i l l b e t h e i n i t i a l p o s i t i o n p l u s t h e c h a n g e i n t h e

p a r t i c l e
'

s p o s i t i o n o v e r t i m e
.

I n t h e s o l u t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w s y s t e m s
,
t h e m o t i o n o f fl u i d s r e l a t i v e t o t h e

s o l i d m a t r i x i s o f p r i m a r j
' i n t e r e s t . T h e r e f o r e

,
i n t h i s r e p o r t

,
m o t i o n w il l b e d e s c r i b e d

r e l a t i v e t o m o t i o n o f t h e s o l i d m a t r i x . So l i d p h a s e m o t i o n i s d e fi n e d b y t h e t r a n s f o r ¬

m a t i o n v e c t o r
,
f *

. U s i n g R a s t h e i n i t i a l p o s i t i o n a t t im e t = 0
,
t h e E u l e r i a n p o s i t i o n

o f t h e s o l i d i s s t a t e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 7 9 b ]:

r = f '

(R ,
t ) ( 5 . 5 )

D e f o r m a t i o n o f t h e s o l i d p h a s e w i l l t h e n b e d e s c r i b e d b y t h e L a g r a n g i a n s t r a i n t e n s o r

E *

,
t h a t b y d e fi n i t i o n i s s t a t e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 7 9 b ]:

E ' = i ((V * r )(V * r f - l ) (5 . 6 )

w h e r e V * i n d i c a t e s t h a t d i ff e r e n t i a t i o n t a k e s p l a c e w i t h r e s p e c t t o t h e m a t e r i a l r e f ¬

e r e n c e c o o r d i n a t e s
,
t h e s u p e r s c r i p t T i n d i c a t e s t h e t r a n s p o s e o f a t e n s o r i a l q u a n t i t y ,

a n d I i n d i c a t e s t h e u n i t t e n s o r .

T h e m a t e r i a l d e r i v a t i v e o f t h e d e f o r m a t i o n s t r a i n t e n s o r i s d e fi n e d a s [E r i n g e n ,

19 8 0 ]:
^^ = (V

* V )D
'

( V
* f '

)
^

(5 . 7 )

w h e r e D * i s t h e d e f o r m a t i o n r a t e t e n s o r f o r t h e s o l i d p h a s e a n d c a n b e d e fi n e d f o r

a n y p h a s e a s [h a s s a n i z a d e h a v d G r a y , 19 9 0] :

D
' * = i [V v

°
+ (V v

°

)
^ ] (5 . 8 )

a n d f o r t h e i n t e r f a c e a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 0 ]:

D " ^ = i [V v
° ^ + (V v

° ^ )
^ ] (5 . 9 )

T h e v e l o c i t y o f t h e s o l i d p h a s e c a n b e s t a t e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 0] :

v
' = v

'

(r , 0 (5 . 1 0 )
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R e l a t i v e v e l o c i t i e s f o r p h a s e s a n d i n t e r f a c e s w i t h r e s p e c t t o t h e s o l i d p h a s e a r e t h e n

d e fi n e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 9 0 ] :

v
" ' ' = v

° - v
' ( 5 . 1 1)

v
" ^ - * = v

« ^ - V
* (5 . 12 )

T h i s l e a d s t o t h e a d d i t i o n a l r e l a t i v e v e l o c i t i e s o f t h e f o r m :

v
« ^ = v

^ " * - v
^ " * ( 5 . 1 3 )

y
a ^ , 7 _

y
« ^ ^ _ y

-

r ^ ( 5 . 1 4 )

R e l a t i v e f o r m s o f t h e m a t e ri a l d e ri v a t i v e
,
t h a t w a s fi r s t d e fi n e d i n E q . (4 . 4 8 ) ,

m a y

a l s o b e d e fi n e d fo r t h e v o l u m e a n d t h e i n t e r f a c e a s :

D t D t
+ (v ^ -* - v

' * ' " ) • V ^ (5 . 15 )

+ (v
" ^ -

* - v
"

'
*

) • V ^ (5 . 16 )
D t D t

T h e f o l l o w i n g s e c t i o n s d e s c r i b e t h e a s s m n p t i o n s a n d m a n i p u l a t i o n s t o f o r m u l a t e

a c l o s e d p r o b l e m .

5 . 2 . 2 B a l z i u c e E q u a t i o n s a b o u t V o l u m e s

M a s s
,
m o m e n t u m (3 e q u a t i o n s ) ,

a n d e n e r g y c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s a r e w r i t t e n

a b o u t a r e p r e s e n t a t i v e e l e m e n t a x j
' v o l u m e fo r e a c h p h a s e

.
T h u s

,
f o r m u l a t i o n r e n d e r s

15 e q u a t i o n s f o r a t h r e e p h a s e s y s t e m . T a b l e 5 . 2 h i g h l i g h t s t h e 1 7 p r im a r j
'

i m k n o w n s

t h a t a r e c h o s e n a s i n d e p e n d e n t v a ri a b l e s fo r t h e s y s t e m i n c o n c u r r e n c e w i t h H a s ¬

s a n i z a d e h a n d G r a y [19 9 0] a n d G r a y e t a l . [19 9 5] . I n d e p e n d e n t \ ' a r i a b l e s a r e c h o s e n

f r o m a kn o w l e d g e o f t h e s y s t e m
'

s e x p e c t e d b e h a v i o r [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 0

,

p . 1 76 ] . I n d e p e n d e n t A' a r i a b l e s m u s t a l s o b e i n d e p e n d e n t o f t h e f r a m e o f r e f e r e n c e .

5 . 2 . 3 S e c o n d a r y V a r i a b l e s f o r V o l u m e s

M a n y a d d i t i o n a l ^ ' a ^ i a b l e s a x e u s e d i n t h e 1 5 g o v e r n i n g v o l u m e b a l a n c e e q u a t i o n s .

T h e r e f o r e
,
t h e v o l u m e ba l a n c e l a w s m u s t b e s u p p l e m e n t e d by i d e n t i t i e s

,
e q u a t i o n s o f
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T a b l e 5 . 2 : P r i m a x j '
'

v a r i a b l e s fo r i n t e g r a l e q u a t i o n s a b o u t v o l u m e s

V a r i a b l e N o m e n c l a t u r e N u m b e r o f U n k n o w n s

S a t u r a t i o n s
* ^

,
s

' ^ 1
,
1

D e n s i t y
~

F 7W7? 1
,
1

,
1

P h a s e v e l o c i t y v
°

,
v

" V S

D i s p l a c e m e n t v e c t o r f * 3

T e m p e r a t u r e T \ T VP 1
,
1

,
1

T o t a l 1 7

s t a t e
,
a n d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s f o r t h e e v e n t u a l c l o s u r e o f t h e e q u a t i o n s d e s c r i b i n g t h e

m u l t i p h a s e s y s t e m . C o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s c a n b e e x p r e s s e d i n t e r m s o f t h e p r im a r }
'

u n k n o w n s a n d t h e i r d e r i v a t i v e s .

F i r s t
,
b y d e fi n i t i o n

,
a l l v o l u m e f r a c t i o n s w i l l a d d t o o n e ; t h e r e fo r e :

£
°
+ e

"
+ £

" = l (5 . 1 7 )

T h e t o t a l v o i d s p a c e w i l l b e 1 — £
* = e ; a l l o w i n g s a t u r a t i o n s t o b e d e fi n e d a s :

e
" = e s

"

(5 . 18 )

Sa t u r a t i o n s a r e d e fi n e d f o r a p h a s e a s t h e r a t i o o f t h e v o l u m e f r a c t i o n t o t h e t o t a l

v o i d s p a c e . T h e r e f o r e
,
t h e f o l l o w i n g i d e n t i t y w i l l h o l d :

E ^
' * = E 7

= 1 (5 . 1 9 )

N e x t
,
a l l s o u r c e t e r m s a r e a s s u m e d k n o w n . B o d y f o r c e t e r m s s u c h a s g r a v i t y , g ,

t h a t a c t a s m o m e n t u m s o u r c e s a r e a s s u m e d k n o w n . L i k e w i s e
,
a l l e n e r g j ' s o u r c e t e r m s

,

h
,
a x e a s s u m e d k n o w n . E n t r o p y fl u x e s a r e a s s u m e d t o d e p e n d s o l e l y u p o n t h e h e a t

i n p u t a n d e x t e r n a l e n t r o p y s o u r c e t e r m s a r e a s s u m e d t o b e d u e s o l e l y f r o m e x t e r n a l

e n e r g y s o u r c e s [E r i n g e n ,
19 8 0] . T h e e n t r o p y fl u x v e c t o r a n d s u p p l y a r e t h e n s t a t e d

f o r v o l u m e s a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 8 0 a ]:

q
" }f
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T h i r d
,
n o t e t h a t t h e s t r e s s t e n s o r s

,
T "

,
h a v e p r e v i o u s l y b e e n a s s u m e d s y m m e t r i c

[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 7 9b ] . T h i s r e d u c e s t h e n u m b e r o f u n k n o w n s f r o m n i n e t o

s i x f o r t h e s e t e n s o r i a l v a r i a b l e s .

T h e 6 3 r e m a i n i n g v a r i a b l e s
,
f o r w h i c h c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s a r e r e q u i r e d ,

a r e l i s t e d

i n T a b l e 5 . 3 . (N o t e t h a t H e bn h o l t z f r e e e n e r gj ' i s d e fi n e d 2 & A '^ = E ° - T ^
r j
"

[S o n n t a g

a n d V a n Wy l e n ,
19 8 2 ; G r e i n e r e t a i

,
1 9 94 ])

T a b l e 5 . 3 : Se c o n d a r j
' v a r i a b l e s f o r i n t e g r a l e q u a t i o n s a b o u t v o l u m e s

V a r i a b l e N o m e n c l a t u r e N u m b e r o f U n k n o w n s

H e l m h o l t z f r e e e n e r g y
- A '

,
A " "

,
A ' 1

,
1

,
1

St r e s s t e n s o r (s j o n m e t r i c ) T °
,
T "

,
T * 6

,
6

,
6

M a s s t r a n s f e r t o i n t e r f a c e s

f r o m a q u e o u s K n ^ K s
!

>
^

f r o m N A P L e : „ ,
e ;:, 1

,
1

f r o m s o l i d e ^ .
e ^, 1

,
1

M o m e n t u m t r a n s f e r t o i n t e r f a c e s

f r o m a q u e o u s t
„̂ ,

*
„ ,

3
,
3

a » a
r

o n '
" "

o *

f r o m N A P L t
"

, C 3
,
3

f r o m s o l i d ^
a a ^
i
n s

3
,
3

E n e r g j ^ t r a n s f e r t o i n t e r f a c e s

f r o m a q u e o u s q n̂ ' ^ ^L !
>
1

f r o m N A P L C ^ C 1
,
1i o n » M n <

f r o m s o Ud q ^ . ^ n , 1
,
1

H e a t fl u x v e c t o r q
"

, q
"

, q
" 3

,
3

,
3

Sp e c i fi c e n t r o p y p e r u n i t m a s s ^ i VT i Vf 1
,
1

?
1

T o t a l 6 3

NEATPAGEINFO:id=EA9EF5F6-0BD1-4D8E-9CC0-5F90D51B67D2



1 10

5 . 2 . 4 B c d a n c e E q u a t i o n s a b o u t I n t e r f a c i a l A r e a s

M a s s
,
m o m e n t u m ( 3 e q u a t i o n s ) ,

a n d e n e r g y
-

c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s a r e w r i t t e n

a b o u t e a c h i n t e r f a c e i n t h e s a m e m a n n e r a s t h e v o l u m e s . A t h r e e p h a s e s y s t e m w U l

c o n t a i n t h r e e i n t e r f a c e s a n d t h e r e f o r e a n a d d i t i o n a l 15 b a l a n c e e q u a t i o n s a r e a d d e d .

18 p r im a r j
'

u n k n o w n s
,
t h a t a r e h i g h l i g h t e d i n T a b l e 5

. 4
,
a r e c h o s e n a s i n d e p e n d e n t

\ ' a r i a b l e s f o r t h e s j ' s t e m i n c o n c u r r e n c e w i t h H a s s a n i z a d e h a n d G r a y [1 9 9 0] a n d G r a y

e t a l . [19 9 5] .

T a b l e 5 . 4 : P r im a r y v a r i a b l e s f o r i n t e g r a l e q u a t i o n s a b o u t i n t e r f a c e s

V a r i a b l e N o m e n c l a t u r e N u mb e r o f U n k n o w n s

Sp e c i fi c s u r f a c e a r e a o
" "

,
a
" *

,
a
" * 1

,
1

,
1

I n t e r f a c e d e n s i t y
'

^ ^
\

~

^ \
~

^ ' 1 , 1 ,
1

I n t e r f a c e v e l o c i t y v
» "

,
v

° *
,
v

" * 3
,
3

,
3

T e m p e r a t u r e T " "
,
T ' "

,
V M TI_ _ _

5 . 2 . 5 S e c o n d f i r y V a r i a b l e s f o r I n t e r f a c i a l A r e 2i s

T h e a r e a b a l a n c e l a w s m u s t b e s u p p l e m e n t e d b y c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s i n p u r s u i t

o f a c l o s e d s y s t e m o f e q u a t i o n s . T h e s a m e m e th o d o l o gy a p p l i e d t o v o l u m e s w i l l b e

a p p l i e d t o t h e i n t e r f a c e s .

A l l s o u r c e t e r m s a r e a s s u m e d k n o w n . E x t e r n a l e n t r o p y s o u r c e t e r m s a r e a s s u m e d

t o b e d u e s o l e l y f r o m e x t e r n a l e n e r g y s o u r c e s a n d a r e s t a t e d fo r i n t e r f a c e s a s [H a s ¬

s a n i z a d e h a n d G r a y , 19 9 0] :

N e x t
,
n o t e t h a t th e s t r e s s t e n s o r s , T

' * ' *
,
h a v e p r e v i o u s l y b e e n a s s u m e d s y m m e t r i c

[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 0 ] . T h i s r e d u c e s t h e n u m b e r o f u n k n o w n s f r o m n i n e

t o s ix f o r e a c h t e n s o r i a l v a r i a b l e . T h e 4 8 r e m a i n i n g v a r i a b l e s fo r w h i c h c o n s t i t u t i v e

r e l a t i o n s a r e r e q u i r e d a x e l i s t e d i n T a b l e 5 . 5 . (N o t e t h a t t h e H e lm h o l t z f r e e e n e r gj '

f o r a n i n t e r f a c e i s d e fi n e d a s A " ^ = E ^^ - T ^ ^
r f ^ [Sl a U e r y ,

1 9 72 ])
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T a b l e 5 .
5 : Se c o n d a r y v a r i a b l e s f o r i n t e g r a l e q u a t i o n s a b o u t i n t e r f a c e s

V a x i a b l e N o m e n c l a t u r e N u m b e r o f U i i k n o w n e

H e lm h o l t z f r e e e n e r gy A ° "
, A " "

,
A " ' 1

,
1

,
1

S t r e s s t e n s o r ( s j o n m e t r i c ) T " "

,
T "

,
T " * 6

,
6

,
6

M a s s t r a n s fe r

t o t h e c o n t a c t U n e C . C C ,
1

>
1

.
1

M o m e n t u m t r a n s f e r

t o t h e c o n t a c t l i n e t ^ , t ! L ,
t ^ 3

,
3

,
3

E n e r g } ' t r a n s fe r

t o t h e c o n t a x ; t l i n e q n̂ ^ . q ^ * . ^Z s h !
>
1

H e a t fl u x v e c t o r q
<»"

, q
» «

, q
" ' 3

,
3

,
3

Sp e c i fi c e n t r o p y p e r u n i t m a s s t /
" * ^

,
t ]

*^
,
j f 1

,
1

,
1

T o t a l 4 8

5 . 2 . 6 B a l a n c e E q u a t i o n s a b o u t C o n t a c t L i n e s

T h e a n s - c o n t a c t l i n e f o r t h i s t w o -

p h a s e s y s t e m i s r e s t r i c t e d s u c h t h a t i t i s n o t

p e r m i t t e d t o p o s s e s s t h e r m o d y n am i c p r o p e r t i e s . F u r t h e r m o r e
,
t h e e ff e c t s o f t h e c o n ¬

t a c t p o i n t s a t t h e e n d s o f c o n t a c t l i n e s a x e a s s u m e d n e g l i g i b l e . C o n s t r a i n t e q u a t i o n s

h a v e b e e n d e r i v e d f o r m a s s
,
m o m e n t u m

,
e n e r gj

'

,
a n d e n t r o p y w i t h i n a c o n t a c t l i n e

[G r a y a n d H a s s a n i z a d e h
,
19 9 1b ; G r a y e t o / .

,
19 9 5] . F o r t h e c o n s e r \ ' a t i o n o f m a s s

,
E q .

(4 . 15 1) c a n b e r e s t a t e d a s :

E KL ^ O (5 .
2 2 )

A s s u m i n g t h a t d e v i a t i o n s f r o m m e a n in t e r f a c i a l v e l o c i t y a r e n e g l i g i b l e a n d t h e c o n t a c t

l i n e i s fi x e d i n s p a c e
,
E q . (4 . 1 60 ) i s r e s t a t e d a s :

E fe v
« ^ + t l ) = 0 (5 . 2 3 )

a 0 = a n , a s
'
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T h e m a t e ri a l d e ri v a t i v e w i t h r e s p e c t t o d e n s i t y fo r t h e s o l i d i s d e v e l o p e d fo l l o w i n g

s im i l a r s t e p s a s fo r t h e fl u i d p h a s e s . We b e g i n b y s t a t i n g t h e i n t e g r a l m a s s b a l a n c e

e q u a t i o n fo r t h e s o l i d p h a s e w i t h i n a v o l u m e
,
E q . (4 . 76 ), a s :

D ' j e '

p
' )

D t

' m
- ^ ^ m

= - ^ V V . V - i : e t ^ (5 . 5 6 )

E x p r e s s i n g D '
e

' / D t i n E q . (5 . 5 6 ) a s e
'

a n d r e a r r a n g i n g y i e l d s t h e m a t e r i a l d e r i v a t i v e

o f d e n s i t y a s :

£f = -
p

' V . y
' - ^ i - i y ^

e
'

. (5 . 5 7 )

E q . (5 , 5 3 ) c a n b e u s e d t o e x p r e s s t h e m a t e ri a l d e ri v a t i v e o f t h e a q u e o u s p h a s e s a t u ¬

r a t i o n . E q . (5 . 7 ) e x p r e s s e s t h e m a t e r i a l d e ri v a t i v e o f t h e d e f o r m a t i o n s t r a i n t e n s o r .

I n c o r p o r a t i n g E q s . (5 . 5 3 ) , (5 . 7 ) a n d (5 . 5 7 ) i n t o E q . (5 . 55 ) a n d e x p a n d i n g y i e l d s :

D A ' d A ' ( , „ 3 p
'

.
1 ^ .

,
\ d A °

.

dA '
, _ . , „ . . , T i aA ' U I '

.

^ j
, , [(V f ) - D '

. (V
* f f ] + ^ ^ (5 . 5 8 )

S im i l a r l y ,
t h e e x p a n s i o n o f t h e H e lm h o l t z f r e e e n e r gy f o r i n t e r f a c e s i n t e r m s o f

i n d e p e n d e n t v a ri a b l e s y i e l d s :

£ ,« ; 3^ a /j aA * ^ I >° ^ a ° ^ d A ^ ^ D '^ ^
p

' ' ^ dA ' ^ ^ D ^ ^ s "

D t a a « ^ D t dp
^ ^ D t a s « D t

d A ^ ^ D ^ ^ T ^ ^

T h e f o l l o w i n g r e l a t i o n s f o r i n t e r f a c i a l q u a n t i t i e s w i l l p r o v e h e l p f u l t o f u r t h e r e x p a n d

t h e e q u a t i o n . B y d e fi n i t i o n :

D t d t
+ v

" ^
. V a

" ^ (5 . 6 0 )

D t D t
+ v

" ^
• V o

° ^ = a « ^ + y
° ^

• V a
" ^ (5 . 6 1)
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a n d

- ~ ^ = ^ + (V * ^ - v
« ) • V t ^ ( 5 . 6 2 )

E q . ( 5 . 6 0 ) a n d E q . ( 5 . 6 1 ) c a n b e c o m p a r e d t o c o n c l u d e t h a t :

s t a t i n g t h a t t h e m a t e r i a l d e r i v a t i v e o f t h e i n t e r f a c i a l a r e a r e l a t i v e t o t h e s o l i d p h a s e

w i l l b e e q u a l t o t h e p a r t i a l d e r i v a t i v e o f t h e i n t e r f a c i a l a r e a
,
w h i c h a g r e e s w i t h t h e

p r e v i o u s a s s u m p t i o n t h a t t h e s o l i d p h a s e i s fi x e d .

T o d e s c r i b e t h e t e r m s o n t h e R H S o f E q . (5 . 5 9 ) ,
w e b e g i n w i t h t h e i n t e r f a c i a l

a r e a m a s s b a l a n c e
,
E q (4 . 1 10 ) ,

s t a t e d a s :

D t

n o t i n g t h a t t h e m a s s e x c h a n g e t e r m w i t h th e c o n t a c t l i n e h a s b e e n a s s u m e d t o b e z e r o .

R e a r r a n g e m e n t o f E q . (5 . 6 4 ) i n t e r m s o f t h e m a t e r i a l d e r i v a t i v e f o r t h e i n t e r f a c i a l

d e n s i t j
'

g i v e s :

D t
~ ^

a - 13 D t
+

a ° ^
^
° ^ ^

a
° /» ^ ^ ^ '

'

I n c o r p o r a t i n g E q . (5 . 6 1) i n t o E q . (5 . 6 5 ) y i e l d s :

^ = - p
- ' V - y " - ^ (a i ^ + V "

. V a
- ^ ) + ± e l > + ^ t , (5 . 6 6 )

w h e r e a « ^ i s u s e d t o i n d i c a t e D ' ' ^ {a ' ' ^ )/ D t .

N e x t i n o u r e x p a n s i o n o f t h e R H S o f E q . (5 . 5 9 ) ,
u s i n g E q . (5 . 6 2 ) a l l o w s t h e

m a t e r i a l d e r i v a t i v e o f s
" t o b e s t a t e d a s :

= 5 « + v
" ^ -*

• V s
° (5 . 6 7 )

I n c o r p o r a t i n g E q . (5 . 6 1 ), E q . (5 . 6 6 ) , a n d E q . (5 . 6 7 ) i n t o E q . (5 . 59 ) j d e l d s :

D t d a ° ^ ^ J
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1 2 3

+ ^ (^
'

" + ^
° ' "

- ^ ^
' ' ) + a r « ^ z ) t (5 . 6 8 )

A n d n o w w e w i l l p l u g t h e e x p a n s i o n s o f H e l m h o l t z f r e e e n e r g i e s [E q . (5 . 5 4 ), E q . (5 . 5 8 ) ,

a n d E q . (5 . 6 8 )] i n t o E q . (5 . 4 5 ) fo r t h e f o l l o w i n g :

r

p a

e s
^ '

p
' ' d A "

d A "

( .

a s
' (5 - + v

' ' ' '
. V 5

- ) + —d A
^ D T "

^
D T "

'

d T ' D t
+ r f D t

T " d p»
n L g

-

^
n L JJ

P̂ O A
_ ^ . „ ££_ r

p n . T ^ n _ - „ n _ n
.

j j
1

e s
"

p
"

(1 - £ )/ d A '

a A "

a s

d A ' ^ D V
n V /

^
/ y r n n t

'

n r p n

D t

d p
'

^
'

^ ' ^ c I T ' a s »

( 1 - e )p ' d A '

((v * r ) . D *
. (v

*
r )^ )

- E
a ;3

(a ° ^ + v
° ^

• V a
° ^ )

a y3

a
« ^

/0
° ^ / ^ ^ a ^ £) « ^ 2

^ a /? £ > rj , a ^

D t
+ r )

D t

■

- )
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r - 1
+ E E f̂ (K%' v

" " ' '
+ C ^ ) +

^

< L (^ ° " ' + ^ ' ° ^ ' ^

)1 > 0 (5 - 6 9 )

C o mb im n g l i k e t e r m s a n d s im p l i fi c a t i o n y i e l d s :

1
. -

7
^ w v

'
° ^ " ^ " " " ^ " "

" " ^
■ ^ ^ '

°
" ^ ^ '

" ^ ' " ^
^ "

;̂
^ ° ^

e s
^

p
"

« V J D t V^ "

£ «
" _ - _ . „ - _ 1

a s
"

T *
: D " - e 5 V V —

(/o " )2 d A " " [ ^ . „ , „ „ „ „ 1 „

,
n

^ ° ^

' T n

(p
' f d A ' I .

^ ^ I (5 n
+ v

' '
'
'

. V s
" ) +a s

■ ^ T ' '

: D ' ' - e s
"

q
' '

. V ;^

r . a ^ r
^ ' ^ - ^ >̂ - ' '

'

V £ ' ° ^ ' -
(1 - g )p * d A *

T ' 5 s »

( 1 - e )p
' D T '

D t

i —j T a t

a ?
J - o /J

£ ) r ° ^ / 9 ^ 0 /3

D t
+ 77

'

5 A ' A
_ f l T «

: D * - ( l -
e )q

«
- V —

(a « ^ + v
" ^

• V a
° ^ )

_ (£
«

^ a A ^ _ o
« /JV • v

° ^ - a ° ^ - v
° ^

. V a
' * ^ + i j (e ^^ + ^ ^ )

E r ° ^ a s
« (s ° + v

° ^ '
'

. V s
" ) - a

" ^
q

° ' '
1 rt ' * ' *

• V —- + —— T ° ^
: D ° ^

J
^a /J

'

J
-a /S

/ ^ ^^ T o i

a iS ^ a
r

p a 0
^^^^ + e ^^ (A ° ' ° ^ + T " ' ° ^ ° ) + t : ^ . v

° ' « ^
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+ E E f̂ (C • v
" ^ - * + r j ^ ) +

^

< i (^ " - " ^ + T ' ^ ^
r j

' ^ )] > 0 ( 5 . 7 0 )

E q . (5 . 70 ) c a n b e f u r t h e r s im p l i fi e d . L e t u s c o n s i d e r t h e fi r s t l a w o f t h e r m o d y ¬

n a m i c s . T h e c o n s e r v a t i o n o f e n e r g y fo l l o w s f r o m th e fi r s t l a w o f t h e r m o d j T i a m i c s

s t a t i n g t h a t t h e a c c u m u l a t i o n o f e n e r g y ( t h e s u m o f i n t e r n a l a n d k i n e t i c ) i n a v o l ¬

u m e i s e q u a l t o t h e r a t e o f s u r f a c e w o r k d o n e b y t h e v o l u m e p l u s t h e r a t e t h a t h e a t
,

m a g n e t i c ,
e l e c t r i c a l

,
a n d c h e m i c a l e n e r g i e s a r e t r a n s f e r r e d o u t o f t h e v o l u m e p l u s t h e

r a t e a t w h i c h w o r k i s d o n e o n t h e b o d y b y b o d j
' f o r c e s s u c h a s g r a v i t y [Wh i t a k e r

,

1 9 8 1 ; Ch u n g ,
19 9 6 ] . T h e e n e r g j ' b a l a n c e f o r a s y s t e m c a n b e w r i t t e n a s [S o n n t a g a n d

Va n Wy l e n ,
1 98 2

, p . 8 9] :

d E = 6 q - 6w (5 . 7 1 )

w h e r e q i s h e a t t r a n s f e r r e d t o t h e s y s t e m ,
E i s t h e i n t e r n a l e n e r gj ' i n t h e s y s t e m ,

a n d

w i s w o r k . N o w
,
l e t u s d e fi n e w o r k a s a n y fo r m o f e n e r gj

' t h a t a p p l i e s a f o r c e a c t i n g

t h r o u g h a d i s p l a c e m e n t . T h i s c a n b e d e s c r i b e d a s [G r e i n e r e t a l .

,
19 9 4

, p . 1 5) :

Sw = p
^ d V -

p
^ ^ d A - 4> d q -

f i
^
d N "

+ . . . (5 . 72 )

w h e r e p
" i s p r e s s u r e

,
V i s v o l u m e

, p
" ^ i s t h e s u r f a c e t e n s i o n

,
A i s t h e a r e a

, g) i s e l e c t r i c

p o t e n t i a l
, q i s t h e c h a r g e , n

° i s t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l
,
N ° i s t h e p a r t i c l e n u m b e r .

A d d i t i o n a l f o r m s o f w o r k c a n t a k e t h e f o r m o f m a g n e t i c w o r k
,
e l e c t r i c a l w o r k

,
t e n s i l e

w o r k
,

e t c . T h e m i n u s s i g n i s n e c e s s a r y f o r s o m e t e r m s o f E q . (5 . 7 2 ) . F o r e x a m p l e ,

w o r k i s d o n e b y t h e s y s t e m w h e n 6A i s n e g a t i v e (s u r f a c e a r e a i s r e d u c e d ); t h e r e f o r e

t h e t e r m h a s a n e g a t i v e s i g n . F u r t h e r m o r e
,
l e t u s n o w d e fi n e t h e h e a t t r a n s f e r r e d t o

a s y s t e m e q u i \ ' a l e n t l y a s [S o n n t a g a n d V a n Wy l e n ,
1 9 8 2 , p . 2 1 1] :

6q = T t ] (5 . 73 )

I n c o r p o r a t i o n o f E q . (5 . 7 3 ) a n d E q . (5 . 7 2 ) i n t o E q . (5 . 7 1) ,
i g n o r i n g e l e c t r i c a l w o r k

a n d t h e a d d i t i o n a l u n d e fi n e d t e r m s o f w o r k a s n e g l i g i b l e i n t h e p o r o u s m e d i a s y s t e m

o f c o n c e r n , y i e l d s t h e e n e r gy o f t h e s y s t e m a s :
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R e a r r a n g e m e n t o f t e r m s p r o d u c e s :

E ' ' - T °
r f = - p

° V + p
° ^ A + n

^ N "

(5 . 7 5 )

C o n s i d e r i n g o n l y t h e a - p h a s e a n d i g n o r i n g t h e i n t e r f a c i a l w o r k
,
E q . (5 . 75 ) c a n b e

w r i t t e n i n t e r m s o f t h e H e l m h o l t z f r e e e n e r g } ' t h a t h a s b e e n l i s t e d a s a s e c o n d a r y
'

v a r i a b l e f o r o u r p o r o u s m e d i a s y s t e m . Ek j . (5 . 75 ) t a k e s t h e f o r m :

A ° = E " - V r f = -
p

° V
'

+ / /
°
;V °

(5 . 76 )

L e t u s n o r m a l i z e b y m a s s
,
Af

,
w h e r e p

° = M / V s u c h t h a t :

M
~
M M

~
p
°

" ^ M ^^ ' ^ ^

I f w e s t a t e t h e t o t a l d i ff e r e n t i a l o f e n e r g j
' f o r t h e a -

p h a s e f r o m E q . (5 . 74 ), n o r m a l i z e d

b y m a s s w e o b t a i n :

H f
- I T '

d^
' ^ ^ ^ ^^ - ^ ^ ^

C o r r e s p o n d i n g l y ,
t h e t o t a l d i ff e r e n t i a l o f E q . (5 . 7 7 ) i s :

d A " d E "
r f d T

'' V d r j
"

( 5 . 7 9 )M M M M

U s i n g t h e L e g e n d r e t r a n s fo r m a t i o n a n d s u b s t i t u t i n g Ek j . (5 . 7 8 ) i n t o E q . (5 . 7 9 ) y i e l d s

t h e H e lm h o l t z f r e e e n e r g j ' f o r a p h a s e a s [G r e i n e r e t a / .

,
1 99 4

, p . 9 1] :

d A _ ^ _
il _

a j_ _ p_ f i
_

d£^
M M dp

^ A/ « ^ ^

T h e r e fo r e
,
w e c a n e x p r e s s t h e p a r t i a l d e r i v a t i v e o f A " w i t h r e s p e c t t o p

°
,
i g n o r i n g

c o m p o s i t i o n a l e ff e c t s a n d a s s u m i n g t h a t T " " i s i n d e p e n d e n t o f / o
"

,
a s :

A l l o w i n g t h e p r e s s u r e o f a p h a s e
, p

"
, t o b e s t a t e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y , 19 9 0 ]:
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A d d i t i o n a l l y ,
t h e G i b b s p o t e n t i a l , G

"
,
f o r t h e a - p h a s e c a n b e d e fi n e d i n t e r m s o f

H e lm h o l t z f r e e e n e r g j ^ a s [S o n n t a g a n d V a n Wy l e n ,
1 98 2 , p . 2 1 1]:

Cr = A
°
+ ^ (5 . 8 3 )

Sim i l a r ly ,
c o n s i d e r i n g n o w t h e i n t e r f a c e

,
w e w i l l e x p r e s s t h e s u r f a c e t e n s i o n

, p
" ^

,

t h r o u g h a L e g e n d r e t r a n s fo r m a t i o n o f t h e H e l m h o l t z f r e e e n e r g y . T h e e n e r g y o f t h e

i n t e r f a c e
,
a s s u m i n g s u r f a c e t e n s i o n a n d c h e m i c a l p o t e n t i a l a s t h e o n l y d r i v i n g fo r c e s

f o r w o r k
,
c a n b e d e s c r i b e d a s :

ET ^ = T ^ ^
n

'^ ^ + p
^ ^ A + n

^ ^ N " ^ ( 5 . 8 4 )

w h e r e n
° ^ i s t h e s u r f a c e c h e m i c a l p o t e n t i a l a n d A ' " ' * i s t h e s u r f a c e p a r t i c l e n u m b e r .

R e a r r a n g e m e n t o f t e r m s p r o d u c e s :

E " ^ - V ^ r f ^ = p
^ ^ A + fM

° ^ N ° ^ (5 . 8 5 )

E q . (5 . 8 5 ) c a n b e w r i t t e n i n t e r m s o f t h e i n t e r f a c i a l H e lm h o l t z f r e e a s :

^ « /J ^ ^ a 0 _ j
^ a ^

^
a ^ ^ ^

a ^ ^ ^ / ^
° ^

jV " ^ (5 . 8 6 )

L e t u s n o r m a l i z e b y t h e m a s s o f t h e i n t e r f a c e
,
M ° ^

,
w h e r e p

" ^ = M ° ^ / A s u c h t h a t :

A ° ^ E * ^ ^ Ty ^ r f ^ p
° ^ u

^ ^ N " ^

K w e s t a t e t h e t o t a l d i f fe r e n t i a l o f e n e r gy fo r t h e a /J- i n t e r f a c e f r o m E q . (5 . 84 ) ,
n o r ¬

m a l i z e d b y m a s s w e o b t a i n :

,V/ « ^
-

M ° ^
" ^

d p
^ 0

" ^ M <^ 0 ^^ ^ ^

C o r r e s p o n d i n g l y ,
t h e t o t a l d i ff e r e n t i a l o f E q . (5 . 8 7 ) i s :

d A " ^
_ d E " ^ r f ^ dT ' ' ^ T ' ^ ^ d r f ^

JVf a /J
~

j /̂ a /J JV/ « ^ M " ' '

U s i n g th e L e ge n d r e t r a n s fo r m a t i o n a n d s u b s t i t u t i n g E q . (5 . 8 8 ) i n t o E q . (5 . 8 9 ) j d e l d s

t h e H e lm h o l t z f r e e e n e r g j
- f o r a n i n t e r f a c e a s :

= — h h ( 5 . 9 0 )
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T h e r e f o r e
,
t h e p a r t i a l d e ri v a t i v e o f A ° ^ w i t h r e s p e c t t o p

" ^
,
i g n o ri n g c o m p o s i t i o n a l

e fl Fe c t s a n d a s s u m i n g t h a t T ° ^ i s i n d e p e n d e n t o f p
" ^

,
i s s t a t e d a s :

d A '' ^ p,
« ^

( 5 . 9 1 )

A l l o w i n g t h e p r e s s u r e o f a n i n t e r f a c e p
" ^ t o b e s t a t e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 90 ]:

p
° ^ = - (p

" /» )2 (5 . 9 2 )

A l t e r n a t i v e l y ,
t h e p a r t i a l d e ri v a t i v e o f A ° ^ i n Ek j . (5 . 9 0 ) w i t h r e s p e c t t o a

" ^ a l l o w s

[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 0]:

d A ° ^ Pp ^

WT i i c h w h e n r e a r r a n g e d y i e l d s a n a l t e r n a t i v e e x p r e s s i o n o f s u r f a c e t e n s i o n a s :

, d A " ^
_ a /3 a d a iS
p

^ = — a
^
p

d a " ^

(5 . 9 3 )

(5 . 9 4 )

A d d i t i o n a l l j ' , t h e G i b b s f r e e p o t e n t i a l f o r t h e Q
,

;3- i n t e r f a c e
,
i g n o ri n g c h e m i c a l s u r ¬

f a c e p o t e n t i a l
,
i s d e fi n e d i n t e r ra s o f H e lm h o l t z f r e e e n e r g j

'

a s [S l a tt e r y ,
1 9 9 0

, p . 7 64 ] :

,
« / ?

(5 . 9 5 )

T h e L e g e n d r e t r a n s f o r m a t i o n w a s u s e d t o m a k e a c h a n g e o f v a ri a b l e s s u c h t h a t

E q s . (5 . 8 2 ), (5 . 83 ) , (5 . 9 2 ), (5 . 9 4 ) ,
a n d (5 . 9 5 ) a x e e x p r e s s e d i n q u a n t i t i e s t h a t c a n b e

m o r e r e a d i l y m e a s u r e d . R e w ri t i n g E q . (5 . 70 ) i n t e r m s o f t h e s e q u a n t i t i e s j d e l d s :

o a 0

e s
^

p
" D V f d A "

„ \ d A "

f . _
,

D t X d T "

+ ^ f« °
e + e « " + v

"
'
*

• V e s
"
+ e s

^ V • v
" ) - ^ T *

: D " - e 5
"

q
*

• V
r p a

e s
"
p

" D T "

D / N £ S i

+ £ _ {s "
e + £ s « + v

" ^
. V e s

"
+ e s

' ^ V • v
' '

) - —- T "
: D " - e s

^

q
"

• V - -
' T ' n \ J '

/ T V
* ' T ' n
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+ ^ [e + ( l - e )V . v
*

] -
( 1 - e )p

' d A '
.

( 1 - e )p * d A *

d E,
'

(1 - e )/ D T '

D t

a /3

[( v * r ) - D *
- ( v

* r f ]

T ° ^ d s
a \ J

2 ^ a
+ *

,a ^ 7
' .

° ^

_ V -
^
^
a ^ 7 f /T O / J ^ , „ a 0 r p a ^ ^ _ P ^ \

9 6 )

We w i l l n o w s i m p l i fy El q . (5 . 9 6 ) t h r o u g h p h y s i c a l c o n s t r a i n t s . N o t e t h a t s o m e

q u a n t i t i e s w i l l b e b r a c e d w i t h t h e s u b s c r i p t n e f o r f u t u r e r e f e r e n c e . F i r s t
,
i n a tw o -

p h a s e
,
i f w e a s s u m e t h a t t h e s o l i d p h a s e i s n o n - d e f o r m i n g s u c h t h a t p o r o s i t y i s c o n ¬

s t a n t
,
t h e n s " = — s » f r o m th e fa c t t h a t s

°
+ s

" = 1 s o t h a t a n i n c r e a s e i n s
"

r e q u i r e s

a n e q u i v a l e n t d e c r e a s e i n s
"

. Se c o n d
,
n o t i n g t h a t p r e s s u r e w i l l a c t e q u a l l y i n a l l d i ¬

r e c t i o n s
,
t h e p r e s s u r e t e r m c a n b e m u l t i p l i e d b y t h e i d e n t i t y t e n s o r

,
I

,
a n d a p p l i e d

a s d e s c r i b e d b e l o w t o fu r t h e r s im p l i fy t h e d i s p l a c e m e n t t e r m s i n E q . (5 . 9 6 ) :

e s
"

. £ 5
"
- . D °

a n d

^ T ° ^
: D - '

+ p
" ^ V ■ v

« ^ = ^ : [a " " (p ' ^ l + T " " )],
A d d i t i o n a l l y ,

t h r o u gh r e a r r a n ge m e n t w e n o t e :

^̂ ^ ^ [(v * n - D - (v
* f r ]

(5 . 9 7 )

(5 . 9 8 )

( 5 . 9 9 )
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Y i e l d i n g t h e r e d u c e d f o r m o f t h e t o t a l e n t r o p j ' i n e q u a l i t y f o r n o n - e q u i l i b ri u m a n d

e q u i l i b ri u m c o n d i t i o n s a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 0

, p . 1 84 ] :

r p a
liD t K d T " (s ° + v

* - *
• V s

" )

\ / n c J

e s
"
/ ?
"

+ | 1 (5 "
e - e .

- + V
" ' '

. V e s
- ) - 5 1 : [e s

- (p " I + T -

)]„ ,

- e s
^

q
-

• V ^
+ i i , +

CLz £ v :

( 1 - 5 ) D '

: - / (v * f f - ^

- E

D T '

D t
\ / n e J

( i - - )q -
- v -

D t
C- ^ + rf ' ) + ^ ^ K (- ' '

° ' i + T ^ )],
- E

a
° p

p
<^ p d A " ^

d s " ^g
-

a + v
" ^ - *

. V s
° ) - a

" ^ q
° ^

. V - ^rp a ^

+
f f 0 r p a jS^
—
j
; ;̂
— + *

a ^ 7
• ^

+ E E ^ (g ^ ' ' " + ^
° ' ^ ' ' ° - ^

;̂ J > o ( 5 . 1 0 0 )

N o t e t h a t t h e t e r m s m u l t i p l i e d b y t h e v a r i a b l e s 0 *^ 7 ° / D t
,
D ° I^ T '^ ^ / D t , D

"
, a n d D ° ^

a r e b r a c k e t e d f o r r e f e r e n c e i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n .

F r o m t h e e n t r o p y i n e q u a l i t y e x p r e s s e d i n E q . (5 . 1 00 ), w e c a n d e ri v e t h r e e s e t s o f

c o n s t r a i n t s f o r c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s [D e n n e t h u m
,
19 9 4 ] . T h e fi r s t s e t o f r e s u l t s

w i l l h o l d d u ri n g e q u i l i b r i u m a n d n o n - e q u i l i b ri i m i c o n d i t i o n s . T h e s e c o n d s e t o f r e s u l t s

w i l l h o ld o n l y a t e q u i l i b ri u m . T he t h i r d s e t o f r e s u l t s w i l l h o ld n e a r e q u i l i b ri u m f o r
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s i t u a t i o n s i n w h i c h ^ 'u ri a b l e s a r e l i n e a r i z e d a b o u t t h e e q u a t i o n . T h e d e fi n i t i o n o f n e a r

e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s i s s u b j e c t t o i n t e r p r e t a t i o n [A c h a n t a e t a i , 1 9 94 ] ,

5 . 4 . 2 N o n - e q u i l i b r i u m S im p l i f i c a t i o n s o f C o n s t i t u t i v e R e l a ¬

t i o n s h i p s

N o w , t h e q u i n t e s s e n t i a l p o i n t o f t h e C o l e m a n a n d N o l l [1 9 6 3 ] m e t h o d c a n b e s e e n

i n t h e f o l l o w i n g . E q . (5 .
10 0 ) r e q u i r e s t h a t t h e p r o d u c t i o n o f e n t r o p y b e n o n - n e g a t i v e .

I n f o r m u l a t i n g E q . (5 . 1 0 0 ) ,
w e h y p o t h e s i z e d t h a t e a c h s e c o n d a r j

'

^ ' a r i a b l e c o u l d b e a

fu n c t i o n o f e a c h o f t h e i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s l i s t e d i n T a b l e s 5 . 2 a n d T a b l e s 5 . 4 . H o w ¬

e v e r
,
u p o n e x p a n s i o n o f t h e e n t r o p y i n e q u a l i t j ^ , t h e v a r i a b l e s D ° T "

/ D t
,
D ^ ^ T " ^ / D t

,

D °
,
a n d D " ' ' w e r e i n t r o d u c e d . T h e c o n s t i t u t i v e f u n c t i o n s w e r e n o t a s s u m e d t o d e ¬

p e n d u p o n t h e s e v a r i a b l e s t h a t a p p e a r l i n e a r l y i n E q . (5 . 10 0 ) . T h e r e f o r e
,
i f t h e

i n e q u a l i t y i s t o r e m a i n v a l i d f o r a l l t h e r m o d y n a m i c s t a t e s
,
t h e t e r m s t h a t a r e m u l ¬

t i p l i e d b y t h e s e v a r i a b l e s (b r a c k e t e d i n E q . (5 . 100 ) ) m u s t b e z e r o s o t h a t t h e t o t a l

e n t r o p y m a y n o t b e a l l o w e d t o d e c r e a s e . T h i s p r o d u c e s t h e f o l l o w i n g c o n s t i t u t i v e

r e l a t i o n s h i p s :

d A "

i " = -
^^ a = a

,
n

,
s (5 . 10 1)

^
" ^ = -

^ j ^ a 3 = a n
,
a s

,
n s (5 . 1 0 2 )

T ° = -
p

" ! a = a
,
n (5 . 10 3 )

T '

+ p
' i = p

' (v * r )^ - ^ - (v * r ) (5 . 1 0 4 )

T ° ^ = p
" ^ I a 3 = a n

,
a s

,
n s (5 . 1 0 5 )

A d d i t i o n a l l y ,
by d e fi n i n g t h e e f fe c t i v e s t r e s s t e n s o r f o r t h e s o l i d p h a s e a s T | = T *

- |- p
* I

a l l o w s :

H A *

T : = / (V
* r )

^
. ^ . (V

* r ) (5 . 1 0 6 )

A l t h o u g h o b t a i n e d b y d i ff e r e n t m e a n s
,
EJq . (5 . 10 1 ) a n d EJq . (5 . 1 0 2 ) a g r e e w i t h t h e

c l a s s i c a l r e s u l t s f r o m E r i n g e n [19 8 0] fo r a s i n g l e -

p h a s e fl u i d a n d S l a t t e r y [1 9 9 0] f o r a n
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i n t e r f a c e . E q s . (5 . 10 3 ) th r o u g h ( 5 . 10 6 ) r e l a t e t h e s t r e s s t e n s o r f o r Uq u i d s
,
i n t e r f a c e s

,

a n d t h e s o l i d m a t r i x t o t h e r e s p e c t i v e p r e s s u r e s
.

T h e i n c o r p o r a t i o n o f E q . (5 . 1 0 1 ) t h r o u g h E q . (5 . 1 0 6 ) i n t o E q . (5 . 1 0 0 ) j -i e l d s :

J
-o ^ g

o V J J
'a \ J ^

J
'
a

1

o p
d s "

fj
a 0

q
a i3

. y
rp a fi

a
/ 3^ o .

■ * V ■ * )
1 / «

' * ' ' T
' a ;9 .a ^ \

+ E E ^ (G^ ^ '
°
+ ^

° ^ :r « ^ '
" - ^^ ) > o (5 . 1 0 7 )

5 . 4 . 3 E q u i l i b r i u m Sim p l i f i c a t i o n s o f C o n s t i t u t i v e R e l a t i o n ¬

s h i p s

T o f u r t h e r s im p l i fy t h e e n t r o p y i n e q u a l i t y a s s t a t e d i n Ek j . (5 . 10 7) ,
t h e m a c r o s c o p i c

c a p i l l a r y p r e s s u r e
, p

'

,
c a n b e d e fi n e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 9 3 b
, p . 18 5 9] a n d

[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 3 a

, p . 3 4 0 0]:

(N o t e : c a p i l l a r y p r e s s u r e i s i n c o r r e c t l y d e fi n e d i n [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 0

, p .

1 78 ] w i t h a p o s i t i v e s i g n p r e c e d i n g t h e N A P L t e r m ) . A c c o r d i n g t o E q . ( 5 . 1 0 8 ), t h e

m a c r o s c o p i c c a p i l l a r y p r e s s u r e i s r e l a t e d t o t h e c h a n g e i n t h e f r e e e n e r g >
'

o f b o t h

p h a s e s a n d i n t e r f a c e s a s a r e s u l t o f a c h a n g e i n s a t u r a t i o n s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 9 3 a ] . E q . (5 . 1 0 8 ) i n c l u d e s t h e e f fe c t s o f i n t e r f a c i a l a r e a s a n d s u r f a c e d e n s i t i e s w h i c h
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h a v e l o n g b e e n b e l i e v e d t o a ff e c t t h e c a p i l l a r j '
^

p r e s s u r e . A t e q u i l i b r i u m ,
E q . (5 . 1 0 8 )

w i l l r e d u c e t o t h e s t a n d a r d d e fi n i t i o n o f c a p i l l a r y p r e s s u r e a s t h e d i ff e r e n c e i n p r e s s u r e

b e tw e e n t h e n o n - w e t t i n g a n d w e t t i n g fl u i d s .

I n c o r p o r a t i o n o f E q . (5 . 10 8 ) i n t o EJq . (5 . 10 7 ) ,
r e a r r a n g i n g t h e e q u a t i o n s o t h a t

t h e c a p i l l a r j ' p r e s s u r e r e l a t i o n s h i p i s t h e fi r s t t e r m
, y i e l d s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 9 0
, p . 17 8 ] :

- ^ aPr (
v

" - *
• v .

"

) + ^ i s
^ i + V

"
'
'

. V e s n - e 5
"

q
-

■ V -

D
* 1

- E
a
° ^

p
° ^ d A ' ' ^

(v « ^ ' »
. V s

» ) - a
° ^

q
° ^

. V —
T ° ^ d s

" ^ J ^
T a ^

V
a /9

- a /? /

1 0 9 )

A d d i t i o n a l c o n s t r a i n t s c a n b e a d d e d t o a s y s t e m t h a t i s a t e q u i l i b r i u m . A t e q u i ¬

l i b r i u m ,
t o t a l e n t r o p y r e a c h e s a m a x i m u m a n d t h e p r o d u c t i o n o f e n t r o p y r e a c h e s a

m i n im u m [G r e i n e r e t a l .

,
1 9 94 ] . We w i l l a s s u m e t h a t t h e t e m p e r a t u r e o f t h e s o l i d a n d

t h e fl u i d b e c o m e i d e n t i c a l a lm o s t a t o n c e a n d t h a t t h e t e m p e r a t u r e d i ff e r e n c e s b e ¬

t w e e n p h a s e s t h r o u g h o u t e a c h R E V i s n e g l i gi b le [d e M a r s i l y ,
1 98 6

, p . 2 77 ] . H o u p e r t

e t . a l . [ 19 6 5] h a v e s h o w n t h a t i n p o r o u s m e d i a w i t h g r a i n s i z e s l e s s t h a n o n e m i l ¬

l i m e t e r t h e r m a l e q u i l i b r i u m w i l l b e r e a c h e d i n l e s s t h a n a m i n u t e . T h e a s s u m p t i o n

o f l o c a l t h e r m a l e q u i l i b r i u m i m p l i e s t h a t a l l p h a s e s a n d i n t e r f a c e s w i l l h a v e t h e s a m e

t e m p e r a t u r e , t h e r e f o r e T ° ' ' = V ^ ^ = V T " ' * = V r ° ^ ' ° = 0 . T h e t e m p e r a t u r e m a y

s t i l l v a r y i n s p a c e a n d t i m e
,
b u t w i t h i n e a c h R E V

,
t h e t e m p e r a t u r e i s c o n s t a n t a c r o s s

a l l p h a s e s
,
i n t e r f a c e s

,
a n d c o n t a c t Un e s .
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A d d i t i o n a l l y ,
a t a s t a t e o f t h e r m o d y n a m i c e q u i l i b r i u m

,
t h e r e w i l l b e n o r e l a t i v e

m o v e m e n t o f p h a s e s a n d i n t e r f a c e s a n d t h e r a t e o f c h a n g e o f p o r o s i t y a n d s a t u r a t i o n

w i l l b e z e r o .

R e a r r a n g e m e n t o f E q . (5 . 1 0 9 ) i n t e r m s o f t h e v a r i a b l e s n o t e d a b o v e a s e q u a l t o

z e r o w i l l f a c i l i t a t e a d i s c u s s i o n o f e q u i l i b r i u m r e s t r i c t i o n s . T h i s m a n i p u l a t e d f o r m o f

E q . (5 . 1 0 9 ) i s s t a t e d a s :

a a 0

/
■ «* ^

- Y —
a ^ s

, a /9^
- T —£- j T a

.

a i3
r p a 0

c q

a
' ^ ^

p
' ^ ^ v 5

°
+ t

„ ^ + t :, ^
e ?

e q

(
/

r ,
a r

p a ^ , a \
a 0 r

p
a ^ fi , \ _ I P ^ \

C « J

> 0 (5 . 1 10 )

A t e q u i l i b r i u m
,
t h e p r o d u c t i o n o f e n t r o p y ,

A
,
r e a c h e s a m i n i m u m . T h e r e f o r e

,
by t h e

d e fi n i t i o n o f a m i n i m u m fo r A :

d A
_ = 0

> 0

v x

v x
e ,
y

e (5 . 1 1 1 )d X
.
d Y

,

w h e r e X c a n d Y c r e p r e s e n t t h e s e t o f i n d e p e n d e n t a n d d e p e n d e n t v a r i a b l e s w h i c h w i l l

b e z e r o a t e q u i Ub r i u m (T " - *

,
T " ^ - "

,
V T " - ^

,
V T * ^ - **

,
v
" * *

,
v
" ^ - *

,
i

,
s « )

A p p l i c a t i o n o f Ek i . (5 . 1 1 1 ) t o EJq . (5 . 1 10 ) r e q u i r e s t h a t t h e b r a c k e t e d t e r m s g o t o

z e r o a t e q u i l i b r i u m . A f t e r r e a r r a n g e m e n t
,
t h e f o l l o w i n g r e s t r i c t i o n s c a n b e d e v e l o p e d
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[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 9 0]:

(^ + i f - 17)^ = 0 (5 . 1 1 2 )

(P ' + P
° - P

' '

)^ = 0 (5 . 11 3 )

^ ^ ?^ / c q

(« " '
^
" ' ^ V .

-
+ C + i%- t : ,̂ )̂ = 0 (5 . 1 1 5 )

(q
°

)e , = 0 (5 . 1 16 )

(q « ^ )^ ^ = 0 (5 . 1 1 7 )

{q^, \ ^

= 0 (5 . 1 1 8 )

(C l . ), , = 0 (5 . 1 1 9 )

{Cr ^ '
' ) ^ = 0 (5 . 12 0 )

(Cr ^ ^ ) = 0 (5 . 12 1 )

w h e r e ( )^ ^ i n d i c a t e s a q u a n t i t y a t e q u i l i b r i u m .

K t h e w e t t a b i l i t y p o t e n t i a l
,
fi "

,
i s d e fi n e d a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 90 ]:

f 2° = s
"

p
° ^ (5 . 1 22 )

t h e n E q . (5 . 1 1 4 ) c a n b e s t a t e d a s :

e n ° V s
" -

p
" V e s

° = fE ^
a ^ I (5 - 12 3 )

\ ^ ^ « / e

Se v e r a l c o n c l u s i o n s c a n n o w b e d r a w n f r o m e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s . F i r s t
,
t h e

c a p i l l a r }
'

p r e s s u r e i n E q . (5 . 1 1 3 ) w i l l b e e q u a l t o t h e d i f fe r e n c e i n p r e s s u r e b e tw e e n

th e n o n - w e t t i n g a n d w e t t i n g p h a s e s a t e q u i l i b r i u m . I f o n l y e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s a r e

c o n s i d e r e d
,
a s i s o f t e n t h e c a s e i n s t a n d a r d a p p r o a c h e s

,
t h e c a p i l l a r y p r e s s u r e c o u l d

e r r o n e o u s l y b e b a s e d o n o n l y s
"

. H o w e v e r
,
E)q . (5 . 1 0 8 ) i n c l u d e s i n t e r f a c i a l a r e a s a n d

s u r f a c e d e n s i t i e s i n t h e fu n c t i o n a l d e p e n d e n c e o f t h e c a p i l l a r y p r e s s u r e . A c o m p l e t e
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d e s c r i p t i o n o f t h e c a p i l l a r y p r e s s u r e
,
t h e r e f o r e

,
n e e d s t o b e d e v e l o p e d t h a t c o n s i d e r s

n o t o n l y s
" b u t a l s o o

° ^ a n d p
" ^ [G r a y a n d H a s s a n i z a d e h , 1 9 9 1 b] . Se c o n d , b o t h

t h e m o m e n t u m e x c h a n g e t e r m s f o r a p h a s e a n d f o r a n i n t e r f a c e h a v e t e r m s th a t a r e

n o t p r e s e n t a t e q u i l i b r i u m w h i c h s u g g e s t t h a t t h e t e r m s h a v e b o t h e q u i l i b r i u m a n d

n o n - e q u i l i b r i u m p o r t i o n s .
Se v e r a l c o n c l u s i o n s c a n b e d r a w n f r o m t h e a b o v e e q u a t i o n s

t h a t a r e c o n s i s t e n t w i t h t h e r m o d y n a m i c s e x p e c t a t i o n s b a s e d u p>o n t h e d e fi n i t i o n o f

t h e r m o d y n a m i c e q u i l i b ri u m . E q u a t i o n s (5 . 11 6 ) a n d (5 . 1 1 7 ) s u g g e s t t h a t n o h e a t

t r a n s f e r w i t h i n a p h a s e o r i n t e r f a c e w i l l o c c u r a t e q u i l i b ri u m . A l o n g s i m i l a r r e a s o n
.

E q u a t i o n s (5 . 1 1 8 ) a n d (5 . 1 19 ) s u g ge s t t h a t n o e x c h a n g e o f h e a t w i l l o c c u r b e tw e e n

p h a s e s a n d i n t e r f a c e s w i t h i n a g i v e n R E V a t e q u i l i b r i u m . E q u a t i o n s (5 . 1 20 ) a n d

(5 . 1 2 1 ) i n d i c a t e t h a t a t e q u i l i b ri u m t h e G i b b s f r e e e n e r gy p e r u n i t m a s s w i l l b e e q u a l

f o r e a c h p h a s e a n d i n t e r f a c e
.
T h i s i s c o n s i s t e n t w i t h t h e m i c r o s c o p i c c o n d i t i o n o f

e q u i l i b ri u m f o r G i b b s f r e e e n e r gy [Gm y a n d H a s s a n i z a d e h
,
1 9 9 1b ] .

5 . 4 . 4 L i n e a r T h e o r y a n d S im p l i f i c a t i o n s o f C o n s t i t u t i v e R e ¬

l a t i o n s h i p s

I n t h i s s e c t i o n
,
w e w i l l c o n s i d e r U n e a r a p p l i c a t i o n s o f t h e e n t r o p j

' i n e q u a l i t y ,
E q .

(5 . 1 1 0 ) ,
a p p l i e d t o e q u a t i o n s o f m o t i o n . A t n e a r e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s

,
t h e n o n -

e q u i l i b ri u m r e s t ri c t i o n s c a n b e e x p a n d e d i n a T a y l o r s e ri e s a b o u t e q u i l i b r i u m a n d

a l i n e a r a p p r o x i m a t i o n t h a t n e g l e c t s q u a d r a t i c a n d h i g h e r o r d e r t e r m s c a n b e u s e d

t o g a i n \ i s e f u l i n s i g h t s i n t o t h e m u l t i p h a s e fl o w e q u a t i o n s [M u r a d e t a l .

,
1 9 95 ] . N e a r

e q u i l i b ri u m a s s u m p t i o n s h a v e b e e n u s e d t o d e r i v e g e n e r a l i z e d D a r c y
'

s l a w s a n d P i c k '

s

l a w s [G r a y ,
19 8 3 ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 9 0
,
19 9 3 b ; A c h a n t a e t a l .

,
1 9 94 ] .

A s s u g ge s t e d i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n
,
w e m a y d e s c r i b e t h e m o m e n t u m e x c h a n g e

t e r m s w i t h a n e q u i l i b r i u m a n d n o n - e q u i l i b r i u m p o r t i o n f o r p h a s e s a s : [H a s s a n i z a d e h

a n d G r a y ,
19 9 0 ; A c h a n t a e t a l .

,
19 9 4 ]

i%=
■

£
'

€ , = r
'
+ (E '

C ) (5 - 1 2 4 )
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a n d f o r i n t e r f a c e s a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 90 ; A c h a n t a e t a l

, 19 9 4 ] :

t
a ^

- * a ^
- t a /3

= T
' ' + \̂ t ^ ^ - t

„ ^
- t

^ ^ j ^

(5 . 1 2 5 )

w h e r e r
"

a n d t
° ^ a r e t h e n o n - e q u i l i b r i u m p o r t i o n s o f t h e m o m e n t u m e q u a t i o n w h i c h

c a n b e c o m p a r e d t o t h e f ° t e r m u s e d i n t h e d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m d e v e l o p m e n t [E q .

(3 . 17 )] . P h j
'

s i c a U y ,
r

"
a n d t

° ^ c a n b e d e s c r i b e d r e s p e c t i v e l y a s t h e d i s s i p a t i v e d r a g

e x e r t e d by a d j a c e n t p h a s e s o n t h e a - p h a s e a n d th e d r a g fo r c e s e x e r t e d b y a d j a c e n t

i n t e r f a c e s o n t h e a / ?- p h a s e .

F o r t h e fl o w i n g p h a s e s ,
s u b s t i t u t i o n o f e q u a t i o n s E q . (5 . 1 0 3 ) ,

E q . (5 . 1 1 2 ) ,
a n d

E q . (5 . 1 2 4 ) i n t o t h e p r e \ do u s l y d e v e l o p e d i n t e g r a l m o m e n t u m b a l a n c e e q u a t i o n f o r a

p h a s e
,
E q . (4 . 8 2 ) , y i e l d s :

0 = - V p
'^ -

p
"

g - ^ V s
°
+ I I (5 . 1 2 6 )

L i k e w i s e f o r t h e i n t e r f a c e s
,
s u b s t i t u t i o n o f e q u a t i o n s E q . (5 . 10 4 ) ,

E q . (5 . 10 5 ) , E q .

(5 . 1 1 3 ) ,
a n d E q . (5 . 12 5 ) i n t o t h e p r e v i o u s l y d e v e l o i ) e d i n t e g r a l m o m e n t u m b a l a n c e

e q u a t i o n fo r a n i n t e r f a c e
,
E q . (4 . 1 1 5 ) ,

m a k i n g u s e o f t h e m a t h e m a t i c a l i d e n t i t y E q .

(4 . 5 3 ) y i e l d s :

0 = - V . (a " V ^ ) - a
° ^

/0
° ^

g + a
^ ^

p
^ ^ ^ ^ V s

" - r
" ^ (5 . 12 7 )

In E q . (5 . 1 2 6 ) a n d E q . (5 . 12 7 ) g r a Ad t y i s a s s u m e d t o b e th e o n ty b o d y f o r c e a c t i n g

o n t h e s y s t e m a n d h e n c e t h e o n l y s u p p l y o f m o m e n t i m i t o t h e s y s t e m .

r
* *

a n d r
* * ^ a r e g e n e r a l f u n c t i o n s o f t h e i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s [H a s s a n i z a d e h a n d

G r a y ,
1 99 0] . T h i s r e l a t i o n s h i p f o r a p ha s e t a k e s t h e f o r m [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

19 9 3 b ; A c h a n t a e t a l
. , 1 9 94 ]:

t
" « - R °

• v
' ' » - R S • v

* ^ - 53R ^ . v
^ ^ - * (5 . 1 2 8 )

w h e r e R i s a t e n s o r o f v i s c o u s d r a g fo r c e s w i t h R °
r e p r e s e n t i n g t h e f o r c e s b e tw e e n t h e

Q -

p h a s e a n d t h e a q u e o u s p h a s e a n d R | ^ r e p r e s e n t i n g t h e fo r c e s b e t w e e n t h e a -

p h a s e

a n d t h e
,

i ?7 - i n t e r f a c e . Su b s t i t u t i o n o f E q . (5 . 12 8 ) i n t o E q . (5 . 12 6 ) t h e n y i e l d s :

V p
°
+ p

^

g = - ^ V 5
°
+ ^ (- R ^ . v

' - - - R °
. V

- '
' - ^ R ^ . v ^ -

*

I (5 . 1 2 9 )
s e s \ ^ )
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S im i l a r l y f o r t h e i n t e r f a c e s
,
w e c a n d e s c r i b e t h e d i s s i p a t i v e d r a g f o r c e o n t h e

i n t e r f a c e a s [H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
1 9 9 3 b ; A c h a n t a e t a i

,
1 9 9 4 ] :

r
" ^ « - R ^^ • v

* - * - R ° ^
• V ^ -* - 2 R f̂ • v ^ * -* (5 . 13 0 )

f t

w h e r e R f̂ r e p r e s e n t s t h e f o r c e s b e tw e e n t h e Q /?- i n t e r f a c e a n d t h e 7 e - i n t e r f a c e . Su b ¬

s t i t u t i o n o f E q . (5 . 13 0 ) i n t o E q . (5 . 1 2 7 ) t h e n y i e l d s :

+
-

R f . v
*^ + R ° ^

• V ^
-
*

+ 53R
° f . v ^ " - ' (5 . 1 3 1 )

A l t e r n a t i v e l y ,
t h e d i f fe r e n t i a l m o m e n t u m b a l a n c e y i e l d e d E q (3 . 2 1) , r e s t a t e d a s :

(V p
°
+ p

"

g V z ) = —^ (R " "
• v

"
*
*

) (5 . 13 2 )

T h e i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h h a s r i g o r o u s l y d e fi n e d t h e m o m e n t u m b a l a n c e w i t h

c o n s i d e r a t i o n g i v e n t o t h e w e t t a b i l i t y p o t e n t i a l a n d t o i n t e r f a c i a l d r a g f o r c e s . U n ¬

l e s s t h e d r a g a s s o c i a t e d w i t h t h e r e l a t i v e i n t e r f a c i a l v e l o c i t y a n d t h e d e p e n d e n c e o f

f r e e e n e r g j
-

o n s a t u r a t i o n a r e n e g l i g i b l e , t h e d i ff e r e n t i a l m o m e n t u m b a l a n c e w i l l n o t

c o r r e c t l y d e s c r i b e t h e m u l t i p h a s e fl o w s y s t e m .

E q . (5 . 1 29 ) i s a c o m p l e t e m o m e n t u m c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n f o r a p h a s e . We n o t e

t h a t w h e n t h e e ff e c t s o f t h e m o t i o n o f i n t e r f a c e s o n t h e m o t i o n o f p h a s e s i s s m a l l
,

t h e t h i r d t e r m i n t h e b r a c e s i n v o l v i n g t h e r e l a t i v e i n t e r f a c i a l v e l o c i t y w i l l b e n e g ¬

l i g i b l e .
H o w e v e r

,
t h e t e r m i n v o l v i n g fi "

s e e m s t o h a v e s o m e p o t e n t i a l s i g n i fi c a n c e

[H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,
19 90 ; G r a y a n d H a s s a n i z a d e h

,
1 9 9 1 a ] . T h e w e t t a b i l i t y p o

¬

t e n t i a l t e r m m u s t b e m u c h l e s s t h a n t h e d r a g f o r c e s i f t h e t e r m i s t o b e n e g l e c t e d .

T h i s i s s t a t e d a s :

£ |n
° V s

°

| < |R
°

• v
"

-
'

! (5 . 13 3 )

H a s s a n i z a d e h a n d G r a y [19 9 0] s u g g e s t t h a t t h i s r e s t r i c t i o n m a y n o t b e t r u e i m d e r

e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s o r i n l o w p e r m e a b l e m e d i a w h e r e v
"

"
* i s e i t h e r z e r o o r v e r y

s m a l l .

K w e i n c l u d e t h e w e t t a b i l i t y p o t e n t i a l a n d a s s u m e t h a t t h e c o u p l i n g b e tw e e n

v e l o c i t i e s i s n o t c o n s i d e r e d
,
E q . (5 . 1 2 9 ) r e d u c e s t o :

V p
° -

p
^

g = - ^ V 5
°
+ ^ (- R °

. v
"

' ' ) (5 . 1 3 4 )
S £ S
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w h e r e t h e a c t u a l s i g n ifi c a n c e o f t h e w e t t a b i l i t y p>o t e n t i a l i s a n i m p o r t a n t i s s u e r e q u i r
¬

i n g e x p e r im e n t a l s t u d y .
N o t e t h a t EJq . ( 5 . 1 34 ) r e d u c e s t o t h e c l a s s i c a l D a x c y

'

s l a w

f o r s i n g l e -

p h a s e fl u i d fl o w i f R " ° = e s
" ^

f i
^ / i k k r a )-

5 . 5 C o n t i n u i n g I s s u e s o f I n t e g r a l A p p r o a c h A p p l i ¬

c a t i o n

I n t h i s c h a p t e r
,
w e h a v e a p p l i e d th e i n t e gr a l c o n t i n u i m i a p p r o a c h t o a t w o - p h a s e

s y s t e m . P r im a r y a n d s e c o n d a r y v a r i a b l e s h a v e b e e n d e fi n e d fo r b o t h v o l u m e s a n d

i n t e r f a c e s . C o m p l e t e c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s d e s c r i b i n g t h e m a s s
,
m o m e n t u m

,
a n d

e n e r gy o f t h e s y s t e m a l l o w f o r r i go r o u s d e v e l o p m e n t o f g o v e r n i n g e q u a t i o n s . M a n y

c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p>s a r e n e c e s s a r y . T h e s e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s a r e d e r i v e d i n

a t h e r m o d y n a m i c a l l y c o n s i s t e n t m a n n e r u s i n g t h e e n t r o p y i n e q u a l i t y . T h e e n t r o p y

i n e q u a l i t y e x a m i n e d n o n - e q u i l i b r i u m ,
n e a r e q u i l i b r i u m a n d e q u i l i b r i u m c a s e s .

T h e i n t e g r a l c o n t i n u m n a p p r o a c h p r o v i d e s a m e a n s f o r t h e r m o d y n a m i c a l l y b a s e d

c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s . A m o r e r i g o r o u s d e s c r i p t i o n s o f c a p i l l a r y p r e s s u r e
,
Ek j .

(5 . 10 8 ) ,
w h i c h i n c l u d e s i n t e r f a c i a l f o r c e s h a s b e e n i n t r o d u c e d . A l s o

,
a m o m e n t u m

b a l a n c e
,
E q . (5 . 13 4 ) ,

t h a t a c c o u n t s f o r i n t e r f a c i a l d r a g fo r c e s a n d i n c o r p o r a t e s t h e

w e t t a b i l i t y p o t e n t i a l p r o v i d e s m o r e d e s c r i p t i v e m o m e n t u m b a l a n c e t h a n t h e t r a d i ¬

t i o n a l e x t e n s i o n o f D a x c y
'

s L a w w i th r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y t e r m s .

M a n y o p e n i s s u e s r e m a i n i n t h e a p p l i c A t i o n o f i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h e s

[R e e v e s a n d C e l i a
,
19 9 6 ] . T h e r m o d y n a m i c a l l j ' c o n s i s t e n t c o n s t i t u t i v e t h e o r i e s h a v e

b e e n p r o p o s e d t h a t h a v e n o t b e e n d e fi n e d w i t h a r e l a t i o n s h i p . I n o r d e r t o f o r m u l a t e a

c l o s e d f o r m o f t h e i n t e g r a l a p p r o a c h
,
c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s m u s t b e f o r m u l a t e d . D u e

t o t h e i n h e r e n t d i fl Bc u l t i e s i n m e a s u r i n g i n t e r f a c i a l a r e a
,
a l t e r n a t i v e m e t h o d s h a v e

b e e n e x p l o r e d f o r t h e q u a n t i fi c a t i o n o f i n t e r f a c i a l a r e a e ff e c t s [M i l l e r e t cU.

,
19 9 0 ;

M a y e r a n d M i l l e r
,
19 9 2 a ; I m h o ff e t a / .

,
19 9 3 ] . P r o g r e s s i v e m e t h o d s

,
s u c h a s p o r e -

s c a l e m o d e l i n g ,
w i l l b e n e c e s s a r y t o d e v e l o p t h e n e c e s s a r y c o n s t i t u t i v e t h e o r j ' f o r

c l o s u r e o f t h e i n t e g r a l c o n t i n u u m c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s . P o r e - s c a l e m o d e l s a l l o w fo r

a c o s t e ff e c t i v e m e t h o d fo r e x p l o r i n g d e p e n d e n c i e s i n t h e r m o d y n a m i c a l l y c o n s t r a i n e d
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c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s .

A s a p r i m e e x a m p l e o f d e fi n i n g r e l a t i o n s h i p i n t r o d u c e d b y t h e i n t e g r a l c o n t i n u u m

a p p r o a c h
,
R e e v e s a n d C e li a [19 9 6] h a v e p r o p o s e d a f o r m a l c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p

b e tw e e n c a p i l l a r y p r e s s u r e
,
s a t u r a t i o n a n d i n t e r f a c i a l a r e a u s i n g a p o r e - s c a l e n e tw o r k

m o d e l . T h e r e s u l t s o f t h i s w o r k s u p p o r t t h e i m p o r t a n c e o f t h e w e t t a b i l i t y t e rm i n

m u l t i p h a s e fl o w e q u a t i o n s . P o r e - s c a l e m o d e l s s u c h a s t h i s w i l l c o n t i n u e t o s e r v e a s

v a l u a b l e c o m p u t a t i o n a l t o o l s t o i n v e s t i g a t e a w i d e v a r i e t y o f m u l t i p h a s e p o r o u s m e d i a

p r o b l e m s . I m p r o v e m e n t s i n p o r e - s c a l e m o d e l i n g w i l l im p r o v e o u r a b i l i t y t o f u r t h e r r e ¬

fi n e c o n s t i t u t i v e t h e o r i e s . I t i s im p o r t a n t t o c o n t i n u e t h e e v o l u t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w

a n d t r a n s p o r t c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s i n o r d e r t o d e s c ri b e t h e c o m p l e x p h e n o m e n a

w i t h w h i c h w e a r e f a c e d .

M u c h f u n d a m e n t a l r e s e a r c h i s s t i l l n e c e s s a r j ' f o r t h e a p p l i c a t i o n o f i n t e g r a l c o n t i n ¬

u u m a p p r o a c h e s t o t h e m o d e l i n g o f m u l t i p h a s e fl o w th r o u g h p o r o u s m e d i a . H o w e v e r
,

t h e r i g o r o u s l y a v e r a g e d e q u a t i o n s f o r v o l u m e s
,
i n t e r f a c e s

,
a n d c o n t a c t l i n e s c o m b i n e d

w i t h t h e r m o d j T i a m i c A l l y c o n s t r a i n e d c o n s t i t u t i v e t h e o r y p r o v i d e s t h e b a s i s t o f o r m u ¬

l a t e f u n d a m e n t a l b a l a n c e e q u a t i o n s .
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C h a p t e r 6

C o n c l u s i o n

T h i s r e p o r t h a s p r e s e n t e d a p p r o a c h e s t o t h e fo r m u l a t i o n o f fl o w a n d t r a n s p o r t

e q u a t i o n s i n p o r o u s m e d i a s y s t e m s . F i r s t
,
s t a n d a r d a p p r o a c h e s t o t h e d e v e l o p m e n t

o f a c l o s e d s y s t e m o f go v e r n i n g e q u a t i o n w e r e r e v i e w e d . Se c o n d
,
t h e d i ff e r e n t i a l

c o n t i n u u m a p p r o a c h
,
w h i c h i s g e n e r a l l y u s e d i n s t a n d a r d a p p r o a c h e s

,
w a s f o r m a l l y

p r e s e n t e d . T h i r d
,
i n t e g r a l c o n t i n u u m e q u a t i o n s d e s c r i b i n g t h e c o n s e r v a t i o n o f m a s s

,

m o m e n t u m
,
e n e r g j

'

,
a n d e n t r o p y w e r e fo r m u l a t e d f o r v o l u m e s

,
i n t e r f a c e s

,
a n d c o n t a c t

l i n e s . F i n a l l y ,
t h e i n t e g r a l c o n t i n u u m e q u a t i o n s w e r e a p p l i e d t o a t w o fl u i d p h a s e

,

p o r o u s m e d i a s y s t e m a n d t h e e n t r o p y i n e q u a l i t y w a s u s e d t o c o n s t r a i n c o n s t i t u t i v e

r e l a t i o n s h i p s . M a n y i n s i g h t fu l r e l a t i o n s h i p s w e r e d e r i v e d b y u s e o f t h e e n t r o p y i n ¬

e q u a l i t y .

S t a n d a r d a p p r o a c h e s t o t h e d e s c r i p t i o n o f fl u i d fl o w i n p o r o u s m e d i a e x i s t d e s p i t e

s e v e r e l i m i t a t i o n s i n p r e d i c t i n g c o m p l e x m u l t i p h a s e s y s t e m s f r o m ad h o c e x t e n s i o n s

o f s i n g l e p h a s e t h e o r i e s [M i l l e r e t a l .

,
19 9 6 ] . T h e i n h e r e n t c o m p l e x i t y o f m i d t i p h a s e

s y s t e m s a n d t h e h e t e r o g e n e i t y t h a t i s c h a r a c t e r i s t i c o f m o s t n a t u r a l e n v i r o n m e n t s

l e a d s t o a l a r g e a n d d i ffi c u l t s e t o f p r o b l e m s a s s o c i a t e d w i t h t h e a c c u r a t e r e p r e s e n ¬

t a t i o n o f fl u i d fl o w a n d c o n t a m i n a n t t r a n s p o r t . T h i s r e p o r t h a s p o i n t e d t o s e v e r a l

e x a m p l e s o f t h e l i m i t a t i o n s o f d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m d e s c r i p t i o n s o f m u l t i p h a s e fl o w

a n d t r a n s p o r t w h i c h i n c l u d e t h e f o l l o w i n g :

1 , l e n g t h s c a l e s a r e m i x e d b e tw e e n g o v e r n i n g e q u a t i o n s a n d c o n s t i t u t i v e t h e o r y

[G r a y e t a l .

,
19 9 3 ; M i l l e r e t a l .

,
1 9 9 6 ];
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2 . c o n s e n ' â t i o i i e q u a t i o n s a x e o n l j '
- w r i t t e n fo r m a s s ;

3 . D a r c y
'

s l a w c a n n o t a c c o i i n t f o r m u l t i p l e fl o w i n g fl u i d s [M i l l e r e t a i
,
1 9 96 ] a n d

c a n n o t a c c o u n t f o r t h e d i s s i p a t i o n o f o f m o m e n t u m [H a s s a n i z a de h a n d G r a y ,

19 9 3 b ];

4 . s i n g l e p h a s e e q u a t i o n s a r e e m p i r i c a l l y e x t e n d e d t o m i d t i p h a s e s y s t e m s [G r a y

a n d H a s s a n i z a d e h , 1 9 9 1 a ];

5 . i n t e r f a c e s a r e p r e s e n t y e t n e g l e c t e d i n t h e g o v e r n i n g e q u a t i o n s [A br i o l a a n d

G r a y ,
1 9 8 5]; a n d

6 . t h e f r a m e w o r k f o r e x t e n d i n g g o v e r n i n g e q u a t i o n s t o m o r e c o m p l e x s y s t e m s i s

u n c l e a r a n d d o e s n o t a s s u r e t h e r m o d y n a m i c c o n s i s t e n c y [G r a y e t a l .

,
19 9 3 ;

H a s s a n i z a de h a n d G r a y ,
1 99 3 b ] .

P a r a d o x e s a l s o e x i s t i n t h e t r a d i t i o n a l d e s c r i p t i o n o f c o n s t i t u t i v e t h e o r j
'

[G r a y a n d

H a s s a n i z a d e h
,
19 9 1a ] .

T h e l im i t a t i o n s o f t r a d i t i o n a l a p p r o a c h e s m o t i v a t e a l t e rn a t i v e f o r m u l a t i o n s o f m u l ¬

t i p h a s e fl o w a n d c o n t a m i n a n t t r a n s p o r t g o v e r n i n g e q u a t i o n s . T h e i n t e g r a l c o n t i n u u m

a p p r o a c h h a s b e e n e x p l o r e d by m a n y r e s e a r c h e r s t o r i g o r o u s l y d e s c r i b e M P F T i n

p o r o u s m e d i a s y s t e m s [Wh i t a k e r
,
1 9 6 9 ; D e a r

,
1 9 72 ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 7 9 a
,

19 7 9 b
, 1 9 8 0a ; C u s hm a n , 19 8 3 ; G r a y , 1 9 8 3 ; Qu i n t a r d a n d Wh i t a k e r , 19 8 8 ; G r a y a n d

H a s s a n i z a d e h
,
1 9 9 1 a

,
19 9 1 b ; H a s s a n i z a d e h a n d G r a y ,

1 9 9 3a
,
19 9 3 b ; Ch e n e t a l .

,
1 9 9 4 ;

Qu i n t a r d a n d Wh i t a Jc e r
,
1 9 94 ] . T h e i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h p r o v i d e s a m e a n s

fo r c h a n g i n g s c a l e w h i l e r e t a i n i n g i m p o r t a n t p h y s i c a l p r o c e s s e s f r o m s m a l l e r s c a l e s .

T h e i n t e g r a l a p p r o a c h a l s o i s b a s e d d i r e c t l y o n fi r s t p r i n c i p l e s s u c h t h a t t h e e q u a ¬

t i o n s a r e t h e r m o d y n a m i c a l l y c o n s i s t e n t . T h e i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h d i ff e r s

f r o m t r a d i t i o n a l a p p r o a c h e s i n t h e fo l l o w i n g w a y s :

1 . m i c r o s c a l e e v e n t s a r e s y s t e m a t i c a l l y a v e r a g e d t o t h e m a c r o s c a l e a n d a l l r e s u l t i n g

c o n s t i t u t i v e t h e o r y a r e d e v e l o p e d w i t h m a c r o s c a l e p a r a m e t e r s ;

2 .
m a s s

, m o m e n t u m
,
a n d e n e r g j ' c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s f o r m u l t i p h a s e s y s t e m s
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a r e d e v e l o p e d f o r e a c h o f t h e m u l t i p l e p h a s e s w h i c h c a n t h e n b e s im p l i fi e d t o

s i n g l e p h a s e e q u a t i o n s i f a p p r o p r i a t e ;

3 . m a s s
,
m o m e n t i m i

,
a n d e n e r g y c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s a r e w r i t t e n f o r i n t e r f a c e s ;

a n d

4 . t h e e n t r o p j
' i n e q u a l i t y i s u s e d t o e n s u r e t h a t c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s d o n o t

v i o l a t e t h e s e c o n d l a w o f t h e r m o d y n a m i c s .

B a l a n c e e q u a t i o n s h a v e b e e n p r e s e n t e d i n t h i s r e p o r t t h r o u g h a r i g o r o u s d e v e l ¬

o p m e n t o f p h y s i c a l p r o c e s s e s
,

a v e r a ge d s y s t e m a t i c a l l y f r o m t h e m i c r o s c a l e t o t h e

m a c r o s c a l e ,
t o d e s c r i b e t h e c o n s e r v a t i o n o f m a s s

,
m o m e n t m n

,
e n e r gy ,

a n d e n t r o p y

i n m u l t i p h a s e
, p o r o u s m e d i a s y s t e m s . In c o n t r a s t t o t h e d i ff e r e n t i a l c o n t i n u u m a p

¬

p r o a c h
,
t h e l e n g t h s c a l e o f t h e g o v e r n i n g e q u a t i o n s a n d a l l c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s

w i l l b e t h e a v e r a g e d m a c r o s c a l e . Se c o n d
,

c o n s e r v a t i o n o f m o m e n t u m
,

e n e r g j
'

,
a n d

e n t r o p y a r e a l s o i n c l u d e d i n t h e i n t e g r a l c o n t i n u u m f o r m u l a t i o n . T h i r d
, g o v e r n i n g

e q u a t i o n s f o r m u l t i p h a s e s y s t e m s a r e d e v e l o p e d t h a t c a n b e s h o w n t o r e d u c e d o w n

t o s i n g l e p h a s e fl o w e q u a t i o n s
. A d d i t i o n a l l y ,

b a l a n c e e q u a t i o n s f o r i n t e r f a c e s a x e a l s o

a v e r a g e d f r o m t h e m i c r o s c a l e t o t h e m a c r o s c a l e a n d i n c l u d e d i n t h e g o v e r n i n g e q u a ¬

t i o n s . T h e i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h p r o v i d e s a f u n d a m e n t a l b a s i s o n w h i c h t o

a d v a n c e t h e o r i e s o f m u l t i p h a s e fl o w i n g e n e r a l [G r a y a n d H a s s a n i z a d e h
,
1 9 9 1b ] .

I n t h i s w o r k
,
t h e i n t e g r a l c o n t i n u u m b a l a n c e e q u a t i o n s a r e t h e n u s e d t o f o r m u l a t e

a g e n e r a l t h e o r j
'

o f tw o - p h a s e fl o w t h a t is b a s e d u p o n t h e f u n d a m e n t a l p r i n c i p l e s o f

m a s s
,
m o m e n t u m

,
a n d e n e r g y c o n s e r v a t i o n a n d th e s e c o n d l a w o f t h e r m o d y n a m i c s .

C o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s w e r e d e v e l o p e d f o r b o t h t h e tw o fl o w i n g p h a s e s
,
t h e s o l i d

p h a s e
,
a n d f o r t h e t h r e e i n t e r f a c e s .

N e x t
,
t h e e n t r o p y i n e q u a l i t y ,

d e v e l o p e d t h r o u g h t h e i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h
,

w a s e x p l o i t e d t h r o u g h t he u s e o f t h e C o l e m a n a n d N o l l [19 6 3 ] m e t h o d t o c o n s t r a i n

t h e d e v e l o p e d s y s t e m o f e q u a t i o n s . F r o m t h e e n t r o p y i n e q u a l i t y ,
w e d e r i v e t h r e e s e t s

o f c o n s t r a i n i n g c a s e s : r e s u l t s t h a t c a n b e p r o v e n a t e q u i l i b r i u m a n d n o n - e q u i l i b r i u m

c o n d i t i o n s
,
r e s u l t s t h a t c a n b e s h o w n o n l y a t e q u i l i b r i u m

,
a n d r e s u l t s t h a t c a n b e

s h o w n l i n e a r i z e d a b o u t e q u i l i b r i u m fo r n e a r e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s .
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F o r a l l c o n d i t i o n s
,
w e h a v e d e m o n s t r a t e d t h a t t h e e n t r o p y o f a p h a s e a n d a n i n ¬

t e r f a c e w i l l b e p r o p o r t i o n a l t o t h e r e s p e c t i v e H e h n h o l t z f r e e e n e r g j ' d i v i d e d b y t h e

t e m p e r a t u r e [E q . (5 . 10 1) a n d E q . (5 . 10 2 )] . T h i s r e s u l t a g r e e s w i t h t h e c l a s s i c a l r e s u l t s

f r o m E r i n g e n [19 8 0] f o r a s i n g l e -

p h a s e fl u i d a n d S l a tt e r y [19 9 0 ] f o r a n i n t e r f a c e . A l ¬

t h o u g h n o t b e i n g a v e r i fi c a t i o n o f a l l r e s u l t s
,
t h i s a g r e e m e n t w i t h t h e t h e r m o d y n a m i c

l i t e r a t u r e by a p p l i c a t i o n o f t h e C o l e m a n a n d N o l l [1 9 6 3] m e t h o d i s p r o m i s i n g f o r t h e

d e v e l o p m e n t o f o t h e r t h e r m o d y n a m i c a l l y c o n s t r a i n e d c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s .

O f p a r t i c u l a r i n t e r e s t
,
f o r e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s w e h a v e s h o w n t h r o u g h E q .

(5 . 10 8 ) a n d E q . (5 . 1 1 3 ) t ha t c a p i l l a r }' p r e s s u r e d e p e n ds u p o n t h e i n t e r f a c e s a n d

s u r f a c e d e n s i t i e s a s w e l l a s t h e p r e s s u r e s o f t h e w e t t i n g a n d n o n - w e t t i n g fl u i d s . T h e

c a p i l l a r y p r e s s u r e i n E q . (5 . 1 1 3 ) i s s h o w n t o b e e q u a l t o t h e d i fi e r e n c e i n p r e s s u r e

b e tw e e n t h e n o n - w e t t i n g a n d w e t t i n g p h a s e s a t e q u i l i b r i u m . T Va d i t i o n a l c o n s t i t u t i v e

r e l a t i o n s h i p s t y p i c a l l y b a s e c a p i l l a r y p r e s s u r e o n o n l y s
"

. H o w e v e r
,
i f o n l y e q u i l i b r i u m

c o n d i t i o n s a r e c o n s i d e r e d
,
a s i s o f t e n t h e c a s e i n s t a n d a r d a p p r o a c h e s

,
t h e c a p i l l a r y

p r e s s u r e s h o u l d i n c l u d e i n t e r f a c i a l e ff e c t s . T h e i n t e g r a l c o n t i n u i m i a p p r o a c h p r o v i d e s

a r i g o r o u s a p p r o a c h t o t h e s e p o t e n t i a l c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s . A c o m p l e t e d e s c r i p ¬

t i o n o f t h e c a p i l l a r y p r e s s u r e
,
t h e r e f o r e

,
n e e d s t o b e d e v e l o p e d th a t c o n s i d e r s n o t

o n l y 5
* * b u t a l s o o

" ^ a n d p
" ^ [G r a y a n d H a s s a n i z a de h ,

1 9 9 1b ] . A l s o f o r e q u i l i b r i u m

c o n d i t i o n s
,
w e n o t e t h a t b o t h t h e m o m e n t u m e x c h a n g e t e r m s fo r a p h a s e a n d f o r a n

i n t e r f a c e h a v e t e r m s t h a t a r e n o t p r e s e n t a t e q u i l i b r i u m w h i c h s u g g e s t t h a t t h e t e r m s

h a v e b o t h e q u i l i b r i u m a n d n o n - e q u i l i b r i u m p o r t i o n s .

F o r n e a r e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s
,
w e h a v e s h o w n t h a t a c o m p l e t e d e s c r i p t i o n o f

t h e m o m e n t u m b a l a n c e w i l l i n c l u d e d r a g f o r c e s a n d a n i n t e r f a c i a l d e p e n d e n c e . T h i s

fo r m u l a t e d m o m e n t u m b a l a n c e c a n b e r e d u c e d t o t h e t r a d i t i o n a l f o r m o f D a r c y
'

s l a w .

T h e a p p l i c a t i o n o f t h e e n t r o p y i n e q u a l i t y t o a ri g o r o u s d e s c r i p t i o n o f t h e p o r o u s m e ¬

d i a s y s t e m h a s s h o w n t h a t i n t e r f a c e s w i l l e ff e c t m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t . T h e

w e t t a b i l i t y t e r m
,
fi " i n E q . (5 . 12 3 ) ,

i s a n e w l y d e fi n e d q u a n t i t y w h i c h r e l a t e s t h e d e ¬

p e n d e n c e o f f r e e e n e r g j ' a n d s a t u r a t i o n G ra y a n d H a s s a n i z a d e h [19 9 1b ] .
T h e i n c l u s i o n

o f s u c h p a r a m e t e r s
,
w i t h c o n s i d e r a t i o n g i v e n t o t h e s e c o n d l a w o f t h e r m o d y n a m i c s

,

im p r o v e s t h e c u r r e n t d e s c r i p t i o n o f m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t a s o p p o s e d t o e m ¬

p i r i c a l l y b a s e d e x t e n s i o n s o f s i n g l e p h a s e e q u a t i o n s w h i c h m a y o n l y b e a p p l i c a b l e t o
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a s m a l l s u b s e t o f p r o b l e m s .

M u c l i a d d i t i o n a l ■

w ' o r k i s n e e d e d t o r e s o l v e t h e i s s u e s f a c i n g t h e a p p l i c a t i o n o f

i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h e s [R e e v e s a n d C e li a
,
1 99 6 ] . F i r s t

,
t h e i n c o r j w r a t i o n o f

r e a s o n a b l e a s s i m i p t i o n s a n d t h e f o r m u l a t i o n o f c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s i s n e c e s s a r y

f o r t h e c l o s u r e o f t h e p r o p o s e d s e t o f e q u a t i o n s . A d d i t i o n a l l y ,
t h e s i m u l t a n e o u s s o ¬

l u t i o n o f 3 0 e q u a t i o n s w i l l s e v e r e l y l im i t t h e s i z e o f a n y p o s s i b l e n u m e r i c a l s o l u t i o n s .

R e s e a r c h d i r e c t e d t o w a r d s a f u n d a m e n t a l u n d e r s t a n d i n g o f t h e p r o c e s s e s g o v e r n i n g

m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t i n p o r o u s m e d i a i s w e l l s p e n t t im e a n d m o n e y . C o n ¬

v e r s e l y ,
t h e p u r s u i t o f a d d i t i o n a l e m p i r i c a l r e l a t i o n s h i p s ,

w h i c h d e fi n e a s m a l l s u b s e t o f

m u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t i n p o r o u s m e d i a
,
m a y n o t i n c r e a s e o u r i m d e r s t a n d i n g .

I n c o n c l u s i o n
,
fu r t h e r r e s e a r c h o f i n t e g r a l c o n t i n u u m a p p r o a c h e s i s e n c o u r a g e d .
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R e f e r e n c e s

A b a b o u , R . , a n d L . W . G e l h a r
,
D y n a m i c s o f F l u i d s i n H i e r a r c h i c a l P o r o u s Me di a .

A c a d e m i c P r e s s
,
N e w Y o r k

,
19 9 0 .

A b r i o l a
,
L . M .

,
M u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t m o d e l s f o r o r g a n i c c h e m i c a l s : A r e v i e w

a n d a s s e s s m e n t
.
T e c h . R e p . E P R I E A - 5 9 7 6

,
E l e c t r i c P o w e r R e s e a r c h I n s t i t u t e

,
P a l o

A l t o
,
C A

,
1 9 88 .

A b r i o l a
,
L . M .

,
M o d e l i n g m u l t i p h a s e m i g r a t i o n o f o r g a n i c c h e m i c a l s i n g r o u n d w a t e r

s y s t e m s — a r e v i e w a n d a s s e s s m e n t
.
E n v i r o n m e n t a l H e a l t h P e r s p e c t i v e s

,
8 3

,
1 I T-

U S
,
19 8 9 .

A b r i o l a ,
L . M . ,

a n d W
.
G . G r a y ,

O n t h e e x p l i c i t i n c o r p o r a t i o n o f s u r f a c e e ff e c t s i n t o

t h e m u l t i p h a s e m i x t u r e b a l a n c e l a w s
.
I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f M u l t i p h a s e F l o w

,

1 1 (G) ,
8 3 7- 8 5 2

,
1 98 5 .

A b r i o l a
,
L . M .

,
a n d G . F . P i n d e r

,
A m u l t i p h a s e a p p r o a c h t o t h e m o d e l i n g o f p o r o u s

m e d i a c o n t am i n a t i o n by o r g a n i c c o m p o i m d s
,
1 . e q u a t i o n d e v e l o p m e n t

.
Wa t e r R e ¬

s o u r c e s R e s e a r c h , 2 1 (1 ) , 1 1- 18 ,
1 9 85 a .

A b r i o l a
,
L . M .

,
a n d G . F . P i n d e r

,
A m u l t i p h a s e a p p r o a c h t o t h e m o d e l i n g o f p o r o u s

m e d i a c o n t a m i n a t i o n b y o r g a n i c c o m p o u n d s
,
2 . n u m e r i c a l s im u l a t i o n

,
Wa t e r R e ¬

s o u r c e s R e s e a r c h
,
2 1(1 ) ,

19 - 2 6
,
1 98 5 b .

A c h a n t a
,
S .

,
J , H . C u s hm a n

,
a n d M . R . O k o s , O n m u l t i c o m p o e n t

,
m u l t i p h a s e t h e r -

m o m e c h a n i c s w i t h i n t e r f a c e s
.
I n t . J . E n g . S c i .

,
3 2(1 1 ) ,

1 7 1 7- 1 7 3 8
,
1 9 9 4 .

A l l e n
,
M . B .

,
N u m e r i c a l m o d e l i n g o f m u l t i p h a s e fl o w i n p o r o u s m e d i a

,
A dv a n c e s i n

Wa t e r R e s o u r c e s , 8 ,
16 2 - 1 8 7

,
19 8 5 .

A r n o l d ,
G . S . ,

D . A . D r e w
,
a n d R . T . L a h e y J r .

,
A n a s s e s s m e n t o f m u l t i p h a s e fl o w

m o d e l s u s i n g t h e s e c o n d l a w o f t h e r m o d j T i a m i c s , I n t . J . M u l t i p h a s e F l o w
,
16 (Z) ,

4 8 1- 4 9 4
,
1 9 9 0 .
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A z i z
,
K .

,
a n d A . Se t t a r i , P e t r o l e u m R e s e r v o i r S im u l a t i o n . A p p l i e d Sc i e n c e P u b l .

,

L t d .

,
L o n d o n ,

1 9 7 9 .

B a c h m a t
,
Y .

,
a n d J . B e a r

,
M a c r o s c o p i c m o d e l l i n g o f t r a n s p o r t p h e n o m e n a i n p o r o u s

m e d i a . 1 : T h e c o n t i n u u m a p p r o a c h
.
T r a n s p o r t i n P o r o u s M e di a

,
i ( 3 ) ,

2 13 - 2 4 0
,

1 98 6 .

B a e h r
,
A . L .

,
a n d M . Y . C o r a p c i o g l u , A c o m p o s i t i o n a l m u l t i p h a s e m o d e l f o r g r o u n d ¬

w a t e r c o n t a m i n a t i o n b j ' p e t r o l e im a p r o d u c t s 2 . n u m e r i c a l s o l u t i o n ,
Wa t e r R e ¬

s o u r c e s R e s e a r c h
,
2 3{ l ) , 2 0 1- 2 13 ,

19 8 7 .

B a v e y e ,
P .

,
a n d G . Sp o s i t o

,
T h e o p e r a t i o n a l s i g n i fi c a n c e o f t h e c o n t i n u u m h y p o t h e s i s

i n t h e t h e o r j '
'

o f w a t e r m o v e m e n t t h r o u g h s o i l s a n d a q u i f e r s
.
Wa t e r R e s o u r c e s

R e s e a r c h
,
2 0(5 ) , 5 2 1 - 53 0 ,

1 9 84 .

B e a r
,
J .

, D y n a m i c s o f F l u i d s i n P o r o u s M e di a . D o v e r P u b l . , I n c .

,
N e w Y o r k , 19 7 2 .

B e a r
,
J .

,
a n d Y . B a c hm a t

,
M a c r o s c o p i c m o d e l l i n g o f t r a n s p o r t p h e n o m e n a i n p o r o u s

m e d i a . 2 : A p p l i c a t i o n s t o m a s s
, m o m e n t u m a n d e n e r g y t r a n s p o r t , T r a n s p o r t i n

P o r o u s M e di a
,
i (3 ) ,

24 1- 2 7 0
,
1 98 6 .

B e a r
,
J .

,
a n d Y .

B a c hm a t
,
I n t r o d u c t i o n t o M o d e l i n g o f T r a n s p o r t P h e n o m e n a i n

P o r o u s M e di a . K l u w e r A c a d e m i c P u b l i s h e r s
, D o r d r e c h t

,
T h e N e th e r l a n d s

,
1 9 9 1 .

B e a r
,
J .

, C . B r a e s t e r
,
a n d P . G . M e n i e r

,
E f fe c t i v e a n d r e l a t i v e p e r m e a b i h t i e s o f

a n i s o t r o p i c p o r o u s m e d i a
,
T r a n s p o r t i n P o r o u s M e d i a

,
2

,
3 0 1- 3 1 6

,
19 8 7 .

B e d f o r d
,
A .

,
a n d D . H . D r u m h e l l e r

,
T h e o r i e s o f im m i s c i b l e a n d s t r u c t u r e d m i x t u r e s

,

I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f E n g i n e e r i n g Sc i e n c e
,
2 1(8 ) , 8 6 3- 9 60 , 1 9 83 .

B e l l
,
J . B .

,
J . A . T r a n g e n s t e i n , a n d G . R . Sh u b i n , C o n s e r v a t i o n l a w s o f m i x e d t y p e

d e s c r i b i n g t h r e e -

p h a s e fl o w i n p o r o u s m e d i a
,
S i a m J o u r n a l o f A p p l i e d M a th e m a t i c s

,

46 (0 ) ,
1 00 0 - 10 1 7

,
19 8 6 .
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B e n n e t h u m
,
L . S .

,
M u l t i s c a l e

,
h y b r i d m i x t u r e t h e o r y f o r s w e l l i n g s y s t e m s w i t h i n t e r ¬

f a c e s
,
T e c h . r e p .

,
D e p a r t m e n t o f M a t h e m a t i c s

,
P u r d u e U n i v e r s i t y ,

We s t L a fa y e t t e ,

I N
,
1 9 94 .

B i r d
,
R . B .

,
W . E . S t ew a r t

,
a n d E . N . L i g h t f o o t

,
T r a n s p o r t P h e n o m e n a . J o h n W i l e y

k So n s
,
N e w Y o r k

,
N Y

,
19 6 0 .

B r o o k s
,
R . H .

,
a n d A . T

. C o r e j
'

,
P r o p e r t i e s o f p o r o u s m e d i a a ff e c t i n g fl u i d fl o w

.
J o u r ¬

n a l o f t h e I r r i g a t i o n a n d D r a i n a g e D i v i s i o n
,
P r o c e e d i n g s o f t h e A m e r i c a n S o c i e t y

o f C i v i l E n g i n e e r s
,
I R 2

,
6 1- 88

,
19 6 6 .

B r o w n
,
L . B .

,
G . A . P o p e

,
L . M . A b r i o l a

,
a n d S. K .

,
Si m u l a t i o n o f s u r f a c t a n t - e n h a n c e d

a q u i f e r r e m e d i a t i o n
,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
3 0(1 1 ), 2 9 5 9 - 2 9 7 7 ,

19 9 4 .

B r u s s e a u
,
M . L .

,
a n d P . S . G . R a o

,
So r p t i o n n o n i d e a l i t y d u r i n g o r g a n i c c o n t a m i n a n t

t r a n s p o r t i n p o r o u s m e d i a . C r i t i c a l R e v i e w s i n E n v i r o n m e n t a l C o n t r o l
,
1 9( 1 ) ,

3 3 -

9 9
,
1 98 9 .

B u c k l e y , S . E . , a n d M . C . L e v e r e t t
,
M e c h a n i s m o f fl u i d d i s p l a c e m e n t i n s a n d s

,
A I ME

,

142 ,
1 0 7- 1 1 6

,
1 9 4 1 .

B u r d i n e
,
N . T .

,
R e l a t i v e p e r m e a b i l i t y c a l c u l a t i o n s f r o m p o r e s i z e d i s t r i b u t i o n d a t a

,

A IME
,
1 9 8

,
n - 11

,
1 95 3 .

C e l i a
,
M . A .

,
a n d P . B i n n i n g ,

A m a s s c o n s e r v a t i v e n u m e r i c a l s o l u t i o n f o r 2 - p h a s e fl o w

i n p o r o u s m e d i a w i t h a p p l i c A t i o n t o u n s a t u r a t e d fl o w
,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,

2 8 (1^ ) ,
28 1 9- 2 8 2 8

,
19 9 2 a .

C e l i a
,
M . A .

,
a n d P . B i n n i n g ,

M u l t i p h a s e m o d e l s o f u n s a t u r a t e d fl o w : A p p r o a c h e s t o

t h e g o v e r n i n g e q u a t i o n s a n d n u m e r i c a l m e th o d s
,
i n M a th e m a t i c a l M o d e li n g i n Wa ¬

t e r R e s o u r c e s
,
e d i t e d by T . F . R u s s e l l

,
a n d R . E . E w i n g , p p . 2 5 7 - 2 7 2

,
S o u th a m p t o n ,

U K . W ^
a t e r R e s o u r c e s P r o g r a m ,

C o m p u t a t i o n a l M e c h a n i c s P u b l i c a t i o n s
,
19 9 2 b .

C e l i a
,
M . A .

,
H .

R a j a r a m ,
a n d L . A . F fe r r a n d

,
A m u l t i - s c a l e c o m p u t a t i o n a l m o d e l

f o r m u l t i p h a s e fl o w i n p o r o u s m e d i a
.
A d v a n c e s i n Wa t e r R e s o u r c e s

,
1 6(1) ,

8 1- 9 2 ,

19 9 3 .
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C h e n
,
Z .

, R . S .
G o v i n d a r a j u ,

a n d M . L . K a w a s
, Sp a t i a l a v e r a g i n g o f u n s a t u r a t e d

fl o w e q u a t i o n s u n d e r i n fi l t r a t i o n c o n d i t i o n s o v e r a r e a l l y h e t e r o g e n e o u s fi e l d s 1 .

d e v e l o p m e n t o f m o d e l s
,
W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h , 3 0( 2 ), 5 2 3 - 5 3 3 ,

1 9 94 .

G h r i s t a k o s
,
G .

,
R a n d o m F i e l d M o d e l s i n E a r t h S c i e n c e s

,
9 0 94 . A c a d e m i c P r e s s

,
Sa n

D i e g o ,
G A

,
1 9 9 2 .

G h r i s t a k o s
,
G .

,
G . T . M i l l e r

,
a n d D . O l i v e r

,
T h e d e v e l o p m e n t o f s t o c h a s t i c s p a c e

t r a n s f o r m a t i o n a n d d i a g r a mm a t i c p e r t u r b a t i o n t e c h n i q u e s i n s u b s u r fa c e h y d r o l o g y ,

S t o c h a s t i c H y d r o l o g y a n d H y dr a u l i c s
,
7(1 ), 14- 3 2 ,

19 9 3 a .

G h r i s t a k o s
,
G .

,
G . T . M i l l e r

,
a n d D . O l i v e r

,
St o c h a s t i c p e r t u r b a t i o n a n a l y s i s o f

g r o u n d w a t e r fl o w — s p a t i a l l y v a r i a b l e s o i l s
,
s e m i - i n fi n i t e d o m a i n s a n d l a r g e fl u c ¬

t u a t i o n s
.
S t o c h a s t i c H y d r o l o g y a n d H y dr a u l i c s

,
7(3 ), 2 13- 2 3 9 ,

19 9 3 b .

G h r i s t a k o s
,
G .

,
G . T . M i l l e r

,
a n d D . O l i v e r

,
G l e o p a t r a

'

s n o s e a n d t h e d i a g r a m m a t i c

a p p r o a c h t o fl o w m o d e Ui n g i n r a n d o m p o r o u s m e d i a
,
i n G e o s t a t i s t i c s f o r t h e N e x t

C e n t u r y , p p . 3 4 1- 3 5 8 . K l u v e r A c a d e m i c P u b l i s h e r s
,
A m s t e r d a m

,
T h e N e t h e r l a n d s

,

19 9 4 a .

G h r i s t a k o s
,
G .

,
D . T . H r i s t o p u l o s

,
a n d G . T . M i l l e r

,
S t o c h a s t i c d i a g r a m m a t i c a n a l y s i s

o f g r o i m d w a t e r fl o w i n h e t e r o g e n e o u s s o i l s
.
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

, p . s u b m i t ¬

t e d
,
19 9 4 b .

G h r i s t a k o s
,
G .

,
D . T . H r i s t o p u l o s

,
a n d C . T . M i l l e r

,
S t o c h a s t i c d i a g r a m m a t i c a n a l y s i s

o f g r o u n d w a t e r fl o w i n h e t e r o g e n e o u s p o r o u s m e d i a
.
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,

3 1(7 ), 16 8 7- 1 70 3 ,
1 9 9 5 .

C h u n g ,
T . J .

,
A p p l i e d C o n t i n u u m M e c h a n i c s . C a m b r i d g e U n i v e r s i t y P r e s s

,
G a m -

b r i d g e ,
19 9 6 .

G o a t s
,
K . H .

,
A n e q u a t i o n o f s t a t e c o m p o s i t i o n a l m o d e l

,
S P E J o u r n a l

, p p . 3 6 3 - 3 7 6
,

1 98 0 .
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C o l e m a n
,
B . D .

,
a n d W . N o l l

,
T h e t h e r m o d y n a m i c s o f e l a s t i c m a t e r i a l s w i t h h e a t

c o n d u c t i o n a n d v i s c o s i t y , A r c h i v e s o f R a t i o n a l M e c h a n i c a l A n a l y s i s ,
I S

,
1 6 7 - 1 7 8

,

1 9 63 .

G o r a p c i o g l u ,
M . Y .

,
a n d A . L . B a e h r

,
A c o m p o s i t i o n a l m u l t i p h a s e m o d e l f o r g r o u n d ¬

w a t e r c o n t a m i n a t i o n b y p e t r o l e u m p r o d u c t s 1 . t h e o r e t i c a l c o n s i d e r a t i o n s , Wa t e r

R e s o u r c e s R e s e a r c h , 2S( l ) ,
1 9 1- 2 0 0

,
1 9 8 7 .

G o r a p c i o g l u , M . Y . , a n d M . A . H o s s a i n
,
M i g r a t i o n o f c h l o r i n a t e d h y d r o c a r b o n s i n

g r o u n d w a t e r
,
i n P r o c e e di n g s o f t h e N WWA / A P I C o n f e r e n c e o n P e t r o l e u m H y ¬

d r o c a r bo n s a n d O r g a n i c Ch e m i c a l s i n G r o u n d Wa t e r : P r e v e n t i o n
,
D e t e c t i o n a n d

R e m e di a t i o n
, p p . 3 3- 5 2 ,

Wo r t h i n g t o n ,
O H . N a t i o n a l We l l Wa t e r A s s o c i a t i o n , 19 8 6 .

C o r e y ,
A . T .

,
I n t e r r e l a t i o n o f g a s a n d o i l r e l a t i v e p e r m e a b i l i t i e s

.
P r o d u c e r

'

s M o n th l y ,

1 9( 1 ), 3 8 - 4 1 , 1 9 54 .

C o r e y ,
A . T .

,
M e c h a n i c s o f I mm i s c i bl e F l u i ds i n P o r o u s Me d i a . Wa t e r R e s o u r c e s

P u b l i c a t i o n s
,
L i t t l e t o n

,
C o l o r a d o

,
3 r d e d n .

,
1 99 4 .

C u s hm a n
,
J . H .

,
V o l u m e a v e r a g i n g , p r o b a b i l i s t i c a v e r a g i n g ,

a n d e r g o d i c i t y .
A dv . Wa ¬

t e r R e s o u r c e s
,
6{Se p t . ) ,

18 2 - 18 4 , 19 8 3 .

C u s hm a n
,
J . H .

,
O n m e a s u r e m e n t

,
s c a l e

,
a n d s c a l i n g .

Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h
,

2 2(2 ) ,
12 9 - 134

,
19 8 6 .

C u s hm a n
,
J . H .

,
D y n a m i c s o f F lu i ds i n H i e r a r c h i c a l P o r o u s M e d i a . A c a d e m i c P r e s s

,

N e w Y o r k
,
19 9 0 a .

C u s hm a n
,
J . H . ( e d . ) .

D y n a m i c s o f F l u i ds i n H i e r a r c h i c a l P o r o u s M ed i a . A c a d e m i c

P r e s s
,
N e w Y o r k

,
1 9 9 0b .

C u s hm a n , J . H . , a n d T . R . G i n n , N o n - l o c a l d i s p e r s i o n i n m e d i a w i t h c o n t i n u o u s l y

e v o l v i n g s c a l e s o f h e t e r o g e n e i t y .
T r a n sp o r t i n P o r o u s M e d i a

,
13 (1 ) ,

12 3 - 13 8
,
19 9 3 .

D a g a n
,
G .

,
F l o w a n d T r a n s p o r t i n P o r o u s M ed i a . Sp r i n g e r - V e r l a g ,

N e w Y o r k
,
1 9 8 9 .
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D a g a n
,
G

.

,
T r a n s p o r t i n h e t e r o g e n e o u s p o r o u s f o r m a t i o n s : Sp a t i a l m o m e n t s

,
e r g o d -

i c i t y ,
a n d e ff e c t i v e d i s p e r s i o n

,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
2 6{ Q) ,

12 8 1- 12 9 0
,
1 99 0 .

D a n e
,
J . H .

,
M . O o s t r o m

,
a n d B . C . M i s s i l d i n e

,
A n i m p r o v e d m e t h o d f o r t h e d e t e r ¬

m i n a t i o n o f c a p i l l a r y p r e s s u r e - s a t u r a t i o n c u n ' ^e s i n v o l v i n g T G E
,
w a t e r

,
a n d a i r

,

J o u r n a l o f C o n t a m i n a n t H y d r o l o g y ,
1 1

,
6 9 - 8 1

,
1 99 2 .

d e M a r s i l y ,
G .

, Qu a n t i t a t i v e H y d r o g e o l o g y : G r o u n d w a t e r H y d r o l o g y f o r E n g i n e e r s .

A c a d e m i c P r e s s , O r l a n d o , F L , 1 98 6 .

D e l s h a d
,
M .

,
a n d G . A . P o p>e ,

C o m p a r i s o n o f t h e t h r e e - p h a s e o i l r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y

m o d e l s
.
T r a n s p o r t i n P o r o u s M e di a

, 4(1) ,
5 9- 8 3

,
1 9 8 9 .

D e m o n d
,
A . H .

,
a n d P . V . R x >b e r t s

,
E s t im a t i o n o f 2- p h a s e r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y r e l a r

t i o n s h i p s f o r o r g a n i c l i q u i d c o n t a m i n a n t s
,
W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
2 9(4 ) ,

1 0 8 1-

1 0 90
,
1 9 9 3 .

D e n g ,
F . W .

,
J . H . C u s hm a n

,
a n d J . W . D e l l e u r

,
A f a s t f o u r i e r t r a n s f o r m s t o c h a s t i c

a n a l y s i s o f t h e c o n t a m i n a n t t r a n s p o r t p r o b l e m .
W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h, 2 9 (9 ),

3 2 4 1- 3 2 4 7 , 19 9 3 .

D o m e n i c o
,
P . A .

,
a n d F . W . Sc hw a r t z

,
P h y s i c a l a n d Ch e m i c a l H y d r o g e o l o g y . J o h n

W i l e y a n d So n s
,
N e w Y o r k

,
1 9 90 .

E l - K a d i
,
A . I .

,
A p p l i c a b i l i t y o f s h a r p - i n t e r f a c e m o d e l s fo r n a p l t r a n s p o r t : 1 . i n fi l t r a ¬

t i o n
.
G r o u n d Wa t e r

,
3 0 (6 ) , 8 4 9- 8 5 6 ,

19 9 2 .

E l - K a d i
,
A . I .

,
A p p l i c a b i l i t y o f s h a r p - i n t e r f a c e m o d e l s fo r n a p l t r a n s p o r t : 2 . s p r e a d i n g

o f a h i a p l . G r o u n d Wa t e r
,
S2(b ) ,

78 4 - 7 9 3
,
19 9 4 .

E ri n g e n ,
A . C

,
Me c h a n i c s o f C o n t i n u a . R o b e r t E . K ri e g e r P u b l i s h i n g G o m p a n j

' '

,

H u n t i n g t o n ,
N Y

,
2n d e d n .

,
1 9 80 .

F a l t a
,
R . W .

,
K . P r u e s s

,
I . J a v a n d e l

,
a n d P . A . W i t h e r s p o o n , N u m e r i c a l m o d e l i n g o f

s t e a m i n j e c t i o n f o r t h e r e m o v a l o f n o n a q u e o u s p h a s e l i q u i d s f r o m t h e s u b s u r f a c e
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,
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,

1 5(1 ), 8 1- 9 5 ,
19 8 9 .

G r a y ,
W . G .

,
a n d S . M . H a s s a n i z a d e h

,
P a r a d o x e s a n d r e a l i t i e s i n u n s a t u r a t e d fl o w

t h e o r y .
W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h
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,
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,
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,
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,
M . A . C e l i a

,
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,
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,
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,
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G r e e n
,
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,
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J o u r n a l o f A g r i c u l t u r a l S c i e n c e
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,
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G r e e n b e r g ,
M . D .

,
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,
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19 8 8 .

G r e i n e r
,
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,
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,
a n d S . H o r s t

,
T h e r m o d y n a m i c s a n d S t a t i s t i c a l Me c h a n i c s .
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G u a m a < ;c i a
,
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,
e d i t e d
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,
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U K . C o l l e g e o f
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,
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, 19 8 8 .

H a s s a n i z a d e h
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,
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p h a s e s y s t e m s : 3 . c o n s t i t u t i v e t h e o r j '
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,
A dv a n c e s i n Wa t e r

R e s o u r c e s
,
3

,
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,
1 98 0 a .

H a s s a n i z a d e h
,
S . M .

,
a n d W . G . G r a y ,
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,
5 (Se p t ) , 14 3 ,
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H a s s a n i z a d e h
,
S . M .

,
a n d W . G . G r a y ,

M e c h a n i c s a n d t h e r m o d y n a m i c s o f m u l t i ¬
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.
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,
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H a s s a n i z a d e h , S . M .
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G r a y ,
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,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
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,
19 9 3 a .

H a s s a n i z a d e h
,
S . M .

,
a n d W . G , G r a y ,
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,
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,
8( 2 ) ,

10 9 - 11 6
,
19 9 4 .

NEATPAGEINFO:id=93564A22-5764-4C11-88AB-FF548F80303A



15 5

H u j
-

a k o m
, P . S .

,
Y . S . Wu

,
a n d N . S . P a x k ,
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,
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,
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R e s e a r c h
,
3 0(2 ) ,

3 0 7- 32 0 , 1 9 94 b .

In d e lm a n
,
P .

,
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,
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.
J o u r n a l o f H y d r o l o g y ,
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m o d e l d e v e l o p m e n t
.
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
2 7(6 ), 10 4 9 - 10 5 7 ,

19 9 1 .

K u p p u s a m y ,
T .

,
J . Sh e n g ,

J . C . P a r k e r
,
a n d R . J . L e n h a r d

, F i n i t e - e l e m e n t a n a l y s i s o f

m u l t i p h a s e i n u n i s c i b l e fl o w t h r o u g h s o i l s
.
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
2 3 (4 ) , 6 2 5 -

63 1
,
19 8 7 .

L e n h a r d
,
R . J .

,
a n d J . C . P a r k e r

,
M e a s u r e m e n t a n d p r e d i c t i o n o f s a t u r a t i o n - p r e s s u r e

r e l a t i o n s h i p s i n t h r e e - p h a s e p o r o u s m e d i a s y s t e m s
.
J o u r n a l o f C o n t a m i n a n t H y ¬

d r o l o g y ,
1

,
4 0 7 - 4 2 4

,
19 8 7 a .

L e n h a r d
,
R . J .

,
a n d J . G . P a r k e r

,
A m o d e l f o r h y s t e r e t i c c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s g o v ¬

e r n i n g m u l t i p h a s e fl o w 2 . p e r m e a b i l i t y - s a t u r a t i o n r e l a t i o n s
.
Wa t e r R e s o u r c e s R e ¬

s e a r c h
,
2 3(12 ), 2 1 9 7- 2 2 0 6 ,

19 8 7 b .

L e n h a r d
,
R . J .

,
a n d J . C . P a r k e r

,
E x p e r im e n t a l v a l i d a t i o n o f t h e t h e o r y o f e x t e n d i n g

t w o - p h a s e s a t u r a t i o n - p r e s s u r e r e l a t i o n s t o t h r e e fl u i d p h a s e s y s t e m s f o r m o n o t o n i c

d r a i n a ge p a t h s
.
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
24(Z ), 3 7 3- 38 0 , 19 8 8 .
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L e n h a x d
,
R . J .

,
J .
G . P a x k e r

,
a n d J . J . K a l u a r a c h c h i

,
A m o d e l f o r hj

'

s t e r e t i c c o n s t i t u ¬

t i v e r e l a t i o n s g o v e r n i n g m u l t i p h a s e fl o w 3 . r e fi n e m e n t s a n d n u m e r i c a l s i m u l a t i o n s
,

Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h
,
2 5(7 ), 17 2 7- 17 3 6 , 1 9 8 9 .

L o w r y ,
M . I .

,
a n d C . T . M i l l e r

,
P o r e - s c a l e m o d e l i n g o f n o n w e t t i n g - p h a s e r e s i d u a l i n

p o r o u s m e d i a .
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h ,

5 1(3 ) , 4 5 5- 4 73 ,
1 9 9 5 .

M a r i e
,
C . M .

,
O n m a c r o s c o p i c e q u a t i o n s g o v e rn i n g m u l t i p h a s e fl o w w i th d i ff u s i o n a n d

c h e m i c a l r e a c t i o n s i n p o r o u s m e d i a
.
I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f E n g i n e e r i n g S c i e n c e

,

2 0 (5 ) ,
6 4 3 - 6 6 2

,
1 9 8 2

.

M a y e r ,
A . S .

,
a n d C . T . M i l l e r

,
A c o m p o s i t i o n a l m o d e l f o r s i m u l a t i n g m u l t i p h a s e

fl o w
,
t r a n s p o r t a n d m a s s t r a n s f e r i n g r o u n d w a t e r s y s t e m s

,
i n P r o c e e d i n g s o f t h e

E i gh t h I n t e m a t i o r M l C o n f e r e n c e o n C o m p u t a t i o n a l Me t h o d s i n Wa t e r R e s o u r c e s ,

C o m p u t a t i o n a l M e th o d s i n S u bs u r f a c e H y d r o l o g y ,
e d i t e d by G . G a m b o l a t i

,
a n d

A . R i n a l d o
, p p . 2 1 7- 2 22

,
S o u t h a m p t o n B o s t o n a n d B e r l i n H e i d e l b e r g . C o m p u t a ¬

t i o n a l M e c h a n i c s P u b l i c a t i o n s a n d Sp r i n g e r - V e r l a g , 1 9 9 0 .

M a y e r ,
A . S .

,
a n d G . T . M i l l e r

,
P o r e s i z e d i s t r i b u t i o n a n d m e a s u r e m e n t s c a l e e ff e c t s o n

n o n a q u o u s p h a s e l i q u i d m o r p h o l o g y a t r e s i d u a l s a t u r a t i o n
, i n E O S T r a n s a c t i o n s

,

A m e r i c a n G e o p h y s i c a l U n i o n ,
F a l l M e e t i n g , p p . 1 5 1- 1 52

,
G a l i f o r n i a . 1 9 9 1 .

M a y e r ,
A . S .

,
a n d G . T . M i l l e r

,
T h e i n fl u e n c e o f p o r o u s m e d i i m i c h a r a c t e r i s t i c s a n d

m e a s u r e m e n t s c a l e o n p o r e - s c a l e d i s t r i b u t i o n s o f r e s i d u a l n o n a q u e o u s - p h a s e l i q u i d s ,

J o u r n a l o f C o n t a m i n a n t H y d r o l o g y ,
i i (3- 4 ), 1 8 9- 2 13 ,

E n g l i s h A r t i c l e
,
1 9 92 a .

M a y e r ,
A . S .

,
a n d G . T . M i l l e r

,
Si m u l a t i n g n o n a q u e o u s p h a s e l i q u i d d i s s o l u t i o n i n

h e t e r o g e n e o u s p o r o u s m e d i a
,
i n M a th e m a t i c a l M o d e l i n g i n Wa t e r R e s o u r c e s

,
e d i t e d

b y T . F . R u s s e l l
,
a n d R . E . E w i n g , p p . 2 4 7- 25 4

,
So u t h a m p t o n ,

U K . D e p a r t m e n t o f

G e o l o g i c a l E n gi n e e r i n g / / D e p a r t m e n t o f E n v i r o n m e n t a l Sc i e n c e s a n d E n g i n e e i r n g ,

G o m p u t a t i o n a l M e c h a n i c s P u b l i c a t i o n s
,
1 9 9 2b .

M a y e r ,
A . S .

,
a n d G . T . M i l l e r

,
A n e x p e ri m e n t a l i n v e s t i g a t i o n o f p o r e - s c a l e d i s t ri ¬

b u t i o n s o f n o n a q u e o u s p h a s e l i q u i d s a t r e s i d u a l s a t u r a t i o n
,
T r a n s p o r t i n P o r o u s

M e d i a
,
1 0(1 ), 5 7 - 8 0 ,

E n g l i s h . Ax t i c l e
,
1 9 93 .
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M a y e r ,
A . S

.

,
a n d C . T . M i l l e r ,

T h e i n fl u e n c e o f m a s s t r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c s a n d

p o r o u s m e d i a h e t e r o g e n e i t y o n n o n a q u e o u s p h a s e d i s s o l u t i o n ,
W a t e r R e s o u r c e R e ¬

s e a r c h
, p . i n r e v i e w

,
1 9 94 .

M i l l e r , C . T .

,
a n d W . J . J ,

W e b e r
, S o r p t i o n o f h y d r o p h o b i c o r g a n i c p o l l u t a n t s i n

s a t u r a t e d s o U s y s t e m s
.
J o u r n a l o f C o n t a m i n a n t H y d r o l o g y ,

1
,
24 3- 2 6 1

,
19 8 6 .

M i l l e r
,
C . T .

,
M . M . P o i r i e r - M c N e U l

,
a n d A . S . M a y e r

,
D i s s o l u t i o n o f t r a p p e d n o n ¬

a q u e o u s p h a s e l i q u i d s : M a s s t r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c s
,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,

2 6 ( 1 1) ,
2 7 8 3 - 2 79 6 ,

1 9 9 0 .

M i l l e r
,
G . T

.

,
G . G h r i s t a k o s

,
P . I m h o ff

,
J . M c B r i d e

,
J . P e d i t

,
a n d J . I Va n g e n s t e i n

,

R e ^ d e w p a p e r
,
A WR

,
1 99 6 .

M i l l y ,
P . G . D .

,
A l i n e a r a n a l y s i s o f t h e r m a l e ff e c t s o n e v a p o r a t i o n f r o m s o i l

.
Wa t e r

R e s o u r c e s R e s e a r c h , 2 0(S) , 1 0 7 5- 10 8 5 ,
19 8 4 a .

M i l l y ,
P . G . D . ,

A s i m u l a t i o n a n a l y s i s o f t h e r m a l e ff e c t s o n e x ' a p o r a t i o n f r o m s o i l
,

Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h
,
2 0{S) ,

1 0 8 7- 10 9 8
,
19 8 4 b .

M u a l e m
,
Y .

,
A n e w m o d e l f o r p r e d i c t i n g t h e h y d r a u l i c c o n d u c t i v i t y o f u n s a t u r a t e d

p o r o u s m e d i a
,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
i ^ Z) ,

5 13 - 5 2 2
,
1 9 76 .

M u l l
,
R .

,
A d v a n c e s i n Wa t e r P o l l u t i o n R e s e a r c h . P e r g a m o m P r e s s

,
O x f o r d

,
U K

,
19 7 1.

M u r a d
,
M . A .

,
L . S . B e n n e t h u m

,
a n d J . H . G u s hm a n

,
A m u l t i s c a l e t h e o r y o f s w e l l i n g

p o r o u s m e d i a : 1 . a p p l i c a t i o n t o o n e - d im e n s i o n a l c o n s o l i d a t i o n
,
TYa n s p o r t i n P o r o u s

M e d i a
,
1 9

,
9 3- 1 2 2

,
19 9 5 .

M u s k a t
,
M .

,
R . D . Wy c k o ff ,

H . G . B o t s e t
,

a n d M .
W

. M e r e s
,
F l o w o f g a s

- l i q u i d

m i x t u r e s t h r o u g h s a n d s
,
T r a n s a c t i o n s

,
A IM E , 1 2 3 ,

6 9 - 9 6 ,
19 3 7 .

N a r a s im ha n
,
T . N .

,
A n o t e o n v o l u m e - a v e r a g i n g ,

A dv a n c e s i n Wa t e r R e s o u r c e s
,

5 (Se p t . ), 13 5 - 1 3 9
,
1 9 8 0 .
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N e u m a n
,
S . P .

,
a n d S. O r x

,
P r e d i c t i o n o f s t e a d y s t a t e fl o w i n n o n u n i f o r m g e o l o g i c

m e d i a b j ' c o n d i t i o n a l m o m e n t s : E x a c t n o n l o c a l f o r m a l i s m
,
e ff e c t i v e c o n d u c t i v i t i e s ,

a n d w e a k a p p r o x im a t i o n
,
W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
2 9{2 ) ,

3 4 1- 3 6 4
,
1 9 9 3 .

O d e h
,
A . S .

,
A p r o p o s e d t e c h n i q u e f o r s im u l a t i o n o f v i s c o u s fi n g e r i n g i n o n e -

d i m e n s i o n a l i mm i s c i b l e fl o w
,
S P E R e s e r v o i r E n g i n e e r i n g , p p . 3 0 4 - 3 10

,
1 9 8 9 .

O k u d a
,
I .

,
C . T . M i l l e r

,
S . N . G l e y z e r

,
a n d J . F . M c B r i d e

,
Su r f a c t a n t - e n h a n c e d

r e m o v a l o f n o n a q u e o u s p h a s e l i q u i d f r o m p o r o u s m e d i a
,
i n E O S T r a n s a c t i o n s

,

A m e r i c a n G e o p h y s i c a l U n i o n . 1 9 94 .

O l s o n
,
R . M .

,
a n d S . J . W ri g h t ,

E s s e n t i a l s o f E n g i n e e r i n g F l u i d M e c h a n i c s . H a r p e r

a n d R o w
,
G r a n d R a p i d s ,

fi f t h e d n .

, 19 9 0 .

O s b o r n e
,
M .

,
a n d J . F . Sy k e s ,

N u m e ri c a l m o d e l i n g o f i mm i s c i b l e o r g a n i c t r a n s p o r t

a t t h e h y d e p a r k l a n d fi l l
.
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
22( 1 ), 2 5- 33 ,

19 8 6 .

P a n d a y ,
S .

,
a n d M . Y . G o r a p c i o g l u , T h e o r y o f p h a s e - s e p a r a t e m u l t i c o m p o n e n t c o n ¬

t a m i n a n t t r a n s p o r t i n f r o z e n s o i l s
,
J o u r n a l o f C o n t a m i n a n t H y d r o l o g y ,

i 6(3 ) ,
2 3 5 -

2 6 9
,
19 9 4 .

P a r k e r
,
J . G .

,
M u l t i p h a s e fl o w a n d t r a n s p o r t i n p o r o u s m e d i a

,
R e v i e w s o f G e o p h y s i c s ,

2 7{Z) ,
3 1 1- 3 2 8

,
1 98 9 .

P a r k e r
,
J . G .

,
a n d R . J . L e n h a r d

,
V e r t i c a l i n t e g r a t i o n o f t h r e e - p h a s e fl o w e q u a t i o n s

f o r a n a l y s i s o f l i g h t h y d r o c a r b o n p l u m e m o v e m e n t
.
T r a n s p o r t i n P o r o u s M e di a

,

5 (2 ) , 18 7- 2 0 6 , 19 8 9 .

P a r k e r
,
J . C .

,
a n d R . J . L e n h a r d

,
D e t e r m i n i n g t h r e e - p h a s e p e r m e a b i l i t y - s a t u r a t i o n -

p r e s s u r e r e l a t i o n s f r o m t w o - p h a s e s y s t e m m e a s u r e m e n t s
.
J o u r n a l o f P e t r o l e u m S c i ¬

e n c e a n d E n g i n e e r i n g , 4 ,
5 7 - 6 5

,
19 9 0 .

P a v o n e
,
D .

,
E q u a t i o n s f o r tw o - p h a s e fl o w i n p o r o u s m e d i a d e r i v e d f r o m s p a c e a v e r ¬

a g i n g ,
i n T h e M a th e m a t i c s o f O i l R e c o v e r y ,

e d i t e d by P . R . K i n g , p p . 19 1>- 2 1 0 .

G l a r e n d o n P r e s s
,
O x f o r d

,
1 9 9 2 .
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P e a c e m a n
,
D . W .

,
F u n d a m e n t a l s o f N u m e r i c a l R e s e r v o i r S i m .u l a t i o n . E l s e x d e r Sc i e n ¬

t i fi c P u b l i s h i n g C o .

,
A m s t e r d a m , 1 9 7 7 .

P i n d e r
,
G .

,
a n d S . St o t h o ff

,
C a n t h e s h a r p i n t e r f a c e s a l t - w a t e r m o d e l c a p t u r e t r a n ¬

s i e n t b e h a v i o r ?
,
P r o c e e d i n g s o f t h e V I I I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e

,
C o m p u t a t i o n a l

M e t h o d s i n Wa t e r R e s o u r c e s V o l . 1 M o d e l i n g S u r f a c e A n d S u b- S u r f a c e F l o w s
,
1

,

2 1 7
,
1 98 8 .

P l u m b
,
O . A .

,
a n d S . WT i i t a k e r

,
D i s p e r s i o n i n h e t e r o g e n e o u s p o r o u s m e d i a 1 . l o c a l

v o l u m e a v e r a g i n g a n d l a r g e - s c a l e a v e r a g i n g .
W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
24( 7 ) ,

9 1 3 -

9 2 6
,
1 9 8 8 .

P o w e r s
,
S . E .

,
C . O . L o u r e i r o

,
L . M . A b r i o l a

,
a n d W . J . J . We b e r

,
T h e o r e t i c a l s t u d y

o f t h e s i g n i fi c a n c e o f n o n e q u i l i b r i u m d i s s o l u t i o n o f n o n a q u e o u s p h a s e l i q u i d s i n

s u b s u r f a c e s j
'

s t e m s
,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
2 7{4) ,

4 63 - 4 7 7
,
1 9 9 1 .

P o w e r s
,
S . E .

,
L . M . A b r i o l a

,
a n d W . J . J . We b e r

,
A n e x p e r im e n t a l i n v e s t i g a t i o n

o f n o n a q u e o u s p h a s e l i q u i d d i s s o l u t i o n i n s a t u r a t e d s u b s u r f a c e s y s t e m s — s t e a d y

s t a t e m a s s t r a n s f e r r a t e s
,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
2 8 (1 0 ) ,

2 6 9 1 - 2 7 0 5
,
E n g l i s h

A r t i c l e
,
1 99 2 .

P o w e r s
,
S . E .

,
L . M . A b r i o l a

,
a n d W . J . J .

We b e r
,
A n e x p e r im e n t a l i n v e s t i g a t i o n o f

n o n a q u e o u s p h a s e l i q u i d d i ss o l u t i o n i n s a t u r a t e d s u b s u r f a c e s y s t e m s — t r a n s i e n t

m a s s t r a n s fe r r a t e s
,
W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
3 0(2 ) ,

3 2 1- 3 3 2
, E n g l i s h A r t i c l e ,

1 9 94 .

Qu i n t a r d
,
M .

,
a n d S . WTi i t a ke r

,
T w o -

p h a s e fl o w i n h e t e r o g e n e o u s p o r o u s m e d i a : T he

m e t h o d o f l a r g e - s c a l e a v e r a g i n g ,
T r a n s p o r t i n P o r o u s M e d i a

,
3(4 ), 3 5 7- 4 1 3 ,

19 8 8 .

Qu i n t a r d
,
M .

,
a n d S. WM t a k e r

.
T w o -

p h a s e fl o w i n h e t e r o g e n e o u s p o r o u s m e d i a i :

T h e i n fl u e n c e o f l a r g e s p a t i a l a n d t e m p o r a l g r a d i e n t s .
T r a n s p o r t i n P o r o u s M e d i a

,

5 (4 ) ,
3 4 1- 3 7 9

,
1 9 9 0 .

Qu i n t a r d
,
M .

,
a n d S . Wh i t a k e r

,
T r a n s p o r t i n o r d e r e d a n d d i s o r d e r e d p o r o u s m e d i a

i i : G e n e r a l i z e d v o l u m e a v e r a g i n g ,
T r a n sp o r t i n P o r o u s M e di a

,
14,

1 7 9- 2 0 6
,
1 9 94 .
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R e e v e s
,
P . G .

,
a n d M . A . Ge l i a

,
A f u n c t i o n a l r e l a t i o n s h i p b w e t w e e n c a p i l l a r }

'

p r e s ¬

s u r e ,
s a t u r a t i o n a n d i n t e r f a c i a l a r e a a s r e v e a Jv e d by a p o r e - s c a l e n e t w o r k m o d e l

,

T e c h . r e p .

,
P r i n c e t o n U n i v e r s i t y , P r i n c e t o n

,
N . J .

,
s u b m i t t e d t o W a t e r R e s o u r c e s

R e s e a r c h
,
1 9 9 6 .

R e i b l e ,
D . D .

, T . H . I l l a n g a s e k a r e
, D . V

. D o s h i
,
a n d M . E . M a Jh i e t

,
I n fi l t r a t i o n o f

im m i s c i b l e c o n t a m i n a n t s i n t h e u n s a t u r a t e d z o n e
.
G r o u n d Wa t e r

,
2 8(5 ) ,

6 8 5- 6 9 2
,

19 9 0 .

R u s s o ,
D .

,
S t o c h a s t i c m o d e l i n g o f s o l u t e fl u x i n a h e t e r o ge n e o u s p a r t i a l l y s a t u r a t e d

p o r o u s f o r m a t i o n
.
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
2 9(6 ) ,

17 3 1- 1 7 44
,
E n g l i s h A r t i c l e ,

19 9 3 .

S a h im i
,
M .

,
F l o w p h e n o m e n a i n r o c k s : F r o m c o n t i n u u m m o d e ls t o f r a c t a l s

, p e r c o ¬

l a t i o n ,
c e l l u l a r a u t o m a t a

,
a n d s i m u l a t e d a n n e a l i n g .

R e v i e w s o f M o d e m P h y s i c s ,

6 5(4 ) ,
1 3 9 3- 1 53 4

,
1 9 9 3 .

Sa r m a
,
H . K .

,
B . B . M a i n i

,
R . W . P u r v e s , a n d K . N . Jh a

,
A l a b o r a t o r y' i n v e s t i ¬

g a t i o n o f t h e p s e u d o r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y c h a r a c t e r i s t i c s o f u n s t a b l e im m i s c i b l e

d i s p l a c e m e n t s
,
J o u r n a l o f C a n a di a n P e t r o l e u m T e c h n o l o g y ,

5 5( 1 ) ,
4 2 - 4 9 , 19 94 .

Sc h e i d e gg e r
,
A . E .

,
T h e P h y s i c s o f F l o w T h r o u gh P o r o u s M e di a . U n i v e r s i t y o f T o r o n t o

P r e s s
,
T o r o n t o

,
3 e d n .

,
19 74 .

Sc h e y ,
H . M .

,
D i v

, G r a d,
C u r l

,
a n d A l l T h a t . N o r t o n , N e w Y o r k , 2 n d e d n .

,
19 9 2 .

Sc h w i l l e , F . , T h e J o i n t P r o bl e m s o f t h e O i l a n d Wa t e r I n du s t r i e s . I n s t i t u t e o f

P e t r o l e u m
,
L o u d o n

,
1 96 7 .

Sc h w i l l e , F . , D e n s e Ch l o r i n a t e d S o lv e n t s i n P o r o u s a n d F r a c t u r e d M e di a . L e w i s P u b ¬

l i s h e r s
,
I n c .

,
C h e l s e a

,
M I

,
19 8 8 .

Sl a t t e r y ,
J . C

,
F l o w o f v i s c o e l a s t i c fl u i d s t h r o u g h p o r o u s m e d i a

,
A m e r i c a n I n s t i t u t e

o f C h e m i c a l E n g i n e e r s J o u r n a l
,
13 (6 ) , 10 6 6 - 10 7 1 ,

19 6 7 .
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Sl a t t e r y ,
J . C

,
M o m e n t u m

,
E n e r g y ,

a n d M a s s T r a n s f e r i n C o n t i n u a . M c G r a w - H i l l
,

N ew Y o r k
,
1 9 72 .

Sl a t t e r y ,
J . C

,
I n t e r f a c i a l t r a n s p o r t p h e n o m e n a

,
Ch e m i c a l E n g i n e e r i n g C o m m u n i c a ¬

t i o n
, 4,

1 4 9- 1 6 6
,
1 9 8 0 .

Sl a t t e r y ,
J . C , I n t e r f a c i a l T r a n s p o r t P h e n o m e n a . Sp r i n ge r V e r l a g I n c .

,
N e w Y o r k

,

1 9 90 .

Sl e e p , B . E . ,
a n d J . F . Sy k e s ,

M o d e l i n g t h e t r a n s p o r t o f v o l a t i l e o r g a n i c s i n v a r i a b l y

s a t u r a t e d m e d i a
.
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h , 2 5{1 ) ,

8 1- 92 , 19 8 9 .

Sl e e p ,
B . E .

,
a n d J . F . Sy k e s ,

G o m p o s i t i o n a l s i m u l a t i o n o f gr o u n d w a t e r c o n t a m i n a t i o n

b y o r g a n i c c o m p o u n d s
,
1 . m o d e l d e v e l o p m e n t a n d v e r i fi c a t i o n

,
Wa t e r R e s o u r c e s

R e s e a r c h
,
2 0( 6 ), 16 9 7 - 1 7 0 8 ,

E n g l i s h A r t i c l e
,
1 9 9 3 a .

Sl e e p ,
B . E .

,
a n d J . F . Sy k e s ,

C o m p o s i t i o n a l s i m u l a t i o n o f g r o u n d w a t e r c o n t a m i n a t i o n

b y o r g a n i c c o m p o u n d s
,
2 . m o d e l a p p l i c a t i o n s

,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,
2 9(6 ),

1 70 9 - 17 1 8
,
E n g l i s h A r t i c l e

,
1 9 93 b .

So n n t a g ,
R . E .

,
a n d G . J . V a n W y l e n ,

I n t r o d u c t i o n t o T h e r m o d y n a m i c s . J o h n W i l e y

k So n s
,
N e w Y o r k

,
2 n d e d n .

,
19 8 2 .

St r e i l e
,
G . P .

,
a n d G . S . Sim m o n s

,
Su b s u r f a c e fl o w a n d t r a n s p o r t o f o r g a n i c c h e m i c a l s :

A n a s s e s s m e n t o f c u r r e n t m o d e l i n g c a ,p a b i l i t y a n d p r i o r i t y d i r e c t i o n s f o r f u t u r e

r e s e a r c h
.
T e c h . R e p . P N L - 60 4 3 / U C - U

,
P a c i fi c N o r t h w e s t L a b o r a t o r y ,

R i c h l a n d
,

WA
,
P r e p a r e d f o r t h e O ffi c e o f H e a l t h a n d Em d r o n m e n t a l R e s e a r c h

,
U . S . D e p t .

o f E n e r g 3^ u n d e r C o n t r a c t D E - A G 0 6 - 7 6 R L O 18 3 0 ; P a c i fi c N o r t h w e s t L A b o r a t o r j
^

O p e r a t e d fo r t h e U . S . D e p t . o f E N e r g y b y B a t t e l l e M e m o r i a l I n s t i t u t e
,
1 98 6 .

Su d i c k y ,
E . A .

,
A n a t u r a l g r a d i e n t e x p e r i m e n t o n s o l u t e t r a n s p o r t i n a s a n d a q u i f e r :

Sp a t i a l v a r i a b i l i t y o f h y d r a u l i c c o n d u c t i v i t y a n d i t s r o l e i n t h e d i s p>e r s i o n p r o c e s s .

Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h
,
2 2{U ) ,

2 0 6 9- 2 08 2
,
1 9 8 6 .
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T o m pe o n
,
A . F ,

,
a n d L . W . G e l h a r

,
N u m e r i c a l s im u l a t i o n o f s o l u t e t r a n s p o r t i n t h r e e -

d im e n s i o n a l
,
r a n d o m l y h e t e r o g e n e o u s p o r o u s m e d i a

,
Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h

,

2 6{ l ^ ) ,
2 5 4 1- 2 5 6 2

,
1 9 9 0 .

T o m p s o n , A . F . B .

,
A s e c o n d o r d e r a p p r o a c h t o t h e m o d e l i n g o f d i s p e r s i v e t r a n s p o r t

i n p o r o u s m e d i a
,
P h . D . t h e s i s

, P r i n c e t o n U n i v e r s i t y ,
1 9 8 5 .

T r a n g e n s t e i n
,
J . A .

,
a n d J . B . B e l l

,
M a t h e m a t i c a l s t r u c t u r e o f t h e b l a c k - o i l m o d e l fo r

p e t r o l e u m r e s e r v o i r s im u l a t i o n
,
S I A M J . A p p l. M a th .

, ^ 9 (3 ) ,
74 9 - 7 8 3

,
1 9 8 9 .

T r u e s d e l l , C , A F i r s t C o u r s e i n R a t i o n a i C o n t i n u u m Me c h a n i c s ,
A c a d e m i c P r e s s

,

I n c .

,
N e w Y o r k

,
N Y

,
1 9 7 7 .

T r u e s d e l l
,
G .

,
a n d R . T o u p i n ,

E n c y c l o p e d i a o f P h y s i c s ,
v o l . I I I / l . Sp r i n g e r - V e r l a g ,

B e r U n
,
19 6 0 .

v a n D a m
,
J .

,
T h e J o i n t P r o bl e m s o f t h e O i l a n d Wa t e r I n d u s t r i e s . I n s t i t u t e o f

P e t r o l e u m
,
L o n d o n

,
1 96 7 .

v a n G e n u c h t e n
,
M . T .

,
F . J . L e ij ,

a n d S. R . Y a t e s
,
T h e r e t c c o d e f o r q u a n t i fy i n g t h e

h y d r a u l i c f u n c t i o n s o f u n s a t u r a t e d s o i l s
,
T e c h . R e p . E PA / 6 0 0 / 2- 9 1 / 0 6 5 ,

U S E P A

R o b e r t S . K e r r E n v i r o n m e n t a l R e s e a r c h L a b o r a t o r y ,
A d a

,
O K

,
19 9 1 .

We b e r ,
W . J . J .

,
P . M . M c G i n l e y , a n d L . E . K a t z

,
So r p t i o n p h e n o m e n a i n s u b s u r f a c e

s y s t e m s : C o n c e p t s ,
m o d e l s a n d e fl Fe c t s o n c o n t a m i n a n t f a t e a n d t r a n s p o r t

,
W a t e r

R e s e a r c h
,
2 5 {5 ) ,

4 99 - 5 2 8
,
1 99 1 .

We l g e ,
H . J .

,
A s i m p l i fi e d m e t h o d f o r c o m p u t i n g o i l r e c o v e r y b y g a s o r w a t e r d r i v e

.

P e t r o l e u m T r a n s a c t i o n s
,
A IME

,
1 9 5

,
9 1- 9 8

,
1 95 2 .

W l i i t a k e r , S .

,
D i f f u s i o n a n d d i s p e r s i o n i n p o r o u s m e d i a

,
A m e r i c a n I n s t i t u t e o f Ch e m ¬

i c a l E n g i n e e r s J o u r n a l
, i 5 (3 ), 4 2 0- 4 2 7

,
1 9 6 7 .

Wh i t a k e r , S .

,
A d v a n c e s i n t h e o r y o f fl u i d m o t i o n i n p o r o u s m e d i a

.
I n d u s t r i a l a n d

E n g i n e e r i n g Ch e m i s t r y ,
6 1(12 ) , 14 - 2 8 ,

1 96 9 .
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WT i i t a k e r
,
S .

,
I n t r o d u c t i o n t o F l u i d M e c h a n i c s . R o b e r t E . K r i e g e r P u b l i s h i n g ,

M a l ¬

a b a r
,
F l o r i d a

,
1 9 8 1 .

Y a n g ,
A .

,
G . T . M i l l e r

,
a n d L . D . T u r c o l i v e r

,
Sim u l a t i o n o f c o r r e l a t e d a n d u n c o r r e l a t e d

p a c k i n g o f r a n d o m s i z e s p h e r e s
.
P h y s i c a l R e v i e w E ,

5 3 (2 ) ,
1 5 1 6- 15 24 ,

1 99 6 .

NEATPAGEINFO:id=F5ED5646-3888-4727-8507-1F8D4A6DC312


