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Funciones de Green aplicadas a la solucion de problemas de contorno
basados en la ecuacion diferencial de Airy

Resumen

En este trabajo de grado se implementa el método de la funcion de Green aplicado a la
solucion de una clase de problemas basados en la ecuacion diferencial de Airy inhomogénea
sujeta a unas condiciones iniciales o de frontera. Se construyen soluciones examinando la

influencia tanto de las fuentes como de las condiciones iniciales o de frontera.
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Green’s functions applicated to the solution of problems of contour
based on the Airy equation

Abstract

In this degree work, it is implemented the Green’s function method applicated to the solution
of a kind of problems that are based on the Airy’s differential equation, this equation is not
homogeneous and it is subject to initial or frontier conditions. Solutions are built by studying

the influence of both the sources and the initial or frontier conditions.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se centra el estudio en la ecuacion de Airy como prototipo de ecuacion
diferencial ordinaria de segundo orden lineal con coeficientes variables. La ecuacion de Airy
desempefia un papel importante en la fisica. Las soluciones fundamentales de la ecuacion
de Airy homogénea denominadas funciones de Airy se usan en muchos campos de la fisica
(6ptica, mecdanica de fluidos, fisica molecular, fisica de superficies, fisica cudntica) [[1]].

El método de la funciéon de Green se aplica a la solucidén de ecuaciones diferenciales
ordinarias o parciales lineales inhomogéneas, en particular, cuando se resuelven sistemas
descritos mediante dichas ecuaciones con condiciones de frontera lineales o condiciones
iniciales lineales. El método de las funciones de Green desde su aparicién en 1825 se ha
convertido en una herramienta alternativa para abordar temas con ecuaciones diferenciales
no homogéneas bajo ciertas condiciones de contorno, esta técnica ha demostrado ser util en
diversas areas de la fisica. La importancia de este método radica en su simplicidad para
aplicarse a sistemas fisicos gobernados por ecuaciones diferenciales [2].

Este Informe consta de dos capitulos. En el primero se presenta una revision bibliografica
sobre la ecuacidn de Airy y las funciones de Airy. En el segundo se desarrollan las ideas y
herramientas fundamentales del método de la funcién de Green en forma adecuada para la

resolucion de problemas basados en la ecuacién de Airy.



Capitulo 2

Propiedades y definiciones

2.1 Introduccion historica: Sir George Biddell Airy

George Biddell Airy naci6 el 27 de julio de 1801 en Inglaterra. Estudi6 en el Trinity College
(University of Cambridge). En 1828 se le otorgé el titulo de profesor de Astronomia y
fue nombrado director del nuevo Observatorio de Cambridge. Sus primeras obras en ese
momento fueron sobre la masa de Jupiter y también sobre los movimientos irregulares de la
tierra y Venus.

En 1834, Airy comenz6 sus primeros estudios matematicos relacionados con el fendmeno
de difraccién y la 6ptica. En junio de 1835, Airy se convirtié en el séptimo astrénomo real
y director del Observatorio de Greenwich. Airy también introdujo el estudio de las manchas
solares y el magnetismo de la tierra. Airy definido el ”Airy Transit Circle”, que se convirtid
en 1884: meridiano de Greenwich.

En 1854 Airy intent6 determinar la densidad media de la Tierra. Teniendo en cuenta la forma
eliptica y la rotacion de la Tierra, Airy obtuvo para esta densidad el valor de 6.56gr/cm? ,
que no esta tan lejos, considerando la época, del valor actualmente admitido de 5.42gr /cm?.
Apréximadamente en 1872, Airy comenzé a elaborar una teorla luna cuyos resultados se
publicaron en 1886, pero en 1890 Airy encontrd un error en sus cdlculos. En 1881 Airy deja
su puesto de astrénomo en Greenwich para retirarse. Airy muere el 2 de enero de 1892.

El nombre de Airy ha quedado asociado a muchos fendmenoscomo: la espiral de Airy
(fenémenos Opticos visibles en cristales de quartz), la mancha (spot) de Airy (fendmenos
de difraccion), la funcién de tension de Airy en elasticidad, diferente de las funciones Airy
[1].

Airy estuvo bastante relacionado con la dptica, por ejemplo, el hizo unos lentes especiales
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para corregir su propio astigmatismo. El estuvo también interesado por el cédlculo de la

intensidad de la luz en la vecindad de un caustic [Airy (1838), (1849)].

Figura 2.1: [Sir George Biddell Airy (1801-1892)

Para este proposito, €l introdujo la funcion definida por la integral

o0 T
(m) /o cos | 3 (w® — mw) | dw
actualmente denominada funcién de Airy. W es solucion de la ecuacion diferencial

2
T w=0

WI/
* 12
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En 1928 Jeffreys introdujo la notacién utilizada hoy en dia

[ t3
A (x) = %/0 cos (g + xt) dt,

la cual es solucion de la ecuacidn diferencial homogénea conocida como la ecuacion de Airy

y' (x) — zy (x) = 0.

2.2 Ecuacion de Airy

Se considera la siguiente ecuacion diferencial homogénea de segundo orden llamada
ecuacion de Airy

y' () — 2y (x) =0 (2.1

Se define la funcién de Airy en el plano complejo por

1 e xz—22/3
A () = — e dz. (2.2)

Conmi

ico

La ecuacion anterior es solucién de la ecuacién de Airy. Se cumple la siguiente relacion

Ai (2) +34; (o) + j° 4 (jz) =0, (2.3)
donde j toma el siguiente valor j = e?27/3,
Abhora, se define la funcién B;(z), linealmente independiente de A;(x), que tiene la propiedad

interesante de ser real cuando x es real
B; (z) = ijA; (°z) — ij4; (jz) - (2.4)
Similarmente a A;(x) en la ecuacién , cumple la relacion
B; (z) +jB; (jz) + j°B; (j°z) = 0. (2.5)

Las soluciones Ai(z) y Bi(x) dadas en (2.2)) y (2.4)), respectivamente, de la ecuacién de Airy
homogénea (2.1) se conocen como funciones de Airy homogéneas, sus graficas para x real

se muestran en las Figuras 2.2y 2.3
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y(x)
1.0}

AAAA/\A .

-1.0¢

Figura 2.2: Grafica de la funcién de Airy A; (linea azul) y su derivada A; (linea discontinua).

y{(x)
2.0¢

1.9¢

1.0¢

/\/\/\/\/\/\ i
a\/\/\ﬁ\/\f\/

-1.0¢

Figura 2.3: Grafica de la funcion de Airy B; (linea azul) y su derivada B! (linea discontinua).
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2.3 Propiedades elementales

2.3.1 Wronskianos de las funciones de Airy homogéneas

El Wronskiano W{ f, g}; de dos funciones f(z) y g(z) se define como:

WAfgy = f @) 2D Dy

Para las funciones de Airy A; y B;, se tienen los siguientes Wronskianos [3]:

o« WA, Bi) -~
. e—iﬂ'/G
o W{A(x),4 (:ce‘2”/3)} =
o eim/6
o W{A(x),4 (xe"%/d)} =3

° w {AZ- (asei%/g) VA (xe_i2“/3)} = i

2.3.2 Valores particulares de las funciones de Airy

Los valores en el origen de las funciones de Airy homogéneas son

B; (0 1

A (0) = 0) _ 7 = 0.355028053887817239
V3 35T (3)
B (0 1

—AL(0) = i) _ — 0.258819403792806798

Vi T (Y

y por lo tanto

A0) 4(0) = 5

De modo més general, para las derivadas de orden mayor se tiene [4]

A (0) = (=1)" ¢, sin (@) . n=0,1,2,3..

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

@2.11)

(2.12)

(2.13)
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y
4 1
B™ (0) = c, ll + sin (%)] , (2.14)
donde el coeficiente ¢, es
¢, = Lgm-2sp (ELY (2.15)
T 3

2.3.3 Relaciones entre las funciones de Airy

Las siguientes relaciones se deducen a partir de las férmulas (2.3)), (2.4) y (2.5) [3. 5].

6i171'/3

o At = [Ai (x) T iB; (:c)} (2.16)
A’ +i27/3 eiiﬂ/g A iB’

) ' (we )_T[ () Fi Z(:L’)} (2.17)

° B;(x) = /0 A, (xei%/?’) +e /64, (xe_i%/S) (2.18)

° Bz/ (I) _ 6i57r/614; (m6i27r/3) + €—i57r/6A; (we—i27r/3> (219)

2.4 Representaciones integrales

Una defincién integral de A;(x) estd dada por la férmula (2.2). Esta funcion también se

puede definir mediante las siguientes férmulas [3]]:

1 [~ 23
o Ai(x)= ;/0 Ccos (3 + xz) dz (2.20)
1 [t
o Ai(x)= %/ el(=*/3+az) g (2.21)
/2 ptoo
o Ai(x)= T e (23/3”2)(&, x>0 (2.22)

21 ) _
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et [T —z22+i23/3 2 3/2
® Al(l‘>:g (& dZ, I’>O, gzgflf

—0o0
e_é

™

X 2 2 3/
o Ai(x)=— e cos| = |dz, >0, {=-a”
0 3 3

En forma mas general, se tiene

A; (az) = — /+oo iC5+)] gy,

2ma J_ o

Una férmula util es

/+°o e[i(§+at2+bt)]dt _ 2ﬂ_eia(2a2/37b)Ai (b B a2) '

o0

En [6] se obtiene las expresiones

1 ioco
A (z) = — cosh (Z— - xz) dz,
0 3

1T

yparaz >0

También se usa la expresion [[7]

\/§ +OO t3 zg

A; () es s3dt, x>0.

=9 ).

Para la funcion B;, se tiene la representacion integral

1 e 3 tg
B;(z) = —/ {es*” + sin (§ + $t)] dt.
T Jo

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Se encuentra las siguientes relaciones entre las funciones de Airy A; y B; y la funcién de

Bessel K, (x):
3 3 3z 3
o A (—I> 2(2) K1 (z)
2 7r\/§ 3
_222/
P - . 32 3 00 eitKl/g (t) @t 0
° z(«r) ©9391/635/672,1/4 +1/3 (1 + 233t/2) ) (33 > )7
922/3 —_t
o e 3 e (& Kl/g (t)
o B;(z) = 9291/635/62,:1/4 /0 +1/3 (1 _ 233t/2) dt, (z>0).

(2.31)

(2.32)

(2.33)
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2.5 Desarrollo de A; alrededor del origen

El desarrollo de A; alrededor del origen x = 0 es [§]

e T n+1 "
n=0 )

2.6 Ceros de las funciones de Airy

Los ceros de la funcién Airy Ai(x) estan situados en la parte negativa del eje real. Se define
a a, y a, los segundos ceros de Ai(z) y A'i(x) respectivamente, by, y b, los ceros reales de

Bi(z)y B'i(x) [S]. Asi se obtiene

a, = —f (2.35)

(2.37)

(2.38)

5]

a, = —g F’W (45 — 3)] (2.36)
5 e
[ e

También se tiene las relaciones:

Aias) = ()7 A 5 (s = 1) (2.39)
Adal) = (0 [ s -3) 2,40
Bi(bs) = (=) A :3§<4s—3>: (2.41)
Bt = (-1 |5 (as ) 2.4
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Se definen las funciones f(z), g(z), fi(x) y g1(z), con |x|>> 1, por las relaciones

r 5 5 77125
~ 231 — — 2.43
fla) ~ a0 05~ 3601 T 5204400 ] (2.43)
r 7 35 181223
~ 223 |1— — 2.44
g(x) ~ o= s ¥ 088t~ 20736000 ] 244)
x1/6 5 1525 2397875
1(z) ~ 2 _ _ 245
JH@) ~ T [ T8 T 460827 | 66355240 ] (245)
() r1/6 7 N 1673 84394709 N (2.46)
g 7172 9622 | 614421 2655208025

La distribucién de los ceros de A;, Al, B; y B} en las Figuras 2.4, 2.5, 2.6 y 2.7,

repectivamente.

y(x)
40}

30t
20¢

—10°F

20+

-30F

Figura 2.4: Graficade 1/A;(x).
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11

y{x)
201

g

-8 16 = 2
10}

20+

—30+

Figura 2.5: Graficade 1/A!(x).

y(x)
15}

10¢

At

_5[

10+

—15¢}

Figura 2.6: Gréfica de 1/B;(z).



Capitulo 2: Propiedades y definiciones 12

y(x)

N

Figura 2.7: Griéfica de 1/Bi(x).

Las propiedades y definiciones resefiadas en este capitulo servirdn para el desarrollo de los

préoximos capitulos.



Capitulo 3

Solucion
de la ecuacion de Airy inhomogénea con

condiciones iniciales

3.1 Formulacion de problema
Se considera el problema descrito mediante las siguientes ecuaciones

y' (@) —ay(2) = f(z), = >,
(3.1)

?J(ml) = dy, 3/(951) = dy,

siendo d; y d, constantes conocidas.Este problema estd basado en la ecuacién de Airy
inhomogénea y la incégnita y(x) estd sujeta a condiciones iniciales en un punto. La variable
independiente es x, f(x) es una fuente externa y y(x) es la respuesta a dicha fuente, si por lo
menos uno de los términos f(x), d; y ds es diferente de cero, el problema es no homogéneo.
A continuacién se explica el método de la funciéon de Green, aplicado a la solucién del

problema (3.1)).

13
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3.2 El método de la funcion de Green

3.2.1 Obtencion de la ecuacion diferencial para la funcion de Green

A continuacidn se explica paso a paso el método de la funcién de Green aplicado a la solucién

del problema (3.1). La variable z en la ecuacion de Airy (3.1)) se renombra como z’
y' (@) =2y (2') = f(), 2’ >
Esta ecuacion se multiplica por una funcion de Green G(z/, =) por ahora desconocida, la cual

depende de dos puntos 2’ y x. Luego se integra por x’ entre x; ¢ infinito

[e.9]

/00 G2 x) [y (2) — 2y (2)]da' = / G (2, x) f(2")dx' (3.2)

1 xl
Usando integracion por partes en el lado izquierdo de la ecuacién (3.2)), se tiene
_l’_

G )y @) = Go @)y @) ||

/oo y (@) [Gow (2, 1) — ' G(2!, 2)]da’ =

1

/=00

/00 G (2, x) f(a")da'. (3.3)

1
Para comenzar a determinar la funcién de Green G(2’, ) asociada a la solucién del problema

(3.1)), se exige que la integral del lado izquierdo de la ecuacidn (3.3) sea igual a y(z)

y(z) = / y (@) [Guw (2, 2) — &' G(2, x)]da, (3.4
zl
de otra parte, y(x) se escribe como
y(z) = / y(z") é(x" — x)da'. (3.5)
rl

Comparando las ecuaciones (3.4) y (3.5) se debe cumplir la siguiente expresion
Guw (2',2) —2'G (2',2) =0 (2" — ), 2’ >, (3.6)

donde G,/ y G,,» representa la primera y segunda derivada de G(2’, z) con respecto a z’.

Por lo tanto al reemplazar la ecuacién (3.4)) en (3.3) y despejando y(x) se obtiene

y(@) = —[G0)y (@) = Gu (@', 2)y ()]

II:O? + /OO G2 z) f(2)dd'. (3.7)

x1

T =T

Esta es la expresion para y (x) en términos de la funcion de Green [9].
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3.2.2 Condiciones de frontera para la funcion de Green

A continuacion se realiza el siguiente andlisis de los términos de frontera, inicialmente se
expande los términos de frontera

/=00

—|G (2, x)y (') — G (2, 2)y (93/)]

r’'=x1

— G (00,2) Y (00) + G (00, 2) y (00) + G (21, 7) ¥ (21) — G (x1,2) y (11) . (3.8)

En la expresion anterior se tiene cuatro términos de frontera los cuales se detallan asi:

e (G (00, 7)Yy (c0), se observa que en la formulacién del problema (3.1), y'(c0) no se
conoce y para eliminar 3/(co) se impone la condicion para la funcién de Green en el
infinito

G(o00,x) = 0. (3.9

o Gy (00,z)y(00), en la formulacién del problema (3.1), el término y(oco) es
desconocido y para eliminar y(oco) es necesario imponer otra condicién sobre la

derivada de la funcion de Green en el infinito

G (00, ) = 0. (3.10)

e G (x1,z)y (x1), en este término de acuerdo con la formulacién del problema (3.1,

y'(z1) es conocido y tiene el valor ds, por lo tanto el término permance

G (z1,7)y (z1) = d2 G (71, 7) . (3.11)

e Gy (x1,x)y (x1),como en el caso anterior en la formulacién del problema (3.1)), y(z1)

es conocido con valor d; y el término permanece

G (21,2)y (21) = dy Gor (21, 2). (3.12)

Los términos de frontera dados por la ecuacién (3.8)), adquieren la forma

T :d2 G(ﬂfl,ﬂf) —dl GI/ (.I'l,l'). (313)

r’'=x1

— |G (@, 2)y (&) — G (2, 2)y (-73’)]
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Reemplazando (3.13) en (3.7)), y(z) se expresa como

y(x) =dy G (x1,7) — dy Gor (11, 7) + /Oo G (', z) f (') da’. (3.14)

1

Esta es la solucion del problema (3.1)) en términos de la funcién de Green, cabe destacar que

toda la expresion es una funcion que depende de z [10]].

3.2.3 Determinacion de la funcion de Green

De acuerdo con los resultados anteriores (3.6)), (3.9) y (3.10), la funcién de Green satisface

el siguiente problema

G (2, 2) —2'G (2 2) =0 (' —z), 2" >,
(3.15)
G(oo,z) =0, Gu(oo,z)=0.

Para encontrar la funcién de Green G(2',x) es necesario resolver la ecuacién diferencial
del problema , en la cual aparece la funcién delta de Dirac §(z’ — =) que tiene una
singularidad en el punto 2’ = z (§(0) = 00), entonces se comienza a solucionar la ecuacién
diferencial del problema en todo el intervalo 2’ > z; excepto en el punto 2’ = z. Por
tanto el intervalo ' > x; se divide en dos partes 1 < 2’ < x y 2’ > x. En cada subintervalo

se tiene § (2" — x) | 2.= 0, entonces la ecuacién diferencial en (3.15)) se reduce a
G (2',2) — 2'G (2 ,2) =0, paraz’ # z, (3.16)

la ecuacion (3.16) se conoce como ecuacion diferencial de Airy homogénea, la solucién de
(3.16) se escribe en la forma [[L1]

ClAZ' (ZE,) + OQBZ (l’,), T < ¥ <z
G2, x) = , (3.17)
CgAi (l‘/) + C4BZ (I,), x>z

donde A;(2') y B;(z') se conocen como las funciones de Airy, que son soluciones

linealmente independientes de la ecuacién homogénea (3.16), ademds C;, Cy, C3y Cy
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incégnitas por ahora desconocidas las cuales no dependen de x’. Se requiere determinar
cada una de las cantidades C;, C,, C3 y (), para las cuales se necesita de cuatro
ecuaciones algebraicas. Dos de ellas se obtienen de los términos de frontera dados en (3.13).
Reescribiendo éstas condiciones con base a la solucién de la ecuacién diferencial de Airy

homogénea dada por (3.17) se tiene

Las otras dos ecuaciones se obtienen examinando el comportamiento de la funcion de Green
G(2',x) en el punto 2’ = z y asi poder completar la definicién de la funcién de Green en
todo el intervalo =’ > x;. Con este fin se integran los dos lados de la ecuacion diferencial
en sobre un intervalo infinitesimal alrededor del punto 2’ = x, es decir, en el intervalo
- <’ <zt [10]

xt xt xt

/ G (2, 2) do —/ PG (2, x)dx’ :/ 6 (' —x)d. (3.20)

(1) (2) (3)

En la expresion anterior se tiene tres integrales por resolver (1), (2) y (3). La integral (1) da

/ " G (@) A = G (ah2)
) Gy (27,2) = Gy (27, ). (3.21)
Para calcular la integral (2) se adiciona una nueva condicién a la funcion de Green G(z/, x)
que sea continua en el punto =’ = x, es decir

Gzt z) =G (z7,2), (3.22)

con esta condicidn, la integral (2) es igual a cero ya que el integrando 2'G (2, x) es continuo

y se integra en un invervalo infinitesimal donde el 4rea bajo la curva es cero

zt

/ ©'G (2 x)dx’ = 0. (3.23)
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Finalmente, la integral (3) debido a las propiedades que posee la funcién delta de Dirac

d(x' — x), éstaes igual a 1

zt

/ § (2 —x)da' = 1. (3.24)
Reemplazando los resultados (3.21)), (3.23) y (3.24) en (3.20)), se tiene
Gy (2%,2) = Gy (27, 2) = 1. (3.25)

La ecuacion (3.25)) representa una condicion que debe satisfacer la funcion de Green G (2, x),
la cual consiste en que su primera derivada tiene una discontinuidad se salto igual a 1 en el
punto ' = x. Esta discontinuidad es producida por la funcién delta de Dirac 6 (2’ — z) en
la ecuacion diferencial del problema y por la condicion de continuidad en dicho punto
impuesta a G(2’, x). De acuerdo con la ecuacidn (3.25)) se reescribe

CLAL (2) + Co B! (z) — C3 A () — CuB! (z) = —1. (3.26)

Finalmente la condicién de continuidad de la funcién de Green G(2', x) en 2’ = z dada por

(3.22)), y teniendo en cuenta (3.17) adquiere la forma

En resumen los resultados obtenidos en (3.18), (3.19), (3.26) y (3.27) son muy importantes

ya que con ellos se completa el sistema de cuatro ecuaciones algebraicas necesarias para

encontrar las incégnitas C, Cy, C3y Cy, presentes en la funcion de Green G(2’, ) dada en

(3.17)). Por lo tanto el sistema a resolver es el siguiente
ClA; (.QT) + CZBZ/ (.T) — OgA{L (.Q?) — C4Bz/ (33) = —1,
ClAl (ZL’) + C‘QBZ ([L‘) — CY?,/lZ ([L’) — C4Bl (l’) = 0,
(3.28)

C3A! (00) + C4B! (00) = 0.
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Para solucionar el sistema (3.28) se comienza examinando el comportamiento de las
funciones de Airy A;(x'), Al(z), B;(z') y Bi(z') cuando 2’ tiende a infinito [ver capitulo
2].

e La funcion de Airy A;(z') y su derivada A}(2’) tienden a cero cuando =’ tiente a +oo,
es decir
Aij(z" = +00) =0, Al(z' — 400) = 0. (3.29)

e La funcién de Airy B;(2') y su derivada B.(z') tienden al infinito cuando z’ tiende a

+00, es decir

Bi(z' = +o0) = +00,  Bi(z' = +00) = +o0. (3.30)

Examinando las dos dltimas ecuaciones de (3.28]), junto con (3.29) y (3.30) se concluye que

éstas ecuaciones se cumplen para Cy = 0y C'5 arbitraria, entonces se escoge C'3 = (. Por lo
tanto el sistema (3.28]) se reduce a

(3.31)

Resolviendo el sistema (3.31) se encuentra que C; y C5 son funciones de x, es decir

Cy = Cy(x), Cy = Cy(x) y estan dadas por

B —Bi(x)
) = BAm - A (3:32)
Cy(z) = Ai(z) . (3.33)

Bi(w) Aj(x) — Ai(x) Bi(x)

Con los resultados de cada una de las cantidades C(x), Cy(x), dadas por (3.32), (3.33),
C; = 0y Cy, = 0, se procede a reemplazar estos valores en la expresion (3.17)) para la
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funcion de Green G(2’, x) en la cual ya estd incluido el punto 2’ = x

—Bj(x)Ai(2) + Ai(x) B(2)

| Bi(n) Al(w) — A(2)Bl(x)
Gz, z) = (3.34)

<2 <x

0, x> .

Para verificar que la funcion de Green G(z’,x) dada en (3.34) es correcta se utiliza el

programa Mathematica y se comprueba las siguientes propiedades:

e Es solucién de la ecuacion diferencial homogénea en los intervalos: z1 < 2/ < =y
x>z

Gy (2, 2) —2'G (2, 2) = 0.

Es continua en el punto ' = z, es decir

G(z™,z)=G(z",z) =0.

Satisface la condicion de salto igual a 1 en el punto z’ = x

Gu(axt,2) — Gu(z™,x) = 1.

Las tres anteriores condiciones significan que la funcién de Green satisface la ecuacion

diferencial inhomogénea con fuente ¢ (2’ — )

Guo (2, 2) —2'G (2 ,2) =0 (' — ).

Adicionalmente cumple las dos condiciones cuando z’ tiende a infinito

G(o0,z) =0, Gy (00, ) = 0.

Una vez comprobada que es la funcion de Green asociada al problema (3.1)), se realiza un
estudio grafico de G(2/, x). En la Figura 3.1 se muestra la grafica de G(2’, z) para diferentes

valores de x
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G{x',x)
2.0¢
B

1.07

-5 4 -3 -2 -1 1 2
-0.5¢

-1.0}

-1.5}

Figura 3.1: Grifica de G(2', x) para diferentes valores de =, donde + = —1 (linea azul),
x = 0 (linea violeta) y x = 1 (linea roja).

En la Figura 3.2 se comprueba graficamente la discontinuidad de salto igual a 1 de la primera

derivada de la funcién de Green G(z’, z) con respecto a z’ en el punto x = —1.

G'ix,-1)

1.0

0.5

-1.5

Figura 3.2: Grifica de G,/ (2/, ) cuando z = —1.
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3.2.4 Soluciéon del problema (3.1) en términos de G(z’, )

De acuerdo con la funcion de Green G(2', x) obtenida en (3.34) la integral que aparece en la
solucién y () dada en (3.13), se parte en dos intervalos: z1 < 2’ < xy 2’ > z excluyendo
el punto 2’ = x. En el segundo intervalo la integral es cero y la solucion se reduce a

y(x) =do G(21,2) — dy Go (71,7) + /x G (2, x) f (2')da’. (3.35)

1

A continuacién se aplica la funcién de Green dada en (3.34) en la férmula (3.35) de la
solucion y(x) del problema (3.1)). Con este fin se evaldan las cantidades G(x 1, x) y G (x1, x)

Ai(z)Bj(w) = Bi(x) Aj(w)

G(z1,x) (3.36)

_ Bi(z)Ai(z1) — Ai(2) Bi(z1)
Crlon®) = Y WB) - B@AR) | 37

Reemplazando (3.34), (3.36) y (3.37) en (3.35)), se escribe
() = do| Bi(w) Ai(w1) — Ai() Bi(x1)] — da[Bi() Ai(w1) — Ai() Bi(aa)]
’ A2 Bi(a) = Bi(a) Ax)

Bz(l") z / (N dx —
Ai(2)Bl(z) — By(w)Aj(x) / f (@) Ai(a')d

Aa) N B e
Ai(2)Bi(x) — Bi(x) Ai(x) /xlf (+') Bi(w')da' (338)

En (3.38) intervienen las funciones de Airy y la fuente f(z) que es el término inhomogéneo
de la ecuacién diferencial de Airy del problema (3.1). La férmula (3.38) se aplicard a la

solucién del problema (3.1]) considerando separadamente el caso cuando la ecuacién de Airy

es homogénea (f(z) = 0), y el caso cuando la ecuacién de Airy es inhomogénea (f(z) # 0).

3.3 Ecuacion de Airy homogénea

Antes de aplicar diversas fuentes a la solucion del problema (3.1)), es importante resolver la

ecuacion diferencial de Airy homogénea con respecto a y sujeta a condiciones iniciales, esto
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es resolver el siguiente problema

y'(x) —zy(x) =0, = >,
(3.39)
y(r1) = di, Y (1) = dy,
donde d; y ds son conocidos. El problema (3.39) describe un sistema aislado (sin fuentes),
la solucién del problema (3.39) servird de referencia para las soluciones de los problemas
basados en la ecuacién de Airy con fuentes.

La solucién general de la ecuacion diferencial homogénea presente en (3.39) es [1]]

Para determinar las constantes C; y C5 se usan las dos condiciones iniciales en (3.40) y se
forma el sistema de ecuaciones
C1Ai(w1) + CoBi(w1) = dy,
(3.41)
C1Al(z1) + CoBl(z1) = ds.
Resolviendo el sistema (3.41)) se obtiene que
dyoBi(z1) — dy Bi(x1)

— 3.42
“ Aj(21) Bi(w1) — Ai(w1) Bj (1)’ (.42)

diAl(zy) — do A;(z
C = B A B G4
Reemplazando (3.42) y (3.43) en (3.40) se obtiene la solucién de la ecuacién de Airy
homogénea dada en (3.39)
y() = [d2Bi(21) — diBi(21)]Ai(2) + |diAj(@1) — dyAif21)]Bi(2)
Aj(z1)Bi(z1) — Ai(z1) Bi(21)

Otra manera de obtener la solucion del problema (3.39), es mediante el uso la férmula (3.38)

(3.44)

para y(x) en términos de la funcién de Green. En efecto, teniendo en cuenta que f(x) = 0
la férmula (3.38)) se reduce a
[daBi(1) — di Bj(1)] A () + [d1 Aj(21) — da Ai(21)] By ()

y(w) = A(2)By(x) - A(2) B(@) (343
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Las expresiones (3.44) y (3.45) son iguales, entonces los denominadores de cada expresion

deben ser iguales es decir

Ai(z)Bi(x) — Bi(z)Al(x) = Ai(x1)Bi(z1) — Bi(x1)Al(x1) = —0.31831.

(2

En la Figura 3.3 se presenta la gréifica de A;(x)Bi(x) — B;(x)Al(z) y se comprueba que es

constante igual a —0.31831 para cualquier valor de z.

05+

-05¢

10t

Figura 3.3: Gréfica de A;(x)Bi(x) — B;(x)Al(x).

Para verificar que la solucién y(z) del problema (3.39), es correcta se utiliza el programa

Mathematica y se comprueba las siguientes propiedades:

o Satisface la ecuacion diferencial homogénea
y'(x) — ay(x) = 0.

e Cumple las dos condiciones iniciales dadas en (3.39)

1. y(fEl) = dl.
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2. y/(l’1> = dQ.

Con el fin de analizar el resultado (3.44)) numéricamente se toman los siguientes valores de

los pardmetros que aparecen el el problema (3.39)
Ty = —6, d1 :Ong = —1/10

Introduciendo valores anteriores en la ecuacion (3.44)

LBi(—6)A;(2) + - A;(—6) Bi(x)

) = A OB6) -~ A6B(0) (340
donde
A;(—6) = —0.320145, B;(—6) = —0.146698,
Al(—6) = 0.345935, BJ(—6) = —0.812899.
Finalmente la solucion y(z) en se reduce a
y(x) = —0.05 A;(x) — 0.1 B;(x). (3.47)

En la Figura 3.4 se muestra la grifica de la solucion y(z) dada en (3.47) de la ecuacién

diferencial de Airy homogénea.

()

0.3r
0.2}

0.1r /

/,... . //,

* : * - — X
_B\\ -.// _4 \\\ _2 /,/ | 2

Figura 3.4: Grifica de la solucidn y(z) para la ecuacién de Airy homogénea.
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La solucién (3.45)) del problema (3.39)), servird de refencia cuando se resuelva el problema

(3.1) basado en la ecuacién de Airy con fuente.

3.4 Ecuacion de Airy inhomogénea

A continuacién se aplican diferentes fuentes a la solucion y(z) en (3.38)).

3.4.1 Fuente constante

La funcién constante a aquella funcién matematica que toma el mismo valor para cualquier

valor de la variable independiente. Se la representa de la forma
f(z) =K, (3.48)

donde K es una constante conocida. En la Figura 3.5 se presenta la grifica de la fuente

constante (3.48)), donde K = 0.4.

f(x)
0.8}

o= )
P

6 -5 -4 3 2 1

Figura 3.5: Grafica para una fuente constante X = 0.4.
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Remplazando (3.48)) en (3.38)), la solucion y(z) adquiere la forma

(2) = do| Bi(w) Ai(z1) — Ai() Bi(x1)| — da[Bi(w) Ai(w1) — Ai(@) Bi(wa)]
e Ai(w) Bi(z) = Bi(w) Afx)
K Bio) [ Aa)de' — Ae) [ Bia)da
BT B [P [, e - ak) [ B
(3.49)
En la expresion (3.49) se nombran las siguientes integrales
I = / " A, (3.50)
Jy = /x By(x')da'. (3.51)

Se hace uso del programa Mathematica para resolver las integrales J; y J5, de las ecuaciones
(3.50) y (3.51)), obteniendo los siguientes resultados

1.2 4.2 1.2 4.2
152 <§,§,§,§> r—1ly <§,§,§,3> Ty

J +
1 T ()
£E3 x
GrE) e (34 55) -0 (3155) )
, (3.52)
4
1.2 4. 28 1.2 4, 2%
7 115 <§,§,§,§>$—1F2 (g,gjg,j) L1
= +
2 V3T (3)
Z‘S X
D) B (5455) 8-k (31 55) 2
: (3.53)
4v3
En (3.52) y (3.53) intervienen la funcién gamma definida como
['(n)=(n—-1), (3.54)
y las series hipergeométricas de la forma
< (@1)n(a2)pe(ap)n 2"
F.(ay,....ay;01,....b,; 1) = —, (3.55)
pFalan, by by 7) =D (51)n(D2) e (bg)m 7!

n=0
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donde
(@), =ala+1)(a+2)...(a+n—1).

Para verificar la solucién y(z) en (3.49) con fuente constante, es correcta se utiliza el

programa Mathematica y se comprueba las siguientes propiedades:

e Satisface la ecuacion diferencial con fuente constante
y'(@) — ay(x) = K.
e Cumple las dos condiciones iniciales dadas en (3.1)

1. y(ﬂ?l) = dl.
2. y/(fL‘l) = dg.

En la Figura 3.6 se muestra un estudio grafico de la solucién y(z) con fuente constante, se

asigna los siguientes valores

131:—6, d1:OYd2:—1/1O

f(x)

1.5}

1.0}

_05]

//
- -
_(/// _I_\—‘:ﬂm‘“_‘h—hl_ _/ X
6 5 4 -3 = 1 ]

—0.5L

Figura 3.6: Gréfica de la solucion y(x) del problema (3.1) producida por una fuente constante
K = 0.4 (linea azul), comparada con la solucion de la ecuacion de Airy sin fuentes (linea

discontinua).
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3.4.2 Fuente tipo funcién escalon

Este tipo de fuente se expresa como
donde K, K3 y x5 son constantes y H(x — x5) es la funcién escalén definida

H(zx — x3) = { 0, =<, (3.57)

1, x> x,.

En la Figura 3.7 se muestra la grifica de la fuente (3.56)), con los siguientes valores de los

parametros

Kl = 02, KQ = O4y1'2 = —2.

f(x)

O-6
oD

0.5¢

041

0.3¢

0.2r

0.1

6 4 ) 2

Figura 3.7: Gréfica de fuente tipo funcién escalon.
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Reemplazando (3.56) en la solucién y(x) dada por (3.38) se tiene

() = do| Bi(w) Ai(w1) — Ai() Bi(x1)| — da[Bi() Ai(w1) — Ai(2) Bi(a1)]
! A,(@)Bi(x) = By(x)Aj(x)

/w[Kl + K2 H(CL’/ — l‘g)]AZ(ZE,)d{E, -

1

. / K+ Ky B — )| B (3.58)

Z1
Se calculan las integrales

/ Ky F (@ = )] A(al)da! =

x1

Kl/ A (2")da, ' < x4

Kl/ Ai(x’)d:v'+K2/ Aij(2)dx', o > xq

1 z2

/ K+ K H( — a)] B e =

1

Kl/ B;(2")dx!, ' < a9

Kl/ Bi(:v’)dm'+K2/ Bi(x')dx', ' > xy

1 2
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Reemplazando los dos resultados anteriores en (3.58), se escribe

da[Bi(2) Ai(x1) = Ai(2)Bi(21)] = da[Bi(2)Aj(21) = Ai(w)Bi(wy)]
Ai(z)Bj(z) — Bi(z)Aj(x)

y(r) =

Bi(w)Kl * (2 —
Ai<x>Bg<x>—Bi<x>A;<x>/w Ailw)d

1

Ai(x)Kl v (2N\dx!
2@ Blx) — Bi@)Al) / Bi{w)dz

T < T2

(3.59)

Az(z)B’(x?’(‘Tgl(x)A;@) {Kl /: Ai(2")dx' + Ko /xj Ai(a:’)da:’} _

7

A(2) Bg(xj;lifx;i(x) A(2) |:K1 /x T B;(2")dz' + K3 /x ’ Bi(az/)daz/], x> T

2

En la expresion (3.59) intervienen las integrales .J; y .J, las cuales se calcularon anteriomente
y sus resultados estdn dados en (3.52) y (3.53) respectivamente, ademds se definen las

integrales J3 y J, como

Js = /Ai(x')dx’, (3.60)
Jy = /Bi(w’)dz’. (3.61)

J. +
3 3
6 a;'3 CCS
Bre)[in (309 8-m (3455) 7]
ym , (3.62)
(1.2 4.2 Fro(1.2 4.2
; 12<§,§,§73)$—1 2<§,§,§,§>$2+
L Var(3)
$3 x
D) iR (54 55) -1k (31 55) 2
(3.63)
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Para verificar que y(z) dada en (3.59) es la solucién de la ecuacién de Airy con fuente
tipo funcién escaldn, se utiliza el programa Mathematica y se comprueba las siguientes

propiedades:

e Satisface la ecuacion diferencial con fuente funcion escaldén

K, T < I
y'(z) —xy(z) =
K1 + KQ, T > T2

e Cumple las dos condiciones iniciales dadas en (3.1))

1. y(l‘l) = dl.
2. y,(l’1> = dg.

En la Figura 3.8 se muestra la gréfica de la solucién y(z) con fuente tipo funcién escaldn, se

asigna los siguientes valores

Ty = —6, To = —2, Kl 202, KQ :047 d1 :OYdQ = —1/10

)
200/
180/
L/
1.0¢
///
05
T ____---"// P AP
6 5 -4 3 2 - 1 x

Figura 3.8: Grifica de la solucién y(x) del problema (3.1)) producida por una fuente de la
forma funcion escalon (linea azul), comparada con la solucion de la ecuacion de Airy sin
fuentes (linea discontinua).
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3.4.3 Fuente pulso rectangular
Este tipo de fuente se expresa como
f(l’) :K1+K2 H(.I'—LL'Q)—K;), H(ﬂ?-l’g), (364)

donde K7, Ks, K3, x5 y x3 son constantes, ademds H (z — z3) y H(z — x3) son funciones
tipo escalon definidas en (3.57)).
En la Figura 3.9 se muestra la gréfica de la fuente (3.64), con los siguientes valores de los

parametros

Kl = 02, K2 = 04, K5 = 037 T = —6 T =— —4y.f173 = —1.

f0)
0.6

0.4r

0.2¢

-0.2t

Figura 3.9: Gréfica de fuente tipo pulso rectangular.
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Reemplazando (3.64) en la solucién y(z) dada por (3.38)), se tiene

() = do| Bi(w) Ai(w1) — Ai() Bi(x1)| — da[Bi() Ai(w1) — Ai(2) Bi(a1)]
! A,(@)Bi(x) = By(x)Aj(x)

Bi(x)

A(@)Bl(x) — Bi(n)Al(z)

/Z[Kl + Ky H(JC/ —1z9) — K3 H(l” — JIg)]Ai(x/)dx’ —

1

Al(l’) %
A;i(z)Bi(x) — Bi(z)Aj(x)
/ Ky Ky Hx' — 20) — Ky H(x' — 23)| Bi(2')da. (3.65)

Se calculan las integrales

/ 1K+ Ky H(3 — ) — K H(x' — 13)] Ai(a!)da! =

z1

Kl/ A;(2")da!, ' < @y

1

Kl/ A;(2')dx' + Kg/ Ai(2")da!, a9 <’ < g

1 €2

Kl/ Al(l’/)dl’, + KQ/ AZ(I/)dl’/—

1 €2

K3/ A;(2")da' x> a3

\ 3
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/ Ky + Ky H(z' — 29) — Ky H(z/ — 23)| By(a!)da'
X1

( x

Kl/ B;(z")dx', T < xy

1

Kl/ Bi(x’)dx'—l—KQ/ Bi(2")dz!, 1o <’ < 3

1 2

Kl/ Bi(w’)dx'—l—KQ/ Bi(z")dx'—

Tl T2

Kg/ B;(2")dz' ' > a3

\ x3

Reemplazando los dos resultados anteriores en se escribe

(2) = da[ Bi(w) Ai(21) = Ai(2)Bi(21)] = di[Bi(2)Aj(21) = Ai(2)Bj(21)] |
g Ai(2)B{(x) = Bi(x)Ai(x)

[B,(w)Jl — A,(I‘)JQ] T < X9

Ai(z)Bj(z) — Bi(z)Aj(z)

[KlJl + K2J3] —

Ai(z)
Ai(z)Bi(z) — Bi(z)Aj(z)

[K1Jo + KaJy, ro <z <zw3 , (3.60)

Ai(z) Bj(z) — Bi(x)Aj(x)

[KlJl + K2J3 — K3J5] —

Ai(z) Bj(z) — Bi(x)Aj(x)

[K1J2+K2J4—K3J6], xr > I3
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donde las integrales Jy, J, J3 y Jy estdan dados en las expresiones (3.52)), (3.53), (3.62) y

(3.63)) respectivamente, las integrales .J5 y .Jg tienen la siguiente forma

J5 = / Al(l'l)dﬂf/ =
x2

ye : (3.67)
Js = /Bl(x’)dx’:
2
Fo(l.2 423\, _ (L2 4.3
12 33309 ) ¥ —112(3:3:3 9 x3+
V3T (3)
~1 2.4 5. 73 2.4 5. 28

r@ln (i eaniine]

Para verificar que y(z) dada en (3.66) es la solucién de la ecuacién de Airy con fuente
tipo pulso rectangular, se utiliza el programa Mathematica y se comprueba las siguientes

propiedades:
e Satisface la ecuacion diferencial con fuente tipo pulso rectangular

(
Ky, T < Ty

y'(x) —ay(r) = K + K, To <x < X3

\ K1+K2_K3, T > T3

e Cumple las dos condiciones iniciales dadas en (3.1))

1. y(il?l) = dl.
2. y’(xl) = dQ.
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En la Figura 3.10 se muestra la grafica de la solucién y(z) con fuente pulso rectangular, se

asigna los siguientes valores

T = —6, Kl = 02, KQ = 04, Kg = 03,
xo=—4, x3=—-1,d; =0y dy = —1/10.

f(x)
1.0
0.8}
0.6f
0.4}

e 02l

N e e

-0.2}

Figura 3.10: Gréfica de la solucién y(z) del problema (3.1)) producida por una fuente tipo
pulso rectangular (linea azul), comparada con la solucion de la ecuacion de Airy sin fuentes
(linea discontinua).

3.4.4 Fuente sinusoidal

Este tipo de fuente se expresa como

f(z) =C sin (27771:) , (3.69)

donde C'y [ son constantes. En la Figura 3.11 se muestra la grafica de la fuente (3.69), con

los siguientes valores de los pardmetros C' = 0.6 y [ = 3.
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f(x)
~ 06

/ )
/ \ / ! [/ \
."l ". ."I ". 0 . 4 r \
f 1 \ \
| 1 \ 1
\

0.2}/ \

|ll'III III'|II — 0 . IIIQII r
\ \—04f
\ /

\ ;,"
\ 0.6

Figura 3.11: Gréfica de fuente sinusoidal.

Reemplazando (3.69) en la solucién y(x) dada por (3.38), se tiene

B — A)B(e)] - (B (x) Aiwr) — Ae) Bl
v (@) 4,@)Bix) = B,() A(x) *

Az’@)Bé(ji(I) By(x) A(x >/ co <2f )Ai@’)dx/—

Az(l’) in 2_71—1_/ (2 dz!
A;(2)Bli(z) — B;(x) Az )/ Csi (z )Bz( )da'. (3.70)

Las integrales que aparecen en no se pueden calcular analiticamente, ya que los

integrandos sin (2%2') A;(2') y sin (217r x') B;(2') son funciones trascendentes y se resuelven

numéricamente. Para verificar la solucién y(x) obtenida en (3.70) es correcta, se utiliza el

programa Mathematica y se comprueba las siguientes propiedades:

e Satisface la ecuacion diferencial con fuente sinusoidal
2
y'(x) —zy(x) =C sm( Zr >

e Cumple las dos condiciones iniciales dadas en (3. 1]
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1. y(Il) = dl.
2. y/<SC1> = dg.

Para graficar y(x) dada por (3.70) se utiliza integracién numérica con ayuda del programa

Mathematica, tomando el intervalo —6 < x < 1y los siguientes valores de los pardmetros
T = —6, d1 :O, d2: —1/10, C:O5yl:3,

se obtienen los resultados que se muestran en la Tabla 3.1, la cual se grafica en la Figura 3.12

X y(x) X y(x) X y(x)

-6 0 -3.6 | -0.132986 || -1.1 | 0.850211
-5.9 -0.009692 -3.5 | -0.201825 -1 | 0.893333
-5.8 | -0.0175812 -3.4 | -0.268794 || -0.9 | 0.922363
-5.7 -0.022036 -3.3 | -0.331091 || -0.8 | 0.93742
-5.6 | -0.0217441 -3.2 | -0.386006 || -0.7 | 0.939043
-5.5 | -0.0158177 -3.1 | -0.431035 || -0.6 | 0.928154
-5.4 | -0.00387045 -3 -0.463982 || -0.5 | 0.906013
-5.3 | 0.0139473 -2.9 | -0.483049 || -0.4 | 0.874165
-5.2 | 0.0369516 -2.8 | -0.486904 || -0.3 | 0.834374
-5.1 0.0639664 2.7 | -0.47473 -0.2 | 0.78856

-5 0.0933989 -2.6 | -0.446258 || -0.1 | 0.73873

-4.9 0.123341 -2.5 | -0.40177 0 0.686911
-4.8 0.15169%4 -2.4 | -0.342083 0.1 | 0.635082
-4.7 0.176299 -2.3 | -0.268518 0.2 | 0.585124
-4.6 0.195076 -2.1 | -0.087199 0.3 | 0.538759
-4.5 0.206154 -2 1 0.0159628 || 0.4 | 0.497519
-4.4 0.207991 -1.9 | 0.123992 0.5 | 0.462707
-4.3 0.199471 -1.8 | 0.234123 0.6 | 0.435384
-4.2 0.17998 -1.7 | 0.343573 0.7 | 0.416359
4.1 0.14945 -1.6 | 0.449636 0.8 | 0.406196

-4 0.10838 -1.5 | 0.549774 0.9 | 0.405234

-39 | 0.0578217 -1.4 | 0.641691 1 0.413611
-3.8 | -0.0006603 -1.3 | 0.723407
-3.7 | -0.0650541 -1.2 | 0.793314

Tabla 3.1: Valores numéricos de la solucién y(x) problema || con fuente sinusoidal.
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y(x}

}1[;;'
0.6?\\th

0.4} —

. / 0.2}
6 =5 -4\ -3 A2 i | 1
0.2}

~04}

Figura 3.12: Grafica de la solucion y(x) del problema (3.1) producida por una fuente
sinusoidal (linea azul), comparada con la solucién de la ecuacion de Airy sin fuentes (linea

discontinua).



Capitulo 4

Solucion de la ecuacion
de Airy inhomogénea con condiciones en

la frontera

4.1 Formulacion de problema
Se considera el problema formulado por las siguientes ecuaciones

y' (@) —wy(2) = f(z), a<w<b,
(4.1)

oy (a) + agy’ (a) = di; Pry (D) + Bay’ (D) = da,

en las cuales intervienen como parametros constantes a, b, oy, ao, 31, B2, di y do. Este
problema estd basado en la ecuacién de Airy inhomogénea y la incdgnita y(x) estd sujeta a
condiciones de frontera en dos puntos. Las condiciones de frontera son separadas, esto es,
cada una afecta a un sélo punto de la frontera. Si por lo menos uno de los términos f(x),
d; y dy es diferente de cero, el problema es inhomogéneo. La funcién f(x) representa una
fuente externa y y(z) es la respuesta a dicha fuente.

A continuacién se explica el método de la funcién de Green, aplicado a la solucién del
problema (.1).

41
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4.2 El método de la funcion de Green

4.2.1 Obtencion de la ecuacion diferencial para la funcion de Green

En el método de la funcion de Green la variable z en la ecuacién de Airy (@.I)) se renombra
como z’

y'(2) — 2y (2') = f(2'), a<a' <b.
La ecuacién anterior se multiplica por una funcién de Green G(2’, z) por ahora desconocida,

la cual depende de dos puntos x’ y z. Luego se integra por 2’ entre a y b

b b
/ G2 x) [y (2f) — 2y (2)]da' = / G (2, x) f(2")da'. 4.2)
Realizando integracion por partes en el lado izquierdo de la ecuacion (4.2) se tiene
z'=b
G o)y @) - Gu @ oy ]|+
b
/ y (1) [Gpw (2 x) — /G2, x)]da’ =
o
G (', z) f(2")dx'. 4.3)

Para comenzar a determinar la funcién de Green G (z', ) asociada a la solucién del problema

(4.1)), se exige que la integral del lado izquierdo de la ecuacién (4.3) sea igual a y(z)

b
y(x) = / y (1) [Gpw (2, x) — /G2, x)]da’. (4.4)
De otra parte, y(x) se escribe como
b
y(x) = / y (2")0(x" — x)da'. 4.5)
Comparando (4.4)) con (4.5) se debe cumplir la siguiente ecuacién

Gy (2/2) —2'G (2, 2) =0 (' —2), a<z<b, (4.6)
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donde G, y G, representa la primera y segunda derivada de G(2’, ) con respecto a x’.

Por lo tanto al reemplazar la ecuacién (4.4) en (4.3)) y despejando y(x) se obtiene

z'=b

y(z)=—|G @ 2)y (2') — G (x',a:)y(x')}

r'=a

b
+/ G2 z) f(x)dd'.  (4.7)

Esta es la expresion para y (x) en términos de la funcién de Green [9].

4.2.2 Condiciones de frontera para para la funcion de Green

A continuacion se analizan los términos de frontera en (4.7))

/

_ [G (l’l, l‘) y/ (l’/) . Gm/ (37/, l’) y (m,)] a'=b__

-G (b7 CL’) y, (b) + Gm’ (b7 .I‘) Y (b) +G (CL, ZE) y/ ((I) - Gm’ (CL, I) Y (a’) : (4.8)

Se aplican en la ecuacién (4.8) las condiciones de frontera dadas en la formulacién del

problema (4.1)). Pueden darse los siguientes casos que se examinardn separadamente:

1. ay #£0, B #0,
2. a1 £0, By #0,
3. ay £0, B #0,
4. ay £ 0, By #0.

Caso 1: oy # 0,51 # 0. Se despeja y(a) y y(b) de (4.1)

o) = D=2,
)= 2B )

A
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Reemplazando las expresiones anteriores en (4.8]), se obtiene

G 2)y () - G (2, 2) y ()] [ =

r'=a

+

_ {G (b,z)y (b) — Gy (b, x) {w} }

A

{G (,2) (a) — G (a,7) {CZILW} } _

Qg

o |PEERGEERD] Ba, )+

5 1 B
{?/ (a) {alG (@.2) ZIOQGQC/ (@.2)] _ i—lle/ (a, x)} : 4.9)

En (4.9) intervienen las cantidades 3’ (a) y ' (b) cuyos valores no se especifican en las
condiciones de frontera (4.1)) por lo tanto son desconocidas. Para eliminar éstas cantidades

en (4.9) se imponen las siguientes condiciones sobre la funcién de Green

£1G (b, x) + PoGr (b,x) =0,

(4.10)
a1G (a,z) + aaGy (a,z) = 0.
Aplicando (4.10) en (4.9), se obtiene
/ / / N1 |z'=b da dy

— [G(@ 2)yy (2") — Gu (2, 2) y ()] |5 Z0= EGx/ (b,z) — a—lGx/ (a,z).  (4.11)

Reemplazando @.TT) en la ecuacién ({.7), se tiene

dy di ’ / / /

y(z) = EGQE, (b,x) — a—lel (a,2)+ | G2 x) f(a")dx. (4.12)

Esta es la solucion del problema (4.1)) para el caso 1 donde oy # 0y 57 # 0, en términos

de la funcién de Green G (2, ), la cual se determina resolviendo el sistema formado por las

ecuaciones y (4.10).
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Caso 2: o # 0, B2 # 0. Se despeja y(a) y v/ (b) de (4.1)

yla) = D=0 )

o

y'(b) _ d2 _gzly (b)

Reemplazando las expresiones anteriores en (4.8)), se obtiene

Y

_ [G ([E,’ ;p) y/ (23/) — Gy (27/, [E) y (x/)] z'=b__

o |20 -6 y(b) b
R e
(@ [r0en tutren) g ) s

En (4.13) intervienen las cantidades y (b) y 4’ (a) cuyos valores no se especifican en las
condiciones de frontera (4.1)) por lo tanto son desconocidas. Para eliminar éstas cantidades

en (4.13) se imponen las siguientes condiciones sobre la funcién de Green

£1G (b, x) + PoGr (b, x) =0,

4.14)
a1G (a,z) + aaGy (a,z) = 0.
Aplicando (#.14) en (#.9), se obtiene
/ 1 / INBEAED) d2 dl
- [G (‘T 7$) Yy (.17 ) - Gx’ (.17 ,x)y (.CE )] x'=a" _EG (ba l‘) - a_lGx’ ((Z,.CE) . (415)

Reemplazando (4.15) en la ecuacién (4.7), y(x) se expresa como

b
y(z) = —%G(b, 0~ NGy (a0 + / G (',7) f () da'. 4.16)

2 aq
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Esta es la solucién del problema (4.1)) para el caso 2 donde oy # 0y 2 # 0, en términos
de la funcién de Green G (2, x), la cual se determina resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones (4.6) y (4.14).
Caso 3: o # 0, 81 # 0. Se despeja y/'(a) y y(b) de (4.1)
di —
J(a) = 1 — a1y (a)
Q2
dy — Bay’ (b
(o) = L=
b

Reemplazando las expresiones anteriores en (4.8) se obtiene

Y

—[G (@, 2)y (2') — G (', 2) y ()] |50 =

r'=a"

_ {G (b, 2)y' (b) = G (b, ) {%ﬁw} } '

{600 2200 6, )y ()} -

(8%

|y [pG )G ()]

51 EGx/ (b, l’)} -+

{_y " [GI/ (a,) +041G(a,x)] . @G(a’x)} @17

Q2 a2
En (4.17) intervienen las cantidades v’ (b) y vy (a) cuyos valores no se especifican en las

condiciones de frontera (4.1)) por lo tanto son desconocidas. Para eliminar éstas cantidades

en (4.17) se imponen las siguientes condiciones sobre la funcién de Green

BlG (b7 iL’) + BZG:):’ (b7 $) = 07

(4.18)
a1G (a,x) + asGy (a, ) = 0.
Aplicando @.18)) en (4.9), se obtiene
- [G (xlv CL’) y, (ZL'/) - Gac’ ([E,7 ZE) Y ([E,)] i:zg: _@Gac’ (bu l’) - ﬁG (a’ [E) : (419)

51 %)



Capitulo 4: Solucion de la ecuacion de Airy inhomogénea con condiciones en la
frontera 47

Reemplazando (4.19) en la ecuacién (4.7), y(x) se expresa como

b
y(z) = —%Gy (b,x) — i—;G (a,x) +/a G (2, z) f(2')d'. (4.20)

Esta es la solucion del problema (4.1)) para el caso 3 donde oy # 0y 51 # 0, en términos

de la funcién de Green G (2, x), la cual se determina resolviendo el sistema formado por las

ecuaciones (4.6) y (4.18).
Caso 4: oy # 0, B, # 0. Se despeja i/ (a) y 3/ (b) de (@.1)

, dy — a1y (a
o) = L=

' (b) = do _gzly (b)

Reemplazando las expresiones anteriores en (4.8]) se obtiene

/

_ [G (l’l, :L‘) y/ (l’/) . Gm/ ((If/, l’) y (x,)] a'=b__

r’'=a"

_{G@Jﬁﬁlgﬁﬁﬂ—eﬂw@y@}+

{Gan [2=220) Gaayo | -
v o0 B 4 o0}
(oo 2owa] +Bowa) o

En (4.21)) intervienen las cantidades y (b) y y (a) cuyos valores no se especifican en las
condiciones de frontera (4.1]) por lo tanto son desconocidas. Para eliminar éstas cantidades

en (4.21) se imponen las siguientes condiciones sobre la funcién de Green

BlG (bv l’) + BQGz’ (b7 ZE) = 07
4.22)
a1G (a,z) + aaGy (a,z) = 0.
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Aplicando {#.22)) en (4.9), se obtiene
-Gy (&) - G () y ()] o=~ 26 ) — LG lars). (423)
Reemplazando en (4.7), y(x) se simplifica asf
y(z) = —%G (b,x) — Z—;G’ (a,z) + /abG (o', 2) f (2') da'. (4.24)

Esta es la solucién del problema (4.1)) para el caso 4 donde oy # 0y 35 # 0, en términos
de la funcién de Green G (2', x), la cual se determina resolviendo el sistema formado por las

ecuaciones (4.6) y (4.22).

Examinando los resultados anteriores se concluye que tanto la ecuacion diferencial
como las condiciones de frontera (4.10), (4.14), (4.18) y (4.22) para la funcién de Green son

comunes para los 4 casos examinados. Por lo tanto la funcién de Green es la misma para

todos los casos y se rige por las ecuaciones

G (/7)) —2'G (2,2) =0 (' —2), a<z' <b,

£1G (b, x) + BoGyr (b, x) =0, (4.25)

a1G (a,z) + a2Gy (a,z) = 0.

Analizando las expresiones (4.12), (4.16), (4.20) y (4.24) para y(z) se observa que se

diferencian en los términos de frontera [[10].

4.2.3 Determinacion de la funcion de Green

A continuacién se resuelve el problema (4.25) con respecto a la funcion de Green. Teniendo
en cuenta que en la ecuacién diferencial que aparece en (4.25)) interviene la funcién delta
de Dirac (2’ — x) la cual presenta una singularidad en el punto 2’ = z (§(0) = o0). Es
conveniente dividir el intervalo a < 2’ < b en dos subintervalos: a < 2’ <z y x <z’ <b,
excepto en el punto 2’ = z. En cada subintervalo se tiene d (2’ — ) |72, = 0, entonces la
ecuacion diferencial en se reduce a

Guy (2, 2) —2'G (2',2) =0, parax’ # z. (4.26)



Capitulo 4: Solucion de la ecuacion de Airy inhomogénea con condiciones en la
frontera 49

La solucion general de la ecuacién diferencial de Airy homogénea dada en (4.26) es

C1A; (2') + O3B (¢'), a<a' <z
G2, x) = (4.27)
C3A; (2') + CyB; (2!), =<' <b,

donde A;(z') y B;(z') son las funciones de Airy, que son soluciones linealmente
independientes de la ecuacion homogénea (4.26) y C;, Cy, C3 y Cy son cantidades
constantes con respecto a la variable z/. Para determinar éstas cantidades se utilizan
las condiciones de frontera del problema (#.25), con este fin se escriben las siguientes

expresiones

G (a,x) = C14; (a) + C3B; (a), G (b,x) = C54;(b) + CyB; (b),

Gy (a,x) = C1 A, (a) + O3B (a), G (b,x) = C3A,(b) + CyB. (b).

Con base en las expresiones anteriores las condiciones de frontera en (4.25) se reescriben

como

[a14; (a) + @Al (a)] C + [an B (a) + a2 B (a)] Cy = 0, (4.28)

(814 (b) + B2 A} ()] C3 + [B1Bi (b) + B2B; (b)] Cy = 0. (4.29)

Las ecuaciones (4.28) y (4.29) son insuficientes para determinar las cantidades C, Cs, Cy
y C4. Se necesitan de otras dos ecuaciones que se obtienen examinando el comportamiento
de la funcion de Green G(2', z) en el punto 2’ = x y asi poder completar la definicion de la
funcion de Green en todo el intervalo a < z’ < b. Con este fin se integran los dos lados de la
ecuacion diferencial en sobre un intervalo infinitesimal alrededor del punto 2’ = z, es

decir, en el intervalo = < 2/ < 2"

T xt

xT
/ G (7', x) da’ —/ PG (2, x)dx’ :/ § (2 —x)dx. (4.30)

T

En (4.30) intervienen las siguientes integrales:
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1. f Gmm (2, ) da’.
2. f PG (2, x)dx’.
3. f;j(S(x’—x) dx’.

El resultado de la primera integral es

xt A
/ Guy (2, 2)d2’ = Gy (2 2)|
= Gy (x+,x) — Gy (x_, a:) . (4.31)

Para calcular la segunda integral se adiciona una nueva condicién a la funcién de Green

G(2', x) que sea continua en el punto 2’ = x, es decir
Gy (x+,x) =Gy (x_,x) , (4.32)

con esta condicidn, la segunda integral es igual a cero ya que el integrando 2'G (2, z) es

continuo y se integra en un invervalo infinitesimal donde el area bajo la curva es cero

rt

/ G (2, x)dx’ = 0. (4.33)

Finalmente, la tercera integral debido a las propiedades que posee la funcion delta de Dirac

d(z" — x), éstaes igual a 1

/ § (2 —x)dd =1. (4.34)
Reemplazando los resultados (4.31)), .33) y @.34) en (4.30)), se tiene
Gy (ZL‘+, IL‘) — Gy (m‘,x) = 1. (4.35)

La ecuacion (4.35)) representa una condicién que debe satisfacer la funcién de Green G(2/, ).

Teniendo en cuenta (4.27) la ecuacién (4.33]), se reescribe
Al (2)Cy+ B (x) Cy — Al () C5 — B} () Cy = —1. (4.36)

Finalmente la condicién de continuidad de la funcién de Green G(2’, x) en ' = x dada por
(4.32)), con base a (4.27) adquiere la forma
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Con los resultados obtenidos en (@.28), #.29), (4.36) y @.37) se completa el sistema de

cuatro ecuaciones necesarias para encontrar las cantidades C, Cy, C3y C}, presentes en la

funcién de Green G(2’/, ) dada en (4.27)). Por lo tanto el sistema a resolver es el siguiente

[ag A; (a) + oAl (a)] Cy + [ B; (a) + a2 B (a)] Cy = 0,

(814 (b) + B24; (b)] Cs + [B1B; (b) + B2 B (b)] Cy = 0,
(4.38)

A (x)Cy+ B (x) Cy — A; () C3 — B; () Cy = 0.

Se aplica la regla de Cramer del élgebra lineal a la solucién del sistema [12].
Si Ax = b es un sistema de ecuaciones, A es la matriz de coeficientes del sistema,
x = (C1,Cy, C3,CYy) es el vector columna de las incdgnitas, y b es el vector columna de
los términos independientes, entonces la solucion al sistema se presenta asi

_ det(A)
T det(A)’

j=1,23y4 (4.39)

donde A; es la matriz resultante de reemplazar la j-ésima columna de A por el vector
columna b. Ademas el determinante de la matriz A debe ser diferente de cero.

Se comienza escribiendo el sistema (4.38)) en forma matricial

a1; Qa2 Q13 aiq 4 0
a21 QAg2 QA23 Q24 Cy 0

= : (4.40)
a31 Q32 33 aA34 Cs -1

aq1 Q42 QA43 Q44 Cy 0
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donde
ajl = OélAi (CL) + Ong; (a) s ag1 = 07

a1z = a1B; (a) + a2 Bj(a),  ax»n =0,

a3 =0, azg = B1A; (b) + B24] (D),
aq = 0, azs = P1B; (b) + B2 B; (b)
as; = Al (z), ag = A; (),

ase = Bl (z), ass = By (x),

ass = — Al (z), —A; (z),

azs = —Bj (x), aa = —Bi ().

Con base a la ecuacion (4.39) las cantidades Cy, Cy, Csy C4 que son funciones de z, tienen

la forma

. d€t(A1)
Gr= det(A)

= [alBl-(a) + a9 B; (a)} { — B () [51141' (b) + B2 A (b) ] -
Ai (@) |B1B; (8) + 03B} (0) }/ |4, (@) B (2) = A; (x) B} (2) ] x
{51AZ- (b) [alBi (a) + asB! (a)} + B AL (b) [quZ- (a) + auB, (a)]

— [4i (@) + 0z (a) | |81B: (6) + BB} 0) | } (441)
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_ det(Ay)

G2 = det(A)

- [oin (@) + asd! () ] {Bi () [51141» (b) + Bo AL (b) } .
A; (@) |1B: (b) + 228, (1) | }/ AL (2) Bi (w) = A (2) Bl (w) ] x
{&Ai (b) |01 Bi (@) + 02B{ () | + Ao} () |01 Bi a) + 0B (a) |

~ |o1di (@) + a2l (a) | BB, (6) + BB (b) } (442

_ det(Ag)

Cs = det(A)

— [51& (b) + Bo B, (b)] { — B; () [alAi (a) + az Al (a) } +
4; (2) |a1B; (a) + a2, (a) | }/ |4} (2) Bi (w) = A (2) Bl (w) ] x
{ﬁlAi (8) |01 (@) + 02 () | + AL (1) o1 B: 0) + 2B (a) |

- [041Az‘ (a) + azAj (a)] [5le‘ (b) + B2B; (b)} }a (4.43)
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 det(Ay)
~ det(A)

Cy

= (B4 (0) + B4, 1) | {Bz- () @145 (a) + 024} (a) | -
A; (2) |a1B; () + a2, (a) | }/ |41 (2) Bi (w) = A (2) B (w) ] »
{51141' (b) [%Bz‘ (a) + B (a)} + B2 A; (D) [%Bz‘ (a) + a2 B (a)]

- [OélAz' (a) + a2 A; (a)] [ﬁle' (b) + BB (b)} } (4.44)

Con los resultados de las cantidades C(x), Cy(x), Cs3(z) y C4(x) dadas por las ecuaciones

#@.41), @.42), @.43) y (@.44) respectivamente, se procede a reemplazarlos en para la

funcién de Green G (2, z)

p

() { o Bi (a) + a2 By ()] Ai (2/) -

[a14; (a) + @A (a)]B; (') } a<r <z

G2, z) = : (4.45)

ha(w){ (511 (b) + B2} ()] 4: (2') -

B1A; (b) + B4, (b)) B: () } r<a <b

donde a1, ag, 81y 2 son constantes dadas en (4.1). ademds hy(x) y hi(x) son funciones
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que dependen de x y tienen la forma

h(r) = {Ai () |BuB: () + 381 (8) | = By (x) | B1: (b) + 54 (0)| } /
[0 8.0~ 4 ) B @) {14, 0) [onBe) + B ()] +
+ 5oL (6) |1 Bi(a) + 2B (@) | = |1, (@) + cwdf (a) |

[5131‘ (0) + B2 B (b)} }a (4.46)

ha(z) = {Ai () [alBl- (@) + as B! (a)} ~ B, (x) [QlAi (@) + aA! (a)] } /
A (@) B («) = A (2) B (x) {51141- (b) [o1B: (@) + 0B () | +
+ Bo Al (b) [alBZ- (@) + asB! (a)] - [alAi (@) + an ! (a)] X

518, (6) + BB, 1) } (447)

La ecuacién (4.45) es la funciéon de Green asociada al problema (4.25) con valores en
la frontera, la cual satisface la ecuacién diferencial homogénea @, las condiciones
de frontera presentes en (4.25), la condicion de continuidad y la condicién de
discontinuidad de su primera derivada (.35)) [1, [10].

En la Figura 4.1 se muestra la gréafica de la funcién de Green y de su primera derivada con

los siguientes parametros

I':O7 Oé1:2, 05220, 61:8, 52:—]_,&:—5}’[):5
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Figura 4.1: Gréfica de G(2/, x) (linea roja) y G (2, x) (linea azul) para z = 0.
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4.2.4 Solucion del problema (4.1) en términos de G(z’, )

Resumiendo los resultados @.12)), @.16), (4.20) y @.24), 1a solucién del problema con

valores en la frontera (4.1]) se escribe asi

,
b ) = DG (r),  a £0, B £0
51 (03]

—LG(ba) - LGy (a,x), 01 #0, f#0
y(z) = i

_%Gx’ (bv .’L’) - %G (a'7$)7 Qg 7é 07 Bl 7é 0

\ —%G(b,x)—i—;G(a,x), ()[27&07 527&0

(e B (a) + aBl (@)] [ A () Sy

b (2)an Ai (a) + as A (a)] / "B () f(a')da'+

ha(e) 1B () + 2B 0) | A F (e -

@14, 0) + 52 00) [ B ) 1) @48)

donde

Gla,x) = {[1B: (a) + €2 (@))A: (@) — a1 4; (@) + 24} (@)) B, (@) s (z),

G(b.2) = {[B1B: (0) + B2 ()] i (b) — [51 As () + o AL (D) B: () Jo(a),
(4.49)
Gor(a,2) = {01 By (a) + a2 (a)] 4] (0) — o1 4; (a) + 224 (a)] B, (0) J 1 (),

Gl (b,) = { BB (0) + 52 BL ()] 45 (1) — 514 (8) + B2} ()] BL (1) Ja(a)

En (4.48) intervienen las funciones de Airy. Esta expresion es vdlida para cualquier fuente

f(z) que es el término inhomogéneo de la ecuacién diferencial de Airy del problema (4.1,
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siempre y cuando existan todas las integrales que intervienen en (4.48). La férmula (4.48)
se aplicard a la solucién del problema (4.1) considerando separadamente el caso cuando
la ecuacién de Airy es homogénea (f(z) = 0), y el caso cuando la ecuacion de Airy es
inhomogénea (f(z) # 0).

4.3 Ecuacion de Airy homogénea

El este caso se plantea el siguiente problema

y'(x) —zy(x) =0, a<az<b,
(4.50)
ary (a) + gy’ (a) = di, Biy (b) + Bay’ (b) = da,

donde a, b, ay, aw, b1, e, d1 y dy son constantes conocidas. En lo sucesivo se considera el
caso cuando oy # 0y 31 # 0.
La solucion de la ecuacion diferencial en se obtiene mediante el uso de la formula
para y(z) en términos de la funcion de Green. teniendo en cuenta que f(x) es igual a
cero, la expresion se reduce a

d d
y(r) = =G (b,x) — —Gu (a,z). (4.51)
b aq
Remplazando (4.49) para las expresiones G, (b, x) y G (a, z) en (4.51)) se tiene
da

y(r) = E{[ﬂle’ (b) + B2B; (0)] A} (b) — [B1A; (b) + B2A; ()] B; (b) }hz(ﬂv)_

d

O 0B, (0) + 03B (@) AL () — 014 (0) + 04, (@)] Bl (a) Ju(o), (452
1

donde a, b, a1, oz, f1, B2, d1 'y do son pardmetros constantes, hi(x) y ho(z) estdn dados en

@.40) y respectivamente. En (4.52) intervienen las funciones de Airy y sus primeras

derivadas evaluadas en a y b.

En la Figura 4.2 se presenta la grafica de la solucién y(z) (4.52) del problema (4.50), para

los siguientes valores de los pardmetros

a:—5,b:5, a1:2, 042:(), d1:—5, 61:8, 62:—1,}/(12:1.
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y(q)
~ al

2t

1L

Figura 4.2: Grifica de la solucidn y(z) para la ecuacion de Airy homogénea.

La solucién (4.52) del problema (4.50), servird de refencia cuando se resuelva el problema
(4.1)) basado en la ecuacién de Airy con fuente.

4.4 Ecuacion de Airy inhomogénea

A continuacion se aplican diferentes fuentes (f(z) # 0) a la solucion y(z), cuando a; # 0y

pr # 0.

4.4.1 Fuente constante
Este tipo de fuente se expresa como
f(z) =K, (4.53)

donde K es una constante. En la Figura 4.3 se muestra la grafica de una fuente constante
K =3.
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7

(48]

-1t

Figura 4.3: Grafica de una fuente constante K = 3.

Reemplazando (#.53) en (#.48)), se tiene

() =2 { (8B, () + B O)AL ) ~ (50 () + B, (D] BL ) Jhale)

Z—ll{[alBi (a) + 2B, (a)] A} (a) — [a1 A; (a) + ax A} (a)] B] (a) }h1 (2)+
hq (x)K{ (a1 B; (a) + B (a)] /w A (@) da'—
[ A; (a) + a2 4] (a)] /x B; (7)) dx/}+

b

[B1A; (b) + B2A; (b)] / B; (') dx’}, (4.54)
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donde a, b, a1, az, f1, P2, d1 y da son pardmetros constantes, hi(x) y ho(x) estdn dados en

@46y respectivamente. En (#.54)) aparecen cuatro integrales las cuales se resuelven
con el programa Mathematica y se presentan a continuacion

+
ST (3
BrE) (5 (50 52) e -k (3452 2]
= , (4.55)
L, = /Bl(:c')d:c'
Fy(L.24.28),_ p(Ll24d
B 112 1353,3:9 |2 152137373779 (1+
V3r(3)
G N G I e G 1 ) K AN
437 ’ '
b
I; = /Al(x’)dx/
(L2 4.8y g (1.2 4.2°
1£'2\1353y37 79 152137373779 x+
T (3
\(j/gr(é) |:1F2 (§7§7§7§) xQ _1F2 <§7§’§7%> b2i|
o , (4.57)

. 4.58
"o (4.58)
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En (.55)), @.56), (@.57), y (@.58) intervienen la funcién gamma y las series hipergeométricas
definidas en (3.54) y (3.55) respectivamente.

Para verificar la soluciéon y(x) en (4.54), se utilizé el programa Mathematica y se

comprobaron las siguientes propiedades:

1. Satisface la ecuacion diferencial de Airy con fuente constante
y'(x) —ay(z) = K.
2. Cumple las dos condiciones en la frontera dadas en (4. 1))

e a1y (a) + asy (a) = d;.

o Sy (b) + Boy/ (b) = da.

En la Figura 4.4 se muestra la grafica de la solucién y(x) con fuente constante, asignando los
siguientes valores

a=-5>0=5 a1=2, a=0,d; =5, 31 =8, fo=-1,ydy =1

y(qg

\__/

Figura 4.4: Gréfica de la solucion y(x) del problema (4.1) producida por una fuente constante

K = 3 (linea azul), comparada con la solucion de la ecuacién de Airy sin fuentes (linea
discontinua).
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4.4.2 Fuente tipo funcién escalon

Este tipo de fuente se expresa como

donde K, K3 y 1 son constantes y H(x — z1) es la funcién escalén definida asi

0, =<z,
H(x —x) = (4.60)
1, z>ux.

En la Figura 4.5 se muestra la grifica de la fuente (4.59), con los siguientes valores de los

parametros

K1:3, K2:4y.fll’1:0

£

Figura 4.5: Gréfica de fuente tipo funcién escalon.
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Reemplazando (4.59) en la solucién y(z) dada por (4.48)), se tiene

() =2 {515, () + BaB WAL (8) — [ 8) + B2, D)L ) o)~

L [a1Bi (@) + 2B (@) 4] () — [14; (a) + 024} ()] B, (@) P (2)+
hl(as){[alB,- (a) + azB; (a)] /w A (o)) [Ky + Ky H(2' — xq)]da’—
(a1 A; (a) + Al (a)] /w B; (2') [K1 + Ky H(2' — xﬁ]dm’}#—
b
ra(){ (818, 0) + B 0] [ A, s + K HG — o'~

b
Se calculan las integrales

/ K+ K H — 2)] Ao’ =
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/ Ky Ky B — 20)| B da! —

Kl/ B;(2")dx!, ¥ <

Kl/ B,;(x’)dac/—i-Kg/ Bi(2")dz', 2’ > x;

z1

/ 10+ K B — o) Ao’ =

¢ b b
Kl/ Ai(x’)da:’—l—Kg/ Ai(2"dx!, 2 <y

x1

b b
Kl/ Ai(x')dx’—FKg/ Ai(2"dx!, ' >y

/b[Kl + Ky H(2' — x1)]Bi(2')dz’ =

( b b
K1/ Bi($/>dm,+K2/ Bi(2')dx', ' <z

1

b b
Kl/ Bz(x/)dx' —+ Kg/ Bi(l'/)dl'/, .’,U/ > T

\
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Reemplazando los cuatro resultados anteriores en (4.61)), se escribe

y(w) = gj {1181 (6) + BB, (0)] 47 (0) — [B14: (b) + BoA; (D)) B (1) Pha(w)—
Z—ll{[Oéle‘ (a) + aaBi (a)]A; (a) — [an A (a) + g A] (a)] B (a)}hl(l’)ﬂL
( hll(.I')Kl fax Az (ZL‘I> dZL‘I — h12 Kl f B dl’ +
]’L21 [Klf A dl’ ‘I"KQf A dl’i|—
haa(2) | Ko [0 Bi(a)da! + K [ Bi@)de!| . @<y
hun(@) [Ki [ Aila!)da' + K [ Ai(a)da'| - ’ (t62)
hlg(ﬂf) Klf B dl‘ +K2f B d _+
han (@) | K [ As(a')da! + K [} (') |
oo (z [KlfB "dx' +K2fB d:v], x> x
donde
hi1(x) = [aqB; (a) + aaBi (a)|h(z),
hio(z) = [oqAi(a) + arA; (a)lhi(z),
(4.63)

hor(xz) = [B1B; (b) + B2B; (b)|ha(x),

hoo(x) = [B1A; (b) + B2A5 (b)) ha(x).
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En (4.62)) aparecen nuevamente las integrales [y, I, I3 y I, dadas en (£.53)), #.56), @.57) y

(4.58)), respectivamente, e intervienen cuatro integrales mas que se presentan a continuacién

I5 = A1<I/>dl’/
1.2 4,48 1.2 4,23
1F2 <§7§a§a?>$_1FZ <§7§7§7?>x1
= +
T ()
333 X
BrE) e 3L R - n(3355) ]
, (4.64)
47
Iy = / B; (') da'
1
(L2 423\, _ p(Ll.2 4.2
142 3737379 X 142 3737379 1'1_'—
— 6
V3T (3)
1'3 X
D [i8 (34 55) 0 -k (3452 2
S , (4.65)
4\/§7T
b
I, = / Ai(2")d2!
Tl
F(lzalE)b_F(;zéﬁ)
142 3737379 142 3737379 1
= +
#T (9
3:3
V3r (%) [1F2 <§, §7 %; ﬁ) xi —1F5 <§, §, 27 %) 52}
, (4.66)
47
b
Iy = / B; (¢") dx
x1
B 1F2(%7%7%7%)6_1F2(%7%7%7%)‘%—’_
6
V3T (3)
-1 2.4 5. 28 2.4 5.0
r(3) [1F2 (@5@3) vt =1 b (5’37573) bQ] 467

Para verificar la solucién y(x) en (4.62), se utilzé el programa Mathematica y se

comprobaron las siguientes propiedades:
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1. Satisface la ecuacion diferencial de Airy con fuente funcién de paso

K, T < T

K+ Ky 2>m
2. Cumple las dos condiciones en la frontera dadas en (3.1)

e a1y (a) + asy (a) = d;.
o By (b) + B2y (b) = .

En la Figura 4.6 se muestra la grifica de la solucién y(x) con fuente funcién escaldn,

asignando los siguientes valores

a:—5,b:57 1'1:0, 041:2, 042:(), d1:—5, 51:8, 62:—1,}/6[2:1.

y{X)
10}

Figura 4.6: Grafica de la solucién y(x) del problema (4.1)) producida por una fuente de la
forma funcion de paso (linea azul), comparada con la solucion de la ecuacion de Airy sin
fuentes (linea discontinua).
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4.4.3 Fuente pulso rectangular

Este tipo de fuente se expresa como

flz) =Ky + Ky H(x — 1) — K3 H(x — ), (4.68)

donde K7, Ks, K3, x1 y x9 son constantes, ademds H(z — z1) y H(z — x3) son funciones
tipo escalon definidas en ({.60).

En la Figura 4.7 se muestra la gréfica de la fuente (4.68)), con los siguientes valores de los

parametros

K1:3, K2:47 K3:5, 171:—2}/1’2:2.

()

Figura 4.7: Gréfica de fuente tipo pulso rectangular.
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Reemplazando (4.68) en la solucién y(z) dada por (4.48)), se tiene

() =2 {515, () + BaB WAL (8) — [ 8) + B2, D)L ) o)~

L [a1Bi (@) + 2B (@) 4] () — [14; (a) + 024} ()] B, (@) P (2)+
hii () / ) () [K1 + Ky H(z — 21) — K3 H(2 — 25)]da’'—
hia() / "B () Ky + Ko H' — 3y) — K H(2! — 2)]da’+
o () / A ) [ K H(a — 1) — Ky H(s! — )’

b
hao () / B (2') [K1 + Ky H(2' — x1) — K3 H(2' — xq)]da, (4.69)
donde hy1(x), hia(x), ho1(x) y hoo(z) estdn dados en (4.63). Se calculan las integrales

/ [+ R HG =) = Ky B = ) Ao’ =

( x
Kl/ A;(2")do, a<2 <
Kl/ A,-(:v')dx’+K2/ A (2")da, T <z <wy oo

a 1
Ky [T Ai(2))d' + K, fff A;(2)dz" — K fai A;(2)dz!, xo <2’ <b




Capitulo 4: Solucion de la ecuacion de Airy inhomogénea con condiciones en la
frontera 71

/x[K1 + K, H(x’ —1) — K; H(x/ _ xQ)]Bi<«T,)dl‘/ _

2 x
Kl/ B;(2")dx!, a<a <
Kl/ Bz(l’/)d,f/ + Kg/ Bi(x’)dac/, 1 < < Ty >
| K [ Bi@!)de! + Ky [ Bie!)da! — Ky [ Bila!)da!, @y < 2’ < b

/b[K1 + K, H(m’ —1) — K3 H(x’ _ x2)]Ai(ZE’)dI/ _

b T2 b
Kl/ Ai(:p’)dw’jtKg/ Ai([l?/)dﬂf/—Kg/ Aj()dx', a <2 <

x1 €2

b T2 b
Kl/ Al-(x’)dx'—l—KQ/ Ai(l',)d{[‘/—Kg/ Aj(2)dd!, xox <xo 0

)

KlfA dl’—Kng .T2<ZE,<b

/b[K1 + Ky H(x' — 1) — K3 H(2' — 25)|By(2)da' =

;

b T2 b
Kl/ Ai(x’)d:c’jLKg/ Ai(x’)dx’—Kg/ Ai(2N)d!, a<a' <xy

1 T2

b T2 b
Kl/ A,-(:zc’)d:v’jtKg/ Ai([l?/)dﬂf/—Kg/ Ai(x)dx', wox' <

z2

KlfA dCC—Kng ZE2<ZEl<b
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Reemplazando los cuatro resultados anteriores en (4.69), se tiene

o) = 2 {1818 () + BaB (1AL () — 514s () + B} D) BL ) bhao)-

D {lonBi @) + 2B, @41 (@) ~ 14 (@) + a2} (@] (@) o)+

( h11 Klf A dl‘—hlg Klf B dl’-i—
ho (@) | K [} Au(a!yda! + Ky [T Aua')da! — K 7, Aila!)da' |

haa(w) | K1 [ Bila!)da' + Ko [ By(a!)da' = K [7, Bi(a')da! |, a<w <

ma(e) [Ky [7 Aia')da! + Ko [ Ai(a)da'|
ha(w) [Ky [7 Bi(a')da! + K [ Bi(a')da'] +
hgl [Klf A d$ +K fmA )d$ —Kgf A da:}

h22 [KlfB dw + Ko me )d.CL‘—Kgf dx] 1 <z < T2

hll( ) Klf A de‘ + Ko fzzA )d{L‘/ —Kgfl‘gbAi(:L'/)d:L'/]
h12( ) Klf B dl‘ + Ko foB )d:E/—K3f£U2bB¢(:E/)d$I]—

ho(w) | K [ Au(a!)da' + Ky [} Ay(a')da! | -

haa(w) | K1 [} Bila!)da' — Ky [} By(a')da', Ty <x<b
(4.70)

Las integrales que intervienen en (4.70) se resuelven andlogamente a las expresiones #@.53),
@.56), (.57), @.58), [@.64), (4.65), (4.66) y (3.67). Para verificar la solucién y(z) en (@.70),
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con ayuda del programa Mathematica se comprobaron las propiedades:
1. Satisface la ecuacidn diferencial de Airy con fuente tipo pulso rectangular

;

Kl, r < I

y'(v) —wy(r) = § Ky + Ko, 1 < T < Ty

\ K1+K2—K3, T > T2
2. Cumple las dos condiciones en la frontera dadas en (4.1}

e a1y (a) + agy (a) = d;.

o 51y (b) + Boy/ (b) = do.

En la Figura 4.8 se muestra la grifica de la solucién y(x) con fuente pulso rectangular, se

asigna los siguientes valores

a=—-5b=051r1=-2, 19=2, oy =2,

ay=0,dy =5, 1 =8, fa=—1,ydy=1.

(3
15}

10t

Figura 4.8: Grifica de la solucién y(x) del problema (4.1) producida por una fuente tipo
pulso rectangular (linea azul), comparada con la solucion de la ecuacion de Airy sin fuentes
(linea discontinua).
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4.4.4 Fuente sinusoidal

Este tipo de fuente se expresa como

f(z) =C sin (QTW:E) ) (4.71)

donde C'y [ son constantes.

En la Figura 4.9 se muestra la grafica de la fuente (4.71)), con los siguientes valores de los
pardmetros C' =5y [ = 2.

f [
| L, } IlI l| II X
| _|'|4 ! _II||'2 II| | I| i lI 4‘
III |I l', | l' | II| |II III |II
|I I| |I \ - II II I|
II\I /II |III ’ III |IIII I? III\ III| IIII II/
III |I|II I| _I‘I ||4 i Ill I |I|III |II|II
‘I\\r’lll H‘\/ \j Il\f/ \/J

Figura 4.9: Grafica de fuente sinusoidal.
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Reemplazando (4.71) en la solucién y(z) dada por (4.48)), se tiene

() = Z{(5: ) + BBl 0L (1) ~ [514: () + Bl BB 1) Jhale) -

Ll Bi (@) + 2B} (@)]4] () ~ [14i (0) + 024} (@)] B (a) [ ()+
hyi(x / CA; (') sin ( l > dz' — his(z / CB; (2') sin <2;Tx’) dz'+
hao1(z / CA; (2) sin < l > daz’ — hoo(x / CB; (2') sin (2;33’) dx’, 4.72)

donde hq1(x), hia(x), ho1(z) y hgg(a:) estan dados en (4.63).
Las integrales que aparecen en no se pueden calcular analiticamente, ya que los

integrandos sin (2%2’) A;(2') y sin (217r a') B;(2') son funciones trascendentes y se resuelven

numéricamente. Para verificar la solucién obtenida en (4.72)) es correcta, se utiliza el

programa Mathematica y se comprueba las siguientes propiedades:

1. Satisface la ecuacion diferencial con fuente sinusoidal
2
') = (o) = C sin (%)

2. Cumple las dos condiciones iniciales dadas en (.1
o a1y (a) + agy (a) = d;.
o 51y (b) + Boy/ (b) = da.
Para graficar y(x) dada por (4.72) se utiliza integracién numérica con ayuda del programa
Mathematica, tomando el intervalo —5 < x < 5y los siguientes valores de los pardmetros
a=-50=5 C=51=2 o =2,
OCQIO, d1:_57 ﬁ1:87 62:_17 yd2:1
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se obtienen los resultados que se muestran en la Tabla 4.1, la cual se grafica en la Figura 4.10

X y(x) X y(x) X y(x)

-5 -2.5 -1.7 | -3.01531 1.6 | 0.00773882
-4.9 | -2.35735 -1.6 | -3.3814 1.7 | 0.00282227
-4.8 | -2.11489 -1.5 | -3.64641 1.8 | -0.0422269
-4.7 | -1.80031 -1.4 | -3.8073 1.9 | -0.11724
-4.6 | -1.44135 -1.3 | -3.86786 2 -0.209847
-4.5 | -1.06325 -1.2 | -3.83812 2.1 | -0.306673
-4.4 | -0.686837 || -1.1 | -3.73324 2.2 | -0.394616
-4.3 | -0.327237 || -1 -3.572 2.3 | -0.462067
-4.2 | 0.0064665 || -0.9 | -3.37503 2.4 | -0.499979
-4.1 | 0.310907 -0.8 | -3.16299 2.5 | -0.502659
-4 0.58742 -0.7 | -2.95476 2.6 | -0.468236
-3.9 | 0.840558 -0.6 | -2.76592 2.7 | -0.398738
-3.8 | 1.07634 -0.5 | -2.60761 2.8 | -0.299807
-3.7 | 1.30044 -0.4 | -2.4858 2.9 | -0.180054
-3.6 | 1.5166 -0.3 | -2.40119 3 -0.0501537
-3.5 | 1.72539 -0.2 | -2.34947 3.1 | 0.0782604
-3.4 | 1.92344 -0.1 | -2.32219 3.2 | 0.193763
-3.3 | 2.10334 0 -2.30791 3.3 | 0.286274
-3.2 | 2.25406 0.1 | -2.29363 3.4 | 0.348041
-3.1 | 2.36193 0.2 | -2.26631 3.5 | 0.374384
-3 2.41207 0.3 | -2.21437 3.6 | 0.364135
-2.9 | 2.39003 0.4 | -2.12893 3.7 | 0.319725
-2.8 | 2.28355 0.5 | -2.00481 3.8 | 0.246926
-2.7 | 2.08417 0.6 | -1.84108 3.9 | 0.154286
-2.6 | 1.78858 0.7 | -1.6412 4 0.0522919
-2.5 | 1.39947 0.8 | -1.41262 4.1 | -0.0476208
-2.4 | 0.925884 0.9 |-1.16615 4.2 | -0.134131
-2.3 | 0.38297 1 -0.914804 4.3 | -0.197057
-2.2 | -0.208873 || 1.1 | -0.672571 4.4 | -0.22823
-2.1 | -0.825325 || 1.2 | -0.453044 4.5 | -0.222148
-2 -1.43988 1.3 | -0.268102 4.6 | -0.176318
-1.9 | -2.02578 1.4 | -0.126785 4.7 | -0.0912742
-1.8 | -2.55804 1.5 | -0.0344439 || 4.8 | 0.0297577

Tabla 4.1: Valores numéricos de la solucién y(x) problema || con fuente sinusoidal.
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y(q)

Figura 4.10: Griéfica de la solucién y(x) del problema (4.1) producida por una fuente
sinusoidal (linea azul), comparada con la solucién de la ecuacion de Airy sin fuentes (linea
discontinua).



Capitulo 5
Conclusiones

e En este trabajo se implement6 el método de la funcién de Green aplicado a la solucién
de una clase de problemas con valores en la frontera basados en la ecuacion de Airy

inhomogénea (con fuentes).

e El conocimiento de la funcién de Green asociada a esta clase de problemas permite

construir soluciones para diversas fuentes.

e El método de la funcidn de Green facilita la construccion numérica de soluciones

cuando no es posible la construccién de soluciones analiticas.

e El método de la funcion de Green y el método de las funciones propias son las
dos aproximaciones fundamentales que se aplican en la solucion de esta clase de

problemas.

e Los resultados de este trabajo se pueden aplicar a ecuaciones diferenciales que

mediante un cambio de variable se reduce a la ecuacion de Airy

78
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