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RESUMEN:

En este articulo se presenta una breve revision de los aspectos metodoldgicos
y computacionales clave para las aplicaciones de los modelos de regresion
en dos niveles. Se da una serie de recomendaciones para implementar una
modelacion jerdrquica y se presenta un ejemplo ilustrativo. Se apuntan
algunos temas que requieren investigacion.

I. INTRODUCCION

regresion es una de las técnicas més utili
adas por los investigadores de las ciencias
ales y de la conducta. Con frecuencia se
pueden encontrar reportes de investigacion y ar-
ticulos que presentan resultados de andlisis de
regresién sobre datos de estudios educativos
(Goldstein, 1987) y pocas veces los investigado-
res resisten la tentacién de correr una regresion
sobre los datos de una encuesta levantada con
un disefio en varias etapas (conglomerados). A
esta realidad contribuyen varios factores, pero
se destaca el hecho de que en los estudios edu-
cativos se desea estudiar relaciones causa-efecto
sobre unidades primarias (estudiantes), pero tam-
bién se desea estudiarlas sobre grupos o unida-
des agregadas (salones o escuelas). En el caso
de las muestras complejas mds que interesar la
inferencia descriptiva (estimar medias, totales,
razones) con frecuencia interesa la inferencia
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analitica (el estudio de una relacién causa-efec-
to). En ambos casos un modelo estadistico de
regresién es requerido y se plantea como un
modelo superpoblacional. En tal sentido la po-
blacién de referencia u objetivo (tarjet population)
es mds general que la poblacién finita o de
muestreo (sampled population).

El advenimiento de los modelos superpobla
cionales (Cassel et al., 1977) ha permitido que la
modelacion se utilice sobre datos de encuestas
complejas, y en este sentido se ha abierto una
serie de posibilidades de explotacién de la infor-
macién de encuestas (Skinner et al., 1989). In-
directamente con estos desarrollos se han bene-
ficiado dreas que producen datos de estudios
observacionales, como la epidemiologia, la an-
tropologia social y la investigacién clinica. En
todos estos campos las muestras observan es-
tructuras de anidamiento (individuos en grupos,
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grupos dentro de grupos mds generales, etc.) y
por tanto la aplicacién directa de los modelos de
regresion estdndar, cuando estos se justifican,
puede producir resultados incompatibles con la
realidad conocida. En general, se sabe que los
errores estdndar de las estimaciones se
sobreestiman y por tanto efectos significativos
pueden no estarse identificando en tales anélisis.
Esto es debido a que se ignora la estructura de la
muestra, o lo que se conoce en muestreo como
el efecto de disefio (Potthoff et al., 1992). En
resumen se puede decir que la correlacién
intraclase en las muestras anidadas o con es-
tructura jerdrquica produce efectos graves en la
inferencia bajo el esquema de los modelos de
regresion estdndar (Goldstein, 1987; Bryk y
Raudenbush, 1992; Longford, 1993). Ademds
de que con frecuencia el objetivo es estudiar la
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Los modelos lineales jerdrquicos (Bryk y
Raudenbush, 1992) constituyen una formulacién
general que permite la consideracién de datos
con estructura jerdrquica. Este tipo de datos son
comunes en estudios educativos, estudios de me-
didas repetidas, estudios de muestreo bietdpico,
entre otros. La idea de la estructura jerarquica
es que las unidades aparecen agrupadas, y que
varios grupos forman grupos en otro nivel y as{
sucesivamente. Por eso se les llama también
modelos lineales multinivel (Goldstein, 1987).

El ejemplo tipico de una situacién de modelacién
lineal jerdrquica lo constituye el del estudio del
rendimiento escolar (Y) a partir de rendimiento
previo, condiciones socioecondmicas, anteceden

tes educativos del padre, etc.(x,,X,,..,X,). Si

consideramos que los estudiantes estdn agrupa-
dos por escuela, podemos proponer un modelo
como el siguiente:

Yij =PBoi +Brixpij+ - +Ppixpij +ej
(IL.1)

j=1,2,"'a n; ;i=1’27""G

variabilidad de las ecuaciones sobre los grupos;
es decir, la unidad de estudio es un grupo de in-
dividuos (en estudios comparativos de rendimien-
tos escolares por escuela, por ejemplo).

Los modelos lineales jerdrquicos tienen una tra-
dicién bastante reciente, pero en la actualidad
se encuentran ya disponibles con desarrollos a
nivel tedrico, metodolégico y computacional, lo
que permite usarlos en aplicaciones. Este arti-
culo presenta una revisién de los principios, pro-
cedimientos y estrategias para realizar aplica-
ciones de los modelos de regresién en dos nive-
les. Estd orientado a los cientificos y profesio-
nales que cotidianamente se enfrentan a datos
con dos niveles de jerarquia, susceptibles de
modelarse a través de la regresién. Se incluye,
en la seccién final, una aplicacion concreta para
ilustrar el procedimiento general propuesto.

MODELO GENERAL DE REGRESION EN DOS NIVELES

Notese que para cada una de las escuelas se
estd proponiendo una ecuacién de regresion, que

describe la relacién causa efecto sobre los n;
estudiantes. Podemos suponer que son tales

que E(¢;)=0y Var(e;) = o’ paratodo j y
todo i. Sitenemos informacién de cada escuela,
por ejemplo una calificacién para la calidad del
claustro docente (W), podriamos modelar la va-
riabilidad en las ecuaciones de regresién; es
decir, modelar los coeficientes de las
regresiones. El modelo propuesto serfa:

Boi =

Yoo+ YoiWj+ Uug;

’ (I1.2)
Bpi =

Ypot Yp1Wi+ Upj

En general, podriamos postular un modelo que
considere varias variables , y no necesariamente
usar las mismas para modelarlas .

Nétese que las ecuaciones en (I1.2) constitu-
yen un sistema de (p+1) ecuaciones; es decir,
son una regresion (p+1)-variada, donde “las res-
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puestas” son los coeficientes de regresion en la
ecuacion (II.1), y 1a o las variables explicatorias
son las W. Por eso estos modelos también son
referidos como modelos de regresién con coefi-
cientes aleatorios (Longford, 1995). En este sen-
tido, asociadas a las ecuaciones en (II.2), tene-
mos suposiciones para un error aleatorio p-va-

riado , w, = (uy, un, - u,) que se postulan inde-

pendientes e identicamente distribuidos, y se
establece:

a) E{u}=0
(64 ou Gy |
b) var{u,}=Q= O'..o o e
Ow On dﬁpJ

donde () es la matriz de varianzas °i21 y

covarianzas (050 # j) de los errores u,

;1,2,...,G. Esta presentacién nos muestra que el
modelo lineal jerdrquico permite simultdneamente
hacer un estudio de individuos y un estudio de
grupos, en el sentido de que se consideran tanto
variables explicatorias para los individuos
(Xl,...,Xp) como para los grupos (W). El estudio
de la variabilidad de las ecuaciones de regresion
sobre la muestra de grupos es una posibilidad
que con ninguna otra técnica puede lograrse, y
éste se hace con base en la estimacién e
inferencia sobre las varianzas y covarianzas; por
tal motivo a estos modelos se les llama también
de componentes de varianza y covarianza (Laird
y Ware, 1982).
Definiendo matricialmente la ecuacién en (II.1)
tendrfamos:

yi =XiBi +e i=1,2,"',G (11.3)
con E(e;) =0y Var(e;) = 6.1, Siahora defi-
nimos
Bi=W;T+u;; i=12,--,G (L4

donde es la matriz de coeficientes fijos ¥ en las
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ecuaciones (I1.2).

Si  asumimos

Var {u,'} =Q,

ciones generales, donde W, =I,,, ®w;> con ®,

que

entonces tenemos las ecua

con indicando producto Kronecker, yW; esel

vector de valores de W,, W,, W_para el grupo i-
ésimo. Si escribimos la ecuacién (I1.4) en la (I1.3)
obtenemos el modelo general lineal jerdrquico en
dos niveles.

yi = XiWI + Xw + e i=1.2,..,G (L5)
La ecuacién (I1.5) se puede escribir de una for-
ma matricial mds compacta definiendo las si-
guientes matrices y vectores.

Y1
y=| i |}
YG |

u, | [e]
Py e=[ J
€c

donde (A,)es la matriz diagonal por bloques A..
Asf, obtenemos la ecuacion que se corresponde
con el modelo lineal general mixto,

X =diag (X;), W =diag(W;)

Ug |

y=XWI'+Xu+e=ZI"+Xu+e (IL6)

cuya estructura de covarianzas se expresa como:

V =X (diag(Q)) X’ + diag (6°In)
Donde . N=n +...4n; Los pardmetros que hay
que estimar en este modelo son los elementos de

(llamados efectos fijos), y los de () y o‘f ,in-

cluidos en V (llamados componentes de varianza
y covarianza). Este modelo en (I1.6) se puede
llevar a la forma general
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y=X"B* +e* (L7)
con E(e*)=0 Y Var (e¥)=V
en donde X*, %, y e* son una matriz de disefio

general, un vector de pardmetros §*, que inclu-

ye unicamente a los efectos fijos, y * es un
vector que incluye a los errores aleatorios.

Si se asume V conocida se sabe que el estimador
de minimos cuadrados generalizados es:

B =(X"vIX*)"'X*V-ly

y también que la matriz de varianzas y
covarianzas de este estimador, seria:

5 ” -1
Var(B*)=(X"V1X*)

Sin embargo, el problema de estimacién involucra

as{ mismo a los pardmetros desconocidos en V.

II1. ESTIMACION Y PRUEBA DE HIPOTESIS EN EL MO-

DELO LINEAL JERARQUICO

El problema de estimacién e inferencia en el mo-
delo presentado en la seccién anterior es harto
complejo, puesto que V, la matriz de varianzas y
covarianzas asociada, es asimismo un objetivo
de estimacién. Este problema tiene una larga
tradicién de estudio desde que fue formulado
como tal (Lindley y Smith, 1971). La solucién se
ha abordado desde diferentes principios: maxi-
ma verosimilitud restringida (Longford, 1987),
bayesiano empirico (Bryk y Raudenbush, 1992)
y minimos cuadrados generalizados (Goldstein,
1987). Se han propuesto algoritmos
computacionales para la estimacién, puesto que
la solucién requiere de métodos numéricos
iterativos. Entre estos algoritmos se encuentran
la adaptacién particular del algoritmo EM
(Dempster, Laird y Rubin, 1977; Bryk y
Raudenbush, 1992), el algoritmo de Fisher-
Scoring (Longford, 1987) y el algoritmo de Mini-
mos Cuadrados Generalizados Reponderados
Interativamente (MCGRI), (Goldstein, 1987,
Goldstein y Rasbash, 1992). Estos algoritmos se
han implementado en paquetes computacionales
que actualmente se distribuyen comercialmente:
el ML3 (y versiones sucesivas, Prosser et al.,
1990) el HLM (Bryk y Raudenbush, 1992) el
VARCL (Longford, 1993), y versiones especia-

les de programas en BMDP y SAS, que se ob-
tienen como productos aparte de los sistemas
mencionados. Una discusién amplia de los méri-
tos de los sistemas, emanada de una evaluacién
comparativa, se presenta en el articulo de Kreft
et al. (1994); también en Vander Leeden et al.
(1996) se puede encontrar informacion valiosa
sobre los principios y procedimientos de
inferencia en este contexto de modelacién y una
evaluacién comparativa del software existente.

Invariablemente, la idea de estos procedimien-
tos y algoritmos es realizar una estimacién en
dos fases: obtener una estimacion inicial de la
matriz V y sustituirla en las ecuaciones que la

requieren para estimar 3" ; en una segunda fase

se mejora la estimacién de V y se repite el pro-
ceso hasta que se logra cumplir con un criterio
de convergencia. Obviamente las soluciones al
problema de estimacidn e inferencia no son ce-
rradas y éstas dependen de la eficiencia de los
algoritmos numéricos, y ademds estdn fuerte-
mente afectadas por la cantidad de datos, tanto
en la que se refiere al nimero de grupos como
al nimero de individuos por grupo (Goldstein,
1995).
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A manera de ilustracién general y para estable-
cer la l6gica del funcionamiento del algoritmo
MCGRI, a continuacién damos una idea superfi-
cial de como trabaja.

En la ecuacién (I1.7) se ajusta el modelo supo-

niendo que Y = [ng?; es decir, se obtiene
Br =(X"X")" X"y

A partir de esta estimacion se obtiene

con se obtienen las primeras estimaciones para
los elementos de V, lo que se logra aplicando un
algoritmo de minimos cuadrados a la ecuacién
de V; es decir:

&e =X (diag(Q)) X' +diag (O'eZIN)

donde los pardmetros desconocidos son Q y oﬁ
y el resto de componentes son valores conoci-
dos. Escribir esta ecuacién en una forma opera-
ble y desarrollar un algoritmo eficiente no fue
sencillo. Para detalles a este respecto se reco-
mienda ver Goldstein y Rassbash (1992). La
idea es que de este paso se obtiene V. Acto
seguido se sustituye esta estimacién en el
estimador de minimos cuadrados generalizados

y se obtiene una segunda estimacién de 3*. Esto
nos permite producir otros residuos. El proceso

se repite hasta que la estimacién V de sea es-
table.
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La prueba de hipétesis para el modelo (IL.5) se
formula tanto sobre los efectos fijos en " como
sobre los efectos aleatorios o varianzas y
covarianzas. En el primer caso, se orienta el in-
terés sobre la tendencia general de los modelos
sobre la muestra de grupos, y en el segundo caso
interesa establecer juicios concluyentes sobre la
dispersién de los coeficientes de los modelos.
Para los efectos fijos se usa el enfoque de la
hipétesis lineal general refiriendo resultados
asintéticos bajo la suposicién de normalidad, por
lo que contar con un niimero suficiente de gru-
pos e individuos dentro de grupos es muy impor-
tante. Por otro lado, la prueba de hipétesis para
las varianzas y covarianzas es generalmente ba-
sada en el estadistico de razén de verosimilitu-
des, también bajo las mismas suposiciones. Bue-
nas revisiones y notas bibliograficas sobre este
asunto se pueden encontrar en Longford (1993;
1995) y Goldstein (1987; 1995).

El principal problema en el ajuste y conduccién
del proceso de inferencia para los modelos li-
neales jerdrquicos es que para un problema par-
ticular se requiere implementar una estrategia que
permita ir aproximéndose a la complejidad maxi-
ma del modelo permitida por los datos. En ese
sentido, lo que se entiende es que la formulacién
del modelo no puede ser tal que se plantee un
modelo muy complejo, puesto que en tal caso los
algoritmos numéricos pueden no funcionar ade-
cuadamente. En la siguiente seccién abordamos
la problemadtica de la formulacién e
implementacion de estrategias de modelacién li-
neal jerdrquica, siguiendo algunos lineamientos
desarrollados en Ojeda (1992, 1993); Behar y
Ojeda (1995), y Ojeda et al. (1996).
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IV. ESTRATEGIAS DE ANALISIS DE DATOS EN
MODELACION LINEAL JERARQUICA

Ante situaciones de andlisis de datos en los que
la estructura es jerdrquica, no es posible proce-
der de forma directa a la formulacién de un mo-
delo complejo. Primero porque es muy dificil
lograr un planteamiento realista sin evaluar la im-
portancia de las variables explicativas en una
manera exploratoria, y segundo porque un mo-
delo complejo de partida puede no ser soportado
por los datos, en el sentido de que el algoritmo
numérico no corra por mal condicionamiento. La
segunda cuestion es bastante frecuente en pro-
blemas reales segin la experiencia de los auto-
res.

En lo que sigue presentaremos algunas recomen-
daciones generales que, de alguna forma, pue-
den ayudar para hacer aplicaciones concretas
de la modelacién de regresién lineal jerarquica.

PRIMERO: Haga siempre andlisis
exploratorios para conocer suficiente sobre las
distribuciones marginales y bivariadas de los
datos, tanto de manera global como grupo por
grupo. Debe haber evidencia suficiente sobre la
razonabilidad del modelo de regresién para
explicar las relaciones que se estdn estudiando.
Los graficos de caja, los diagramas de tallo y
hoja, los correlogramas, los correlogramas codi-
ficados y los diagramas de escalera (Halft
Matrix Plot) son herramientas que seran de in-
dudable utilidad en esta fase, en la que es posible
identificar errores en los datos, datos atipicos y
tener una idea del rango de variabilidad en las
asociaciones estudiadas.

SEGUNDO: Realice ajustes por separado y
de manera global para tener una clara idea de la
variacién de los coeficientes de regresion esti-
mados. En general esto da una primera buena

idea de las variables explicatorias realmente sig-
nificativas al nivel de individuos. Cabe hacer
notar que los coeficientes estimados mediante
este procedimiento constituyen en si la primera
base para explorar la importancia de las varia-
bles explicatorias en el segundo nivel (las ). La
exploracién detallada de las asociaciones entre

las Wy los 3 estimados por separado nos pue-

de dar elementos para establecer patrones de
comportamiento central y variabilidad. Llame-
mos a la matriz de coeficientes estimados por
separado B. Esta es una matriz de datos
multivariados de orden G por (p+1). Podemos,
usar técnicas multivariadas exploratorias, como
Componentes Principales o Anélisis de Conglo-
merados, para explorar patrones de asociacion

entre variables (los [ estimados) e individuos

(en este caso los grupos). También podemos
hacer un estudio de correlacién candnica de B
con la matriz de datos de las variables .

TERCERO: Una vez agotadas las fases an-
teriores se debe tener una idea clara de la im-
portancia relativa de las X en la prediccion de
los valores Y, y se supone que se esta en posibi-
lidades de postular el modelo lineal jerdrquico.
Para este momento tenemos una estimacién de
, que es la que se obtiene de la regresion global.
La primera pregunta fuerte de contestar es sa-
ber si hay suficiente variabilidad entre grupos
como para justificar el ajuste de un modelo je-
rarquico; es decir, contestarse si realmente los
datos tienen una estructura jerdrquica que justi-
fique la complejidad del modelo. Para esto
Goldstein (1987) sugiere ajustar un modelo de
componentes de varianza simple; es decir, pro-
pone ajustar:
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yij =Boi +¢jj
(IV.1)
i=112""9G;j= 1’2,"',ni
con modelo en el segundo nivel:
Boi =Yoo t+Uj (1v.2)

Nétese que aqui Q = Glzl , al que se le llama com-

ponente de varianza entre grupos. Con las esti-

maciones de ¢2 y o2 se constituye una esti-

macion del coeficiente de correlacidn intraclase

P, que seria:

~2

b= O
)
G +0y

(Iv.3)

Segin Goldstein (1987) basta declarar que se
justifica un ajuste de un modelo jerdrquico. La
experiencia de los autores a este respecto es que

en algunos casos valores de hasta 0.08 para p

han dado andlisis multinivel interesantes. Por tal
motivo recomendamos que el ajuste del modelo
de componentes de la varianza se tome con
reservas, y que mds bien se proceda en
correspondencia con la informacién obtenida en
los andlisis exploratorios previos.

El modelo de regresién con coeficientes
aleatorios es el siguiente paso, para lo cual se
considera recomendable sélo incluir la variable

X que mayor evidencia de explicabilidad sobre
Y haya dado. El modelo a ajustar serfa:

Yij =Boi +Bi;Brixiij tey; (A4

El modelo en el segundo nivel seria
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Boi =Yoo *+ Uoi

Bii=Y10+uy (IV.5)

La matriz de varianzas y covarianzas asociada a

0; = (ugj,uy;)' serfa

2
Gopo ©
q=|%00 Coi

62,

Para cada estimacion de las entradas de esta
matriz se obtiene un error estandar asociado, con
lo que es posible decidir si la variabilidad del co-
eficiente es significativa. También se obtiene una

estimacién de o , la que se espera se reduzca
en un porcentaje importante respecto de las esti-
maciones obtenidas del ajuste global y del mode-
lo de componentes de la varianza.

Para evaluar la mejora de la ecuacién cuando se
introducen mds X se recomienda hacer esto de
una en una. Nétese que el nimero de pardmetros
a estimar en crece conforme mds variables X
tenga la ccuacién en (IV.4). Asi por ejemplo, si
tenemos tres variables explicatorias, tendriamos:

Yij =Boi +Brixyij +Baixayy +B3ixzy +ej

yentonces
0(2) Go1 O02 903
Q= of c7122 93
62 O23
o3

Un modelo sobreparametrizado en este sentido
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requiere muchos grupos, y en la prictica el ni-
mero de grupos estd siempre restringido. Se re-
comienda para una X y una W tener al menos 20
grupos y 5 individuos por grupo.

En lo que se refiere a la inclusion de las varia-
bles W, ésta se debe hacer de manera secuencial
una mds en cada corrida. Esto implicarfa que
las ecuaciones en (I'V.5) sean cambiadas por

Boi =Yoo +Yorwi + up;

Bri =Yi0 +Y11Wi +uy (IV.6)

No hemos encontrado aplicaciones en las que se
requiera ajustar mds de una W, aunque sélo he-
mos tenido problemas reales con tres W
candidatas. Lo que pensamos es que usualmen-
te no se disefia la obtencién de informacién para
grupos. Goldstein (1987) recomienda usar me-
dias, desviaciones estdndar o coeficientes de va-
riacién muestrales en cada grupo como varia-
bles W. Lo dificil en estos casos es dar una bue-
na interpretacion a los resultados de las corri-
das.

CUARTO:  Dadas las estimaciones finales
de los efectos fijos y los aleatorios es posible ob-
tener estimaciones de los errores en ambos
niveles; es decir, podemos obtener los residuos,
€y Con estos residuos se debe hacer diag-
noésticos. En el caso de los residuos en el primer
nivel los podemos tratar a partir de las técnicas
tradicionales de diagndstico (Goldstein, 1987;
Bryk y Raudenbush, 1992). El problema mas
complejo se presenta con los residuos en el se-
gundo nivel, que son residuos (p+1) variados. Sea
U la matriz que tiene por renglones a los vectores

At . .
u; ;= 1,2,---,G . Esta matriz puede ser some-

tida a técnicas de andlisis multivariado como
Componentes Principales. Obteniendo la matriz

C(z) , de los puntajes (scores) de los primeros

dos componentes principales, es posible identifi-
car grupos atipicos o incluso ordenarlos. Tam-
bién se pueden usar los iltimos componentes
(Barnet y Lewis, 1994) para identificar outliers.
Ojeda y Judrez-Cerrillo (1996a; 1996b) explora-
ron la viabilidad del uso de la técnica del Biplot
(Gabriel, 1971) en la identificacién de grupos
atipicos. En este sentido hay poco estudio re-
portado, y principalmente pocas referencias so-
bre experiencias précticas, y esto se abre como
una potencial linea de investigacién (Seltzer,
1993).

Muchos de los procedimientos aqui menciona-
dos es posible implementarlos con el paquete
ML3 y con el apoyo de algtin otro paquete esta-
distico. En este sentido se debe entender que
las estrategias de modelacién jerarquica son
iterativas y requieren una compenetracién con
el problema bajo estudio. En Ojeda (1992, 1993),
Ojeda y Judrez-Cerrillo (1996a; 1996b), Behar
y Ojeda (1995) y Ojeda et al. (1996) aparecen
algunos ejemplos y recomendaciones pricticas
sobre el proceso de modelacion jerdrquica. Para
efectos de puntualizar detalles en la siguiente
seccion incluimos un ejemplo que tiene como ob-
jetivo ilustrar los aspectos mencionados.

EJEMPLO

Este estudio tiene el propdsito de modelar la re-
lacién que existe entre las habilidades de
lectoescritura y el rendimiento escolar en estu-
diantes de bachillerato, para una poblacién de
escuelas, de las cuales se obtuvo una muestra
irrestricta aleatoria de 35. En cada escuela se-
leccionada se obtuvo una muestra de entre 8 y
15 estudiantes, dependiendo del tamaiio de la es-
cuela. A cada estudiante seleccionado, al inicio
del peiodo escolar se le aplicaron dos test, uno
que mide la habilidad de lectura y el otro que
mide la de escritura. Los puntajes obtenidos se
denominaron LECTURA y ESCRITURA, res-
pectivamente. Al final del periodo escolar se re-
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gistré el promedio de calificaciones del estudian-
te en el periodo regular, al que se le denominé
RENDIMIENTO. Para explicar el efecto
contextual se evalud, en cada una de las escue-
las en la muestra, la implementacién real de una
serie de protocolos y procedimientos recomen-
dados por la oficina de educacién para mejorar
el rendimiento escolar. Con estos registros se con-
fecciond un indice denominado CALIDAD, los
datos fueron transformados linealmente a una es-
calade 0 a 100. La Figura 1 muestra las distribu-
ciones de las variables en estudio en una forma

comparativa por escuela.

En la Figura 2 se muestra la gréfica de disper-
sién de las variables en estudio, incluyendo un un
ajuste de linea recta, con el propésito de identifi-
car las asociaciones mds importantes. Al explo-
rar la asociacion lineal entre LECTURA y ES-
CRITURA como explicatorias del RENDI-
MIENTO, en cada una de las escuelas por se-
parado, se encontré suficiente evidencia que jus-
tifica el ajuste de un modelo de regresién lineal.
El modelo propuesto es:

(RENDIMIENTO), = B, + B (LECTURA), + B,(ESCRITURA) +¢;

donde j=1,2,..,35

Este modelo se ajusté para cada escuela por se-
parado y de manera global. El cuadro 1, presen-
ta los resultados importantes. En la Figura 3 se
presentan los diagramas de dispersién de los co-
eficientes estimados separadamente con la va-
riable CALIDAD, también incluyendo las distri-
buciones univariadas representadas por
histogramas. Aqui se puede observar que la va-
riable CALIDAD tiene una distribucién bastan-
te inadecuada; sin embargo en ausencia de otra
informacion se decidi6 utilizarla.

dencia de que era posible ajustar el modelo.

y Jj=12,..,n;
Como primera fase en el andlisis jerdrquico se
ajust6 un modelo de componentes de la varianza
y se obtuvo que el coeficiente de correlacién
intraclase estimado que resulté

P =(29.42/106.21) , lo que justifica plenamen-

te un andlisis mayor. Sobre todo porque las esti-
maciones de los componentes de la varianza tu-
vieron errores estdndar estimados pequefios
(8.742 y 5.772 respectivamente).

Al ajustar los modelos de regresién con coefi-
cientes aleatorios, tanto para LECTURA como
para ESCRITURA por separado, se obtuvo evi-

(RENDIMIENTO),; = f; + B,(LECTURA); + B,,(ESCRITURA),; +¢;

con modelos al segundo nivel como:

By = Yoo + ty;
Bi =Y +uy;
By =Yty
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ESCUELA| n [CDET-AIU] BM BETA-0 | BETA-1 | BETA2 | CALIDAD
1 8 0.963 6.13 49.003 0.144 | 0424 100.00
2 15 0.9 3414 47119 0026 | 0265 10000 |
3 11 091 7177 41526 0.081 0.279 100.00
4 10 0.921 3.086 53423 0104 | 0235 100.00
5 11 0.948 3.128 4524 009 | 0204 100.00
6 10 0.973 2.154 49.092 0.12 0.267 100.00
7 14 0.877 5.633 45387 0.16 0.206 100.00
8 10 0.941 7.064 49.125 0122 | 0308 100.00
9 10 0.945 3914 43523 0.141 0.248 37.601
10 12 0.974 1.584 44,027 0.11 0.246 37.601
11 9 0.863 4,041 38718 0.199 0.16 37.601
12 13 0.958 2238 50.301 0157 | 0257 37.601
13 9 0.975 2.089 48.661 0129 | 0321 37.601
14 15 0.962 2011 45416 0.107 0216 37.601
15 12 0924 6.614 50325 0083 | 0342 37.601
16 8 0.978 0.96 44.461 0155 | 0224 37.601
17 13 0.933 3.557 43072 0040 | 0274 37.601
18 12 0.959 3.863 41992 0.12 0.270 37.601
19 9 0.985 0.699 43.848 0126 | 0242 37.601
20 12 0.969 2.004 45023 0117_| 0268 37.601
21 14 0.946 4144 433814 0.121 0.273 37.601
2 15 095 3.264 47.084 0.138_| 0261 37.601
3 9 0.955 2.826 44.361 0137_| 0277 37.601
% 9 0.955 2.826 44361 0137 | 0277 3229
25 8 0.977 3.606 44905 0.168 038 3229
26 12 0.972 4571 50.051 0105 | 0421 32.299
27 12 0.907 3.66 50.242 0112_| 02l 3229
28 10 0.953 3.085 44.001 0.067 0.269 32.299
29 15 0916 6.344 46375 0102 | 037 32.299
30 12 0.905 6.015 41757 0086 | 0233 32299
31 11 0.948 5.116 45798 012 | 0284 32.299
32 10 0.973 2048 47.965 0129 | 0229 3229

» 1. Resultados relevantes del ajuste de regresién por separado y de manera global. NUM.EST
wimero de estudiantes, C-DET-AJU es el coeficiente de determinacién ajustado, ECM es el
uadratico medio, BETA-0, BETA-1 y BETA-2, son los coeficientes de regresion estimados y
JAD es el indice de calidad asociado a la escuela.
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ESTIMADORES DE ESTIMADORES DE VARIANZA Y
VARIABLE COVARIANZAS
COEFICIENTES Y CONSTANTE | LECTURA | ESCRITURA
CONSTANTE 46.92 3.44200
(p < 0.001) (p = 0.0384)
LECTURA 0.117 0.02690 0.00104
(p <0.001) (p = 0.02690) (p <0.001)
ESCRITURA 0275 0.07450 0.00012 0.00264
(p<0.001) (p = 0.0050) (p<0.1) (p <0.001)

Cuadro 2. Estimadores de los coeficientes fijos en el modelo (Y ) asi como de los componentes de varianza, mostran-

do los valores de probabilidad empirica (p-values) usando resultados asintéticas bajo normalidad.

Podemos observar que los coeficientes fijos re-
sultaron altamente significativos. Asi mismo, las
entradas correspondientes a los componentes de
varianza y covarianza resultaron ser

seignificativas, excepto G, .

Al incluir como variable explicatoria a nivel de

grupo a CALIDAD; es decir, al plantear los mo-
delos al segundo nivel como:

B =Y+ Yo (CALIDAD), + 1,
B =7 + 7., (CALIDAD), +u,
B, =7y + V. (CALIDAD), + Uy;

se obtuvo los resultados que se muestran en el Cuadro 3.

ESTIMADORES DE ESTIMADORES DE LAS VARIANZAS Y
VARIABLE LOS COVARIANZAS
COEFICIENTESY | CONSTANTE | LECTURA | ESCRITURA
CONSTANTE 43.0200 1222
(p < 0.001) (p<0.1)
LECTURA 0.0632 -0.0048 0.0006
(p <0.001) (p<0.1) (p =0.0449)
ESCRITURA 0.2080 0.0335 -0.0005 0.0019
(p <0.001) (p = 0.0658) (p>0.1) (p <0.001)
CALIDAD 0.0655
(p <0.001)
CALIDAD*LECTURA 0.0009
(p <0.001)
CALIDAD*ESCRITURA 0.0012
(p <0.001)

Cuadro 3. Estimadores de los coeficicentes fijos en ¢l modelo (Y ) incluyendo como variable explicatoria al segundo nivel
a CALIDAD, y los respectivos estimadores de los componentes de varianzas y covarianza, mostrando los valores de
probabilidad empirica (p - values), usando resultados asintéticos bajo normalidad.
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Como puede observarse todos los coeficientes
fijos resultaron significativos, lo que indica que el
modelo explica sustancialmente a los datos; por
otro lado, los componentes de varianza y
covarianza indican una variabilidad significativa
entre los grupos, excepto en los términos inde-
pendientes en donde la varianza estimada no re-
sulté ser significativamente distinta de cero. Ade-

mas, el estimador o': resuelto 3.922 con un error
estandar estimado de 0.325.

Al hacer un andlisis de los residuos de primer

nivel, ¢;,
heterocedasticidad, y una distribucién con un ses-
£0 positivo, que aunque pequeiio si notorio (ver

figuras 4 y 5).

se encontrd alguna evidencia visual de

Para evaluar la posibilidad de otro modelo mejor
se realizé una transformacién logaritmica a la
variable respuesta y se ajusté nuevamente el dl-
timo modelo. Se obtuvieron los resultados que se
muestran en el Cuadro 4.

ESTIMADORES DE ESTIMADORES DE LAS VARIANZAS Y
VARIABLE LOS COVARIANZAS
COEFICIENTES y CONSTANTE LECTURA ESCRITURA
CONSTANTE 3.79 0.00155
(p <0.001) (p = 0.0076)
LECTURA 0.0012 0.000009 0.000000
(p <0.001) (p>0.1) (p>0.1)
ESCRITURA 0.0038 0.000000 0.000000 0.000000
(p <0.001) (p>0.1) (p>0.1) (p>0.1)
CALIDAD 0.00182
(p <0.001)
CALIDAD*LECTURA 0.000009
(p=0.0414
CALIDAD*ESCRITURA 0.000005
(p>0.1)

Cuadro 4. Estimadores de los coeficientes fijos (’}’ ) incluyendo como variable explicatoria de segundo nivel a CALIDAD

cuando la variable RENDIMIENTO fue transformada a la escala logaritmica; también aparecen los estimadores de los
componentes de varianza y covarianza, mostrando los valores de probabilidad empirica (p-values), usando resultados

asintéticos bajo normalidad.

Como puede observarse el modelo para los efectos fijos serfa:

LOGE(RENDIMIENTO), = 319 +0.0012(LECTURA), +0.0038( ESCRITURA),

+0.000009(CALIDAD), *(LECTURA),

A

La distribucion de los residuos, €;, para este

modelo muestra una sensible mejora. Asi mis-
mo, el efecto de heterocedasticidad se ha ate-
nuado sensiblemente. Esto se puede ver en las
figuras 6y 7.

Para complementar el andlisis se explor6 los re-
siduos de segundo nivel para el término constan-
te, ya que ninguno de los componentes de varianza
y covarianza restantes resultaron ser significati-
vos (ver Cuadro 4). A partir de estos residuos es
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posible caracterizar los diferentes tipos de es- do, incluyendo la variable calidad. Se sefiala el
cuelas. En la Figura 8 se presenta el grafico de valor de los residuos estandarizados de segundo
los dos primeros componentes principales de los  nivel para el término constante sobre las escue-
coeficientes de regresion estimados por separa- las que parecen ser atipicas.
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Figura 1. Distribuciones de las variables en estudio mostradas
comparativamente por escuela.
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Figura 2. Diagrama de dispersién de las variables en estudio, mostrando histogramas para
visualizar las distribuciones univariadas.
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Figura 3. Diagramas de dispersién de los coeficientes estimados por separado y la varial
CALIDAD, mostrando histogramas para identificar las distribuciones univariadas.
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Figura 4. Distribucion de los residuos del modelo con datos sin transformar.
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Figura 5. Diagrama de dispersién de residuos contra predichos del modelo con los datos si
transformar.
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Figura 6. Distribucién de los residuos estandarizados del modelo usando los d:
transformados a escala logaritmica.
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Figura 7. Diagrama de dispersién de residuos contra predichos del modelo con los
tranformados a escala logaritmica.
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Figura 8. Diagrama de dispersién de los dos primeros componentes principales (que explic
88% de la varianza total) de la matriz de coeficientes de regresion estimados por separ:

incluyendo la variable CALIDAD.
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