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“Yorwoit

Als Leser dieses Buches stellen wir uns Studenten der Mathema-
tik, Mathematiklehrer und mathematisch interessierte Schuler vor.

In erster Linie wendet es sich an Studienanfanger der Mathematik.
In den Anféngervorlesungen mussen eine Reihe von Begriffen
benutzt werden, fur deren ausfthrliche Behandlung in den Vor-
lesungen selbst kaum Zeit zur Verfigung steht. Daher werden hier
vor allem solche Grundbegriffe dargestellt, die nicht zu den Haupt-
inhalten dieser Vorlesungen gehéren. Wir stellen uns daher auch
nicht vor, daB ein Studienanfanger dieses Buch sogleich im
Zusammenhang von vorn bis hinten durchlesen muB. Er kann viel-
mehr diejenigen Abschnitte lesen, die in der Vorlesung angespro-
chen werden. Auf diese Weise soll das Buch als Begleittext neben
der Vorlesung Verwendung finden und auerdem die zahlreichen
Querverbindungen zwischen den verschiedenen mathemati-
schen Vorlesungen deutlicher werden lassen. Wir hoffen, daB die-
ses Buch dem Leser schliellich insgesamt einen guten Eindruck
von den Prinzipien des Aufbaus der Mathematik vermitteln wird.

Im ersten Kapitel werden Grundbegriffe der Logik dargestellt,
wobei es uns nicht nur darauf ankommt, den Gebrauch der logi-
schen Symbole einzufiihren, sondern auch einen ersten Eindruck
von der Méglichkeit der Mathematisierung und Formalisierung des
logischen SchlieBens zu geben. ErfahrungsgemaB macht es
gerade dem Anfénger groBe Schwierigkeiten, mathematisch-
logische Aussagen nur mit den Hilfsmitteln der naiven Logik zu ver-
knupfen oder zu negieren. Hier kann haufig nur die Formalisierung
der Aussagen helfen. Der daran interessierte Leser kann dadurch
angeregt werden, an Hand von Spezialdarstellungen tiefer in die
mathematische Logik einzudringen.

Das zweite Kapitel behandelt die Grundbegriffe der Mengenlehre.
Es verfolgt wie das erste Kapitel zwei Ziele. Zunachst soll die
Sprache der Mengenlehre, die heute ,Umgangssprache“ der
Mathematik ist, eingefuhrt werden. Gleichzeitig aber soll ein Ein-
druck von der Mengenlehre als einer eigensténdigen, interessan-
ten und wichtigen mathematischen Theorie gegeben werden. In
einem weiteren Abschnitt haben wir eine Einfihrung in die Kardi-
nal- und Ordinalzahlen aufgenommen.

In den nachsten drei Kapiteln behandein wir dann mathematische
Grundstrukturen (im Sinne von Bourbaki) und zwar Relationen



{insbesondere Abbildungen, AGuivalenzrelationen und Ordnun-
gen), algebraische Strukturen und topologische Raume.

Das foigende Kapitei Uber Kategerien zeigt, a3 die Einteiiung in
Grundstrukturen nicht als ein starres Schema zu betrachten ist,
sondern daB es hier Ubergénge und Gemeinsamkeiten gibt, die
dieses Einteilungsschema in gewissem Sinne wieder aufheben.
Eines der Hauptanliegen der Theorie der Kategorien ist es gerade,
das Gemeinsame verschiedener Strukturen herauszustellen.

SchlieBlich geben wir im letzten Kapitel eine detaillierte Darstel-
lung des Aufbaus des Zahlensystems, wobei von den Peano-
schen Axiomen ausgegangen wird. Unter Verwendung von Eigen-
schaften der rekursiven Funktionen fihren wir die Rechengesetze
der naturlichen Zahlen ein. Die reellen Zahlen werden sowohl mit
Cauchy-Folgen als auch mit Dedekindschen Schnitten kon-
struiert. Es wird die Aquivalenz dieser beiden Konstruktionsmdg-
lichkeiten nachgewiesen. Im AnschluB daran stellen wir einen wei-
teren Ublicherweise nicht erwéahnten Zahlenbereich, den der Qua-
ternionen, vor.

Wenn wir bisher vor allem Mathematikstudenten angesprochen
haben, so entspricht dies der Entstehung des Buches. Es ist aus
einer Vorlesungsausarbeitung zu den Anfédngervorlesungen her-
vorgegangen.

Wir hoffen jedoch, daB es auch fur Mathematiklehrer geeignet sein
kann, die sich Giber den neuesten Stand der Auffassung und For-
mulierung der Grundbegriffe informieren wollen.

Fur mathematisch interessierte Schiler mag es einen Eindruck
von dem geben, was Mathematik als eine in rascher Entwicklung
befindliche Wissenschaft ist. Wir haben dabei Wert darauf gelegt,
daB die verschiedenen Kapitel im wesentlichen unabhéngig von-
einander gelesen werden kdénnen. Als eine Grundvoraussetzung
muB allerdings eine gewisse Vertrautheit mit den Begriffen
,Menge“ und , Abbildung“ vorhanden sein, etwa auf dem Niveau
wie diese Begriffe in den Kollegstufen der Gymnasien heute ver-
wendet werden.

Wir freuen uns, daB wir hiermit der Offentlichkeit die dritte Auflage
dieses Begleittextes vorlegen koénnen und danken dem Verlag
Reinhard Fischer flr seine aktive Unterstutzung.

Muanchen im Juli 1986
Die Verfasser



Inhalt

I. Kapitel: Logische Grundbegriffe

§1

§2

Aussagenlogik

1.1 Aussagen und ihre Verknipfungen

1.2 Aussageformen, Wahrheitstafeln der Junktoren

1.3 Zur Verwendung der Bijunktion und des
Gleichheitszeichens

1.4 Tautologien, ihre Bedeutung und Bestimmung

1.5 Arithmetische Berechnung von Tautologien

Pradikatenlogik

2.1 Pradikate

2.2 Pradikate und Quantoren

2.3 Quantoren und Junktoren, allgemeingliltige
Pradikate

2.4 Zur Auswahl der Subjekte, Spezialisierung
und Verallgemeinerung

Il. Kapitel: Grundbegriffe der Mengenlehre

§1

§2

Axiome der Mengenlehre

1.1 Einleitung

1.2 Mengen und Elemente

1.3 Gleichheit und Teilmengen

1.4 Vereinigungsmengen

1.5 Potenzmengen

1.6 Ausblick, Kardinal- und Ordinalzahlen

Paare und Produktmengen
2.1 Paare
2.2 Produktmengen

lll. Kapitel: Relationen

§1

Relationen und Abbildungen
1.1 Definition von Relationen
1.2 EinfGhrung in den Begriff der Abbildung

16
16
18

21

24

26
26
27
29
34
35
37

48
48
49

51
51
52



§2

§3

1.2 Abbildungen, Definition und Beispiele

1.4 Eine Kennzeichnung endiicher Mengen
1.5 Produkte von Abbiidungen

1.6 Inverse Abbiidungen

1.7 Familien

1.8 Beliebige Produktmengen

1.9 Induzierte Abbildungen auf Potenzmengen

Aquivalenzrelationen

2.1 Definition, Aquivalenzklassen
2.2 Partitionen

2.3 Faktorisierung

Ordnungen

3.1 Definitionen und Bezeichnungen

3.2 Totale Ordnungen

3.3 Supremum und Infimum

3.4 Wohlordnung und transfinite Induktion
3.5 Verbénde

IV. Kapitel: Algebraische Strukturen

§1

§2

§3

Vi

Operationen und Monoide
1.1 Grundbegriffe und Beispiele
1.2 Monoide

Gruppen

2.1 Kennzeichnung von Gruppen

2.2 Die Gruppe der invertierbaren Elemente
eines Monoids

2.3 Untergruppen

2.4 Restklassen

2.5 Die Ordnung einer Gruppe

2.6 Normalteiler und Faktorgruppe

2.7 Gruppenhomomorphismen

2.8 Beispiel fur einen Gruppenisomorphismus

2.9 Die von einem kommutativen Monoid erzeugte

Gruppe

Ringe
3.1 Allgemeine Eigenschaften
3.2 Homomorphismen und Ideale

86
86
89

91
91

92
93
95
97
98
100
103

104
107

107
109



§4

§5

§6

3.3 Restkiassenringe

3.4 Der Ring der ganzen Zahlen.
3.5 Konstruktion des Polynomringes
3.6 Boolesche Ringe

Boolesche Algebren

4.1 Definition und Beispiele

4.2 Zusammenhang mit Booleschen Verbanden
und Booleschen Ringen

Korper, Quotientenkérper und

Polynomringe iiber Koérpern

5.1 Definition und Beispiele fir Kérper

5.2 Der Quotientenkdrper eines nullteilerfreien
kommutativen Ringes

5.3 Der Polynomring mit Koeffizienten in einem
Korper

Moduin

6.1 Einleitung

6.2 Definition und Beispiele
6.3 Freie Moduln

6.4 Halbeinfache Moduin
6.5 Homomorphismen

V. Kapitel: Metrische und topologische

§1

§2

Raume

Metrische Rdume

1.1 Einleitung

1.2 Definition und Beispiele

1.3 Offene Mengen in einem metrischen Raum

Topologische Rdume

2.1 Definition und Beispiele

2.2 Basen einer Topologie

2.3 Umgebungen

2.4 Bertihrungspunkte, Haufungspunkte, offener
Kern und abgeschlossene Hiille

110
112
116
118

119
119

120

123
123

124
128

133
133
133
136
142
144

146
146
147
149

153
153
154
155

158
Vil



Stetige Abbiidungen topoiogischer Raume
3.1 Einleitung

3.2 Definition und Folgerungen

3.3 Homdomorphismen

3.4 Initialtopologie und Finaltopologie

VI. Kapitel: Kategorien und Funktoren

§1
§2

§3

§4

§5

VIl

§1

Vil

Einleitung

Kategorien
2.1 Definition und Beispiele

Morphismen

3.1 Isomorphismen

3.2 Monomorphismen

3.3 Epimorphismen

3.4 Schnitte und Retraktionen

Funktoren
4.1 Definition und Beispiele
4.2 Funktorielle Morphismen

Universelle Probleme

5.1 Anfangs- und Endobjekte, Nullobjekte
5.2 Produkte und Koprodukte

5.3 Kerne und Kokerne

Kapitel: Aufbau des Zahlensystems

Die natiirlichen Zahlen

1.1 Die Peanoschen Axiome

1.2 Die Eindeutigkeit der Menge der naturlichen
Zahlen

1.3 Die Addition der nattrlichen Zahlen

1.4 Definition der Ordnung der naturlichen Zahlen

1.5 Die Multiplikation der natlrlichen Zahlen

162
162
162
165
168

170

173
173

179
179
180
182
187

191
191
194

199
199
200
203

206
206

209
213
215
216



(74
V]

§3

§4

§5

§6
§7

Die ganzen Zahien

2.1 Definition, Addition und Multiplikation der
ganzen Zahlen

2.2 Einbettung von ]No und Ordnung auf Z

Der Korper der rationalen Zahlen

3.1 Definition des Korpers der rationalen Zahlen
3.2 Die Ordnung von Q

3.3 Der absolute Betrag

Der Aufbau der reellen Zahlen mit
Cauchy-Folgen

4.1 Cauchy-Folgen

4.2 Der Korper der reellen Zahlen

4.3 Ordnung und absoluter Betrag von C(K)/N(K)
4.4 Vollstandigkeit

Der Aufbau der reellen Zahlen mit

Dedekind’schen Schnitten

5.1 Die Addition der reellen Zahlen

5.2 Die Ordnung der reellen Zahlen

5.3 Die Multiplikation der reellen Zahlen

5.4 Vergleich der beiden Konstruktionen von
reellen Zahlen

Die komplexen Zahlen

Die Quaternionen

Sachverzeichnis

225
225
225
228

230
232
236
240
244

250
250
253
254

258

261

263
265






i. Kapitei: Logische Grundbegrifie
§ 1 Aussagenlogik

1.1 Aussagen und ihre Verkniipfungen

In der Mathematik und in anderen Bereichen, in denen logisch
argumentiert wird, interessiert der Wahrheitsgehalt der ver-
wendeten Sdtze. Was das bedeutet, soll im folgenden pridzi-
siert werden.

Ist es sinnvoll, bei einem Satz danach zu fragen, ob er
wahrtT (w) oder falsch (f) ist, so wollen wir ihn
eine A us s a g e nennen, Zum Beispiel sind " 5 ist eine
Primzahl " und " New York ist die Hauptstadt von England "
Aussagen, wdhrend " Wann kommst Du ? " und " Sei x eine
Frimzahl " keine Aussagen sind.

Aus vorgegebenen Aussagen kann man weitere Aussagen durch
logische Verkniipfungen, auch J un k t o r e n genannt,
erhalten. Wir besprechen im folgenden eine einstellige Ver-
kniipfung, die N e ga t i o n , und mehrere zweistellige
Verkniipfungen, die Kon juktion, die Dis jun k-
tion,die Subjunktion und die Bi j un k-
ti1iomn. Es gibt noch weitere ein- und zweistellige Ver-
kniipfungen, die uns hier jedoch nicht interessieren. Alle
diese Verkniipfungen sind in der Umgangssprache mehr oder
weniger bekannt und erscheinen dort in vielfdltiger Form.
Wir werden zur Prézisierung fiir die Verknilipfungen Abkirzun-
gen, sogenannte logische Zeichen, einfithren. Ein weiterer
Vorteil der Verwendung der Abkilirzungen besteht darin, daB
logische Prozesse, wie zum Beispiel Beweise, formal mit den
einzufliihrenden logischen Zeichen angegeben werden konnen,
ohne auf den Inhalt einzugehen.

Die N e ga tion wird umgangssprachlich durch die Ver-
neinung einer Aussage ausgedriickt, etwa durch " Es ist
nicht der Fall, daB ... ". Die Negation von " 5 ist eine
Primzahl " dist " Es ist nicht der Fall, daB 5 eine Prim-



zahl ist #, HAufig sagt marn dann einfach " S ist keine
Primzah: ., s logische Zeichen fir die Fegaiion ist

oy i genannt Y onon Y. Ist aiso A eine Aussage, 50 ist
— A. ihre Negation, Die Negation ist somit eine Verkniipfung,
die aus einer Aussage eine neue Aussage macht. Im Gegensatz
zu den spdter zu besprechenden Verkniipfungen, die aus zwei
Aussagen eine neue Aussage machen und die daher zweistellige
Verkniipfungen heiBen, nennt man die Negation eine einstel-
lige Verkniipfung. Die anfangs aufgeworfene Frage nach dem
Wahrheitsgehalt einer Aussage wird filir die Negation und die
weiteren Verkniipfungen im folgenden Abschnitt besprochen.

Die Kon juktion, eine zweistellige Verkniipfung,

wird umgangssprachlich durch "... und ..." oder " Sowohl
.ee als auch ..." ausgedriickt., Dabei ist es fiir die Zulis-
sigkeit dieser Verkniipfung gleichgiiltig, ob die zu verkniip~
fenden Aussagen wahr oder falsch sind und ob ihre Inhalte

miteinander in Beziehung stehen. Beliebige Aussagen diirfen
durch die Konjuktion verkniipft werden. So wird aus der Aus-

sage " 5 ist eine Primzahl " und der weiteren Aussage
" New York ist die Hauptstadt von England " durch Anwen-
dung der Konjunktion die Aussage " 5 ist eine Primzahl und

New York ist die Hauptstadt von England ". Das logische
Zeichen fiir die Konjunktion ist "A ", bezeichnet nit

" und ", Sind A und B Aussagen, so ist ihre Konjunktion
A A B eine neue Aussage, das heiBt,es ist wieder sinnvoll
zu fragen, ob AA B wahr oder falsch ist.

Die Dis junktion wird umgangssprachlich durch

" ... oder ... " ausgedriickt. Sie ist wie die Konjunktion
eine zweistellige Verkniipfung. Zu betonen ist, daB die Dis-
junktion " ... oder ... " nicht im Sinne des ausschlie-
Benden " entweder ... oder ... " verwendet wird. Die
durch die Verkniipfung mit " oder " entstehende neue Aus-
sage ist also auch dann wahr, wenn beide durch " oder "

verbundenen Aussagen wahr sind. In diesem Sinne ist zum
Beispiel die Disjunktion von " Max hat blaue Augen " und
" Moritz hat blonde Haare ", also " Max hat blaue Augen
oder Moritz hat blonde Haare ", auch dann wahr, wenn sowohl



Max blaue Augen hat, als auch Moritz vlonde Haare hat. Das
logische Zeichen fir die Disjunktion ist "wv ", bezeichnet
mit " oder ". Sind A und B Aussagen, so ist ihre Disjunk-
tion Av B eine neue Aussage,

Die S ub junktion wird umgangssprachlich auf sehr
vielfdltige Weise ausgedriickt. Sind A und B Aussagen, so
wird die Subjunktion zwischen A und B ausgedriickt durch

" Aus A folgt B "

" A impliziert B "

" Wenn A, dann B "

" A nur dann, wenn B "

" B dann, wenn A "

" B, falls A "

" A ist eine hinreichende Bedingung fiir B "

" A hinreichend fiir B "

" B ist eine notwendige Bedingung fiir A "

" B ist notwendig fiir A "
Alle diese Formulierungen werden wir als gleichbedeutend
verwenden. Der Leser mache sich die jeweilige umgangsspra-
liche Bedeutung fir den Fall klar, daB A die Aussage

" John ist ein Englédnder " wund B die Aussage " John ist
ein Mensch " sind. Als logisches Zeichen fiir die Subjunk-
tion verwenden wir " => ", genannt " wenn ..., SO ... ".

Sind A und B Aussagen, so ist also ihre Subjunktion A=» B
wieder eine Aussage.

Einige Autoren bezeichnen die Subjunktion auch als Implika-
tion. Andere reservieren die Bezeichnung Implikation fir
die Subjunktion, sofern diese eine Tautologie (siehe 1.4)
ist. Also Vorsicht ! Beim Lesen von Literatur die jeweilige
Notation beachten.

Die Bi junktion erscheint in der Umgangssprache
- ebenso wie die Sdbjunktion ~ in vielf&dltiger Weise. Aus
den Aussagen A und B wird durch Bijunktion eine der folgen-
den Aussagen, die alle die gleiche Bedeutung haben:

" A ist gleichbedeutend mit B "

" A ist &dquivalent zu B "



" A dann und nur dann, wenn B "
A dmplizierxrt B undé B implizieri A
''A ist notwendig und hinreichend fir B
Im tdglichen Leben treten Bijunktionen nur selten und in
mehr oder weniger trivialem Zusammenhang auf. In der Mathe-
matik ist es jedoch hdufig das Hauptziel eines Beweises zu
zeigen, daB zwei Aussagen #dquivalent sind. Der Leser mache
sich die Bedeutung der Bijunktion an den Aussagen " John
lebt " wund " John wurde geboren, ist aber noch nicht ge-
storben " klar., Als logisches Zeichen filir die Bijunktion
verwenden wir " & "; also wird aus den Aussagen A und B
durch Bijunktion die Aussage A & B.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem etwas komplizierte-
ren Beispiel. Die Aussage " Wenn Bayern Miinchen oder Werder
Bremen verlieren, und wenn Schalke o4 gewinnt, dann wird
Eintracht Frankfurt deutscher Meister und ich werde auBerdem
eine Wette verlieren " 188t sich in unserem Formalismus
durch

((BwW)Aa 8) = (FAI) .

Hdufig konnen bei solchenAusdriicken umfangreiche Klammerun-
gen auftreten. Wie bei den algebraischen Rechenoperetionen,
zum Beispiel a-‘b + ¢ = (a-b) + ¢ , einigt man sich auch
hier auf eine gewisse Reihenfolge der Durchfithrung der Ver-
kniipfungen, wenn diese nicht durch Klammern eindeutig fest-
gelegt ist. Die Negation " = " 1ist zuerst auszufiihren.
Dann folgen Konjunktion " A " wund Disjunktion " v ", wo-
bei keine vor der anderen Vorrang hat. Danach erst ist die
Subjunktion " => " durchzufilhren. Am schwidchsten bindet
schlieBlich die Bijunktion " &> ", Die obige Formel kann
unter Beachtung dieser Regeln auch geschrieben werden als

(BvW)AS = FAI.
Ein weiteres Beispiel ist
AA=B=>C&AVBVC
was ausfihrlich

((AA(=B)) =C)e> (((mA)vB)vC)



bedeutet. Wepen einer spiteren Regel ist (AL R). T dosselbe
wie Av(BwvC(C) , so daB man auch diese Klammern weglassen
kann. Beispielsweise haben jedoch (AA B)v C und AA(Bv(C)
verschiedene Bedeutung.

1.2 Aussageformen, Wahrheitstafeln der Junktoren

Aus der Definition der Verkniipfungen ebenso wie aus einigen
Beispielen sieht man, daB die Verkniipfungen auch auf Aussa-
genpaare angewendet werden konnen, die keinen ersichtlichen
inhaltlichen Zusammenhang haben. So kOnnen wir zum Beispiel
die Aussage bilden:"Wenn der Mond rund ist, hat Moritz blon-
de Haare". In der Umgangssprache wird es bei dieser Aussage
zweifelhaff sein, ob man sie als wahr oder falsch betrachten
soll, selbst wenn man sich von der Wahrheit der Aussagen
"Der Mond ist rund" und "Moritz hat blonde Haare" {iiber-
zeugt hat. Um eber den Wahrheitswert der Verkniipfung von

ein oder zwei Aussagen in jedem Falle genau zu kennen, mufB
man sich von der inhaltlichen Bedeutung der Aussagen ldsen
und nur ihren Wahrheitswert betrachten. Nach sogenannten
Wahrheitstafeln kann man dann in jedem Falle
den Wahrheitswert der verkniipften Aussage bestimmen. Somit
16sen wir uns hier auch von der urspriinglichen inhaltlichen
Bedeutung der Verkniipfung und sehen im folgenden die Bestim-
mung der Wahrheitswerte als Hauptaufgabe an. Die folgenden
Wahrheitstafeln konnen daher als Definition der Verkniipfun-
gen angesehen werden, auch wenn wir sie mit inhaltlichen
Argumenten und Beispielen motiviert haben.

Zur Aufstellung der Wahrheitstafeln flihren wir A u s s a -
gevariablen P, Q R,... ein. Nach Bedarf konnen
fiir diese Variablen sowohl wahre als auch falsche Aussagen
eingesetzt werden. Aussagevariablen konnen ebenso wie die
Aussagen durch die logischen Zeichen verkniipft werden, wie
zum Beispiel 4P , PAQ , PvQ , P =Q , P& Q. Aus-
sagevariablenr und alle damit durch Anwendung der Junktoren
gebildeten Ausdriicke sollen Aussageformen
genannt werden. Ersetzt man in einer Aussageform alle Aus-
sagevariablen durch Aussagen, dann erh&dlt man offenbar



wieder eine Ausage. Umgekehrt erhid
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eine Aussageform, indem wan in der Aussage jede 1

Es sollen nun die Wa hrheitstafeln angegeben
werden,
Wahrheitstafel der Negation:

P l - P
w f
f

Das bedeutet: Wird fiir P eine wahre Aussage A eingesetzt,
80 ist — A falsch; wird filir P eine falsche Aussage A ein-
gesetzt, so ist — A wahr,

Wahrheitstafel der Konjunktion:

P Q PAQ
w w w
w f f
f w £
f f f

Wahrheitstafel der Disjunktion:

PvQ

T N
moE o of|o
ST P

Hier sehen wir, daf nicht nur fir ein wahres A und falsches
B bzw. ein falsches A und wahres B die Disjunktion Awv B
wahr ist (2. und 3. Zeile); wie schon erwdhnt, ist auch im
Falle, daB A und B beide wahre Aussagen sind, Av B eine
wahre Aussage., Hierin #duBert sich die Definition von v

(oder) im nicht-ausschlieBenden Sinne. (Fiir " oder " -im
ausschlieBenden Sinne widre flir wahre A und B " A oder B "
falsch !)



Walirneitstalel der Subjunkilon:

P Q P =Q
w w w
\ £ f
f w w
f f \

Bei der Subjunktion wird zum Ausdruck gebracht, daB Q auf
irgendeine Weise aus P hervorgeht. Sicher ist das nicht der
Fall, wenn fir P eine wahre und fiir Q eine falsche Aussage
stehen, Daher der ﬁahrheitswert f in diesem Falle (2. Zeile).
Steht fiir Q eine wahre Aussage, so ist es gewissermaBen
gleichgliltig, wie sie erhalten worden ist, insbesondere ob
fiir P eine wahre oder falsche Aussage eingesetzt worden ist.
Damit erklart sich die erste und dritte Zeile der Wahrheits-
tafel, Um die letzte Zeile zu rechtfertigen, betrachte man
die Aussage A = A , Diese Aussage sollte unabhingig davon
wahr sein, welchen Wahrheitswert A hat. Ist A falsch, so
folgt aus der falschen Aussage A (flir P eingesetzt) die fal-
sche Aussage A (fiir Q eingesetzt), was die vierte Zeile mo-
tiviert.

Wahrheitstafel der Bijunktion:

P Q P& Q
w w w
w hil f
f w f
£ f w

Die Wahrheitstafel der Bijunktion entspricht durchaus der
umgangssprachlichen Bedeutung.

Mit Hilfe der Wahrheitstafeln konnen auch die Wahrheits-
werte komplizierterer Aussagen getestet werden. Betrachten
wir die Aussage -

(AvB) = (CA (= D)) ,

wobei A,B,C,D die Wahrheitswerte w,f,w,f haben sollen. Darmm
ist Av B wahr, ebenso sind — D und damit auch Ca (= D)



wahr, Also ist die gesamte Aussage wahr. Formal 14t sich

unsere hLherlegung sehritiweiss wie folgh sohreiben:

(AvB) = (CA (= D)
w f w f
w w w

w i w

w

Als weiteres Beispiel betrachten wir die folgende Argumen-
tation? " Wenn die Preise hoch sind, so sind die Lohne hoch.
Preise sind hoch oder es existieren Preiskontrollen. Wenn
es Preiskontrollen gibt, gibt es keine Inflation. Es
herrscht Inflation. Daher sind die Lohne hoch," Angenommen,
wir akzeptieren die ersten vier Sdtze als wahre Aussagen.
{issen wir dann auch den letzten Satz als wahr akzeptieren ?
‘Dazu formalisieren wir die Argumentation. Seien P , L , K
bzw, I die Aussagen " Die Preise sind hoch " , " Die Lohne
sind hoch " , " Es existieren Preiskontrollen " bzw. " Es
herrscht Inflation ", Die Frage ist nun, ob aus der Wahrheit
der Aussagen P=1L ’ PvK , K =491 s 1
die Wahrheit der Aussage L folgt. Da I wahr ist, ist
=~ I falsch; da K = — I wahr ist, ist K falsch; da
PvK wahr ist, ist P wahr; da P = L wahr ist, ist L
wahr,

1.3 Zur Verwendung der Bijunktion und des

‘Gleichheitszeichens

Um Verwechslungen und MiBverstindnissen vorzubeugen, sollen
hier einige Bemerkungen iiber den Unterschied zwischen der
Bijunktion "<& " und dem Gleichheitszeichen " =" ge-
macht werden.

Die Bijunktion wird n u r zwischen Aussagen und zwischen
Aussageformen verwendet, nicht jedoch zwischen sonstigen
mathematischen Objekten oder Elementen. Die Aussagen bzw.
Aussageformen auf beiden Seiten des Bijunktionszeichens
kdénnen durchaus verschieden sei, wie etwa in den folgenden



ielen:

93]
T
"
o]
-
o
)

Der Mond ist rund <4=> Moritz hat blonde Haare |,
(=P =Q) &= (PvQ),
(rpP=1Q) < (Q=7P)"

Selbstverstandlich ist aber beispielsweise auch

(P=3Q) & (P =0Q)

eine Bijunktion.

Das Gleichheitszeichen hingegen kann zwischen beliebigen
mathematischen und logischen Objekten auftreten - in der
Bedeutung der Gleichheit der beiden verglichenen Objekte.
Beispiele hierfiir sind:

T = 3,141592... y
2 +2 =16 : 4 |,
(P=0Q) =(2=Q) .

Je nach der Art der mathematischen Objekte wird eine Erléu-
terung der verwendeten Gleichheit notig sein oder sich aus
dem Zusammenhang ergeben. Betrachtet man endliche Zeichen-
folgen, gebildet aus Zahlen und den arithmetischen Zeichen +,
~,+,: , dann sind 2 + 2 und 16 : 4 verschieden. Be-
trachtet man jedoch die diesen Zeichenfolgen zugeordneten
Zahlen, so sind 2 + 2 und 16 : 4 gleich.

Das Gleichheitszeichen kann seiner Bedeutung entsprechend
nie als Ersatz fiir das Bijunktionszeichen stehen ! Im.zuvor
angegebenen dritten Beispiel fiir das Gleichheitszeichen
soll ausgedriickt werden, daB auf beiden Seiten des Gleich-
heitszeichens dieselbe Aussageform P = Q steht. Schreibt
man jedoch

(P =Q) = (P =24Q) ,

so ist dies wieder eine Aussageform - allerdings eine solche,
die bei jeder Einsetzung von Aussagen fiir die Variablen den
Wahrheitswert wahr ergibt. Dies ist "schwidcher" als die
Gleichheit der beiden Aussageformen auf den beiden Seiten
der Bijunktion. So hat zum Beispiel auch die Aussageform



(2P =Q e (PvQ)
ie bigenschaft, bel jeder Dinsetzung von Aussagen fur die
Variablen den Wahrheitswert wahr zu liefern, selbstverstiand-
lich gilt jedoch nicht (=P =Q) = (PvQ). Auf der-
artige Aussageformen, sogenannte Tautologien gehen wir im
ndchsten Abschnitt genauer ein.

Flir den Umgang mit dem Gleichheitszeichen ergeben sich die
folgenden Eigenschaften:

1) Reflexivitdt : Flir alle mathematischen
(und logischen) Objekte A gilt A = A ;

2) Symmetrie: Gilt A =3B, so gilt auch
B=A;

3) Transitivitat : Gelten A =B wund
B=C, so gilt auch A =C ;

4) Einsetzung: Gilt A =B und ist P(A)

eine wahre mathematische Aussage (die unter Ver-
wendung von A gebildet wird), so ist auch P(B)
eine wahre Aussage,

Die ersten drei Eigenschaften sind die einer Agquivalenzre-
lation (siehe III.2.1). Die vierte Eigenschaft besagt, daB
im Falle A = B an allen Stellen, an denen A auftritt, A

durch B ersetzt werden kann.

1.4 Tautologien, ihre Bedeutung und Bestimmung

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir zwei Aussageformen,

(P=2F=2QQ , HP=QQ=((PvQ)

kennen gelernt, die bei jeder Einsetzung von Aussagen fiir
die Variablen eine wahre Aussage ergeben.

Es so0ll ein weiteres Beispiel fiir derartige Aussageformen
betrachtet werden. In 1.2 wurde aus der Tatsache, daB8 P
und P = L wahre Aussagen sind, darauf geschlossen, daB
L wahr ist. Also wurde ein SchluB der Form

(PA(P =1)) =1L
verwendet.
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Batrachten wir die entsprechende Aussageform jetzt wit Auns-
sagevariablen P und Q und bestimmen wir alle Wahrheitswerte
bei Einsetzung von Aussagen filir die Variablen. Die Berech-
nung kann nach dem in 1.2 angegebenen Schema durchgefiihrt
werden, wobei noch beispielsweise statt

(P& (P =Q)) =Q

w w f f

w f f

f f
w

durch Zusammenschieben der Zeilen

(PA(P =1Q)) =Q
wfwif f w f

geschrieben werden soll, Dann ergibt sich die folgende
Tabelle

P Q| (AP =0Q) =0
w w WWwWW W |w |w
w f wfwif f w |f
f \ ff£ffw w wo|w
£ f fffw £ |w|f

Die vorletzte Spalte zeigt, daB die hier betrachtete Aussage-
form immer den Wahrheitswert w erhdlt, gleichgliltig ob man
fiir P und Q wahre oder falsche Aussagen einsetzt., Eine sol-
che Aussageform, die bei jeder Einsetzung von Aussagen in

die Variablen eine wahre Aussage ergibt, nennt man eine
Tautologie oderein Ges etz der Aus -
sagenlogik . Die zuletzt besprochene Tautologie
(PA(P =Q)) =>Q wird auch Ges etz zum modus
ponens genannt.

Ebenso wie im Falle dieser Tautologie k&nnen viele

weitere Aussageformen als Tautologien bestdtigt werden. Der
Leser moge sich durch Beispiele die Bedeutung der folgenden
Tautologien klarmachen und sich davon iiberzeugen, daB auch
der "gesunde Menschenverstand" sie als allgemeingliltig
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erkennt. 1m Zweifeisfall kann er eine Berechnung nach dem

j

angegebenen Schems durchfiihren.

Q

Bei den folgenden Formulierungen beachte man, daB Klammern
im Sinne unserer Ausfilhrungen am Ende von 1.1 so weit wie
moglich vermieden werden.

Tautologische Subjunktionen

1) PA(P = Q) =Q Gesetz zum modus ponens
2) = QA(P=0Q) =P G.z. modus tollens

3) A Pa(PvQ) =>Q

4) P = (Q = PaQ)

5) PAQ = P G.z. KonjunktionsschluB
6) P=PvQ G.z. DisjunktionsschluB
7) (P=>Q)4(Q =R) = (P = R) G.z. modus barbara

8) (PaQ =R) = (P =(Q =R))

9) (P =(Q =>R)) = (PAQ =R)

10) (P =>QA=Q) = =P

1) (P =Q) = (PvR = QvR)

12) (P& P)AQeQ) = (Pvies PyvQ,)

13) (P = Q) => (PAR => QAR)

14) (P& P)AQerQ) = (PA0&PaQ)

15) (P =Q) = ((@ => R) = (? =$R)

16) (P& Q) A (Q&> R) = (P < R)

Tautologische Bijunktionen

17) P<&>P

18) (P&>Q) < (Qe=1P)

19) (P =R)A(Q =R) & (PvQ =R)
20) (P = Q)A (P = R) & (P => QA R)

12



211)
22)
22")
23)
23")
24)
24)
25)
251')
26)
27)

Tautologien

Tvaeae> vl

PAQ&S QAP
(PvQ) VR <P v(Q vR)
(PAQ)AR = PAa(QaR)
Pv(QAR) <= (PvQ) A (PVR)
PA(QVvR) &> (PAQ)v (PAR)
PvP<=P

PAPSP

Pv(PAQ) &P
PA{(PvQ)=P
(Pv=P)aQe=Q

~ (PvaP)vaesQ

Kommutativgesetze

Assoziativgesetze

Distributivgesetze

Idempotenzgesetze

Absorptionsgesetze

zur Ersetzung der

Junktoren

28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)

Tautologien

(P =>Q)<> 7 PvQ

(P =Q) > (PA—Q)
(PvQ) &= (- P =Q)

(PvQ) &= (2 PA Q)

(PaQ) === (P =1Q).

(PAQ) &= (2 PvaQ)

(Pe=Q) <= ((P =Q)4 (Q =P))

z2ur Verneinung

35)
36)
36')
37)
38)
39)

PP

2 (PvQ)<=>—1Pa=Q

~ (PAQ) &= —=PvaQ

= (PAQ)&E (P == Q)
A4 (P =Q)=>PrQ

2 (P&Q) & (Pe=>-0Q)

Satz von der
doppelten Verneinung

Gesetze von De Morgan

13



Tauwutologien flUr aie Technik 4des

indirekten Bewelses

40) (P =2Q) <= (2 Q =~ P) Kontrapositionsgesetz
41) (P = Q)<= (Pr =1 Q = 2 P)

42) (P =2Q)¢&=> (PA=Q = Q)

43) (P =Q) & (PA=Q = Ra- R)

44) Py P Satz vom ausgeschlosse-

nen Dritten
45) = (PA-P) Satz vom Widerspruch

1,5 Arithmetische Berechnung von Tautologien

Tautologien kdnnen, statt mit Hilfe der Wahrheitstafeln,
auch auf eine rein arithmetische Weise nachgeprift werden.
Wir wollen hier nur die entsprechende Rechnung angeben,

ohne auf die Begriindung einzugehen, die filir diese Darstellung
zu umfangreich wire, Die Verknlipfungen werden auf folgende
Art dargestellt:

Aussageform Arithmetische Darstellung
- P 1+ P
PAQ P+Q+ PQ
PvQ P-Q
P=Q (1 + P)-Q
P Q P+ Q

Die arithmetischen Werte komplizierterer Formeln kdnnen nach
den iblichen Rechenregeln filir Addition und Multiplikation
von Zahlen umgerechnet werden, nur daB jetzt zus&dtzlich die
folgenden Regeln gelten:

1+1=0 , P+P=0 , PP=P =P ,

wobei P eine beliebige Aussagevariable ist. (Rechnen in
einem Booleschen Ring; siehe dazu IV.3.6.1). Es gilt dann
die folgende Behauptung :
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Der arithmetische Wert einer Aussageform ist genau dann
gleich O , wenn die Aussageform eine Tautologie ist.

Zum Beispiel ist fiir PA (P = Q) = Q der arithmetische
Wert

(1 +P+ (1 +P)-Q+P-(1+7P)Q)Q
(1 +P+Q+P-Q+ P-Q+ PP-Q).Q
(1 +P+Q+ (P +P)Q+P:Q)Q
(1 +P+Q+PQ)Q=Q+PQ+Q-Q+P-QeQ
Q+PQ+Q+P-Q=(Q+Q) + (P +P)g=o0,

1}
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§ 2 Pradikatenlogik

2.1 Pradikate

Die zuvor angegebenen Tautologien sind in dem Sinne wahr,
daB sie bei beliebiger Einsetzung von Aussagen fir die Aus-
sagevariablen wahre Aussagen ergeben. Haufig beschrinkt
man jedoch die Auswahl der einzusetzenden Aussagen auf eine
wWeise, die durch das folgende Beispiel erldutert werden
soll, Fiir die Aussagevariable P setze man nur Aussagen der
Form "x ist eine ganze Zahl" ein, wie zum Beispiel "2 ist
eine ganze Zahl", "-7 ist eine ganze Zahl", "S5/4 ist eine
ganze Zahl" oder "Die Sonne ist eine ganze Zahl", Dabei
soll es also zugelassen werden, daB flir x beliebige Subjek-
te eingesetzt werden. Da man x von vornherein nicht spezi-
fizieren mdchte, betrachtet man x als Variable und bezeich-
net "x ist eine ganze Zahl" als P r 2 d i kat in der
Variablen x .

2

=4 A
y > 0" sowie "X ist ein Bruder von Y", Die Zeichen x,y,X,Y,
die in diesem Zusammenhang verwendet worden sind, werden

Weitere Beispiele filir eine solche Situation sind: "y

Subjektvariablen genannt, in die beliebige
Subjekte eingesetzt werden (,wobei Subjekte nicht im

grammatikalischen Sinne zu verstehen sind). Allgemein soll
ein Pradikat Plxy, ... ,xn) in den Subjektvariab-

len Xy eee 9X ein Ausdruck sein, der bei beliebiger Ein-

n

.setzung von Subjekten 81y ees 53y fir X9 eee 9%y eine
Aussage P(a1, ves ,an) ergibt (,die entweder wahr oder

falsch ist).

Selbstverstdndlich kann man gewisse Subjektvariablen durch
andere Subjektvariablen ersetzen und erhdlt dann wieder
Prddikate. Beim Einsetzen mufl nur konsequent eine Subjekt-
variable an qllen Stellen, an denen sie vorkommt, durch
dieselbe Subjektvariable ersetzt werden.

Ebenso wie zwischen Aussageformen kann man selbstverstidnd-
lich auch logische Verkniipfungen zwischen Prédikaten
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ausiiiaren und erndli wieder Priddikate. Die Tautologien
geben uns nun die Moglichkeit, auch mit den Prédikaten
logische Schliisse durchzufithren, ohne daB8 man auf die Wahr-
heitswerte achten muB, die die Préddikate beim Einsetzen von
Subjekten annehmen. S0 ist zum Beispiel immer wahr

(x ist ein Englénder) A ((x ist ein Englinder) ==
(x ist ein Mensch)) == (x ist ein Mensch) ,

unabhidngig davon, ob wir x = John oder x = Sonne ein-
setzen. Das vorstehende Prddikat ist aus dem Gesetz zum
modus ponens hervorgegangen.

Die wichtigste Eigenschaft der Tautologien liegt in dem
folgenden Zusammenhang. Entsteht

P(x1, ve ,xn) =§>Q(x1, .o ,xn)

aus einer Tautologie, indem man darin alle Aussagevariab-
len durch Pradikate ersetzt, so daB also auch P(x1, ees 93X
und Q(x1, oo ,xn) Pradikate sind, und sind a,, ... ,a,
Subjektvariablen , so daB P(a1, .. ,a,) wahr ist, so ist
auch Q(a1, .o ,an) wahr., Das ergibt sich aus der Tautolo-
gie und der Wahrheitstafel filir die Subjunktion. Man kann

)

n

also von P(x1, e ,xn) auf Q(x1, vee ,xn) "schlieBen".
Ahnliches gilt flir aus Tautologien entstandene Priddikate
der Form P(x1, e ,xn)<Fﬁ>Q(x1, - ,xn) .

Betrachten wir ein weitereg Beispiel. Aus dem Gesetz- zum
modus tollens ergibt sich

(x ist keine rationale Zahl) A
((x ist eine ganze Zahl) => (x ist eine rationale Z.))
=> (x ist keine ganze Zahl) .

Da wir von der Wahrheit -von
(x ist eine ganze Zahl) == (x ist eine rationale z.)

fiir jedes x iiberzeugt sind, ist also die linke Seite dieser
Subjunktion wahr, wenn wir x = V2 setzen. Dann ist aber
auch "(¥Z ist keine ganze Zahl)" wahr.
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2.2 Pradikate und Quantoren

Wie schon angegeben, erhilt man aus dem Pridikat P(x) mit
der einzigen Subjektvariablen x durch Einsetzen eines Sub-
jektes a fiir x die Aussage P(a). Es gibt aber auch noch
einen anderen Weg, um aus Prddikaten Aussagen zu erhalten,
namlich durch die Q uantoren . Wir verwenden den
Allgquantor "¥Yx " , umgangssprachlich ausgedriickt
durch "Fir alle x ..." oder "Fir jedes x ..." , und den
Existenzquantor "Ix ", umgangssprachlich
ausgedriickt durch "Es gibt ein x ..." oder "Es existiert
(mindestens) ein x ...". (Zur Auswahl der Subjekte x siehe
auch 2.4).

Ist P(x) ein Pradikat, so sind ¥x [P(x)] wund Fx CP(x)]
Aussagen; im ersten Falle handelt es sich um die Aussage
"Pliir alle x gilt P(x)", die wahr oder falsch sein kann, im
zweiten Palle um die Aussage "Es gibt (mindestens) ein x,
so daB P(x) gilt", die ebenfalls wahr oder falsch sein kann,
Ist P(x1,...,xn) ein n-stelliges Prddikat, das heiflt ein
Pridikat mit n verschiedenen Subjektvariablen, so sind

vx, [P(x1,...xn)] bzw. Ix,[ P(x1,...,xn)] (n-1)-stellige
Prddikate in den Subjektvariablen XpgeeoX, o Fir die
Subjektvariablen XpgeeesXy darf man noch beliebige Sub-
jekte CPPRRRRL:) einsetzen, um Aussagen der Form
Vx1'[P(x1,a2,...,anl] bzw.  Jx, [P(x1,a2,...,anﬂ zu er-
halten. Fiir X, darf natlirlich kein Subjekt eingesetzt wer-
den, da sonst der Quantor Vx1 bzw. 7 Xy sinnlos wire.
In Vx1 [P(x1,x2,...,xn)] bzw.  Ix, [P(x1,x2,...,xn)J
werden XogeeesXy auch als freie Variablen
bezeichnet, wiahrend X, ge bundene Variable
HeiBt. Selbstverstandlich konnen in einem Prddikat auch
mehrere gebundene Variablen vorkommen.

Einige Beispiele mdgen den Gebrauch der Quantoren veran-
schaulichen. Die Aussage "Jede ganze Zahl ist eine ratio-
nale Zahl" 148t sich auch wie folgt ausdriicken:"Plr jedes
x gilt: Wenn x eine ganze Zahl ist,dann ist x eine rationale
Zahl"., Pihren wir nun fir "x ist eine ganze Zahl" das Pri-
dikat 2(x) und fiir "x ist eine rationale Zahl" das
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Priédiket Q(x) e2in; eo 148% sich dicse Aussage wie folgt dar-
stellen:

vx [2(x) = a(x)] .

Ahnlich 148t sich die Aussage "Es gibt rationale Zahlen,
die ganze Zahlen sind" in der Form

Ix [Q(x)A 2(x)]

darstellen. Man beachte daB die Aussage so zu verstehen ist:
"Es gibt ein x, so daB x eine rationale Zahl ist und auBer-
dem noch eine ganze Zahl ist",

An dieser Stelle sei der Leser besonders davor gewarnt, die
Aussage I x EQ(x),\ Z(x)] mit der Aussage I x [(Q(x) = 72(x)]
zu verwechseln, Am besten wird das an den Prddikaten "x ist
eine ganze Zahl" = Z(x) und "x ist eine irrationale Zahl" =
I(x) klar. Die Aussage 3 x [2(x)AI(x)] , also "es gibt
eine ganze Zahl, die irrational ist", ist sicher falsch, Je-
doch ist die Aussage I x [ 2(x) ==>I(xi] wahr, denn sie
bedeutet "es gibt ein x, so daB x irrationale Zahl ist,

falls x ganze Zahl ist"., Wir konnen solche x angeben wie

zum Beispiel x = 1/2 oder x = Y2 . Beide Zahlen 1/2 und
Y2 sind nicht ganz. Da "1/2 ist eine ganze Zahl" falsch ist,
ist nach der Wahrheitstafel fiir die Subjunktion 2(1/2) =
I1(1/2) wahr, Das gleiche gilt fir 32(Y2) => I(¥2) . Man
beachte, daB in der ersten Subjunktion I(1/2) falsch und in
der zweiten Subjunktion I(J2) wahr ist.

Nach diesen einfiihrenden Uberlegungen miissen wir noch etwas
genauer auf den Wahrheitswert von Vx [P(x)] wnd 3Jx [__P(x)]
eingehen. b’x[:P(xﬂ ist wahr, wenn fir jedes Subjekt a die
Aussage P(a) wahr ist. Gibt es mindestens ein Subjekt a, so
daB P(a) falsch ist, so soll Vx fP(xﬂ den Wahrheitswert
falsch haben, 3 x[ P(x)] hat den Wahrheitswert wahr, wenn

es mindestens ein Subjekt a gibt, so daB P(a) wahr ist. Ist
fiir alle Subjekte a die Aussage P(a) falsch, so soll

Jx [ P(x)] falsch sein.

Nach dieser Definition der Wahrheitswerte erkennt man, dafB
der Allquantor VY eine Verallgemeinerung der Konjunktion A
ist. Daher kommt in der Literatur auch das Symbol A an
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Stelle von ¥ vor. Beispielsweise ist P(a1)A P(az)ﬁ\P(as)
gensu dann_waur: wenn P(a1} und P{az} und ?(aB} aile wahr
sind., Vx [F{x)] isl genau dann wanr, wenn fur alle Sub-
jekte a die Aussage P(a) wahr ist., Schrinkt man die Méglich-
keit der Subjektauswahl auf a4y 85 und a3 ein, so erhdlt man
also die Konjunktion P(a1)/\P(a2)/\P(a3) . Ahnlich ist der
Existenzquantor eine Verallgemeinerung der Disjunktion, wie
man sich an  3x [P(x)] beziehungsweise P(a1)\/P(a2)v P(a3)
klar machen kann. Jx [P(x)] ist namlich genau dann wahr,
wenn fiir mindestens ein a die Aussage P(a) wahr ist. Und
P(a1)v P(ag)v P(a3) ist genau dann wahr, wenn fiir mindes-
tens eines der a8, und as die Aussage P(ai) wahr ist. Ne-
ben dem Symbol 3 wird daher in der Literatur auch V ver-
wendet.

Die folgenden Bemerkungen iiber die Umbenennuné von Subjekt-
variablen ist stets zu beachten. Zunidchst ist es offenbar
gleichgiiltig, ob man V¥ x [P(x)] oder Vy [P(y)] schreibt.
Gebundene Variablen konnen in dieser Weise umbenannt werden.
Das gilt auch, wenn die gebundenen Variablen mehrfach mit
verschiedenen Bindungen vorkommen. So haben I x [P(x)] A
Vx(a(x)] uwnd 3y [P(y)]x VyL[Qy)] wa Fy[r(y)]a

¥x [Q(x)] alle den gleichen Wahrheitswert, wie unmittel-
bar aus der Definition der Quantoren folgt.

Bei der Umbenennung von freien Variablen ist Vorsicht gebo-
ten. Zum Beispiel ist (x € 7TA 8 € y) etwas anderes als

(y € 7A 8 £ y), denn im ersten Fall ist das Prddikat fiir

x =7 und y = 8 wahr, wdhrend im zweiten Fall kein Sub-
jekt a existiert, das das Pradikat erfiillt. Wir merken uns
daher, daB die freie Variable x durch die Variable y nur
ersetzt werden kann, wenn y nicht schon in dem Prédikat als
freie Variable vorkommt. Diese Ersetzung darf auch dann nicht
vorgenommen werden, wenn X im Wirkungsbereich eines Quantors
fiir y liegt, da dann die freie Variable x durch die Ersetzung
verschwinden wiirde und fir y neue Bedingungen hinzukommen
konnten,

In §1 haben wir schon Regeln eingefithrt, um umfangreiche
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Klammerungen zu vermeiden., In diese Regeln sind die Quanto-
ren noch einzubeziehen. Zun#dchst sind Quantoren an das in
[_...j stehende, direkt folgende Priddikat gebunden. Treten
mehrere Quantoren hintereinander auf, so 'sind sie in der
Reihenfolge von rechts nach links zu berilicksichiigen. So
wird zum Beisoiel
VX 3y Vz [P(x,yyz) = Q(Xyz)]
statt ausfilhrlich

Vx[3y[Vz [P(x,y,z) = Q(x,y)]]]

geschrieben.

2.3 Quantoren und Junktoren, allgemeingiiltige Pradikate

Es sollen jetzt Regeln iliber Beziehungen zwischen den Quan-
toren und den Junktoren angegeben werden. Wir formulieren
diese Beziehungen als allgemeingiiltige Prddikate., Dabei

heiBt ein Pradikat P(x1,...,xn) allgemeingil -
tiges Pradikat, falls flir beliebige Subjekte

ayy...,8, die Aussage P(aT,...,an) wahr ist.

Allgemeingliltige Priddikate fiir die
Vertauschung von Quantoren

1) vx[vy [P(x,y,2)]] <= Yy[Vx [P(x,y,2)]]
2) 3Ix[3y [P(x,y,2)]] > Iy[Ix[r(x,y,2)]]
3) Ix[¥y [P(x,y,2)]] = ¥y [3x [P(x,y,2)]]
In diesen Formeln kann z eine oder mehrere freie Variablen
bedeuten oder aber, daB keine freie Variable vorkommt. Man

beachte ferner, daB sich durch Umkehrung des Pfeiles in 3)
kein allgemeingliltiges Prddikat ergibt. So ist zum Beispiel

Vy[3x [x ist rationale Zahl a (y ist ganze Zahl => 2x = y)]]

eine wahre Aussage} fir eine ganze Zahl y sei x = %y s
sonst etwa x = 1 , Hingegen ist die folgende Aussage falsch

Ix[ Yy [x ist rationale Zahl A(y ist ganze Zahl => 2x = yll,

denn es kann keine feste rationale Zahl a geben, so daB
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2a = y fir alle ganzen Zahlen y gilt.

Um belspielswelse die AllgemeliinguUlilgkeit vou 3) zu zeigen,
nehmen wir an, daB fiir z = ¢ die linke Seite von 3), also
3x[Vy [ P(x,y,c)]] wahr ist. Dann gibt es also ein a, so daB
Vy [ P(a,y,c)] wahr ist. Piir jedes Subjekt b ist daher
P(a,b,c) wahr. Dann ist offenbar auch fiir jedes Subjekt b
die Aussage ix [P(x,b,c)] wahr, also ist V&[Sx[?(x,y,c)]]
wahr. Folglich ist auch

Ix[Vy [P(x,y,e)] = VylIx[P(x,y,c)]]
wahr. Ist hingegen 3 x[Vy[P(x,y,c)H falsch, so ist vor-
stehende Subjunktion ebenfalls wahr. Damit ist gezeigt, daB

3) allgemeingiiltig ist. Die Allgemeingiiltigkeit von 1) und
2) sowie der folgenden Priddikate kann man dhnlich beweisen.

Allgemeingiiltige Prddikate fiur die
Verneinung von Quantoren

4) = (Vx [P(x,2)])¢= Ix [ p(x,2)]
5) = (@x [P(x,2)] )= Vx [= P(x,2)]

Als Beispiel zur Verneinung von Quantoren negieren wir die
Aussage

Ve [P(e) =38 [P(§)a Vx [Q(S,x) = R(e,x))]]

Die Negation hiervon kann man mit Hilfe der allgemeingiilti-
gen Pradikate 4) und 5) sowie der Tautologien 3%8), 36) und
28) in die Form

Je P(eEAVS[P(F) = T x [Q(d,x)a = R(g,x)]]]

bringen, wie der Leser zur Ubung nachpriifen moge. Wdhlt man
die folgenden Prédikate:

P(g) = "¢ 1ist eine reelle Zahl und ¢€>0 " ,
Q(dyx)

" & und x sind reelle Zahlen und
lx - x <8 ",

i

R(g,x)

" g und x sind reelle Zahlen und
l£(x) - £(x)l<E ",

wobei X eine feste reelle Zahl und f :IR —> R eine
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Abbildung sind, dann ist die erste Aussage die Definition
der Stetigkeit-der Abbildung f im Punkt X, und die zweite
ihre Negation, das heift,ihre Unstetigkeit im Punkt x

[¢]

Hier wird nochmals klar, warum die Aussage "Es gibt ratio-
nale Zahlen, die ganze Zahlen sind" in der Porm 3 x[Q(x)a2(x)]
geschrieben wird, Die Negation ist nédmlich: "Es gibt keine
rationale Zahl, die ganze Zahl ist" oder "Fir alle x gilt:
Ist x eine rationale Zahl, so ist x keine ganze Zahl" , for-
mal also VYx [Q(x) = = 2(x)] . Verneinen wir diese Aussage
nochmals, um die urspriingliche Aussage zu erhalten, so gilt

(= (Yx[Q(x) == 2(x)] ) & @Gx[= (ax) = = 2(x))])
&= @x[Q(x)a == 2(x)]) = @x[Q(x)a 2(x)]) .

Die Verneinungsformeln 4) und 5) ergeben auch die Méglich-
keit, einen der beiden Quantoren durch den anderen zu er-
setzen:

Vx [P(x,2)] <=~ (Ix[= P(x,2)]) ,
Ix [P(x,2)] =~ (Vx[= P(x,2)]) .

Allgemeingiiltige Pradikate fiir
Quantoren und Junktoren

6) Vx [P(x,2)n Q(x,2)]<=> (¥x [P(x,2)]A vx [a(x,2)])

7). 1x [P(x,2)vQ(x,2)]1 & (3x [B(x,2)]v Ix [alx,2)])

8) vx [P(z)aQ(x,2z)]e= (P(2) A Yx [Q(x,2)])

9) Ix [P(2)valx,z)]e (2(2) v Ix [a(x,2)])

10) Vx [P(2) v Q(x,2)]e (P(2)v Vx [Q(x,2)])

11) dx [P(2) A Q(x,2)]4= (P(2) A Ix [Q(x,2)])

12) (vx [P(x,2)]v ¥x [a(x,2)]) = Vx [P(x,2)v Q(x,2)]
13) Ix [P(x,2) A Q(x,2)] = Gx [P(x,2)] A Ix [Q(x,2)])

14) 3x [P(x,2) = Q(x,2)] <= (¥x [P(x,2)] =3Ix [a(x,2)])
15)  (3x [P(x,2)] = Vx [o(x,2)]) = Vx [P(x,2) = a(x,2)]



2.4 Zur hAuswahl der Subjekte, Spezialisierung und

Verallgemeinerung

Haufig interessieren uns in ganz bestimmten Zusammenhingen
nur gewisse Subjekte, aber keinesfalls alle mdglichen Sub-
jekte. Wenn man Uber die Eigenschaften der ganzen Zahlen
spricht, sind Subjekte wie "Sonne" , "Seele" oder "Salat"
nicht von Interesse, Deshalb schrinkt man in diesem Zusam-
menhang den Bereich der zugelassenen Subjekte von vorn herein
durch Angabe einer Menge M (siehe dazu Kapitel II) ein, aus
der nur Subjekte zuldssig sind. Statt VWx [P(x,z)l schreibt
man also YxeM[P(x,z)] , was dasselbe bedeuten soll wie
Vx [xeM =>P(x,2)]. Entsprechend wird statt Jx [B(x,2)]
mit der Beschriénkung xeM auch JxeM [P(x,z)] geschrie-
ben, was dasselbe bedeutet wie Hx[xeMAP(x,z)] . So ist
zum Beispiel Jxe€ Q[2x = 1] eine wahre Aussage, weil

2x = 1 die Losung 1/2€ Q (= Menge der rationalen Zahlen)
hat. Jedoch ist IJxe Z[2x = 1] falsch, weil 2x = 1

keine Losung in Z (= Menge der ganzen Zahlen) besitzt.

Bei mathematischen Beweisen, vor allem, wenn sie nicht durch-
gehend mit den logischen Zeichen formuliert werden, ist nicht
immer ganz leicht zu erkennen, welcher Teil der Voraussetzung
an welcher Stelle verwendet wird. Obwohl der Mathematiker bei
der Formulierung seiner S&tze auf mdglichst geringe Voraus-
setzungen Wert legt, kommt es doch vor, daB flir einen Beweis
nur ein Teil aller gegebenen.Voraussetzungen verwendet wird.
Man merke sich: Besteht eine Aussage aus mehreren (durch die
Konjunktion verbundenen) Teilaussagen, und ist die Aussage
wahr, dann ist auch jede Teilaussage wahr. Besonders die
Spezialisierung von "All-Aussagen" bringt immer wieder Ver-
standnisschwierigkeiten mit sich. Wenn als Voraussetzung

etwa gegeben ist Vx[P(x)] und im Beweis an einer Stelle
ein x, auftritt, so ist P(xo) wahr und kann in der Folge im
Beweis verwendet werden. Soll jedoch Vx [P(x)] Dbewiesen
werden, so genligt es nicht, fiir ein spezielles X, 2u zeigen,
daB P(xo) wahr ist. P(xo) ist zwar fiir die allgemeingilltige
Aussage Vx [ P(x)] ein Beispiel, das eventuell zu einer
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Reweigidee anregen kann, docn nicht wehr, Merke: Eine *41].-..
Aussage" in der Voraussetzung kann spezialisiert werden,

eine "All-Aussage" in der Behauptung wird nicht durch einen

Spezialfall bewiesen.,



ii. Kapitei: Grundbegriffe der Mengenlehre

§ 1 Axiome der Mengenliehre

1.1 Einleitung

Als Sprache zur Formulierung mathematischer Begriffe und Zu-
sammenhédnge wird heute allgemein die Sprache der Mengenlehre
benutzt. Es gilt daher zdnéchst, die Grundbegriffe der Men-
genlehre in entsprechendem Umfang zu entwickeln., Das bedeu-
tet, daB wir nur die einfachsten Anfangsgriinde der Mengen-
lehre darstellen.

Mit der Entwicklung der Mengenlehre sind vor allem die Namen
George Bo o 1l e (1815 — 1864) und Georg Cantor
(1845 - 1918) verbunden. G.Boole stellte als erster die al-
gebraischen Operationen mit Mengen - Durchschnitt, Vereini-
gung und Komplementadrmenge - heraus, wdhrend G.Cantor als
der eigentliche Begriinder der Mengenlehre anzusehen isti.

Er entwickelte bereits wesentliche Teile der Theorie der
Kardinal- und Ordinalzahlen, Zur weiteren Verbreitung der
Mengenl ehre bis zum heutigen Stand, wo die Mengenlehre zur
mathematischen Allgemeinbildung eines jeden Mathematikers
gehort, hat vor allem das Buch von F,. Haus dor f ¢
"Grundzilige der Mengenlehre" , 1.Auflage 1914 , beigetragen.

Von G.Cantor stammt die folgende inhaltliche "Definition"
einer Menge:

Eine Menge M ist die Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt
werden) zu einem Ganzen".

DaB es sich dabei tats&chlich nicht um eine mathematische
Definition handelt, ist klar, denn die darin vorkommenden
Begriffe sind selbst undefiniert. Dennoch ist diese Formu-
lierung geeignet, eine gute intuitive Vorstellung vom
Begriff der Menge zu geben.
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a3

iy - -~ - -
Wiy werden hier auf

b

eine explizite Definition des Begrittes
einer Menge liberhaupt verzichten (miissen !) und uns mit ei-
ner impliziten Definition begnligen. Implizite Definitionen
sind vom synthetischen Aufbau der Geometrie - zum Teil be-
reits aus der Schule - wohlbekannt. Auch hier wird nicht
definiert, was etwa Punkte, Geraden und Ebenen sind, sondern
es werden nur die Beziehungen definiert, die zwischen ihnen
bestehen sollen. Zum Beispiel wird gefordert, daB durch zwei
verschiedene Punkte genau eine Gerade bestimmt sein soll,
die diese Punkte enthdlt, und daB zwei verschiedene Geraden
(im affinen Falle) entweder keinen oder genau einen gemein-
amen Funkt enthalten sollen. Durch derartige axiomatische
Bedingungen werden Punkte und Geraden implizit, aber in Uber-
einstimmung mit der intuitiven geometrischen Vorstellung
definiert.

Ganz entsprechend geht man beim Aufbau der Mengenlehre vor,
Es wird nicht definiert, was "Mengen" und "Elemente" sind,
sondern es werden nur die Beziehungen definiert, die zwi-
schen ihnen bestehen sollen und Konstruktionsprinzipien
angegeben, um aus gegebenen Mengen weitere Mengen zu ge-
winnen. "Mengen" und "Elemente" werden also auf diese Weise
nur implizit definiert, allerdings auch jetzt wieder in
Ubereinstimmung mit der intuitiven Vorstellung etwa im Sinne
der Cantorschen "Definition".

1.2 Mengen und Elemente

Im Sinne der Ausfiihrungen in der Einleitung betrachten wir
gewisse nicht weiter definierte Objekte und zwar einerseits
Mengen und andererseits El emente.

Mengen werden meist durch groBe lateinische Buchstaben
A,B,C,...,A1,A2,A3,... , Elemente meist durch kleine latei-
nische Buchstaben a,b,c,...,a1,a2,a3,... angegeben,

Ferner benutzen wir die Symbole € und,¢ sowie zu einem
Element x und einer Menge A die Zeichenreihen xe€A und

x¢ A,



Fir Mengen, Elemente und die eingefilhrten Symbolie wird nun

axiometisch die Gililtigkeit gewisser Aussagen vorausgesetst,
Diege formulieren wir als Axiome.

(M1) Axiom der Elementebeziehung
und der Existencsz

a) PFir jedes Element x und jede Menge A besteht genau eine
der beiden Beziehungen:
x€A , 1in Worten "x ist Element von A" ,
x¢4A , in Worten "x ist nicht Element von A" .,

b) Es gibt mindestens eine Menge.

¢) Zu jedem Element x gibt es mindestens eine Menge A
mit x€ A .

Fir xe A werden auBer der angegebenen Formulierung auch
die Sprechweisen "x liegt in A" oder "x enthalten in A" oder
"y in A" oder "x aus A" benutzt. Entsprechend werden fiur
x¢ A auch die Formulierungen "x liegt nicht in A" oder

"x nicht enthalten in A" oder "x nicht in A" oder "x nicht
aus A" verwendet.

Wir weisen darauf hin, daB man zum Aufbau der Mengenlehre
die Forderung c) vermeiden kann, doch ist diese fiir unsere
Zwecke bequem und entspricht auch vollig der intuitiven
Vorstellung, daB es Elemente "nur als Elemente von Mengen"
gibt. Ferner konnte man die Forderung der Existenz einer
Menge in b) auf spdter verschieben oder ganz weglassen.
Doch gehen wir ja von der Vorstellung aus, daB es Menéen
geben soll, denn sonst wiirden wir keine Theorie dariiber
machen. Die Existenz einer Menge folgt auch nach c¢), wenn
man die Existenz eines Elementes fordert. Umgekehrt folgt
auf Grund von b) und weiteren Axiomen die Existenz von Ele-
menten, insbesondere wird sich ergeben, daB jede Menge auch
Element ist.



1o Gleichheit und Teilmengen

Dem Begriff der Menge liegt die Vorstellung zu Grunde, daB
eine Menge allein durch ihre Elemente bestimmt ist. Um diese
Vorstellung in einem Axiom zu erfassen, driicken wir sie zu-
néchst wie folgt aus:"Haben zwei Mengen dieselben Elemente,
so sind die Mengen gleich". Es gibt also nichts weiteres,
worin sich diese beiden Mengen noch unterscheiden kénnten.
Wir verlangen daher fiir den Begriff der Menge, daB das fol-
gende Axiom gilt.

(M2) Axiom der Gleichheit
Vx [xe A¢>xeB] =4 =3B,

Umgekehrt gilt wegen der Eigenschaften der Gleichheit (siehe
I.1.3)
A=B = Vx[xeA=xeB] ,

das heiBlt, sind zwei Mengen gleich, so haben sie dieselben
Elemente. Gilt ndmlich A =B und x€¢A , so gilt auch
x€ B , da man A durch B ersetzen darf. Ebenso folgt aus

A =B und x€B auch x€A .

Wdhrend durch ein Axiom gefordert wird, daB eine gewisse
Aussage (im Rahmen der zu entwickelnden Theorie) als

wahr zu betrachten ist, wird durch eine Definition eine
Bezeichnung oder Symbolik fir einen bestimmten Sachverhalt
eingefithrt. Dabei bleibt es.zunéchst offen, ob ein solcher
Sachverhalt iiberhaupt existieren kann. Allerdings wird man
nur dann eine Definition einfiihren, wenn man von der Existenz
und Bedeutung des definierten Begriffes iliberzeugt ist. Wir
sehen dies am Beispiel der folgenden Definition einer Teil-
menge einer gegebenen Menge.

DEFINITION:

1) Die Menge A heiBt T eilmenge oder Unter-
menge der Menge B, in Zeichen Ac B , genau dann,
wenn jedeé Element von A auch Element von B ist.

Mit Symbolen geschrieben:
AcB :¢<=ryVx [xe A = x€ B]
2) 1Ist A nicht Teilmenge von B, go wird A#ZB geschrieben.
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3) A heidt ech te Teilmenge ven B, in Zeichen

AT B 1 ¢=> &£ 2 b

AP

A A #F B,

Ist A Teilmenge von B, so nennt man Bauch Cbermenge
von A, Das Zeichen < wird auch I n k 1 us i on genannt.
Man beachte den Unterschied zwischen € = "ist Element wvon"
und £ = "ist Teilmenge von'",

Beriicksichtigt man unsere Ausfil. hrungen in I1.2.4 zur Auswahl
der Subjekte, so kann in der Definition von A C B an Stelle
von Vx[xeh =xeB] auch VxeAl[ xeB] geschrieben
werden, also

ACB : ¢ Vxeh[xeB] .
Aus der vorstehenden Lefinition erh&dlt man unmittelbar die

FOLGERUNG :

1) Reflexivitat: AcA

2) Transitivitat: AcBABCC=AcUC
3) Antisymmetrie: ACBABcCA=)A =238

Sind By985y 000,y die Elemente einer Menge A , dann be-
nutzt man auch die Schreibweise A = {a1,a2,...at} . Dabei
wird nicht vorausgesetzt, daB die Llemente Bys8nyeeesly
alle voneinander verschieden sind. Zum Beispiel gilt

{1$2}={_2s1’2s1’1}!

denn jedes Element der links stehenden llenge ist in der
rechts stehenden Menge enthalten und umgekehrt. Nach (M 2)
besagt dies aber, daB diese liengen gleich sind. Eine ent-
sprechende Schreibweise A = { ...} wird auch bei unend-
lichen Mengen verwendet, wenn es moglich ist, die Elemente
von A eindeutig zu kennzeichnen. Davon werden wir alsbald
Gebrauch machen, wenn wir uns mit der Frage beschdftigen,

wie man aus einer Menge Teilmengen aussondern kann.

Spater werden liengen vorkommen, deren Elemente selbst wieder
Mengen sind. Zum Beisviel wird sich ergeben, daB zu jeder
Menge A die lMenge ‘{A} existiert, das heiBit die Menge,
deren einziges Element A ist. Ist etwa A = {1 ’ 2} eine
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Menge, wie schon zuvor vorausgesetzt, dann gilt A # {A} ,
denn A besitzt die Elemente 1 und 2 , widhrend {A} das ein-
zige Element A besitzt. Ausfithrlich geschrieben haben wir
also {1, 2} # {{1, 2]l . Ferner beachte man, daB zwar
Ae{A} , aber nicht A < {A} gilt !

Es erhebt sich natiirlich die Frage, ob es Teilmengen gibt.
Trivialer Weise ist A Teilmenge von A, so daB man nach ech-
ten Teilmengen von A fragen wird. Ein Prinzip zur Bildung
von Teilmengen wird durch das folgende Axiom gegeben.

(M3) Teilmengenaxionmn

Sei B eine Menge und sei (l(x) ein Prddikat. Dann gibt es
eine Teilmenge A von B , die genau die Elemente b€ B ent-
h&lt, fir die OU(b) wahr ist. Fir A wird

A={b|beBaoUp)}

geschrieben.

Machen wir uns die Bedeutung des Teilmengenaxioms an Bei-
spielen klar. Dabei soll vorausgesetzt werden, daB die fol-
genden Mengen bereits gegeben sind, obwohl diese tatsiéichlich
erst spidter (in Kapitel VII) eingefiihrt werden.

W = {1,2,3,...“} = Menge der natiirlichen Zahlen,
Z ={0,+1,+2,+3,...} = Menge der ganzen Zahlen,
Q = Menge der rationalen Zahlen,

IR = Menge der reellen Zahlen .

Beispiele fir Teilmengen

1) {x | x € Wax gerade} = Menge der geraden natiirlichen
Zahlen

2) {xl xe Nax<10} = {12,%..”9}

3) {x I x € Na x ist Primzahl} = lienge der Primzahlen

4) {«x | x€ IRA1 £ x € 2}
Diese Menge bezeichnet man auch als das abgeschlossgne
Intervall [1,2] , wihrend {x | x € IRa 1< x¢2} als
das offene Intervall (1,2) Dbezeichnet wird,
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5ei B eine Menge und seien b1i..a,b Flemente von B,

. [ T _ - I B N H
4L01,...,Dn§ ={b]beBAaib = b,vi = u2v...vb =% )J‘

eine Teilmenge von B.

6) Sei beB , dann gilt {by< B . Dies ist ein Spezial-
fall von 5).

Nimmt man im Teilmengenaxiom fiir Ol(x) ein Pradikat, das

fiir kein b€ B eine wahre Aussage liefert, so erhdlt man
eine Teilmenge von B, die kein Element enth&dlt und die daher
die leere Teilmenge von B, in Zeichen # ,
genannt wird., Als Pridikat, das nach (M 1) von keinem bée B
erfiillt wird, kann b¢ B gewdhlt werden.

DEPINITION:
$ :={b|beBAb¢ B}

Durch diese Definition haben wir die Menge £ zundchst als
Teilmenge von B definiert. Sei A irgendeine weitere Menge,
dann gilt fir die Mengen

{a]aeana¢a} , {v[veBabgB}
die beide kein Element enthalten, nach (M 2) die Gleichheit.

Folglich héngt die Menge £ nicht von der Wahl der Obermenge
B ab, sondern ist Teilmenge von jeder beliebigen Menge.

Wir hatten in (M 1) gefordert, daB mindestens eine Menge A
existiert. Wie eben festgestellt, existiert dann auch die
Menge § . Da A = £ nicht ausgeschlossen ist, ist also bis-
her nur die Existenz der leeren Menge @ sichergestellt. Die
Existenz weiterer Mengen wird sich spiter aus (M 5) ergeben.

Wichtige Teilmengen sind der Durchschnitt und die Komplemen-
tdrmenge, die jetzt definiert werden sollen.

DEFINITION:

Seien A und B Mengen.

1) Der Durchschnitt von A und B, in Zeichen
AnB , ist die Teilmenge der Elemente aus A, die auch
in B liegen:

ANnB :={a‘aéAAa6B}
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2, Die Kvmplewmeniv &rmenge von B in A , in
Zeichen A~B , ist die Teilmenge der Elemente aus A ,
die nicht in B liegen:

A~B : = {al aE.Ap\a¢IB} ]

Der Leser mache sich zur Ubung die folgenden einfachen Ei-
genschaften klar.

FOLGERUNG:

1) AAB = BnA

2) (AnB)AC = An(BAC)

3) AnNB< A A AABc B

4)  Gilt flir eine Menge C: C< A A C< B,
dann folgt Cc (A AB)

5) A~B = A~ (ANB)

6) A~(A~B) = AnB

7) A~ =A , ANA =06 .

Den Durchschnitt von zwei Mengen kann man zun#dchst fiir end-
lich viele Mengen verallgemeinern:

A1r\ A2f\ ,..nAn = a,aeA1/\ aeAZ/\ cee /\aé‘An}
denn auch diese Bildung fdllt unter das Teilmengenaxiom.
Will man den Durchschnitt von "mehr" als nur endlich vielen
Mengen bilden, so steht die folgende Mdglichkeit zur Verfii-
gung.

DEFINITION:

Sei W eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind und sei
W 4 ¢ . Ferner sei A€W , dann wird als Durch -
schnitt von W , in Zeichen.AQLA. definiert:

s s ={alacan VaWper}l .

Offensichtlich héngt diese Definition nicht von der Wahl
eines AOGXH: ab; wir haben diese Schreibweise nur gewdhlt,
um zu betonen, daB diese Definition unter das Teilmengen-
axiom fdllt. Es geniligt jedoch

A = {a, VaeM [aéKH

zu schreiben. Diese Menge ist dadurch ausgezeichnet, daB sie
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>ilmenge von
Teilmenge vo

und wenn B eine Menge ist, die Te ii menge wvon

1.4 Vereinigungsmengen

Die zur Durchschnittsmenge "duale" Bildung ist die der Ver-
einigungsmenge. DaB diese existiert, fordert das né&chste
Axiom,

(M4) Vereinigungsmengenaxion

1) Sind A und B zwei Mengen, dann gibt es eine Menge,
Vereinigungsmenge von A und B genannt und
mit AuB Dbezeichnet, die genau die Elemente enthdlt, die
in A oder B enthalten sind:

AuB ={x|xeAvxeB}

2) Sei W eine lMenge, deren Elemente selbst Mengen sind,
denn gibt es eine Menge, Ve reinigungsmenege
von M genannt und mit LIA bezeichnet, die genau die
Elemente enthdlt, die in mlndestens einem A €T liegen:

Uh={x| J2eW [xeal}
Ae

Wir bemerken dazu zunichst, daB wir unter 1) die Vereini-
gungsmenge AU B gefordert haben, da diese einerseits ver-
niinftigerweise existieren sollte, andererseits nicht sicher-
gestellt ist, daB man sie aus 2) erhdlt. Dazu miiBte es

eine Menge’ﬂl geben, die genau die Elemente A und B besitzt.
Fordert man axiomatisch eine solche Menge W{ ={A,B} , dann
kann man sich auf 2) beschrinken. Umgekehrt ergibt sich aus
1) zusammen mit dem spidter folgenden Potenzmengenaxiom, daB
die Menge {A,Bi existiert. Durch Induktion iliber n ergibt
sich auch, daB zu endlich vielen Mengen Aq,...,A eben-

n
falls die Vereinigungsmenge existiert:

Aju weo v A =i x[ XEAV ees v xé.An{



'Y

wWihrend zur Definition ven Y} A die v W L A

PR Voraussetzung L # g2
gemacht werden muBte (um das Teilmengenaxiom anwenden zu
konnen), ist bei der Definition von A%&MA auch M = @ zu-
gelassen. Das Axiom (M 4) liefer jetzt

AgéA_ﬂ’

Ag}¢A=ix[ Jaeg (xenall =g ,

da es kein A€@ gibt, also auch kein Element eines A in

U A enthalten sein kann.
Acd

Es folgen einige Rechenregeln, deren Beweise dem Leser zur
Ubung iiberlassen bleiben.

denn

RECHENREGELN :

1) AUB = BUA
2) (AuB)u C
3) An(BucC) (AnB)u (AnC)
Au(BnC) (AuB)n (A UC)
4) Die d e Morganschen Gesetze
A~(BAC) (A~B) U (A~C)
A~(BUC) = (A~B)A (A~C)

Av(BuC)

1]

[}

]

1.5 Potenzmengen

Zum Aufbau der Mengenlehre wird ein weiteres Axiom gebraucht,
das einerseits sicherstellt, daB jede Menge auch Element ei-
ner Menge ist und andererseits zu einer gegebenen lienge die
Konstruktion einer Menge mit einer groBeren Elementezahl
ermoglicht.

(M5) Potenzmengenaxion

Zu jeder Menge A gibt es eine Menge, Po t en zmen g e
von A genannt und mit P(A) bezeichnet, die genau alle Teil-
mengen von A als Elemente enth#lt, Diese wird auch durch

P(a) = { U| Uc A}

bezeichnet.

35



Zur Ubung betrachten wir einige Beispiele. So ist
PP = {Zﬁ} eine Menge mit einem Element ,
r({a}) ={#,{a}} eire Menge mit zwei Elementen ,
P({a,b}) {125 {a},{b},{a,b}} eine Menge mit vier
Elementen,(falls a # b).
Allgemein gilt die
BEHAUPTUNG :

Ist A eine Menge mit n Elementen, dann ist P(A) eine Menge
mit 2" Elementen.

Beweis: Vollstandige Induktion nach der Zahl n der Elemente.
Induktionsbeginn: n = 0 , das heit A = @ . Dann ist

P(f) ={@B} eine Menge mit 1 = 2° Elementen.
Induktionsannahme: Die Behauptung sei richtig fiir alle Mengen
mit hochstens n Elementen.

InduktionsschluB: Sei A =<{a1,...,an,an+1} eine Menge mit
n+1 Elementen. Wir unterscheiden filir die Teilmengen zwei
Falle,

1.Fall: Sei Uc A A an+1¢ U .

Dann ist U< An : = {a1,...,an§ . Die Menge An besitzt nach
Induktionsannahme 2" Teilmengen und jede ihrer Teilmengen
ist auch Teilmenge von A . Also gibt es oB Teilmengen U C A
mit a U .

2,Fall: Sei V< AA a 1€ v .

Wir iiberlegen, daB man alle solchen Teilmengen V in der Form
v = UL/{an+1j aus genau allen Teilmengen U< A~ erhidlt.
Zundchst ist klar, daB aus U C.An folgt:

Vi:=Uvfa fchAnaa €V .
Gilt U, < AL A U2 CAAn AT, £ U, dann folgt auch
Uy U fangqb # 0oV {agqf -
Sei umgekehrt V< A A anHeV , dann folgt
V\1-2Ln+1} < AjA (~Hapqf)v {an+1} =V,
also erh&lt man genau alle solchen V in der Form
V=vuvu{a ,} mit Uc A . Da nach Induktionsannahme genau

X uc An ex1st1eren, mussen folglich genau o v < A ‘mit
8n4 € V existieren.
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ba jede Teilmenge von A genau unter einem der beiden Fille

vorkommt, gibt es 2% + 2B = on+] Teilmengen von A .//

Bei unserem Aufbau war durch (M 1) - (M 4) nur die Existenz
der leeren Menge gesichert. (M 5) liefert weitere Mengen
wie P(8) , P(P(8)) = P({£}) , B(B(R())) =P({# , {#}}) ,
P(P(P(P(8)))) = P({B , {83 '{{ﬂ.“,{ﬁ s {ﬂfﬁ) 3 ees mit

t, 2,2, ot y ess DElementen, und nach (M 4) existieren
auch deren Teilmengen. Damit erhdlt man insbesondere zu je-
der natiirlichen Zahl n eine Menge mit 2% Elementen. Will man
die Existenz von unendlichen Mengen, die man zum Beispiel
braucht, um die Menge IN der natiirlichen Zahlen einfiihren
zu konnen, dann bedarf es eines weiteren Axioms. Darauf
kommen wir im VII. Kapitel zuriick.

Da A€ P(A) fiir jede Menge A gilt, ist jede Menge auch
Blement., Dariiber hinaus gilt folgendes: Sind Ajyeeashy
‘Mengen, dann gibt es eine Menge -{A1,f..,An} , die. genau
die Mengen A1,...,An als Elemente enthdlt. Wie man sich
leicht klar macht, gilt n8mlich, wenn noch

M: = (...((A1u A2)u A3)...)L1An

gesetzt wird:

{Aeeanh d =X XEP(M)A (XA, v X=hyv eeavX=A)) .

Flir die Potenzmengenbildung gelten folgende Rechenregeln,
deren Beweise dem Leser zur Ubung iiberlassen bleiben.

RECHENREGELN :

1)  P(A)a P(B) = P(AnB)

2) P(A)uP(B)< P(AuB)

3) Ac B =P(A) < P(B)

4) Nv=g |, JUu=41r .

UE P(A) TePA)

1,6 Ausblick , Kardinal- und Ordinalzahlen

Wir wollen zum SchluB dieser Einfilihrung in die lMengenlehre
auf drei Gesichtspunkte hinweisen, die filir den weiteren
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Aufvau der Mengenlehre von Bedeutung sind. Sie sollen einen
Bindruck davon geben, welche Rolle die Mengenlehre als ei-
genstandige mathematische Theorie spielt. Dabeil werden wir
auf Beweise verzichten; diese findet der interessierte Leser
in Biichern iber Mengenlehre.

1) EINORDNUNG DES ZAHLBEGRIFFES

Bisher wurde - wenn auch in vermeidbarer Weise - vom Begriff
der natiirlichen Zahl Gebrauch gemacht, und die Zahlenmengen
N, Z, @, R wurden fiir Beispiele benutzt. Bei einem axioma-
tischen Aufbau der Mengenlehre kann man jedoch insbesondere
die Menge N aufgrund von entsprechenden Axiomen im Rahmen
der Mengenlehre gewinnen und ferner zeigen, daB Z, Q, R

und die Menge € der komplexen Zahlen tatsdchlich Mengen im
Sinne dieser Mengenlehre sind. Da ein solcher systematischer,
axiomatischer Aufbau sowohl in der Zielsetzung als auch im
Umfang liber den Rahmen dieser Darstellung hinausgehen wiirde,
entwickeln wir zwar die Zahlbereiche W, Z, @, IR und € im
VII. Kapitel, jedoch ohne dabei einen solchen axiomatischen
Aufbau streng einzuhalten.

2) ANTINOMIEN DER MENGENLEHRE , DER KLASSENBEGRIFF

In der historischen Entwicklung der Mengenlehre hat man sich
zundchst bei der Bildung von Mengen keine Beschrénkung auf-
erlegt., Man glaubte, daB durch jede "Bedingung" (Pradikat)
die "Erfiillungsmenge dieser Bedingung", das heifit die Menge
aller Objekte , die dieser Bedingung geniligen, definiert
wiirde. Danach widre es also sinnvoll, von der "Menge aller
Mengen" zu sprechen, B, Rus s el 1 (1872 - 1970) bvemerkte
als erster, daB dieses Verfahren zu Widerspriichen (Russell-
sche Antinomie) filihrt.

Wir wollen iiberlegen, daB zu jeder Menge A eine Menge B mit
B¢ A existiert, so daB es keine Menge geben kann, die jede
Menge als Element enth#lt. Nach dem Axiom (M 3) gibt es zu
jeder Menge A die Teilmenge

U:={alaechas aist Mengea aga}l ;
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da jede Menge auch Element ist (A€ {A}), hat die Aussage

a¢ a einen Sinn.

Behauptung: U ¢ A .

Beweis: Angenommen U € A , dann unterscheiden wir zwei
Falle.,

1, Fall: U ¢ U , dann folgt (da U € A) U€E€ U . Widerspruch !
2. Fall: U€ U , dann folgt (da U€E€ A) U4 U . Widerspruch !
Also filihrt die Annahme U &€ A in jedem Falle zum Wider-
spruch, das heiBt, es muB U ¢ A gelten.

Wir sind der hier aufgezeigten Gefahr - etwa die "Menge aller
Mengen" bilden zu wollen - dadurch entgangen, daB im Axiom

(M 3) die "Erfiillungsmenge" zu einem Pradikat Ol(x) auf

die Elemente einer bereits vorhandenen Menge beschrankt
wurde.

Auf der anderen Seite besteht aber der Wunsch, so etwas wie
die "Zusammenfassung" aller Mengen oder aller Gruppen oder
aller topologischen Rdume usw., mathematisch in den Griff zu
bekommen, Dies ist in der Tat mdglich und hat zu einer Theo-
rie der Klassen gefilhrt. Es gibt dann im Sinne dieser Theorie
die Klasse aller Mengen, die Klasse aller Gruppen usw., Die
Axiome filir die Klassen miissen notwendig von den Axiomen fiir
die Mengen abweichen, da sonst "Klasse" nur ein anderer Aus-
druck filir "Menge" wire. Kurz kann man sagen, daB man mit
Klassen "nicht so viel machen darf" wie mit Mengen. In einer
solchen Theorie der Klassen werden dann die Mengen als die-
jenigen Klassen ausgesondert, die (mindestens) in einer
Klasse als Element enthalten sind.

3) KARDINALZAHLEN UND ORDINALZAHLEN

Das Hauptziel der Mengenlehre als selbststéndiger mathemati-
scher Theorie besteht darin, unendliche Mengen zu untersuchen
und zu klassifizieren. Dies kann unter dem Gesichtspunkt ge-
sehen werden, den Begriff der natlirlichen Zahl einerseits

als Anzahl (= Kardinalzahl) und andererseits versehen mit

der Anordnung der natiirlichen Zahlen (= Ordinalzahl) auf be-
liebige unendliche Mengen auszudehnen.
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Die Untersuchung der Kardinalzshlen und der Ordinalzahlen,
insbesonere ihrer Arithmetik wnd weiterer damit zusammenhién-
gender Fragen ist der Hauptgegenstand der Mengenlehre. Um
dies fiir den Leser anzudeuten, geben wir hier zwei verschie-
dene Wege zur Einfiithrung der Kardinal- und Ordinalzahlen an.
Dabei muB allerdings von Begriffen Gebrauch gemacht werden,
die in diesem Buch erst spiter vorkommen (siehe jeweils die
Hinweise).

1. Weg

Zwei. Mengen A und B heiBen & quivalent oder
gleichméddchtig , in Zeichen A~3B , wenn eine
Bijektion (= umkehrbar eindeutige Abbildung, siehe III.1.6)
von A nach B existiert. Es gilt dann fiir beliebige Mengen
A,B,C :

Reflexivitat : A~A

Symmetrie : A~B = BuA

Transitivitdt : A~B A BaC = A~C .

Die Kardinalzahl von A, in Zeichen Al , ist
dann die Klasse aller zu A #quivalenten Mengen. Die Proble-
matik dieser Definition liegt darin, daB die Klasse | Al
keine Menge ist.

Gilt BelA] , das heiBt B~A , dann heiBt B ein Représen-
tant von |A| ., Dafiir gilt Bé Al & |Bl = |A|. Fir zwei
Kardinalzahlen kann nun eine Anordnungsbeziehung im Sinne
von "groBer" und "kleiner" erkldrt werden. Man definiert:

Die Kardinalzahl |A| heiBt kleiner als |B| , in Zeichen

"|Al £ |B{, wenn A zu einer Teilmenge von B #quivalent ist,
und [A| heiBt echt kleiner als (Bl , in Zeichen [A|< |B| ,
wenn |Afl £ [Bl A {Al % [B| gilt. Man macht sich leicht klar,
daB diese Definition nicht von der Wahl der Représentanten

A und B abhéngt.

Entscheidend dafiir, daB sich die Beziehung < so verhidlt,
wie man das auf Grund der Schreibweise und vom Falle end-
licher Mengen her erwartet, ist der Satz von Cant or -
Bernstein:
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Ist A 7u einer Teilmenge von B Hauivalent und ist B zu einer
Teilmenge von A &quivalent, dann sind A und B dquivalent,
das heiBlt, es gilt

|Al € [Bl A Bl £ [Al = 1Al = |Bl .

Damit kann gezeigt werden, daB fir zwei beliebige Kardinal-
zahlen [A} und (B! stets genau eine der drei folgenden Be-
dingungen erfiillt ist:

lal < (Bl , AL =1(Bl , IBI < Ial .

Es folgt dann fiir beliebige Mengen A,B,C :

Reflexivitat: [&] £ [4A]
Transitivitat: [Al £ (BIAIBl £ [CI => |Al £ |C|
Antisymmetrie: [|A] £ |Bl(a|Bl £ (A] = 1Al = |B]

Ist P(A) die Potenzmenge von A , dann gilt fiir jede Menge A
[A] < |P(R)]

so daB also im Sinne von £ keine groBte Kardinalzahl
existieren kann.

Beriihmt iét das von G. Cant or 1884 aufgeworfene Kon-
tinuumsproblem. Es handelt sich um die Frage, ob es eine
lenge M gibt, deren Méchtigkeit zwischen der von N und IR
liegt, das heiBt, fir die gilt

|Nl < |Mi < [Rl .

Cantor vermutete, daB keine solche Menge existiere und diese
Vermutung wurde dann die Kontinuumshypothese genannt. Von

D. Hil b ert wurde die Bedeutung dieses Problems. unter—
strichen (1900). Auf Grund von Arbeiten von XK. G 6 d e 1
(19%8) und P.J. C o h e n (1963) weiB man heute, daB das
Kontinuumsproblem "unentscheidbar" ist. Godel zeigte zu-
ndchst, daB folgendes gilt: Nimmt man zu einem Axiomensystem
der Mengenlehre als Axiom hinzu, daB die Kontinuumshypothese
gilt, so ist dies vergrtBerte Axiomensystem widerspruchsfrei.
Ein Axiomensystem heifBt dabei widerspruchsfrei, wenn sich
auf Grund des Axiomensystems nicht zugleich eine Aussage und
ihre Negation beweisen lasse. Nach dem Ergebnis von Godel.
folgt, daB auf der Grundlage des Axiomensystems der Mengen-
lehre die Negation der Kontinuumshypothese nicht .beweisbar
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ist, denn sonst wdre aas vergroiderte Axiomensystem doch
widerepruchsvell. Cohen schlief3lich lieferte die Aussa
dal man auch ein widerspruchsfreies Axiomensystienm crhﬁ
wenn man zu den Axiomen der Mengenlehre als Axiom hinzu-
nimmt, daB die Kontinuumshypothese nicht gilt., Also ist auf
der Grundlage des Axiomensystems der Mengenlehre auch die
Richtigkeit der Kontinuumshypothese nicht beweisbar. Beide
Ergebnisse zusammen liefern die Aussage, daf das Kontinuums-
problem "unentscheidbar" ist (jedenfalls auf der Grundlage

des iiblichen Axiomensystems der Mengenlehre).

Identifiziert man die natiirlichen Zahlen mit den endlichen
Kardinalzahlen, so kann man deren Addition und Multiplika-
tion auf beliebige Kardinalzahlen verallgemeinern. Zu den
Kardinalzahlen jA} und | Bl gibt es stets A1é 1Al , B1& {B]
mit A,N3, = f . Dann wird als S umm e definiert:

JA)l + [B|: = ]A1u B1| .

Ist AXB die Produktmenge von A und B (siehe den folgenden
§3), dann wird als P r o d u k t definiert:

[A)IBl ¢+ = [AX Bl .

Diese Definitionen sind von der Wahl der Repridsentanten un-
abhdngig. Sie konnen auch sofort auf Summen und Produkte der
Form

2o a0, T 1Ayl
iée I ie I

ausgedehnt werden, wenn nur I eine Menge ist. Dies soll fiir
die Summe ausgefiihrt werden. Zu jedem i€ I kann in [Ail
ein Représentant C; so gewdhlt werden, daB Ci/\Cj =g

fir alle i,je I mit 1 % j gilt. Man wghle zum Beispiel
C; = A;X {1} ={(a,i)| aeAi}. Da I eine Menge ist, ist

U C eine Menge, und man setze nun

iel
2:.|A : =] U ¢
i€l iel

il

11
Sind A und I 2zwei Kardinalzahlen, so kann auch [A|
definiert werden:
(Il
laf = T IA | mit A, = A flir jedes i€l .

i€el
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Wiv wellen nun einige Reigpiele filir docs Rechnen mit Xardi-
nalzahlen angeben. Dazu seien 0,1,2,... die Kardinalzahlen
der Mengen mit null,eins,zwei,... Elementen; ferner bezeich-

ne

o = [IN] , £ =|R| .
Dann gilt:
s+ n =an =4 flir jedes ne N ,
AL+ AL = UL y Alety =L ’
M+t =€+ =L =t £ =t ,
s = 4 , ,cn =L fir jedes neIN ,
2" =™ =™ =£" = £  fir jedes neNl ,
2™ > m  fiir jede Kardinalzahl am .
Zur letzten Formel beachte man: Ist am =1 M| , dann folgt

iP(M)] = 2%

Wir kommen jetzt zur Definition der Ordinalzahlen, Seien A
und B zwei geordnete Mengen mit den Ordnungen §. und 5
(siehe dazu III.3). Diese geordneten Mengen heiBen & h n -
l1ich, in Zeichen A~ B , wenn eine Bijektion (siehe
III.1) o ¢ A — B so existiert, daB gilt

Va,a,€al a, £ a,=>0(a;) §(2,)]

das heiBt, o ist eine mit den Ordnungen vertrédgliche Bijek-
tion.

Man beachte bei dieser und allen weiteren Uberlegungen, daB
eine Menge mehrere Ordnungen besitzen kann (und auch besitzt,
wenn sie mehr als ein Element enth#lt). Die Beziehung

AZ B hingt also sowohl von den Mengen A und B , als auch
von ihren Ordnungen ab. Die Klasse aller zu der geordneten
Menge A dhnlichen geordneten Mengen wird mit <A> bezeichnet
und Ordnungstyp von A genannt.

Ist die Ordnung von A sogar eine Wohlordnung (siehe III.3),
dann heiBt ¢<A> Ordinalzahl von A . Der Ordnungs-
typ ist also der allgemeinere Begriff, wahrend sich der
Begriff Ordinelzahl nur auf wohlgeordnete Mengen bezieht.

Um zwischen zwei Ordinalzahlen eine Anordnung definieren zu
konnen, braucht man den Begriff des Abschnitts. Sei A eine
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wohlgeordnete Menge mit der Crnung € , wofilr wir auch (A,£)

faiimence P owan A bhad R4 A X ok 3 :
LTeldimenge I vVon oo neifly A s caonitoi

Gmevm e T -
reloen. bine

ey

sC

- A >
ven A I &=

Vx,yeA[xeBa y € x =>yeB] .

]

Es ist dann klar, daB ein Abschnitt B von (A,£) mit der
Ordnung £ von A selbst wieder eine wohlgeordnete Menge ist.
Man definiert nun fiir zwei Ordinalzahlen <A und <B) :

(B) £ (A> :<(= B ist zu einem Abschnitt von A
dhnlich.,
Es gelten danndie gleichen Eigenschaften wie fiir die An-
ordnung zwischen Kardinalzahlen.

Um die A dd it ion zwischen zwei Ordinalzahlen <A? und
<B> , wobei ? die Ordnung von A und 5 die Ordnung von B sei-
en, zu definieren, kann AnB = g angenommen werden. Dann
sei

<A + (B) : = L AuB>

mit der folgenden Anordnung: Flir x,y€ AUuB gelte

"~ falls x,ye A und x f y gilt

X €y <& j falls x,y€¢ B und x §y gilt
falls x€éA und y&€B gilt .

Man beachte, daB die so definierte Addition nicht kommuta-
tiv ist.

SchlieBlich definiert man als Produkt

{Ay+{(B): ={AXB)
mit der folgenden Ordnung von AX B : Es sei fiir 8y18,6€ A
b1,b26 B

(3-19b1) £ (aQsz) :<='>{

£
falls a, £ a2 Al g a
5 b

2
falls a; = a, A b1 2
Mit diesen Andeutungen wollen wir uns begniigen. Fir das
kechnen mit Ordinalzahlen sei auf die Literatur verwiesen.

Worin liegt nun die Problematik dieser Einfithrung der Kardi-
nal- und Crdinalgzahlen, auf die wir anfangs schon hinge-
wiesen haben ? Bei vielen Uberlegungen ist es wiinschenswert,
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Mengen von Kkardinalzahlen oder Mengen von Ordinalzahlen zu
betrachten. Dies ist jedoch, da Kardinalzahlen und Ordinal-

zahlen Klassen aber keine Mengen sind, verboten. Was ist da

zu tun ? Wie die Literatur liber Mengenlehre zeigt, kann man

sich in verschiedener, mehr oder weniger fragwlirdiger Weise

aus der Affaire ziehen.

Dazu schreibt G. C an t or (1895):

""Machtigkeit" oder "Cardinalzahl" von M nennen wir den
Allgemeinbegriff, welcher mit Hiilfe unseres activen Denkver-
mdgens dadurch aus der Menge M hervorgeht, dass von der Be-
schaffenheit ihrer verschiedenen Elemente m und von der Ord-
nung ihres Gegebenseins abstrahiert wird."

F.Hausdorff gibt folgende Erklérung (1914):
"Mengén eines Systems, die einer gegebenen Menge und damit
‘auch untereinander &dquivalent sind, haben etwas Gemeinsames,
das im Falle endlicher Mengen die Anzahl der Elemente ist
und das man auch im allgemeinen Falle die Anzahl oder Kardi-
nalzahl oder Michtigkeit nennt. Uber die absolute Beschaffen-
heit dieses neu eingefilhrten Etwas kann man allerhand ver-
schiedene Auffassungen hegen.... Wir werden uns einfach auf
den formalen Standpunkt stellen und sagen: einem System von
Mengen A ordnen wir eindeutig ein System von Dingen L zu
derart, daB &quivalentenMengen und nur solchen dasselbe Ding
entspricht.... Dieses neue Ding oder Zeichen nennen wir
Kardinalzahl oder Machtigkeit ...".

E. Kamke nimmt folgenden Standpunkt ein (1962):
"Unter einer Kardinalzahl oder Michtigkeit v wird ein be-
liebiger Reprédsentant M aus einer Klasse von untereinander
dquivalenten Mengen verstanden".

Andere Autoren schrinken die zur Konkurrenz zugelassenen
Mengen so ein, daB die Klasse aller dquivalenten Mengen
wieder eine Menge ist.

Die heute iibliche Moglichkeit der Einfilhrung von Kardinal-
und Ordinalzahlen, die wohldefinierte Begriffe liefert und
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mengentiheoretische Schwierigheiten vermeidetl; wird nachste-
hend angegeben.{Jiehe zum Beispiel Feul R. Halpos:Thalve
set theory", D.van Nostrand Coubip., 1560,

2. Weg

Hierbei werden zundchst Ordinalzahlen als gewisse, eindeu-
tig bestimmte wohlgeordnete Mengen definiert und sodann
Kardinalzahlen als gewisse Ordinalzahlen. An Stelle der
Klassen dhnlicher wohlgeordneter Mengen bzw. der Klassen
dquivalenter Mengen treten hier von vornherein bestimmte
Représentanten dieser Klassen.

Sei (A,4) eine wohlgeordnete Menge. Zu a€A definiert man
Ab(a) :={ x| x€A A x< a}

als Abschnitt von a .

Definiert man die Zahlen aus INO in folgender Weise

und induktiv
n := {0;1,...n—1} .

dann folgt flir jedes n e:mo
AMn)={0n,“.nhﬁ =n |,

wobei die natiirliche Ordnung von INO zugrunde gelegt wurde.

Die entsprechende Eigenschaft wird nun benutzt, um in der
Klasse aller untereinander &dhnlichen wohlgeordneten Mengen
einen Repridsentanten auszuzeichnen, der dann Ordinalzahl
genannt wird.

DEFINITION:
Eine wohlgeordnete Menge (A,€) heiBt O r d inalzahl:
&y VaeAl[Ab(a) = a] .

Entscheidend fir die Zweckmidfigkeit dieser Definition ist
die Tatsache, daB jede wohlgeordnete Menge zu genau einer
Ordinalzahl #hnlich ist. Mit anderen Worten: In jeder Klasse
shnlicher wohlgeordneter Mengen liegt genau eine solche
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Ordinalzahl., Ist (M,é) eine wohlgeordnete Menge und ist

(A,£€) die dazu dhnliche Crdinalzahl, dann wird A oder

genauer (A,=) die Ordinalzahl von (M,%) genannt , in Zeichen
ora(M) = ord(M,%) := 4 = (4,€) .

Sind (A1,§) und (A2’§) Ordinalzahlen, dann gilt stets, daB
die erste Abschnitt von der zweiten oder umgekehrt ist, so-
daB 'A1<: A2 oder Ay C-A1 gilt. Dariiber hinaus gilt, daB
jede Menge von Ordinalzahlen beziiglich der Inklusion als
Ordnung wohlgeordnet ist.

Sei nun M eine beliebige Menge, dann ist die Klasse aller
Ordinalzahlen (A,£€) mit M ~A sogar eine Menge und diese
besitzt ein kleinstes Element (Ao,g) . Diese Ordinalzahl
(Ao,g) wird nun als Kardinalzahl von M definiert:

Kard (M) := (Ao,g)

Danach sind also die Kardinalzahlen gewisse "kleinste" Ordi-
nalzahlen. Genauer: Die in der Menge aller gleichmichtigen
Ordinalzahlen enthaltene kleinste Ordinalzahl heiBt Kardi-
nalzahl. Damit hat man Definitionen fiir Ordinal- und Kardi-
nalzahlen, bei denen mengentheoretische Schwierigkeiten
vermieden werden.
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§ 2 Paare und Produktmengen

2.1 Paare

Seien & und b zwei Elemente. Wegen (M 1) gibt es dann eine
Menge M mit ae M und eine Menge N mit b€ N . Folglich
existieren die llengen

{al ={m|meMa m = at
{a,b} ={x | x€MUNA (x =aV x = b)j .

Da {a} und {a,b} Mengen sind, existiert ferner die Menge
{{a} , {a,b}} (wie in 1.5 gezeigt).

DEFINITION:
Das Paar (a,b) der Elemente a und b ist die Menge,
deren Elemente die Mengen { a} und {a,b} sind:

(a,b) := {{a} , {a,b}}

a heiBt das erste Element des Paares (a,b) ,
b heiBt das zweite Element des Paares (a,b) .

Statt der Bezeichnung "Paar" wird in der Literatur auch
oft "geordnetes Paar" verwendet. Ebenso gibt es beide Be-
zeichnungen bei Tripeln, n-Tupeln usw,

Es mag zun#chst Uberraschend erscheinen, daB man den so
anschaulich erscheinenden Begriff des Paares auf eine nicht
'ganz naheliegende mengentheoretische Definition stiitzt.

Bei. dieser Gelegenheit kann man die Frage stellen, welche
Rolle die Anschauung in der Mathematik spielt. Die Bedeu-
tung der Anschauung liegt darin, daB sie uns zu Ideen, Be-
griffen, Sachverhalten und Beweisansédtzen anregt, die dann
jedoch unabhiéngig von der Anschauung mathematisch prézisiert
werden miissen.

Die mathematische Prdzisierung des Begriffes "Paar" besteht
in der vorstehenden mengentheoretischen Definition, die
ihre Rechtfertigung durch die folgende Behauptung erh&dlt.



HnilAUPYUNG
Fir die Paare (a,b) und (x,y) gilt:

(a,) = (x,5) <=> a=xAab=y .

Beweis: "<=": Nach den Eigenschaften der Gleichheit (siehe
1.3) darf man im Paar (a,b) a durch x und b durch y ersetzen.
"= ": Wir unterscheiden zweil Fidlle.

1.Fall: a = b . Dann folgt (a,b) = (a,a) ={{a} , {a,a}} =
{at , {a}} ={{a}} . Wegen (x,y) ={{x} , {x,yf} = (a,b) =
{{al} folgt {x} ={a} und {x,y{ = {a} , also x = a wund
y =a = b,

2.Fall: a # b . Dann folgt, daB {a,b} zwei Elemente hat und
daher gilt {a,b} = {x,y} , also auch x % y . Dann ergibt
sich {x} ={a} , also x = a und wegen {a,b} = {x,y} folgt
schlieBlich y =1b .//

Die Behauptung entspricht der anschaulichen Vorstellung,
daB zwei Paare genau dann gleich sind, wenn sowohl die ersten
als auch die zweiten Komponenten gleich sind.

2.2 Produktmengen

Seien jetzt zwei Mengen A und B gegeben und seien ac€A ,
be B , Dann ist (a,b) = {{a},{s,b}} offenbar ein Element
der Menge P(P(AUB)) , denn {a}€ P(AUB) , {a,b}€ P(AuUB)
und folglich (a,b)€ P(P(AUB)) . ' )

DEFINITION:
Seien A und B Mengen.,
AXB :={x|xeP(P(AUB))A Jach, beB[x = (a,b)]}
={(a,b)| a€ A A b€ B}
heiBft das P r od u k t der Mengen A und B oder die
Produktmenge von A und B

Die erste der beiden rechts hingeschriebenen Mengen haben
wir nur an¢egeben, damit nach dem Teilmengenaxiom unmittel-
bar klar ist, daB AX B tatsichlich eine Menge ist. Im
folgenden wird stets die zweite Form benutzt.
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FOLGERUNG:
AXB =g <= A=FvB=0

Beweis: AXB = § <> es gibt kein Paar (a,b) mit acA A
b€B <=> es gibt kein a&A oder kein beEB (= A =g Vv

B=g.//

Nachdem wir Paare definiert haben, konnen auch T r i p e 1
(a,b,c) durch

(ayb,c) := ((a,b),c)
definiert werden. Dann gilt analog zu den Paaren:
(a,b,c) = (X,542) <=y a=XAb=yAcCc=2

Beweis: ((a,b),c) = ((x,y),2z) &) (a,b) = (x,y) A ¢
=>a=xAb=yarnc=2z , wobei die entsprechende Be-

Z

hauptung fiir Paare benutzt wurde.

Induktiv lassen sich dann auch n-Tupel durch
(a1,a2,...,an) := ((a1,a2,...,an_1),an)

definieren, die wiederum die entsprechende Eigenschaft wie
die Paare und Tripel haben. Sind A1,...,An beliebige
Mengen, so wird )

AgX oo XA :=‘{(a1,...,an) ] a;€dy , 1= 1,...,n}

als die Produktmenge der Mengen A1""’An
bezeichnet. Spater, wenn wir Abbildungen zur Verfiligung haben,
konnen wir n-Tupel auch als "Familien" definieren (in III.

1.7 und 1.8).

Produktmengen von zwei Mengen spielen im folgenden Kapitel
bei der Definition von Relationen eine grundlegende Rolle.
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iti. Kapitei: Relationen

§ 1 Relationen und Abbildungen

1.1 Definition von Relationen

Die umgangssprachliche Bedeutung des Wortes Relation besagt,
daB zwei Objekte, Yersonen, Begriffe, Ereignisse usw., mit-
einander in Beziehung stehen. Dieses "in Beziehung stehen"
soll nun mathematisch gefaBt werden.

1.1.1 DEFINITION:

Eine Relation ¢ = (A4,B,U) ist ein Tripel von
Mengem A,B,U mit U< AXB .

Die Elemente von U sind danach Paare (a,b) mit aeA wund
b&B . Man kann die Relation ¢ so interpretieren, daB ein
Element a €A genau dann zu einem Element be&B in Rela-
tion steht, wenn (a,b) in U liegt.

Man nennt eine Relation ¢ = (A,B,U) auch eine Relation
von A in B oder von A nach B oder auch zwischen A und B .
Ist A = B, dann heiBit ¢ Relation von A .

1.1.2 BEZEICHNUNGEN:

Quelle vong =Qu(g) :=A4A

Ziel vong = 2i(g) := B

Graph vong = Gr(g) :=1U

Urbild vong =7Ur(¢) :={alaech FoeB[(a,b)eUl}
Bild von @ = Bi(g) := {b| be Ba Jae A [(a,b)e U]}

1.1.3 BEISPIELE:

1) ¢ = (A,B,AX B) heiBt die griéBte Relation zwischen
A und B,
2) ¢ = (A,B,0) heiBt die kleinste oder leere Relation
zwischen A und B,
3) < = (A,A,{(a,a)| a€A}) heiBt die identische oder

Gleichheitsrelation von A .
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Ohne daB wir davon im aligemeinen Fall weiterhin Gebrauch
machen, scli noch erwdhnt werden,; daj fur gewisse Relationen
eine Produktrelation definiert werden kann, Allerdings wird
diese Produktbildung im Spezialfall von Abbildungen bei
unseren weiteren Uberlegungen eine wichtige Rolle spielen.

1.1.4 DEFINITION:
Gegeben seien Relationen
g= (A,B,U) ’ 0 = (B,yC,V) .

Dann heiBt

6’g := (A,C,W)
mit

W :={(a,c)| (a,c)€ AXC A Jbe B [(a,b)e U (b,c)e VJ}
die Produktrelation vong und ®.

Man beachte, daB hierbei 2i(g) = Qu(0) vorausgesetzt
wurde.

Im folgenden werden drei Typen von Relationen eingehend be-
trachtet und zwar Abbildungen, Aquivalenzrelationen und
Ordnungen.

1.2 Einfilhrung in den Begriff der Abbildung

In der klassischen Mathematik treten Abbildungen vor allem
als Funktionen, als Abbildungen der Geometrie und als Per-
mutationen auf. In dieser Weise kommen Abbildungen auch
bereits in der Schulmathematik wvor.Insbesondere ist bekannt,
daB reelle (oder auch kompiexe) Funktionen dazu dienen,
inner- und auBermathematische Zusammenh&nge und Vorginge
darzustellen, Beispiele fiir solche Funktionen sind aus der
Schule bekannt wie etwa die rationalen Funktionen, die tri-
gonometrischen Funktionen, die Exponentialfunktion und der
Logarithmus. Fir die geometrischen Abbildungen hat man Bei-
spiele in den Projektionen, den Spiegelungen und Drehungen.
SchlieBlich versteht man im klassischen Sinne unter einer
Permutation etwa der Zahlen 1,2,3,4 eine Anordnung dieser
Zahlen in einer bestimmten Reihenfolge wie etwa 2,1,4,3
oder 4,1,%,2 .
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Jerartige Abbildungen wurden frither meist durch eine "Zu-
ordnungsvorschrift" oder eine Gleichung erklédrt , ohne daB
genau definiert wurde, was etwa eine "Zuordnungsvorschrift"
ist. Das Bedlirfnis nach einer mathematisch prdzisen und
allgemeinen Definition der Abbildung wurde durch den auf
der Mengenlehre beruhenden modernen Abbildungsbegriff befrie-
Gigt. Dieser entstand erst zu Beginn dieses Jahrhunderts.

In der Folgezeit hat er sich rasch iiber seine frithere Bedeu-
tung hinaus zu einem der fundamentalen Begriffe der Mathe-
matik entwickelt. Dabei sind drei mehr oder weniger zusammen-
hangende Gesichtspunkte in den Vordergrund geriickt.

1. GESICHTSPUNKT:

Sind mathematische Objekte gleicher Struktur gegeben, so
werden "strukturerhaltende" Abbildungen zwischen ihnen be-
trachtet. Diese Ubertragen Eigenschaften eines Objektes auf
andere Objekte gleicher Struktur. Diese Abbildungen stellen
gewissermaBen ein technisches Hilfsmittel zur Untersuchung
entsprechender Objekte dar., Beispiele hierfiir werden wir
spédter in den Gruppenhomomorphismen, den Ringhomomorphismen,
den linearen Abbildﬁngen von Vektorrdumen sowie den stetigen
Abbildungen und Homdomorphismen von topologischen RAumen
kennenlernen.

2. GESICHTSPUNKT:

Man stellt fest, daB gewisse Mengen von strukturerhaltenden
Abbildungen selbst wieder eine interessante Struktur besit-
zen konnen. Diese Mengen von Abbildungen mit der entsprechen-
‘den Struktur werden dann zum Gegenstand der Untersuchung ge-
macht. Dafilir werden wir spédter Beispiele kennen lernen

wie etwa die Automcrphismengruppre einer Gruppe, den Ring

der Endomorphismen eines Vektorraums und den dualen Vektor-
raum.

3, GESICHTSPUNKT: - .

In der jlingsten Entwicklung hat sich gezeigt, daB oftmals
nicht die urspriinglichen mathematischen Objekte an sich von
primédrer Bedeutung sind, sondern die strukturerhaltenden
Abbildungen, die zwischen Objekten gleicher Struktur bestehen,
Das kann so weit gehen, daB die Objekte ganz in den Hinter-
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grund treten und es nur noch auf die Abbildungen ankommt,
da aiese wesentliche Informationen liber die Objekte mitent-
halten. Eine Ausprdgung hat dieser Gesichtspunkt, der mit
den beiden erstgenannten Gesichtspunkten eng zusammenhingt,
im Begriff der Kategorie gefunden. Darauf gehen wir im
VI.Kapitel ein.

1.3 Abbildungen, Definition und Beispiele

1.3.1 DEFINITION:

Eine Relation o = (A,B,U) heiBt A bbildung
FPunktion oder FPamilie, wenn gilt:
(1) Vaea JveB [(a,b)eU]

(2) VYaeh Vo ,beB[(a,b)€0 A (2,0,)elU => by = byl

’

Benutzt man fiir o die Bezeichnung Familie, dann heiBt A die
Indexmenge von & , oU heiBt auch Abbildung von A nach B .

Die Bedingungen (1) und (2) zusammen konnen wie folgt aus-
gedriickt werden: Zu jedem a€ A existiert genau ein bEB
nit (a,b)eU .

Bei Abbildungen benutzen wir die allgemein filir Relationen
eingefiihrten Bezeichnungen. Da jetzt jedoch nach Definition
der Abbildung Ur(t) = A = Qu(w) gilt, ist die Bezeichnung
Ur(ow) iiberfliissig.

Das durch ein a€A bel der Abbildung o/ eindeutig bestimmte
Element b&e B mit (a,b)€ Gr(e¢) bezeichnet man mit od(a) ;
folglich gilt dann fiir beliebige a&€A und bEB :

(dla) = p)<=>((a,b) € Gr)) .

Eine weitere Bezeichnungsweise flira.(a) = b ist auch
a ﬁ£>b oder einfach a F—>b mit der Sprechweise "dem Ele-
ment a wird durch o« das Element b zugeordnet". Man nennt b
auch das B 1 1 d von a beiow und a ein U r b il d von
b beiot . SchlieBlich sagt man auch, daB a auf b bel o ’'abge-
bildet wird. Die Abbildung o wird auch durch die Schreib-
weise

o: A —>B oder A-O;B
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angegeben., Nicht ganz korrekt aber bequem schreiben wir auch
ot Aar—>beB ,

wobei oft auch noch o/ weggelassen wird. Statt dem Bild b
von a gibt man h&ufig auch eine Formel an, mit der b aus a
berechnet werden kann (falls eine solche Situation vorliegt).

Man beachte den Unterschied im Gebrauch der beiden Ffeile
—> und PF—=> . Der Pfeil —> wird dann verwendet, wenn
links und rechts davon die lengen stehen, zwischen denen
die Abbildung definiert ist. Der Pfeil > wird verwendet,
wenn links und rechts davon Elemente stehen, die bei der
Abbildung einander zugeordnet werden. Diese Konvention ist
besonders dann genau zu beachten, wenn die Elemente selbst
Mengen sind, also zum Beispiel bei Abbildungen zwischen
Potenzmengen. ‘

Es s0ll noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen werden,
daB die Sprechweise "a wird durch ol das Element b zugeord-
net" keine inhaltliche Bedeutung hat, sondern nur die, daB
(a,b)€ Gr(w) gilt.

Zweil Abbildungen ot und 3 sind nach Definition genau dann
gleich, wenn die Tripel (Qu(x),2i(®),Gr(¢)) und
(Qu(ﬁ),Zigﬁ),GrQe)) gleich sind, also wenn gilt

Qu(eb) = Qu(f) A Zi(eb) = Zi(/3) A
Vae Quia) [od(a) = Ala)] .

1.3.2 DEFINITION:

1) Die Abbildung o= (A,B,U) heiBt s ur j ekt iv oder
eine Sur jektion oder Abbildung von A a u f B :

<=> VYbeBildaechl(a,b)eU] ,

das heiBt, alle Elemente aus dem Ziel vonol sind Bilder von
Elementen aus der Quelle von ob , also Bi(t) = Zi(et) .

2) Die Abbildung o= (A,B,U) heiBt in j ek t i v oder
eine Injektion oder eine eineindeuti-~
€ e Abbildung

& WenVa,aen[(a;,p)e€Un (ay,b)eU > a, =a],
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das heifit, ie zwel verschiedene Elemente aus A werden auf
verschiedene rnlemente aus B abgebildet.

3) Die Abbildung o/ = (A,B,U) heiBt b i j ek t i v oder
eine Bi j ek tion :<=)olist surjektiv und injektiv.

Sei nun o = (A,B,U) eine bijektive Abbildung, dann setze
man

U':= {(b,a) [ (v,a)€ BXA A (a,b)€ u} .

1.3.3 POLGERUNG :

Ist ¢ = (A,B,U) eine bijektive Abbildung und sei U’ wie zu-
vor definiert, dann ist ob'= (B,A,U’) ebenfalls eine bi-
jektive Abbildung.

Beweis: Nach Definition von o’ ist klar, daB dies eine Re-
lation ist. Da @ surjektiv ist, ist die Bedingung (1) in
1.3.1 filr oo’ erfiillt. Daov injektiv ist, ist die Bedingung
(2) in 1.3.1 fir &’ erfiillt. Folglich ist oL’ eine Abbil-~
dung. Aus der Bedingung 1.3.1 (1) fliro folgt, da o’ sur-
jektiv ist. SchlieBlich folgt aus der Bedingung 1.3.1 (2)
fir of , 88 oL’ injektiv ist.//

1.3.4 BEISPIELE:

1) Die 1identische Abbildung einer Menge A , be-
zeichnet mit 1A

1A : A3ar—>a€eld .

Offenbar ist dies die identische Relation (siehe 1.1.3), die
jetzt als identische Abbildung bezeichnet wird.

2) Nanr=>2ne N |,

3) N3 n+>2n € {2,4,6,8,...f .

Man beachte, daB die Abbildungen in 2) und 3) verschieden
sind, da ihre Ziele verschieden sind. Die Abbildung in 2)
ist injektiv, aber nicht surjektiv, wihrend die Abbildung in
3) bijektiv ist.

4) Ryrr—[r]leZ .

Dabei sei [r] die groBte ganze 2ahl £ r . Diese Abbildung
ist surjektiv aber nicht injektiv.
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dies ist die Inklusionsabbildung der
Teilmenge Q< IR in IR . Diese Abbildung, die von 1Q ver-
schieden ist, ist injektiv aber nicht surjektiv.

6) Rar +— 25 e R 5
R :={r|reRa r> 0} .

In gewissen Situationen mdchte man eine Abbildung nur fiir
eine Teilmenge der Quelle der Abbildung betrachten. Man
spricht dann von einer Einschrénkung der Abbildung.

1.3.5 DEFINITION:
Sei o0 ¢ A — B eine Abbildung und sei AOC. A , dann
heiBt

o(,[Ao = (A,,B,6r(w) n (A X B))
die Einschrédnkung von o auf A .
Es ist sofort zu sehen, daB oo|Ao wieder eine Abbildung
ist. Gelegentlich ist es auch zweckmédBig, daB Ziel B von o¥

einzuschridnken, allerdings nur zu einer Teilmenge von B ,
die noch das Bild von o/ enthdlt,

1.4 Eine Kennzeichnung endlicher Mengen

Flir eine Abbildung einer endlichen Menge in sich fallen die
Begriffe surjektiv, injektiv und bijektiv zusammen. Dies ist
in der folgenden Behauptung enthalten.

1.4.1 BEHAUPTUNG:
Seien A und B zwei Mengen mit je n Elementen (mit ne IN),
Dann sind fiir eine Abbildung o : A —» B &Hquivalent:
(1) o ist surjektiv
(2) & ist injektiv
(3) o ist bijektiv

Beweis:
(1)=> (2): Seien byseeeyb, die Elemente aus B'. Da oU
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= b fiir 4 o= 4 =
b r 3 R
g

.
il

3 Hoy..s,8 e
voneinander verschieden und daher genau alle élementg aus A,
oo(ai) = bi besagt dann, daB verschiedene Elemente aus A
verschiedene Bilder besitzen, also ist & injektiv.

(2) = (3): Es geniigt zu zeigen, daB o0 auch surjektiv ist.
Da ov injektiv ist, haben die n verschiedenen Elemente aus A
auch n verschiedene Bildelemente., Da B nur n Elemente ent-
h&lt, sind die Bildelemente alle Elemente aus B, also ist o
surjektiv.

(3) = (1): Gilt nach Definition von bijektiv. /

Wir sind jetzt in der Lage, die Endlichkeit einer Menge
durch Abbildungen zu Kennzeichnen., Bei einem axiomatischen
Aufbau kann diese Kennzeichnung zur Definition der Endlich-
keit einer lienge benutzt werden.

1.4.,2 SATZ:
Fiir eine Menge A sind folgende Eigenschaften &dquivalent:

(1) A ist endlich ,

(2) jede surjektive Abbildung von A nach A ist
bijektiv ,

(3) jede injektive Abbildung von A nach A ist
bijektiv.

Beweis:
(1) = (2) A(3): Folgt aus 1.4.1,
(2) = (1) A (3) = (1): Zum Beweis benutzen wir das Kontra-
positionsgesetz (I.1.4, Tautologie 40)). Danach muB gezeigt
werden, daB es zu einer unendlichen Menge A stets eine sur-
jektive Abbildung und eine injektive Abbildung gibt, die
nicht bijektiv sind. Wir konnen dies zeigen, wenn wir
benutzen, daB eine unendliche Menge A stets eine unendliche
abzdhlbare Teilmenge

N = {a1,a2,a3,... ! a; # aj fir i # j;
besitzt. Sei die Abbildung ot A —>A folgendermafBen
definiert:
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Ala) 1= a fur ae AN

a(,(aZi) 1= ay fiir ieIN

0"(8'21-1) = a, fir ie N |,
dann ist o surjektiv aber nicht injektiv, da alle 8551
das gleiche Bild 8y haben., Setzt man stattdessen

ot(a) = a fir a & A~N

olay) = a,, fir ie€Wm ,

dann ist o injektiv aber nicht surjektiv, da die Elemente
855_q » 1 € N nicht in Bi(ow) enthalten sind.//

1.5 Produkte von Abbildungen

Gegeben seien jetzt zwei Abbildungen

ow: A—B R f: B—C ’

wobei also 2i(«w) = Qu(/&) ist. Dann kann als Spezialfall
von 1.1.4 das Produkt /300 definiert werden.

1.5.1 DEFINITION:
Mit den vorstehenden Abbildungen o/ und /5 sei
/106 := (A,C,W)
mit
Wi {(aip(a))) [aend
so daB also
PcL(a)=/3(d,(a)) fiir a€A

gilt./}.obheiﬁtdas Produkt oderdie Hinter-
einanderausfihrung derAbbildungenoound/S.

Offensichtlich ist die Relation /&w = (A,C,W) wieder eine
Abbildung, denn zu jedem ag€A ist /s(oL(a)) ein durch a
eindeutig bestimmtes Element aus C , denn nach Vorausset-

zung sind o (a) durch a und A(O(,(a)) durch ofa) eindeutig
bestimmt.

Wir weisen noch einmal ausdriicklich darauf hin, daB e
nur unter der Voraussetzung Zi(y) = ng/.?) definiert ist
und wollen dies bei der Schreibweise //30{, stets voraussetzen.
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1.5.2 FOLGERUNG:
"Rategorische n' des Produkies von Abbildungen.
1) Seien « ¢ A —3B , R B—C , yr v —D
Abbildungen, dann gilt das a s s oz iative
Gesetz: p(fAd) = (Pl

2) Fiir die schon eingefiihrte identische Abbildung 1A bzw, 1B
gilt: ol = o(/1A = 1.

Beweis:

1): Quelle (= A) und ziel (= D) von y<(Aol) und (pf3)at
stimmen offensichtlich iiberein. Fragt sich nur, ob im
Graphen beider Abbildungen zu a €A jeweils die gleiche
zweite Komponente aus D gehdrt. Fir y(/ld) ist diese nach
Definition des Produktes gleich

(rVwJNa)=3%(ﬂwﬂw)= y%@dﬂ))
und fiir (373)4_ gleich

((yp ) (a) = (yﬁ)(dia)) = y(ﬁ(d(a))) .
Also gilt die Behauptung.
2): Quelle (= A) und Ziel (= B) vonol, &1, und 1zol stim-
men Uberein., Da auch

ala) = o (1,(a)) = 15((a))
gilt, folgt 2).//
Die Bezeichnung "kategorische Eigenschaften" wird erst im
VI. Kapitel erldutert, doch soll hier bereits erwidhnt werden,
daB es sich dabei um die definierenden Eigenschaften einer
Kategorie handelt. So bildet die Klasse aller Mengen zusam-

men mit allen Abbildungen von Mengen die Kategorie der
Mengen.

Mit Hilfe des Produktes kann man surjektive und injektive
Abbildungen in folgender Weise kennzeichnen.

1.5.3 SATZ:
Plir eine Abbildung o : A — B gilt
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1) oL ist dann und nur dann surjektiv, wenn fiir beliebige
Abbildungen ﬂ1, /32 gilt:

Proe = o = By =po

2) oL ist dann und nur dann injektiv, wenn fir beliebige
Abbildungen 51, I gilt:

x5 = Ay = =8
Beweis: Bei der Formulierung des Satzes haben wir die zuvor

eingefiihrte Konvention benutzt, daB die Schreibweise /@d
die Voraussetzung 2i(¢) = Qu(ﬁ) einschlieBen soll.

1): Sei & surjektiv und gelte ﬂ1dv = ﬁ2ob , dann folgt
zunédchst

Zi(/31) = 2i(f o) = 2i(b,d) = zi(f,)

B=2zi() = Qu(_/51) = Qu(/52) .

Sei jetzt be B , dann gibt es, da o surjektiv ist, ein
ac€A mit ob(a) = b . Nach Voraussetzung folgt dann

T A(0) = A(a)) = fala) = ppila) = Bylala)) = By(0)
also gilt auch Gr(fA;) = 6r(f,) und folglich fb, =ﬂ2 .
Un die Umkehrung zu beweisen, zeigen wir, daB fiir eine
nicht surjektive Abbildung o die Bedingung in 1) nicht
erfiillt ist. Sei alsod nicht surjektiv, dann gibt es ein
Element b € B mit bo¢ Bi(®) . Seien nun Abbildungen

fy ¢+ B—{1,2} ~, i=1,2
definiert durch
ﬁ1(b) t= 1 fiir alle b€ B ,
1 fir be€BA b #F Db
o
ﬁ2(b) :={
2 fir b = b0 .

Dann gilt ﬁ1 # ﬁZ ; da b nicht in Bi(l) enthalten ist,
gilt andererseits filir alle a€eA

pla) = f(a)) = fylala) = Aula) ,
also /51(;(, =/320L .
2): Sei o jetzt injektiv und gelte of; =of3 , dann

folgt zunichst
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Quigy) = Quioeyy) = Quloys) = Quiys)

A= Qu = )

() = zily3) = Zily

[le
Y

Fir c eQu(ﬁ) = Qu(g‘é) gilt nach Voraussetzung
o(y7(c)) =dyi(e) =afs(c) =olf5(c))

und da ol injektiv ist, folgt g‘;(c) = X‘z'(c) , woraus sich
Gr(}ﬁ’) = Gr(g‘é) ergibt. Also gilt )4 =), . Um die Unm-
kehrung zu zeigen, sei ® nicht injektiv, das heiBt, es gebe
Elemente a1,a26A ) ay # a, mit o(.(a1) =06(a2) . Dann be-
trachte man die Abbildungen

‘e {1} =>4 , 1i=1,2

gq(1) = a, , g"z(1) 1= a, .
Dann gilt y"1 ¥ 3’2 s+ andererseits folgt

Wy (1) =o(ay) =d(ay) =otz(1)
also o f7 = o(.g‘& . Damit ist auch 2) bewiesen.//

Fiir spdtere Verwendung zeigen wir jetzt noch den folgenden
Hilfssatz.

1.5.4 HILFSSATZ:
Seien o0 : A —B und /3: B —>C  Abbildungen, dann gilt:
1) Surjektivo a surjektivfd = surjektiv o,

injektiv ok A injektiv A = injektiv [
2) Surjektiv fdo => surjektiv /5 ,

injektiv fa = injektiv o .
Beweis:
1): Polgt sofort aus der Definition von surjektiv und injek-
tiv.
2): Surjektiv o = Bi(/}d,) = 2i(fd) = Zi(/g) . Da

Bi(fd) = {(4(a)) [ a€a}c Bi(p) = {f(b)| veB]

folgt Bi({l) = zi(B) , das heiBt,/ﬁ ist surjektiv. Zum Be-
weis der zweiten Behauptung seien a1,a2.§A und a, + 'a<2 ,
dann folgt nach Voraussetzung

pllay)) =fala) + falay) = Aldlay))
also auch a(aq) # af(ap), das heiBt, & ist injektiv.//
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1.6 I[nverse Abbildungen

Es s0ll jetzt festgestellt werden, daB es zu bijektiven
Abbildungen (beidseitige) Umkehrabbildungen gibt.

1.6.,1 HILFSSATZ:
Fir die Abbildung o ¢ A —> B gilt: v
Dann. und nur dann ist o/ bijektiv, wenn eine Abbildung

oLt B—>A mit ola= 1, und o= 5

existiert.

Beweis:

"= ": Sei jetzt o = (A,B,U) bijektiv. Piir o’ wihle man
die in 1.3.3% angegebene Bijektion o’ = (B,A,U’) . Aus der
Definition von diesem o’ folgt dann sofort dok= 1, und
oL = 1B .

"¢=": Da 1A und 1B beide bijektiv sind, folgt nach Voraus-
setzung und 1.5.4 , daB o/ surjektiv und injektiv also bijek-
tiv ist.//

Ergidnzend zu diesem Hilfssatz stellen wir noch fest, daB zu

bijektivem ol nur genau ein o’ mit &' = 1, und oLl = 15
existiert., Sei auch‘ﬂ : B —>A eine solche Abbildung, dann
folgt

df = oy = L) = B =1,A =R,
wobei wir von o’ nur oLl = 1, wund Von/j nur Q’,ﬂ = 1p

benutzt haben.

1.6.2 DEFINITION:

Sei o : A —»B bijektiv. Dann wird die zuvor mit oo’
bezeichnete Abbildung

o = (B,A,U°) mit U’ ={(b,a)| (a,b)€6r)}

diezu®® inverse Abbildung genannt und mit

cL71 bezeichnet.

1.6.3 FOLGERUNG:

1) Bijektival = bijektiv o™ A (™) = .
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2)  Bijektival A bijektiv B A 2i(a) = Qu(A)
=> bijektiv [3d A (_/_444,}'1' el
' ]

S

Beweis:

1): Nach 1.3.3 ist o

bijektiv, Da in 1.6.1 die Bedingung
oLl =1, -, A’ =1y

symmetrisch in o/ und o/’ =ol~" ist, ist of die zu o~ inver-

se Abbildung, die der Bezeichnung entsprechend als Qx71)—1

geschrieben wird, daB heiBt, es gilt o = (d71)'1.Dabei wird

die zuvor festgestellte Eindeutigkeit der inversen Abbildung

benutzt.
2): Bs gilt

(™! A7) o)
sowie entsprechend .
(o) (™A ) =1 (mit € = 2i(R))
Auf Grund von 1.6.1 und der Eindeutigkeit der inversen
Abbildung folgt auch jetzt die Behauptung.//

o~ (/3— /A)o&

1
-1 ' oo -
ol 1ot = o oL =1

A

Man beachte in diesem Zusammenhang, daB fiir eine Abbildung
oL ¢t A —>B aus der Existenz einer Abbildung /3 : B—A
mit flob = 1, keineswegs auch « (3 = 13 , also die Bijektivi-
tat von oL folgen muB, Sei zum Beispiel

o : M3n+r>2ne N
und sei /3 : N— IN mit

(3(2n) i= n ’ /2<2n-1) =1 ’
dann gilt offenbar

/300 =1y aber otﬁ t iy
denn ocﬁ (2n-1) = d(1) =2 .

Nach Definition 1.3.1 besteht sachlich kein Unterschied
zwischen Abbildungen und Familien. Es handelt sich um 2zwei
verschiedene Bezeichnungen flir den gleichen Begriff. Dennoch
wird ein gewisser Unterschied im Gebrauch dieser beiden
Bezeichnungen gemacht. Recht vage kann man sagen, daB man
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die Bezeichnung Familie bermtezt, wenn es vor a2llem zuf die

Bilder ankommt oder wenn dié Indexmenge (= Quelle) der Fa-
" milie total geordnet ist (siehe dazu 3.2) und diese Ordnung
eine Rolle spielt (wie zum Beispiel bei der Konvergenz von
Folgen).

Ist f : 3 —M eine Familie, dann wird fir f meist eine
der folgenden Schreibweisen benutzt:

(£(1)]ied) = (£(1)) = (£;] 1€} ) = (£;)

= (mi) (mit my = £(i)) .

f

n

Man nennt f eine Familie zur Indexmenge # mit Koeffizienten
in M . Ist % = {1,2,...,n} , dann wird auch

£ = (f,8p,.00,8)  (mit £, = £(i))
geschrieben. Ist 3 = IN , dann schreibt man
f = (f19f2yf3,0-- ) = (fl)

und f heifBt dann eine F o 1 g e von Elementen aus M .

1.8 Beliebige Produktmengen

Der aufmerksame Leser wird bei der soeben eingefiihrten
Schreibweise fiir Familien irritiert sein, denn die Symbole
(a1,...,an) , speziell (a,b) und (a,b,c) hatten wir bereits
in II.2 mit anderer Bedeutung eingefithrt. Dort waren es die
Elemente entsprechender Produktmengen. DaB man den Unter-
schied in der Bedeutung tatsidchlich ignorieren kann, soll
hier auseinandergesetzt werden.-

Zu zwei beliebigen Mengen A und B hatten wir in II.2.2 die
Produktmenge

AXB = {(a,b) | a€A A beB}
definiert. Es soll jetzt eine Menge von Familien angegeben
werden, die zu AX B bijektiv ist, sc daB8 wir damit - bis
auf eine Bijektion - eine neue Definition flir AX B er-
halten haben. Sei

£: {1,2] — AUB
mit f(1)€ A A £(2)€EB .
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Bezeichme AX B die Menge allsr sclchen Familien.
i.8.1 BEHAUPTUNG:
$: AxB>f — (£(1),f(2))e AXB
ist eine Bijektion.
Beweis: Zu beliebigen ae€ A und be B seil
£f:{1,2} —AuB
definiert durch
£f(1) == a , £f(2) := v .

Dann folgt & (£) = (£(1),£(2)) = (a,b) , also ist & sur-
jektiv. Seien jetzt f,g€AX B mit

$(£) = (£(1),£(2)) = (&g(1),8(2)) = $(g) ,
dann folgt

g(1) , f(2) =g(2) ,
also f = g , das heiBt, @ ist auch injektiv.//

£(1)

Nachdem man weifBl, daB @ eine Bijektion ist, 148t man den
Unterschied in der Schreibweise A¥ B und AXB weg und
schreibt in beiden Fdllen AX B , sowie fiir die Elemente
(f(1),f(2)) oder (f1,f2) mit f, = £(1) , £, = £f(2) . Welche
Definition dabei zugrunde gelegt wird, kann dem jeweiligen
Zweck liberlassen bleiben.

Entsprechend kann man auch, wenn die Mengen A1,...,An gege-
ben sind, als A1xﬂA2X ...x‘An die Menge aller PFamilien

f {1,2,...,n} —> AjVA UL UA
mit

f(i)e Ai fir i = 1,2,...4n
definieren. Wie zuvor fir n = 2 sieht man auch jetzt, dafB
die Menge A1){A2)(...XAH zur Menge A1><A Y...XAn
bijektiv ist und zwar mit der Bijektion

2

A1¥ cee ¥An9f > (£(1)y...,f(n))€ A1>( o XAn B

Auch jetzt schreibt man filir beide liengen A1X eee XA, und
identifiziert f mit (£f(1),...,f(n)) , wie wir das schon im
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iergehenden Abschniti allgemein als Bezeicnnung beil
Familien eingefiihrt haben.

Die neue Auffassung trégt allerdings weiter, da man jetzt
nicht auf endliche Indexmengen beschrinkt ist.

1.8.2 DEFINITION:
Sei ﬁ_Ai | i € 3} eine Menge, bei der die Elemente A; selbst
wieder Mengen sind. Die Menge aller Familien

f : 3} — VA, mit £(i)e A, fir alle ie?

1€%
heiBt das P r o d u k t der Mengen Ai , i€# , bezeichnet
mit

=

Ai .

wl

€

-

Die Voraussetzung, daB {Ail 1623} eine Menge ist, wird ge-
braucht, damit nach II.1.4, Axiom (M 4) sichergestellt ist,

daf U A existiert.
1eF

Schreibt man f = (f(i)) = (fi) , so folgt
{(£2)) | Vie¥ [£()ea}

A

1€%F i
oder kurz

JgAl ={(e) ] fye7 -
Man beachte bei dieser Definition, daB fiir die Menge
{Ail i €3} nicht notwendig Aj # Ay fiir 14§ gelten
muB. Zum Beispiel ist darin auch der Fall

Ay = A fur alle ied

enthalten. Das Produkt hdngt also tatsidchlich nicht nur von
der Menge i,Ail i € }), sondern auch von der Indexmenge ¥
ab, die angibt "wieviel" Faktoren vorkommen. Es ist daher
vielleicht klarer, das Produkt nicht zu der "indizierten
Nenge" {AAi, 163& von Mengen, sondern zu der folgenden
Familie zu definieren. Sei

A := U A
4.63 i

und sei P = P(A) die Potenzmenge von A . Die Familie
oL: 3 —pP

sei dann durch
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B . P ~
oL = \Aii i€y .

Durch diese Familie von Mengen sind die Bestimmungsstiicke

zur Definition von _zg'Ai genau angegeben.
L
Im Falle
Ay = A fir alle ie?
wird
A} t= TT A,
ey 1

gesetzt, Man bezeichnet A auch als Produkt von 7 Kopien
der Menge A . lit anderen Worten: A} ist die Menge aller
Abbildungen von # nach A .

1.9 Induzierte Abbildungen auf Potenzmengen

Seien A und B Mengen, und sei o : A — B eine Abbildung.
Durch ol werden zwischen den Potenzmengen P(A) und P(B) zwei
Abbildungen induziert. Die eine Abbildung ist definiert
durch

& + P(A)9X —{b|beB A IxeX [£(x) = b]} e B(B) .

a(p(x) wird hdufig das Bild von X bei o) genannt und kurz mit
o (1) ={a(x)| xex]

bezeichnet. Die zweite Abbildung ist definiert durch .
L P(B)bY——?{a]‘aeA A fla)€ Y} € P(a) .

¢P(Y) wird auch als Urbild von Y bei & bezeichnet.

In der Literatur findet man statt o _(X) auch haufig die
Schreibweise oL (X) und statt P(Y) die Schreibweise
d71(Y) . Wir wollen diese Schreibweisen nicht verwenden,
da dabei erst aus dem Zusammenhang oder aus der Art des
Argumentes klar wird, ob eine Abbildung von A nach B oder
eine solche von P(A) nach P(B) vorliegt. AuBerdem ist im
Falle einer bijektiven Abbildung o die Schreibweise &~ |
schon fiir die inverse Abbildung von & reserviert.
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Lie irnduzierten Abbildungen :.’/p und «F habven interescante
Eigenschaften, auf die wir spédter im VI, Kapitel zuriick-
kommen, Hier geben wir einige einfache Eigenschaften an.

Seien oL : A —> B und /_;: B — C 2zwel Abbildungen. Dann

gilt:
(/30L)p =A%, und (/goc)P =o¢P/3P
Sei zundchst X€P(A) , dann folgt
(/Zot)p(X) = {pdx) | xe X} ={pla(x))] xe X}
= /3p({o(/(x)l x€eX}) = /sp(oLp(x)) =/3poép(x) .
Piir 2e€P(C) gilt einerseits .
(/50L)p(2) ={a]achapPdla)e z}
und andererseits '

aPﬁP(Z)

odP({b | beB A plb)ez})
{a] a€a Ap@(a)ez}
und wegen f3l(a) = /S(d,(a)) gilt auch jetzt die Gleichheit.

Wie man sofort sieht, gilt auch

() = 1P(Aj v (P = 1505,

Von Interesse ist weiterhin das Verhalten der induzierten
Abbildungen im Bezug auf die Inklusion und die Operationen
Vereinigung und Durchschnitt.

1.9.1 SATZ:
Sei o0 ¢ A — B eine Abbildung und seien X1,X2E_P(A)
sowie Y1,Y26P(B) . Dann gilt:

N e X = X)) e LX)
2) Yc ¥, = Lr)ecsl(y,) ,
3) oL (XynXy)e dp (X)) a o (Xp) )
4) oy, (X v Xy) = ol (X)) Ve (X,) ,
5) oF(Y nY,) = PY)All(Y,)
6) oP(Y,uYy) =oP(Y)udl(Y,) .
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Beweis:

ﬂ\

S

1) Ol“p(x‘.) = :\L'\y) XJC o0 lx) | xe Xzf = ol (X,

R3
1

2): xe OLP(Y1) =d(x)e Y, c ¥, = xe oLp(YZ) .

3): Folgt aus 1) , da X;nX, c X; und XgnX, ¢ X,
4): Die Inklusion "2>" folgt wieder aus 1) ; bleibt "&" zu
zeigen., Sei yeo(, (X u X ) , dann gibt es ein xe X, vX,
mit o(x) =y . Fur xeX bzw. xe€X, folgt yeo(, (Xy)

bzw. Yé& o(p(Xz) , also yeoLp(X1)uo(;p(X2) .

5): "c" folgt aus 2) . Sei x€oP(Y,)axP(Y,) , dann folgt
o(‘/(x)éY1 und ol(x)e Y2 , also &&(x)é€ ‘{1/\Y2 und folglich
b G_o{P(Y.] nY2)

6): "o" folgt aus 2). Sei xe o(,p(Y1uY2) , dann folgt
ol(x)€ Y,vY, , also W(x)e Y, oder o('.(x)eY2 und folglich
xéo(,p(Y1) oder xéd,p(Yz) , woraus sich xeo(,p(Y1)u o(,p(Yz)
ergibt.//

Man wird sich fragen, ob in der Behauptung 3) des Satzes
nicht auch das Gleichheitszeichen gilt. Ein einfaches Be-
spiel zeigt, daB dies nicht der Fall ist. Seien A ={ 1,2} ,

={o} und oo ¢ A —> B definiert durch oL(1) = o(2) = 0 .
Setze = {1t , X, ={2} , dann ist X,;nX, =g , also
oL (X /\X ) = ot () = f . Andererseits ist oL (X ) = (X )
=B,a1so OL(X)AOL(X) B+ 0.

1.9.2 SATZ: .
Sei oL : A — B eine Abbildung und seien X A , YcC B .
Dann gilt:

1) X< oo, (X)
2) o(—po(/p(Y)C Y .
Beweis:

1): Sei xe X . Dann ist X (x)é& aLp(X) , also xeo(,po(.p(X)

2): Sei uex o (Y) . Dann gibt es ein ve of(Y) mit A
o(v) = u . Wegen veLL(Y) gilt aber A(v)e Y , so daB
ueyY folgt.//
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§ 2 Aquivaienzrelationen

2.1 Definition, Aquivalenzklassen

2.,1,1 DEFINITION:
EFine Aqguivalenzrelation einer Menge A ist
eine Relation ¢ = (A,A,U) , die folgende Eigenschaften hat:

(1) Reflexivitsat:
Vae A [(a,a)e U]

(2) PTransitivitat:
Va,b,ce Al (a,b)e UA (b,c)eU => (a,c)e U]

(3) Symmetrie:
Va,behA [ (a,b)e U => (b,a)eu]

Wie liblich fiihren wir das Symbol ~ ein, PFir a,be A setze
am~n b <= (a,b)eU ,

in Worten "a Hquivalent b". Damit nehmen (1),(2),(3) aus der
Definition die folgende Form an:

(1) VaeA[an a]
(2) Va,b,c€Af[anbabruc = an cJ
(3) Va,beAlanmd = dbrva] .

Piir die Aquivalenzrelation Q = (4,A,U) wird dann auch
{A,~) oder, falls keine Verwechslung mdglich ist, auch nur
~v geschrieben.

Wir geben jetzt einige Beispiele fiir Aquivalenzrelationen an.

1) Die identische Relation 1, = (A,A,{(a,a)] aeA}) , die,
wie schon festgestellt, eine Abbildung ist, ist auch eine
Lquivalenzrelation. PFir sie gilt

a~b (= a=>b,

das heiBt, die Gleichheit von Elementen in A ist eine Lqui-
valenzrelation. Unter Beachtung von (1) "stehen hier so
wenig wie moéglich Elemente miteinander in Relation". Das be-
deutet auch, daBl der Graph von 1A als Teilmenge im Graphen
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einer jeden anderen Aquivalenzrelaticn von A enthalten ist.
2) Die Relation (A,A,AX A) ist{ offensichtlich auch eine
Aquivalenzrelation, deren Graph im Gegensatz zu dem von 1A
die Graphen aller Aquivalenzrelationen von A enth#lt.

3) Zu jeder Abbildung o’ : A —» B gehdrt eine Aquivalenz-
relation von A : Sei fir a1,a26.A

a1 NaZ P <=) 0"(31) =°b(3‘2) ’
dann ist sofort zu bestdtigen, daB (1),(2) und (3) erfiillt

sind., Offensichtlich ist dies genau dann die identische
Relation von A, wenn o injektiv ist.

4) Aquivalenzrelationen in der Menge Z der ganzen Zahlen
erhdlt man auf folgende Weise: Sei n€ Z , n # O , dann
wird fiir a,b € Z

a~ b : &) n/a-b

definiert. Dabei bedeutet n/a-b , daB n Teiler von a-b ist,
das heiBt, daBl ein g€ Z mit a-b = gqn existiert. Statt
a ~b schreibt man jetzt meist

a=b (mod n) ,

in Worten: a ist kongruent b modulo n . Wir weisen noch da-
rauf hin, daf a=b (mod n) , also n/a-b genau dann
gilt, wenn a und b bei Division durch n mit Rest den glei-
chen Rest besitzen, Ist a =gn + r mit re Z , 0 € r<jnl,
dann ist r der eben genannte Rest. .

2.1.2 DEFINITION:
Sei (A,~/) eine hquivalenzrelation.

1) Fiir ae A heiBt
a :={x|xehAn XAJ#

die durch a erzeugte A gquivalenzk1l1lasse zur
Aquivalenzrelation (A,~).

2) Die Menge der Aquivalenzklassen zur Aquivalenzrelation
(A,~s) wird mit & = A/~ bezeichnet, also

X = A :={§la6A}_.
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2) Gilt be =

der Kquivalenzklasse a .

2.1.3 HILFSSATZ:

Sei (A,~) eine Aquivalenzrelation, dann gilt:

1) bea <> a=%b ,

das heiBt, genau die Repridsentanten einer Aquivalenzklasse
erzeugen die Aquivalenzklasse.

2) Va,be A[2 %% => anb=g],

das heiBt, je zwei verschiedene Aquivalenzklassen sind
disjunkt.

3) Uz = &
aeh .
das heiBt, die Vereinigungsmenge aller Aquivalenzklassen

von (A,~) ist A ,

,

Beweis:

1): Nach Definition der Kquivalenzklassen und der definie-
renden Eigenschaften (1),(2) und (3) einer Aquivalenzrela-
tion, bestdtigt man leicht:

beai=>brvaeD Vxeh[xnbe xrva] b =3a.

2): Sei anb + 0 und sei ceand , dann folgt nach 1)

c=a und ¢c=0b, also a =D .

3): Wegen aea folgt die Behauptung. //

2.2 Partitionen

Aquivalenzrelationen und Partitionen hingen eng miteinander
zusammen, wie jetzt gezeigt werden soll,

2.2.1 DEFINITION:

Eine Par tition tp einer Menge A ist eine Menge von
nichtleeren, paarweise disjunkten Teilmengen von A , deren
Vereinigung gleich A ist. In Zeichen:

P < PIAN{AI A VX, YeR [X Y =2KnaY = £]

A = A .

U x
Xe}z

73



Wie Hilfssatz 2.1.3 zeigt, ist zu einer beliebigen Aauiva-
Y

N ey 3~ I's R Sy NAAam a | .
Llenzrelaotion (A,ao} Zic Menge der pguivalens

A~ ={EjaeA';
eine Partition von A .

Bemerkenswert ist nun, daf umgekehrt zu jeder Partition
von A eine Aquivalenzrelation (A,~») gehdrt, fiir die

tp = Ao
gilt. Man definiert dazu fiir a,be€A
ar~b i IXel [a€Xnbex] ,

das heilbt, es seien genau dann zwei Elemente #Hquivalent,
wenn sie beide in einer der Mengen aus :p liegen., Wir pri-
fen die Bedingungen fiir eine Aquivalenzrelation nach.

Reflexivitdt: Da die Vereinigungsmenge aller X e:ﬁ ganz

A ist, liegt jedes a€ A in mindestens einem XGYP , also
gilt a~a .

Transitivitédt: Seien a~ b , das heiB3t a,beij@ und
b~c , das heiBt b,ceYe?p . Bs folgt beXnY ; wegen
der Disjunktheit muB dann X =Y gelten. Daraus folgt nach
Definition der Aquivalenz a~c .

Symmetrie: a ~b , das heiBt a,bc—Xc—JZ und folglich gilt
auch bm~ra .

Nach Definition von A/~ gilt dann offensichtlich 32 = A/

Ein wichtiges Beispiel fiir Partitionen ist die, die aus der
Aquivalenzrelation in Beispiel 4) aus dem vorhergehenden
Abschnitt entsteht. Dabei ist

E:{b[be%,\aqe% [b=a+qn]} = a + Zn .

Diese Partition wird mit %/ Zn Ybezeichnet. Es gilt

2/ an=1{%,7T, ... ,57}

denn wegen der Division mit Rest (siehe VII.2.2.6) ist jede
Zahl in Z zu einer der Zahlen O0,1,...,n-1 &dguivalent,
was jetzt "kongruent modulo n" bedeutet. Vegen der Eindeu-
tigkeit der Division mit Rest sind ferner je zwei der Zahlen
aus 1{0,...,n-1f nicht #quivalent.
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2 ¥Yaktorisieruug

=

In Beispiel 3) aus 2.1 wurde festgestellt, daB zu jeder
Abbildung oL : A =>» B eine Aquivalenzrelation gehdrt, die
durch

and &= o(a) =o(b)
definiert wird. Wir wollen jetztiiberlegen, daB man & iber
A/~ “faktorisieren" kann.
Dazu betrachten wir, wenn zunidchst (A,~) eine beliebige
Lquivalenzrelation ist, die surjektive Abbildung

y i Aza—>aaeld := A |,

die also jedes Element a €A auf die durch a erzeugte Aqui-
valenzklasse

E:{x'xeAA xNaﬂ
abbildet. Man nennt » die zu (A,~ ) gehdrende na t i r -

liche oder kxXanonische Surjektion.

Sei jetzt wieder (A,~v) die zu & : A — B gehdrende Lqui-
valenzrelation mit der Menge der Aquivalenzklassen & = A/~ .
Dann kann eine injektive Abbildung

& : KE-—B
so definiert werden, dafB gilt
ol =LV .
Man hat damit o& als Produkt der Injektion o« und der Surjek-

tion ¥ dargestellt. Das Bestehen der Gleichung o =& ¥
driickt man auch dadurch aus, daB man sagt, das Diagramm

U
A — B
X, &
A
ist kommutativ.

Wir definieren nun & durch die Festsetzung
oL ¢ Asar—>od(a)eB .

Um zu sehen, daB dies tatsZchlich eine Abbildung ist, muf
festgestellt werden, daB es zu a nur ein Paar (a,o¢(a)) in
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in Gr{) gibi, das heidi, daBd «{a) nicht von der Wahl des
Rencasntanten & von a abhinet. Sei a = b , dann folgt
& s b , unc aies ist nach Definition von ~ mit of(a) = a{b)
dquivalent. Also ist ol tatsdchlich eine Abbildung. Sei nun
ae A , dann gilt

x»(a) = x(¥(a)) = w(a) =d(a) ,

also «x ¥ =0o . Ist x(a) = &(b) , so ist &(a) =a(b) ,
also a = b . Folglich ist o injektiv,

Der soeben geschilderte Sachverhalt kann noch verallgemei-
nert werden, indem an Stelle der zu ot gehBrenden Aquivalenz-
relation mit

a~b &=>ol(a) =c(b)

eine beliebige "kleinere" (im Sinne der Inklusion der Gra-
phen) Aquivalenzrelation tritt.

2.3.1 SATZ:
Sei o/ : A —>» B eine Abbildung und sei ~s eine Aquivalenz-
relation von A mit der Eigenschaft

Va,beAlanmbd => ofa) =ol(b)] .

Dann sind

Vv : Ada +>a€h/u
und

Xt A 33 > d(a)e B
Abbildungen mit

o= &Y
und & ist durch die Gleichung o =& V eindeutig bestimmt.
Beweis: Der Beweis des vorhergehenden Spezialfalles (ndmlich
a~vb = A(a) =o(b) ) kann wortlich ibernommen wer-
den. Es bleibt nur noch zu zeigen, daB o durch of =a ¥

eindeutig bestimmt ist. Sei dazu auch o =/5V mit einer
Abbildung )

/&: Af~nv —> B,

dann folgt
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x(2) = o(a) =piv(a) =fs(a) ,
also & =/5 V4

Der Leser betrachte zur Ubung den Fall, daB ~/ die identische
Agquivalenzrelation ist.

Ler vorstehende Satz kann auf endlich viele Aquivalenzrela-
tionen ausgedehnt werden

2.%.2 SATZ:
Sei
oLt A1)(A2

eine Abbildung und seien

X oee XAn —> B

(Ai,/\iJ) R i = 1,2500e49n
hquivalenzrelationen mit der Eigenschaft, daB fir alle
(a cee 98 ),(b ,o-o,b )€ A x‘coXA
mit 17 '“n 1 n 1 n

a.

1Y bi flir 1 =1,.0.4n

gilt _
Alayyennray) =ab(by,uan,b) .

Dann sind

Mo AX Lo XA ——>(AVHV)X...X(%Jq{)

mit / _ _
u(a1,...,an).: = (a1,...,an)
und
N .
o o (A1//-1\')>(... X(An//;l/) —> B
mit A _
ob(a1,...,an) : = 09(31,...,an)

Abbildungen mit

oo:=é§/»

AN

und & ist durch die vorhergehende Gleichung eindeutig
bestimmt.
Beweis:Wie im Beweis von 2.3.1 sind die Behauptungen leicht
zu bestdtigen. Die "Vertrdglichkeitsvoraussetzung"

air-\i./bi , 1 =1,...4n =>aL(a1,...,an) =oL(b1,...,bn)

A

impliziert jetzt, daB ol eine Abbildung ist.//

77



§ 3 Ordnungen

3,1 Definitionen und Bezeichnungen

3+1.17 DEFINITION:

Eine Ord nung (oder Anordnung) einer Menge A ist
eine Relation § = (A,A,U) , die folgende Eigenschaften
erfillt:

(1) Reflexivitsat
Yae A [ (a,a)€ U]

(2) Transitivitsat:
Va,v,c€ 4] (a,b)€U A (b,c)eU = (a,c)e U]
(3) Antisymmetrie:
Va,be A [(a,0)€U A (b,a)eU => a = D]

Wir filhren nun die lbliche Bezeichnungsweise ein. Fir
a,be A setze man

a€b :<=>(a,b)eU ,
a<bi<=a%baathb ,
afb: = (a,b)¢ u .

In dieser Schreibweise nehmen die Bedingungen (1),(2),(3)
aus der Definition die folgende Form an:

(1) Vvaed [a=a] ,

(2) Va,b,ceAfaébAbécéaécJ ,

(3) Va,béAr[a£babsa=pa=0b]

Fir die Ordnung ¢ = (A,A,U) schreibt man auch ¢ = (A, 2)
oder nur kurz £ , und man nennt A eine geordnete
Menge mit der Urdnung < .

Ist ¢ = (A,A,U) eine Ordnung von A und ist B eine Teilmenge
von A, dann ist die Einschrinkung der Ordnung Q auf B ,
g[B : = (B,B,Un (BXB)) ,

offensichtlich eine Crdnung von B. Sprechen wir von Teilmen-~
gen einer geordneten lenge, dann verstehen wir darunter stets
geordnete Leilmengen in diesem Sinne.
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Wie unmittelbar klar ist, ist ale Gleichheitsrelation in
einer Menge A eine Crdnung von A , flir die gilt:

a€b¢e= a=>b» .

Betrachtet man eine solche Crdnung als trivial, so kann man
Ordnungen, wie wir sie jetzt definieren, als das "Gegenteil"
der trivialen Ordnung ansehen.

3.2 Totale Ordnungen

3.2.1 DEFINITION:

Eine Ordnung = von A heiBt t otale Ordnung von
A i1¢= Va,beA[a=by b <a]

Ist £ eine totale Ordnung von A , dann heiBt A (vei <€)
total geordnete Menge oder Kette.

Offenbar sind Teilmengen von total geordneten Mengen wieder
total geordnet. Die iibliche Crdnung der reellen Zahlen ist
eine totale Crdnung.

Um ein nichttriviales Beispiel fiir eine OUrdnung zu erhalten,
die keine totale Urdnung ist, betrachten wir zu einer lienge
A die Potenzmenge P(A) . Diese ist mit der Inklusion ~ von
Teilmengen von A als Ordnungsrelation eine geordanete lMenge:
(1) Vxerma)lxex]

(2) ¥X,Y,2eP(A)|[Xc YA Yec 2 =X 2]

(3) VX, YEPA)[Xc YA Yc X=X =7Y]

Wie leicht zu sehen, ist F(A) mit dieser Ornung dann und
nur dann total geordnet, wenn A = g oder A genau ein Ele-

ment besitzt. Besitzt also A mindestens zwei Elemente, so
ist P(A) nicht total geordnet. Sind etwa a,b€A , a $ b ,

so gilt {al & {p} und (v} f£fa} .

Spéter werden wir von der folgenden Eigenschaft einer total
georaneten lienge Gebrazuch machen,

3,2.2 HILFSSATZ:

Ist A eine total geordnete Menge mit der Crdnung £ , dann

konnen je endlich viele ilerente aus A stets so numeriert
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werden, dall gilt:

a, £a., £ .., £ a_ .
1 z I
Beweis: Durch Induktion nach n , wobei der Induktionsbeginn
n = 1 klar ist., Seien jetzt 819eeesdy gegeben und gelte
schon nach Induktionsannahme

<

=
a1 8.2—.-.

= 8n
Entweder ist a1 = a, s dann ist man fertig, oder es gilt
a, = a4 - Dann konnen Biyeeesdn 598, in der gewlinschten
Weise numeriert werden; seien dies etwa

343 Supremum und Infimum

Wir betrachten jetzt wieder eine beliebige geordnete Menge.

3.3.17 DEFINITION:
Sei (A, €) eine geordnete lMenge.

(1) a € A heiBt ein max imales bzwe mini -
males Element in A : <&

. - -a | i < . 7
Vaea (2, € a = a, = a] bazw. VaeA]_a—ao = a —aoJ

(2) a,€A heiBt grd B tes bzw. kleinstes
Element in A :<{=

Vac A[a € a | baw. Vaca[a_ <a] .

(3) a €A heiBt eine o bere bzw, untere
Schranke einer Teilmenge B aus A :<{=
VoeB [b £a ] bzw. VbeB[aoéb] .

(4) Sei B C A . Besitzt die Menge der oberen Schranken von
B in A ein kleinstes Element, so heiBt dieses
Supremum von B in A , in Zeichen sup(B). Resitzt
die Menge der unteren Schranken von B in A ein groBites
Element, so heif3t dieses I n f i mum von B in A ,
in Zeichen inf(B) .
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Bine geordnete Menge braucht weder ein groBives noch ein
kleinstes, weder ein maximales noch ein minimales Element
zu besitzen, wie die Menge der reellen Zahlen zeigt. Sie
kann auch mehrere maximale oder minimale Elemente besitzen.
Zum Beispiel ist bei der Gleichheitsrelation einer Menge
als Ordnung jedes Element maximales und minimales Element
und, falls die Menge mehr als ein Element besitzt, gibt es
kein groBtes und kein kleinstes Element. Falls in einer ge-
ordneten Menge ein groBtes bzw. kleinstes Element existiert,
ist dies, wie sofort aus der Definition folgt, eindeutig
bestimmt,

3.4 Wohlordnung und transfinite Induktion

3.4.,1 DEFINITION:

Eine Ordnung einer Menge A heiBt eine Wohlordnung
von A , wenn jede nichtleere Teilmenge von A ein kleinstes
Element besitzt. Eine Menge A zusammen mit einer Wohlordnung
heiflt eine wohlgeordnete Menge.

Es ist klar, daB eine Wohlordnung einer lienge A eine totale
Ordnung ist; hat man ndmlich zwei Elemente a,bé A so muB
die Menge {a,b} ein kleinstes Element besitzen, das heiBt,
es gilt entweder a £ b oder b £ a .

Zum Beispiel ist die Menge IN der natiirlichen Zahlen bei der
natiirlichen Ornung wohlgeordnet, Hingegen ist IR nicht
wohlgeordnet.

Fiir wohlgeordnete Mengen gilt die transfinite Induktion, die,
zusammen mit dem im AnschluB erlduterten Wohlordnungssatz,
eines der wichtigsten Beweisprinzipien fiir unendliche lMengen
darstellt., Um dies auszufilhren, brauchen wir den schon in
IT.1.6 erwdhnten Begriff des Abschnitts.

3.4,2 DEFINITION:
Sei (A, £) eine wohlgeordnete Menge und sei a€ A . Die
Menge

Ab(a) = {x|xehAA x<a}

heiBt der A bschnitt vona.
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Man beachte dabei, daB fir das kleinste Elémeﬁt &, & A
Ab(a) = g giit.

3.4,3 SATZ VON DER TRANSFINITEN INDUKTION:
Sei (A, <) eine wohlgeordnete Menge und sei Uc A mit der
folgenden Eigenschaft:

VacA[Av(a)c U = aelUl ,
dann gilt U = A .

Beweis: Indirekt. Angenommen U # A , dann folgt A~U + 0 .
Sei b ein kleinstes Element aus A~U . Es folgt Ab(b)c U ,
denn jedes Element echt kleiner als b liegt in U. Nach Vor-
aussetzung iber U folgt beU im Widerspruch zu be A~U .//

Es liegt auf der Hand, wie dieser Satz zum Beweis durch
transfinite Induktion angewendet wird.
Sei E(a) eine von ae¢ A abhingende Aussage, die fiir a€ A
immer dann gilt, wenn sie fiir jedes xe Ab(a) gilt.
Behauptung: Dann gilt E(a) fiir jedes a¢ A. Um dies einzu-
sehen, sei U in 3.4.3 die Erfiillungsmenge von E(a) , das
heiBt, die lienge der ae€ A , fir die E(a) gilt; 3.4.3
besagt dann U = A ,

Man beachte, daB die transfinite Induktion, angewendet auf
die Menge NN der natiirlichen Zahlen nur eine zur vollstian-
digen Induktion (siehe VII.1) &dquivalente Aussage liefert.
Im allgemeinen Fall versagt jedoch die vollsténdige Induk-
tion, da es Elemente gibt, die keinen "Vorginger" besitzen;
diese werden duch vollstdndige Induktion nicht "erreicht".

Im Hinblick auf die transfinite Induktion ist selbstversténd-
lich die Frage von Interesse, welche Mengen eine Wohlordnung
besitzen. Als eine Antwort auf diese Frage kann bewiesen
werden, daB die folgenden Aussagen &quivalent sind:

(1) Wohlornunegssatz: Jede Menge kann wohlge-
ordnet werden (d.h. besitzt mindestens eine Wohlordnung),

(2) Zornsches Lemma : Besitzt in einer wohlge-
ordneten Menge A jede total geordnete Teilmenge eine
obere Schranke, so gibt es in A ein maximales Element.
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(3) Auswahlaxiomn: Zu jeder Menge M % f# gibt
es eine Abbildung

f : P(M) — N

mit f(U)e U fiir jedes Ue€ P(M) , U + @ ; das heiBt,
f "wdhlt" aus jeder nichtleeren Teilmenge U von M ein
Element, némlich f(U) aus.

Diese aquivalenten Aussagen, die wir als transfinite Hilfs-
mittel bezeichnen wollen, sind selbst nicht beweisbar.
Welche man davon als Axiom und welche man entsprechend als
Satze betrachtet, ist vom logischen Standpunkt aus willkiir-
lich, Historisch ist man vom Auswahlaxiom ausgegangen (E.
Zermelo 1904), was auch der Intuition entspricht.

Da hier die Aquivalenz von (1),(2),(3) nicht bewiesen werden
-801l und das Zornsche Lemma flir unsere Zwecke am geeignet-
sten ist, soll dies hier als Axiom befrachtet und davon un-
eingeschrénkt Gebrauch gemacht werden,

3.5 Verbénde

Verbdnde kommen in vielen Gebieten der Mathematik vor. Wir
wollen hier die wichtigsten Grundbegriffe iiber Verbénde
kennen lernen.

3.5.1 DEFINITION:

(1) Ein Ver band ist eine geordnete Fenge, in der
jede zweielementige Teilmenge ein Supremum und ein
Infimum besitzt.

(2) Ein Verband heiBt v ol 1l s'ti&dndig , wenn jede
Teilmenge ein Supremum und ein Infimum besitzt.

Durch Induktion ist leicht zu zeigen, daB in einem Verband
jede nichtleere endliche Teilmenge ein Supremum und ein
Infimum besitzt., Ein vollsténdiger Verband enth#dlt offenbar
ein grofites Element, nédmlich das Supremum der ganzen lienge,
das auch Infimum der leeren Teilmenge ist, und ein kleinstes
Blerient, ndmlich das Infimum der ganzen Menge, das auch

Surremun der leeren Teilmenge ist.
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€21

Lot viam S Sy Voo A L i W o h &
etzt man in eincm Verbanc A fir b A

aub : = sup{a,b}{ ,
anb : = inf{a,b} ,

dann lassen sich die folgenden Begriffe, die Vertauschbar-
keitsbedingungen fir Suprema und Infima enthalten, kurz
formulieren.
3.5.,2 DEFINITION:
(1) Ein Verband (A, £) heiBt mo d ul a r <=
Va,b,ce A[a =anc = (aub)ac = av(bne)] .
(2) Ein Verband (A, €) heiBt dis tributiv <=
Va,b,ceA [(aub)ac = (anc)u(bnc)].
Dabei ist bemerkenswert, daB die einen distributiven Verband
definierende Bedingung
(avb)ac = (anc)u(bnc)
mit der Bedingung
(anb)uc = (avuc)n (buc)
dquivalent ist.

Gewisse distributive Verbdnde spielen eine besonders wichtige
Rolle, die sogenannten Booleschen Verbénde,

Ein Verband (A, £€) heiBt B o ol e s c her Verband : (=

(1) A ist distributiv,

(2) A enthdlt ein groBtes Element e und ein kleinstes
Element o,

(3) Vae A 3a’e A[ava’ = en ana’ =o0] .

Zu (3) zeigen wir noch, daB a’ durch a und (3) eindeutig
bestinmt ist. Sei auch
avb =enanb =0 ,

dann folgt

]
o

(aua')qb enbd
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und andererseits bel Benutzung des distributiven Gesetzes
aus 3.5.2

(ava’)ab = (anb)y (a’n b)

ov(a’nb) = a’nd ,

also b =a’n b, und dies bedeutet b £ a’. Analog folgt
auch a’ € b, so daB a’ = b gilt.

Aus der Eindeutigkeit von a’ folgt auch, da8
X : Asar>a’e A

eine Abbildung ist.

Ein Beispiel fiir einen Booleschen Verband ist die Potenz-
menge P(M) zu einer beliebigen Menge M mit der Inklusion
als Oranungsrelation. In diesem Falle ist e=M, o = @
und A’ = MNA fiir Ae P(M) . Die Symbole n und v im
Booleschen Verband stimmen jetzt mit Durchschnitt und Ver-
einigung iiberein.

Im ndchsten Kapitel werden wir beil der Untersuchung der
Booleschen Algebren auf die Booleschen Verbidnde zuriickkom-
men,

Als Abschwdchung des Verbandsbegriffes spielt der Begriff
der filtrierten oder gefilterten Mengen eine wichtige Rolle
fir die Definition von Limites.

3,5.4 DEFINITION:

Bine geordnete Menge A heiBt nach 1 i n k s oder unten
bzwe nach rechts oder oben filtriert:
<=y Jjede zweielementige Teilmenge von A hat eine untere

bzw. obere Schranke.
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§ 1 Operationen und Monoide

1.1 Grundbegriffe und Beispiele

1.1.1 DEFINITION:
Sei G eine Menge. Eine (bindre) O p e ra t i on oder

Verknipfung in G ist eine Abbildung
g GXG —>G .

Fiir das Bild Y((a,b)) von (a,b)e GXG bei y~ werden ver-
schiedene Bezeichnungen verwendet, die von weiteren Eigen-
schaften von y- und dem Zusammenhang, in dem X'auftritt,
abhingen. Zum Beispiel kommen fiir 8”((a,b)) folgende Be-
zeichnungen vor:

a+b, a.b , ab , acb , andb , avb .
Wir schreiben zunschst y(a,b) := #((a,b)) wund wollen
jetzt einige Bedingungen fiir y’formulieren.
1.1.2 DEFINITION:
(1) Assoziatives Gesetz:
Va,b,c€6 [pa,p(b,c)) = ply(a,b),c))
(2) Existenz eines neutralen Elementes
3eeGVa€G[ﬂam)=X%ma)=a]
(3) Existenz von inversen Elementen
( falls ein neutrales Element e existiert )
YaeGdaet [X’(a,a') = g (a’,a) = e
(4) Kommutatives Gesetz

Va,bet [y(a,b) = y(b,a)] .

Im Palle ab :==y(a,b) bzw. a + b :=A~(a,b) nehmen diese
Bedingungen die folgende Form an (,wobei wir die Quantoren
weglassen):
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(1, a(be) = (ab)e a+(b+c)=1(a+b)+c¢
(2) ae = ea = a a+e=¢e+a=a

(3) aa’ = a’a = e a+a =a" +a=c¢e

(4) ab = ba a+b=b+a .

Gewisse Kombinationen dieser Bedingungen ergeben bekannte
Operationen.

1.1.3 DEFINITION:
Eine Operation ¢ : GXxG —> G heiBt

1) Halbgruppe <= (1) gilt.

2) Monoid :e (1)a(2) gelten,

3) Gruppe <= (1)a(2)A(3) gelten.

4) Kommutative oder abelsche
Gruppe <= (1)aA(2)a(3)A(4) gelten .

Beispiele fiir derartige Operationen sind schon im Bereich
der Schulmathematik leicht anzugeben.

1) IN ist mit der Addition als Operation eine Halbgruppe,
aber kein Monoid.

2) IN ist mit der Multiplikation als Operation ein Monoid
mit dem neutralen Element 1 , aber keine Gruppe.

3) Lie Menge aller Abbildungen einer Menge M nach M ist mit
dem Produkt (= Hintereinanderausfiihrung) von Abbildungen

als Operation ein Monoid mit der identischeh Abbildung als
neutralem Element ( ist ¥ = £ , so ist (4,8,f) die iden-
tische Abbildung !).

4) Z ist mit der Addition als Operation eine Gruppe mit dem
neutralen Element O.

5) IR~{0} ist mit der Multiplikation als Operation eine
Gruppe mit dem neutralen Element 1. lian beachte, daB ‘R
mit der Multiplikation als Operation keine Gruppe, sondern
nur ein Monoid ist.

Das assoziative Gesetz besagt flir eine multiplikativ ge-
schriebene Halbgruppe, daR es bei einem Produkt von drei
Faktoren nicht auf die Reihenfolge der Produktbildung
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ankommt, so daB man Klammern weglassen kann., Diese Eigen-
schafi Uvertridgl sich induktiv auf Produkte von mehr als
drei Faktoren.

Fiur die Elemente einer multiplikativ geschriebenen Halb-
gruppe G benutzen wir die iibliche Potenzschreibweise. Sei
ag G , nelN , dann sei

an:=aaoo.a .

n Faktoren
Fir mynelN gilt dann

m_n +
a a =B.mn.

Ist G sogar ein Monoid, dann setze man a® 1 =e .
In additiver Schreibweise hat man entsprechend, wenn das
‘neutrale £lement des Monoids G mit O bezeichnet wird:

na : = a+at...+a , Qa : =0 .
\_—_———r————"
n Summanden
Man beachte dabei, daB in Oa = 0 die erste O in Z und die

zweite O in G liegt.

SchlieBlich definieren wir noch strukturerhaltende Abbil-
dungen.

1.17.4 DEFINITION:

(1) Seien (Gyy-) und (H,» ) zwei Halbgruppen. Eine Abbil-
dung ¢ ¢+ G —> H heiBt (Halbgruppen-)
Homomorphdismus :<=

Va,be ¢ §(pla,n) =q(5(a), (b)) .

(2) Seien (G,XP) und (H,Q ) zwei Monoide mit den neutralen
Elementen e bzw. e’. Eine Abbildung g ok G — H
heit (Monoid-)Homomorphismus <=
% ist ein Halbgruppenhomomorphismus und es gilt

{(ef =e’.

Entsprechend werden Homomorphismen fiir Gruppen und andere
algebraische Strukturen definiert, auf die wir spiter zu-
riickommen.
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Es sollen jetzt einige Eigenschaften fiir ein Monoid bewiesen
werden, die wir spidter in verschiedenen FZllen brauchen.
Dazu wird die Operation des Monoids G in der Form ab
geschrieben, also als Multiplikation; dennoch werden die
KResultate spdter auch fiir Monoide mit additiv geschriebener

Operation benutzt.

Sei also G im folgenden ein Monoid.

1.2.1 BEHAUPTUNG:

Das neutrale Element eines Monoids ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien e und e’ neutrale Elemente von G , dann folgt

’

e’ = ee’ = e .

Hierbei wird nur benutzt, daB e "Linksidentit&t" von e’ und

e’ "Rechtsidentitdt" von e ist.//

1.2.2 DEFINITION:

Seien a,b,c,de G . Dann heiBt » Rech tsinverses

bzwe ¢ L inksinverses
von a :1{==

bzwe. d I nverses

ab = e bzw. ca = e bzw.

ad = da = e o

Existiert ein Rechtsinverses bzw. ein Linksinverses bzw. ein

Inverses von a , dann heiBlt a r
bar oder Rechtseinh
invertierbar oder 1L
invertierbar oder E

1.2.3 BEHAUPTUNG: '
Aus ab =e und ca = e folgt

HoPe @ o

b

)

1
n
n

htsinvertier-
t bzw., 1l ink s -
kseinheit bzw,
heit. )

¢ , Polglich ist dann

b = ¢ ein Inverses von a , und falls a ein Inverses besitzt,

so ist dieses eindeutig bestimmt.

Beweis: b = eb = (ca)b = c(ab) = ce = ¢ .//

Wird die Operation des Monoids G multiplikativ geschrieben,
und ist ae G invertierbar, dann wird das Inverse von a
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mit a~ ' bezeichnet. Wird die COperation von G als Addition
geschrieben, dunn Legelichne -3 das Iaverse von & and o8

wird ©® - a := b + (-a) gesetsi.

1.2.4 BEHAUPTUNG:

Ist a invertierbar, dann auch 2~ , und es gilt (a_1)_1='a .
Sind a und b invertierbar, dann auch ab , und es gilt

(ab)-1 =vla”,

. - -1 . -1 . . N
Beweis: Wegen aa T a a=¢e ist a ! invertierbar und es

gilt (a-1)-1 = a , da das Inverse eindeutig bestimmt ist
und a ein Inverses von a_1 ist. Wegen

(ab)(b_1a—1) = a(bb_1)a."1 = aea” =aa" ! = e ’

(v Ta™ My (ab) = v (a "a)b = b leb = b 'b = e
1

ist ab invertierbar mit dem Inversen b'1a°
(ab)™' = v 2" LY/

, also gilt

Ist a_1 das Inverse von a , dann wird fiir ne IN

a™m = (a

-1 )n
gesetzt, Wie man durch Induktion iber n leicht zeigt, gilt
dann a % = (an)"‘I , also (a—1)n = (a™)-1 .,

Eine Konstruktion, die im Falle von Monoiden und Gruppen
besonders wichtig ist, liefert weitere Beispiele fiir solche
Operationen., Sei (G,KO eine Menge mit einer Operation ¥’
und sei A # @ eine Menge. Dann wird in der Menge GA aller
Abbildungen von A nach G eine Operation

§o chxet — et
durch

Ve,ge 6 Vaen [((f,8)(a) = y(£(a),a(a))]

definiert. Ist (G,y) eine Halbgruppe bzw. ein Monoid bzw.
A

eine Gruppe, so ist (GA,y) eine gleiche Operation. Ist

etwa (G,y) ein Monoid mit dem neutra. sn Element e , so ist

h : A—G mit h(a) : = e fi -~ alle a€ A

ein neutrales Element von (GA,§0 . Der Leser mége zur lbung
weitere Eigenschaften nachpriifen.
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§ 2 Gruppen

2.1 Kennzeichnung von Gruppen

Es sollen jetzt Eigenschaften von Gruppen angegeben werden,
wobel die Gruppenoperation als Multiplikation geschrieben
wird, Sei also G eine multiplikative Gruppe mit dem neutralen
Element e .

2.1.,1 BEHAUPTUNG:

VaeG [_a2 =ai&d>a=e]
Beweis:"=3": a2 =a=>e = aa”' = 2% = a(aa_1) = ae = a .,
memny 62 = o , da e das neutrale Element ist.//

2.1.2 SATZ:
Sei G eine Halbgruppe und G % § . Dann sind Hquivalent:

(1) G ist eine Gruppe ,
(2) VaeG]_—aw: Gax > axe G ist bijektiv A

a” i 63 x > xae G ist bijektiv] ,

(3) Vaec[a?: 63x+> axe s ist surjektiv A

& Gy x > xae G ist surjektiv] .

1
Beweis: (1) => (2): Die Umkehrabbildung zu a*’ ist (a~ ')  ,

die zu a™ ist (a~'f” . Nach III.1.6.1 folgt, daB a’ und
a” bijektiv sind.

(2) = (3): Klar.

(3) =2 (1): Existenz eines neutralen Elementes: Sei aeG
= JeeG [ae = a], da a?’ surjektiv. Sei beG => JceG
[ca = ], da & surjektiv. Daraus folgt

be = cae = ca=D>b ,

also gilt be = b filir alle beé G . Analog erhdlt man ein
e’eG mit e’b = b fiir alle beG . Dann folgt e'= e’e = e,
also ist e neutrales Element von G .

Existenz von inversen Elementen: Da a’™’ und d%’ surjektiv
sind, gibt es b,ce G mit ba = e und ac = e ., Dann folgt

b = be = bac = ec = ¢ , also ist b = ¢ Inverses von a ,//
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Die Aussagen (2) una (53) dieses Satzes lassen sich such
folgendermalen ausdriicken: Jede Gleichung ax = b und

. ~ ~ P 3 =
ya = b eine (cindeutig bestimmte) Licunsa.

Man kann bei einer endlichen Halbgruppe die Multiplikation
& GX G —> G auch in Form einer sogenannten M u 1l t i -
plikationstafel Dbeschreiben:

8.1 32 ¢« o a

n
a‘\ )"(6.1,&1) ')"(311312) o o e 8'“(31’3'11)
ap | ¥apay)  Flagay) .. ylapay)

. . .

. . . .

a, y(an,a1) y(an,az) PP y(ah,an)

Sei (G,y-) eine Halbgruppe mit G # f . Dies ist genau dann
eine Gruppe, wenn in jeder Zeile und in jeder Spalte der
Multiplikationstafel alle Elemente aus G (genau einmal)
vorkommen.

Sei G eine Gruppe. Dann ist auch
1

T, Gax+—— a xaeG
. L. . ~ -1 7 . . .
eine Bijektion, da T = (a~ ) a  die Hintereinanderaus-

fithrung von a’

und (a'1)k} ist. 2% nennt man auch den durch
a erzeugten inneren Automorphdismus

von G .

2.2 Die Gruppe der invertierbaren Elemente eines Monoids

2.2.1 BEHAUPTUNG:

Die invertierbaren Elemente in einem Monoid G bilden bei der
Operation von G eine Gruppe mit dem gleichen neutralen Ele-
ment wie G .

Beweis: Folgt aus 1.2.4.//

2.2.2 FOLGERUNG:
Die Bijektionen einer Menge M auf sich bilden bei der Hin-
tereinanderausfiihrung als Operation eine Gruppe.

92



b
(%]
P{__‘
Q

gt aus 2.2.71 und

2.2.3 DEFINITION:

Ist M eine Menge mit n Elementen, dann heiBen die Bijektio-
nen von M auf sich Permutationen und die

Gruppe aller Permutationen heiBt die s ymme t r i s che
G ruppe vonn Elementen, in Zeichen Sn .

In die Bezeichnung Sn geht nicht ein, welche Menge M mit n
Elementen man zugrunde legt, da dies unwesentlich ist (siehe
dazu 2.8 ) . Als Menge M mit n Elementen wird meist die
Menge {1,2,...,n} Dbetrachtet. Fiir eine Permutation X
dieser Menge wird auch die folgende Schreibweise benutzt:

1 2 ceoe n
( ) e
(1) ®(2) ... w(n)

das heiBt, man schreibt in diesem Schema das Bild -jeweils
unter das Urbild. Die Zahlen J(1), 7(2),..0, T(n)
sind dann genau wieder die Zahlen 1,2,...,n , nur in einer
anderen Reihenfolge falls J # 1M . Schreibt man umgekehrt

( 1 2 e n )

a, By eee a,

mit { aj,...,an} = {1,...,n} ,50 wird dadurch eine Permuta-
tion definiert. Man erhidlt also genau alle Permutationen 3
von {1,...,n} » wenn man unter die Zahlen 1,...,n (in der
natiirlichen Ordnung hingeschrieben) dieselben Zahlen in allen
moglichen Anordnungen darunter schreibt.

2.3 Untergruppen

Ist eine algebraische oder sonstige Struktur gegeben, dann
sind "Unterstrukturen" von Interesse, das sind Teilmengen
der Struktur; die bei "Einschriénkung" der Struktur auf diese
Teilmenge wieder eine solche (oder damit zusammenhingende)
Struktur darstellen. Ein Beispiel hierfiir stellen die Unter-
gruppen einer Gruppe dar.
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ION:
ltipiikativ geschriebene Gruppe.
1) Eine TeilmengeVH von G heiBt Un tergruppe
von G , wenn H bei der Einschrdnkung der Gruppenopertion
von G auf H , daB heiBt bei

Hx H> (h1,h2) —> hh,eH

eine Gruppe ist. Ist H Untergruppe von G , dann wird
H& G geschrieben.

2) Eine Untergruppe H von G heiBt N ormal teiler
von G : &

Vace [a 'Ha : ={a"Tha | hen} =HJ.

Wir weisen gzunédchst darauf hin, das die Definition der Unter-
gruppe die Forderung einschlieBt, daB fir h1,h25 H auch
h1h2€ H gilt. Sei H<S G und sei e’ das neutrale Element
von H, dann gilt e‘e’ = e’; nach 2.1.1 genligt aber nur das
neutrale Element e von G dieser Gleichung, so daB e’ = e
folgt. Dann folgt wegen der Eindeutigkeit des Inversen,

daB das inverse Elemont von heé H in H mit dem inversen
mlement h—1 von h in G ibereinstimmt. In der Untergruppe

H von G stimmt also nicht nur die Operation mit der von G
iberein, sondern auch das neutrale Element und die Inversen.

2.3.2 UNTERGRUPPENKRITEKIUM:
Sei G eine multiplikativ geschriebene Gruppe und sei H eine
nichtleere Teilmenge von G , dann gilt:

(1) E ist Untergruppe von ¢ ¢ Va,beH [ab~1e H] .

(2) 1Ist K endlich, dann gilt:
H ist Untergruppe von G <<= Va,be H [_abe H] .
Beweis:
(1)"=>": a,be H =§~a,b-1é H = ab_1€ H nach befinition der
Untergruppe.
(1)"<=": aeH = (fiir b = a) aa”! = eeH . Da eeH =
(a ¢ E = ea™" Te E). Dann folgt aus a,be H auch
a,b '€ H =>a(b™")"! = abe H. Damit ist festgestellt, daB
die minschrinkung der Gruppenoperation von G auf H eine

:a-
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Uperation in H ist., Da das assoziative Gesetz in ganz G gilt,
gilt es auch filir die Elemente aus H, Da ferner, wie schon
festgestellt, e H und fiir ae H auch a” e H
Gruppe.

(2)"=>": Klar.

(2)"<==": Nach Voraussetzung existiert fiir jedes ae H die
Abbildung &% : H3 h+> ahe H , die nach 2.1.2 injektiv
ist., In III.1.4.2 wurde gezeigt, daB eine injektive Abbildung
einer endlichen Menge M nach M auch surjektiv ist. La mit

a€ H nach Voraussetzung auch aa = a2e H , ist auch

H3h Fﬁ'azhe H surjektiv. Daher gibt es ein hoe H mit

a2ho =a , folglich gilt

, ist H eine

- 2 -2 -1
a 2(a ho) =h =a‘a=a €H,

das heiBt, acH impliziert a '€ H . Dann folgt a,be H =
a,b_1é H = ab”le H , also ist die Bedingung in (1) erfiillt
und folglich gilt (2).//

2.4 Restklassen

2.4.,1 DEFINITION:
Seien HG G und ae H , dann heiBlt
al : ={eh| he H}
bzw.
Ha : ={ ha( he H}
die durch a erzeugte R e c ht s -bzw. Linksrest-
Xk 1asse von G modulo H oder auch von G nach H .

Wir beschrinken uns im folgenden auf die Betrachtung von
kechtsrestklassen, da die entsprechenden Uberlegungen fiir
Linksrestklassen vollig analog verlaufen.

2.4.2 HILFSSATZ:

Seien HG G und a,beH , dann gilt:

(1) aH = bHe> beaHed>a b eH

(2) {aH| a€G} ist eine Fartition von G .

Bewels:
(1): aKE = bH = be-= be€al (, da ee H) .
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Umgekehrt besagt bv&

(W]

h, daB ein h e H mit b = aho

o
cxigtiert. ks foigt bl = (aho}H = a(noﬁ} = aH ; also gils
aH = bh4<= bec aH . Aus b€ aH Tolgt D = aho , hoe H una
. . A -1 ' -1
dies impliziert a b = hoé H .Ist umgekehrt a b = hoe H,

dann folgt b = ah  , also b€ aH . Damit ist (1) gezeigt.
(2): Wegen ae€aH folgt aH $+ g und até aH = G . Sei

b¢ ain cH mit a,b,c€G , dann folgt nach (1) aH = bH = cH ,
also sina verschiedene Restklassen disjunkt. Insgesamt ist
gezeigt, daB { aH |a€ G} eine Fartition ist.//

Der erste Teil von (1) besagt, daR genau die Reprisentanten
einer Restklasse die Kestklasse erzeugen.

Der Beweis dieses lHilfssatzes kann auch so gefiihrt werden,
daB man durch

arvb (= a'1be H

eine Aquivalenzrelation in G definiert, fiir die die durch
a erzeugte Restklasse gleich aH ist. Die Behauptung folgt
dann aus III.2.1.3 . Ler Leser mdge dies zur Ubung nachprii-
fen.

lian beachte bei allen Uberlegungen, wie sich die Schreibweise
dndert, wenn die Gruppenoperation als Addition geschrieben
wird,

Machen wir uns die Situation noch einmal an Beispielen klar,

1) Sei jetzt G
und sei H = Zn

Z mit der Addition als Gruppenoperation
{zn]| z€ 2} mit neN . Es gibt jetzt genau

die Restklassen
O+2Zn , 1 +2Zn, eoo 4 (n=1) + Zn .
Siehe auch die Ausfithrungen zu diesem Beispiel in III.Z2.1

und III.2.2.

2) Sei jetzt, G =R mit der Addition als Gruppenoperation
und 2 als Untergruppe. Uberlege, daB man dann genau alle
Restklassen in der Form g + Z mit 0 £ 9 <1 erhidlt.
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2.5 Die Ordnung einer Gruppe

2.5.1 DEFINITION:

Die Ordnung einer Gruppe G , in Zeichen Ord(G) , sei
die Elementezahl von G , falls G nur endlich viele Elemente
enthdlt, und sonst das Symboloe ,

Beachte, daB8 die so definierte Ordnung einer Gruppe nichts
mit einer Ordnung einer Menge im Sinne von III.3.1.1 zu tun
hat.

Ist Ord(g) =% , so kann die Ordnung von G noch genauer
als Kardinalzahl von G definiert werden, doch ist dies hier
fur uns nicht von Interesse.

2¢5.2 SATZ:
Sei G eine Gruppe mit Ord(G) = n (€NN) und sei HS G
ist Ord(H) ein Teiler von Ord(G) .

, dann

Beweis: Da nach 2.4.2 {aH| ae G} eine Partition ist, kann
man die Elemente aus G dadurch z&hlen, daB man die Summe der
Anzahlen der Etemente in den verschiedenen aH bildet. Da, wie
in 2.1.,2 festgestellt,

Gy x —> ax€e G
eine Injektinn ist, enth#lt aH genau so viele Elemente wie H .
Ist die Zahl der verschiedenen Restklassen aH gleich m , dann
folgt

ord(G) = m Ord(H) .//

Die Anzahl der verschiedenen Restklassen von G nach H nennt
man auch den I nd e x von G nach H .

Aus diesem kesultat ergibt sich zum Beispiel die

2.5.3 FOLGEKUNG: _
Ist G eine Gruppe mit O0rd(G) = p = Primzahl , dann besitzt
G nur die "trivialen" Untergruppen {e} und G .

Beweis: Eine Primzahl p besitzt nur die Teiler 1 und p . Da
e in jeder Untergruppe enthalten ist, ist {e} die einzige
Untergruppe mit einem Element. Ebenso ist G die einzige
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Untergruppe mit Ord(G) = p Elementen.//

Alg wichtiges Reiapiel so0ll die Ordnung der symmetrischen

Gruppe S, (siehe 2.2.%) bestimmt werden.

2.5.4 SATZ:

ord(s ) =nt (= 1.2:3 ...n) .

Beweis: Um einen Induktionsbeweis fiihren zu konnen, beweisen
wir sogleich etwas mehr als die Aussage des Satzesund zwar:
Sind A und B beides Mengen mit n Elementen, dann gibt es
genau n! Bijektionen von A nach B . Beweis durch Induktion
nach n .

Induktionsbeginn n = 1 : Dann gibt es offensichtlich genau
eine Bijektion von A nach B .

Induktionsannahme: Die Behauptung sei fir alle Mengen A und
B mit n-1 Elementen richtig.

InduktionsschlufB: Seien jetzt A = {a1,...,an} und

B = {b1,...,bn} Mengen mit n Elementen und bezeichne

Agi= ANdaj} bzw. Byr= BN\{b;} . Ista eine Bijektion von
A nach B mit d/(an) = bi , dann ist

’

oL A3 ar—o(a)e By

eine Bijektion von A nach Bi . Umgekehrt kann jede Bijek-
tion o : An 4 Bi zu einer Bijektion oL: A — B durch
durch di=z Festsetzung

o (a) :+ = (a) fir a€ A,

ob(an) :o= by
fortgesetzt werdens Da es nach Induktionsannahme (n-1)!
Bijektionen von A nach B, gibt, gibt es auch (n-1)! Bijek-

tionen von A nach B mitob(an) = b, . Da dies fiir jedes i =

i
Tyeeeynn gilt, ist die Anzahl aller Bijektionen von A nach B

gleich n.(n-1)! = nt ., //

2,6 Normalteiler und Faktorgruppe

Eine Untergruppe H von G mit der Eigenschaft
VaeG L_a_1Ha = HJ

hatten wir in 2.3.1 Normalteiler von G genannt. Wir stellen
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zunsecnst fest:
a”'Ha = H <« Ha = aH .

Zum Beweis multipliziere man a_1Ha = H wvon links mit a bzw.
Ha = aH von links mit a_1. Bei einem Normalteiler stimmen
also die Rechtsrestklassen von G nach H mit den Linksrest-
klassen von G nach H iiberein. Aufgrund dieser Voraussetzung
ist es nun moglich, die Menge der Restklassen

{aH|a€G}l = {Ha |a€ G}

selbst wieder zu einer Gruppe, der sogenannten Fa k t or -
gruppe oder Restklassengruppe von
G nach H , in Zeichen G/H , 2zu machen. Sei zundchst als
Menge
G/H : = {aH] ae G} .

2.6.1 BEHAUPTUNG:

5‘0 : (G/H) x (6/H)> (aH,bH) —> abHe G/H

ist eine Gruppenoperation.

Beweis: Der wesentliche Punkt beim Beweis, bei dem die Nor-
malteilereigenschaft von H eingeht, ist der zu zeigen, daB
}'eine Abbildung ist. Zunichst wdre es ja moglich, daB, wenn
man aH und bH durch andere Repridsentanten erzeugt, etwa

aH = a’H und bH = b’H , man ein von abH verschiedenes Ele-
ment a’b’H erhalten wiirde. Aus aH = a’H , bE = b'H folgt

a’'= ah, , b= bh, mit h,,h,e H, also gilt

a’b’H = ah1bh2H
Wegen Hb = bH gibt es ein hje H mit h,b = bhj ; damit
folgt ah1bh?H = abh;th = abHE , was zu zeigen war. Um die

welteren Gruppeneigenschaften zu priifen,setzen wir

all-bH : = {(aH,bH) = abH .
Assoziatives Gesetz: (aH-bH):cH = abH-cH = (ab)cH = a(bec)H
= aH-bcH = aH+(bH-cH) .
Neutrales Element: Dies ist eH , denn eH-aH = eaH = aH =
aed = aH+eH .

. . - -1
Inverses Element: Das in-verse Element von aH ist a 'H , denn
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<1 -1 -1 .
aHea 'H =aa H =¢elh =a aH = a d.ad .

amit st 2.6.1 bewiesen.//

Man beachte, daf3 gilt
aH:bH = abH = aHbH : ={ah1bh2 h ,h,e H}
denn aHbH = a(Hb)H = a(bH)H = abHH = abH .

2.7 Gruppenhomomorphismen

2.7.1 DEFINITION:
Seien G eine Gruppe mit multiplikativ geschriebener Gruppen-
operation und G’ eine Gruppe mit der Gruppenoperationo .

(1) Eine Abbildung ¢ : G —> G’ heiBt ein Gruppen-
homomorphdismus (oder kurz Homomorphis-
mus) von G nach G’ : (=)

Va,0eG [g(ab) = g(a)ey(v)] .
(2) Ein Gruppenhomomorphismus ¥ heifit ein Epimor -
phismus bzwe. Monomorphdismnmus bzw,

Isomorphismus , wenn Y surjektiv bzw. in-
jektiv bzw., bijektiv ist. (Siehe dazu auch VI.3) .

(3) Seien ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und e’
das neutrale Element von G’ , dann heiBt
Ke(y) : = {a‘aéG,\T(a)= €§

der Kern vony .

2.7.2 FOLGEKUNG:
Sei @ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt:

1) Ist e das neutrale Element von G , dann folgt
ee Ke(y) , das heiBt <f(e) = e’

2) TFir alle aeG gilt (a”') =g(a)” .

3) Ke(y) ist ein Normalteiler von G .

Beweis:

1): Aus f(e) = ?(ee) = %(e)of(e) folgt nach 2.1.1 , daB
¥(e) das neutrale klement e’ von G’ ist,

2): ga™)g(a) = pla”a) =%(e) = ¢’ = y(a') = (@) .
3): Seien ae€eG , ke](etf) , dann folgt
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$(a" "xa) =‘j(a"’1)c§§(k)ot§(a) = (a™)oety(a)
=§(a”")og(a) =9 (a”'a) =§(e) = &,

also gilt a 'Ke(§)a c Ke(y) . Da dies fiir jedes ae€ G gilt,
also auch fiir a~' an Stelle von a , folgt auch

Ke(f) = a‘1(aKe(?)a_1)a,c a"1Ke(?)a
¥olglich gilt a-1Ke0f)a = Ke(y) , was zu zeigen war.//
bs soll jetzt festgestellt werden, daB jeder Normalteiler H
als Kern eines Homomorphismus ~ vorkommt und zwar als Kern

des sogenannten natiirlichen oder kanonischen Epimorphismus
von G auf die Faktorgruppe G/H .

2.7.3 BEHAUFTUNG:
Ist H Normalteiler der (multiplikativ geschriebenen) Gruppe
G , dann ist

v: G3ar— aHe G/H

ein Bpimorphismus mit Ke(») = H .

Beweis: DaB ¥ eine surjektive Abbildung ist, ist klar. Wegen
v (ab) = abH = aH«bH =V (a)ev(b)
ist ¥ ein Homomorphismus, also ein Epimorphismus. Das neu-

trale Element von G/H ist eK = H . Daher gilt a€ Ke(V) <=
aH = eH = He= ae H und folglich Ke(y) = H .//

2.7.4 HCOMCMORYHIBSATZ:
Sei S G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
Vi G2 ar—> ake(y)e G/Kelyg)
der natilirliche Epimorphismus mit Ke(») = Ke(y) und
G : ¢/Ke(g)9 aKe(s) —>g(a)e ¢’
ist ein Monomorphismus und es gilt (4 =Z§V .
Wir geben fiir diesen Satz zwei Reweise und zwar einen "direk-

ten" Beweis und einen Beweis, der sich auf die Uberlegungen
in I1I.2.3 liber PFaktorisierung stiitzt.

1. Beweis: Aus 2.7.2 und 2.7.3 folgt die Behauptung liber v .
Fur7§ muB zunidchst festgestellt werden, daB es eine Abbildung
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ist, denn die Definition von g(aﬁ} = ?(a) hidngt von
dem Reprédsentanten a von alH ab., Sei alH = bl , alsc b = ah
mit he H , dann folgt
@(b) =¥(ah) = ¢(a)e y(h) = §(a)ee’ =y (a) ,
so daB aus al = bH folgt
g(al) =¢(a) =y (b) = F(bH) .

Somit ist @(aH) unabhéngig von der Wahl des Reprédsentanten
a von aH durch aH eindeutig bestimmt, das heif3t, ? ist eine
Abbildung. Dafiir gilt

?(aH-bH) =\§(abH) = f(ab) = %(a)cf(b) ='§(aH)of(bH) ,
also ist CSE' ein Gruppenrhomomorphismus. Sei jetzt

(aH) =g (a) = §(b) = §(0H) ,.
dann folgt

e’ = 4(a) by(b) = ¢(aeg(b) = ¥(a'v)

also a b = keH = Ke(g) , woraus aH = bH folgt. Also ist

% injektiv, das heiBt ein Monomorphismus. SchlieBlich gilt
kf .
3¥(a) =§((a)) = F(an) =y(a)

woraus ¥ =&y folgt. Damit ist der Beweis vollstidndig.//

2. Beweis: Sei ~s die zu ¥ im Sinne von III.2.3 gehdrende
Aquivalenzrelation., Dafiir zeigen wir zuerst

G/~ = G/Ke(f)

(als Gleichung zwischen Menfen). Sei a die durch a erzeugte
kquivalenzklasse beziiglich ~v , dann ist a = aKe(Lf) zZu
beweisen:

X€B e an X =4y(a) = ¢(x) &=
e’ = §a)Tog(x) = (a7 Ney(x) = w(ax) <=
a—1xe Re(tf) = xe aKe(f) .

Alsc gilt tatsschlich G/~ = G/Ke(’f) und dann folgt
= fv wie in III.2.3.4 gezeigt., Wie im ersten Beweis zeigt
man schlieBlich, daB > und f Gruppenhomomorpismen sind.//

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, daB v nur von
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Ke(w) abhingt und fur alle Normalteiler H von G in der glei-
chen Veise durch

G>a +—> aHe G/H

definiert wird. Ferner gilt offensichtlich, daB, wenn g
ein Epimorphismus bzw. ein Monomorphismus ist, § bzw, ¥
sogar ein Isomorphismus ist.

2.8 Beispiel fiir einen Gruppenisomorphismus

Als Beispiel fiir einen Gruppenisomorphismus wollen wir jetzt
die Bemerkung im Anschlufl an 2.2.3 prédzisieren, die besagt,
daB es zur lefinition der symmetrischen Gruppe Sn unwesent-

lich ist, welche Menge M mit n Elementen zugrunde gelegt
wird.

Seien A = {31,...,an} und B = {b1,...,bn} zwei Mengen mit
je n Elementen., Seien Sn die Termutationsgruppe von A und Tn
die von B . Durch

o : Aaaib—>bi€B

wird eine Bijektion definiert, die wir nun benutzen, um ei-
nen Gruppenisomorphismus ¢ zwischen Sn und Tn anzugeben, Sei
Y definiert durch

§: S 3% AR len, .
La o, @t und o Bijektionen sind, ist olJoC | eine Fermuta-
tion von 3 , also ein bLlement aus Tn . Wie angegeben, ist
daher ¥ eine Abbildung. Ferner ist ¥ injektiv: Seien
T, yes mit oL 00 =d5t‘200;1 , s0 folgt durch Multiplika-
tion dieser Gleichung mit o~ ' von links und mit & wvon
rechts @, = ﬁé . ba & injektiv ist, folgt nach III.1.4.1,
dag ¥ auch bijektiv ist. Pir JD1,.V2€-SH gilt schlieBlich

§ () = dByic ! = ol 1, Tn
gy (") A, ol = () ()
§(3)¢(E,)

also ist ¥ ein Gruppenisomorphisnus.
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2.9 Ude von einem kommutativen Monoid erzeugte Gruppe

2.2 haben wir schon cin Prinzip kennen gelernt, um aus
einem konoid eine Gruppe zu erhalten, die Uruppe der inver-
tierbaren bklemente. Zu einem Monoid kann eine weitere sehr
wichtige Gruppe konstruiert werden. Diese ergibt sich aus dem
Froblem, zu einem Monoid filir nicht invertierbare Elemente
Inverse hinguzufiigen. Wir beschrénken uns hier auf den kommu-

tativen Pall.

Sei also M ein kommutatives Monoid, dessen Operation als
Multiplikation geschrieben wird. Zun#échst wird eine Aquiva-
lenzrelation fir MXD} definiert. Dazu setze man fiir
(a,b),(cy,d) € MxM :

(a,b) s (c,d) &> Itel [tad = toe |

reflexivitét: Mir das neutrale Element e von M gilt

eab = eba =) (a,b) ~s(a,b) .

Symmetrie: Sei (a,b) ~s(c,d) mit tad = tbe , dann folgt
tcb = tda und dies besagt (c,d) ~(a,b) .

Transitivitdt: Seien (a1,b1) AJ(ag,bé) , (az,Pz)ru (a3,b3)
= 3t1,tze]i [%1a1b2 = tybia, A t2a2b3 = t2b2a3j. Multipli-
ziert man jeweils die linken und die rechten Seiten dieser
Gleichungen, so folgt (t1t2a2b2)a1b3 = (t1t2a2b2)b1a3 ,

also gilt (a1,b1)rv (a3,b3) .

Sei nun G : = MxM/vs die Menge der Aquivalenzklassen die-
ser Kquivalenzrelation. Die Agquivalenzklasse von (a,b) be-
zeichnen wir mit % (oder mit a-b , wenn M additiv geschrie-
‘ben wird).

Behauptung: G ist mit folgender Multiplikation
a,r , _ar

bs ° " bs
eine kommutative Gruppe.

Beweis: Zunéchst ist zu zeigen, daB

GXGB(%,g) — 2Leg

bs
eine Abbildung ist und dies ist der Fall, wenn %g nicht von
der Wahl der Reprédsentanten von 2 yna £ abhéngt. Sei

s
(ayb) ~ (2°,b") und (r,s)~s (r’,s’) , dann existieren
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t,t'« M mit tab’ = tba’ und t'vs’ = 'sr . Daraus folgt
’
tt’arb’s’ = tt'bsa’r’ , also gilt %g = %rgv . Damit hat G

die in der Behauptung angegebene Operation. Nun ist leicht zu
sehen, daB dabei G eine kommutative Gruppe ist :

(8.1).4 %ﬂ;& ééﬂ;_ 2.2
bs)v sV
= neutrales Element von M) ,

e ¢ » da (ab,ab) ~ (e,e) wegen eabe = eabe

Wir erhalten jetzt auBerdem ein Monoidhomomorphismus (siehe
1.1.4) £ : M —G durch die Definition f(a) : =2 . Es
ist nimlich f(e) = % das neutrale Element von G und

f(ab) = 22 - 8B _ 8L _ rgy prpy)

Allerdings ist f im allgemeinen nicht injektiv !

2.9.1 HILFSSATZ:

Der Monoidhomomorphismus f ¢+ M—G ist genau dann
injektiv, wenn die folgende K i rzungseigen-
s chaift gilt:

Va,b,celab=ac => b=c].

Beweis: Sei zuerst f injektiv und gelte ab = ac , dann
folgt, wie man leicht nachprift :

Le f injektiv ist, folgt % = ¢ . Gelte jetzt die Kiirzungs-
regel und sei f(b) = f(c) , also % = % . Dann existiert
ein te€M mit 1tb = tbe = tce = tc . Daraus folgt b = ¢ ,
also ist f injektiv.//

2.9.2 DEFINITION:

Die kommutative Gruppe G zusammen mit dem Monoidhomomorphis-
mus f : M — G heiBt die vom komnmutativen Monoid M
erzeugte kommutative Gruppe.

Sie besitzt eine sogenannte "universelle" Eigenschaft, durch
aie sie auch hiufig definiert wird. Dies zeigt der folgende
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2.9.3 SATZ:

Seien M eln xommutatives Moncid wnd (G,F) die von M erzeugte
xommutative Uruppc. Seien H eine weitere kommuiative Griuppe
und g : M — H ein Monoidhomomorphismus. Dann existiert

’

genau ein Gruppenhomomorphismus g’ : G — H , so daB

kommutativ ist, also g = g'f gilt.

Beweis: Die Gruppenoperation von M wird wie die von G als
Multiplikation geschrieben. Sei die Abbildung 84 definiert
durch

gy ¢ MxM—H , g1(a,b) : = g(a)g(b)-1 .

Ist (a,b)~ (a’,b’) , also tab’ = tba’ , so folgt tab”! =

ta’b’~"! und daher gilt

g(t)e(a)g(v)™ = g(t)gla’)g(v’) ™",
Da H eine Gruppe ist, kann diese Gleichung durch g(t) "ge-
kiirzt" werden und dann folgt g1(a,b) = g1(a',b') . Nach
11I.2.3.1 gibt es genau eine Abbildung g’ : G — H mit
g'(%) = g1(a,b) . AuBerdem gilt

, , -1 - -1

g (2:1) = g (&) = glar)g(vs)™" = gla)a(v) g(r)als)
g ($e"(5)
also ist g’ ein Gruppenhomomorphismus. Fir aelM gilt

g’'f(a) = g'(%) = gla)gle)”| = gla) ,

also g'f =g . Seinun h : G — H ein weiterer Gruppen-
homomorphismus mit hf = g . Dann ist h(%) = hf(a) = gla)
und
€ = n(EYn(d) = n(d) =
B(Sg(a) = h(E)n(@) = n(d) = n(e) .
h(e) ist aber das neutrale Element von i , so daB
ey _ =1
h(z) = gla)
folgt. Damit erh&dlt man
ay _ a ey _ . -1 _ L.(2
n() = i@ = gla)g(o) = (&),
also gilt h =g’ .//
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§ 3 Ringe

.1 Allgemeine Eigenschaften

Die bisher betrachteten algebraischen Strukturen wie
Halbgruppen, Monoide und Gruppen sind durch eine
(bindre) Operation, die gewisse Bedingungen erfiillen
mufl, definiert. In den Ringen und Kérpern lernen wir
algebraische Strukturen kennen, die durch zwei Ope-
rationen - eine Addition und eine Multiplikatmon -
definiert werden.

3.1.1 DEFINITION:
Ein Ring ist ein Tripel (R,+,.) mit folgenden
Eigenschaften:
(1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(2) (R,+) ist eine Halbgruppe.
(3) Es gelten die distributiven Gesetze:
Y a,b,ceR [(a+b)c =ac +bcaal(b+c) =ab+ac] .

(R,+,*) heiBt ein Ring mit 1-Element, falls (R,:) ein
Monoid ist.

(Ry+,*) heiBt ein kommutativer Ring, falls
(R,*) kommutativ ist.

(Ry+,°) heiBt nullteilerfrei, wenn gilt
Va,beR[ab=0— a=0vb=0] .

Wir geben jetzt eine Reihe von Bezeichnungen, Bemer-
kungen und Folgerungen an, die wir spdter meist ohne
besonderen Hinweis benutzen werden.

Die Operation + wird Addition genannt, a+b heiBlt
Summe von a und b und wird auch als "a plus b"
gelesen. Das neutrale Element bei der Addition, das,wie
friiher festgestellt, eindeutig bestimmt ist, wird
Nullelement oder kurz Null genannt und mit O
bezeichnet. Die Operation + wird Multiplikation
genannt, a<b oder ab heift Produkt von a und
b und wird auch als "a mal b" gelesen. Hat (R,:) ein
neutrales Element, das ebenfalls eindeutig bestimmt ist,
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so0 wird dieses Einselement oder kurz Eins

genannt und mit 1 beneichaet.

b

2i diesen Bezeich-
nungen beachte man aber, dafd im alligemeimen C unéd -
keine Zahlen sind (es sei denn, R ist ein Zahlring) .

Wir geben Jjetzt eine Reihe von einfachen Folgerungen
aus der Definition an.

3.1.2 BEHAUPTUNG:
YreR [r0=0r=0] .

Beweis: Aus 0=0+0 folgt rO=r(0+0)=r0+r0
= O0=r0-r0=r0+r0-r0=r0+0=r0 . Analog folgt
die andere Seite./

Sei jetzt O ein Symbol und setzt man 0+0:=0 ,

00 :=0 , dann wird dadurch ein Ring mit genau einem
Element, namlich O , definiert. Ist andrerseits R
ein Ring mit genau einem Element, so muB dieses das
Nullelement O der Addition sein, da dieses nach
Voraussetzung ((R,+) ist Gruppe) existieren muB. Es
gilt dann ebenfalls 0+0=0 , 00=0 . Es gibt also
bei unserer Bezeichnung genau einen Ring mit genau
einem Element, dieser wird als Nullring bezeich-
net. Beachte: Der Nullring ist ein Ring mit Einselement

(=0) .

3,1.3 BEHAUPTUNG:
In einem Ring R mit Einselement, der mindestens
zwei Elemente besitzt, gilt 140 .

Beweis: Sei reR, r+0° . Angenommen 1 =0 , dann
folgt nach 3.1.2 r=r1=r0=0 ., Widerspruch! /

3.1.4 BEHAUPTUNG:
Vr,seR [r(-s) = (-r)s =-(rs)] .

Beweis: rs +r(-s)=r(s+(-s))=r0=0 .

Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements in einer
Gruppe folgt r(-s) =-(rs) . Analog schlieBt man

fir (-r)s ./
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3.2 Homomorphismen und Ideale

Abbildungen von Ringen, die die Struktur des Ringes
"erhalten", heiBen Homomorphismen. Genauer gilt

3.2.17 DEFINITION:
1) Seien R und S Ringe. Eine Abbildung

S/:R—)S

heift (Ring-)Homomorphismus von R
nach S : &
a) 9 ist ein Homomorphismus der additiven Gruppe
von R in die von S , d.h.
Vr o, eR [olrg +15) = o(xy) +9(rp)]
b) Vr ,r,eR [o(rqry) =9(r,‘)9(r2)] .

2) Ein Ringhomomorphismus Q: R —> S heift uni_tér
&R und S sind Ringe mit Einselement 1 bzw.
1' und es gilt ?(1) =1,

3) Sei ¢: R —> S ein Ringhomomorphismus, Dann heift

Ke(g) := {k|k e Rap(x) =0 e}
der Kern von ¢.

4) Eine Teilmenge C eines Ringes R heift Links-
ideal bzw, Rechtsideal bzw. zwei-
seitiges Ideal von R : &

a) C ist Untergruppe der additiven Gruppe von R
b) VceCVreR [rceC bzw. creC baw.
creCarceC] .

Die weiteren Uberlegungen sollen zeigen, daf der
Kern eines Ringhomomorphismus ein zweiseitiges Ideal
ist und daB umgekehrt zu jedem zweiseitigen Ideal

C ein Ringhomomorphismus angegeben werden kann,
dessen Kern gleich C ist.

3.2.2 BEHAUPTUNG:

Ist ¢ R —> S ein Ringhomomorphismus, dann gilt:

a) Ist O bzw. O' die Null in R bzw. in S ,
dann folgt ¢(0)=0" .

b) VreRr [o(-r) =-g(r)] .
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RBeweis:

a) gx(o) +¢(0) = p(0+0) = ¢(0) = ¢(0) = 0"

b) ?(r) +S>(-r) =§>(r-r) =§>(O) =0' = sa(-r) = —g(r') A
%3.2.3 BEHAUPTUNG:

Sei ¢ R —> S ein Ringhomomorphismus, dann ist
Ke(g) ein zweiseitiges Ideal von R .

Beweis: Wegen 3.2.2 gilt Oe Ke(f), also Ke(g) £0 .

Ferner folgt aus %.2.2 flir beliebige k,],kae Ke(g:):
?(k,] -k5) =9(k1) -9(1{2) =0'-0'=0'eS ,

also k,-kse Ke(g) . Nach dem Untergruppenkriterium

ist folglich Ke(g) eine Untergruppe von (R,+) .
Seien jetzt keKe(§>), r<R, dann gilt

(xr) =p(x)o(r) =0'¢(r) =0' ,
§ plk)g §

(rk) =o(r) (k) = p(r)0' = 0O
§ QL) 9

Damit ist der Beweis vollstindig./

3.3 Restklassenringe

Um nun zu zeigen, daf jedes zweiseitige Ideal Kern
eines Homomorphismus ist, konstruieren wir den Rest-
klassen- oder Faktorring nach einem zweiseitigen
Ideal. Sei also C zweiseitiges Ideal des Ringes

R , dann existiert zundchst die additive Faktor-
gruppe R/C (im Sinne von 2.6.1), bei der die
Addition durch

(1",| +C) + (r2+C) 1= (:c1 +r2) +C

definiert ist.

%3.3.1 BEHAUPTUNG:

Definiert man in R/C eine Multiplikation durch
(r,I +C)(r2 +C) := T, +C

dann wird R/C 2zu einem Ring .

Beweis: Stellen wir dazu zuerst fest, daB
R/C x R/C > (r1 +C,75 +C) +—> r v, +CeR/C
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eine Abbildung ist. Sei
r,‘+C=r,']+C , r2+C=ré+C ,

also 1r.',i=1:‘,]+c,I . ré=r2+c2 ,
dann folgt

rirs+C=(r; +c )(ry+cy) +C
=TI T5 +C Ty + T Ch +CyCs + C
=T T, + c
denn da C 2zweiseitiges Ideal ist, gilt
CqTp + T ChH +CyCh eC .
Also hangt T, + C nicht von der Wahl der Repria-

sentanten von r, +C und r, +C ab, d.h. wir haben
in der Tat eine Operation. Wegen

(r,] + C)((r2 + C)(r3 +C)) = r,](r2r3) +C
= (I‘,]J:'E)r3 +C = ((r,] + C)(r2 + C))(r3 +C)
ist diese Operation assoziativ. Ferner gilt
((r,] +C) + (r2 +C))(r3 +C) = (r,I +T, +C)(r3 +C)
= (1:~,1 + 1.'~2)r3 +C
= (1:‘,11‘3 +C) + (1'21‘3 +C)
= (r,] + C)(r3 +C) + (r2 + C)(:c‘3 +C) ,
analog folgt das zweite distributive Gesetz. Ist
R ein Ring mit Einselement 1 , dann gilt
(r+C)(1+C)=r1+C=r+C ,
(1+C)(r+C)=1r+C=r+C ,

d.h. dann ist 1 +C Einselement von R/C . //
Wir fassen zusammen.

3.3.2 SATZ:
Sei R ein Ring und C ein zweiseitiges Ideal
in R . Dann wird die Menge R/C={r+cC | reR}
durch die Definitionen

(r,‘ +C) +(r2+C) i=1, +r2+C

(r,,v~ €R)
(r1+C)(r2+C):=r1r2+C 1Te
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zu einem Ring.

Besitzt R ein Einselement 1 , dann ist 1 +¢C

3

Einselement des Ringes R/C .

3.3.3 DEFINITION:

Der in %.3.2 definierte Ring R/C heiRt Faktor-
ring oder Restklassenring von R nach
C oder von R modulo C .

3.3.4 SATZ:
Voraussetzungen wie in 3.3.2.
Die Abbildung

y: Rar—>r+Ce R/C

ist ein Ringhomomorphismus mit Ke(v) =C .

‘Beweis: v(r1 +r2) =r,+r,+C= (r,1 +C)+ (r2 +C)
=v(r,]) +v(r2) ,
v(r,]re) =T, +C = (r,] +C)(r2 +C) =v(r1)v(r2) ,

also ist v ein Ringhomomorphismus. )
Fir ce C folgt v(c)=c+C=C=0+C , also ce Ke(y) .
Sei umgekehrt ke Ke(v) , dann folgt

v(k) =x+C=0+C ,
also keC ., Somit gilt Ke(v)=C . /

Wir wollen jetzt einige Beispiele fiir Ringe und
JTdeale betrachten.

3.4 Der Ring der ganzen Zahlen

Die Menge der ganzen Zahlen zusammen mit der iiblichen
Addition und Multiplikation von ganzen Zahlen ist

ein Ring, der der Ring der ganzen Zahlen
genannt und mit Z bezeichnet wird (vgl. VII.2) .
Wir wollen alle Ideale von Z bestimmen, wobei wir
jetzt nicht zwischen Links-, Rechts- und zweisei-
tigen Idealen unterscheiden miissen, da der Ring

7%Z kommutativ ist,
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Ist T Element eines beliebigen Ringes R , dann
ist die Menge

r R:= {ror | reR}
ein Rechtsideal von R , wie man leicht nachpriift.
Ein solches Ideal, das aus den Vielfachen eines
Elementes besteht, heit ein Hauptideal. Ein

kommutativer Ring, in dem jedes Ideal Hauptideal
ist, heiBt Hauptidealring .

3.4,1 SATZ:
Z ist ein Hauptidealring.

Beweis: Sei C ein Ideal aus Z . Ist C={0} ,
dann folgt C=0Z . Sei nun C# {0} , dann gibt
es ein ceC , c+#0 . Aus c*0 folgt ¢c>0 oder
-c>0 , Damit ceC auch (-1)c=-ceC , folgt

ct:=cnNip .

Da die Ordnung von IN eine Wohlordnung ist (siehe
VII.1.4.2), gibt es in C* ein kleinstes Element
cy - Sei jetzt 2zeZ , dann kann 2z durch o mit
Rest geteilt werden(siehe VII.2.2.6):

z=c q+T , q,reZ , Oér<c° .

Sei jetzt zeC , dann folgt
z—c0q=r€C .

Wegen r<c, folgt r¢ ¢t und wegen O<r folgt
r=0, d.h. z=c,q . Damit ist CccoZ gezeigt,
Wegen coeC gilt aber auch cOZCC , also C=
c,Z , was zu zeigen war, V4

Nachdem wir wissen, daB Z Hauptidealring ist,

kdénnen wir alle Restklassenringe von Z angeben.
Diese sind von der Form Z/nZ mnit ne]No (siehe
3.3,3), Wie im AnschluB an 3.2.4 festgestellt hat

Z/n%Z fiir n=1 genau die n Elemente O0,...,n-1,

wobei

T=1i+nZ={i+nz|zez}
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gilt, Fir n=0 gilt Z/0Z=*Z.

3.4,2 FOLGERUNG:
Seien myneZ und sei teZ groBRter gemeinsamer
Teiler von m und n , Dann gibt es a,be Z mit

ma+nb=t .

Beweis: Wie leicht zu sehen, ist
mZ + nZ : = {mz,] + 025 | 24425 € Z}

ein Ideal in Z . Folglich existiert ein t e¢ Z mnit
tZ=nZ +nZ .

Wegen myne tZ ist t gemeinsamer Teiler von m
und n . Sei auch d gemeinsamer Teiler von m
und n , dann gilt my,nedZ und folglich auch

tZ=nZ +nZ cdZ .

Daraus folgt, daBR d auch Teiler von t ist,
d.h. t ist groBter gemeinsamer Teiler von m
und n . Wegen tZ=mZ +nZ gibt es a,beZ
mit t=ma+ndb .

Als Spezialfall ist darin enthalten, daB es zu
teilerfremden ganzen Zahlen m und n ganze Zah-
len a,b mit ma+nb=1 gibt.

Bekanntlich heiBt eine natilirliche Zahl p >1 eine
Primzahl, wenn p nur die trivialen Teiler

1 und p (in NN) besitzt. Die Folge der Primzahlen
beginnt mit 2, 3%, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ...
und man weiB seit Euklid, daB es unendlich viele
Primzahlen gibt. Uber die Verteilung der Primzahlen
in der Folge aller natiirlichen Zahlen gibt der
sogenannte Primzahlsatz eine gewisse Auskunft.

(Er besagt, daB die Anzahl der Primzahlen <€n
asymptotisch fiir n —> ® gleich T—:n ist.)

Die Grundlage der Arithmetik der ganzen Zahlen
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hildct der Satz von der eindeutigen Primzshlzer-
legung, der Jetzt bewiesen werden soll. Zur Vor-
bereitung dient die folgende Feststellung.

3.,4.3 BEHAUPTUNG:
Sei pelN , p>1 .
Primzehl p «—=Va,beN [p/ab —p p/a vp/b] .

Beweis:

==p : Gelte p/abapfa . Da p Primzahl ist, folgt
aus pla 4 daB p und a teilerfremd sind. Nach
3.,4.2 existieren dann x,y€ Z mit

px+ay=1 .
Durch Multiplikation mit b folgt
pxb+aby=b .

Wegen p/ab folgt daraus p/b , was zu zeigen war.
&= : Sei a/p , aelN ., Dann existiert beN mit
p =ab . Nach Voraussetzung folgt p/avp/b . Daraus
folgt (wegen a<p , b2p) p=a oder p=b , und
im Falle p=b foligt a=1 . /

3.4.4 FOLGERUNG:
Ist p Primzahl und gilt p/a,\...an nit a,,...,a,
elN , dann folgt

p/a,lvP/a2 Ve vp/an .

Beweis: Induktion iiber n , wobei der Induktions-
beginn n=2 durch 3.4.3 geleistet wird. //

3.4,5 SATZ von der eindeutigen Primzahlzerlegung:
Jede natiirliche Zahl n >1 ist Produkt von Prim-
zahlen und diese Produktdarstellung ist bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutig bestimmt.

Beweis: 1. Existenz der Zerlegung:

Beweis durch Induktion nach n . Beginn n=2: Be-
hauptung ist erfiillt. Annahme: Die Behauptung sei
fir alle aelN mit 2<€a<n erfiillt. SchluB: Ist
n eine Primzahl, dann ist die Behauptung erfiillt.
Ist n keine Primzahl, dann existiert eine Zerle-
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gung n-ab mit 2€a<n , 2£b<n und die Bebhaup-
tung folgt aus der Indukticnsannshmes flir beide Fak-
toren.

2. Eindeutigkeit der Zerlegung:
Wie zuvor Induktion iiber n . Sei im Induktions-
schluf

D=Dg...Pg=0Qq...Q
mit Primzahlen Py q'j . Wegen 3.4.4 teilt D1
eine der Primzahlen qa. , etwa Qy (durch Umnumerie-
rung!); da Py und q Primzahlen sind, folgt
Py=9qq - Fir Ppe - Py Qoo Qg gilt dann die
Eindeutigkeit nach Induktionsannahme. //

Wir bemerken schlieBlich noch, daB sich das Resul-
tat von den natiirlichen Zahlen auf negative ganze
Zahlen {bertridgt: Ist z< -1 , dann gilt

Z = =Pq..ePg mit eindeutig bestimmten Primzahlen Py -

3,5 Konstruktion des Polynomringes

Sei R ein Ring mit Einselement und sei ]No :=
WNo{o} (mit Oe€ Z) .

Mit Abb(]No,R) wird die Menge aller Abbildungen
von ]No nach R Dbezeichnet. Sei dann
R[X] = {elge AvDA,,R)A FreWV 1N [1>k=>e(i) = o}

d.h. die Teilmenge aller Abbildungen von ]N0 nach
R mit ¢ (i) #0 nur fir héchstens endlich viele
ie ]No . Schreidbt man Q in der Form

(ri)= (ro,r,],rz,...) , mit :=?(i) y ieN_,
dann sind also von einer Stelle k ab alle Ty =0,
In R[X] wird durch

(ai) + (bl) = (ai +bi)
und

(a)(by) r=(c 4cqsC5,en0)
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mitv 1
) =Z 8jP13 o el
i=0
eine Addition und Multiplikation eingefiihrt. Wie
leicht nachzupriifen, wird R[X] demit zu einem
Ring mit dem Nullelement (0,0,0,...) und dem
Einselement (1,0,0,...) .
Setzt man noch fiir re R und (ai) e R[X]
r(ai) 1= (rai)
X:=(0,1,0,0,0,...)
x°:=(1,0,0,0,...) ,
dann gilt, wie leicht zu priifﬁn,
i
(ro,r,l,...,rk,o,o,...) =Z r;X .
i=0
Meist wird auch noch rX°=r , T€R gesetzt, so

daB

k
(ro,r,],...,rk,o,o,...)=ro+r1X+...+rkX

gilt. Der rechts stehende Ausdruck heiBt ein Poly-
nom in X . Im Fall.e rk*O ist das Polynom (durch
das gegebene Element aus R[X]) eindeutig bestimmt;
kX heiBRt dann der Grad des Polynoms. Fir das
Nullelement (0,0,...) schreibt man O wund nennt
es das Nullpolynom ; als Grad wird ihm das
Symbol - zugeordnet. Den Ring R[X] nennt man
nun den Polynomring in der Unbestimmten
X mit Koeffizienten in R . Man beachte
dabei die irrefiihrende Bezeichnung "Unbestimmte X"
da doch X durch X=(0,1,0,0,...) wohldefiniert
ist.

Betrachtet man die Abbildung
Rsr + (r,0,0,0,...) =rx°c R[X] ,

so sieht man‘ sofort, daB diese ein injektiver Ring-
homomorphismus ist. Wie schon durch die Schreib-
weise r=rX° angegeben, wird R meistens mit
Rx° identifiziert, so daB dann R als Unterring
von R[X] betrachtet wird.
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3.6 Boolesche Ringe

Umn zu zeigen, welche zundchst etwas pathologisch
erscheinende Eigenschaften ein Ring haben kann,
betrachten wir Boolesche Ringe.

3.6.,1 DEFINITION:
Ein Ring R heiBt Boolescher Ring &

VreR [r2=r] .

3.,6.2 FOLGERUNG:
Sei R ein Boolescher Ring, dann gilt

VreR [r+r=0]

und R ist kommutativ,

Beweis: Seien r,seR =

r+s= (r+s)2=r2+rs+sr+s2=r+s+rs+sr _
rs+sr=0 ., Fir s=1r folgt O=r2+r2=r+r .
Also gilt r=-r filir jedes Element re R . Damit
folgen aus rs +sr =0 durch Addition von rs:
sr=0+sr=rs+rs+sr=rs+0=rs , also ist R
kommutativ. //

Beispiele fir Boolesche Ringe erhdlt man auf fol-
gende Weise. Sei M eine beliebige Menge und sei
P(M) die Potenzmenge von M . In P(M) werden
eine Addition und eine Multiplikation folgender-
maBen eingefiihrt: Fir r,seP(M) sei

r+s:=(rus)N(rns)
rs:=rAns .

Man priift leicht nach, daR damit P(M) ein Boole-
scher Ring ist., Das Nullelement dieses Ringes ist
die leere Menge @ und das Einselement die Menge
M .
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§ 4 Boolesche Algebren

4,1 Definition und Beispiele

Wir geben jetzt eine algebraische Struktur an,

die zundchst wie ein Ring aussieht, jedoch kein
Ring ist. Es handelt sich um Boolesche Algebren,
die in engem Zusammenhang mit den zuvor betrachte-
ten Booleschen Ringen und den in IIT.%.5.3 einge-
filnrten Booleschen Verbinden stehen. Sie sind ins-
besondere im Hinblick auf gewisse Anwendungen von
Interesse,

4,1.1 DEFINITION:

Ein Quadrupel (A, 4, °,') heiBt eine Boolesche
Algebra , wenn folgendes gilt:

(I) A ist eine Menge,

(II) # und o sind bindre Operationen von A ,
(III) ' 4ist eine Abbildung:

' Adsar—a'e A
und fir alle a,b,ce A gelten:
(1) (a4d)Hc=a+(bsc) , (aeb)oc
(2) ac(b#e)

(3) a+b=b+a , @aeb=boeag

ao(boc)

(aob)4#(acc) , a+(boc)

n

(a+b)e (a#c)

(4) Es gibt ein Element «~ (Nullelement genannt)
und ein Element e (Einselemnt genannt) mit

a+w=a , ace=a .

(5) a#a'=e, aca' =«.

Es erhebt sich zundchst die Frage, ob dies ein
Ring ist, sind doch insbesondere die assoziativen,
kommutativen und (sogar zwei!) distributiven Ge-
setze erfiillt und es gibt ein Null- und ein Eins-
element! Was fehlt also, daB A kein Ring ist?
Nun, es fehlt die Voraussetzung, daB A bei 4
eine Gruppe ist. Es gilt sogar
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4.1.2 BEMERKUNG:
Sine Dooulesche slgebra, die teziglich ¢ und -
t =

“9
t nur aus einem Eiement.,

¥

] 5 LS
€in ning isv, Celuerl

Beweis: Setzt man in (3) (rechts) b=a und c=a',
dann folgt a=a¢0=a#(aca')=(aga)-(aga')s=
(a4a)oe=asa . Da es nach Voraussetzung jetzt

zu a ein inverses Element (-a) beziliglich #
gibt, so daB a+ (-a) das eindeutig bestimmte
neutrale Element der Gruppe (4, #) ist, folgt

aus a=a+a sofort a4 (-a)=(aga)#(-a)-=

a4 (a4 (-a))=a , folglich ist jedes Element

ae A gleich dem neutralen Element von (A, #) ,
d.h. A Dbesteht nur aus einem Element. /

Ein Beispiel filir eine Boolesche Algebra hat man
in der Potenzmenge P(M) zu einer beliebigen Menge
M , wenn man fir a,b,ceP(M) setzt:

a+b:i=aud

aocb:=anb

=0
e:=M
a':=MNa .,

Dieses Beispiel kann noch verallgemeinert werden,
indem man eine nichtleere Teilmenge A von P(M)
betrachtet, die mit a,be A auch avb, anb und
"M~ a enthidlt, Derartige Boolesche Algebren werden
auch Mengenkodorper genannt und spielen in
der Wahrscheinlichkeitstheorie eine grundlegende
Rolle.

4,2 Zusammenhang mit Booleschen Verbidnden und
Booleschen Ringen

In III.3.5.3 hatten wir Boolesche Verbidnde kennen-
gelernt und es soll jetzt festgestellt werden,

in welcher Beziehung diese zu den Booleschen Al-
gebren stehen.
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4.2t SATZ:

a) Ist (A, #, 0,') eine Boolesche Algebra, dann
wird fiir a,be A durch

a<b:& a=-aeb
in A eine Ordnung definiert, bei der (4, <)
ein Boolescher Verband (III.3. .3) ist, und es
gilt
(1) anb=ac¢h
(2) auvub=a#bd

(3) Das kleinste bzw. grdBte Element aus (A, £)
ist das Nullelement <« bzw. das Einsele-
ment e aus (A, %,°,') .

b) Ist umgekehrt (A, £) ein Boolescher Verband,
dann wird durch

a#b:=avd
acb:=anb
a':=a'

eine Boolesche Algebra (A, +, °,') definiert,
bei der das Nullelement bzw. Einselement das
kleinste bzw. groBte Element von (A, <) ist.

Beweis bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen.

Boolesche Algebren und Boolesche Verbande unter-
scheiden sich also nur dadurch, daB man einerseits
af#b und a-b als algebraische Operationen und
andrerseits in der Schreibweise anb und aubd
als durch eine entsprechende Ordnung definiertes
Supremum bzw. Infimum von {a,b} betrachtet. Im
ersten Fall handelt es sich um eine algebraische
Struktur und im zweiten um eine Ordnungsstruktur.
Dies zeigt, daB Strukturen, die zunichst sehr un-
terschiedlich aussehen, doch im Wesentlichen das
gleiche mathematische Objekt liefern konnen. Es
ist eine der Hauptaufgaben der Theorie der Kate-
gorien (siehe VI. Kapitel), die Untersuchung ver-
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schiedener Strukturen auf gemeinsame Figenschaften
hin zu ermdglichen, Der entscheidende Begriff dafiz
ist der des Funktors.

Wir gehen jetzt auf den Zusammenhang zwischen Boole-
schen Algebren und Booleschen Ringen (3.6) ein.

4,2,2 SATZ:
a) Ist (A,+,-) ein Boolescher Ring mit dem Eins-
element 1 , dann wird durch

a+b:=a+b+ab
ae¢b:=a.b
a':=1+a

eine Boolesche Algebra (A, +,°,') mit glei-
chem Eins- und Nullelement wie (A,+,:) defi-
niert.

b) Ist umgekehrt (A, #,°,') eine Boolesche Al-
gebra, dann wird durch

a+b:=(a<b')+(a's b)

arb:=a-b
ein Boolescher Ring (A,+,+) mit gleichem Eins-
und Nullelement wie (A, 4, ° ,') definiert,
Beweis: Ubung flir den Leser.
Bemerkenswert ist ferner noch, daB man bei den Uber-
gidngen
(A,+,°) =205 (A, 4,0 ,') F2 (a,+,9)
(Ay %4 ° a‘) ";b'b (Ay+,°) ‘_az—)(A’*a o)

zum urspriinglichen Booleschen Ring bzw. zur urspring-
lichen Booleschen Algebra zurickkommt. Mit anderen
Worten: Der Ubergang a) bzw. b) ist jeweils die
Umkehrung von b) bzw. a) .

Im Booleschen Ring und der Booleschen Algebra haben
wir zwei algebraische Strukturen gefunden, die
durch "Umdefinieren" auseinander hervorgehen.
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§ 5 Korper, Quotientenkérper und Polynomringe

uber Kérpern

5.1 Definition und Beispiele fir Korper

5.1.1 DEFINITION:

Ein XKOrper ist ein kommutativer Ring, bei dem
die von O verschiedenen Elemente bei der Multi-
plikation eine Gruppe bilden.

Offensichtlich ist diese Definition damit &aquiva-
lent, daB ein Korper ein kommutativer Ring mit einem
Einselement 1 #0 ist, bei dem Jjedes von Null ver-
schiedene Element ein inverses Element begziiglich
der Multiplikation besitzt.

Beispiele fir Korper: §, R, €. Dies sind Korper,
deren Elemente Zahlen sind: derartige Kdrper nennt
man daher auch ZahlkSrper. Diese Korper werden im
VII. Kapitel von den Peanoschen Axiomen ausgehend
ausfiihrlich konstruiert.

Un weitere Beispiele fiir Kdrper zu erhalten, be-
weisen wir den folgenden Satz, der endliche Kdrper
liefert.

5.1.2 SATZ:

Fir ne]No ist der Restklassenring Z2Z/nZ genau

dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis: Sei n=p eine Primzahl, Dann sind
O+pZ y, 1+pZ y...,p -1 +DpZ

genau die Elemente von Z/pZ .
Sei O<k<p , ke N , dann sind k und p teiler-
fremd. Folglich gibt es a,belN mit

ka +pb =1 ,
also ka=1-pb .
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Dann folgt
(k+pZ){a+pZ) =ka+pZ
=1-pb+pZ=1+pZ ,
also besitzt k+pZ in Z/pZ das inverse Ele-
ment a+pZ . Folglich ist Z/pZ ein Kdrper.
Sei jetzt ne IINo keine Primzahl, dann zeigen wir,

dal Z/nZ kein Kdrper ist.
1. Fall: n=0 , also O%Z = {0} . Dann gilt

2+ {0} + {0}
und aus der Annahme

(2+{0})(a+{0}) =2a+ {0} =1 + {0}
wirde 2a=1 mit ae¢Z folgen. Widerspruch!
2. Fall: n=1 , also 1Z =7 . Dann besitzt der
Ring Z/Z nur ein Element, d.h, nur das Nullele-
ment, und ist folglich kein Kdrper.
3. Fall: n=ab mit a,beN {1} . Dann gilt a+nZ
+ 0+nZ , aber (a+nZ)(b+nZ)=n+nZ=nZ=0+nZ.
Angenommen a +nZ hdtte ein inverses Element
¢c+nZ , so folgt einerseits

((c +nZ)(a+nZ))(b+nZ) = (1 +nZ)(b+nZ) =b+nZ
und andererseits
(c+nZ)((a+nZ)(b+nZ)) =(c +nZ)(0+nZ) =0 +nZ

also benZ . Wegen b/n ergibt dies b=0 oder
b=n . Wegen O$n=ab , a*1 , ist beides nicht
méglich, also besitzt a+nZ kein inverses Ele-
ment, d.h., Z/nZ 1ist kein Kdrper. //

5.2 Der Quotientenkdrper eines nullteilerfreien
kommutativen Ringes

Lhnlich wie in 2.9.2 wollen wir hier zu einem null-
teilerfreien kommutativen Ring R inverse Elemente
(bzgl. der Multiplikation) hinzufiligen, um einen
Korper zu erhalten, den Quotientenkdrper Q(R)

von R .
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sei Kk ein nullteilerfreier kommutativer Ring.
Auf Rx (R {0O}) ist durch

(myn) ~(r,s):¢= ms =nr

eine Aquivalenzrelation definiert.

Reflexivitédt: mn=nmm =3 (m,n)~ (m,n).

Symmetrie: (m,n)~ (r,s) —= ms =nr — rn=sn —
(r,s)~(m,n) .

Transitivitdt: (m,n)~(r,s)a (r,8)~ (u,v) =

ms =Nr A rv=su == (mv)s = (ms)v =nrv=n(su) = (nu)s
Wegen der Nullteilerfreiheit und se R {0} gilt
nv =nu =5 (m,n)~ (u,v) .

Sei Q(R) := (R x (R {0} ))/~ die Menge der Lquiva-
lenzklassen dieser Aquivalenzrelation. Die Aquiva-
lenzklasse von (m,n) Dbezeichnen wir mit % .

G(R) 1ist ein Korper mit der Addition’

_ms +nr
ns

o 1=}

+Z
s

und der Multiplikation

mr. _mor
n s’ ns

.

Zundchst ist zu zeigen, daf damit Abbildungen
Q(R) x Q(R) —> Q(R) definiert werden. Dazu wenden
wir III1.2.3.2 an. Seien

i@ (Rx (RA{0})) x (R x (R70])) —> Q(R)

definiert durch

- ms +nr
ns

y ((m,n),(r,s)) :
7((m,n),(r,s)) :=%—153 .

Sei (myn)~(m',n') und (r,s)~(r',s') . Dann ist
mn' =nm' und rs' =sr' , also ist (ms +nr)n's'-=
mn'ss' +rs'nn" =m'nss' +r'snn' =(m's' +n'r')ns
und nrn's' =mn'rs' =m'nr's=m'r'ns ., Damit ist

ms + 's'+n'y' m
s+nr_m n'r und BL_Dm'T

ns n's’ ns n's ’
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also

und
?‘((man)g(rgs)) =99((m',n'),(r',s')) .
Nach III.2.3.2 sind damit Abbildungen
g

UR) x QR) » (5,5) V> BELEE c(R)

AR« @(R) > (B,2) +—> TT e Q(R)

definiert. Man beachte, daB mit n,s e R\{O} auch
ns € R\N{0} gilt wegen der Nullteilerfreiheit von
R .

Man prift sofort nach, daB %=%)- & m=0 und
daR %=-2— fiir alle se R {0} gelten. Mit den
bekannten Regeln der Bruchrechnung zeigt man Jjetzt
leicht, daR (Q(R), +, ) ein Kdrper ist mit 7?-
als Nullelement, x als Einselement und % als
inversem Element (beziiglich der Multiplikation)

zu -Z— . Man beachte dabei, daB g*:‘q , falls t 40 .
Man hat eine injektive Abbildung ¢: R —> Q(R)
mit L(S)=% . Ist namlich ¢(s) = t(t) , also
$-%, soist (s,1)~(t,1) und damit s-1=t.1,
daher ist ¢: R —> Q(R) injektiv. FaBt man Q(R)
als kommutativen Ring mit Einselement auf, so ist
t: R —> Q(R) ein unitirer Ring-Homomorphismus,
denn es ist

L(s+t)=s,’;t=%+;|§=t.(s)+ (t)

t(s+t) =s=}£=%-%-=L(s)-L(t) ,
L<1)=% .

Da ¢ injektiv ist, kann man die Elemente se€R
vermdge ¢ mit den Elementen %e Q(R) identifizie-
ren, also R als Teilmenge von Q(R) auffassen.
Dabei wirken die Addition bzw. Multiplikation von
Q(R) wund die Addition bzw. Multiplikation von R
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auf den Wlementen von K in gleicher Veise

¢t ein Ringhomomorphismus ist.

5.2.17 DEFINITION:
Der oben konstruierte Kdrper Q(R) mit dem Unter-
ring R heiBt Quotientenkdrper von R .

5.2.2 SATZ:

Sei R ein nullteilerfreier, kommutativer Ring

mit Einselement. Sei Q(R) der Quotientenkorper

von R mit dem oben konstruierten injektiven Ring-
Homomorphismus ¢: R —> Q(R) . Sei K ein wei-

terer Korper und f: R —> K ein injektiver Ring-
Homomorphismus (wobei K als Ring aufgefaBft wird).
Dann gibt es genau einen Ring-Homomorphismus

( = Kérper-Homomorphismus) f': Q(R) —» K mit f't =f.

Beweis: Sei f,: Rx (R\{O}) —> K gegeben durch
£1(r,ys) -f(r)(f(s))' . Dann gilt: (r,s)~ (x,¥)

=3 Iy = sX => f(r)f(y) -f(s)f(x) _— f,\(r s) =
f(r)(f(s))' —f(x)(f(y))° = f,(x,y) . Dabei ist

zu beachten, daB aus s#0#%y wegen der Injektivi-
tit von f folgt f£(s) #0+#£(y) , also sind f(s)
und f(y) in K invertierbar. Nach III.2.3.2
induziert f, Benau eine Abbildung £f': @(R) — K
mit £0(Z) = (e (£(sN7 .

f' ist ein Ring-Homomorphismus, denn es ist
f'(-§+§f—) = pr(ELESX s«;sx)

(£(2)£(y) + £(s)£(x)) (£(s)) T (2 (y) "

£e)(£(sN™ T+ () (£

£+ G
und

f'<-§.-;-> =f'(%)

£(2)£(0) (£(s) (£ ()
N COLANC I
Fiir alle reR gilt f'u(r) = f'(%‘-) = f(r) , also
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ist ' =f .

Ist schliefRlich £": ({&) —> ¥ ein weliterer Ring-
Homomorphismus mit f"t =f , so ist f"(§)= f“(%(%)-q)
= £ () (e (N = 52 (£(s)) T = £1(E) |, also ist
fr=f" Ly

5.3 Der Polynomring mit Koeffizienten in einem
Koérper

Sei K ein beliebiger Korper und K [X] der Poly-
nomring in der Unbestimmten X mit Koeffizienten
in K (Polynomringe siehe 3.5). Bei vielen Uber-
legungen in der Algebra und in anderen Gebieten
der Mathematik spielt der Polynomring K[X] eine
wesentliche Rolle. Es sollen daher hier einige
Eigenschaften von K[X] , die mehr oder weniger
bereits aus der Schule bekannt sind, entwickelt
werden.

Wir erinnern zundchst an dem Grad eines Polynoms.
Gilt fiir P(X) e XK [X]
n
P(X)=p X" +...+pX+p, , P %0,
dann ist n der Grad des Polynoms,
Grad(P(X)) t=n .

Dem Nullpolynom, welches durch diese Definition
‘nicht erfaBt wird, wird als Grad das Symbol -
zugeordnet.

Insbesondere bedeutet Grad(P(X)) =0 , daB P(X)
von der Form
_ _ o

P(X)=p, (= pX")
mit Py +0 ;st.
5.3.1 BEMERKUNG:
Fiir A(X), B(X) e K[X], A(X) $0, B(X) 40 gilt

Grad(A(X)B(X)) = Grad(A(X)) + Grad(B(X)) .
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Beweis: Seien

A(X):ame+am_1Xm'1+...+ao s a *0 ,

n n-1
B(X):an +bn__,,X +...+bo , bn*o,
dann folgt nach Definition der Multiplikation von
Polynomen

AX)B(X) = amanm+n + Glieder kleineren Grades .

Da am,bneK , am#O s bn¢0 , und bei einem Kdrper
die Menge der von Null verschiedenen Elemente mul-
tiplikativ abgeschlossen ist, folgt ambn#O , also

Grad(A(X)B(X)) =m +n = Grad(A(X)) +Grad(B(X)) ./

Aus dieser Bemerkung ergibt sich insbesondere, daB
das Produkt von zwel von Null verschiedenen Poly-
nomen wieder von Null verschieden ist, d.h. X[X]
ist ein nullteilerfreier Ring. Daher kann im Sinne
von 5.2 der Quotientenkdrper konstruiert werden.
Man erhdlt damit den sogenannten Kodorper der
rationalen Funktionen in der Unbestimm-
ten X mit Koeffizienten in K , der meist als
K(X) @geschrieben wird. Die Bezeichnung "Korper
der rationalen Funktionen" ist insofern irrefiihrend,
als die Elemente von K(X.) keine Funktionen (im
Sinne von Abbildungen) sind.

Bei gewissen Uberlegungen hat man in einem Polynom
die Unbestimmte X durch ein Element des Korpers
zu ersetzen. Sei P(X)e K[X] ,

P(X) =ann+pn_,|Xn-1 +eoo+D X 4D

und sei keX , dann setzt man

P(k) :=p kK +p 4 1=

Folglich ist P(k)e K .

+ .. +p,|k+po .

5.3.2 BEMERKUNG:
Sei keK , dann wird durch

8, : K[X}3P(X) —> P(k) eK

ein surjektiver Ring-Homomorphismus definiert.
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Beweis: Ubung fiir den Leser. //

Zu einem Polynom P{X)¢ K[X] wird ofi die in folgen-
der Weise definierte Polynomabbildung P(x) be-
trachtet:

P(x): Kak —>P(k)e K .

Wir wollen die zu dem Polynom ann-+... +p,]X+p0
gehorige Polynomadbbildung mit P(x) =
pnxn-+... +DP X +D, bezeichnen.

Man beachte, daB das Polynom P(X) von der Polynom-
abbildung P(x) wohl zu unterscheiden ist, denn
verschiedene Polynome kdnnen die gleiche Polynom-
abbildung liefern. Sei K =Z/pZ , mit den Elementen

kq,k2,...,kp , und sei

s = o)

i=1

dann sind zwar alle Polynome Pi(X) :=P(X)i , ieN ,
voneinander verschieden, Jjedoch sind alle Polynom-
abbildungen Pi(x) , ieN , gleich und zwar gleich
der Nullabbildung von K nach K , die jedes Ele-
ment aus K auf das Nullelement von K abbildet.
Der Beweis fiir diese Behauptung bleibt dem Leser
zur Ubung iiberlassen. Man zeige allgemeiner fiir zwei
Polynome A(X) wund B(X) mit Koeffizienten in
K=2Z/pZ:

A(x) = B(x) &= P(X)/AX) - B(X) .

Zum Beweis verwende man 5.3.4. Aus 5.3.4 folgt auBer-
dem flireinen Korper mit unendlich vielen Elementen,
daB zweli verschiedene Polynome verschiedene Poly-
nomabbildungen ergeben.

Im folgenden sei K wieder ein beliebiger Kdrper.

5.3.3 SATZ (Euklidischer Algorithmus):
Seien A(X), B(X) €K{X] und sei Grad(B(X))=20 .
Dann existieren P(X), Q(X)e€K[X] mit

AX) =P(X)B(X) +Q(X) wund Grad(Q(X)) < Grad(B(X)).
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Beweis: Vollstdndige Induktion nach dem Grad von A(X) .
Induktionsbeginn: Grad(A(X)) =-o , d.h. A(X) sei

das Nullpolynom. Wir stellen sogleich allgemeiner

fest, daB die Behauptung trivialerweise filir alle

A(X) mit Grad(A(X))<Grad(B(X)) gilt. Dazu setze

man P(X)=0 und QX) =4(X) .

Induktionsschlufl: Die Behauptung sei fiir alle Poly-
nome von einem Grad <m erfiillt. Sei A(X) jetzt

vom Grad m , wobei m> Grad(B(X)) angenommen

werden kann. Seien '

A(X):ame+am_1Xm-1+...+ao y a,+0,

_ n n-1
B(X)-bnx +b X +...+bo s bn#O ,

n-"1
dann betrachten wir

A(X) := ACX) - ambgqu'nB(X)

m m-"1
=a X" +a  4X +...+8

1

(0]

-1,m-n n n-1
- a b XTTH(p XN +b XN 4L+ )

Darin ist offenbar der Koeffizient von X" gleich
0 , so daB A,I(X) einen Grad <m-1 Dbesitzt.

Nach Induktionsvoraussetzung existieren daher P, x),
Q(X)e K [X] mit

A, (X) =P, (X)B(X) +Q(X)
mit Grad(Q(X)) <Grad(B(X)) . Dann folgt
-1ym-n
A(X) = %bn X B(X) + A x)
_ -1ym-n .
= (apdy X"+, (0)BX) +&(X) .
Wenn noch
L -1ym-n
P(X) := ambn X +P, x)
gesetzt wird, ist dies die Behauptung des Satzes. /
Um aus diesem Satz eine wichtige Folgerung angeben
zu kdnnen, erinnern wir daran, was unter einer
Nullstelle eines Polynoms zu verstehen ist.

Sei A(X)eK([X] , und keK , dann heift k Null-
stelle von A(X) , falls A(k) =0 gilt.
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>
a
a

3.4 PFOLGERUNG:
7 Sind kq"~"km verachiedene Nullstellen wvon
A(X)e K[X] in K , dann gilt
AX) = (X =kq) oo (X =K DP(X)
mit P(X) eK[X] wund
Grad(A(X)) =m + Grad(P(X)) .
b) Ein Polynom aus K[X] vom Grad n hat hiéchstens

n verschiedene Nullstellen in K .

Beweis: a) Induktion nach m.

Induktionsbeginn: m=1 .

Sei k Nullstelle von A(X) . Nach 5.3.3 gibt es
eine Zerlegung

A(X) = (X =K)P(X) +Q(X)

mit Grad(Q(X))<Grad(X-k) =1 ; also muB Grad(Q(X))
= O oder (X)=0 gelten. Ferner folgt

0= A(k) = (k-k)P(k) + Q(k) =Q(k) .

Danach ist Grad(Q(X)) =0 (d.h. Q(X) = q, * 0) nicht
mdglich, so daB Q(X) =0 gelten muB.
InduktionsschluB: Nach Induktionsannahme gelte
bereits

A(X) =(X-—k1)...(X-km_1)Po(X) .
Dann folgt
0= ACky) = (kp =Tq)ewn (kp =k P (k)
und somit wegen ko -k #0 fir i=1,...,n-1
Po(km) =0 .
Nach Induktionsbeginn gilt
PO(X) =(X-km)P(X) )
also insgesamt
A(X) = (X-k,])“.(X—km)P(X) .

Die Behauptung iiber den Grad folgt aus 5.3.1.
b) Nach a) gilt

m = Grad(A(X)) - Grad(P(X)) € Grad(A(X)) ./
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§ 6 Moduin

6.1 Einleitung

In den Moduln lernen wir einen neuen Typ von al-
gebraischen Strukturen kennen, Die bisher behan-
delten algebraischen Strukturen bestanden aus einer
Menge mit einer (z.B. bei Gruppen) oder zwei Ope-
rationen (z.B. bei Ringen). Bei den Moduln werden
zwel algebraische Strukturen, eine additive abelsche
Gruppe und ein Ring, zu einer neuen Struktur ver-
bunden.

Spezielle Moduln sind die linearen Vektorraume,
deren Theorie zu den allgemeinen Grundlagen der
Mathematik zu rechnen ist. Da die Theorie der 1li-
nearen Vektorrdume in den Vorlesungen fiir Studien-
anfanger in Mathematik ausfiihrlich dargestellt
wird, wollen wir uns hier auf zwei Eigenschaften
von linearen Vektorrdumen beschrinken, die in der
Theorie der Moduln wichtige und interessante Ver-
allgemeinerungen gefunden haben. Dabei wird ins-
besondere die Existenz einer Basis fiir einen be-
liebigen von Null verschiedenen Vektorraum bewiesen.
Dieser Beweis wird in den Anféngervorlesungen der
Mathematik (aus verstindlichen Griinden) manchmal
iibergangen und ist daher hier von Interesse. Dariiber
hinaus stellt er ein gutes Anwendungsbeispiel fir
das Zornsche Lemma dar, womit der Leser eine trans-
finite SchluBweise kennenlernt.

6.2 Definition und Beispiele

6.2.1 DEFINIVTION :

a) Ein R-Linksmodul ist ein (geordnetes) Tripel
(M,R,K) mit folgenden Eigenschaften:
(I) M ist eine additive abelsche Gruppe.
(II) R ist ein Ring.
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(TII1) y ist eine Abbildung:
§: Ex s (oym) —> rme M
mit
1) Assoziativem Gesetz:
v r T € R Vme M [r,](rem) = (r,]rz)m]
2) Distributiven Gesetzen:
qu,ra,reR Vm,] sy yme M
[(r,‘ +r2)m =T, m+T,m Ar(m,] +m2) =rm, + rm2]

(Iv) (M,R,y) heiBft unitidrer R-Links-
modul , wenn R ein Ring mit Einselement
1 ist und fir alle meM gilt:

im=m .

b) Ein linearer K-lLinksvektorraum ist
ein unitdrer K-Linksmodul (V,K,y) , wobei K
ein Kdrper ist.

¢) Entsprechende Definitionen gelten fiir (unitire)
R-Rechtsmoduln und lineare K-Rechtsvektorridume.

Ist (M,R,¥) ein R-Linksmodul, dann schreibt man
dafiir aueh kurz RM oder auch nur M , wenn fest-
steht, um welchen Ring R es sich handelt. Ist
entsprechend KV ein linearer K-Linksvektorraum,
so bezeichnet man diesen auch kurz als K-Vektor-
raum oder auch nur als Vektorraum, wenn feststeht,
um welchen Korper K es sich handelt.

Bei einem Modul RM mit einem kommutativen Ring
R , insbesondere also bei einem Vektorraum, ist
die Unterscheidung nach der Seite, auf der R
"operiert", unwesentlich und wird daher oft unter-
driickt.
Ist ndmlich R ein kommutativer Ring und (M,R,y)
ein R-Linksmodul, so erhdlt man durch die Defini-
tion

¥'t MxRa(m,r} > rme¥ ,
d.h. also durch die Festsetzung
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y' (@m,r) := g(r,m)

einen R-Rechtsmodul, fiir den mit der uUblichen Schreib-
weise rm=y(r,m) , mr=y'(m,r) gilt:

mr=rm , reR, meM .

Die Kommutativitdt von R wird benutzt, um fir
y' das assoziative Gesetz nachzuweisen:
(m::‘,‘)r2 = r2(r1m) = (r2r,I m = (r,]rg)m = m(r,]rg) .
In diesem Sinne ist es gleichgliltig, ob man M
als R-Links- oder R-Rechtsmodul auffaflt.

6.2.2 FOLGERUNG:
Sei RM ein R-Linksmodul und bezeichne OR bzw.
OM das Nullelement von R bzw. von M .
(1) PFir alle meM gilt ORm =OM 5
fir alle reR gilt rOM =0M .
(2) Fir alle meM und reR gilt
(-r)m = r(-m) = -(rm) .

Beweis: (1) Ogm = (OR + OR)m = Ogm + Opm =

Oy = Ogm = Opm = (ORm + ORm) - (ORm) = Opm + (ORm - (ORm))

= ORm +OM =0Rm ; analog im zweiten Fall .

(2) m+(-r)m=(r+(-r))m= Opm =0y = (-r)m = -(rm);
analog zeigt man r(-m) =-(rm) . /

Im folgenden werden die Nullelemente von M und
R nicht mehr durch Indizes unterschieden, sondern
beide durch O Dbezeichnet.

6.2.3 BEISPIELE:
1) Ist R ein Ring (mit Einselement), dann ist
RR bzw. Rp ein (unitdrer) R-Links- bzw. R-
Rechtsmodul, Dabei ist flir rm bzw. mnmr mit
r,meR die Multiplikation im Ring zu nehmen.
2) Ist C ein Links- bzw. Rechtsideal eines Ringes
R, dann ist C bzw. Cp ein R-Links- bzw.
R-Rechtsmodul, wobei ebenfalls fliir rc bazw.
cr die Multiplikation in R 2zu nehmen ist,
3) Ist R ein Ring, dann ist die Menge
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it

R% = {(rqy.0032)) [Ty€ R}
der Addition

(r,l,...,rn)+(s,],...,sn) :=(r,"+s,],...,rn+sn)

und der "Modulmultiplikation"

r(rq,...,rn) :=(rr1,...,rrn)

ein R-Linksmodul.

6.3 Freie Moduln

6.3
Sei

)

(2)

(3)

(#)

(5
136

.1 DEFINITIONEN:

RM ein R-Linksmodul.
Eine Teilmenge A von M heiBt Erzeugen-
densystem von M , wenn zu ,j'edem Element
meM endlich viele Elemente a4q,...,8 ¢ A und
rq,...,rleR mit

l .
m= ; r.a,
= it
existieren.

Sprechweise: m ist Linearkombination
von Elementen aus A .

Eine Teilmenge C von M heilt linear un-
abhédngig, wenn flir beliebige Elemente
Cqyeeescy €C mit ci#'ca. fiir i+4J und
r,],...,rleR aus

0= r.C.
:h ivi

stets r, =Tp=...=Tq =0 folgt.

Sprechweise: Die O 18Bt sich nur als triviale
Linearkombination von Elementen aus C darstellen.
Eine Teilmenge von M heift linear ab-
hangig, wenn sie nicht linear unabhidngig ist.
Eine Teilmenge B von M heiBt Basis von

M , wenn B eine linear unabhdngige Erzeugen-
denmenge ist.

Ein Modul M heiBt freier Modul ,



(aysfiinrlich: freier R-linksmodul), w
Basis von M existiert.

6.3.2 FOLGERUNG((Eindeutigkeit der Basisdarstellung):

Eine Erzeugendenmenge B von RM ist genau dann
eine Basis, wenn fir beliebige Elemente bq,...,ble B
mit bi $+b, fliir i#J und Elemente

J

TqseeesTyy
r%,...,rie R aus

1

r.b. = r!b.

stets Ty =ri fiir alle i=1,...,1 folgt.

Beweis: Sei zundchst B eine Basis. Aus
1 1

;= 'ribi =z ribi

I

1
Z;r (ri-ri)bi =0 .

Da B als Basis linear unabhdngig ist, impliziert
diese Gleichung

folgt

ri—ri=0 , 1=71,...,1,
was zu zeigen war.

sel umgekehrt die angegebene Bedingung erfiillt und
sei 1

da auch_1
Ob, =0
= ¢
ist, folgt (mit r; =0 fir i =1,04.,1) r, =0 fir
i=1,...,1 , was zu zeigen war. V4

Sei jetzt B eine Basis, dann kann nach Voraussetzung

jedes Element meM in der Form
1

m = r.b, , r. e¢R
i= *

geschrieben werden (wobei 1 im allgemeinen von
m abhdngt!). Ohne Einschrinkung kann und soll im
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folgenden in dieser Linearkombination by + by

fir i+ ) angencmmen werden, da man nach dem
distributiven Gesetz mchrere Summanden mit gleichem
Element aus B zusammenfassen kann. Die Linear-

kombination
1

m= r.b.

wird dann als Basisdarstellung von nm
bezeichnet., Diese ist im Sinne von 6.3.2 eindeutig.
Man beachte jedoch, daB man in der Basisdarstellung
Summanden der Form Obi weglassen kann (bei der
Basisdarstellung der O allerdings nur bis auf
mindestens einen) bzw. endlich viele Summanden der
Form Ob mit be B hinzufiigen kann.

Besitzt RM eine endliche Basis B etwa mit n
Elementen

B={b,|,...,bn} s
dann kann in der Basisdarstellung eines Jjeden Ele-

mentes me€M stets liber alle Basiselemente summiert

werden:
n

m= r.b. ,
g;; i“i

und in dieser Darstellung sind die Koeffizienten
TqaeeesTy durch m (und B ) eindeutig bestimmt.

Beachte: Eine unendliche Summe J_ r;b; hat keinen
Sinn und zwar auch dann nicht, wenn darin fast alle
Summanden gleich O sind.

Wesentlich ist nun, daR jeder Vektorraum 40 eine
Basis besitzt, d.h. ein freier Modul ist. Hingegen
besitzt nicht jeder Modul eine Basis, Freie Moduln
kdnnen daher als eine Verallgemeinerung des Begrif-
fes des Vektorraums betrachtet werden und haben mit
den Vektorridumen gewisse weitere schdone Eigenschaf-
ten gemeinsam.
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Hier 5011 bewiesen wecden, dafl jeder Vektorraum

4 0 eine Basis besitzt, und daB andrerseits

ZZQ keine Basis besitzt, d.h. kein freier Z-Modul
ist. Der Beweis, daB jeder Vektorraum + O eine
Basis besitzt, soll fiir spdtere Zwecke sogleich
etwas allgemeiner durchgefiihrt werden. Naturgemsf
mufl bei diese? Beweis ein transfinites Hilfsmittel
benutzt werden und zwar verwenden wir das Zornsche
Lemma (siehe III.3.5).

6.3.3 SATZ:

Sei KV ein Vektorraum und sei KV'#O . Zu einer
beliebigen linear unabhingigen Teilmenge C von
KV und einer beliebigen Erzeugendenmenge E wvon
kv existiert eine Menge D c E , so daR C&JDO
eine Basis von KV ist.

Beweis: Sei
3={D| DcEACuD 1linear unabhingig}.

9 ist mit der Inklusion als Ordnungsrelation eine
geordnete Menge. Um das Zornsche Lemma anwenden zu
konnen, mufl gezeigt werden, daRl jede total geord-
nete Teilmenge von 3 eine obere schranke in &
besitzt. Sei ¥ eine total geordnete Teilmenge
von J . Ist ¥ die leere Menge, dann ist jedes
Element aus .3 obere Schranke von ¥ also etwa
@ . Ist ¥ +0 , dann sei

T:= U D

De?

offenbar ist dann T obere Schranke von ¥ ; €s
fragt sich nur, ob T e gilt. Jedenfalls gilt
TcE . Es bleibt festzustellen, ob Cc¢ T 1linear
unabhidngig ist. Seien tq,...,tl verschiedene
Elemente aui CuT mit

0=) Kit, , k;eK .

i=1
Seien tq""’tr diejenigen Elemente, die nicht
in C 1liegen. Fir sie gilt Bgaeeertys T . Nach
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Defimition von T gibt es zu jeden tiv R I
mindestens ein D, e ¥ mit tie D. . Aufgrund von

1
TII D D Irann D

. / L=y nallil

cD,c...cDd angenommen werden.
Dann folgt t’l yeesgtye Dy . Da CwvDy linear un-
abhdngig ist, folgt aus

1

k.t, =0

nun k,l =k2= =k1 =0 , was zu zeigen war.

Nach dem Zorn'schen Lemma existiert also ein maxi-
males Element D, in . Sei B:=CuD, .
Behauptung: B ist eine Basis.

Da B 1linear unabhingig ist, ist nur zu zeigen, daB
B eine Erzeugendenmenge von V ist.

Wir zeigen, dafl jedes Element O # e, € E Linear-
kombiration von Elementen b € B ist:

Z:kb.

Fir ein belleblges veV mit
n

v = kle.

(E ist Erzeugendenmenge) ist dann ndmlich

Sei eeE , e+0 ., Ist eeDo , SO ist e=1-e
Linearkombination von Elementen aus B . Ist e ¢D ,
so ist D gD v {e}cE . Da D, maximal in v 1st,
ist D u{e}¢ J, also ist CuD_ v {e} =Buf{e}
1inear abhdngig. Folglich gibt es eine nicht-tri-
viale Linearkomb'ination

O=k-* k.b.
T s

oder O=kee , k,kjeK und k#0 (B ist linear
unabhingig!). Wegen e +#0 kann O=k.e nicht
gelten, also ist

1

_ -1
e-éi_;—k kjbj /4
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©.%.4 FOLGERUNG:
Jeder Vektorraum KV=I=O besitzt eine Basis.

Beweis: In 6.3.% wdahle man fir C die leere Teil-
menge von V und fir E die ganze Menge V .//

Es ist sehr leicht, Beispiele fiir Moduln anzugeben,

die keine Basis besitzen. Z.B. besitzt Z/nZ
(neN) als Z-Modul keine Basis, denn fir jedes
Element =z +nZ e Z/nZ gilt

n(z +nZ) =nz +nZ =nZ=0+nZ ,

so daB keine linear unabhingige Teilmenge %@
existieren kann.

Wieniger leicht, jedoch interessanter ist es zu
zeigen, daf ZQ R also die Menge der ratlonalen
Zahlen betrachtet als Z-Modul bei der natiirlichen
Addition und Multiplikation, keine Basis besitzt.
Dazu beweisen wir sogleich etwas mehr.

6.3.5 SATZ:
LaBRt man aus einer Erzeugendenmenge von ZQ end-
lich viele beliebige Elemente weg, dann ist die

Restmenge immer noch eine Erzeugendenmenge von ZQ .

Beweis: Offenbar geniigt es zu zeigen, daBl man aus
einer Erzeugendenmenge ein beliebiges Element weg-

lassen kann und die Restmenge eine Erzeugendenmenge

ist. Sei A Erzeugendenmenge und sei aoeA . Da
%aoe € , gibt es eine Darstellung der Form

1
) T 8y = 2,8, 42,89 % ... +298y
mit verschiedenen ao,a,],...,aleA und

Zo3Zqs 000921 € Z . Ebenso gibt es eine Darstellung
1 = 1 1

(2) -,sz—o-' 8, =Ty 8, +Tq8) + ... T8y

mit verschiedenen Elementen a, ,a,i yeeoe ,al'{ e A und

yoyy/p-”’ykez .
Aus (1) folgt

(1 -2zo)a0 =2z,|a,1 + e +22181

141



und aus (2)
- a4 - G = Dy 3\ '
ao_ya(| 220>a0+y,‘(| cz,ola,‘+... B
Setzt man die erste der Gleichungen in die zweite
ein, so ergibt sich

(%) a, =yo(2z1a1 +oeee +2zlal) +y,|(’| -2zo)a,i +oaee
+yk(’l —2zo)a1'( .
Damit ist a, als Linearkombination von Elementen

aus A~ {aoi dargestellt. Ist jetzt qeQ mit der
Darstellung

q=xoao+x1ali + oaes +xmaI'I‘l
mit aj,...,al € A> {ao} und x;¢Z , dann kann
man darin fiir a, die rechte Seite von (3) ein-
setzen und erhdlt q als Linearkombination von
Elementen aus A~ {a } . Folglich ist A ~{a]}
eine Erzeugendenmenge. //

6.%3.6 FOLGERUNG:
ZQ besitzt keine Basis,

Beweis: Wir zeigen: Es gibt keine linear unabh&n-
gige Erzeugendenmenge. Ist A Lrzeugendenmenge
und a, € A , dann ist a, Linearkombination von
Elementen aus A ~({a/}

8y =298 +28x + c0s + 2,8, zieZZ;
folglich ist

O=(—’l)ao+z,}a,] +eootz oAl
eine nichttriviale Linearkombination der O mit
Elementen aus A ., /

6.4 iHalbeinfache Moduln

Eine weitere mdgliche Verallgemeinerung der Vektor-
raume stellen die halbeinfachen Moduln dar. Um dies
auseinanderzusetzen, brauchen wir einige neue Be-
griffe,
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Ootet  DEFINITLON:

Sei RM ein Modul.

(1) Eine Teilmenge UCRM heiBt Untermodul
von RM , wenn U Dbei der Addition von RM
und der Multiplikation von RM mit Elementen
aus R selbst wieder ein R-Linksmodul ist.
Ist U Untermodul von RM , dann wird UC,RM
geschrieben.

(2) Ein Untermodul U von pM heifit direkter
Summand von RM , wenn es einen Untermodul
T wvon RM‘so gibt, daB gilt
a) Jedes Element meM 1&Bt sich in der Form

m=u+t , uel , teT
schreiben (kurz: M=U+T),
b) UnT= {0} .

(3) Der Modul gM heift halbeinfach , wenn

jeder Untermodul von RM direkter Summand von

RM ist.

Wir bemerken zundchst, daf ZZ nicht_ halbeinfach
ist. Untermoduln von ZZ sind die Ideale von Z ,
die nach 3%.4.1 alle Hauptideale sind. Ist nelN ,
n+1, dann ist das Ideal nZ kein direkter Summand
von % , denn ist mZ %0 ein anderes Ideal von

Z 4, so gilt OfmméenZonZ .

Dem Leser wird zur Ubung empfohlen zu zeigen, daB
auch Q@ nicht halbeinfach ist.

6.4.2 SATZ:

Jeder Vektorraum KV ist ein halbeinfacher Modul.

Beweis: Sei Uc,KV . Ist U=0 , dann leistet
T:=V das Gewlinschte, wie sofort zu sehen. Ist
U=V , dann ist T =0 2zu setzen.

Sei jetzt O0+#U#V wund sei C eine Basis von U .
Dann gibt es nach 6.3.3 eine Basis B von KV

mit CcB , Sei T die Menge aller Linearkombi-
nationen von Elementen aus B~C . Dem Leser bleibt

es als Ubung liberlassen zu bestatigen, daB jetzt
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T das Gewlinschbe leistet.

6.5 Homomorphismen

Zu jeder Struktur gehdren die strukturerhaltenden
Abbildungen, die im Falle von Moduln Homomorphismen
heiBen und bei Vektorrdumen auch lineare Abbildun-
gen genannt werden.

6.5.17 DEFINITION:
Seien M wund N R-Linksmoduln. Ein (Modul-)
Homomorphismus

9): RM'—"')RN
ist eine Abbildung von M nach N mit der fol-
genden Eigenschaft:
me%emM“%eRquTWﬂQ=m¢mﬁ+%%%ﬂ.
Homomorphismen von linearen Vektorrdumen werden
auch lineare Abbildungen genannt,

Gilt M=Gqu(p) =2i(p) , dann heift ¢ ein Endo-
morphismus.

Wie leicht zu sehen, kann die Homomorphiebedingung
daquivalent in die zwei folgenden Bedingungen zer-
legt werden:

Vm,l e M [sv(m,] +m,) =7?(m,[) +9>(m2)] A
VmeMYreR {y?(rm) =r?7(m)] .

RN

wird mit HomR(M,N) bezeichnet. Durch folgende

Die Menge aller Homomorphismen von RM nach

Definition wird HomR(M,N) zu einer additiven,
abelschen Gruppe. Seien a,[3eHomR(M,N) , dann
wird «+f3: g —> g durch

(e +3)(m) :=oc(m) +B(m) , meM

definiert.

Im Falle M =RN wird HomR(M,M) auch mit
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End(RM) bezeichuet. Zusitzlich zu der schon all-
gemein eingefiihrten Addition stellt jetzt die Hin-
tereinanderausfiihrung von Endomorphismen eine Mul-
tiplikation auf End(RM) dar, durch die End(RM)
zu einem Ring wird, dem sogenannten Endomor-
phismenring von RM . Im Falle eines Vektor-
raumes pV heiBt End(KV) auch der Ring der li-
nearen Selbstabbildungen von KV .

Betrachten wir schlieBlich HomR(M,R) , wobei R
als R-Linksmodul RR auftritt. Durch die Defini-
tion

('fzr)(m) :=?9(m)r , ?eHomR(M,R) , TeR

wird, wie .leicht nachzupriifen, HomR(M,R) zu einem
R-Rechtsmodul, der als der zu RM duale Modul
bezeichnet wird,

In den letzten drei Beispielen HomR(M,N) , End(RM)

und HomR(M,R) haben wir gesehen, in welcher Weise
Mengen von Homomorphismen selbst wieder eine alge-
braische Struktur sein konnen.
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V. Kapitel: Metrische und topologische Raume

§ 1 Metrische Raume

1.1 Einleitung

In der menschlichen Entwicklung entstand neben
dem Bediirfnis zum Zdhlen sehr friihzeitig auch das
Bediirfnis zum Messen von Abstdnden. So ist die
Fahigkeit zum Messen von Abstdnden von Punkten
in unserem dreidimensionalen physikalischen Lebens-
raum eine selbstverstdndliche Voraussetzung Jjeder
technischen Entwicklung. Eine erste mathematische
Prazisierung hat der Abstandsbegriff in der Geome-
trie des dreidimensionalen Anschauungsraumes gefun-
den. Dabei wurde zundchst nicht definiert, was un-
ter dem Abstand d4(P,Q) (4 fir Distanz) zweier
Punkte P und Q 2zu verstehen ist, sondern dies
wurde der Anschauung entnommen, doch hat sich im
Laufe der Entwicklung gezeigt, welche Eigenschaften
dieses Abstandes in der Geometrie tatsichlich ge-
braucht werden., Es handelt sich um die folgenden
Eigenschaften:
(1) Fir verschiedene Punkte P wund @ ist 4(P,qQ)

eine positive reelle Zahl und d4(P,P) =0 .
(2) Symmetrie: d4(P,q) =d(,P) .
(3) Dreiecksungleichung: Fir beliebige Punkte

P, @, R gilt:

a(p,qQ) £4a(P,R) +4a(R,Q)

; .
d(P,R% \\d(R,Q)
L ——

a(p,Q)
Nachdem dies klar war und der Abbildungsbegriff
fir Mengen zur Verfiligung stand, war es ein nahe-
liegender Schritt zur Definition eines beliebigen
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1.2 Definition und Beispiele

1.2.17 DEFINITION:

Ein Paar (M,d) heiBt metrischer Raum
mit der Metrik 4 :

(I) M ist eine Menge.

(II) & ist eine Abbildung

d: MxM —> IR

mit folgenden Eigenschaften:
(mq) V x,yeM [a(x,y) =0 &= x=7]
(m,) Symmetrie: Vx,yelM [d(x,y) = a(y,x)]
(m5) Dreiecksungleichung:
Vx,y,zeM [d(x,y) £d(x,z) +d(z,y)] .
Die Elemente von M heiflen Punkte des metri-
schen Raumes.

Die Eigenschaft (m1) weicht von der zuvor ange-
gebenen Eigenschaft (1) ab. DaB dies unwesentlich
ist, zeigt die

1.2.2 FOLGERUNG:
Fiir einen metrischen Raum (M,d) gilt:

Vx,yeM [d(x,y) 0] .

Beweis: Aufgrund von (m,), (ma) und (ma) gilt
0 =d(x,x) £d(x,y) +d(y,x) =2d(x,y) , also d(x,y) =0C./

Die Metrik d ist demnach also eine Abbildung

von Mx M in die Menge der nicht-negativen reellen
Zahlen, die genau die Paare (x,x) , x€M auf O
abbildet (und die (m2) und (ma) erfillt).

Zu einer Menge M kann es mehrere Metriken d
geben. Ist es jedoch klar, um welche Metrik es sich
handelt, so wird statt (M,d) auch nur M geschrie-
ben und vom metrischen Raum M gesprochen.
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1.2.3 BEISPIELE fir metrische Raume:

,]>
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
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®,d) mit d(x,y) = |x-y| .

(IRn,d) , wobei gelte:

R - {(x,l,...,xn) | x; € R}

und fir x=(x1,.,.,xn) , y=(y,],...,yn)

n
alx,y) =+ ;(xi -yi)2 .

d heift die euklidische Metrik von RP,
Euklidische Metrik (V,d) (Verallgemei-
nerung von 1) und 2)):

Sei (V,B) ein euklidischer Raum mit dem ska-
laren Produkt 3 und der Norm |x|=+VA(x,x) ,
dann sei :

d(X,}') =lx-3y1 -
Weitere Metriken des IR™:

dq(x,y) :=Max {|xi-yi| l i=’|,...,n} .
n

de(xsy) = ;Ixi-yil .

Diskrete Metrik:
Sei M eine beliebige Menge, dann wird durch

._JO fir x=y
d(x’Y>"{’l flir x+y

die sogenannte diskrete Metrik von M definiert.
Der Leser mache sich zur Ubung klar, daf im R"
die euklidische Metrik, die diskrete Metrik

und die Metriken d, und d2 alle voneinander
verschieden sind.

(IN,d) mit
1 1
d(m,n) = i n .
Sei RP:= {(x,],xg,xy...) !xie R} und seien

x=(x,],x2,x3,...) , y=(y1,y2,y3,...) , dann
wird durch
@®

a(x,y) :=Z P g a1

o7 2t T+ 1% -yl

eine Metrik von R® definiert.
Hilbert-Raum (H,d):



[P .. . - - Nt 1 .
M{cao* HEREEY 1Xp1Xz4+0) | X3¢ Tea konvergent
\ 2 AN

X, } und sei fUr x = (X, ,X5yXzye00) 4
T i 1972170350 ¢

y=(n F1Tz00 e .) die Metrik 4 definiert durch

® V
d(X,}') =+ : (xi-yi)2 .
1=

9) Ist (M,d)  ein metrischer Raum und ist AcM ,
dann ist die Einschrankung von d auf AxA
offensichtlich eine Metrik dA von A , Man
nennt dann (A,d,) einen metrischen
Unterraum von (M,d) .

Der Leser beweise in allen Beispielen, daB es sich
tatsdchlich um Metriken handelt!

1.3 Offene Mengen in einem metrischen Raum

Offene (und abgeschlossene) Intervalle der "Zahlen-
geraden" sind bereits aus der Schule bekannt. Der
Begriff des offenen Intervalls soll jetzt verall-
gemeinert werden.

1.%2.17 DEFINITION:
Sei (M,d) ein metrischer Raum.
1) Seien x el , geR , ¢>0 , dann heiBlt

K(x,,¢) := {x |xeM Ad(xo,x)<g}
bzw. .
i{—(‘;;_g—) 1= {x | xe Mad(xg,x) € o}

offene bzw., abgeschlossene Kugel
mit dem Mittelpunkt X, und dem
Radius [

2) TcM heiBt offene Menge von M @&
VyeTngIR[g}OAK(y,g)cT] .

3) AcM heiflt abgeschlossene Menge
von M:e= M\ A ist offene Menge von M .,

Danach ist also eine Teilmenge T von M offen,
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weunn zu Jjedem Punkt ye T eine offene Kugel mit
¥ als Mittelpunkt in T enthaiten ist. Gilt
K(y,¢)c T , dann gilt selbstverstiéndlich auch
K(y,e)c T fir jedes ee¢R mit O<é&<¢ , d.h,
die offene Kugel, die noch ganz in T 1liegt, ist
in keiner Weise eindeutig bestimmt.

Zunachst bemerken wir, daB jedes offene Intervall
in R - wie iiblich mit (a,b) bezeichnet (nicht
mit dem Paar (a,b) verwechseln!) - eine offene
Kugel im metrischen Raum @R,d) mit d(x,y) =
|x-y| ist; flir a<b gilt ndmlich

b b-
(a,p) =K(2$R2=2) |

1.3.2 FOLGERUNG:

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann gilt

1) Jede offene Kugel ist eine offene Menge von M .

2) Jede abgeschlossene Kugel ist eine abgeschlos-
sene Menge von M .

3) Genau dann ist eine Teilmenge AcM offen, wenn
sie Vereinigungsmenge von offenen Kugeln ist.

Beweis: 1) Sei \ye.K(xo,g) , dann gilt
K(Yog‘d(xoay)) CK(XO,Q) )
denn flir ze K(y,g-d(xo,y)) folgt
d(xo,z) < d(xo,y) +d(y,z) < d(xo,y) +9 -d(xo,y) =o.
2) Ubung fir den Leser. ’
3) Ist A offen, so ist die Bedingung nach Defini-
tion der offenen Mengen klar, denn jeder Punkt von
A 1liegt dann in einer in A enthaltenen offenen
Kugel. Ist umgekehrt die Bedingung erfiillt, dann
liegt jeder Punkt x von A in einer in A ent-
haltenen offenen Kugel K . Nach 1) liegt x daher
auch als Mittelpunkt in einer in K enthaltenen
offenen Kugel. Damit ist A offen. /

Offene bzw. abgeschlossene Kugeln im iR3 bei der
euklidischen Metrik entsprechen unserer anschauli-
chen Vorstellung von Kugeln. Hingegen sind offene
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Zugeln eines diskreten metrischen kaumes M ent-
weder gleich ganz M (fiir ¢ >1) oder bestehen
nur aus dem Mittelpunkt (fir Q £1). Der Leser
mache sich die geometrische Gestalt der Kugeln
im Falle der Metriken d,; und d2 im Beispiel
4) fir n=2 klar.

Wie sofort zu sehen, ist jede Teilmenge eines dis-
kreten metrischen Raumes offen. Hingegen ist in
R" bei der euklidischen Metrik keine endliche
Teilmenge #@ offen.

In jedem metrischen Raum (M,3) sind die Mengen
@ und M beide sowohl offen als auch abgeschlossen.

Nach diesen erlauternden Bemerkungen betrachten
wir jetzt die Menge ¥ aller offenen Mengen eines
metrischen Raumes (M,d)

¥ ={T |TeP(M)offen T} .
1.3.3 EIGENSCHAFTEN von ¥ :
(t,) Pir jede Teilmenge U von 7 gilt:

UJ Te ¥
Telt

(t,) Fir jede endliche Teilmenge W von ¥ gilt

ﬂTe?

Tell
(t5> Me¥ .

Beweis: (t,) Nach 1.3.2 3) ist jedes TeU Ver-
einigung von offenen Kugeln, also auch UL T .
(t,) Sei U={T,,...,7 } und sei Telt

n
y€ M Ti )
i=1
dann gibt es zu jedem Ti ein gielR s gi>0 mit

K(y,gi)CTi s i=1,...,0 .

Sei §:=Min{g,],...,gn} , dann folgt ¢ >0 sowie

n
K(y,g)e M T,
:>'<3)ci=1 i
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was zu zeigen war.

<t3> Nach Definition der offenen Mengen ist M
offen. /4

Wir bemerken zu (tz), daB es geniigt zu verlangen,
daB mit T, T,€ ¥ auch T, 0 T26'7 , denn (te)
folgt daraus durch Induktion. In (t,) ist enthal-
ten

U T=@0e? .
Ted

Hingegen ist M T nicht definiert.
Te®d

Betrachtet man per Definition in <t2) die leere
Menge @ auch als endliche Teilmenge und definiert
man ferner

AN T:=M |,

Te .
dann kann (tB) wegfallen. Von dieser Mdglichkeit
wird manchmal in der Literatur Gebrauch gemacht.

In der Untersuchung der metrischen Raume hat sich
gezeigt, daR bei gewissen Uberlegungen die Metrik

d selbst nicht benutzt werden muBl, sondern daB es
genligt, auf die angegebenen Eigenschaften der Menge
¥ zuriickzugreifen. Dies legt es nahe zu ignorieren,
daB man die Menge ¥ mit Hilfe einer Metrik gewon-
nen hat.

Sei M Jjetzt eine beliebige Menge und sei T c P(M)
(= Potenzmenge von M) mit den Eigenschaften (t,),
(t2),(t3), dann heiBt das Paar (M,¥) ein topolo-
gischer Raum. Dann gilt alles, was man flir metrische
Riume nur unter Verwendung von (t,), (t,) und (tB)
hergeleitet hat, auch filir topologische R&ume. Dariiber
hinaus sieht man sofort, daB topologische Raume
existieren, die nicht durch eine Metrik definiert
werden konnen., Damit erhebt sich sogleich die inter-
essante Frage nach einer Kennzeichnung der"metri-
sierbaren" topologischen Riume (M,7) , d.h. zu
denen es eine Metrik d so gibt, daB ¥ die Menge
der offenen Mengen von (M,d) ist.
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§ 2 Topologische Raume

2.1 Definition und Beispiele

2.17.17 DEFINITION:
Ein Paar (M,¥) heiBt topologischer
Raum mit der Topologie ¥ : &
(I) M ist eine Menge.
(II) ¥ 4ist eine Teilmenge der Potenzmenge von M
(F<P(M)) mit folgenden Eigenschaften:
(t4) Fir jede Teilmenge U von ¥ gilt

o T e
(t2) Fir jede endliche Teilmenge U von 7
gilt:
TZ?)Z Te'¥ .
(ti) Me¥ .

Die Elemente aus 7 heiBen die offenen

Mengen der topologischen Raumes. Die Mengen M~ T
fir Te7 heiBRen die abgeschlossenen
Mengen des topologischen Raumes. Die Elemente aus
M heiBen die Punkte des topologischen Raumes,

Wie bei den Metriken konnen zu einer Menge M

mehrere Topologien existieren. Ist es klar, um welche

Topologie es sich bei (M,¥) handelt, so wird
statt (M,¥) auch nur M geschrieben und vom
topologischen Raum M gesprochen.

2.1.2 BEISPIELE fir topologische R&ume:

1) Zu jedem metrischen Raum (M,d) gehdrt in der
in § 1 angegebenen Weise ein topologischer Raum,
der jetzt mit (M,?&) bezeichnet werden soll.

7& wird auch als die durch die Metrik d erzeugte
Topologie bezeichnet.

Man beachte, daBl verschiedene Metriken von M die
gleiche Topologie von M erzeugen konnen. Ist dies
fiir zwei Metriken der Fall, dann nennt man sie
(topologisch) dquivalent .
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Ubung fir den Leser: Stelle fest, welche der in
1.% fiir R® angegebenen Metriken aquivalent sind.
2) Fir jede Menge M ist ¥ :=P(M) eine Topolo-
gie, die die diskrete Topologie von M ge-
nannt wird., Z.B. ist die durch einen diskreten
metrischen Raum erzeugte Topologie die diskrete
Topologie., Allerdings gibt es auch nichtdiskrete
Metriken, die die diskrete Topologie erzeugen. Sei
z.B. (R,d) der metrische Raum aus Beispiel 1),
dann ist der metrische Unterraum Gz,dz) kein
diskreter metrischer Raum. Jedoch erzeugt dZ

die diskrete Topologie von 7Z .

3) Fiir jede Menge M ist ¥ := {@,M} eine Topo-
logie, die die indiskrete Topologie von M
genannt wird.

4) Ist M eine endliche Menge, dann erzeugt jede
Metrik von M die diskrete Topologie von M .

5) Sei M eine Menge und seien a,be M . Dann sind

t4 “={¢,{a}$M}
bzw.
?’2={¢,{a},{b}’{a’b}s M}

Topologien von M , die fiir a#b verschieden sind.
6) Zu einer beliebigen Menge erhidlt man durch

F:={p}u{T| TcMaendlich M~T}

eine Topologie.

2.2 Basen einer Topologie

Sei zuniachst (M,d) ein metrischer Raum. Nach 1.5
ist eine Teilmenge von M genau dann offen, wenn
sie Vereinigungsmenge der in ihr enthaltenen offenen
Kugeln ist., Diese Situation soll jetzt verallgemei-
nert werden,

2.2.17 DEFINITION:
Sei (M,¥) ein topologischer Raum.
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e . n ~s . .
Tine Teilmenge & wvon ¥ hellt DBasis der
Topologie : &

VTe¥? |[T= U
BebABcT

Nach dem zuvor Gesagten ist in einem metrischen
Raum (M,d)

.‘5:={K(x,§) | xeMa ¢cR, ¢>0}

eine Basis der Topologie 7d . Im gleichen Raum
erhdlt man weitere Basen durch folgende Konstruk-
tion. Sei (81,62,63,...) eine Folge von positiven
reellen Zahlen mit lim € = 0 , dann ist auch
ism

b, = {R(x,6) | xeMni=1,2,3,..}
eine Basis von 7d . Der einfache Beweis bleibt
dem Leser zur Ubung ilberlassen.

2.3 Umgebungen

Der Begriff der Umgebung liefert einen weiteren
Zugang zur Definition eines topologischen Raumes
und spielt bei vielen Uberlegungen eine wichtige
Rolle. Bekannt ist der Umgebungsbegriff oft schon
aus der Schulmathematik im Spezialfall von soge-
nannten &- und S-Umgebungen.

2.3.1 DEFINITION:
Sei (M,¥) ein topologischer Raum und sei X, € M .
1) Eine Teilmenge Tc<M heiRt offene Um-

gebung von Xy 1 &

X, € TATe¥? .

2) Eine Teilmenge UcM heiBt Umgebdbung von

X, & U enthdlt eine offene Umgebung von X

.

o
2.3.,2 FOLGERUNG:

Seien (M,¥) ein topologischer Raum, x, € M und
sel MX die Menge aller Umgebungen von Xy Dann
gilt: ©
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1) M + 0 ) )
(2) V'UMU e Ul [UA nu,)e'uzv(J
' = 0

(3) VUe?}lx \'/AcM (Vea = aecu ]
(o] 0
) e, .
{0}

Beweis: (1) Da M offen ist, folgt Me”leO , also
%, =9 .

(23 Seien T’I’ T2 offene Umgebungen von Xy mit

Ty< Uy, T,c U, . Dann folgt T,nT,cU,;nU, . Nach
(tz) ist T rs‘l‘a offen. Da auch X, € ;0 'I‘2 gilt,
folgt U f\U2e'UZ .

(3) Nach Deflnltlon der Umgebung.

(4) Klar, da x_ ¢80 . /

Die Eigenschaften (1) - (4) sind die definierenden
Eigenschaften eines Filters in M ., Man nennt
daher auch UXO den Umgebungsfilter von x

.

(o}

2.3.3 FOLGERUNG:

Sei (M,¥) ein topologischer Raum., Dann gilt:
eine Teilmenge TcM ist genau dann offen, wenn
sie Umgebung eines jeden Punktes aus T 1ist,

Beweis: Ist T offen, dann ist die Bedingung nach
Definition der Umgebung erfiillt. Erfiille jetzt T
die Bedingung, dann gibt es zu jedem ye T eine
offene Menge Ty mit ye Tyc T . Es folgt

T=U T R
also ist T nach (t,]) offen. //

Die Bedingung besagt, daB fiir jedes ye¢ T gilt

Te 'Uly . In dieser Formulierung geht sie in den
folgenden Satz ein. Dieser Satz gibt eine Kennzeich-
nung eines topologischen Raumes mit Hilfe wvon Fil-
tern. Er zeigt, daB man topologische RZume auch
durch Vorgabe der Umgebungsfilter definieren kann,

2.%5.,4 SATZ:
Sei M eine Menge und sei P(P(M)) die Potenz-
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menge der Potenzmenge von M . Dann gilt:
1) Ist

W: Max »—)lee P(P(M))

eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften
(uq) Fir jedes xeM ist le ein Filter von
M (siehe 2.5),

(uy) VxeMVUc-'le [xeU] )
(ug) V xe MY Uelw 3TeW Vyer [Tewyj ,
dsnn gibt es genau eine Topologie # von M ,
so daB fir jedes xeM IRX der Umgebungsfilter
von x ist.

2) Die offenen Mengen T der Topologie ¥ sind
genau die Teilmengen T von M , fir die gilt

YV yeT [Tel}[y] .

Der Beweis dieses Satzes soll hier nicht ausgefiihrt
werden, da er in seiner Schwierigkeit liber das hin-
ausgeht, was sonst in diesen "Grundbegriffen" aus-
gefiihrt worden ist. Der Satz selbst sollte jedoch
zur Information angegeben werden. Der am Beweis
interessierte Leser kann diesen Beweis in Lehrbii-
chern der Topologie nachlesen.

Als nachster Grundbegriff soll der der Umgebungs-
basis eines Punktes besprochen werden.

2.3.5 DEFINITION:

Sei (M,¥) ein topologischer Raum und sei xeM ,
'ﬁx heillt eine Umgebungsbasis von x oder
Filterbasis von H% :

(D) j,’xcbzx

(2) Vuew 3Beb [BcU] .

Beispiel: Sei (M,d) ein metrischer Raum und
(M,?d) der durch *d erzeugte topologische Raum.
Ist (&1,&2,&3,...) eine Folge von positiven
reellen Zahlen mit 1lim € =0 , dann ist fiir be-

liebiges xeM 1»@

%= (K(x,e) | 121,2,3,...]

157



eine Umgebungsbasis von x .

7um Reweis sei Ue7[, und T sei eine offene

Ungebung von x mit Tc<U , Dann gibt es eine

offene Kugel K(x,¢)<T . Sei €, %¢, so folgt
K(x,si) cK(x,¢)ec T ,

also ist fiir B :=K(x,&i) die Basisbedingung er-
fillt.

Man beachte den Unterschied zwischen einer Basis
der Topologie und einer Umgebungsbasis von le .

2.4 Beriihrungspunkte, Hiaufungspunkte, offener

Kern und abgeschlossene Hiille

Wir geben jetzt eine Liste von Begriffen an und
untersuchen deren Beziehungen untereinander.

2.4.,17 DEFINITION:

Sei (M,¥) ein topologischer Raum, und seien
xeM und UcM sowie U':=M~NU ,

1) Berihrungspunkt x von U :

VTey [xeT=> TnU4+0] .

U : = Menge aller Beriihrungspunkte von U=
abgeschlossene Hille von U .
2) Haufungspunkt x von U

VTed [xeT = (TaU{x}+p] .

d(U) :=Menge aller Haufungspunkte von U=
abgeleitete Menge von U .
3) Innerer Punkt x von U :

JTe¥ [xeTAaTcU] .

U :=Menge aller inneren Punkte von U=
offener Kern von U .
4) Randpunkt x von U :

YV Te¥ [xeT - (TaU*QATnU'akQ))] .

rd(U) :=Menge aller Randpunkte von U=
Rand wvon U .
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Bevor wir auf Eigenschaften dieser Begriffe eingehen,
geben wir in einer Skizze ihre "gegenseitige Lage" an,

[emi

e—lq—e

rd(U) =rd(U') =T~ TF

!

=

Die Richtigkeit dieser Skizze ergibt sich aus dem
folgenden Satz.

2.4.2 SATZ:

Sei (M,¥) ein topologischer Raum und sei UcM
Dann gilt:

(1) U ist die kleinste abgeschlossene Menge, die
U enthalt.

(2) U 1ist die groBte offene Menge, die in U
enthalten ist,

(3) T=Uvrd(U) e Unrd(U) =0

(4) rd(U) =rd(U")

(5) T'=u' .

Beweis: (1) Wir filhren den Beweis in mehreren
Schritten:

i) UcU:8us xeU, Te¥? , xeT =>xeTnlU =
xecT .

11) U=T:8us xecT , xeTe¥ => T~nU=0 , also
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s ye¢Tnl . Wegen ye Te? |, yeT =
TAUs+@ —> vel = Tc¢T . Aus UcT folgt an-
dererseits U cU . )

iii) U ist abgeschlossen: Dazu ist zu zeigen, daB
U' offen ist. Sei
A

Te¥aTT!
dann ist A mnach (t,) offen. Behauptung: A=T".
Angenommen, dies ware nicht der Fall, dann sei

A

yeT'~\A , Pir y gilt dann
VTe? [yeT — TnT=0]

(denn T4 T' , da sonst ye A). Daraus folgt

ye T=T . widerspruch!

iv) U abgeschlossen —3 U=T:VWegen UcTU ist
nmur UcU zu zeigen. Angenommen, dies wire nicht’
der Fall, dann existierte yeU, y¢U— yeU' .
Da U' offenund yeUT — U'nU+@ . Widerspruch!
Also gilt TecU .

v) U ist die kleinste abgeschlossene Menge, die

U enthdlt: Sei UcA und A abgeschlossen —
UcA=4A .

(2) sei

U T,

° ._Te74TcU
dann ist Uo die groflte offene Menge, die in U
.enthalten ist. Nach Definition von U gilt UcU .
Bleibt Uocg zu zeigen. Sei yeU, , also

yeTe¥ mit TcU = yeU = Behauptung.

(3) Uurd(U)¢c T folgt nach Definition. Sei jetzt
ye€U ,y4¢U == YTeV [yeT == TnU4P T¢U]

yerd(U) . Also gilt auch T U ord(U) .

Sei nun yégnrd(U) sy AP e ¥ [yeTaTeU] A
VTe? [yeT == (TnU4@TAU' $9)] . Fir TcU
kann aber nicht T~U'#@ gelten. Widerspruch!
Also folgt U nrd(U) =0 .

160



(4) nach Definition.

(5) Wegen UcU == U'cU' . Da U abgeschlossen
ist, ist U' offen, also folgt U'c¢ U' , denn U'
ist die grolte offene Menge in U' . Sei jetzt
yeU', dann gibt es Te¥ mit yeT, TcU' =
U"=UcT' = TcT',da T' abgeschlossen ist

== T =TcT' = yeU' , also gilt auch U'c<T'./

Da alle Aussagen dieses Satzes an Stelle von U

auch fir U' gelten, ist mit diesem Satz die anfangs
angegebene Skizze gerechtfertigt. Damit sind sogleich
die in 2.2.1 angegebenen Grundbegriffe erliutert -
bis auf den Begriff des Haufungspunktes. Dieser
spielt bei Begriffen der Analysis eine grundlegende
Rolle und wird daher in Vorlesungen der Analysis
eingehend diskutiert, so daR hier nicht weiter

darauf eingegangen werden soll.

Wir erwdhnen noch, daf man mit Hilfe von Umgebungen
die sogenannten Trennungsaxiome formuliert. Als
wichtigstes Beispiel geben wir den Hausdorff-Raum
an.

2.4.3% DEFINITION:

Ein topologischer Raum (M,%) heiBt Hausdorff-
Raum : &=

\7x,yeM,x¢y3T1,T2e? [xe’I‘,IAyeTZAT,Ir\TZMZS] .

Der Leser mache sich klar, daB Jjeder metrische
Raum ein Hausdorff-Raum ist.
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§ 3 Sietige Abbildungen
topologischer Raume

3,1 Einleitung

Die strukturerhaltenden Abbildungen topologischer
Raume heiBen stetige Abbildungen. Wahrend bei al-
gebraischen Strukturen wie z.B. Gruppen oder Rin-
gen unmittelbar klar ist, was eine strukturerhal-
tende Abbildung ist - n8mlich eine solche, die
mit den Operationen vertauschbar ist - liegt dies
bei topologischen RAaumen nicht unmittelbar auf der
Hand. VergiBt man einmal die stetigen Abbildungen
der Analysis, durch die die richtige Definition
nahegelegt wird, so bietet sich zun&chst der fol-
gende (falsche) Ansatz an: Seien (L,¥) wund
(M,¥) topologische Raume und sei f: L — M
eine Abbildung, fir die gilt VSe¥ [f (8)e7] ,
(wobei fP(S) ={f(s) | s€5}) d.h. f erhalte of-
fene Mengen. DaB solche Abbildungen aber keine
wesentliche Rolle spielen, zeigen Beispiele. Eine
Orientierung am klassischen Stetigkeitsbegriff
fiir reelle Funktionen zeigt, daB man stattdessen
Y1e? [£P(T)e Yfi verlangen muB (wobei fP(T) =
{s |selLaf(s)e T} ist),d.h. daR die Urbildmengen
von offenen Mengen wieder offen sein sollen.

32,2 Definition und Folgerungen

%2.2.1 SATZ:

Seien (L,¥) und (M,7) topologische Riume. Fiir
eine Abbildung f: L —> M sind dann dquivalent:
(1) Vre7 [£P(T)e X

(2) V¥ Ac M [ abgeschlossen A in M === abgeschlos-

sen fP(A) in L]
(3) Ycer {fp(ﬁ)c prCS}
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. . U b N

(+) VxeLVUeZXf<X) | £ (U)e'UZXJl
(dabei sei uf(x) bzw. Ux der Umgebungsfil-
ter von f(x) in M bzw. von x in L).

Beweis: (1) == (4): Sei Uell, 4) und sei Te¥
mit f(x)eTcU , dann ist nach (1) fP(T) offen
und es gilt xe £P(T) « £P(U) , also fp(U)E’U(x .

(4) —=> (3): Sei 2zeCT und sei Te7 mit f£(z)e T.
Wegen (4) gibt es Se¥ mit ze Sc £P(T), also
folgt S~C#+@ . Es gibt folglich ein ce¢ C mit
T(e)e T === Tni‘p(C)#Q) = f(z)e?p—(ET .

(3) === (2): Sei AcM abgeschlossen, dann folgt
wegen (3)

£,(£P(8)) < fp(fp(A)) CA=A ==

fP(a) ¢ fP(4) —
£P(4) = £P(a)
also ist fP(a) abgeschlossen.

(2) —= (1): Sei Te 7, dann ist nach (2) fP(M~T)
abgeschlossen, alse L ~fP(MNT) =fP(T) offen. //

3.,2,2 DEFINITION:

Seien (L,¥) und (M,¥) topologische Riume und

sei f: L —> M eine Abbildung.

1) £ heiBft stetig, wenn die Bedingungen von
%.2.1 erfiillt sind. Ist f stetig, dann wird
auch f: (L,¥) — (M,¥) geschrieben.

2) Sei xeL . f heiBt im Punkt x stetig
pe== VU Uy [P e ] .

Satz 3.2.1 (4) zeigt, daB eine Abbildung f: L — N
genau dann stetig ist, wenn sie in jedem Punkt x
von L stetig ist.

Wir geben jetzt eine Reihe von Folgerungen an.

3.2.3 FOLGERUNG: ’
hus g (g,%) —> (My,75) und 1 (Mp,7p) — (ii5, 73)
folgt fg: (Mq 971) —_— (M5575) .
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3.2.4 TFOLGERUNG:

Gegeben seien topologische Raume (L,¥), (L,Xq),
(M,;;), (M,7) mit ¥c¥, und 70L ¥ . Aus

£: (LX) — (M,%) folgt f: (L,¥;) — (M,%) .

- I P P P .
Beweis: T ¢ ¥ ¢ 7 => f (To)e TC-Ta N/

3,2.5 FOLGERUNG:
Yt (M) — (M, 7)) &= 70L7
(d.h. die identische Abbildung von M ist dann

und nur dann stetig, wenn 10 <F) .
Beweis klar. //

2.,2.6 FOLGERUNG:

Seien (L,Y), (¥,¥) topologische Riume, £ Basis
von ¥ und f: L — M . Dann gilt:

Stetig fe=> ¥ Bed [ fP(B)e ¥ ] .

Beweis: ——= : klar,

¢=: Bei Tc¥ =—>T= __J B —= f2(1)-=
Beba BeT

W J By .
Bet A BT

Diese Bedingung besagt, daB man die Stetigkeits-
bedingung nur fir die Elemente einer Basis von 7
prifen muB. Daher ist es erwinscht, mdglichst
"kleine" Basen zu haben.

Wenden wir uns jetzt der Betrachtung von Abbildungen
zu, die an einer Stelle stetig sind. Wir wollen
zeigen, wie die in der Analysis benutzte Definition
der Stetigkeit mit der hier eingefiihrten Definition
zusammenhangt.

3.2.7 FOLGERUNG:

Seien (L,¥), (M,¥) topologische Raume und

f: L — M eine Abbildung. Sei ferner x el und
sei (X bzw., B eine Umgebungsbasis von U, bzw.
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u%(x) . Dann gilt:
f 1ist im Punkt x stetig ¢<—
V Bed Jael[r(A)cB] .

Beweis: === : Nach Voraussetzung gilt fp(B)e'Mi .
Folglich existiert ein Aec (¥ mit AcfP(B) ;
daraus folgt fp(A)cfp(fp(B)) ¢B .

&==: Sei UelUp(yy , dann gibt es Beb mit BcU .
Sei Ae Ol mit fp(A)CB , dann folgt A< fP(B)c
fP(U) . Wegen Ae Clcla folgt fp(U)e'M% , Was

zu zeigen war. /Y

3.,2.8 FOLGERUNG:

Seien jetzt L und M metrische Rdume und &
bzw. ¥ die durch die Metriken von I bzw. M
erzeugten Topologien., Die offenen Kugeln von L
werden mit X*, die von M mit K ©bezeichnet.
Voraussetzungen sonst wie in 3.2.7. Dann gilt:

f 1ist im Punkt x stetig : <= .
YeeR,e>036eR, 850 [fp(K"(x,é))c_ K(£(x),e)].

Beweis: Man nehme in 3.2.7 die folgenden Umgebungs-
basen:
X = {K*(x,0) | e R~d>0}

"ﬁ"'{K(f(X),E)!EeIRAg>G}_ Vi

Spezialfall von 3.2.8 flir L=M=R mit der Metrik
a(x,y) = Ix-3I ¢

f ist im Punkt x stetig &

Ve>03d8>0VyeR {:lx-y|<o( —_— lf(x)-f(y)|<&} .

Dies zeigt, dal man in der Analysis zwei ganz spe-
zielle, allerdings sehr zweckmdBRige Umgebungsbasen
benutzt.

3,3 Homdomorphismen

3.%5.1 DEFINITION:
Seien (L,¥) und (M,7) topologische Riume, Ein
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Homdomorphismus h von (L,J) nach (M,¥)
ist eine Bijektion h: I, —> M , wobei h wund

n~! stetig sind.

Gibt es einen Homdomorphismus von (L,¥) nach
(M,¥) , dann heiBen (L,¥) und (M,¥) homdo-
morph , in Zeichen (IL,Y¥) =2(M,¥) oder auch nur
LeM .

Aus dieser Definition ergeben sich sofort eine
Reihe von einfachen Folgerungen, deren Beweise
dem Leser zur Ubung iiberlassen bleiben.
(1) (M,%) =(M,%) , denn Ty M —> M ist ein Ho-
mdomorphismus.
(2) (L,¥) = (M,¥) = (M,7) =(L,¥)
(3) (M»]a"‘/]) = (Mza 'f2) ~ (M2a72) = (M3’73) s
(M,] ,-‘/1) g (MB,?B) .
(4) Eine bijektive Abbildung f: I —> M ist dann
und nur dann ein Homdomorphismus von L nach
M, wenn
fp: RN fp(S)e 7
eine bijektive Abbildung ist.

3,4 Initialtopologie und Finaltopologie

Zu einer Menge M sei ?%y(M) die Menge aller
Topologien von M . %y (M) ist dann eine Teilmenge
von P(P(M)) und 7Q?(M) ist eine geordnete Menge
mit der Inklusion als Ordnungsrelation. Im Sinne
dieser Ordnungsrelation sprechen wir von grdéfleren
(= feineren) und kleineren (= groberen) Topologien
von M . ?Q?(M) hat das grofte Element P(M) und
das kleinste Element {@,M} . Dariiber hinaus gilt:

3.4.,1 HILFSSATZ:

Sei M eine Menge.

(1) Dcp(M) 0+ 8 == I Fop (M)
(in Worten: Der Durchschnitt einer nichtleeren
Menge von Topologien von M ist eine Topologie
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von Bi.)
(2) Qc%y M) ==

M. 7 fir Q=+¢
Inf(Q) = {“Q
P(M) fir Q=90 .

(Beachte: Inf(Q2) ist die groBte Topologie von
M , die in allen ¥e{) enthalten ist.)

(3) 7§?(M) ist ein vollstdndiger Verband (Def.
siehe III.3.5.1) .

Beweis: (1) Die Bedingungen (tq), (t2), (tB) sind
zu prifen.

(tq1): Sei TZC7£}27 , dann gilt W<¥ fir jedes
7e() und folglich U Te? fiir jedes Fe¢Q , also

TeW
U TeM ¥.
Te U FeQ
(t2): Analog.
(tB): Klar.

(2) Folgt aus (1) .

(3) Bei einer beliebigen geordneten Menge folgt
aus der Existenz aller Infima die aller Suprema.
Es gilt, wie leicht zu sehen,

&m@D=hﬁGX|Xe%ym)AV?eQ[7cX”). Vi

Sei jetzt I e€ine Menge und seien ((Mi,71)|i63 )
eine Familie von topologischen Rdumen und (filie:})
eine Familie von Abbildungen f;: L — M , ied .
Dann wird die kleinste Topologie ¥ von L gesucht,
so daB alle f, , icJ stetig sind. Damit .fi

stetig ist, miissen nach Definition der Stetigkeit

fiP(Ti) y T;€¥; in ¥ enthalten sein. Sei nun
._} p . n ~
L=y (Ti)lleR T, € +i} ,
dann ist wegen 3.4.1

™ Y= _J
%W(L),‘(cﬁl

die kleinste Topologie die ¢ enthilt.

3.4,2 DEFINITION:
Die Topologie (*) heift Initialtopologie
von L zu den Familien ((Mi,7i)‘ie7 ), (fi|ie‘}) .
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BStatt lnitialtopologie werden auch die Bezeichnungen
"induzierte Topologie” und "Kofinaltopclogie" be-
nutzt.

Beispiele:

1) Sei (M,7) gegeben sowie LcM . Bezeichne

t: L — M die Inklusionsabbildung. Wir wollen
die Initialtopologie zur Abbildung . (die Fami-
lie (fii ieJ) besteht jetzt nur aus dem einen Ele-
ment ¢ ) bestimmen, die in diesem Falle auch
Spurtopologie genannt wird, Jetzt ist

= {P(mirev],

wobei (P(T)=TnL gilt. Wie sofort zu sehen, ist
jetzt- { TDbereits selbst eine Topologie, so daB
jetzt ¥ = ¢ folgt. Der topologische Raum (IL,Y¥)
heiBt Unterraum von (M,7) .

2) Produkttopologie: Zur Familie ((Mi,7i)|i67)
von topologischen Rdumen sei

L:= 11 M,

ie7d

die Produktmenge. Bezeichne py: L '_’M,j , Jed
die j-te Projektion von L nach M. , die durch
Pj((xi)) P Xy (xj = j-te Komponente von (x;)) de-
finiert ist. Unter der Produkttopologie
¥ von L versteht man dann die Initialtopologie
zu den Familien

((Mia7i)|i€}) 3 (Pilifl}) .

Der topologische Raum (L,¥) heifit das topolo-
gische Produkt der Familie ((M;,7;) [ieF).

Die"duale" Konstruktion fiihrt zum Begriff der Fi-
naltopologie. Sei jetzt ((Li,a*i) l ie?) eine
Familie von topologischen Réumen und (fj [ ied)
eine Familie ‘von Abbildungen £y Li —> M . Wir
suchen die groBte Topologie ¥ wvon M , so daB
alle £, stetig sind. Damit f; bei / stetig

1
ist, muB fiir alle Te ¥ gelten: fip(T)e ¥; . oiir
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haben daher jetztu die henge

() Fe={r|TeMmavied [£,P(De Y]}

zu betrachten., Wie man sofort verifizieren kann,
ist 7 selbst bereits eine Topologie von M und

dann nach Definition selbstverstandlich die groBite
derartige Topologie.

3.,4,3 DEFINITION:
Die Topologie (*) heiBt die Finaltopologie
von M 2zu den Familien

Beispiel: Sei (L,¥) ein topologischer Raum, sei
LcM und sei ¢: L —> M die Inklusionsabbildung.
Dann gilt fir die zugehdrige Finaltopologie

¥ ={SuU[Se¥~UcM~L} ,
denn (P(SuU) =5 und gilt (P(T)=5¢3¥ fir

TcM , dann ist T von der Form T=SuvU mit
UcM~NL .,
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VI: Kapitel: Kategorien und Funktoren

§ 1 Einleitung

An verschiedenen Stellen wurde schon auf die Bedeu-
tung der strukturerhaltenden Abbildungen hingewie-
sen. Sie sind ein wichtiges Hilfsmittel zum Studium
mathematischer Objekte mit vorgegebener Struktur.
Die Methoden, die dabei verwendet werden, sind
haufig unabhingig von der zugrundeliegenden Struktur
der untersuchten mathematischen Objekte, lassen
sich also leicht auch bei anderen Strukturen ein-
setzen. Vielfach weist die Bemerkung "Der Beweis
verlduft ahnlich oder analog" auf diese Tatsache
hin. Ein Beispiel mag dies erldutern.

Der Ring mit Einselement Z der ganzen Zahlen
hat die bemerkenswerte Eigenschaft, daR filir jeden
Ring mit Einselement T genau ein unitdrer Ring-
homomorphismus f: Z —> T existiert. Das sieht
man leicht ein, wenn man bedenkt, dal f(1)=1¢T
sein muB, also f(n)=n.f(1) =n+:1¢ T fiir alle
neZ sein mufB, Wir beweisen nun den folgenden
Satz:

"Sei R ein Ring mit Einselement mit der Eigen-
schaft, dal fir jeden Ring mit Einselement T

genau ein unitdrer Ringhomomorphismus f: R —> T
existiert, und sei S ein Ring mit Einselement

mit derselben Eigenschaft, so gibt es genau einen
unitdren Ringhomomorphismus g: R —> S und dieser
ist ein Ringisomorphismus."

Danach sind also aile Ringe mit Einselement mit
der genannten Eigenschaft isomorph zu Z .

Zum Beweis des Satzes seien g: R —> S bzw,
h: S —> R die eindeutig bestimmten unitiren Ring-

170



nhomomorphismen von R bzw. S aus, Jdie nach Vor-
aussetzung existieren. Weiter seien hg: R —> R
und gh: S —> 8 die entsprechenden verkniipften

Abbildungen. Da auch idR: R —> R bzw. idS: S — S

unitidre Ringhomomorphismen sind und nach Voraus-
setzung genau ein unitd@rer Ringhomomorphismus von
R nach R bzw, von S nach S existiert, gilt
hg==idR und ghx=ids . Damit ist g ein Ringiso-
morphismus.

‘Fir topologische Rdume gilt nun der folgende Satz:

"Sei X ein topologischer Raum mit der Eigenschaft,
daB fir jeden topologischen Raum Z genau eine
stetige Abbildung f: X —> Z existiert, und sei

Y ein topologischer Raum mit derselben Eigenschaft,
so gibt es genau eine stetige Abbildung g: X — Y
und diese ist ein Homdomorphismus."”

Der Beweis flir diesen Satz verlZuft analog zu dem
oben gefiihrten Beweis, indem man nur iiberall "Ring
mit Einselement" durch "topologischer Raum" und
"unitdrer Ringhomomorphismus" durch "stetige Ab-
bildung" ersetzt.

Nebenbei bemerkt gibt es auch einen topologischen
Raum X , der die Voraussetzungen des obigen Satzes
erfiillt, n8mlich der leere topologische Raum

X =0 . Aufgrund des Satzes ist das (bis auf Homdo-
morphie) der einzige topologische Raum, der die
Voraussetzung erfiillt.

Zur Formulierung der Satze und Beweise wurde nur

wenig verwendet, namlich

a) mathematische Objekte (einer festgelegten Struk-
tur, wie topoloéische Raume oder Ringe mit Eins~
element),

b) strukturerhaltende Abbildungen zwischen mathe-
matischen Objekten,

c) die Tatsache, daf die Hintereinanderausfiihrung
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(Verkniipfung) von strukfurerhaltenden Abbilduﬁgen
wieder eine sclche strukturerhaltende Atbildung
ist,

d) die Tatsache, daR die identische Abbildung
idx: X — X stets eine strukturerhaltende
Abbildung ist.

Eine weitere Eigenschaft der strukturerhaltenden

Abbildungen, die auch haufig verwendet wird, ist

e) die Tatsache, daB fiir strukturerhaltende Abbil-
dungen f: W —X,g: X =— Y, h: Y — Z gilt

(hg)f = h(gf) .
(Dies gilt fiir beliebige Abbildungen, siehe III.1.5.2.)

Erstaunlich viele Satze und Beweise lassen sich
nun nur unter Zuhilfenahme der Punkte a) bis e)
beweisen. Unsere anfangs angegebenen Sdtze bilden
ein Beispiel dafiir. Deshalb faBt man a) bis e) als
Axiome flr einen neuen mathematischen Begriff,

den der Kategorie auf.
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§ 2 Kategorien

2.1 Definition und Beispiele

Man mochte alle mathematischen Objekte einer fest-
gelegten Struktur zu einem Ganzen zusammenfassen.
Das ist m&glich, fihrt aber im allgemeinen nicht
mehr zu einer Menge, sondern zu einer Klasse (vgl.
die Bemerkungen iiber den Klassenbegriff in II.1.6.).
Man kann sich eine Klasse als eine mdglicher-
weise "sehr groBe Menge" vorstellen, mit der man
allerdings nicht mehr uneingeschrankt alle mengen-
theoretischen Operationen durchfiihren darf. In ge-
eigneter Weise ist aber die Definition von Abbildun-
gen und Relationen mdéglich., Fir uns wird diese Ein-
schrankung keine weiteren Probleme aufwerfen. Daher
werden wir den Begriff der Klasse auch nicht weiter
untersuchen und axiomatisieren.

2.1.1 DEFINITION:

¢ Dbestehe aus A

1) einer Klasse, die mit Ob £ bezeichnet wird,
die Objektklasse genannt wird und deren
Elemente A,B,C,...cO0b ¢ Objekte heiBen;

2) einer Menge Mort(A,B) zu jedem Paar (4,B)
von Objekten A,BeOb € , wobei die Elemente
f,gyhy... €Mor,(A,B) Morphismen von A
nach B genannt werden;

3) einer Abbildung, Produkt genannt,

More(A,B) x Morf,(B,C) > (£,g) > gf € Mor,(4,0C)
zu jedem Tripel (4,B,C) von Objekten
A,B,Cc Ob ¢ ,

¢ heift eine Kategorie , wenn Y folgende
Axiome erfiililt:
1) Piir alle A4,B,C,DeOb¥¢ mit (A,B)+(C,D) gilt

Mor,(A,B) n Mor,(C,D) =@ .
2) Assoziativ-Gesetz: Fir alle A,B,C,DecOb¥

173



he Mor,(C,D) 1ist
h(gf) = (hg)f .

3) Existenz von Identitdten: Fiir jedes Objekt
Ae Ob€ existiert ein Morphismus 1Ae:MorE(A,A),
Identitédt genannt, so daB fiir alle
B,C€Ob¥ wund alle feMorg(A,B) und
geMore(C,A) gilt

f1,=f und 1,g=g .

In dieser Definition wird nicht mehr von mathema-
tischen Objekten und strukturerhaltenden Abbildungen
gesprochen, sondern nur von Objekten und Morphismen.
Viir werden n8mlich sp8ter Beispiele von Kategorien
kennenlernen, in denen etwa die Morphismen keine
strukturerhaltenden Abbildungen, ja iberhaupt keine
Abbildungen sind. Trotzdem werden wir auch fiir
beliebige Morphismen weiterhin die "Pfeil-Schreib-
weise" verwenden., f: A —> B oder auch A —29 B
bedeutet also, daB f ein Morphismus von A nach
B ist, d.h. feMor;(A,B) . Man nennt in der Si-
tuation f: A —> B das Objekt A auch die
Quelle von f 1und das Objekt B das Ziel
von f , kurz A=Qu(f) und B=2Zi(f) . Da die
Morphismen hdufig keine Abbildungen sind, ist die
Identitat 1A eines Objekts A dann auch nicht

als identische Abbildung erklarbar. Daher miissen die
wichtigsten Eigenschaften der Identitidt anders,
namlich in der oben angegebenen Form,ausgedriickt
-werden.

Die Identitdt 1A fiir das Objekt A ist eindeutig
bestimmt. Sind namlich 1A und 1A Identitaten
fir A , so gilt

_ "V
Ta=M4="

2.1.2 BEISPIELE FUR ¥ATEGORIEN:
1) .ftc , die Kategorie der Mengen: ObJle sei die
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Klasse aller Mengen. Morw&(A,B) fir zwei Mengen

A und B sei die Menge aller Abbildungen von A
nach B . SchlieBlich sei fiir Mengen 4,B,C die

Abbildung

Mor(m(A,B) x Morm(B,C) > (f,g) —> gfe Morm(A,C)

dadurch definiert, daB gf die gewdhnliche Hinter-
einanderausfiihrung der Abbildungen g und f sei,
d.h., daB fiir alle aecA gelte gf(a)=g(f(a)).

Es miissen jetzt die drei Axiome fiir eine Kategorie
nachgeprift werden. Seien A,B,C,D Mengen und

sei fe Mord&(A,B)erordb(C,D) . Nach Definition
einer Abbildung (III.1.3.1) ist f ein Tripel
(Qu(f),2i(£),Gr(£f)) wund daher gilt A=Qu(f)=C
bzw., B=Zi(f) =D , also (A,B) =(C,D) . Damit

ist das erste Axiom erfiillt. Das zweite und dritte
Axiom wurde in III.1.5.2 nachgewiesen. Die Identi-
tdt ist hier die identische Abbildung.

In den folgenden Beispielen (2) bis (14) werden
jeweils nur die Objekte und Morphismen einer Katego-
rie angegeben. Das Produkt der Morphismen ist immer
die Hintereinaq@erausfﬁhrung von Abbildungen. Dem
Leser bleibt es iiberlassen, die Axiome fiir Katego-
rien in den nachfolgenden Beispielen zu verifizieren.

Name der Kategorie |[Symbol|Objekte Morphismen
2) Kategorie der Mo Monoide |Monoidhomomor-
Monoide phismen
3) " der Gruppen Gr Gruppen |Gruppenhomomor-
phismen
4) " der abelschen| # abelsche |Gruppenhomomor-
Gruppen Gruppen phismen
5) " der Ringe R Ringe Ringhomomorphismen
6) " der unitdren | - Ringe unitare Ring-
Ringe mit 1- homomorphismen
Element
7) " der Korper - Koérper (unitédre) Ring-
homomorphismen




Name der Kategorie ESymbol'Objekte ;Morphismen

8) Kategorie der
unitaren
R-Links-Moduln

9) " der K-Vektor-
raume

10) " der geordneten
Mengen

11) " der Booleschen
Verbande

12) " der unitaren
Booleschen
Ringe

13) " der Booleschen
Algebren

14) " der topologi-

schen Raume

}ﬁuaad unitire i(RFModul-)Homo-

g
i
i

| K- Hod

i
i
g

L Br

'

Ba

|
|
l
|
|
L T
i
!

‘R-Links-

Moduln
K-Vektor-

‘rdume
‘geordnete

Mengen
Boolesche

Verbinde
‘Boolesche

Ringe mit
1-Element
Boolesche
Algebren-
topologi-
sche

Raume

‘morphismen

lineare

Abbildungen
ordnungstreue
Abbildungen
Boolesche Verbands-
homomorphismen
unitare

Ring-
homomorphismen
Boolesche Algebren-
homomorphismen
stetige

Abbildungen

Wir tragen an dieser Stelle die Definition von einigen

in den Beispielen genannten strukturerhaltenden

Abbildungen nach. Seien

(M,%)

und

(N,2)

zwel

geordnete Mengen., Eine Abbildung f: M —> N heiBlt
ordnungstreu, wenn gilt

‘V’m,1 s e M [m,] fm, =% f(m,]) éf(ma)] .

Sind (M,<) wund (N
f: M — N
wenn

%)

Vm,,m,e M{f(m1m my) = £(my) ~ £(my) »

f(m»‘ v m2) = f<m1) ‘/f(mz)] .

Verbande, so heifit
ein Verbandshomomorphismus,

Es ist leicht zu sehen, dafl ein Verbandshomomor-

phismus immer ordrungstreu ist. Seien

(N,<)

mus heilt ein Boolescher

(M,¢) und

Boolesche Verbande., Ein Verbandshomomorphis-
Verbandshomo -

morphismus, wenn eine der beiden folgenden

dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
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a) Vme er(m;)::f(m)'] ,
b) f(eM) =egA f(o—M) =0y .

Von der Aquivalenz von a) und b) kann man sich
leicht iiberzeugen.

Seien (A, #,¢,') und (B,#,°,') Boolesche
Algebren. Eine Abbildung f: A —> B heiBt Boole-
scher Algebrenhomomorphismus, wenn

a) V a,beh[f(a+b)=£(a) + £(b)]
b) V a,beh[f(acb)=1(a)e £(b)]
e) Vachlf(an) =1(a)'] .

Man kann die Bedingung c¢) wieder durch f(o) = ¢
und f(e)=e ersetzen. :

Wir wollen nun einige Beispiele fiir Kategorien
angeben, in denen die Morphismen nicht als struk-
turerhaltende Abbildungen auftreten. Auch in diesen
Beispielen so0ll es dem Leser iiberlassen bleiben,
die Axiome fiir Kategorien zu verifizieren.

15) Kategorie der Mengenkorrespondenzen: Die Klasse
der Objekte sei die Klasse aller Mengen. Die Mor-
phismen einer Menge A in eine Menge B seien

die (Korrespondenzen oder) Relationen von A in

B . Es bleibt das Produkt von Relationen f: A —> B
und g: B—> C 2z2u gf: A —> C zu definieren.
Dieses s0ll einfach die in III.1.1.4 definierte
Produktrelation sein. ’

16) Sei (M,=) eine geordnete Menge. Wir fassen
die Menge M als Klasse von Objekten auf; die
Elemente meM sind also die Objekte unserer Kate-
gorie M . Fir m,neM definieren wir
{(m,n)} falls m<n
MorM(m,n):=
- sonst .

Flir das Produkt

Mory (m,n) x Mory(n,p) —> Mory(m,p)
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nur entweder ein oder kein Element enthilt, Auf-
grund der Eigenschaften einer geordneten Menge
ist das Produkt immer definiert und assoziativ.
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§ 3 Morphismen

3,1 Isomorphismen

3.1.,1 DEFINITION:
Sei € eine Kategorie. Ein Morphismus f: A —> B
in ¥ heift Isomorphismus,wenn es einen
Morphismus g: B —> A gibt, so daB gilt

fg=153 und gf =1, .

g heift inverser Morphismus zu f und
wird hiufig mit =1 bezeichnet.

3.,1.2 BEHAUPTUNG:
Ein Isomorphismus f Dbesitzt genau einen inversen
Morphismus.

Beweis: Seien ndmlich g: B —> A und g't: B—> A

inverse Morphismen zu f: A —> B , d.h. gelte
fg=’lB,gf=’1A und fg'=’lB,g'f=’]A,so ist
g=glg=8fg' =1,g'=¢g' . /

%3.1.% BEHAUPTUNG:
a) Ist f: A —> B ein Isomorphismus, so ist auch

f 't B—= A ein Isomorphismus und es gilt
e H 1= .

b) Sind f: A —> B und g: B —> A Isomorphismen,

so ist auch gf: A —> C ein Isomorphismus und
es gilt (gi‘)"/I = f-qg-/| .
Beweis: a) Wegen £ 'f=1p und f£f7 =1, ist
f-,] ein Isomorphismus mit dem inversen Morphismus
f . Wegen 3.1.2 ist daher (f'/')',I =f .
b) Bs ist (gf)(£ g™ ") - g(£f g™ = glpe - g
=1, uwnd (g7 )(er) =7 (g7 &)1 - f’]?’le -t ¢
= ’IA , also ist gf eifll _I_§]omorphismus mit dem
inversen Morphismus f g . Wegen 3.1.2 gilt

(gn) 1 =g /

In der Kategorie J der Mengen sind die Isomor-

phismen genau die bijektiven Abbildungen (III.1.6.1).
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In den Beispielen 2) - i4) von Kategorien, in denen
Morphismen strukturerhaltende Abbhildungen sind, sind
aus III.1.6.1. Jedoch sind bijektive strukturer-
haltende Abbildungen nicht immer Isomorphismen,

wie das folgende Beispiel zeigt.

In der Kategorie Jo sind die Isomorphismen die
Homdomorphismen (siehe V.3.3). Wir geben ein Bei-
spiel flir eine bijektive stetige Abbildung, die
kein Homdomorphismus ist, flir die also die inverse
Abbildung nicht stetig ist.

Seien auf der klenge M ={a,b} die Topologien
§={8,lal,{b},] und ¥ ={@,M] gegeben. Sei

f: M — M definiert durch f(a)=a , f(b) =b .
Dann ist f: (M,¥) —> (M,7) bijektiv und stetig,
da fP(®) =0 und fP@) =M offen bzgl. J sind.
Dabei sei fP(B) ={acli!f(a)e B} fir Bcli das
Urbild der Teilmenge B unter f . Vidre nun f
ein Homdomorphismus, so wadre die Umkehrabbildung
£ (M,?) — (1,8) stetig. Da aber

(£="P({a}) = {a] nicht offen bzgl. ¥ ist, ist
f’1 nicht stetig. Also ist f 2zwar ein bijektiver
Morphismus, aber kein Isomorphismus in der Katego-
rie T .

Fiir die Beispiele 2) -9) ist es allerdings richtig,
daBl die Isomorphismen genau die bijektiven Morphis-
men der entsprechenden Kategorien sind. Davon kann
sich der Leser leicht selbst iliberzeugen.

3,2 Monomorphismen

%3,2.17 DEFINITION:

Sei € eine Kategorie. Ein Morphismus f: A —> B
in € heift Monomorphismus, wenn fiir jedes
Objekt C aus Ob ¥ wund alle g,he Nior€(C,A) gilt
fg=fh =— g=h . Man sagt auch, daB f links-
kiirzbar ist.

180



5.2.2 BEHAUPTUNG:

Seien fe Morf(A,B) , geMorg(B,C).

a) Sind f und g Monomorphismen, so ist gf
ein Monomorphismus. .

b) Ist gf ein Monomorphismus, so ist f ein
Monomorphismus.

Beweis: a) Seien h,ke Morf(D,A), Dann gilt
(gf)h = (gf)k = g(fh) =g(fk) = fh=fk = h=k .
b) fh=fk —» gfh=gfk —> h=k . /

3.2.3 BEHAUPTUNG:
Ist f ein Isomorphismus, so ist f ein Monomor-
phismus.

Beweis: fg=fh —> £ 'fg=f 'fh = g=h . //

3.2.4 BEHAUPTUNG:
f: A —> B 1ist genau dann ein Monomorphismus, wenn
fir alle CeOb¥ die Abbildung

Mor,(C,f): Mor,(C,A) > g —> fge Morf(C,B)
injektiv ist.

Beweis: Die Aussage ist eine einfache Umformulie-
rung der Definition eines Monomorphismus. /

In den Kategorien aus den Beispielen 1) -14) ist
jede inJjektive strukturerhaltende Abbildung ein
Monomorphismus. Sind ndmlich A,B Objekte aus einer
dieser Kategorien und ist f: A —> B eine injek-
tive strukturerhaltende Abbildung, ist C ein
weiteres Objekt und sind g,h e Mor,(C,A) mit

g+h , so gibt es ein Element ce¢C mit g(c) #
h(c). Da f inJjektiv ist, ist auch fg(c) # fh(c) ,
also fg+fh . Damit ist f ein Monomorphismus.

In den Beispielen 1) -14) ist auch jeder Monomor-
phismus eine injektive strukturerhaltende Abbil-
dung. Das ist schwieriger zu beweisen. Fir die

Kategorie # der Mengen wurde diese Aussage in
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II

La

=

.1.5.3 bewiesen. Wir beweisen sie noch fiir die
ie

t

egori # der abelschen Gruppen.

3

Seien A,B abelsche Gruppen und f: A —> B ein
nicht-injektiver Gruppenhomomorphismus. Seien

X, yeA mit x3y und f£(x)=f£(y) . Seien

gyh e Mor 4, (Z,A) definiert durch g(n)=nx und
h(n) =ny . Man sieht leicht, daB g wund h Grup-
penhomomorphismen sind. Weiter ist g+h wegen
g(1) =x+y=h(1) . Jedoch ist fg(n) = f(nx) = nf(x)
=nf(y) = f(ny) = fh(n) fir alle neZ , also fg=
fh . Also kann f kein Monomorphismus sein, wenn
f nicht injektiv ist.

In der Kategorie der teilbaren abelschen Gruppen
mit teilbaren abelschen Gruppen als Objekten und
Gruppenhomomorphismen als lMorphismen gibt es jedoch
Monomorphismen, die nicht injektiv sind. Dabei
nennen wir eine abelsche Gruppe A teilbar, wenn
fiir jede natiirliche Zahl n#0O gilt: nA=4 , d.h.
wenn zu jedem a€hA und n+0 ein a'e A mit

na' =a existiert. In der Tat ist der Restklassen-
homomorphismus f: @ — §/Z der rationalen Zahlen
in die rationalen Zahlen modulo den ganzen Zahlen
ein Monomorphismus in unserer Kategorie. Seien
ndmlich g,h: 4 — @ zwei Morphismen in dieser
Kategorie mit g#h . Dann existiert ein aeA mit
g(a) - h(a) =§#O mit relN , s<Z . Dann existiert
ein a'e A mit 2ra'=a . Es ist 2r(g(a') -h(a'))
= g(a) -h(a) =§ , also g(a') -h(a') =£E¢Z , d.h.
fg(a') #+ fh(a') . Damit ist f ein Monomorphismus,
der als Abbildung nicht injektiv ist.

3.3 Fpimorphismen

%3.%2.17 DEFINITION:

Sei € eine Kategorie. Ein Morphismus f: B —> A
in ¥ heiBt Epimorphismus , wenn fiir jedes
Objekt C aus Ob € und alle g,he Mor{(A,C) gilt
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gf =hf = g=h .
Man sagt auch, daB f rechts-kiirzbar ist.

%.%.2 BEHAUPTUNG:

Seien fe Mor,(B,A) , geMor,(C,B) .

a) Sind f wund g Epimorphismen, so ist fg
ein Epimorphismus.

b) Ist fg ein Epimorphismus, so ist f ein
Epimorphismus.

Beweis: a) Seien h,ke Mory(A,D). Dann gilt
h(fg) = k(fg) == (hf)g=(kf)g == hf =kf == h=k .
b) hf =kf —> hfg=kfg = h=k . /

%3.%3.3 BEHAUPTUNG:
Ist. £ ein Isomorphismus, so ist f ein Epimor-
phismus.

Beweis: gf =hf == gff-’] = hff'/I == g=h , V4

%.3.4 BEHAUPTUNG:
f: B—> A ist genau dann ein Epimorphismus, wenn
fiir alle CecOb ¢ die Abbildung

More(f,C): Mor,(A,C) » g —> gfe Mor,(B,C)

injektiv ist.

Beweis: Die Aussage ist eine einfache Umformulie-
rung der Definition eines Epimorphismus. //

Der Leser wird bemerkt haben, daB die Definition
und die obigen Behauptungen vollig in Analogie zu
den entsprechenden Aussagen fiir Monomorphismen
formuliert worden ist. Der einzige (wichtige!)
Unterschied ist, daf alle Pfeilrichtungen der
Morphismen umgekehrt worden sind. Man nennt dieses
Verfahren "Dualisieren", Wir wollen im Rahmen die-
ser Einfiihrung darauf Jjedoch nicht nZher eingehen.

In den Kategorien aus den Beispielen 1) -14) ist
jede surjektive strukturerhaltende Abbildung ein
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Epimorphismus. Sind namlich A,B Objekte aus einer
dieser Kategorien ¢ und ist f: B -—> 4 eine
surjektive strukturerhaltende Abbildung, ist C

ein weiteres Objekt und sind g,he Mdre(A,C) mit
g+h , so gibt es ein Element ac¢A mit g(a) #h(a).
Da f surjektiv ist, gibt es ein be B mit f(b)

= a . Also ist gf(b) =g(a) #+ h(a) =hf(b) und gf

$# hf ., Damit ist f ein Epimorphismus.

In den Kategorien aus den Beispielen 1,3,4,8,9,10
und 14 ist jeder Epimorphismus eine surjektive
strukturerhaltende Abbildung.(Daher findet man in
vielen Lehrbilichern Epimorphismen auch definiert
als surjektive strukturerhaltende Abbildungen.
Nach unserer Definiticn ist das jedoch nicht das-
selbe, wie Beispiele noch zeigen werden.) Das ist -
schwieriger zu beweisen. Iir die Kategorie

der Mengen wurde diese Aussage in III1.,1.5.3 bewie-
sen., Wwir beweisen sie noch fiir die Kategorien .#
der abelschen Gruppen und die Kategorie §¢ der
Gruppen.

3.3.5 BEHAUPTUNG:
In 4 ist jeder Epimorphismus surjektiv.

Beweis: Seien A,B abelsche Gruppen und sei

f: B—> A ein Epimorphismus in 4 . Sei C =
A/Bi(f) und v: A —> A/Bi(f) der natiirliche
Epimorphismus ( IV.2.7.4)., Weiter sei

g: A —> A/Bi(f) die Nullabbildung, d.h. g(4)

= 0=Bi(f) fiir alle achA . Fir alle beB gilt
vE(b) = £(b) + Bi(f) = Bi(f) = gf(v) , also ist

vf=gf ., Da f ein Epimorphismus ist, ist v =g .
Es ist Ker(g) =A und Ker(v) =Bi(f) , also

A =Ker(g) =Ker(v) = Bi(f) . Damit ist f surjektiv./

3.3.6 BEHAUPTUNG:
In ?v ist jeder Epimorphismus surjektiv,

Beweis: Sei f: B —> A ein Epimorphismus in ¢~ .
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Sei C:=f(B) das Bild von f . Wir wollen zeigen,
dal C=A ist. Dann ist f surjektiv.

Zundchst konstruieren wir eine Gruppe S als "Test-
objekt" und geeignete Homomorphismen h,k: A — S .
Dazu betrachten wir A/C = {aClacA} , die Menge

der Rechtsnebenklassen. Wir bendtigen ein weiteres
Element, das nicht in A/C enthalten ist und das
wir mit o bezeichnen wollen, also w®¢4/C . Sei
nun S :=S(A/C v {®w}) die Gruppe der invertierbaren
Abbildungen der Menge A/C u {m} auf sich (vgl.
Iv.2.2.2).

Der gesuchte Homomorphismus h: A —> S sei de-
finiert durch h(a,l)(aec) =a,a,C und h(a,])(co) =® .
Das Element a,]aZC ist unabhidngig von der Auswahl
des Repridsentanten as fir a2C . Sei ndmlich

asC =b,C , so ist b, =asc fir ein ceC . Also
ist a4b5C =2 a5cC=2a,a,C . Weiter ist h(ay)

eine invertierbare Abbildung von A/Cu{w} auf
sich mlt der inversen Abbildung h(a,I ,‘) wegen
h(a,] )h(aq)(a2C) =a, 13,' a, —agc und

h(a/] )h(a,])(aa)—cn y also h(ay~ )h(a,,) =

ldA/C (oo} und entsprechend h(a )h(a,]" )=

id A/Cuim} Damit ist h: A —> S eine wohldefi-
nierte Abbl;dung. h 1ist sogar ein Gruppenhomomor-
phismus, denn es gilt h(a,I a2)(aBC) =8, 32330 =
h(a,l)h(a2)(a30) und h(a,‘ae)(a)) == h(a,l)h(az)(o:)) .
Zur Konstruktion des Gruppenhomomorphismus

k: A —> S bendtigen wir das Element se S mit
s(aC) =aC fir a¢C , s(C)=w und s(w)=C.

Wegen 52 =idA/C\,{(I)} ist s eine invertierbare
Abbildung, also sefS .

Nun definieren wir k: A —> S durch k(a) =sh(a)s .
Wegen k( ay a2) = sh( ay a2)s = sh( a, yh( a2)s =
sh(a,])ssh(a2)s=k(a1)k(ag) ist k ein Gruppen-
homomorphismus.

Wir wollen nun zeigen, dal hf =kf ., Sei dazu
beB, aeh und a¢C . Dann ist k(£f(b))(aC) =
sh(f(b))s(aC) = sh(f(b))(aC) = f(b)aC (weil aus

aeC folgt f(b)aeC) = h(f(v))(aC) . Weiter gilt
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k(£(b))(C) = sh(£(b))s(C) = sh(£(b))(w) =s{w) =C
und  k(f(b)) (@) = sh(£{b))s(w} = sn(£{b)I(C) =
s(f(b)C) =s(C) (wegen C=f(B)) = . Damit ist
hf = kf .

Da f ein Epimorphismus ist, ist h=k . Ist

ae A, so ist aC=h(a)(C) =k(a)(C) =sh(a)s(C) =
sh(a)(w) =s(w) =C , also aeC und folglich
A=C ., Damit ist gezeigt, daB jeder Epimorphismus
in der Kategorie §r der Gruppen surjektiv ist. /

Wir geben nun 2zwel Beispiele von Epimorphismen an,
die nicht surjektiv sind. Das erste Beispiel bezieht
sich auf die Kategorie ¢ der Monoide. Die na-
tiirliche Einbettung f: ]NO —> Z von dem Monoid

INO der natiirlichen Zahlen (unter der Addition) in
die abelsche Gruppé Z der ganzen Zahlen (vgl.
VII.2.2) ist ein Epimorphismus. Seien namlich

gyh: Z —> M zwei Monoidhomomorphismen mit gf =

hf . Die Monoidoperation in M sei = und das
neutrale Element sei e . Fir neZ Dbetrachten

wir zwei Fille., Ist n>*0 , so ist n=f(n) , also
g(n) =gf(n) =hf(n) =h(n) . Ist n<O0 , so ist

g(n) * g(-n) =g(n+ (-n)) =g(0) =e =n(0) = h(n + (-n))

= h(n) = h(-n) =h(n) »g(-n) . Ebenso ist g(-n) - g(n)
e =g(-n) + h(n) . Vegen g(n) =g(n) » g(-n) » h(n)

= h(n) ist damit g(n) =h(n) fiir alle neZ ,
also g=h .

Das zweite Beispiel eines Epimorphismus, der nicht
surjektiv ist, ist die natilirliche Einbettung

f: Z —> @ vom Ring der ganzen Zahlen in den Kor-
per der rationalen Zahlen, aufgefaft als Morphismus
in der Kategorie X der Ringe. Wir brauchen nur
zu zeigen, daB f ein Epimorphismus ist. Seien
g,h: @ —> A gegeben mit gf =hf . Dann ist g(n)
= h(n) fiir alle ganzen Zahlen n in § und

g(1) =h(1) . Also ist g(n)g(%) =h(n)h(%) . Wir
erhalten so, daB gilt
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i i,..a g 1 1 1

8(3) = 8(z'n-3) = 8(xe(n)e(3) = e(n(mn() =
1 1 1 1 1

g(De(n(D =n(Hnmnd) =nd .

Flir ein beliebiges Element %GTQ gilt daher

1 1 1
s(%) =g(m-3) = g(m)e(y) = h(mdh(y) = h(%) )
also g=h .

Da f |bezliglich beliebiger Ringhomomorphismen
‘rechts-kiirzbar ist und sogar ein unitarer Ring-
homomorphismus ist, ist f auch beziiglich uni-
tirer Ringhomomorphismen rechts-kiirzbar. Also ist
f: Z —> @ auch in der Kategorie der Ringe mit
Einselement ein Epimorphismus, der nicht surjektiv
ist.

3,4 Schnitte und Retraktionen

%.4,17 DEFINITION:
Sei ¢ eine Kategorie. Ein Morphismus f: A —> B
in ¥ heiBt ein Schnitt , wenn es einen Mor-
phismus g: B—> A gibt, so daB gilt

gf==1A .
Ein Morphismus f: A —> B in ¢ heiBRt eine

Retraktion, wenn es einen Morphismus g: B —> A
gibt, so daB gilt

fg=1B .

3,4,2 BEMERKUNG:

Sind f: A—> B und g: B —> A Morphismen in €,
so daB gf =1, gilt. Dann sind f ein Schnitt

und g eine Retraktion.

Zu jedem Schnitt kdonnen wir also eine Retraktion
und zu jeder Retraktion einen Schnitt finden, je-
doch sind diese im allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt.
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f: A —> B 1ist genau dann ein Iscmorphismus, wenn
f ein Schnitt und eine Retraktion ist.

Beweis: Ist f ein Isomorphismus, so ist f"’]f=’lA
und  ££7
Retraktion. Ist umgekehrt f ein Schnitt und eine
Retraktion, so gibt es Morphismen g,he Mort.-(B,A)

mit gf:’lA und fh=’lB . Daraus folgt g=g’lB=

gfh=1pgh=h , also ist f ein Isomorphismus. /

=13 , d.h. f ist ein Schnitt und eine

3.4,4 BEHAUPTUNG:

a) Ist f: A —> B ein Schnitt, so ist f ein
Monomorphismus.

:b) Ist f: A —> B eine Retraktion, so ist f
ein Epimorphismus.

Beweis: a) fh=fk — gfh=gfk = 1,h=1,k = h=k .
b) hf =kf = hfg=kfg ~=» hl, =kl =5 h=k . /

3.4,5 BEHAUPTUNG:

a) Sind f: A —> B und g: B — C Schnitte,
so ist gf: A —> C ein Schnitt. Ist gf: A — C
ein Schnitt, so ist f: A —> B ein Schnitt.

b) 5ind f: B —> 4 und g: C —> B Retraktionen,
so ist fg: C —> A eine Retraktion. Ist
fg: C —> A eine Retraktion, so ist f: B —> A
eine Retraktion.

Beweis: a) g'g=1g und f'f=1, — f'g'gf =f'1;f
=f£'f£=1, . h(gf)=’lA — (hg)f:’lA .

b) gg' =1 und ff'=1; = fgg'f' =f1pf' =ff' =1,
(fg)h=1A == f(gh)=1A . V4

A.4,6 BEHAUPTUNG:
a) f: A —> B ist genau dann ein Schnitt, wenn fir
alle C<Ob¥ die Abbildung

lor,(£,C): Mor,(B,C) > h > hf ¢ lior,(4,C)

surjektiv ist.
b) f: B—> A 1ist genau dann eine Retraktion, wénn
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fir alle Ce¢ Ob ¢ die Abbildung
MorC«(C,f): Morf(C,B) 5h —> fheMort;(C,A)

surjektiv ist.

Beweis: a) Sei f ein Schnitt mit gf=17, . Sei

k ¢ Mor.(A,C) . Dann ist Mor,(f,C)(kg) =kgf =k ,

also ist Mor.(f,C) surjektiv., Sei Mor, (f,C)

fiir alle Ce Ob ¢ surjektiv, so ist insbesondere
Mor,(f,A) surjektiv, also existiert ein ge Mor(B,A)
mit Morf(f,A)(g) =’lA . Dann ist gf:’lA und f

ein Schnitt.

b) Dieser Beweis verlduft dual zu 8) , d.h. durch
Umkehren der Pfeilrichtungen der Morphismen, und

wird dem Leser iberlassen. //

In den Kategorien aus den Beispielen 1 -14 ist
jeder Schnitt eine injektive strukturerhaltende
Abbildung und jede Retraktion eine surjektive struk-
turerhaltende Abbildung. Ist namlich f: A —> B
ein Schnitt mit gf =17, und ist fay) = £(as) ,

so ist a, =gf(a,‘) =gf(ae) =a, , also ist f in-
jektiv. Ist f: B —> A eine Retraktion mit fg-=
1, und sei acA . Dann ist f(g(a)) =a , also

ist f surjektiv. DaB Schnitt (Retraktion) ein
wesentlich starkerer Begriff ist als injektive
(surjektive) strukturerhaltende Abbildung, geht
daraus hervor, dafl in den Beispielen 2 - 6 surjek-
tive Morphismen keine Retraktionen sind (zber z.B.
in 1,7 und 9) und in den Beispielen 1 -8 injek-
tive Morphismen keine Schnitte sind (aber z.B.

in 9). Selbst in der Kategorie ./ der lengen

ist die injektive Abbildung f: @ — (£} kein
Schnitt., Allerdings sind alle injektiven Abbildungen
f: A—> B mit A4+@ OSchnitte in ./ .

Wir tragen noch einige weitere Bezeichnungen fir
Morphismen nach, werden diese speziellen ikiorphismen
jedoch nicht weiter diskutieren. f: A —= B heiflit
Bimorphismus, wenn f ein Monomorphismus
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und ein Epimorphismus ist. f: A —> B heiBt
Endomorphismus, wenn A=3B ist, f: 4 —> B
heift Automorphismus, wenn f ein Isomor-
phismus und ein Endomorphismus ist. Bimorphismen
sind im allgemeinen keine Isomorphismen, wie das
Beispiel der Einbettung f: Z — § in R( zeigt.

Ubung: f: A —> B ist ein Schnitt und ein Epimor-
phismus genau dann, wenn f ein Isomorphismus ist.
f: B—> A ist eine Retraktion und ein Monomorphis-
mus genau dann, wenn f ein Isomorphismus ist.
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§ 4 Funktoren

4,1 Definition und Beispiele

Der neu eingefiihrte Begriff der Kategorie definiert
eine neue Art von mathematischen Objekten. Auch

fiir diese mathematischen Objekte gibt es struktur-
erhaltende Abbildungen, die Funktoren genannt wer-
den. Zahlreiche Beispiele legen es nahe, zwel ver-
schiedene Arten von Funktoren einzufiihren, die
kovarianten und die kontravarianten Funktoren,

die sich im Verhalten in Bezug auf die Morphismen-
richtungen unterscheiden.

4,1.,17 DEFINITION:
Seien € und P Kategorien. 7 bestehe aus
1) einer Abbildung

Ob¥3AhAr—F(A)e 0bP *)
2) Jje einer Abbildung
F(A,B): Morg(A,B) > £ —> F(A,B)(£)e Moy (F(A) ,F(B))
zu jedem Paar (A,B) von Objekten A,BcOb€ .
¥ heiBt ein kovarianter Funktor,wenn
F folgende Axiome erfiillt:
1) F(a,00 ) =104 fiir alle AeOb¥¢
2) F(a,C)(gf) =F(B,C)(g)F(A,B)(L)

fir alle 4,B,CeObf wund alle fecMor,(4,B) ,
g e Mory(B,C) .

Ein kovarianter Funktor J : £ —> @ bildet also
Objekte in Objekte ab und Morphismen in Morphismen,
so daB das Produkt von Morphismen und die Identi-
titen respektiert werden.

4,1,2 DEFINITION:
Seien ¢ und & Kategorien. . bestehe aus
1) einer Abbildung

Ob¥> Ar> F(A)e ObY

*) Siehe 2.1
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2) je einer Abbildung

~
1

7 . -\ e rawy N\
F{ayB): mort.«\A,B) ) B M

— (A, D) (£) ¢ Moz, (T(B),7(4))

,

zu jedem Paar (A,B) von Objekten A,BeOb ¢ ,
7 heiRt ein kontravarianter Funktor,
wenn J folgende Axiome erfiillt:
V) TR =Ty, fiir alle Ac Ob¥
2) 7(A,0)(gf) =F(4,B)(£)7(B,C) ()
fir alle A,B,C¢Ob¢ wund alle fe Mor.(4,B) ,
g « Mor.(B,C) .

In Pfeilschreibweise bildet der kontravariante
Funktor ¥ : ¢ —— X einen Morphismus f: A — B
aus ¥ in den Morphismus 7(A,B)(f): 7(B) —>7(4)
ab., Die Pfeilrichtung der Morphismen wird also
umgedreht. Der Leser mag sich in der Pfeilschreib-
weise das Axiom 2 klarmachen.

Eines der wichtigsten Beispiele fiir Funktoren ist
schon in den Begriff der Kategorie selbst einge-
schlossen, Fir ein fest gewdhltes Objekt AeOb¥
definieren wir einen kovarianten Funktor
Nor,(4,-): ¥ —> M von der Kategorie ¢ in die
Kategorie der Mengen. Der Funktor More(A,—) mufl
also jedem Objekt B aus der Kategorie ¥ eine
lienge zuordnen und jedem Morphismus f: B —>C
aus der Kategorie ¥ eine Abbildung von Mengen.
Das erreichen wir wie folgt:

Mor,(4,-)(B) :=Mor (4A,B)
Mor,(A,-)(B,C)(£) :=Mor,(A,f) .

Dabei sei Mor,(A,f) wie in 3.2.4 definiert, also
als

Mory(A,f): Mory(4,B)> g — fge Mor (4,C) .

Damit ist die Abbildung auf den Objekten und Morphis-
men sinnvoll definiert, denn More(A,-)(B,C)(f)

ist tatsachlich ein Element von
MorJ@(More(A,-)(B),More(A,-)(C)) , also eine Ab-
bildung von More(A,B) nach More(A,C) . Es sind
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noch die Axiome fur kovariante Funktoren nachzu-
prifen, Fir Be Ob ¢ 1ist More(A,—)(B,B)(1B)=
Mor.(A,15) . Es ist also zu zeigen

Mory(A,1p) =1dyor.(a,B) *
Tatsdchlich gilt fiir jedes fe Morg(4,B) die fol-
gende Rechnung:

Mor, (A,15)(f) =1pf =f = idMorf(A’B)(f) .
Um das zweite Axiom nachzupriifen, seien B,C,De Ob€

und f¢ Mor.(B,C), ge Mor,(C,D) wund he Mor-(4,B).
Dann gilt

[Mor,(4,-)(B,D)(gf)] () =Mor, (4,8f)(h) = gth
= Mor,(A,g) (fh) =Mor€(A,g)More(A,f)(h?
= [Mor,.(4,-)(C,D)(g)Mor,(4,-)(B,C)(£)](R) ,

also ist
Morg(A,-)(B,C)(gf) =Mor{(A,-)(C,D)(g)Mor{(A,-)(B,C)(f) .

Fir ein festgewdhltes Objekt A aus der Kategorie
¢ konnen wir in ganz dhnlicher Weise auch einen
kontravarianten Funktor Mor,(-,A): ¢ — - er-
halten, in dem wir definieren:

Mor{(-,A)(B) :=Mor{(B,A)
Mor[(—,A)(B,C)(f) :=Mor(f,4)
wobei Mor, (f,A) wie in 3.3.4 definiert wird,
also als
Mor((f,A): Morf(C,A)y g — gfc‘MorC(B,A) .

Wir lberlassen es dem Leser, sich davon zu iiber-
zeugen, daB Mor,(-,A) tatsdchlich ein kontrava-
rianter Funktor ist. Funktoren der Form Mor, (4,-)
bzw., Mor-(-,A) nennt man auch darstellbare
Funktoren .

Weitere Beispiele filir kovariante Funktoren erhalten
wir fir jede der Kategorien aus den Beispielen 2 -14,
indem wir den dort genannten mathematischen Objekten
die unterliegende Menge und den strukturerhaltenden
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Abbildﬁngen ebendiese, aufgefallt nur als Abbildun-
gen von kMengen, zucrdunen, Die sc¢ erhaltenen Funk-
toren werden haufig VergilBffunktoren ge-
nannt. Am Beispiel der Kategorie der Monoide sei
das genauer ausgefiihrt.

Wir definieren ¥ : Mo —> Mz auf folgende Weise.
Fir ein Monoid (A,e) iiber der Menge A mit der
Verkniipfung o sei 2 (A,°) :=4A , also die unter-
Jliegende Menge. Fiir den Monoidhomomorphismus

f: (A,e) —> (B,*) sei ¢ ((A,0),(B,*))(f):=1 ,
also dieselbe Abbildung f: A —> B , nur Jjetzt
aufgefaBt als Morphismus in der Kategorie der Men-
gen. Sicher ist dann U ((A,°),(4,°))(id,) =1id,
die Identitdt. Ebenso ist 2' ((4,-),(C,*))(gf) =gf
T(Byx ) ,(Cyx () ((A,2) y(Byx))(£) . Damit ist

U: Mo — M ein kovarianter Funktor.

Ahnlich erhdlt man VergiBfunktoren von der Kategorie
der Ringe in die Kategorie der abelschen Gruppen,
indem man die Multiplikation der Ringe "vergifBt".
Wenn wir das Axiom der Kommutativitat "vergessen",
erhalten wir einen VergiBfunktor % — ¢+ . Wenn
wir bei den Ringen mit Einselement die Addition
"vergessen", so erhalten wir einen kovarianten
Funktor in die Kategorie der Monoide.

Ebenso wie andere strukturerhaltende Abbildungen
kann man auch Funktoren hintereinander ausfiihren.
Es gibt auch hier zu jeder Kategorie ¢ den Iden-
titdtsfunktor Id,: ¢ — € mit I4,(C)=C und
Idy(A,B)(£) =f . Wir wollen hier jedoch nicht auf
die Details eingehen.

4,2 Funktorielle Morphismen

Den eigentlichen Anstof zur Definition von Katego-
rien und Funktoren gab, historisch gesehen, die
Notwendigkeit, funktorielle Morphismen, die man
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aus wichtigen Beispielen kannte, axiomacisch ertas-
sen zu konnen. Wir wollen sie hier kurz definieren
und an einem Beispiel erl&dutern.

4,2.17 DEFINITION:

Seien ¢ und @ Kategorien und J:¢ — 9 und
g: ¢ — 2 xovariante Funktoren. Ein funkto-
rieller Morphismus 97:7——>§ ist eine
Familie von Morphismen ¢ (A): F(4) — §(A) fir
alle Objekte AeOb¥ , so daB fiir alle Morphismen
f: A—> B in ¢ das Diagramm

F(a) —HE e (n)

[eo g
7(3) — B ¢(B)

kommutativ ist, d.h. ¢(B)F(f) =g(f)p(a) .

Sind ¥ und g kontravariante Funktoren, so ver-
langt man statt y(B)S’(f) =§(f)5a(A) die Beziehung
$(8)7(£) =g(£)p(B) , d.h. die Kommutativitét von

F(a) —PA) g(A)

(8 Tgco
7(B) —E ;s ¢(p) .

4,2.2 BEISPIEL fiir einen funktoriellen Morphismus *):
Als Kategorien widhlen wir zweimal die Kategorie
der Mengen. Als Funktoren widhlen wir 1d 4 ¢ My —> Me
und Mor , (Mor , (-,A),A): Me —> Ae , d.h. die
Hintereinanderausfiihrung von Moru‘;@(-,A) mit
Morkm(-,A) .

Man priift leicht nach, daB Mor 4 (Mor ., (-,4),A)

ein kovarianter Funktor ist. Nun definieren wir

*) Wenn man die hier angegebene Konstruktion analog
in der Kategorie der K-Vektorrzume durchfiihrt, so
erhdltman die bekannte K-lineare Abbildung eines
Vektorraumes V in seinen Bidual-Raum V**. Diese
K-lineare Abbildung kann man tatsdchlich auch als
funktoriellen Morphismus auffassen.

195



g: Jd — Mor  (Mor (-,A) /A) . Fur BeOb.i

¥ Mz e s T

i §(B): 18 ,(B) —> Mor  {(Mor, (B,A),A) , slso
¢(B): B — iv}orbw(iv';ord@(B,A) JA) nzugeben . Fir
beB und fe Mor, (B,A) sei

2(B)(b)(£) :=£(b) e A .

e
a

Wir milssen jetzt die Kommutativitidt von

4(B
p. (B, Mor, , (Mor,,, (B,A),A)
lf l}‘ﬂorJa(Moruﬁ(f,A) ,4)
c. #Le Mor ,, (Mor ,, (C,A),A)

fir fe Mor, (B,C) priifen. Sei dazu be B und
ge Mor‘_{(i(C,A) . Dann ist

Morﬂ,{[(MorL{Q(f,A) y8)¢(B) (b) (g) =
¢(B) (b)Nor, (£,4)(g) =

¢(B) (v)(gf) =

gf(b) =

g(C)£(v)(g) .

Da das fiir alle g und b gilt, ist ¢(C)f =
NMor . (Mor {7.',(f,A) ,A)w( B) .

Natirlich kann man auch wieder funktorielle Morphis-
men miteinander verkniipfen, und zu jedem Funktor
gibt es den identischen funktoriellen Morphismus.
5ind 7t — ¢ und (\;/ ¢ —> £ FPunktoren und
sind y: 7/ — % und y 1§ —> 7 funktorielle
Morphismen mit ¢y = idj und p@=1ids , so heiBlen

¥ bzw. ¥’ funktlorielle lsomorphismen,
und die Funktoren ¥ und ¢, heiBen funktoriell
isomorph. Vieles, was wir im Abschnitt 3 iliber Mor-
phismen gesagt haben, 138t sich auch fir funkto-
rielle Morphismen formulieren und beweisen.

Zum Abschlufl wollen wir noch kurz auf das Problem
von Isomorphismen zwischen Kategorien eingehen. Es
gibt dafiir namlich zwei wichtige verschiedene Be-
griffe, fiir die wir zur genauen Definition funk-
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torielle Isomorphismen bendtigen.

4,2.%5 DEFINITION:

Seien ¢ und ¢ Kategorien und 7 :¢ — % und

t{ % - ¥ Funktoren. ¥ und y heifen Isomor-
phien, wenn gilt }’f)":ldE und 9} =Idg .
Existieren zwischen den Kategorien ¢ und Z
Isomorphien, so heiBen sie isomorph.

4,2.4 DEFINITION:

Seien ¢ und % Kategorien und ¥ : ¢ —> % und
g: & —> ¢ Funktoren. ¥ und g heiBen Kqui-
valenzen, wenn es funktorielle Isomorphismen’
?T‘é Ia, wund ?/"'? ¥1d, gibt. Existieren zwischen
den Kategorien ¢ wund & kquivalenzen, so heiBen
sie dquivalent.

Obwohl der Begriff der Isomorphie zundchst der
natlirlichere zu sein scheint, stellt sich bei Bei-
spielen heraus, daB er sehr eng ist und daf der
Begriff der Aquivalenz ein viel wichtigerer und
weitertragender ist. '

Ein einfaches Beispiel fiir eine Aquivalenz ist das
folgende. Sei {@}=:E eine einpunktige Menge.
Den Funktor Mor, , (E,-): #e — Mz haben wir oben
schon beschrieben. Nun ist ¢: I4 , —> Mord(z(E,—)
mit sv(A): L — Mor , (E,A) definiert durch
?)(A)(a)(ﬁ) =a flir alle ac A ein funktorieller

. Isomorphismus mit dem inversen funktoriellen Iso-
morphismus y : Mor‘«l(E,-) — Id 4 ,

y(&): Mor,, (E,A) —> A und yp(A)(f) = £(B) . Der
Leser moge die Details dieser Behauptung verifizie-
ren, Wir erhalten jedenfalls funktorielle Isomor-
phismen y: Mor , (E,-)Id, *Id
Iz IddaMorJa(E,—) =14 ,, . Daher ist Mor‘(a(E,-)
eine Aquivalenz mit "inverser" Lquivalenz Idcﬂe .

und

Man sieht hier, daB die"inverse"Xquivalenz nicht
eindeutig bestimmt sein muB. Ein weiteres wichtiges
Beispiel liefert die Tatsache, daB die Kategorie
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K- MHod iiber einem Korper K

,

Aquivalent ist zur Xategorie der unitiren h-lodulyn
R= Moot flr den Ring R::MQ(K) der 2x 2-Natrizen
iber K . Ein Beweis davon wirde allerdings den
hiergegebenen Rahmen sprengen. Die Behauptung im-
pliziert jedoch, daB man mit Objekten und Norphismen
in K- .fod genauso rechnen kann wie in R-.fea .

So ist in R- #od jeder Monomorphismus ein Schnitt,
weil das in K- .#e« der Fall ist, Jedoch hat in

R- Mool nicht jeder Modul eine Basis, wie das in

K- #pof der Fall ist, weil das eine Aussage liber die
Elemente von Objekten ist, die nicht in den kate-
gorischen Rahmen paRt.

Nicht-triviale Isomorphien erh&Zlt man mit Hilfe

der Betrachtungen aus IV.4 zwischen den Kategorien
der Booleschen Verbande, der Booleschen Ringe und
der Booleschen Algebren. Die Funktoren fiir diese
Isomorphien sind auf den Objekten durch IV.4.2.1
und IV.4.2.2 definiert. Der Leser kann sich leicht
die Definition fiir die Morphismen ﬁbeflegen.
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§ 5 Universelle Probleme

5.1 Anfangs- und Endobjekte, Nullobjekte

Universelle Probleme sind, grob gesprochen, Bedin-
gungen fir eine Menge von Objekten und Morphismen
(evtl. auch in verschiedenen Kategorien, die durch
Funktoren verbunden sind), unter denen zwischen

zweil ObJjekten genau ein Morphismus existiert, der
die Bedingungen erfiillt. Wir wollen hier keine exakte
Definition fir universelle Probleme angeben. Ein
erstes Beispiel ist dem Leser schon aus der Ein-
leitung dieses Kapitels bekannt. Formal fassen wir

es wie folgt:

5.1.17 DEFINITION:

Sei ¢ eine Kategorie. Ein Objekt Ac Ob<? heifit
Anfangsobjekt, wenn fiir alle Ce Ob€ die
Menge More(A,C) aus genau einem Element besteht.
Ein Objekt E¢Ob¥ heiBt Endobjekt, wenn
fiir alle CeOb¢ die Menge Mor,(C,E) aus genau
einem Element pesteht.

In der Einleitung sahen wir, dal @ in Jo und Z
in der Kategorie der Ringe mit Einselement Anfangs-
objekte sind. Weiter sind @ in A , {0} in Mo ,
{0t in %> wund {0} in R-Jo« Anfangsobjekte.
Endobjekte sind {@#} in A , {O} in o , G,

R¢ und R-oof und {@} in Jo . Die entsprechende
Struktur auf den angegebenen Mengen ist immer ein-
deutig bestimmt und leicht anzugeben., In der Kate-
gorie der Ringe mit Einselement ist der Nullring

{0} (mit 0=1) ein Endobjekt. In der Kategorie der
Korper gibt es weder ein Anfangs- noch ein Endobjekt.
Der folgende Satz 18Rt sich wie in der Einleitung
dieses Kapitels beweisen.
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5.1.2 SATZ:

Sind & und A' Anfangsobjekte in der Kategorie
¢, so 3ind A und A' isomorph. Sind E und
E' Endobjekte in der Kategorie ¢ , so sind E
und E' isomorph.

5.1.3 DEFINITION:
Ein Objekt Oc¢Ob ¢ heift Nullobjekt, wenn
es Anfangs- und Endobjekt ist.

Nach 5.1.2 ist auch ein Nullobjekt in einer Katego-
rie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. )

5.2 Produkte und Koprodukte

Obwohl Produkte und Koprodukte fiir beliebig viele
Objekte einer Kategorie € definiert werden konnen,
so ziehen wir es hier vor, die Definition fir je-
weils nur zwei Objekte zu geben, da nur die Idee
fiir dieses universelle Problem erldutert werden soll.

5.2.17 DEFINITION:

Sei ¢ eine Kategorie. Sei (4,B) ein Paar von
Objekten aus € . Ein Objekt, das wir mit A x B
bezeichnen, zusammen mit einem Paar von Morphismen
(py: AxB —> A, pg: AxB —> B) heiBt ein
Produkt von A und B , wenn zu jedem Objekt
Ce Ob ¢ und Jjedem Paar von Morphismen

.(fA: C—> 4, fgp: C —> B) genau ein Morphismus
f: C —> AxB existiert, dal das Diagramm

C
f f
A lr B
A ¢— AxB —> B
Pa Py

kommutiert, d.h. daB p,f=f, und ppf=fFf, .
A A B B

In der Kategorie der Mengen kann man leicht nach-
priifen, daR die Paarmenge AxB={(a,b)lacA, be¢ B}
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zusammen mit den Abbildungen

Py Ax B>(a,b) —> ac A

Pgt AxB>(a,b) —> be B

ein Produkt im obigen Sinne sind. Auch in vielen
anderen Kategorien von mathematischen Objekten kann
man die Paarmenge von zwei Objekten mit einer ge-
eigneten Struktur so versehen, dafl sie zusammen

mit den Abbildungen p, und Py ein Produkt ist.
Wichtig fir die allgemeine Diskussion von Produkten
ist nun der folgende Satz.

5.2.2 SATZ:

Seien (A)xB,pA,pB) und (A'rB,pA,pé) Produkte
fiir das Paar (4,B) von Objekten der Kategorie ¥ .
Dann gibt es genau einen Morphismus

f: AxB—> Axr B mit% pj'x.f=PA und pl'3f=pB und
dieser ist ein Isomorphismus.

Beweis: Die erste Behauptung fiir f folgt direkt
aus der Eigenschaft, daB (A~ B,p,,pp) ein Pro-
dukt ist. Es bleibt zu zeigen, daR f ein Isomor-
phismus ist. Aus Symmetriegriinden gibt es genau
einen Morphismus g: Ax B —> Ax B mit pAg==pA
und pBg:=pb . Das Diagramm

ist also kommutativ. Insbesondere gelten pAgf:pA ,
pgef =py und py1, =P, » Pgly,p=Pp - Da
(AﬂxB,pA,pB) ein Produkt ist ( in der dritten
Zeile des Diagramms), folgt aus der geforderten Ein-
deutigkeit des Morphismus Ax B —> AxB , daB
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man ebenso, dal fg:?A"B ist. Also ist £ ein
Isomorphismus. VA

Durch Dualisieren (Umkehrung der Morphismenrichtun-
gen) erhalten wir den Begriff des Koprodukts.

5.2.3 DEFINITION:

Sei € eine Kategorie. Sei (4,B) ein Paar von
Objekten aus ¢ . Ein Objekt Au B zusammen mit
.einem Paar von Morphismen

(gp: A —> AwuB, qgt B—> AuB) heiBit ein
Koprodukt wvon A und B , wenn zu jedem Ob-
jekt Ce¢Ob¢ und jedem Pasr von Morphismen

(fA: A—C, fz: B—> C) genau ein Morphismus
f: AuB —> C existiert, daB das Diagramm

q Q
A——A———aA.uB (——-—B—~—B
\\
f
el
Cc

kommutiert, d.h. daf qu=fA und qu=fB .

In der Kategorie der Mengen ist die disjunkte Ver-
einigung AUB:= {(a,1),(b,2)]|a€ A,be B} zusammen
mit den Einbettungsabbildungen

qy: Asar— (a,1)e AUB
qg: B3b —> (v,2) e AUB

ein Koprodukt. In anderen Kategorien sind die Ko-
produkte von mehr oder minder komplizierter Struk-
tur und sollen daher hier nicht ndher diskutiert
werden. Durch Dualisieren des Beweises von 5.2.2
erhdlt man

5.2.4 SATZ:

Seien (AuB,qA,qB) und (A « B,qA,qé) Koprodukte
fiir das Paar (A,B) von Objekten der Kategorie ¢ .
Dann gibt es genau einen Morphismus f: A+« B —> AwuB
mit qu =q, und fq]'3 =ap und dieser ist ein Iso-
morphismus,
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5.5 Kerne und Kokerne

Die Nullabbildungen, d.h. die Abbildungen, die
alle Elemente auf das neutrale Element abbilden,

in den Kategorien Mo , §r, # und R~ .#od haben
folgende gemeinsamen Eigenschaften. In jeder Mor-
phismenmenge Mor,(4,B) gibt es genau einen "Null-
morphismus" OA B+ Ist OA BE Mor,(A,B) ein Null-
morphismus und 8ind fe Mor,e(B C), geMor,(C,A), -
.so sind fOA B'OA CeMor{(A C) wund 0, Bg—

0g BeMor€(C B) Nullmorphlsmen. Solche Kategorlen
nennt man auch Kategorien mit Nullmor-
phismen. Sei ¢ im folgenden eine Kategorie
mit Nullmorphismen.

5.32.17 DEFINITION:
Sei f: B—>C ein Morphismus in C . Ein Objekt
Ker(f) zusammen mit einem Morphismus
g: Ker(f) —> B heiBt ein Kern von f , wenn
gilt:
1) f8=Oer(r),C
2) ist Ae Ob€ und he Morﬁ(A B) und gilt fh=
OA ,C so existiert genau ein Morphismus
k: ‘A —> Ker(f) mit gk=h .

Wir erhalten also ein kommutatives Diagramm

Ker(f) € .3
Dual definieren wir

5.%.2 DEFINITION:

Sei f: C —> B ein Morphismus in ¢ . Ein Objekt
Kok(f) zusammen mit einem Morphismus

g: B —> Kok(f) heiBft ein Kokern von f ,
wenn gilt

1) 8f =0¢ gox(s)
2) ist AeOb? wund he Mor,(B,A) und gilt
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hf =0, , » SO existiert genau ein Morphismus
k: Kok{f) —> A mit kg=h .

Wir erhalten also wieder ein kommutatives Diagramm

c f o3 2 Kok(f)
J/h/
A

Evenso wie bei den Produkten und Koprodukten gilt
auch hier die Eindeutigkeit von Kernen und Koker-
nen "bis auf Isomorphie". Wir zitieren den entspre-
chenden Satz, ohne ihn hier zu beweisen.

5.3.3 SATZ:

Sei ¢ eine Kategorie mit Nullmorphismen. Sei

fe Mor,(B,C) . Seien (Ker(f),g) wund (Ker(f)',g')
Kerne von f . Dann gibt es genau einen Morphismus
h: Ker(f) — Ker(f)' mit g'h=g und dieser ist
ein Isomorphismus.

Seien (Kok(f),g) wund (Kok(f)',g') Kokerne von
f . Dann gibt es genau einen Morphismus

h: Kok(f)' —> Kok(f) mit hg' =g und dieser ist
ein Isomorphismus.

In den Kategorien Mo, %r, # und R-Mod ist

fiir f: B—> C der Kern jeweils {b|be B £(b) =0}
zusammen mit der Inklusionsabbildung

{b|beBaf(b) =0}—>B . In-A#6 und R-JMod ist der
Kokern von f: B —> C gegeben durch C/Bi(f)
zusammen mit der Restklassenabbildung C — C/Bi(f).

Es gibt noch weitere universelle Probleme, auch
solche, in denen mehrere Kategorien eine Rolle
spielen. Als Beispiel sei nur der folgende Satz
ilber die Basis B eines K-Vektorraumes V genannt.

Zu jedem K-Vektorraum W wund Jjeder Abbildung
f: B—> W gibt es genau eine K-lineare Abbildung
g: V—>W , so daB das Diagramm
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kommutiert.

Un dieses universelle Problem (die Abbildung

B —19 V ist universell in bezug auf die Klasse
aller Abbildungen B —> W fiir alle K-Vektorrdume
W) in befriedigender Weise auf allgemeine Katego-
rien zu libertragen, bendtigt man den Begriff des
ad jungierten Funktors. Der Leser sei fiir Darstel-
lungen dieser Zusammenhdnge auf die Speziallehr-
blicher verwiesen.

Weitere Beispiele fiir universelle Probleme findet
man in der Konstruktion einer von einem kommuta-
tiven Monoid erzeugten kommutativen Gruppe (IV.2.9.2)
und in der Konstruktion des Quotientenkdrpers
(Iv.5.2.2).
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Vil. Kapitel: Aufbau des Zahlensystems

§ 1 Die natiirlichen Zahlen

1.1 Die Peanoschen Axiome

In diesem Abschnitt sollen die Eigenschaften der
(Menge der) natiirlichen Zahlen untersucht werden.
Dabei werden wir uns auf die Grundbegriffe der Men-
genlehre stiitzen, wie sie im II. Kapitel eingefiihrt
worden sind. Zwar ist dort von der Menge der natiir-
lichen Zahlen schon gesprochen worden, aber nur in
Beispielen, um die neu eingeflihrten Begriffe zu ver-
anschaulichen. Dort, wo eine der wichtigsten Eigen-
schaften der natilirlichen Zahlen verwendet worden ist,
namlich die (vollstdndige) Induktion, wurden damit
Aussagen bewiesen, die wir in diesem Abschnitt nicht
bendtigen werden. Durch die friihzeitige Verwendung
der Induktion wird hier also kein ZirkelschluB aus-
gefihrt.

Zur Konstruktion der natiirlichen Zahlen kann man
folgendermaBen vorgehen., Zundchst werden einige Eigen-
schaften der Menge der natiirlichen Zahlen, wie wir

sie uns intuitiv vorstellen, ausgewdhlt und diese

dann als Axiome zugrundegelegt. Diese Axiome sollen
in der Sprache der Mengenlehre formuliert werden. Da
die bisherigen Grundbegriffe der Mengenlehre nicht
ausreichen, um nachzuweisen, daB es eine Menge gibt,
die den ausgewdhlten Axiomen genligt, d.h. die ein
"Modell" filir die Axiome ist, werden wir die Existenz
einer solchen Menge als zusdtzliches Axiom der Mengen-
lehre fordern. Die iibrigen Eigenschaften der natiir-
lichen Zahlen, insbesondere die Addition, die Multi-
plikation und die Ordnung, werden dann aus den Axiomen
hergeleitet. Bevor wir uns den Axiomen fir die natiir-
lichen Zahlen zuwenden, sei hier bemerkt, daB jetzt
die Zahl "Null" zur Menge der natiirlichen Zahlen
hinzugenommen werden soll. Das ist zwar nicht unbe-
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édingt erforderiich, bringt aber spiater bei der Ent-
wicklung der Rechenregeln fiir die Addition gewisse
Vorteile mit sich. Im Unterschied zur Menge N =
{1,2,3,...} werden wir die hier zu betrachtende
Menge mit N = {0,1,2,3,...1 bezeichnen. Ubrigens
kann man dasselbe Axiomensystem, das wir unten zur
Einfiihrung von ZNO verwenden werden, auch zur Defi-
nition von IN verwenden (denn es gibt offenbar eine
ordnungstrgue bijektive Abbildung INO —> N ). Nur
miiBte man dann die Addition auf etwas andere Weise
definieren.

Die wichtigsten Eigenschaften der natilirlichen Zahlen,
die wir in etwas abgewandelter Form als Axiome verwen-
den werden, wurden von Peano (1858 -1932) (und friiher
auch schon von Dedekind (1831 -1916) in #Zhnlicher
Fassung) formuliert. Es sind die sogenannten

PEANO AXIOME

(P1) Null ist eine natiirliche Zahl.

(P2) Jede natirliche Zahl besitzt einen eindeutig
bestimmten Nachfolger, der wieder eine natiir-
liche Zahl ist.

(P3) Null ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

(P4) Natiirliche Zahlen mit gleichen Nachfolgern sind
gleich.

(P5) (Prinzip der vollstindigen Induktion:)

Eine Eigenschaft, die der Null zukommt und mit
einer beliebigen natiirlichen Zahl auch ihrem
Nachfolger, kommt allen natiirlichen Zahlen zu.

Man wird sofort bemerken, daB in diesen Peano Axiomen

auBer den logischen und mengentheoretischen Begriffen

auch einige undefinierte Begriffe vorkommen, wie

"Null", "natiirliche Zahl", "Nachfolger". Wir wollen

diese Axiome daher in der Sprache der Mengenlehre

noch weiter formalisieren. Die Axiome (P1) und

(P3) sagen im wesentlichen, daB die Null ein beson-

ders ausgezeichnetes Element von NN, ist. (P2) sagt,

daB die Bildung des Nachfolgers eine Abbildung von

N, in N, ist. (P4) sagt, daB die Nachfolger-

Abbildung eine injektive Abbildung ist.
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1.1.1 DEFINITION:

Ein Tripel (A,ao,p) , bestehend aus einer Menge A ,
einem Element a, € A und einer Abbildung up: A — 4,
das den folgenden Axiomen geniigt:

(P'3) V xed [u(x) #ao]
(P'4) n ist eine injektive Abbildung
(2'5) VEcP(W) Ja e Ea(V xeE [u(x) e E]) =>E=4]

heilt "Menge der natiirlichen Zahlen".

In dieser Definition sind die Axiome jetzt nur mit
schon definierten Begriffen ausgedriickt. Die Existenz
einer Menge der natiirlichen Zahlen miissen wir jedoch
iber die bisherigen Axiome der Mengenlehre hinaus
noch fordern:

(M 6) Es existiert eine Menge der natiirlichen Zahlen.

Eine nach (M 6) existierende Menge der natiirlichen
Zahlen werden wir fortan mit (INO,O,?) bezeichnen.

Das Axiom (P'5) sagt aus, daB unter allen mdglichen
Modellen (A,ao,p) , die die Axiome (P'3) und (P'4)
erflillen, die Menge der natiirlichen Zahlen ein mini-
males Modell ist. (P'S) beinhaltet aber auch eine
der wichtigsten Beweistechniken, den Beweis durch
vollstdndige Induktion.

1.1.2 BSATZ iber den Beweis durch vollstidndige In-
duktion

Fiir jedes neINo sei eine mathematische Aussage

A(n) formuliert. Dafiir gelte

(Induktionsanfang:) A(O) ist richtig und

(Induktionsaniahme:) aus der Richtigkeit von A(n)

(InduktionsschluB:) folgt die Richtigkeit von A(v(n)).

Dann ist A(n) fiir alle nejNo richtig.

Beweis: Sei E={x|xelNoA A(x) richtig} . Es gilt
O¢E und V¥ x¢E [v(x)e E] . Nach (P'S) folgt
E=N, . //

*) P(A) = Potenzmenge von A
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Fir spdtere Zwecke. iiberlegen wir noch, daB jedes
Element #+ O aus ]No Nachfolger ist.

1.1.3 LEMMA:
4 ne]No [n#O@ HmelNo [v(m)=n]].

Beweis: "=—=": Sei A(n) die Aussage

n=0v ImelN (@) =n] .
Dann gilt A(O) wund fiir jedes n gilt A(v(n)) .
Nach 1.1.2 gilt folglich A(n) fiir jedes ne]No .

M"&=": Nach (P'3) ist v(m) #0 fiir jedes melN  ,
also gilt v(m) =n#$0 ./

1.2 Die Eindeutigkeit der Menge der natiirlichen
Zahlen

Sei (]No, 0,v) eine Menge der natiirlichen Zahlen.
Dann ist auch (JNO“,O*,v‘) eine Menge der natiirli-
chen Zahlen, wenn

NS := {x‘[xe]NO}
und
v*(x*) :=v(x)*

gesetzt werden. Da (INO, O,v) und (INO",O‘,V‘) ver-
schieden sind, gibt es also nicht nur eine Menge der
natirlichen Zahlen. Allerdings ist dieser Unter-
schied durch "Umbenennung" entstanden und daher nicht
von Bedeutung fiir die Struktur der Menge der natiir-
lichen Zahlen. Wir wollen nun zeigen, daB dies fiir
zwei beliebige Mengen der natiirlichen Zahlen gilt.
Mit anderen Worten: Zwei beliebige Mengen der natiir-
lichen Zahlen sind "isomorph" beziiglich ihrer Struk-
tur. Um das zu zeigen bendtigen wir zun&dchst den Be-
griff des Abschnitts und zwei Hilfssidtze.

Eine Teilmenge AcC IlN(J heiBt ein Abschnitt von
IN,, wenn O€A und Y yeN, [v(y)eA=>yeA] .

1.2,17 LEMMA:
Seien A ein Abschnitt von ]No , X eine Menge und
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f,g : A—> X Abbildungen, fir die gilt
1) £(0) = g(0)
2) Vach [v(a)e A £(a) =g(a) = t(v(a)) =g(v(a))].

Dann ist f=g .

Beweis: Sei A' =]N°\A und E=A'v {ac Alf(a)=g(a)}.
Wir wollen E=Zmo zeigen. Dann ist n&mlich A =

{aea |f(a) =g(a)} , also f=g . Es ist O¢E wegen
der Voraussetzung f(0) =g(0) . Sei x€¢E . Wir wollen
zeigen, daB v(x)e E . Ist v(x)€eA', so gilt v(x)e¢ E.
Ist v(x)¢ A', so ist v(x)e A , also auch xe€A ,

da A ein Abschnitt ist., Wegen xe€E gilt also

f(x) = g(x) . Nach Voraussetzung 2) folgt f(v(x)) =
g(w(x)) ..Also ist v (x)e€ E . Nach (P'S) ist E=1N° //

1.2.2 LEMMA:
Seien X eine Menge, xoeX und @: X —> X eine
Abbildung. Dann gibt es genau eine Abbildung
f: ]No —3> X mit
(1) £(0) =X,
(2) Vael [t0(a) =g(£(a))] .

Bemerkung: Die Eigenschaft (2) besagt, daB das Diagramm

v ;
]NO ]NO

e

X —F— X

kommutativ ist. Um die Bedeutung von (2) klar zu machen,
greifen wir den folgenden Uberlegungen vor und setzen
a+1 :=v(a) . Dann kann (2) so verstanden werden,

daB f induktiv durch

fla+1) := y(f(a))

bzw. durch f(a) = @a(xo) definiert wird. Man sagt
auch, daB f durch einfache Rekursion aus ¥ her-
vorgeht. Selbstverstdndlich ist mit dieser erkl&renden
Bemerkung kein Beweis geliefert.
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Beweis von 1.2.2: Sei Mt die Menge aller Abschnitte
A wvon ]No , fir die eine Abbildung f: A —> X mit

) f(0)=xo
Vaea[v(a)e s —1(v(a)) = p(£(a))]

existiert. Mit Hilfe von Lemma 1.2.1 stellen wir fest,
daB diese Abbildung f durch (*) eindeutig bestimmt
ist. Sei auch g: A — X mit (*) , dann gilt f£(0) =
X, =g(0) wund falls v(a)e A und bereits f(a) =g(a)
gilt, dann folgt

£(v(a)) =p(£(a)) =g(g(a)) =glv(a)).
Nach 1.2.1 ist dann f=g .

Fir

E:= U A
T AeW

soll nun E-= ]No gezeigt werden. Definiert man

f: {0}> O+ x € X, so folgt {O}e ¥, also O¢E .
Sei a€eE , dann existiert ein Ae M mit aec A .

Ist v(a)e A , dann ist v(a)eE ., Ist v(a)d A ,
dann betrachten wir A, := Au{v(a)} . Offensichtlich
ist A, wieder ein Abschnitt, da A ein Abschnitt
ist und acAc A,] . Ist f die zu A gehdrende

Abbildung mit (*), dann sei
f,]: A,] —> X
definiert durch
f,]‘A i= £ A £,00(a)) :=?(f(a)) .

Dann erfiilllt f, die Bedingung (*), d.h. A € Nt
und v(a)e E . Nach (P'5) folgt E=]No .

Wir definieren nun f: N, —> X wie folgt. Sei
ae]No(= E). Dann gibt es ein A e @ mit aelh, .
f,: Ay — X sei die zugehSrige Abbildung, die ™)
erfilllt. Wir setzen f(a) := f,(a) und zeigen, da8
f(a) nicht von der Wahl von A€ e mit aeh,
abhidngt. Sei auch Aeem mit aecd, und sei

fy: A, —> X die zugehdrige Abbildung, die (*) er-
fiillt, Dann ist auch A,irs A2 ein Abschnitt und ,
£4] &40 Ay so wie f2|A,|n A, erfiilllen beide die
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Bedingungen dafiir, daB A n A€ W gilt. Wegen der
Eindeutigkeit (1.2.1) folgt f,]4, Nhy = f5]4,0 4, ,
also f,‘(a) =f2(a) , denn a€eA; N4, .

Die demit definierte Abbildung f: ]No——> X erfillt
£(0) =x, . Flir aeN_  sei A, ein Abschnitt mit
v(a)e Aje T . Wie zuvor im Beweis gezeigt, gibt es
einen solchen Abschnitt. Fiir die zugehdrige Abbildung
£, gilt dann f,](v(a)) =99(f1(a)) , also gilt diese
Bedingung auch fiir f . Insbesondere folgt JNOG. 124
‘'und dsher ist, wie anfangs festgestellt, f eindeu-
tig bestimmt, /

Damit kdnnen wir die Eindeutigkeit der Menge der
natiirlichen Zahlen "bis auf Isomorphie" beweisen.

1.2.3 SATZ

Seien (INO, O,v) und (A,ao,p) jeweils eine Menge
der natiirlichen Zahlen (im Sinne von Definition 1.1.1).
Dann gibt es genau eine bijektive Abbildung

f: ]No——> A , fiir die gilt

(1) £(0) = a,
(2) ¥ neN [£(v(n) = p(£(n))] .

Beweis: Wendet man Lemma 1.2,2 auf X=4 X, = 2,

und @=n an, so erhdlt man genau eine Abbildung
f , die die Bedingungen (1) und (2) erfiillt. Symmetrisch
erhdlt man g: A —> N mit g(ao) =0 und

Voach [s(u(a)) = v(g(a))] .
Die Abbildung gf: N.—> N erfiillt nun gf(0) =0
und

V ned, [f(+(n)) =v(gf(n))] .

Dieselben Bedingungen erfiillt auch id]N :1N°—> ]No .
Wegen der Eindeutigkeit in Lemma 1.2.2 ° (mit X = ]No ,
X, =0 und @ = v) erhdlt man gf =idy . Symmetrisch
erhdlt man fg=id, . Also ist f bifektiv./
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1,3 Die Addition der natiirlichen Zahlen

Lemma 1,2.2 kdnnen wir auch zur Definition der Addi-
tion und der Multiplikation der natlirlichen Zahlen
verwenden. Wir beginnen hier mit der .Addition.

1.3.1 DEFINITION:

Flir meIINo sei fm: JN°—>INO die durch Lemma 1.2.2

fir X-= INO y X =m und @ =V eindeutig bestimmte
Abbildung mit

fm(O) =m

f,0(0)) = v(fm(n)) fiir alle neN_ .
Dann wird fir alle m,ne]No definiert:

m+n := fm(n) .

1.3.2 FOLGERUNG:
Fir alle m,neZINo gilt:
m+0 =m ,

m+v(n) = v(m+n) .

DaB mit dieser Definition tatsdchlich die Addition

im gewiinschten Sinne definiert wird, zeig% der folgen-

de Satz. Darin und im folgenden setzen wixr wie iiblich
1:=v(0) .

1.3.3 SATZ:

Fir alle m,n,re ]No gelten:

(1) n+0=m=0+m ,

(2) n+1 =v(m) ,

(3 m+v(n) = v(m+n) = v(mn) +n ,

(4) m+n =n+m ,
(5) (m+n)+r =m+(n+1) ,
(&) m+n =m+r=>n-=r ,

(@)) m+n =0=m=n-=20,

Beweis: Beim Beweis benutzen wir die schon bewiesenen
Gleichungen ohne Hinweis.

(M) m+0 =m gilt nach 1.3.2, Durch Induktion nach
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m beweisen wir O+m = m . Die Aussage A(m) im
Sinne von 1.1.2 sei dazu O+m =m ,

Induktionsanfang: O0+0 = O gilt bereits als Spezial-
fall von m+0 =m .

Induktionsannahme: Es gelte O+m =m .
InduktionsschluB: Nach 1.3.2 folgt aus O+m =m

O+v(m) =v(0+m) = v(m) .

(2) Wir hatten 1 := v(0) definiert. Dann folgt mit
Hilfe von 1.3.2

m+1 =m+v(0) = y(m+0) = v(m) .

(3) Nach 1.3.2 gilt m+v(n) = yv(m+n) . Wir zeigen
die zweite Gleichung durch Induktion nach n fir

alle m .

Induktionsanfang: m+v(0) = m+1 = v(m) = v(m) +0.
Induktionsannahme: Es gelte m+v(n) = y(m) +n fir
alle me]No .

InduktionsschluB: m+y(v(n)) = v(m+v(n)) = v(v(m) +n)
= v(m) +v(n).

(4) Wir zeigen durch Induktion nach n fir alle m :
m+n =n+m .

Induktionsanfang: m+0 =m = O+m .,
Induktionsannahme: Es gelte schon m+n = n+m fir
alle me]No .

InduktionsschluB: m+v(n) =v(m+n) =v(n+m) =
v(n) +m . A

(5) Wir zeigen durch Induktion nach m fir alle
n,re N : (m+n)+r =m+(n+1) .

Induktionsanfang: (O+n)+r =n+r = O+ (n+r) .
Induktionsannashme: Es gelte (m+n)+r =m+(n+71)
fir alle n,re]No .

InduktionsschluB: (v(m) +n)+r = v(m+n) +r =
v((m+n) +7) =v(m+(n+r)) =y(m +(n+r) .

(6) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach
m fiir alle n,re]No .
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Induktionsanfang: Aus O+n = O+r folgt nach (1)
n=mr.

Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir m und
fiir alle n,re ]No .

InduktionsschluB: v(m) +n = v(m) +r =>v(m+n) =
v(m+r) . Wegen (P'4) folgt daraus m+n = m+7r
und die Annahme ergibt n =1 .

(7) Angenommen m+0 , dann existiert nach 1.1.3
ein ae]No mit m=v(a)=0 =m+n = v(a) +n =
v(a +n) im Widerspruch zu (P'3) ./

Dieser Satz zeigt, daB (1N°,+) ein kommutatives
Monoid mit O als neutralem Element ist. Wir sagen,
daB ein kommutatives Monoid (M,*) die EKirzungs-~
eigenschaft hat, wenn

Y myn,re M [mtn = mtr:}n:rj
gilt. Nach (6) des Satzes ist (]No,+) ein kommuta-
tives Monoid mit Kiirzungseigenschaft.

1,4 Definition der Ordnung der natiirlichen Zahlen

1.4.1 DEFINITION:
Wir definieren .eine Relation < auf JNO durch

v m,neNN [m €n:¢& 3relN [r+m=n]] .

1.4.,2 BEHAUPTUNG
Die Relation € auf ]No ist eine Wohlordnung.

Beweis: 1. Reflexivitdt: V nelN [0+n=n] =
Vne]No [n<n] .

2. Transitivitdt: Gelte m<n und n<s fiir
m,n,seN .= 3 r,telN ‘r+m=nat+n=s] =
(t+r)+m=t+(r+m)=t+n=s=$3ue]No (u+m=s]
== mn€s ,

3. Antisymmetrie: Fir m,ne]No gelte m<€n und
n<m , = 3r,se]No [r+m=nas+n=m]=> (r+s)+n
=r+(s+n)=r+m=0+n=r+s5=0 (wegen 1.3.3 (6)).
Nach 1.3.3 (7) folgt r=s=0, also m=r+m=n .
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4, < 1ist eine Wohlordnung: Sei Mc I, ohne klein-
stes Element. Es ist M=@ zu zeigen. Sei E :=

{x [xeN _~V meM [x€m]} . Da M kein kleinstes
Element besitzt, ist EnM=@ , denn ye E~M =
VmeM [y€m] , was der Annahme iiber M widerspricht.
Es ist sicher O¢E . Sei x¢E und meM .=
IreN [r+x=m| . Sicher ist r+0 , denn sonst
wire x=méEnM=0 . Damit ist r=v(s) und
s+v(x) =v(s)+x=r+x=m , also v(x)<m . Mit
x€E 1ist also auch y(x)é¢ E und damit E=N, .
Wegen E~M=@ folgt M=0 ./

1.4.,% SATZ (I. Monotoniegesetz):

\’/m,n,re]NO [mén=}r+m£r+n_| .
Beweis: m€n=t+m=n=—t+r+m=r+t+m=r+n
= r+m<r+n ./
Aus dem I. Monotoniegesetz folgt sofort die Aussage
v m,n,s,te N [mén,\sét :—s\m+sé’n+t__ s
denn m+sfm+t=t+met+n=n+t .
1.4.4 FOLGERUNG:
V nelN, [n#0=>1én] .

Beweis: Nach 1.1.3 existiert ein me ]No mit n=v(m).
Aus O€m folgt O+1=1<€m+1=v(m)=n. y

1.5 Die Multiplikation der natiirlichen Zahlen

1.5.17 DEFINITION:
Flir me ]No sei 8p’ JNO-—HN0 die durch Leuma 1.2.2
fir X=1N° , xo=0. und

?Jm: ]No_a ‘T — r+me]No
eindeutig bestimmte Abbildung mit

8,(0) =0

gm(v(n)) = fm(gm(n)) fir alle nelN|
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Dann wird fiir alle m,ne]No definiert:

mn := g (n) .

1.5.2 FOLGERUNG:
Fir alle m,ne]No gilt:
mO = 0 ,

nv(n) =m(n+1) = mn+m .

DaB mit dieser Multiplikation tatsdchlich die Multi-
plikation im gewlinschten Sinne definiert wird, zeigt
der folgende Satz.

1.5.3 SATZ:
Fir alle m,n,re]No gilt:
&) mO = 0 = Om ,

(2) (m+1)n = mn+n ,
(3) mn = nm ,
) n(n+r) = mn+mr ,

(s n(nr) = (mn)r ,
(6) in =n=nl,
7) m#+O0Oans+ O =mn#+O0,
(8) m#+*Oasamn=mr=mn-=r.

Beweis: (1) mO = O gilt nach 1.5.2. Wir beweisen
Om = O durch Induktion nach m .

Induktionsanfang: 00 = O nach 1.5.2.
Induktionsannahme: Es gelte Om = O .
Induktionsschluf: Wegen 1.5.2 gilt Ov(m) = Om+ O =
0+0 =0 .

(2) Induktion nach n fiir alle me ]No .
Induktionsanfang: (m+1)0 = 0 = m0+0 .
Induktionsannahme: Es gelte (m+1)n = mn+n .
InduktionsschluB3: Bei Beachtung von 1.5.2 folgt
(m+ M)+ =(m+1MDn+m+1) =(mn+n) +(m+1) =
(mn+m) +(n+1) =m(n+1) +(n+1) .

(3) Induktion nach n fiir alle melN .
Induktionsanfang: mO=0=0m .
Induktionsannahme: mn=nm .
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Induktionsschluf: m(n+1) =mn+m=mm+m=(n+1)mn .
(4) Induktion nach r fiir alle m und n .

(5) Induktion nach r fir alle m und n . Die
Ausfithrung der Induktionsbeweise von (4) und (5)
bleibt dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(6) 1n=n folgt aus (2) fiir m=0 und mit (3)
folgt n=n1 .

(7) Aus m+0 und n+0 folgt nach 1.1.3, daB
a,beN_ mit m=v(a)=a+1 und n=v(b) =b+1
existieren. Dann folgt mn=(a+1)(b+1) =
(ab+a+b)+1=v(ab+a+b) , also mn+0 nach 1.1.3.

(8) Ohne Einschrinkung kann n<r angenommen werden.
Folglich existiert‘ ein te]No mit n+t=r . Damit
erhdlt man mn+O=mn=mr=m(n+t) =mn+mt und

1.3.3 (6) ergibt O=mt . Wegen m+0 und (7) folgt
t=0, also n=r ./ A

Der folgende Satz gibt einen Zusammenhang zwischen
der Ordnung von ]No und der Multiplikation.

1.5.4 SATZ (II. Monotoniegesetz):
V myn,reNj [r#0=> (mén(:)rmérn)] .

Beweis:"—": Sei m<n , dann existiert ein te]No
mit m+t=n . Es folgt rm+rt=rn , also rm=rn .
"e=": Sei rm<rn . Angenommen n<m, dann folgt,
wie schon bewiesen, rn<rm , also gilt rm=rn

und nach 1.5.3 (8) folgt m=n ./
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§ 2 Die ganzen Zahlen

2.1 Definition, Addition und Multiplikation der

ganzen Zahlen

Zur Einfiihrung der Menge Z der ganzen Zahlen ver-
fahren wir anders als bei den natiirlichen Zahlen.
Statt Z axiomatisch zu beschreiben, wird Z mit
Hilfe von INO konstruiert.

Das Problem, das zur Erweiterung von INO zu Z
fiihrt, besteht darin, daB die Umkehrung der Addition
in JNO nicht unbeschrankt durchfiihrbar ist. Es sind
also die Inversen beziiglich der Addition zu ]NO hin-
zuzufiligen. Die dazu notwendige Konstruktion haben
wir bereits allgemein in IV.2.9.2 kennen gelernt.

Sie liefert, angewendet auf ]No , die von ]No er-
zeugte kommutative Gruppe.

2.1.1 DEFINITION:

Sei (Z,+) die von (]No,+) im Sinne von IV.2.9.2
erzeugte kommutative Gruppe. Z heiBt Menge der
ganzen Zahlen . Die Elemente von Z werden

zundchst in der Form (m,n) mit m,ne]No geschrieben.

2.17.2 DEFINITION und LEMMA:
Fir (m,n),(s,t)eZ wird die Multiplikation durch

(myn) (s,t) := (ms +nt,ns +mt)

definiert und diese Definition ist unabhidngig von
der Auswahl der Repridsentanten.

Beweis: Sei T(m,n)=(m',n') und (s,%t)=(s',t') =
m+n'=m'+n und t+s'=t'+s =m(s+t') +n(t+s')
+ (m+n")s' +(n+m")t' =m(t +s') +n(s+t') + (n+m')s'
+ (m+n'")t'=>ms+nt+n's' +m't' +mt' +ns' +ms' +nt'
=m's'+n't' +ns +mt +mt' +ns' +ms' +nt' —
ms +nt +n's' +m't' = m's' +n't' +ns +nt =
(ms +nt,ns +mt) = (m's' +n't',n's' +m't') ./

Zum Verstédndnis dieser Definition beachte man, daB
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spater (2.2) Tm,n) = m-n gelten wird und daf dann
(mw,n) (s,t) = (m-n)(s-t) =ms +nt -ns -mt =
(ms + nt,ns +mt) folgt.

2.1.3 SATZ:
Z ist mit der in 2.1.2 definierten Multiplikation
ein kommutativer Ring mit Eins-Element.

Beweis: a) ((m,n)(s,))(W,v) = (ms +nt,ns +mt) (u,v)
= (msn + ntu + nsv + mtv,nsu + mtu + msv + ntv) =
(m,n)(su+tv,tu+sv) = (m,n)((s,t)(0,v)) .

bv) (1,0)(m,n)
c) (m,n)(s,t)

1]

(m,n) = (@,m)(T,0) .

(ms + nt,ns +mt) = (sm + tn,tm + sn)

= (s,8)(m,n) .
a) (m,n)(Ts,t) +(u,v)) = (my,n) (s +u,t+v) =
(ns +mu + nt + nv,ns +nu +mt +mv) = (m,n)(s,t) +

(m,n)(W,v) . Das zweite Distributivgesetz gilt jetzt
wegen ¢). /

2.2 Einbettung von W und Ordnung auf Z

Nach IV.2.9.1 ist der Gruppenhomomorphismus
f: ]No-ﬁ Z injektiv, denn es gilt

v m,n,reN [m+n=m+r=%n=r]

(siehe 1.3.3 (6)).

Fir neN_  gilt f(n) =1n,0) . Wegen (m,0) +(0,n)
= (a,n) = (0,0) folgt -(n,0) = (0O,n) . Wir beweisen
nun, daB man alle Elemente aus Z in der Form {(n,0)
oder -(n,0) = T0,n) mit neN_  erhdlt. Sei
Tm,n)€Z und sei zuerst n<m . Dann existiert ein
te]No mit m=n+t . Es folgt (myn) = (n+t,n) =
{%,0) . Ist hingegen m<n , so existiert teN,

nit m+t =n . Es folgt (am,n) = (m,m+%) = (0,5) .

Da f: ]No———) Z injektiv ist, gilt fir m+n auch
(m,0) + (0n,0) , und, da Z eine Gruppe ist, folgt
fiir die inversen Elemente ebenfalls (O,m) # (O,n) .

220



Fir m#0 und nelN_ gilt schlieBlich Tm,0) +70,n).
Ist ndmlich {m,0) = (0,n) , so folgt nach Definition
der Kquivalenzrelation m+n=0 . Nach 1.3.3 (7)

folgt m=n=0 . ’

Da f inJjektiv ist, wollen wir né]No mit f(n) =
{n,0) identifizieren, so daB N, beziiglich der Addi-
tion ein Untermonoid von Z wird. Nach obiger Uber-
legung ist auch f7: N >n+—> O,n)e Z injektiv.
Wir schreiben f (n) = (O,n) = -(n,0) = =-n mit der
Identifizierung zwischen n und (m,0) .

Die vorhergehenden Uberlegungen konnen wir dann fol-—
gendermafen zusammenfassen. '
2.2.,17 BEMERKUNG:

Z =N u{-n|neN_an+0}

als disjunkte Vereinigung.

Wie iiblich bezeichnen wir die Zahlen der Menge

Z~ :={-n| neN An+0]

als negative ganze Zahlen .

2.2.,2 BEMERKUNG:
Die in 2.1.2 definierte Multiplikation auf Z setzt
die Multiplikation von ]No fort. Es gilt fiir alle
m,nelN ‘

mn = (mn,0) = (m,0)(n,0) .
Weiter gelten fiir alle m,n e]No
(Oy,m)(n,0) = (O,mn)
(m,0)(0Oyn) = (O,mn)

(-m)n -(mn) ,

m(-n)

-(mn) ,

(-m)(-n) = (O,m)(O,n) = (mn,0) = mn .

Seien NcC Z Mengen und sei auf N eine Ordnung
definiert. Eine Ordnung auf Z heiBt eine Fort-
setzung der Ordnung auf N , wenn ihre Einschran-
kung auf N die vorgegebene Ordnung auf N ist.
Wir wollen Jjetzt die Ordnung von ]No auf Z fort-
setzen.
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2.2.%3 SATZ:
Die folgende Relation auf Z

V x,5¢Z (x5 : = y-erNo]

ist eine totale Ordnung und eine Fortsetzung der
Ordnung von '_fNo auf Z .

Beweis: 1, Reflexivitdt: x<£x wegen x-x=O€]No
fiir alle xeZ . )

2., Transitivitdat: x<y und yéz=>y-x,z-ye]N°
:(z-y)+(y-x)=z-xe]No=>xéz .

3. Antisymmetrie: x<€y und y=x %y-x,x-ye]NoA
O=(y-x)+(x-y)6]No=>y-x=O ==Xx=y .

4, Totale Ordnung: V x,ye Z [x-ye¢ N, v y—xemo]#
Vx,y¢Z [yexvx=y] .

5. Fortsetzung der Ordnung von ]No auf Z :
Vo,neN [mén in N &= 3teN [t+m=n]e
n-meN &mn<n in z) ./

2.2.4 SATZ:
Im Ring Z gelten folgende Rechenregeln:
a) I. Monotoniegesetz:

v X,Yy2¢ Z [xﬁy :z+xéz+y] R
b) II. Monotoniegesetzt:

V x,7¢ Z, reN_ [x¢y =5 rx <ry| ,
¢) Nullteilerfreiheit:

V x,5y¢Z |:x4=0f\y$=0==>xy$oj .

Beweis: a) x<fy = y-xeNo=>(z+y)-(z+x)e‘lNo
=3 Z+X£2z2+Y .

b) x¢y =y-xeN ==r(y-x)=ry-rxeN =
rX<7ry .

¢) Gilt nach 1.5.3 (7) fir x,y<NN N {0} . Dann folgt
fiir m,ne]No\{O} auch (-m)n=m(-n) =-(mn) +0 ,
(-m)(-n) =mn 0 .

2.2.5 FOLGERUNG:

a) V x,y,2¢ Z [z2+#0n2x=12y =—7~x=y] ,
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b))V xez [Oéxx=:x2] .
c) Vx,yeZ,re]No [r#O:}[xéy@?rxéry]] .

Beweis: a) zx =2y = zx-2y=2(x-y) =0; da 230
=—=x-y=0=x=y .

b) Ist O<£€x =0=0x%xx nach dem II. Monotonie-
gesetz. Ist x£0 , dann folgt 0<£0-x=-x , also

0= (~x)(=x) = xx .

¢) "= " gilt nach dem II. Monotoniegesetz.

Ne=": rxéry=>ry—rx=r(y—x)e]1\lo . Angenommen
J£€X = IY€rx = rx=ry wegen der Antisymmetrie.
=>X=y wegen a), also folgt X<y aus rx<ry ./

2.2.6 BSATZ: (Division mit Rest)
V xeZ, neN {0} § q ez, reN, [ren-1 4

X=q n+1j]

()
und in dieser Darstellung sind q, und r durch x
und n eindeutig bestimmt.

Beweis: Existenz von q, und r . Sei
M:= {x-qn|qeZAO<£x-qn} .

Dann gilt McN, und M#@ . Ist némlich O<€x ,
so folgt xéM (mit q=0 ); ist jedoch =x=0, so
folgt x-xn=x(1-n)=(-x)(n-1) 20 , also
x-xneM (mit q=x ). Da ]No wohlgeordnet ist,
existiert ein kleinstes Element reM . Das zugeho-
rige q sei qQ » d.h. es gelte X-gqmn=rT . Ange-
nommen n#<r , dann existiert ein te]No mit n+t
=r , Wegen 1<n muB t=r-1 gelten. Dann folgt
x=q°n+r=q°n+n+t=(qo+’l)n+t , also

X - (q0 +1)n=%t im Widerspruch zur Minimalitit von
r . Es muB also r<£n-1 gelten,.

Eindeutigkeit von 9, und r . Gelte a=qmn+rs=
Q'n+r' mnit qo,q'e Z, r,v'e IINO, r€n-1, r'€n-1 .,
Ohne Einschrédnkung kann 1T £€r' angenommen werden.
Dann folgt

O<r'-r=(q,-q')n€n-1,
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also gilt Oné(qo-q')n und wegen 2.2.5 c) folgth
Oéqo-q' . Nimmt man ’léqo-q' an, so folgt
né(qo-q')n im Widerspruch zu (qo-q')nén-’l .
Also folgt wegen 1.4.4 qo-q' =0, d.h. aq, =q'
und folglich auch r=r' . /
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§ 3 Der Korper der rationalen Zahlen

3.1 Definition des Kdrpers der rationalen Zahlen

Um von den natiirlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen
zu gelangen, muBften, wie wir in § 2 gesehen haben,
zur Menge ItNO die fehlenden negativen Zahlen hin-
zugefiigt werden. Ahnlich gelangt man von den ganzen
Zahlen zu den rationalen Zahlen., Jetzt miissen zur
Menge Z die fehlenden inversen Zahlen hinzugefiigt
werden., Diese Konstruktion des Quotientenkdrpers
haben wir bereits allgemein in IV.5.2 kennen gelernt.

%3.1.,17 DEFINITION:

Sei (Q,+,+) der Quotientenkdrper von (Z,+,+) im
Sinne von IV,5.2 . § heiBt der Kdrper der
rationalen Zahlen .

3,2 Die Ordnung von @

Es so0ll die Ordnung von Z auf & fortgesetzt wer-
den. Ehe wir eine genaue Definition der Ordnung auf
§ angeben, iberlegen wir uns, daB fiir die ilibliche
Ordnung auf Q gilt:

r <

X T X
= £ A & o— = o=
s z«_]No_:;zs z .

Durch geeignetes ze]No sollte man die Nenner zum
Verschwinden bringen konnen, so daB wir schlieBlich
auf die schon definierte Ordnung von Z zurilick-
kommen. Da das Produkt der Nenner sy auch in Z~
liegen kdnnte, wihlen wir z =:s.2y2 . Dann ist gleich-
zeitig 2z +#0 , so daB wir in Analogie zu 2.9 Folge-
rung c) erwarten konnen, daf die folgende Definition
den gewinschten Sachverhalt richtig wiedergibt.

3,2.1 DEFINITION und LEMMA:
Die folgende Relation auf @
S I S 2 2 . )
v g,;c& Li‘é‘;‘ i&=p rsy £Xys in ZJ
ist eine totale Ordnung und eine Fortsetzung der
Ordnung von Z auf § .

Beweis: 1. Unabhingigkeit der Definition von der-
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Wahl der Reprédsentanten (r,s) bzw. (x,y) fiir -g

bzw. -;,5 : Sei (rys)~(r',s') und (x,y)~ (x',y")
= rs'=r's und xy'=x'y = [rsy° € xys® =
rsyz(s'y‘)‘2 éxyse(s'y')‘g(: r's'y"z(sy)2 éx'y's'z(sy)2
= r's'y'eéx'y's'2] . :

3

2. Reflexivitat: -g-ég wegen Trs” €rs in Z fur

r
alle EEQ .

3, Transitivitat: %é% und %é’—; _—_—_)I‘SV2 éuv52 und
uvy2 < xyv2 == rsv2y‘2 £ uv52y2 < xyv2s2 = rsy‘2 £ xy52
wegen v2=}=0, v2>0 und 2.2.5 ¢) = §é§ .

4, Antisymmetrie: §£§ und %ég == IS 2 xy52 und
xyszérsy2=>rsy2 =>rys2 == §=-§ , da man in Q
durch 32y2 +0 dividieren kann,

5. Totale Ordnung: ¥ g,? € Q [rsy2 £ xy52 v xy32 E rsy2
. : r X r,X XxX_r

in ZJ = v -S.’ieQ [gé—\/;ég] .

6. Fortsetzung der Ordnung von Z auf @ :
\T/r,xez [réx in ZZ¢==>r.’l5ex.’13 in ZZ@:;%é%
in @] . y

3,2.2 SATZ:

Im Korper @ gelten folgende Rechenregeln:

a) (I. Monotoniegesetz) V a,b,cc Q [a<b =3 a+c<b+c| ,
b) (II. Monotoniegesetz) ¥ a,b,cc® [a£ba0fc =3

ac = bc] .

Beweis: a) Seien a =§ , b =% sy C =§ . Dann gilt
L8 _ rsve £ uvs® = rsvzy4 + xs‘2v2y3 = uvs2y4 +

s Vv

X52V2y3 == (ry + xs)sv'?y5 £ (uy + xv)vs‘2y5 = HS—;;?- £

%:}E+Zég+iaz?a+céb+c

y vv
b) Mit der Bezeichnungsweise von a) gilt a<b -
§é% = rsv2 Suvs2 . Vegen c¢ =3,)Sé 0 gilt xy5 20 .,
2y’ 2403 ., X ux <
= I'SV Xy~ £€uvs Xy~ := Syévym:éac-bc .-/
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3,2.3 DEFINITION:
Ein Koérper K , auf dem eine totale Ordnung £ so
definiert ist, daB die beiden Monotoniegesetze

I.Va,b,ceK [aéb=a+céb+c]
II. V a,b,cek [a€b O<c = ac < be|

gelten, heiBt ein angeordneter KGrper .

Wegen 3.2.2 ist ® ein angeordneter Korper. Wie wir

spadter sehen werden, bilden auch die reellen Zahlen
einen angeordneten Kdrper. Daher wollen wir weitere
Eigenschaften von ® gleich allgemein fiir angeord-

nete Korper K behandeln. Dabei sei a<b definiert
durch a<b und a+b . In einem angeordneten Kdrper

K gelten die folgenden

3.2.4 RECHENREGELN:

a) VaeK [0<a e -a€0] ,

b) ¥V aek [0<a°]

¢) fiir 2:=1+1 gilt 0<1<2 , (man beachte hier,
daB wir nicht Zc K annehmen)

d) Y ack [O<a=;\0<a'1] ,

e) V ajbceK [0<c = [a£be ac<be]] ,

£) V a,bek [a<b = a<§4:rb-<b] .

Beweis: a) 0fa=—-a+0<€-a+a=—-2a€0=a-a%<0
— 0<a .,

b) Ist O¢a = Ooaéa-a—_=;0éa‘2 . Ist a0 =

Oé-a=0é(—a)2=a2 .

c) K Korper = 0%1 = 04€1=1= 0<1 =12 .
Ware 1=2 , so wire O=1 , Widerspruch =—=—1<2 .
d) Sicher ist 0ea~! . Wire a <0 a” ea=1%

O.a=0 , Widerspruch zu O<1 . Also ist 0<a .

e) O<c=> O<c = [a£b == ac £bc] nach dem I,Z][.

2

Monotoniegesetz und ebenso ac <€ bc = acc'1 £bee”

# a€b .
f) Zunschst folgt aus ¢) O0#2 , denn 0=2 ergabe
0£€14120 , also 0=1 , Damit ist

a—+2—§=§+g:=(a+b)v2-1

definiert. Nun gilt
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O<%=} [a< b= %<§(=)%+%<§+g<§+g

—= a<-a—§-2<b] .

Gleichheit an irgendeiner Stelle wiirde wegen der
Umkehrbarkeit der vorgenommenen Operationen an al-
len Stellen Gleichheit induzieren. //

3.3 Der absolute Betrag

Fiir angeordnete Kdrper fiihren wir jetzt die folgen-
den Abbildungen ein:
x fir x20

den Betrag K> xi—> |x|eK mit |[x|=
-x fir x<0

das Signum ( = Vorzeichen) sgn: K —> K mit
1 fir x>0
sgn(x) =4 O fir x=0

-1 fir x<O0.

3.3.1 RECHENREGELN:

a) vV xeX I:sgn(x)olx|=x,\}x1=x.sgn(x)] ,
b) ¥ xcK ITO='x§a EO=3XT¢—;»; O=x]:| s

e) 7 x,yeK [ix+yieixi+]3],

Y xyeX [Ixyl=ix|yl] .

Beweis: a) ist klar nach Definition.
b) folgt ebenfalls direkt aus der Definition.
c) Es gelten nach Definition x<|x| , -x£ (x| , ¥<I|¥|,
~y eyl .= x+7 € |xl+{y] und -(x+y) £ix|+|y] =
Ix+yl=x|+iyl .
d) Vegen des II. Monotoniegesetzes sieht man leicht:
sgn(xy) = sgn(x)sgn(y) fiir alle x,y< K . Damit erhdlt
man fir alle x,yeK

Ixy| = sgn(xy) +xy = sgn(x) *x-sgn(y) *y =|x|

A /4

3,3.,2 BEMERKUNG:

Fir den Kérper € der rationalen Zahlen erwZhnen
wir noch eine weitere wichtige Eigenschaft, die nicht
in allen angeordneten Kdrpern gilt:
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Vs,tet [0<s — HneJNo [t<ns]] .

Ein angeordneter Korper mit dieser Eigenschaft wird
auch archimedisch genannt.

Beweis: Gilt t s , dann folgt wegen O<«s :
t£s<2s .

Sei jetzt O<s<t und seien s=§ , t= mit

<ie

X,¥,u,veZ . Dann gilt O<'§<% —0< xyvoc wy —s
1 éxyv2 —> uvy2< uvy” +1 £ (uvy2 +’l)xyv2 —

%<(uvy2+’l)§ , also t<ns mit n=uvy2+’1 N/
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§ 4 Der Aufbau der reellen Zahlen
mit Cauchy-Folgen

Die Menge der reellen Zahlen miissen wir mit anderen
Hilfsmitteln einfiihren, als die Menge der ganzen
oder rationalen Zahlen. Bisher haben wir nur Erwei-
terungen des Zahlbereichs bendtigt, um gewisse alge-
braische Operationen wie Addition und Multiplikation
umkehren zu konnen. Bekanntlich 148t sich die Umkeh-
rung einer weiteren algebraischen Operation, des
Potenzierens, in der Form des sogenannten Wurzelzie-
hens von positiven rationalen Zahlen in den reellen
Zahlen durchfiihren, doch ist weder die Quadratwurzel
von -1 in den reellen Zahlen enthalten, noch 1d03t%
sich die transzendente Zahl % 1in Form einer Wurzel
darstellen.

Der Aufbau der reellen Zahlen stiitzt sich auf eine
Grenzwertbildung und ist damit von topologischer,
statt von algebraischer Natur. Das Prinzip wird bei
der Betrachtung der Zahl x = 3,14159265358979323846...
klar. Dem Leser dlirfte bekannt sein, daB die letzten
drei Punkte andeuten, daB es nicht mdglich ist, T
als Dezimalbruch mit nur endlich vielen Stellen hin-
ter dem Komma zu schreiben, noch daB sich die ver-
wendeten Ziffern bei der Dezimaldarstellung von ir-
gendeiner Stelle an periodisch wiederholen. Fir fast
alle technischen Zwecke ist wiederum die obige zwan-
zigstellige Angabe von = 2zu genau. Man kann je
nach dem Verwendungszweck auskommen mit

3,1 5 3,0 5 3,741 53,1415 5 3,14159 5 3,141592 ...

und weiBl dann, daB die n-te Zahl in dieser Folge von
rationalen (!) Zahlen um hdchstens 10”2 von U
abweicht.

Die Schreibweise der reellen Zahlen in Form von "un-
endlichen" Dezimalbriichen ist also nichts anderes
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als eirz angendherte Angabe der reellen Zahl mit
Hilfe n gewissen vationalen Zahlen, ndmlich end-
lichen Dezimalbriichen, bis auf eine geforderte Ge-
nauigkdt. Man kdnnte nun zundchst daran denken,

die redlen Zahlen als Folgen von Dezimalbriichen
einzufihren, wobei man (wie oben bei der Darstellung
von * ) jedes folgende Folgenglied aus dem vorher-
gehendm durch Anfiigen einer weiteren Dezimalziffer
erhdlt Das bringt gewisse Schwierigkeiten mit sich.
Bekannlich sind die reellen Zahlen 3,0000... wund
2,9999.. (mit sich jeweils wiederholenden Ziffern)
gleich obwohl sie durch verschiedene Folgen ratio-
naler .ahlen angendhert werden. Weiter weiB man zu-
ndchst nicht, ob die Dezimalschreibweise andere re-
elle Zhlen ergibt, als etwa die Dualschreibweise
(nur mt den Ziffern O und 1 ). SchlieBlich 1#Bt
sich de Addition von so dargestellten reellen Zah-
len, dren Zffern alle groBer als 5 sind, schwer be-
schreien, die Beschreibung der Multiplikation ist
noch poblematischer. Wir betrachten daher eine we-
sentli:h groBere Klasse von Folgen rationaler Zahlen
und fiiren darauf eine Aquivalenzrelation ein, die
dann kim Ubergang zu den Lquivalenzklassen auch
kldrt, warum 3,0000...=2,9999... gilt. Die Kon-
strukt.on wollen wir wieder allgemeiner fir einen
angeorineten Korper K vornehmen.

Die hizr angegebene Konstruktion des Kdrpers der
reeller Zahlen ist nicht die einzig mdgliche., Einen
etwas leichteren Zugang bietet die Konstruktion mit
Hilfe von Dedekind'schen Schnitten., Jedoch ist die
von urs angegebene Konstruktion der Menge der reellen
Zahler als Vervollstdndigung beziliglich Cauchy-Folgen
ratiomler Zahlen ein auch in vielen anderen Gebieten
der Mshematik wichtiges Verfahren.

231



4,1 Cauchy-Folgen

Es sei im folgenden K ein beliebiger angeordneter
Korper (3.2.3).

4,1,17 DEFINITION:
a) Eine Folge (xnl x € Kn ne]No) heiBt Cauchy-
Folge oder Fundamentalfolge :&

V gekK , €>0 Hnoe]Non,ne]No
[noém,\noén:]xm-xn|<&] .

b) Eine Folge (xnlxneKAne]No) heiBt konver-
gent mit dem Grenzwert xeK &=

._/ |
Veek ,&>03noe]N°\7ne]No
[n,€n = |x -%|<e] .
c) Eine Folge (xnlxneKane]No) heiBft Null-

folge :4 die Folge ist konvergent mit dem
Grenzwert OeK .,

Fir die Folge (xnl X, € Ka ne]No) schreiben wir auch
kurz (xn) . Ist die Folge (xn) konvergent mit dem
Grenzwert x , so wird x=lim(xn) oder auch
X = lim(xn) = lim(x_) = 1lim x
ne ]No n—>® n—m
geschrieben.

n

4,1.2 FOLGERUNG: )

‘a) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist ein-
deutig bestimmt,

b) Genau dann ist die Folge (xn) konvergent mit
dem Grenzwert x , wenn (xn-x) eine Nullfolge ist.
¢) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

d) Jede Cauchy-Folge ist beschrdnkt.

Beweis: a) Indirekter Beweis: Angenommen, es gibt
Grenzwerte i,y mit x#$y von (xn) . Setzt man
£ :=%|x-y| , dann ist € >0 wund nach Voraussetzung
existiert neN_  , so daB sowohl |x -x|<e als
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auch |xn—y| <& gelten. Daraus folgt

[x-3] = |x=x +%x -7|

n
€lx-x |+ |x, -y|<2e=|x-7] ,

also ein Widerspruch.
b) klar nach Definition.

c) Sei x=lim(xn) . Zu € >0 sei nc,e][\To so ge-
wdahlt, daB |xn—x|<% fir alle néno gilt. Fur

m=n, und néno folgt dann

Ixm-xnl = X -x+x-x |

£ e _
lx, - x| + |x—xn|< S+x=€ .

d) Nach Voraussetzung gibt es zu & =1 ein n.€ JNO ,
so daB |xm—xn| <1 fir alle m,n2ng gilt; speziell
gilt also lxn-xnol <1 . Daraus folgt [x |< 1+ |xn0|

fir alle n=n, . Damit ergibt sich fiir alle ne]No

[x | <1 + max { | ;| I 12015000505} .

Zur Vorbereitung von spdteren Uberlegungen beweisen
wir jetzt noch einige weitere Eigenschaften von Cau-
chy-Folgen.

4.1.3 HILFSSATZ:

Sei (x ) eine Cauchy-Folge, die keine Nullfolge
ist,. Dann existiert ein & >0 , §e¢K und ein

koe ]No , 50 daB genau eine der beiden folgenden Aus-
sagen erfiillt ist:

Vnxk, [xn>c§] s Vnéko [-xn>5]

Beweis: Da (xn) keine Nullfolge ist, gibt es ein
€>0 , ¢ €K , so daB zu jedem noe]N ein né‘no
mit |x -0 = [x | * ¢ existiert. Da (x ) Cauchy-
Folge 188, gibt esozu diesem £ ein koe ]No , SO
daB |xm- n|<-§_)- fir alle m,n=k_  gilt. Sei
kéék mit lxk.l > ¢ , dann folgt wegen

|xk.|-|xk.—x +x| [xk.—x|+|x|

n
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fir alle n=k,
E_¢
|xn > |x 6' - kac','xn|>& -5=5 .
Gilt xmoio fiir ein m_ *k , so folgt X, = |xm°'

E .
> > = -
5 . Pir alle n=k  folgt dann x X (xmo

- xn)
S - -x|>5-5-0, also «x =[x ]>-&- Folg-
*no ~ 1 *mo nl>2°3 ’ n n!” 2 ° g
lich sind fiir n=k° entweder alle X, positiv oder

alle X, negativ, Im negativen Fall folgt aus

EN >% die Ungleichung —xn>% . Also ist fiir

5:=% und k= die Behauptung erfiillt. V4

Die weiteren Eigenschaften betreffen Teilfolgen von
Cauchy-Folgen. Intuitiv betrachtet erhdlt man aus
einer Folge eine Teilfolge, indem man aus der Folge
sukzessiv unendlich viele Glieder herausgreift und
diese neu durchnumeriert. Es folgt die mathematische
Formulierung fiir diesen Sachverhalt.

4,1.4 DEFINITION:

Die Folge (yn) heiBt Teilfolge der Folge (xn) =
es existiert eine eigentlich monoton wachsende Abbil-
dung 7: ]No——-)lNo , so daB y, = (n) fir alle
ne]No gilt.

Fir die eigentlich monoton wachsende Abbildung T
folgt durch Induktion nach n , daB n<©(n) fir alle
neJNO gilt. Davon wird mehrfach Gebrauch gemacht.

Im folgenden bezeichnen wir mit C(X) bzw. N(K)
die Menge aller Cauchy-Folgen bzw. Nullfolgen mit
Elementen in K .

4,1,5 HILFSSATZ:

Sind (xn) € C(K) und (yn) eine Teilfolge von (xn) ,
dann gilt:

a) (yn)é C(K) 9

b) (xn - yn) € N(K) .

Beweis: a) Zu &€ >0 existiert ein n, mit
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Yomen [|x;-x

n| <E,] S d
V), (n) > T(ny) [Ixpgy = Xp(pyl < €] =
Vman';‘no [Iym‘yn' < F—] )
wobei benutzt wird, daB T (n)=n fiir alle nelN
gilt.

b) Zu £ >0 existiert ein ng mit

Vm,nkno []xm-xn|< E] -
Vorn [|xn-x,c,(n)| = |xn-yn|<£] —
(xn - yn) € N(K) . //

4,1,6 HILFSSATZ:

Sind (xn) € C(K) und (&n)e N(X) mit £n>0 fiir
alle neJNO , dann existiert eine Teilfolge (zn)
von (xn) , So daB gilt:

Vel V k,l2n [lz-2q) <€) -

Bemerkung: Ist K der Korper der rationalen Zahlen,

gewdhlt werden.

/l
so kann &n.—m

Beweis: Induktive Bestimmung der ’c’(n)e]No mit folgen-

den Eigenschaften:
(i) Fir m<n gilt T@m)<v(n) ;
(i1) YV neN_ YV k,13%(n) [|x -x| < &n] .

Beginn n=0: Zu ¢& sei noe]No mit V k,léno
[|xn-x1| < E’o] gewdhlt. Setze 7(0) = n, -

Schluf von n auf n+71 : Seien schon 7(0),...,z(n)
so bestimmt, daf dafiir (i) wund (ii) gelten. Zu
£n+’l gibt es dann ein roeIINo mit V k,1 =T
[[xk-x1|< F‘n+’l] . Setze T(n+1) :=max(ro,’r(n) +1)
dann gelten (i) wund (ii) fir <(n+1) . Damit

ist 7T: ]No—->ZIN° definiert. Setzt man nun z,i=
Xe(n) fiir alle ne]No , S0 ist (zn) wegen (i)
eine Teilfolge von (xn) und wegen (i) und (ii)
folgt die Behauptung. //
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4,2 Der Kérper der reellen Zahlen

Zundchst zeigen wir flir einen beliebigen angeordneten
Korper K , daB C(K) 1in naheliegender Weise zu
einem Ring gemacht werden kann.

4,2,1 SATZ:

Sei K ein angeordneter Korper und C(K) die Menge
der Cauchy-Folgen in X . Dann ist C(X)

mit der Addition (xn) + (yn) 1= (xn +yn)

und der Multiplikation (xn) . (yn) t= (xn . yn)

ein kommutativer Ring mit Einselement. Das Einsele-
ment ist die Folge (xn) mit x =1 fir alle neN .

Beweis: 1) Mit (xn) und (yn) ist auch (xn+yn)
eine Cauchy-Folge. Sei namlich ¢ >0 , € « X , Dann
gibt es ein n,]t]NO , so daB fir alle m,n =n, gilt
& . .

'Tm_xn|< 5 . Ebenso.glbt es ein né2€]No“’ so daB
fir alle m,n=>n, gilt [ym—ynl <= . Fir alle
m,n =n :=max(n,‘,n2) ist dann

| (e + 30 = (xp + 7)) € xp =x | + |y =]

<§+§= [N

2) Wit (xn) und (yn) ist auch (xnyn) eine Cauchy-
Folge. Sei namlich & >0 , ¢ ¢« K , Seien weiter [xnt
€24, |Y,l %2, fir alle neN_ und 2z :=max(z1,22,’l).
Dann gibt es ein n,e ]No , so daB fir alle m,n=n/
gilt Ixm—xn|< 2—; und |y, - ¥,l< 2% . Daraus folgt

ixmym"xnyni = ¥y =~ XgIn * *n¥n = XnYn|

1 1 = T b+ 1%y =Xy 1Ty

N

- < _ .

\22?2'— C .
3) Die Folge (xn) mit xn=’l fir alle ne‘]No ist
trivialerweise das Einselement der Multiplikation.
4) Die Ringeigenschaften lassen sich jetzt durch
komponentenweise Rechnungen leicht nachpriifen, wie
z.B. die Kommutativitat der Addition:
() + (yp) = Gpvy ) = (yp+x) =(y) +(x)) ./
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4,2.,2 BSATZ:
Die Menge der Nullfolgen N(K) ist ein Ideal in C(K) .

Beweis: 1) Seien (xn) und (yn) Nullfolgen. Dann
ist auch (xn) + (yn) eine Nullfolge. Fir € >0
gibt es némligh ein n e ]No , so daB fir alle n22n
gilt: lxn| <&§ tund €
|xn|+[yn}<§+§= [SHE

2) Sei (xn)e C(X) wund (yn)e N(K) . Dann ist
(xn)(yn)e N(K) . Sei nsmlich € >0 ., Es gibt ein
z2>0 mit |x |<z fir alle neN_ . Weiter gibt
es ein n eN_ mit |y [< £ fir alle n=n . Dann

o P
. & ..
gilt |xnyn| = |xn||yn|< z.>=¢ fir alle n2n_ . V4

(0]

[ . ;
yn[< % . Dann ist |xn+yn|

Nachdem wir wissen, daf die Menge N(K) der Nullfol-
gen ein Ideal in C(K) ist, kann der Restklassen-
ring C(K)/N(X) (im Sinne von III.3.3.2) betrachtet
werden. Ist (xn)e C(K) , so bezeichne

(3) += (x,) + N(K) € C(K)/N(K)

die durch (xn) erzeugte Restklasse modulo N(K) .
Sei auch (yn)f: C(K) . Genau dann gilt (S'c;) = (i),
wenn (xn) - (yn) = (xn—yn)e N(K) (siehe IV.2.4.2),

Das Ziel der weiteren Uberlegungen ist es zu zeigen,
daR C(XK)/N(K) ein Korper ist.

4,2,3 SATZ:
C(K)/N(K) ist ein Korper.-

Beweis: Nach III1.3.8 ist C(K)/N(X) ein kommutativer
Ring mit dem Einselement (e_n) = (en) +N(K) mit e =
1 fir alle ne]No . Es bleibt zu zeigen, daB zu einem
beliebigen Element () = (x,) +N(K) ¢ C(K)/N(K) mit
(x_n) £0 ein inverses Element existiert, d.h. zu
(xn)sc(K)\N(K) ist ein (y,)e C(K) anzugeben, so
daB (xnyn-’l)e N(XK) gilt. Da (xn) keine Nullfolge
ist, existiert nach 4.1.3 ein ko , SO daB xn#O

fir allg n>k_  gilt. Wir definieren (yn) durch
yn:=x;_l fir alle n*>k_  und yn:=’l fiir alle
n<ko . Fir alle néko gilt dann xnyn=’! , also
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xnyn-v1= 0 , folglich ist (xnyn-1) eine Nullfolge.
Es gilt also (X )(¥yy) =(xy) = (&) -

Zu zeigen bleibt, daB (yn) eine Cauchy-Folge ist.
Zundchst ist im Sinne von 4.1.3 |x |> S fiir alle
nxk . Ist nun ¢ >0 gegeben, dann existiert ein

o

noéko » 8o daf fir alle m,n=nj
2

|§n—xn|<55

gilt. Es folgt

X _ -X €2
n m £d
|y, -7 | = |=—=|<===¢ .
m n XX §e

Also gilt tatsichlich (yn)e c(x) . /

Die Cauchy-Folge (xn) mit x =x fir alle neNj
nennen wir konstante Folge und schreiben
dafiir im folgenden auch (x) und entsprechend (Xx)
= (x) +N(K) . Da unter den konstanten Folgen offen-
sichtlich nur die Folge (0O) eine Nullfolge ist,
gilt: (X) =()&ex=3 .

Man prift nun leicht nach, daB die Abbildung
@ K> x —> (X)e C(XK)/N(K)

ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Daher ist
Bi(go =9(K) ein Unterkdrper von C(K)/N(K) . Oft
wird %(K) mit K identifiziert und fir das Element
(X) wieder x geschrieben. Durch diese Identifizie-
rung wird C(K)/N(K) 2zu einem Oberkdrper von K
selbst. Um Unklarheiten zu vermeiden, machen wir
von dieser Identifizierung vorlaufig keinen Gebrauch.

Wichtig flir das Verstdndnis der weiteren Uberlegungen
ist die folgende einfache Feststellung. Fir xe¢K

und  (x )e C(K) gilt: (%) = (X )e=x = lim(x) .
Beweis: x= lim(xn)éz.':} 0=1lim(x - xn)<:_—_—>(x - xn) e N(K)
—®=G) .

Mit anderen Worten besagt dies: genau dann besitzt

die Cauchy-Folge (x,) einen Limes xe¢K , wenn

(i;)e g(K) gilt. Daraus folgt ferner: Jede Cauchy-
Folge besitzt einen Limes in K , wenn §9(K)==C(K)/N(K)
gilt.
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4,2.4 DEFINITION:
Fir K=§ heiBt TR :=C(Q)/N(Q) Korper der
reellen Zahlen .

Da es irrationale reelle Zahlen gibt, ist IR echter
Oberkdorper von ?(Q) bzw. (nach Identifizierung)

von Q . Wesentlich fir IR ist die Tatsache, dafB
¢(R) =C(R)/N(R) gilt, d.h. daB jede Cauchy-Folge
von reellen Zahlen einen Limes in IR besitzt. Diese
Eigenschaft von lR heiBt Vollstdndigkeits-
eigenschaft von IR . Sie ist fiir die Analysis
grundlegend. Ihr Beweis ist das Hauptziel der weiteren
Uberlegungen.

Un an den Gesichtspunkt aus der Einleitung anzukniipfen,
weisen wir darauf hin, daB jetzt jeder unendliche
Dezimalbruch als Element von R aufgefaflit werden
kann, indem man ihn als Folge von rationalen Zahlen
betrachtet. Ist der Dezimalbruch a,8q8583. .. (wobei
a; ¢ {0,1,...,9}), dann ist die fragliche Folge (x)
mit X, 1= 8,8q85...8, . Jede solche Fqlge ist eine
Cauchy-Folge und bestimmt daher ein Element (i;)

in C(Q)/N(§) . Jetzt kann man auch bereits einsehen,
warum die reellen Zahlen 3,0000... und 2,9999...
gleich sind: Die zugehdrigen Cauchy-Folgen erzeugen
die gleiche Restklasse modulo N(§) .

Umgekehrt kann man auch jeder reellen Zahl '(§;)
einen unendlichen Dezimalbruch zuordnen. Diese Zu-
ordnung, die einer speziellen Konstruktion bedarf,

um die rationalen Zahlen in geeigneter Weise in end-
liche oder unendliche Dezimalbriiche umzuwandeln, soll
hier nicht durchgefiihrt werden. Andere wichtige Ei~
genschaften von R werden wir wieder fir C(X)/N(K)
mit einem beliebigen angeordneten Kdrper K unter-
suchen.
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4,3 Ordnung und absoluter Betrag von C(K)/N(K)

Zundchst wollen wir fiir einen beliebigen angeordneten
Kdrper mit Hilfe der Ordnung von K ‘eine Ordnung
von C(K)/N(K) definieren.

4,3,1 DEFINITION:

Seien (;(;),(%) < C(K)/N(K) .

M Gp=Gy =V >0, €k Hnoel\lov n:n_,
nelN [xn< In*e] s

(2) <G &= G «GT A+ T .

4.3,2 FOLGERUNG:

Seien (xn),(yn)e C(K)/N(K) . Dann gilt:

(X)) < (y_n)é_—=>3<§>0, ek 3 k e N \7/ nxn,, nelN;
[x,+ <y,) -

Beweis: "—=": Wegen (’Q) #(T;) ist (xn—yn)

keine Nullfolge, so daB dafiir 4.1.3 gilt. Es fragt

sich nur, welcher Fall in 4.1.3 vorliegt. Wegen (1)

gilt X <¥pt+ € fur beliebige & > 0O wund alle hin-

reichend groBen n . Also kann nicht In* < X,

(= X, -, >&) fir ein >0 und alle n=k  gelten.

baher liegt rin 4.,1.% der zweite Fall, d.h. X+ s

<¥n fir 9>0 wund alle n=ko vor.

"e—": Mus x,+d<y, fir alle n=k, folgt
'xn< yn-5<yn<yn+& fiir jedes & >0 wund alle
n*k , also gilt (x)) ¢ (Sr;) . Wegen y, -x > )
fiir alle n2>k, ist (yn - xn) keine Nullfolge, also
gilt (X)) +(Fy) . 7/

4.,3,3 SATZ:

C(K)/N(K) ist bei der in 4.3.1 definierten Relation
£ ein angeordneter Korper. Bei dieser Ordnung gilt
fiir Elemente aus ?(K) :

X «Fl)e=x=<y ,

wobei x££y die Ordnung in K ©bezeichnet.
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Bemerkung: Wegen der letzten Eigenschaft sagt man,
daB die Ordnung von C(K)/N(K) die Ordnung von K
fortsetzt.

Beweis: 1) Zunichst ist zu zeigen, daB die gegebene
Definition der Ordnung unabhingig von der erfolgten
Auswahl der Reprisentanten von ('x;) bzw. (5';) ist.
Seien (xn) und (xr'l) Reprisentanten fiir (5-(:1)
und  (y ) uwnd (y}) fir ('5';) . Fir (x,) und
(yn) gelte die Bedingung der Definition in 4.3%.1.
Zu £>0, te€K gibt es dann n,e N, , so daB fir
alle ne<N, mit n=2 n, gilt x, -y,< 3- . Weiter
gibt es ein n <N, , so daB fir alle n=n, gilt
lx -x! |«3- , und es gibt eln nze]N , so daB fir
alle n>n, gilt Iyn"yn,\ . Fir ny :=max(n_,n, y5)
und alle ‘n-’-na gilt dann

= (xp-xp) +(xn_yn)+(yn_y1:1)<%+%+%= £
Also gilt die Bedingung der Definition auch fiir
(x() und (yp) .

2) Fir (i;), (i;) ist zu zeigen: Es gilt genau eine
der Beziehungen:

(g)\’(&;) , (;C;) =(.Y_n) s (§;)<(i;) )
#lr nehmen an, dal ()_(;) £ (3';) gilt. Aus 4.1.3% und

4.3.2 folgt dann, daB entweder (f;)< (y_n) oder
(y,) <(X,) (im ausschlieBenden Sinne) gilt.

3) Da sich die Bedingungen in 2) gegenseitig ausschlie-
Ben, gilt auch:

(x) =G~ G = G &= (x) = ()
(Antisymmetrie).

4) Gelte (x) « (Sr_n) und ('y_n) < (E_n) . Wenn in einem
oder beiden Fidllen die Gleichheit steht, dann ist
(%)) ¢ (z) . Gilt aver (X o) <(F,) wund (y )<(z ),
so existieren nach 4,3,2 61,53>0 und k,],kee]No ’
so daB yn—xn>a,| fir alle n=k, und 2, =Y, >c§
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fiir alle n2k, gilt, Mit d :=d +J, und
k :=max(k1,k2) folgt dann 2z -X =z -y, +¥, +X

o
>c$\o fiir alle néko . Also gilt (xn) £(zn).

5) Wir stellen nun fest, daf die gegebene Ordnung
die Ordnung von K fortsetzt., Fir x,yeXK gilt
zunidchst

X<Y & y—X>%(y-X)>O .
Auf Grund von 4.3.2 mit ko =0 und c(:=%(y-x) ist
dies dquivalent mit (%)< (¥) . Da wegen der Injekti-
vitdt der Abbildung ¢ auch

x=y < (X)=()
gilt, folgt insgesamt
x¢y = ()< .

6) Es bleiben die Monotoniegesetze zu zeigen. Seien
(:TI;) < (Tn) und (E;) ¢ C(K)/N(X) gegeben. Nach Defi-
nition der Ordnung gibt es zu jedem ¢ > O ein n e JNO,
so daB X, =¥, <€ fir alle n=n gilt. Dann folgt
(xn+ zn) - (yn+ zn) <&, also gilt (Tn) + (a) = ('xn_-+'z_n)
< (Fve) =G + (7)) .

7) Seien jetzt (i;) < (y_n) und O = (Z_n) gegeben. Zu
zeigen ist (g)(a) € <%)(Tn> . Gilt (x,) =(y_ ) oder
0= (E;) , dann ist die Behauptung erfiillt. Sei daher
(i;) < (3';) und 0= (0) < (z_n) , dann existieren nach

4.3.2 & c(2 >0 und k;,k,cN_ mit

yn-xn>c',l fir n2k,; , Z2,>¢5 fur nEI‘:‘2 .

Daraus folgt flir alle n éko :=max(k1,k2)

- = - o d
(yn xn)zn In%n = ¥p%n > 1%

also gilt (x,z.)=(x)(z )< 3z ) =G )0) . /

Nach diesem Satz iibertragt sich die Ordnung von X
bei dem Korperisomorphismus ¢ auf ¢ (K) , d.h.
X£€y & ?(x) £¢(y) . Man sagt daher auch, daB KX
und y(K) ordnungsisomorph sind *).

*) Siehe ordnungstreue Abbildungen VI.2.1.2.
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Nach Definition der Cauchy-Folge ergibt sich unmittel-
bar, daB (xn) genau dann eine Cauchy-Folge von K
ist, wenn (?(xn)) eine Cauchy-Folge von f(K) ist,
Davon wird im folgenden ohne besonderen Hinweis
Gebrauch gemacht.

4,3,4 SATZ:

Seien (x), (5;)6 C(K)/N(K) mit (X)) < (7))

gegeben. Dann existiert ein zeXK mit (X )< (z) < (3';).
Man sagt daher auch, daB 99(K) (bzw. bei Identifi-
zierung K selbst) dichte Teilmenge von C(K)/N(K)
ist.

Beweis: Gelte im Sinne von 4.3.2

yn—xn>cf fir alle néko .

Sei & :=;‘;<§ y dann existiert ein ny 2k, , so daB
fir alle n*n,
X =-X_|<¢& s y. -y < &
|n nol n Jng
gilt. Sei =z i=X  + 2¢, dann gilt fir alle n=n,
o
z-xn=xno+ 2&—xn>25—&=&

In- 2 =yn—yno+yno-xno- 2e >-6 +d-2¢ = 5—35 =&
Nach 4.3.2 folgt daraus (%)< (2)< (¥, . /

Fiir den angeordneten Kdorper C(K)/N(X) kann im
Sinne von 3.3 der absolute Betrag definiert werden.
Dafiir erhdlt man aus 4.3.4 unmittelbar die folgende
Aussage.

4.3.5 FOLGERUNG:

zu (%), (Fp), (F) € C(K)/N(K) mit |G - (7))
<(£) gibt es ein ¢ek mit |(3) - (Fp)| <
D<) - 7

Flir spdtere Anwendungen stellen wir noch fest, was
| (X)) - G |< (&) vedeutet.

4,%,6 BEMERKUNG:
I(ig) - (y_n)| < (8) gilt genau dann, wenn ein k & N
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und ein 5i>0, de K so existieren, da8
C . - ) .
Ixn-yn| < €& -0 fir alle n=kj gilt.

Beweis: |(§;)-—(§;)[< (g) gilt genau dann, wenn
) -G = (=30 < (&) wnd (5p) - () = (T -%)
< (€) gelten. Nach 4.3.2 ist dies genau dann der

Fall, wenn d, >0, d,50, 4, Iy €K sowie ky,k,elN

so existieren, daB
(xn-yn)"'c(:l <& fir alle n2k,
und
~(yn-xn)+6%<é fiir alle n=k;

gelten. Flr d‘:=min(Ja,Jé) und kg n=max(k1,k2)
folgt

X, =¥p|< €-d, fir alle n=k, .

Umgekehrt folgen hieraus die vorhergehenden Unglei-
chungen mit ¢ =dy= ¢ und ky=ky=k, . /

4.4 Vollstdndigkeit

Unser Ziel ist es, einen Oberkdorper von K zu
konstruieren, in dem jede Cauchy-Folge einen Grenz-
wert besitzt, in ltelle von K 10sen wir diese
Aufgabe fiir den zu K ordnungsisomorphen Korper
4(X) (bzw. bei Identifizierung von K mit <T(K)
fir K selbst). Die Cauchy-Folgen aus g(K) sind
von der Form (%(xn)), wobei (xn) eine Cauchy-
Folge aus K ist. Wir stellen zundchst fest, daB
(7(xn)) in L :=C(X)/N(K) den Grenzwert (§;)
besitzt. Das ist nach Definition von I nicht
Uiberraschend, denn wir hatten L genau in diesem
Sinne konstruiert. Uberraschend ist jedoch, daB
jede Cauchy-Folge aus L (und nicht nur aus dem
Unterkdrper V(K) von L ) in L einen Grenzwert
besitzt.

4.4.,1 DEFINITION:
Ein angeordneter Korper L heiBt vollstadndig
:¢<=> Jede Cauchy-Folge aus L besitzt einen Grenz-
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wert in L .

4.,4,2 SATZ:
Sei (xn) e C(K) . Dann hat (f(xn)) in . C(X)/N(X)
den Grenzwert (x,) . .

Beweis: Es ist zu zeigen: Zu jedem ('{;) e C(K)/N(X)
mit (£)>0(= (0)) existiert ein n eN_  , so daB
fir alle m=>n,

|9 G - G | < ()
gilt. Beachte dabei, daR ?(Xm) die Restklasse zur
konstanten Folge mit dem (konstanten) Folgenglied
X, ist. Nach 4.3.5 existiert zu (E—;) >0 ein €€k
mit O <(-&_)<(é_n) . Aus 0< (&) folgt O< & (nach
4.3.2). Wegen (x,)«C(K) existiert ein k , so daB
fur alle m,néko

£ &
|Xm'xn|<§=é'§

gilt. Setzt man in 4.3%.6 J::% , so folgt aus 4.3.6
fir alle m =k,

[(xp) - G| < @ < (5

was zu zeigen war. //

4.4,% SATZ:
L:=C(X)/N(K) ist vollstindig.

Beweis: Wir unterscheiden zwei Falle. Zundchst
nehmen wir an, daf jede Nullfolge (x,) in K
‘konstant wird, d.h. es gibt ein noeIlNo mit xn=O
fiir alle n>n, . Sei (yy)e C(X) . Dann gilt:
(ynm —yn) ist eine Nullfolge wegen 4.1.5.b), also
gibt es ein nge IN0 , so daB fir alle n=n, gilt
Yp41 ~In=0 5 deh. y =y, . Daraus folgt ¥ =
(5_711—> , d.h. ¢ K — C(X9/N(K) ist ein Isomor-
phigmus. Wegen 4.4.2 ist daher C(XK)/N(X) voll-
standig.

Wir k6nnen nun annehmen, daB es eine Nullfolge (xn)
gibt, fir die unendlich viele xn*O sind. Sei
(xr'l) die Teilfolge der von Null verschiedenen Ele-
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mente von (xn) und sei (en) :=(|x$|) . Dann ist
(én)e N(K) und es gilt £n>>0 fir alle neimo
Flir diese Nullfolge steht Hilfssatz 4.1.6 zur Ver-
fiigung, von dem wir im folgenden Gebrauch machen.

Sei (yi) eine Cauchy-Folge in L mit 1y, =(xi,n> s
wobei also (xi,n) fir jedes ie¢N_ eine Cauchy-
Folge in X ist. Den Grenzwert von (yi) konstru-
ieren wir durch ein "Diagonalverfahren".

Zundchst werden die Repriasentanten (xi,n> von 'y, ,
ieINo durch Reprédsentanten ersetzt, die fur ein
solches Diagonalverfahren geeignet sind. Sei im Sinne
von 4.1.6 (Zi,n) eine Teilfolge von (xi ) , dann

n
gilt wegen 4.1.5 '
) =(z

3= (5 n )
Man beachte, daB in (zi n) der Index i fest ist
b
und der Folgenindex n 1ist.

i,n

Wir bilden nun zu der Folge von Folgen

(zo,n)’ (21,n)’ (ZZ,n)’ ot

die Diagonalfolge

(zo,o’ Zq 4s 22 2% 23 30 cc )
und behaupten:

(D (2 e

(2) iei]il\l}o(yi) = (zn’n)

-~

Den Beweis fir (1) wund (2) fihren wir in drei
Schritten.

1. Schritt: Behauptung: Zu ¢ >0 ,& ¢ K existiert
ein n, , so daf fir alle 1i,j,m,n2n,
p)
(3) [23 n-25al<% ¢
gilt.

Sei njeN, so groB, daB ¢, < ;é. gilt. Dann folgt

nach 4.1.6, daB fiir alle i,je¢N, und alle 1l,m,n=n,
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1 1
|zi’m_zia1|<né, zjsl-zjsn|<zz&
gilt.
Da (yi) eine Cauchy-Folge ist, gibt es zu & >0,

ce€K ein nze]N0 , so daB filir alle i,J‘én2

) < &

[75 =75 =] (25 ) -
gilt.

Z .
Jsn

Nach 4,%.6 existiert dann ein n56]No , so daB
fiir alle 1=>n3

1

|2i,1-25,101<g €
gilt. Dabei kann nz von i und J abhdngen. Fir
n°:=max(n,|,n2) und alle 1i,j,m,n2n, und alle
lémax(nq,nB) folgt dann

12,0~ 25,00 % [2am =200+ 2072500

2
+ 'Zj,l_zj,n[< Te -

2. Schritt: Fir i=m und Jj=n folgt aus (3)

>

|z Te<e

m,m "~ zn,n| <
fiir alle myn2n

. Das besagt, daB (zn’n)C-C(K) )
d.h. (1) gilt.

[}

3., Schritt: Fir j=m=n erhdlt man aus (3)
3.1
|Zi,n—zn,n|< p& =t-g¢
fir alle i,nénO . Nach 4.,3%.6 folgt
|z ) - Gy | = vy - (B )l < @

n
]
fir alle i=n, . Daraus folgt wegen 4.3.5

Z
Zn,n n,n

n
lim (y;) = (2, ;) »
ielN, nen

d.h. es gilt auch (2), womit alles bewiesen ist. //

Im Falle K=§ liefert dieser Satz die Vollstandig-
keit des Korpers Ik =C(4)/N(Y§) der reellen Zahlen.

Zum SchluBl dieses Abschnitts wollen wir noch eine
Eigenschaft der reellen Zahlen beweisen, die zur
Vollstidndigkeit Zquivalent ist und die daher auch
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zur Definition der Vollstdndigkeit benutzt werden
kann.

4.4,.3 SATZ:

Jede nicht-leere nach oben beschrdnkte Menge McTR
besitzt ein Supremum und jede nicht-leere nach unten
beschrankte Menge NcIR besitzt ein Infimum.

Reweis: Beim Beweis werden wir ¢ nmnit ?(Q) iden-
tifizieren. VWir fihren den Beweis zunZchst fir den
ersten Fall, Sei also M3+g und M nach oben be-
schrankt. Der Beweis erfolgt durch Intervallschach-
telung. Induktiv werden zwei Folgen rationaler
Zahlen (a,) wund (bn) mit folgenden Eigenschaften
definiert:

(i) a, < b,
(i1)  {x|xeMra <x<b }+g

(iii) b, 1ist obere Schranke von M , d.h.
Y xeM[x ft%J

(iv) b_-a ='2lﬁ(bo_a) .

n n (0]

Induktionsbeginn: Sei a5 i= X, -1 fir ein X, € M

und seil b, eine beliebige obere Schranke von M .
Dann sind dafiir (i) bis (iv) offensichtlich
erfiillt.

mit (i)

Seien schon Bgyeeesd

bis (iv) bestimmt.

und  b_,...,b

n n

InduktionsschluB: Ist %(an-+bn) eine obere
Schranke von M , dann setze man

1
841 158 s Py i=p(ay +b,) .
Ist %(an-+bn) keine obere Schranke von M , dann

setze man
1.
an 41 :=§(an+bn> s bpyqi=by .
Offensichtlich gelten dann (i), (ii), (iii) fir

2541 und b
annahme

n+1 + Perner folgt nach Induktions-
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1 1
b1 = 8pe1 = Z(bn -ay) = En_ﬂ'(bo -8, .

Wegen améam+i<bm+iébm fir alle ie]No

fir n=m
/‘
|ap =8, =8n =8y <by-8p=—p¢

2

m(bo -a

o)

folgt

Daraus ergibtl sich sofort, daf (an) eine Cauchy-

Folge ist. Ebenso gilt flir n>*m

-Lo, -
| by = oy | =bm-bn<bm-am—2m(bo a

und folglich ist auch (b_) eine Cauchy-Folge.

(o]

)

[¢]

n
liegen b -a = 2 Mb_ -a ) ist (bn - an)
) =

o
Nullfolge, also gilt (3 ) =(%) .

eine

Behauptung: s := (g) = (g) ist Supremum von M .

. P _
Wegen an am+1<bm+1 n

fir jedes‘ m

8y £ (3p) = () £ .

. €D fiir alle m,ié]No

Sei jetzt x¢R mit s=(b )< x , dann folgt

bn<x fiir alle n2n, ; da b, obere
von M ist, folgt x¢M . Also ist s
Schranke von M . Sei jetzt ye¢IR mit

dann gilt y<a, fir alle nén0 . Da

xelM mit a < x existiert, folgt y< a <X , also

Schranke

obere

y<S=(§;) ’

zu

a

n

gilt

ein

ist y keine obere Schranke von M . Folglich ist

s die kleinste obere Schranke von M
zeigen war,

Der zweite Fall kann analog bewiesen werden. Er
ergibt sich aber auch aus dem schon bewiesenen

, was zu

ersten Fall. Ist namlich M eine nicht-leere nach

unten beschrinkte Menge, so ist die Menge

U

aller

unteren Schranken von M nicht-leer und nach oben

beschrankt. Sei t das Supremum von U , dann ist
leicht zu bestdtigen, daB t das Infimum von M

ist. /
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§ 5 Der Aufbau der reellen Zahlen
mit Dedekind’schen Schnitten

AuBer dem Aufbau der reellen Zahlen mit Hilfe von
Cauchy-Folgen von ratio..alen Zahlen ist auch der
Aufbau mit Hilfe von Dedekind'schen Schnitten
rationaler Zahlen ein hdufig verwendete Methode.
Dieser Aufbau soll im folgenden durchgefiihrt werden.

5.1 Die Addition der reellen Zahlen

5.1.1 DEFINITION:

Eine Teilmenge ac® der Menge der rationalen
Zahlen heiflt ein (Dedekind'scher) Schnitt,
wenn gelten

i) a+grat@
ii) VxeaVyeQ[xéyz,—\yea]

iii) a enthdlt kein kleinstes Element (bzgl.
der Ordnung von @ ).

Die Menge der Schnitte heiBt Menge der
reellen Zahlen IR,

Die Bezeichnung der Schnitte mit kleinen lateini-
schen Buchstaben ist deshalb gewdhlt worden, weil
die Schnitte im folgenden als reelle Zahlen verwen-
det werden. Bei schon bekanntem Aufbau der reellen
Zahlen (etwa mit Hilfe von Cauchy-Folgen) entspricht
einer reellen Zahl x die Menge der rationalen
Zahlen, die groBer als x sind. Diese Menge ist

ein Schnitt. Umgekehrt kann man dann einem Schnitt
diejenige reelle Zahl zuordnen, die sein Infimum ist.

Aufler der oben gegebenen Definition eines Schnittes
wird in der Literatur auch das Paar (Q~a,a) bzw.
nur Q-a mit entsprechenden Axiomen als Schnitt
verwendet.
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5.1.2 LEMMA UND DEFINITION:
Seien a und b Schnitte. Dann ist

a+b:={x+y|xearyeb}
ein Schnitt.

Beweis: i) a4 gAb+gd = a+b+p.Sei s¢a,
t¢b , s+tea+b = s+t=x+y flir xea,ycb;
wegen ii) ist s<x und t<y —> s+t <x+y=

s +t .Widerspruch! Also ist s+té¢a+b und daher
a+b*q .

ii) X€aAyebax+y<2z = X< 2= => z-y€a A
yeEb = z=2z-yJ+yE€a+b .

iii) Sei z=x+yea+b mit xea,yedb =
dx'e a[x'<x]: X' +y<x+yax'+yea+d . /

5.1.3 SATZ:
R zusammen mit RxR> (a,b) — a+belR Dbildet
eine kommutative Gruppe.

Beweis: Assoziativitat und Kommutativitat folgen
auf Grund der Definition der Addition direkt aus
der Assoziativitdt bzw. Kommutativitidt der Addition
in § .

Wir definieren O*:=Q*={x|xe®Qax>0} . 0* ist
offenbar ein Schnitt. Wir zeigen a+0* =a fiir
einen beliebigen Schnitt a . Sicherlich ist
a+0*ca . Sei nun xea . Man wdhle yea mnit
y<x . Dann ist x=y+ (x-y)€e a+0* , weil x-y>O0.
Flir eine Teilmenge Ac@ sei
A% := A falls A kein kleinstes Element besitzt
A% := A~ {x} falls x kleinstes Element von A
ist.
Sei nun a  ein Schnitt. Wir bilden

b:={x|xeQa-x¢a}° .
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Zundchst zeigen wir, da b ein Schnitt ist. Sei
yeca , so ist -y¢b , also b+§ . Sei y¢a .
Sei ze® mit z<y , dann folgt 2z¢a . Wegen
-z,-ye{x|xeQas-x¢a} und -y<-z ist -zeb ,
also ist b+g . Sei yedb und y<z . Dann ist
-yéa , also -z¢a und zebdb , d.h., es gilt ii).
Hat schlieBlich {x|xe @+ -x¢ a} kein kleinstes
Element, so gilt iii). Ist hingegen X, kleinstes
Element von {x|x€Qa-x¢a} und yeb , so gilt
X, <Y also gibt es ze€e@§ mit x <2<y und

o
wegen -z < =X, ist mit -X, ¢a auch =-z4da .
Folglich gibt es zu jedem yeb ein zeb mit

z<y und es gilt iii).

Wir zeigen nun a+b=0* . Fir xe€a und yeb
gilt -yé¢a , also -y<x , d.h. O<x+y , also
x+yeO* ., Damit gilt a+bcO0* . Sei ze¢O*, d.h.
z>0 . Sei x¢a . Die Menge {n
ist nicht-leere Teilmenge von N, , denn fiir yea

1 .
ne]NoAx+§nzea}

existiert ein neN, mit n-§>y-x , d.h,

y<x+%nz , also X+pnzea . Sei ng kleinstes

Element dieser Menge. Dann gilt
x+%nozea , x+%(no-1)z¢a . x+%(no—2)z¢a .
s folgt -(x+%(no-2)z)eb und daher
1 1
z=x+§noz—(x+§(no-2)z)ea+b .
Daher gilt auch O*ca+b . Der Satz 5.1.3 ist

damit bewiesen. //

Wiie Ublich bezeichnen wir im folgenden -a:=b ,
also =-a:= {xler/\—xde a}o . Beachte: Dies ist
nicht {-x|xea} !

Wir definieren nun eine Abbildung ¢: @ — R
durch q > {x|x€ 4 x>q}=:q* . Offenbar ist
q* fir jedes qe¢& ein Schnitt, also in R .

5.1.4 SATZ:
Die Abbildung

t: §39 —> q*eR
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ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus bzgl. der
Addition.

Beweis: Sei q<p . Dann ist q<’%q<p , d.h.
p—-z-qeq* und L;q¢p‘ . Folglich ist q* #p* wund
t injektiv.

Wir zeigen p*+q*=(p+q)*. Fir xep* , ye q*
gilt x>p , y>q , also x+y>p+q und daher
x+ye(p+q)* , d.h. p*+q*c(p+q)*. Sei nun
xe(p+q*, x>p+q . Sei ye@§ mit x>y>p+q .
Dann ist y-q>p , also y-qep*. Weiter ist
qQ+x-y>q , also g+x-yeq*. Folglich ist x=
(y-q)+(q+x-y)ep*+q*, d.h. p*+q*>(p+q)*./

5.2 Die Ordnung der reellen Zahlen

5.2.7 DEFINITION UND LEMMA:
IR ist mit der Ordnung a<b:&>bca eine total
geordnete Menge.

Beweis: Da < auf der Potenzmenge von & eine
Ordnung definiert, ist < eine Ordnung auf R .
Seien a,belR gegeben. Seien a+b . Dann gilt

Ixeq [(xeand.b)v (Vxéaneb)]
Im ersten Fall gilt x<y fir alle yeb , also
y€a und damit bca und a<b . Im zweiten Fall

gilt symmetrisch b<a . Folglich ist die Ordnung
< eine totale Ordnung. /

5.2.2 LEMMA:
Fir p,qeQ gilt p<g = p*<qg* .

Beweis: x € ¢* = 'x>q = x>p = x€p* . Daraus
folgt q* cp", also p* €q*. Wegen der Injektivitat
von ¢ ist p*+q*, also p*<aq* . /

5.2.3 SATZ (I. MONOTONIEGESETZ):
Y a,b,ceR [acb — a+c ’-b+c] .
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Beweis: a<b = bca = b+cca+c = a+c<£b+c

5.2.4 FOLGERUNG:
a>0*& 0*> -a .

Beweis: a20*&= a+(-a)20* +(-a) & 0* > -a
Ist a#0*, so ist auch -a#0*, /

5.3 Die Multiplikation der reellen Zahlen

Wir filhren zundchst nur die Multiplikation von
positiven reellen Zahlen ein und untersuchen ihre
Eigenschaften.

5.3.1 LEMMA UND DEFINITION:
Seien a,belR und a>0*, b>0*. Dann ist

ab := {xy|xcaryeb}

ein Schnitt und ab >0*.

Beweis: i) a+@g Ab+tg = abtg . Da xy>0 fir
alle xe€a , yeb gilt, ist ab+§ .

ii) Xeaayebaxy<z =3 x<zy'1 s==p zy'qea A

yeb = z=zy’1yeab .

iii) Sei z=xyeab mit xea , yeb =3
dx'ealx'< x] = x'y<xyax'yeab .

Wegen a >0*, b>0* gibt es ug¢a , u>0 und
véb , v>0 . Dann ist O<uv und uv¢ab ,also
0*< ab ., Ware namlich uv=xyeah mit xe¢a ,
y<b , so wire u<x , v<y , also uv<xy=uv,
Widerspruch! V4

5.3.2 LEMMA:
Va,b,ceR und a>0*, b>0*, c>0* gelten
1) (ab)e = al(be),
2) ab = ba,
3) al* = a,
4) a(b+c) =ab+ac .
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Beweis: 1), 2) und 4) gelten, weil die entsprechenden
Gesetze in @ gelten,

3) Sei xea , yel* = y>1 = X<Xy = Xyea
— al*ca . Sei nun xea = 3yea[y<x] =
’l<xy'1 = xy-,'e 1" = x=yxy'1e al* = acal*. /

5.3.3 LEMMA:
V a,b,celR und a>0*, b>0*, ¢ >0* gilt

aéb.: ac €bec .
Beweis: a<b = bca => bccac = ac<bc . /

5.3.4 LEMMA: .
VaeR [a>0* — dbeR [ab=1+]] .

Beweis: Sei aelR wund a>0*. Wir bilden *)
b= {x|xe Qax>0ax ¢ a}® .

Zundchst zeigen wir, daB b ein Schnitt ist. Per
Definition ist b#Q . Wegen a>O0* existiert ein
y4éa mit y>O . Dann gibt es ein 2 >0 mit z<y ,
also z¢a . Wegen y'q, 21 {x|xe Q'Ax>OAx'/|¢ a}
und y'1< 271 st 27 0ed , also ist b4 ¢ . Sei
yeb und y<z . Dann ist y‘1¢ a , also auch

z ¢ a wegen z7< y'q, und z €b , d.h, es gilt
ii). Hat schlieBlich {x|xe® x>0 x"1¢ a} kein
kleinstes Element, so gilt iii). Ist hingegen X,
kleinstes Element dieser Menge und yeb , so gilt
Xy <V ?}]so gélbt es ein Z-G’IQ mit xo<fqéy .
Wegen 2z < x/ ist mit x, ¢a auch z ¢ a .
Folglich gibt es zu jedem yeb ein zeb mit
z<y , und es gilt iii).

Wir zeigen nun ab=1*, Fir xea und yeb gilt
y—1¢' a , also y_1<x , d.h. T<xy und xyel* .
Damit gilt abc1* .

Die Umkehrung 1* cab zeigen wir in drei Schritten.
Sei xe1*, Dann gibt es ein ye § mit T<y<x .

*) Zur Definition von {...}° vgl. Beweis von 5.1.3
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1. Behauptung: Fiir alle nelN, gilt 1+n(y-1) £y~
Flir n=0 ist dies klar. Ist nun 1+n(y-1) < y0,
so ist y*ay?(1+ (7= 2 (1+nly -1+ (y-1))
214+ (n+N)(y-1).

2. Behauptung: Es gibt ein zea mit y_’]z ¢a .
are ndmlich y"/]z cea fiir alle zea , so wire
insbesondere y'nzoe a fir ein 2z e a und alle
nﬁ]No (durch Induktion). Ist aber ue® , u>0 , so
gibt es nach 3.3.2 ein nelN mit n(y-’l)>u'1zo-’l
= 1 +n(y-1)>u'1zo = y¥> u"]zo e u>y'nzoea
=» uea =» a=0* 1im Widerspruch zur Voraussetzung.

3, Behauptung: x € ab.
Sei zea mit y'qzé;a L2208 y<x = x < y"l,«
x 1z <y'1z —_ x'1z¢aa(y'1z)",'< (x'qz)' N

(x-qz)"qe b = x= z(x-1z)-1 eab . /
Wie ublich bezeichnen wir fiir a >0* das im Beweis
von 5.3.4 angegebene b mit a”’ , also

a~’ - {x]xe@ax>0 AxTé a}° .
Wir setzen nun die Multiplikation von den positiven
reellen Zahlen auf ganz IR fort.

5.3.5 DEFINITION:
1) Fir aeR sei
a falls aO*

(1) |a]:=
-a falls a<O*

1¢ Z falls a>0*

(ii) sgn(a) : Oc¢Z falls a=0*

-1e Z falls a<O*

(iii) 1ca:=a , Ooca:=0* wund (-1)ca:=-a .
2) Fir a,be'IR sei

a-b := (sgn(a)sgn(®)) o (|a|[b]) .
3) Fir - a+0* sei

a~! :-sgn(a) - [a]™" .
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Wir machen im folgenden eine Reihe von Bemerkungen, -
deren Beweise meist sofort klar sind.

BEMERKUNGEN :

(1) Die vorstehende Definition der Multiplikation
stimmt fiir a>0*, b>0* mit der in 5.3.1
definierten Multiplikation liberein, denn fir
a>0* gilt sgn(a)=1 und J|al=a .

(2) a0* =0*a=0* fir alle azRR .

(3) a=sgn(a)e |a|] , |al=|-a|, sgn(-a) = -sgn(a)
fir alle aclkk .

(4) |allb}>0* fiir a+0*, b#0* (nach 5.2.4 und
5.3.1).

(5) a:b=0* = a=0*v b=0* fiir a,belR .

(6) la.b|'= (sgn(a)sgn(v))e(lallo]) =lal-|b].

(7) sgn(a-v) = sgn((sgn(a)sgn(v))-(lallbl)) =
= sgn(a)sgn(b) fiir alle a,beR .

(8) sgn(-(a.b)) = -sgn(a-b) = -sgn(a)sgn(b) =
= sgn(-a)sgn(b) = sgn(a)sgn(-b) fiir alle a,beR .

(9) -(a-b) =sgn(-(asb))elasb|=sgn(-(a-b))e(lallvl)
= @gn(-a)sgn(v))-(|-allv]) = (-a)-(v)
= (sgn(a)sgn(-v))e(lall-b[) = (a).(-b) fiir alle
a,beR . )

Wir benutzen diese Eigenschaften ohne besondere
Erwdhnung. Wegen (1) kdnnen wir die Multiplikation
ohne Multiplikationspunkt schreiben: ab=a+b .

5.3.6 SATZ:
(R,+,+,=) ist ein angeordneter Kdorper.

Beweis: 1) (ab)c = ((sgn(a)sgn(b))sgn(c))o(lallv]) lec )
= a(be) .

2) ab = (sgn(a)sgn(b))e(laflbl) =ba .

3) a(b+c) =ab+ac : Sei zundchst a>0*. Fir b20*,
c=0*, b2c gilt
a(b+c) =ab +ac
a(b-c)=a(b-c)+ac-ac=a(b-c+c)-ac =ab+a(~c)

a(-b+c) =-(a(b-c)) ==-(ab-ac) =-(ab) +ac
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= a(-b) +ac
a(-b-c)==-(a(b+c)) =-(ab+ac) =a(-b) +a(-c) .
Ist a=0*, so gilt a(b+c)=0*=ab+ac .
Ist a<O0*, so gilt a(b+c) =-((-a)(b+ec)) =
-((-a)b + (-a)c) =ab+ac .

4) al1* =sgn(a)e(|a|1*) =sgn(a)e|al=a .

5) Fiir a4 0* gilt aa”] = (sgn(a)sgn(a))-(|a]| Ial"q)
=1*=a a .

6) (II. Monotoniegesetz) Sei a20* und b<c . Dann
ist ¢-b20* , also O*<a(c-b)=ac-ab—> abzac ./

5.3,7 SATZ:
Fir p,qeQ gilt (pq)* =p*q*

Beweis: Seien zundchst p >0 , 9q>0 . Dann gilt

xep* , y€q* = xy >pq —>xy € (pa)*, also

p*a* ¢ (pq)*. Sei umgekehrt =z €(pqg)*. Dann gilt

z >pq -==>3z'[pq< z'<z] = z'p'1> q = z'p’qe qQ*
weiter gilt zz'—1p>p , also z=2zz' pz'p € p*q*
und damit (pg)* cp*q* .

Sind p=0 oder q=0, so gilt (pq)* =0*=p*qg* .
Sind p<O oder g<O , so kann man die Vorzeichen
gesondert betrachten und erhdlt ebenfalls (pq)* =p*q* ./

5.4 Vergleich der beiden Konstruktionen von reellen

Zahlen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daB beide
angegebenen Konstruktionen von reellen Zahlen, die mit
Cauchy-Folgen und die mit Dedekind'schen Schnitten,

zu demselben Begriff des Korpers der reellen Zahlen
fiihren. Da die Definition einer reellen Zahl durch
Cauchy-Folgen bzw. Dedekind'sche Schnitte zu ver-
schiedenen mathematischen Objekten fiihrt, kdnnen wir
nur erwarten, daB die so konstruierten Kdrper isomorph
sind. Zur Bezeichnung des Kdrpers der reellen Zahlen,
der mit Cauchy-Folgen konstruiert ist, wollen wir in
diesem Abschnitt das Zeichen IF verwenden. Weiter
nehmen wir an, da8 ® mit der entsprechenden Teil-
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menge von IF identifiziert ist, Wir bezeichnen die
Inklusionsabbildung von § in IF durch j:Q —TF .

5.4.1 SATZ:
Es gibt genau einen ordnungstreuen Kérperisomorphismus
f: F —> R , so daB

M
N
r—L SR
kommutativ ist. ( ¢ im Sinne von 5.1.4)

Beweis: Sei rel . Wir definieren f(r) :=
{x|xeg@ax>r} . (Beachte x=j(x)!) f(r) ist tri-
vialerweise ein Schnitt. Weiter definieren wir

g: R —> F durch g(a) := inf(a) , das Infimum der
Teilmenge acTF (genauer g(a) = inf{j(x) |xea}).
inf(a) existiert, weil a nach unten beschridnkt und
nicht leer ist. Wir zeigen g-= £77 . Sei zunichst

a¢eR und xea . Dann ist =x>inf(a) , da a kein
kleinstes Element besitzt. Also ist xe fg(a) , und
wir haben acfg(a) . Sei xefg(a) , d.h. x>inf(a).
Dann existiert yea mit x>y >inf(a) = xe€a .
Daher gilt fg(a)ca und folgiich a=fg(a) . Wir zeigen
mun r=gf(r) . Sei reF , dann ist r=
inf{x|x5Q4x>r}= gf(r) . Ist aber r <gf(r) , so gibt
es ein x€ € mit r<x<gf(r) im Widerspruch zu
gf(r) =infix|xe€ Qax>r}. Damit gilt r=gf(r) und

g = 7,

Wir zeigen jetzt fj= . . Sei xe® , x=j(x) . Dann
ist £3(x) =f(x) ={y|ye Qay>x}=x* = u(x) .

Um zu zeigen, dal f ein ordnungstreuer Kérperhomo-
morphismus ist, seien r,se¢lF . Dann gilt wie leicht
zu sehen
f(r+s) = {x|xeQax>r+s}
= {u+vlu,ve Qau>TaAv>s]
=f(r) + £(s)
f(rs) = £((sgn(rl)sgn(s))e(lr|ls )
= (sgn(r)sgn(s))e£(lr|ls|)
= (sgn(r)sgn(s))e {x|xe@ax>[r||s|}
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= (sgn(r)sgn(s))efuviu,veQau > vl av > [s|}

= (sgn(r)sgn(s))ef(ir[)£(Is])

=f(r)f(s) ,
wobei wir verwendet haben f(-r)=-f(r) und £(0) =0*.
Sei r<£s . Dann ist {x|erAx>r}>{x|xe Qrx>s} ,
also f(r)<f(s) .

Ist auch f' ein ordnungstreuer Korperisomorphismus
mit f'j=t¢ , so ist f'qf' =h ein ordnungstreuer
Kérperautomorphismus von IF mit hj= f'1f'j = f-1L =3
also h|Q=idQ . Sei relP mit h(r) =s *Eq‘ Wir konnen
annehmen s<r . Im anderen Falle wahle h ' statt h .
Wegen s<r gibt es ein xe€® mit s<x<r , also
x=h(x) <h(r) =s im Widerspruch zu s <x . Daher ist
h=idIF und f'=f . /

5.4.2 FOLGERUNG:
Die identische Abbildung ist der einzige ordnungstreue
Kérperautomorphismus von 1R .

Beweis: Im Beweis von 5.4.1 haben wir gezeigt, daB ein
ordnungstreuer Korperautomorphismus h: R —>1R die
Identitdt ist, falls seine Einschrdnkung auf @ die
Identitdat auf @ induziert. Es geniigt also zu zeigen,
dafl jeder Kdrperhomomorphismus h: § —> R die Ein-
bettung von & in R ist. Da h(1) =1 , ist fir alle
neZc® auch h(n)=n, denn h ist ein Kdrperhomo-
morphismus. Fiir %eQ mit m,neZ gilt h(%) =§ﬁ =

% , also ist h die Einbettung . /

260



§ 6 Die komplexen Zahlen

In diesem kurzen Abschnitt soll die Definition des
Korpers der komplexen Zahlen gegeben werden. Wir
beweisen, dal IRxR mit der Addition

(x,7) + (x',y") = (x+x",y+7")
und der Multiplikation
() (x',y') 1= Gxx! -y’ ,xy' +x'y)

einen kommutativen Kdrper bildet, den Kdrper € der
komplexen Zahlen.

Es ist klar, daB TRxIR mit der Addition eine kommu-
tative Gruppe bildet. Die Ringeigenschaften von C
lassen sich durch Nachrechnen leicht verifizieren. Das
neutrale Element bei der Multiplikation ist dabei (71,0).
Inverses Ilement zu (x,y) # (0,0) ist

-1
G T i (gt
X +y X +y

5)

Auch das kann sofort nachgerechnet werden.

Die Abbildung R>x — (x,0)e € ist ein injektiver
Ringhomomorphismus. Daher identifiziert man IR mit
dem Unterkdrper {(x,0)|xeR} in C .

Ublicherweise schreibt man i := (0,7) und allgemein
x+yi=(x,y) . Insbesondere ist dann

221,
Es liegt die Frage nahe, ob man die Ordnung von IR
auf € fortsetzen kann, so daf dann € ein ange-
ordneter Korper wdre. Dies ist nicht der Fall! In IR
gilt -1<0 . In einem angeordneten Korper K gilt,
wie in 3.2.4 festgestellt, Oéx2 fir jedes xeK .
Fir x=ieC folgte -1<0<i°=-1 , Widerspruch!

Eine grundlegende Eigenschaft des Kdrpers der komplexen
Zahlen, die als Fundamentalsatz der Algebra formuliert
wird, wird iblicherweise in der Funktionentheorie
bewiesen., Sie besagt, daf man jedes Polynom P(x)e C[x]
vom Grad n=1 in der Form
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P(x) =a(x-b1)(x-b2)...(x-bn)

mit a,b,],...,bneﬁ schreiben kann. Es gibt also

in € [x] keine irreduziblen Polynome von einem Grad 1 .
Man sagt dafiir auch, dal € algebraisch abgeschlossen
ist. Daraus folgt auch, daf es keinen Oberkdrper von
€ gibt, der als C-Vektorraum endliche Dimension be-
sitzt. Allerdings gibt es einen (und nur einen) Ober-
schiefkdrper endlicher Dimension von € '
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§ 7 Die Quaternionen

Der Kérper € der komplexen Zahlen besitzt einen
Automorphismus €32z +—> 2*e € , genannt Konjugation,
der wie folgt definiert wird. Fir =z =(x,y) mnit
x,yeR sei z* :=(x,-y) . Es gilt ndmlich fiir
z = (x,¥), t=_(u,v)
(z+t)~*=((x,y)+(u,v))‘=(x+u,y+v)*v
=(x+u,-y-v)*=(x,-y) +(u,=v) =2* +t* ,
(z6)* = ((x,y) (u,v))* = (xu = yv,xv + yu)*
= (xu=-yv, -xv-yu) = (x,-y)(u,-v) = z2*t*
Offenbar gilt 2z** =2z , so daBl die Xonjugation ein
Automorphismus ist. Weiter ist zz* = (x,y)(x,-y) =
ol
(x‘+y2,0)e]R , also gilt 2z2#%0 — zz*>0 in R .

Sei H:=CxC . Wir definieren

*) (z,6) +(2',8") :=(z+2z',6+t")

und

(**) (z,8)(2',t") := (22" —=t*t',2*t"' +tz') .

H mit der Addition (*) bildet eine kommutative Gruppe,
da H sogar ein C-Vektorraum ist. Fir die Multiplika-
tion (**) gelten Assoziativ- und Distributiv-Gesetze, wie
man leicht nachrechnet. Weiter gelten

1) (1,0)(z,t) = (z,t) = (z,£)(1,0)
2) Sei (z,t)#(0,0) . Dann gilt zz* +tt*>0 in R

z* -t zz* + tt* -z*t + tz*
und (z’t)(zz‘ +tt*'22* +tt*) =(zz"‘ +tt*? zz* +tt*)
=(1,0) .

3)  (i,0)(0,1) = (0,-1) # (0,i) = (0,1)(i,0) , d.h. die
Multiplikation in H ist nicht kommutativ.

Wir haben damit folgende Aussage bewiesen:

7.1 SATZ und DEFINITION:

H zusammen mit der Addition (*) und der Multiplikation
(**) ist ein Schiefkdrper, der Schiefkdrper der
Quaternionen.
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Man sieht leicht, daB €3z — (z,0) e ein Kdrper-
homomorphismus ist, so daB € als Unterkdrper von
H aufgefaBt werden kann.

Folgende Bezeichnungen sind iiblich:
1:=(1,0) , i:=(i,0) , J3:=(0,1) , k:=(0,-1i) .

Dann sind 1,i,j,k eine IR-Basis fiir den IR-Vektorraum
H . Weiter gelten

12=,j2=k2=—’| ,
ij=k=-3i ,
jk=i=-kj ,

Ki=j=-ik .
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