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LA COMPLEJIDAD DEL APRENDIZAJE DE LOS CONCEPTOS FIGURALES,
EL CASO DE LOS PUNTOS

Claudia Margarita Acufia Soto. Centro de investigacion y estudios avanzados del IPN.

PLANTEAMIENTO

Los estudiantes, aun los de bachillerato, confunden con frecuencia propiedades de la
representacion con el objeto representado, por ejemplo, aceptar que las rectas estan formadas por
una infinidad de puntos, representa un obstaculo epistemolégico para los estudiantes.

Las ideas que el estudiante asocia a los objetos de la vida cotidiana se ven reflejadas en su
quehacer en el aula, en el caso de los objetos, su existencia esta precedida por sus
manifestaciones concretas; en el caso de los puntos, por su representacion a través de un rasgo
sobre una superficie.

Consideramos en este trabajo la necesidad de observar el proceso a través del cual los estudiantes
enajenan las propiedades conceptuales de la representacion grafica y sus componentes figurales.
Propusimos a 149 estudiantes de bachillerato, un cuestionario en el que se solicita localizar
puntos con base en propiedades relacionadas en sus ordenadas y sus abscisas; habiendo
constatado que los estudiantes localizan puntos sobre el plano bajo las normas analiticas, les
proponemos identificar los puntos de una grafica que tienen mayor ordenada o abscisa que los
demas.

En particular, deseamos saber, cuéles consideran nuestros estudiantes que son los “puntos”sobre
la grafica, las marcas colocadas al inicio y al final de la grafica en forma de pequefios circulos, o
el rasgo determinado por su posicion definida.

MARCO TEORICO

Para los fines de interpretacion y construccion de la grafica, es importante destacar que el punto
grafico es un concepto figural, Fischbein (1993), es decir, éste puede ser pensado con base en sus
propiedades conceptuales (sin dimension, por ejemplo) o de sus propiedades figurales (la

posicion, por ejemplo).

Los ejes coordenados son los referentes que organizan las relaciones analiticas o numeéricas en el

plano cartesiano y se acompafian de dos figuras, la figura fondo (ejes, cuadricula, marcas de
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escala) y una figura forma (la gréfica).

El punto, es frecuentemente interpretado por nuestros estudiantes con propiedades que le vienen
de su representacion gréfica actual, es decir, del dibujo® que lo representa. El estudiante suele
considerar puntos con grosor, volumen o peso, Tsamir (1997) estas ideas acompafaran la
interpretacion gréfica hasta que los estudiantes acepten una idea abstracta de punto. Herscovics
(1980); Dunhan y Osborne, (1991) han encontrado evidencias de que los estudiantes piensan y

usan mas bien un objeto fisico que un objeto ideal

Desde el punto de vista de sus relaciones analiticas la opinién de Moschkovich, Schoenfeld y
Arcavi (1993) da cuenta de la dificultad que muestran algunos estudiantes de bachillerato con la
interpretacion de gréficas de rectas; estos no podian vincular significativamente las
representaciones graficas de pendiente y ordenada al origen con las correspondientes
representaciones algebraicas asociadas incluso numéricas de estos objetos graficos, pese a tener

un buen manejo y conocimiento de ambas representaciones.

Los autores sugieren entonces, que se requiere de un vinculo explicito para hacer la
identificacion entre estas representaciones, es decir la conexion cartesiana que consiste en tener
en cuenta que “un punto esta sobre la gréfica de la recta L si y s6lo si sus coordenadas satisfacen
la ecuacion” Schoenfeld, Smith y Arcavi (1993, p 73). La conexion cartesiana, desde el punto de
vista analitico, responde indirectamente a la necesidad de concebir a la recta como la unién
infinita de puntos, Karslake (1977) citado en N. Herscovics (1980) ha sugerido que la mayoria de
los estudiantes no piensan en una recta como una union infinita de puntos, de hecho algunos
conciben que “solamente un namero finito de puntos podria ser dibujado sobre un segmento de

recta” (Herscovics, op cit p. 362).

La pertenencia de un punto a la recta desde el punto de vista analitico, no aclara por completo la
relacion entre ellos, debido a que, para graficar se requiere de un cierto tipo de interpretacion que
no queda resuelto por la pertenencia y esto es porque se pueden establecer maltiples relaciones
figurales que son, posiblemente mas sugerentes. En particular Moschkovich (1999) detecta que
muchos estudiantes consideran que tanto la ordenada como la abscisa al origen de una recta,

deben estar reflejadas en la ecuacion, ya que ambos puntos de intercepcion son relevantes en la

! Dibujo: representacién presente que da cuerpo a la gréafica. La idea de dibujo se contrapone a la de figura que
considera a la grafica como un representante de todas las posibles representaciones de lo representado.



grafica asociada a la recta y la autora pasa a considerarlo como un preconcepto debido a que esta
idea es perdurable en ellos.

Resulta frecuente ver que la interpretacion que hacen los estudiantes de los signos graficos (es
decir, de aquellos con caracter ostensivo), no tiene relacién con la expresion algebraica,
particularmente con la ecuacion (de caracter no ostensivo) Desde el punto de vista del vinculo
entre signos y sus propiedades tenemos que establecer relaciones entre diferentes dos tipos de
representaciones distintos: el grafico y el algebraico, Duval (1999) en el presente caso se trata de
la conversidn entre parejas ordenadas y puntos graficos, aqui sélo atendemos la relacion en esa

direccién.

En el tratamiento de la gréafica en términos de sus signos y significados asociados, es preciso
distinguir un doble caréacter de la representacion: como dibujo y como figura, Laborde y Caponni
(1994). Como dibujo la representacion grafica deriva sus atributos de la representacion presente
y como figura hara referencia a las propiedades genéricas, de la cual, la expresion grafica
presente no es mas que una instancia. EI punto o marca presente es un dibujo, el punto
infinitamente pequefio inmerso en una recta, corresponde a idea de la figura del punto que es, en
si mismo, un ente abstracto. Esta relacion entre las dos entidades: representante y representado, es
la que provee una base para desarrollar un razonamiento que permita la interpretacion de las

graficas cartesianas

METODOLOGIA

Propusimos a 149 estudiantes de bachillerato, de 16 afios como promedio, un cuestionario que
nos permitiera observar el manejo de propiedades cuantitativas: Comparar la relacion mayor-
menor de puntos con igual ordenada o abscisa y cualitativas: Localizar puntos dada la pareja
ordenada para lo cual debian diferenciar las relaciones mayor-menor y ordenada-abscisa |,
negativo-positivo.

En este cuestionario se propusieron las tres parejas de graficas que aparecen en la tabla 1.

La diferencia entre ellas radica, para los fines de la exploracion, en la aparicién de marcas al
inicio y al final de las graficas de las preguntas 13, 12 y 14 con una pequefa traslacion
obtenemos las graficas restantes.

La hipotesis original de este trabajo era que: pese a manejarse correctamente en el uso de la
localizacion de puntos, la mayoria de los estudiantes serian atraidos por las marcas, y que esta



idea permanecia consistente pese al tratamiento grafico, es decir que se trataba de una

concepcion.

Marca con una cruz el punto de
mayor ordenada en esta recta de
la que solamente dibujamos un

Marca con una cruz la menor
ordenada en la curva que
presentamos aqui, dentro de la

Marca con una cruz el punto de
mayor ordenada en la siguiente
grafica, en la zona dibujada

pedazo zona dibujada

\/

p.16, 81.5% de aciertos

p.15, 94% de aciertos p.17, 73.3% de aciertos

N N VAl
\ \/

p.13 74% de aciertos p.12, 40.5% de aciertos p.14, 45.5% de aciertos

Tabla 1. Las gréficas propuestas a los estudiantes

RESULTADOS

Los resultados nos sugieren que: 1. los estudiantes de bachillerato se manejan correctamente en
general en la localizacién de puntos sobre el plano, los errores se centran en la contabilizacion
de las unidades de desplazamiento al localizar puntos y se presentan algunas confusiones al tomar
ordenada por abscisa 0 un eje por otro, pero en general manejan bien el algoritmo de la
localizacion de puntos en el plano.

2. Las marcas colocadas en los extremos de las curvas si llaman la atencion de muchos de
nuestros estudiantes, y son motivo de error en las respuestas, sin embargo, observamos la
aparicion de otro tipo de errores no previstos como las intercepciones de las rectas o curvas con
los ejes coordenados que fueron eventualmente consideras como “los puntos”.

Los resultados de la identificacion de los puntos sobre las graficas son los siguientes:

2 Pese a que hay gran discrepancia en nuestro medio respecto a lo que es precisamente una creencia, en este trabajo
estamos tomando la opcidn que define a la concepcién como una creencia arraigada y consistente como en Tirosh &
Stavy (1999)



100

80

60

O sin marca

40 M con marca

20

rectas curva simple curva compleja

Tabla 2. Resultados de la tarea de identificacion de puntos sobre las gréficas
La consigna de las rectas y de las curvas complejas era la misma.
La mayor cantidad de respuestas correctas en las parejas, no siempre corresponde a las graficas
sin marcas como podemos ver en la curva simple, también encontramos en este par de graficas
mayor nimero de aciertos que en la curva con marcas, que sin ellas.
Los resultados correctos de las rectas con marcas y las curvas simples con marcas, estan muy
cerca de la curva compleja sin marcas.
De igual manera, tenemos que las frecuencias de respuestas correctas entre curva simple sin
marcas y curva compleja con marcas estdn muy cercanas.
CONCLUSIONES
Estos resultados nos sugieren por un lado, que la frecuencia de respuestas correctas de las
graficas no es homogénea, pese a la consigna se a la misma, como vemos en las graficas de las
rectas y las curvas complejas, por lo que es posible que otra variable visual esta participando en
la identificacion de los puntos.
Las respuestas correctas en las curvas simples anula la hipétesis de que las marcas, por si solas,
comprometen la atencion de los estudiantes, también llama la atencion que las curvas simples sin
marca tengan una frecuencia tan parecida a las de las curvas complejas con marcas lo que sugiere
que no es la presencia de la marcas el mayor atractivo en las graficas.
Consideramos finalmente que los estudiantes pueden, eventualmente, dejarse llevar por la idea de
que las marcas son los puntos que detectamos sobre el plano, pero que en situaciones visualmente
mas complejas, tienden a hacer un analisis mas cuidadoso de la situacion, encontrando otro tipo
de indicadores que guian sus respuestas, especialmente cuando las graficas se hacen mas
complejas, es posible que, en nuestra investigacion, la gestalt de la curva influya de manera que

la atraccion hacia las marcas no es mas que otro elemento que participa en la representacion de la



grafica, que puede llevar a error, pero que no se trata de una concepcion o idea consistente sobre

lo que significa un punto sobre la gréfica.
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