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Capitulo I. Andlisis del discurso matematico escolar

UNA APROXIMACION A LA PRUEBA A TRAVES DE LA ARITMETICA
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Resumen. Se presentan resultados de un experimento de ensefianza, en el que se utiliza una perspectiva
historica y cultural de las matematicas. Este experimento se llevd a cabo con alumnos de primer semestre de
bachillerato con el proposito de introducirlos en el aspecto deductivo de las matematicas, a través de la
aritmética. Se observa el uso que hacen los estudiantes de diagramas de la aritmética pitagorica y se analiza
el tipo de desarrollo cognitivo que muestran.
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Abstract. We present the results of a teaching experiment, which uses a historical and cultural perspective of
the mathematics. This experiment was carried out by students of the first semester of high school with the
intention to introduce them in the deductive aspect of mathematics, through the arithmetic. It is observed the
use that they do of the Pythagorean graphs and there is analyzed the type of cognitive development that they
show.
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Introduccion

En este documento se reportan los resultados de un experimento de ensehanza (Steffe &
Thompson, 2000; Salinas, 2010) que se realizé en un curso regular con alumnos de primer
semestre de bachillerato, cuyos contenidos estan centrados en la aritmética y el algebra. El
tratamiento histérico aqui, destaca el valor del racionalismo creado por los griegos en las
matematicas. Por medio de este enfoque generamos las condiciones para que los alumnos
encuentren interés y pongan en marcha un proceso de validacion (Balacheff, 2000)

Se aborda el tema de los nimeros poligonales, el cual fue estudiado por los pitagoricos desde
la antigiedad como parte de una temprana teoria de niumeros. Los niumeros poligonales han
influido en la construccion de muchos resultados matematicos a lo largo de la historia (Duke,
1997; Guy, 1994). En el ambito de la educacién matematica existen multiples trabajos que han
abordado el tema de los niUmeros poligonales, tanto para reflexionar desde un punto de vista
cognitivo como para realizar propuestas de tipo curricular (Andrew, 1990; Norman, 1991;
Castro, 1995). Sin embargo, son mas abundantes los estudios que relacionan a los nimeros

poligonales con el desarrollo del pensamiento algebraico y los procesos de induccion.
Problema de Investigacion

{El tratamiento historico de la nociéon de numero puede contribuir para introducir a los

alumnos a la demostracion?
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Marco tedrico

Nuestra perspectiva central es que la interaccién entre la historia de las matematicas y la
educacién matematica ayuda a construir estrategias que contribuyen al proceso de ensenanza

de las matematicas (Fauvel & Mannen, 2000; Maz-Machado, 1999).

Una manera de conectar con este enfoque es considerar diferentes ambitos de estudio que se
relacionan con el aspecto socio cultural. Asi, consideramos la perspectiva sociocultural de
Vygotsky (1995), en la cual el proceso de aprendizaje es considerado un proceso de
apropiacion de los métodos de accion y de representacion de una cultura dada (Radford,
1997). En dicha apropiacion, los instrumentos psicolégicos o simbdlicos desempenan una
funcion esencial en el desarrollo cognitivo, son los recursos simbolicos: signos, simbolos,
textos, formulas, medios grafico-simbdlicos que ayudan al individuo a realizar procesos de
pensamiento mas complejos (Kozulin, 2000). Este experimento de ensenanza se basa en utilizar

los diagramas pitagéricos de los nimeros poligonales para realizar una demostracion.
Metodologia

De acuerdo con nuestro marco tedrico, en las actividades se propicid la interaccion
interpersonal de grupos pequenos de personas, fundamentalmente entre parejas de
estudiantes. Las intervenciones del profesor-investigador estuvieron orientadas a describir
previamente el contexto histérico y cultural en el que se desarrollé la aritmética pitagorica, e
hizo énfasis en la relacion de las matematicas con el pensamiento filosofico de los pitagoricos.
Las actividades que realizaron los estudiantes fueron de investigacion documental para
complementar la informacion sobre los origenes de la filosofia y la diferencia de la matematica
helena con respecto a las antiguas culturas de Egipto y Mesopotamia. En las siguientes sesiones,
los estudiantes debian observar e interpretar los diagramas pitagoricos que se representan en
la fig. |, y reconocer los patrones aritméticos y geométricos que les permitieran resolver

algunos problemas que adaptamos de la aritmética pitagorica.
La poblacién de estudio

La poblacion observada fue un grupo de 24 alumnos de primer semestre del bachillerato del
Colegio de Ciencias y Humanidades, UNAM, durante las actividades escolares de un curso

ordinario. Participaron |2 hombres y 12 mujeres con edades entre 15y 16 anos.
Procedimiento

Se aplicé una unidad didactica en la que se realizaron diversas actividades. La duracion fue de 6
horas. En dos sesiones de una hora, cada una, el profesor-investigador describio y explico a los

estudiantes algunas ideas centrales del pensamiento numérico de los pitagoricos, en el marco
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de su contexto cultural (Klein, 1992). Estas fueron esencialmente “la vision del universo fisico
como un cosmos, como un universo ordenado, en contraposicion al caos. Un universo regido
por la armonia, por unas leyes asequibles a la razén” (Gonzadlez Urbaneja, 2009, p. |3).

Asimismo, la idea de que todo en el universo es niUmero y gracias a los numeros el universo es

inteligible.
Los alumnos complementaron esta informaciéon con una investigacion documental. En las

siguientes dos sesiones, de hora y media cada una, los estudiantes tenian que observar el

diagrama de la fig. | y resolver los siguientes problemas:

I. Indica los numeros triangular, cuadrado, pentagonal y hexagonal que siguen a los que estan

en la tabla; y dibdjalos.

2. Indica las series a partir de las cuales se forman los numeros poligonales que aparecen.

Escribe los nimeros poligonales que siguen, hasta los nUmeros decagonales. Asimismo, escribe

las series que permiten formar dichos numeros.
3. Dibuja el patréon geométrico que permite construir las figuras de la tabla.

Finalmente, los estudiantes debia probar el siguiente teorema: Probar que todo numero
cuadrado es la suma de dos numeros triangulares sucesivos.
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Figura 1. Representacion de los nimeros triangulares, cuadrados, pentagonales y hexagonales. Tomado, de
Gonzalez Urbaneja (2009).

Instrumentos de observacion

Los datos que se obtuvieron fueron tomados de las hojas de actividades realizadas en el salon
de clase. Tales datos fueron expresados en forma de textos y se realizd un andlisis cualitativo
de ellos. En la primera sesion interesé observar si los alumnos interpretan adecuadamente los

patrones aritméticos y geométricos del diagrama de la Fig. |. En la segunda sesion, se observé
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si los estudiantes establecen conexiones entre la secuencia numérica, la secuencia de
representaciones geométrica y la secuencia de desarrollos aritméticos, de los ndmeros
poligonales; y si aplican estas conexiones para caracterizar otros numeros poligonales.
Finalmente, se observé que hacen estos estudiantes al intentar probar un teorema de la
aritmética pitagérica. El analisis de las respuestas a esta actividad es en que se centra este

reporte.
Resultados y discusion

En las actividades previas, a la que vamos a analizar, los alumnos manifiestan habilidad para la
representacion aritmética y geométrica de los nimeros poligonales, incluso no limitadas a los
numeros triangulares y cuadrados. Se observa que reconocen, el patréon geométrico y
aritmético que se encuentra en la fig. |; vinculan ambos patrones y dan continuidad a las
secuencias de nimeros representados. Esta situacion les permite realizar tareas donde trabajan
con sucesiones y series de nimeros y relaciones entre ellas, es decir hay un desarrollo en la
operatividad o tratamiento del registro de representacion aritmético. Las respuestas para
probar el enunciado general, tienen diferentes caracteristicas, las cuales reflejan un distinto
desarrollo cognitivo. El mayor nimero de alumnos, 66.6%, solo responden poniendo dos o
tres ejemplos. Dibujan casos de dos numeros triangulares sucesivos y el nimero cuadrado

resultante.

En la respuesta que se muestra a continuacién hay un tratamiento por separado en cada uno
de los registros de representacion usados, el aritmético y el geométrico. Posteriormente,
establecen una correspondencia entre ellos. Asi, primero realizan la suma de casos de
numeros triangulares sucesivos y encuentran el resultado, enseguida representan
geométricamente los numeros de las operaciones aritméticas realizadas y muestran que
corresponde con un nimero cuadrado. Las figuras se usan como mera ilustracion, no se opera

con ellas, no se analizan en partes, etc.

l4+3=4 316z Gtwo=10
G+ 15 =23
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Fig. 2. En esta respuesta los alumnos incorporan otro cddigo, distinguen dos colores uno para los nimeros triangulares y otro
para los nimeros cuadrados.
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Asi, las figuras no proporcionan un soporte intuitivo fundamental, no juegan un papel
heuristico para guiar la demostracién que se requiere construir. Este modo de validacién es el
mas rudimentario en los procesos de prueba. Se le ha denominado empirismo ingenuo y
“consiste en asegurar la validez de un enunciado después de haberlo verificado en algunos
casos” (Balacheff, 2000, p. 26). Otras respuestas, 25% de ellas, muestran indicios, de percibir
el caracter general de la tarea. A continuaciéon se muestra dos ejemplos de este tipo de

repuesta.

3404 344-9 A0+ (=46 74O H\h:1F

Fig. 3. Otra prueba pragmatica.

Analogamente al caso anterior, el papel intuitivo que estan jugando las figuras se remite a la
mera representacion de los nimeros triangulares y cuadrados. Las figuras solo aparecen como
dibujos que ilustran que la suma de dos nimeros triangulares da un nidmero cuadrado. Sin
embargo, los alumnos no realizan ningun tipo de tratamiento figural. No se muestra ninguna
relacion geométrica entre los triangulos y cuadrados que estan representando a dichas
sucesiones de numeros. Los triangulos y cuadrados aparecen separadamente. De esta manera,
es claro que las figuras aparecen como dibujos que no juegan un papel heuristico para guiar a
los alumnos en la elaboracion de la prueba que se les pide hacer. Este tipo de prueba es
ostensiva, como la anterior. “Las operaciones y los conceptos que ésta entrana son ejecutados;
no son diferenciados ni articulados, y solamente se presentan para ser observados” (Balacheff,
2000, p. 20). En términos de Balacheff ambas son pruebas pragmatica, es decir, aquellas que

recurren a la accion o a la ostentacion (Balacheff, 2000).

Sin embargo, esta prueba es diferente a la anterior, la prueba que aportan estos alumnos
sugiere un proceso inductivo, puesto que las operaciones que realizan parecen indicar que
podrian seguirse haciendo indefinidamente. En este sentido es claro que los alumnos se
percatan del caracter general del enunciado. Por lo tanto, estas sugieren un transito hacia las
pruebas intelectuales, puesto que éstas se fundamentan “en la toma de conciencia del caracter
general de las situaciones consideradas” (Balacheff, 2000, p. 22). Otras respuesta, que exhibe

una rasgo cognitivo diferente es la que tiene un tratamiento figural.
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Fig. 4. Esta respuesta muestra habilidad de las alumnas para hacer un tratamiento figural.

En ésta la representacion geométrica opera como un apoyo heuristico importante para
producir una argumentacion que busca validar el enunciado que se quiere demostrar. En este
caso, la figura del cuadrado que representa el nimero poligonal que resulta de dos numeros
triangulares sucesivos, es descompuesto en otras unidades geométricas. Esta respuesta

prefigura una habilidad necesaria para la realizacion de una prueba intelectual.

Finalmente, encontramos una respuesta en la cual los alumnos muestran una reconfiguracion
de la figura, analoga a la comentada anteriormente, pero ademas hacen explicita la distincion
entre diferentes ambitos matematicos y sus respectivos registros de representacion.
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Fig.5. En esta respuesta se usan formulaciones de propiedades y sus relaciones.

Los alumnos intentan probar la verdad del teorema en cuestion utilizando algebra, pero de
manera erronea. No manejan bien el lenguaje algebraico, para expresar que la suma de dos
numeros sucesivos que tienen la propiedad de ser triangulares da como resultado un nimero
cuadrado. Sin embargo, por la intensién, podemos decir que ésta es un tipo de prueba que

muestra indicios de la que Balacheff denomina intelectual, es decir, “pruebas que separandose
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de la accion, se apoya en formulaciones de las propiedades en juego y sus relaciones.”

(Balacheff, 2000, p. 22).
Conclusiones

En general, para probar un resultado matematico, los estudiantes tienen una idea inductiva
caracteristica de las ciencias experimentales, que para el caso de las matematicas confunde dos
procesos distintos: la construccion del conocimiento y la prueba de su verdad. Esta situacién

requiere de un tratamiento explicito de parte del profesor.

Es importante senalar que en algunos alumnos aparecen indicios de desarrollo cognitivo que
apunta a separarse de las pruebas pragmaticas, basadas en la ostentacion. Asi, el experimento
de ensehanza permitié observar diferente desarrollo cognitivo en los alumnos para la
realizacion de pruebas y en consecuencia abre la posibilidad de indagar que medios pueden ser

utilizados para provocar el desarrollo cognitivo deseado.

El tratamiento geométrico que realizan algunos estudiantes para probar el teorema en
cuestion, sugiere la conveniencia de indagar si esta habilidad esta relacionada con cierto

desarrollo cognitivo provocado o estimulado por el uso del diagrama de la figura .

Considerando que el experimento de ensenanza se realiza con alumnos que en el siguiente
semestre abordaran temas de geometria euclidiana, los resultados obtenidos hacen
recomendable abordar este tipo de problemas para introducir gradualmente a los alumnos al

aspecto deductivo de la matematica, previamente al curso de geometria.
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