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Capitulo I. Andlisis del discurso matematico escolar

UN ESTUDIO DE INVESTIGACIONES COGNITIVAS ACERCA DEL
CONCEPTO DE LIMITE. EL CASO DE HABLA HISPANA
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Universidad Autonoma de Guerrero México
nasacamx @ yahoo.com.mx

Resumen. En este trabajo se reportan resultados de investigaciones sobre el concepto de limite, particularmente
aquellas centradas en el aspecto cognitivo, y estos, tanto en el nivel medio superior como en el nivel superior.
Estas investigaciones las clasificamos en tres grupos: las que tratan el preconcepto de limite, sobre las
concepciones que se tienen del concepto de limite y las que reportan dificultades al tratamiento del concepto
de limite. Algunos de los resultados de estas investigaciones es que el preconcepto estd asociado a “una
barrera no rebasable”; en cuanto a las concepciones sobre el concepto estan las que se relacionan con “valor
inalcanzable”, “como aproximacion”, entre otras; y algunas dificultades como al redactar la definicion del
limite.
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Abstract. In this work we report the results of research on the concept of limit, particularly those focusing on
the cognitive aspect, from high school and higher levels of education. We have dlassified these investigations
into the following three groups: those who try the preconception of limit, the conceptions of the concept of
limits and those reporting difficulties in treatment of the concept of limit. Some of the results of this research
are that the preconception is associated with “a barrier that cannot be passed”; within the conceptions there
are those associated with “unattainable value”, “for example approximation”, among others, and some
difficulties in drafting the definition of limit.
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Introduccion

Existen diversas investigaciones alrededor del concepto de limite, que se pueden diferenciar
por marcos tedricos, niveles educativos y por diferentes perspectivas como la epistemologica,
la didactica, la cognitiva, la historica, etc. Aunque hasta ahora, no se ha logrado incidir de
manera benéfica en la ensenanza aprendizaje de este concepto. De este modo, nos
interesamos en identificar y reportar resultados de investigaciones de habla hispana desde una
perspectiva cognitiva, pues estas investigaciones buscan explicar la naturaleza de las dificultades
de los que aprenden. Este tipo de investigaciones nos permiten entender en parte las causas,
aportando entonces en la construccion y exploracion de posibles tratamientos didacticos para
remediar las mismas, pues se sabe que para los estudiantes el concepto de limite les resulta
arido, poco atractivo, demasiado abstracto, que lo olvidan facilmente y es uno de los mas

dificiles de ensenar y aprender (Cantoral, 1993, Blazquez y Ortega, 2001).
Investigaciones sobre el concepto de Limite

La Matematica educativa es una disciplina, que estudia los procesos de transmision y

adquisicion del conocimiento, de los diferentes contenidos matematicos, uno de ellos, es el
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Calculo, mismo que ocupa un lugar predominante en la ensehanza contemporanea. La labor en
tal asignatura inicia desde el bachillerato y contintia en la universidad hasta llegar a estudios
mas profundos y particulares segln los intereses de cada individuo (Patifo, 2007). Los cursos
de Cilculo diferencial e integral en dichos niveles educativos abordan temas como funciones,
limites, derivadas, integrales, entre otros. En particular, el concepto de limite es uno de los
mas importantes del andlisis, ya que es necesario para introducir otros (continuidad, derivada,
integral) y, por lo tanto su estudio se hace necesario. Por otro lado, de acuerdo a una revisiéon
de programas de estudio de nivel medio y superior, el concepto de limite aparece por primera
vez en el nivel medio superior, también se encontré que en los libros de texto del tercer

grado de secundaria, el concepto es usado implicitamente en el andlisis de funciones asintoticas

de la forma: f(x) =§ (Block y Garcia, 2006, Marvan y Bravo, 2007). En ese sentido en

Blazquez y Ortega (2001), Flores, Herrera y Gonzalez, (2007) y Sierra, Gonzilez y Lépez
(2000) reportan que la mayoria de los estudiantes, desde el nivel medio superior, presentan
grandes dificultades, una de ellas es la comprension del concepto, que van desde la exposicion
del tema por el profesor hasta las definiciones que aparecen en los libros de texto. También se
encontré que el concepto de limite es uno de los conceptos matematicos que trae consigo
mayor cantidad de dificultades durante el proceso de ensenanza-aprendizaje, problemas
inherentes al propio concepto, y como su estudio es necesario, los investigadores en didactica
de las matematicas se sienten obligados a emitir algin tratamiento a los problemas que
presenta dicho concepto, llevando a cabo investigaciones y proyectos de innovacion de la

ensenanza (Artigue, 1995).

Cabe senalar que la nocion de limite estd ligada con otras nociones tales como la variable,
funcion, continuidad, infinito, infinitesimal, nimero real, continuo numérico y sucesion, y para
convertirse en concepto tuvo los siguientes obstaculos: Horror al infinito, separacion de lo
geométrico y lo numérico, obstaculo geométrico, transferencia de lo finito a lo infinito,
principio de continuidad de Leibniz (transferir una propiedad de una sucesioén convergente a su
limite), obstaculo relativo a funciones, el limite se alcanza o no y obstaculos de la simbologia

(Sierpinska, 1985, citado en Hernandez y Andonegui, 2002).

En el analisis de las investigaciones de corte cognitivo, se organizaron de acuerdo con aspectos
que sobresalen de éstas. En primer lugar se tienen las investigaciones sobre preconceptos, en

segundo momento sobre concepciones, y, por Ultimo sobre dificultades.

Con el preconcepto se senala que estan ligados a la construccion de estructuras cognitivas
débilmente fundamentadas y ajenas al contexto cotidiano del estudiante, y no siendo esta

situacion deseable, resulta importante reconstruir esos preconceptos hacia ‘“conceptos
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fuertes” construidos, no sobre la formalizacion del lenguaje matematico sino por el contrario,
con base en estrategias didacticas traducidas en acciones individuales de aprendizaje dentro de
“ . e gt H ~ . . .
un “escenario de aprendizaje” predisenado; lograr que el estudiante observe situaciones
contextuales de su vida cotidiana y de ella interiorice en accion, y asi abstraer de manera
natural las caracteristicas esenciales y las no esenciales de cada concepto, de tal forma que
antes de que se dé el proceso de estudio formal, el alumno construya y aprehenda los
conceptos bajo un proceso ajeno a la memorizacion, pero si dirigido a su autoconstruccién

(Alvarado y Garcia, 2005).

En cuanto al término concepcién, Paez (2005) define una concepcion (en el sentido de Duroux,
1983) como un saber local que se produce cuando se privilegian ciertas situaciones, en
menoscabo de otras, en la adquisicion del conocimiento. Por lo tanto, una concepciéon es
operante sobre una parte de lo que Vergnaud designa como campo conceptual y por ende
presenta necesariamente insuficiencias. Es asi que las concepciones de los alumnos designan
una estructura mental de caracter general, que incluye creencias, conceptos, significados,
reglas, imagenes mentales y preferencias, conscientes o inconscientes (Thompson, 1992, citado

en Sierra et al, 2000).

Por dultimo, dificultad es denominada como toda restriccion o ausencia (debida a una
deficiencia) de la capacidad de realizar una actividad en la forma o dentro del margen que se
considera normal para un ser humano. O aquello que impide conseguir o entender una cosa.
En cuanto en el aula de clase, una dificultad no solamente esta en el proceso ensenanza-
aprendizaje de los alumnos, sino también puede notarse en los esfuerzos de los matematicos
de antano, especificamente los del siglo XIX, para poder definir el concepto de “limite de una
funcion”.

El preconcepto de limite

Alvarado y Garcia (2005) reportan que el preconcepto de limite algunos estudiantes lo asocian
basicamente al de una barrera no rebasable, que en efecto corresponde con el concepto
matematico de un “limite lateral” cuando se analiza un extremo del dominio de las funciones.
En ese sentido los investigadores sehalan que la mayoria de los estudiantes que han cursado el
bachillerato presentan un preconcepto restrictivo del limite, lo que dificulta el concepto
formal. Respecto a la reconstrucciéon, ellos reportan qué las acciones de aprendizajes
individuales, pero sobre todo en el andlisis de la presentacién dada en una accién les permitio
crear los preconceptos asociados a contextos naturales, y los preconceptos se lograron a
través de la metodologia mayéutica y son aceptables para iniciar su estudio dentro del curso

formal del Calculo, si se representan andamiajes adecuados, del mismo modo sugieren que se
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debe considerar el efecto de los preconceptos en el aprendizaje del Calculo al igual que en
cualquier area del conocimiento como limitante o acelerador de los procesos formales de
aprendizaje, segin se establece en las teorias cognitivas. En particular, indican que se emplee
como rescate de los preconceptos las vivencias contextuales de los estudiantes y reconstruir

con mayor cuidado el preconcepto de limite.
Concepciones del concepto de limite

En cuanto a las concepciones que tienen los estudiantes respecto del concepto de limite son
diversas, por ejemplo Sierra, et al, (2000), aquellas que asocian al concepto con la utilizacién de
limites laterales, otra es aproximacién y con el valor de la funcién en el punto. La definicién formal

fue usada ocasionalmente.
Dificultades del concepto de limite

Diversos autores, expresan que las dificultades que presentan los estudiantes respecto a la
comprension del concepto del limite son dificiles de corregir (Sierpinska, 1985; Cornu, 1991;
Williams, 1991; Tall, 1992 y Sierra et al.,, 2000, citados en Hernandez y Andonegui, 2002), la
razén de este problema radica en dos factores:

7

¢ Por la complejidad propia del concepto.

¢+ Las creencias o concepciones que los estudiantes adquieran personalmente.

De acuerdo con lo anterior, se ha encontrado que cuando los estudiantes se enfrentan a
tareas respecto al concepto de limite, no utilizan la definicién formal del mismo, sino ciertos
esquemas o concepciones que se han construido mentalmente, a partir de los ejemplos que ha
puesto el profesor, interrelaciones con los companeros, apuntes, ensenanzas anteriores,
utilizacion de libros de textos, etc. Por tal razén, los estudiantes tienen una multitud de
concepciones las cuales se evidencian cuando se enfrentan a ciertos ejercicios, ellos utilizan la
concepcion que creen conveniente. Y se ha verificado que algunas de las concepciones estan
relacionadas con las que han aparecido a lo largo de la historia de las matematicas, por lo que
proponen los investigadores que en los cursos de formacion de los profesores se debe incluir

la historia de la matematica desde la perspectiva de su ensenanza.
Conclusiones

Dado que nos interesamos en identificar y reportar resultados importantes de investigaciones

desde una perspectiva cognitiva, a continuacion destacamos los resultados relevantes.

Respecto del preconcepto de limite que presentan los estudiantes de nuevo ingreso en el nivel

superior se encontro:
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PCIl- El preconcepto de limite esta asociado basicamente al de “una barrera no

rebasable”.

Este resultado los investigadores lo relacionan con el concepto matematico de un “limite

In

lateral” cuando se analiza un extremo del dominio de las funciones. Es cierto que los

estudiantes tienen un preconcepto de limite como una barrera no rebasable, pero eso no
siempre implica que tenga relacién con el concepto matematico de un “limite lateral”, ya que
cuando se habla sobre éste, se hace referencia acerca de ciertos intervalos ya sea por la
izquierda o por la derecha. Pues este puede ser un resultado que surge de sus experiencias

personales, ya que se menciona que los estudiantes no habian tomado cursos de cilculo.

Respecto de las concepciones de limite que tienen los estudiantes del nivel medio superior,

superior y posgrado se identificaron los siguientes:
CPI- La concepcion de limite como un valor “inalcanzable”.
CP2- La concepcion de limite como “aproximacion”.

CP3- La concepcion de limite como el valor que toma la funcién en un punto (6 como una
sustitucion).
CP4- La concepcion de usar la definicion de limites laterales para determinar limite de

alguna funcion.

CP5- La concepcion de que para cada £ basta tomar el 6 igual a £. (Esta estrategia es

correcta para el caso de algunas funciones).

CPé6.- La concepcion como un proceso dinamico.
Los resultados CPI, CP2 y CP6, se deben a la forma de como estan presentadas las
definiciones del concepto de limite en los libros de célculo. Por ejemplo: lim.. _, . flx)=1, y
se dice “el limite de f(x) es igual a L cuando x tiende a @’ si podemos acercar
arbitrariamente los valores de f(x) a L (tanto como queramos) aproximando X a @ pero sin
igualar a a. Es decir, con la palabra “tiende” el estudiante piensa que el limite nunca se alcanza

o se aproxima, alin después de haber trabajado el concepto.

Con CP3 y CP4, suponemos que la forma en cémo se presentan y desarrollan los ejemplos en
los libros de calculo influyen en estas concepciones. Aunque CP3 falla cuando los estudiantes
se enfrentan a funciones racionales de la forma f(x)= g(x)/h(x) en donde existe un valor para x

que hace que g(x) y h(x) sean cero.
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Esto es, el limite es el valor que se obtiene al sustituir a en la funcién f(x)
(lim, . f(x) = f(a)).
Por ejemplo:

z z
. -1 1*-1
Calcular el lim ——
71 g 1-1

Calcular el lim, ,,x* +2=14+2=13
En cuanto a CP4 algunos estudiantes proceden como sigue:

-
;. x" =B

Calcular el limite de f(x) = ——, cuando x — 2

[

Los valores que toma x se Los valores que toma x se
acercan a 2 por la izquierda acerca 2 por la derecha
X 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 | 200l 2.0l 2.1 23 | 25
F(x) | 925 | 9.76 | 1029 | 10.86 | I1.4] | 12| 12.006 | 12.06 | 12.6 | 13.8 | I5
Tabla |

8 .
—, cuando x —* 2, es igual a |2.

Por lo tanto el limite de f(x) = ::

Respecto CP5. Suponemos que algunos estudiantes durante el trabajo inicial con el tema de

limites, especificamente cuando se abordan las funciones elementales se casa con la idea de que
6=&, esto se cumple solo en caso de: f(x] = x + ¢ siendo € una constante y no para otras

funciones.

Por dltimo, en cuanto a las dificultades asociadas al concepto del limite de los estudiantes del nivel

superior, encontramos lo siguiente:

DF1- Dificultad al redactar la definicion de limite, es decir, una gran parte de estudiantes se
les dificulta la interpretacion del simbolismo algebraico vinculado a la funcion valor
absoluto, a las desigualdades, el uso de los cuantificadores, el orden de la

implicacion y la confusion de los papeles de delta y épsilon.
DF2- Dificultad para reconocer e interpretar limites laterales.
DF3- Dificultad respecto a la interpretacion de entornos reducidos

DF4- Dificultad de la comprension del concepto de limite aun después de su ensehanza o

cuando tratan la definicion formal de limite.
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Por ejemplo:
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Figura |

En la figura |, se observa que el estudiante ha suministrado la definicion del limite de una

funcion, cambiando el orden de la  implicacion, esto es, afirmé que
|f(x) — Ll <& =|x—al <8 Es decir, muchos estudiantes invierten el orden de la
implicacion, los investigadores reportan que esto se debe a una mala memorizacion de la
definicién, pero también, es posible que dicha definicion corresponda a la dada por algunos

libros de célculo en la que se establece que |f{x] —Ll<e¢ siempre que 0 < |x — al < =,

Por otro lado, se muestra que algunos estudiantes memorizan las definiciones de los conceptos
y al querer recordarlas, recuperan sélo algunas partes de éstas, esto puede ser ya que algunos
docentes, no muestran y/o destacan las caracteristicas esenciales de concepto. Asi mismo,
creemos que es importante atender mas a la comprensiéon del concepto que al desarrollo de

algoritmos.
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