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Resumen. Llas nociones asociadas a los conceptos de aleatoriedad y determinismo tales como paradigma,
variable, parametro, parecen entrelazarse durante la ensefianza escolar y aunque es uno de los objetivos
fundamentales planteados en el Marco curricular de educacion media en Chile, el distinguir entre los
fenomenos aleatorios y los deterministas (MINEDUC, 2009, p. 146) esto no se logra, segin los antecedentes
recopilados. En nuestra investigacion abordamos la comprension y las diferencias del concepto aleatorio y
determinista a través de construcciones y mecanismos mentales, en torno a la variable aleatoria a partir de la
regresion lineal, a la luz de la teoria APOE; de tal forma de ofrecer herramientas orientadoras a los docentes,
de los aprendizajes de los conceptos de aleatoriedad y determinismo.
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Abstract. The notions associated with the concepts of randomness and determinism such as paradigm, variable,
parameter, seem intertwined during schooling. And although is one of the key objectives outlined in the
secondary school curriculum framework in Chile to distinguish between random phenomena and deterministic
(MINEDUC, 2009, p. 146) this is not achieved, according with the evidence collected. In our investigation we
address the understanding and the differences between two concepts, random and deterministic trough mental
constructions of random variable starting from the linear regression using the APOS theory so that the
teachers get tools in learning.
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Introduccion

La estadistica puede dividirse basicamente en dos ramas, estas son, la descriptiva y la
inferencial, la primera se refiere al resumen de datos y la descripcién de ellos, y la segunda, en
la cual centraremos nuestro estudio, se relaciona con el proceso de utilizar datos en la toma
de decisiones; es justamente aqui donde el concepto de aleatoriedad junto al determinismo se
vuelven bases a la hora de entender la modelacion estadistica y matematica, esto es definir un
modelo o expresién matematica que nos permita describir un fenédmeno donde interviene o

no el azar.

Bajo la mirada del determinismo es posible predecir en forma certera y exacta las consecuencias
de un fenémeno antes que este ocurra no dando lugar a la incertidumbre, con esto se puede
asegurar el hecho de que un experimento es reproducible ya que uno de sus supuestos es que
causas iguales causan efectos iguales. En contraposicion, la aleatoriedad se asocia a todo
fenémeno o suceso que se rige bajo el azar, es decir se refiere a aquello que no se puede
determinar con certeza antes que se produzca, por lo mismo, en un experimento aleatorio no

es posible reproducir todas las condiciones para obtener idénticos resultados, y aunque fuese
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posible reproducir las condiciones del experimento, aun asi no obtendriamos los mismos
resultados. Bajo estas definiciones, los fendmenos de naturaleza determinista y aleatoria
pueden ser estudiados mediante un modelo matematico o estadistico respectivamente, en los
cuales hemos definido cuatro factores relevantes para la caracterizacion cognitiva del concepto
de aleatoriedad y determinismo: el objeto de estudio del modelo, el objetivo que persigue la
creacion del modelo, el tipo de variable en juego, y restricciones y/o posibilidades que brinda
el modelo. Dentro de estos factores uno que cobra especial importancia es la identificacion del
tipo de variable en juego, pues a través de ella se toma la decision del modelo a trabajar, sin
embargo, la variable aleatoria presenta dificultades epistemologicas, didacticas, cognitivas y
pedagdgicas al ser instruida durante la ensenanza escolar secundaria. Al respecto las
investigaciones de Ruiz y Albert (2005), Ruiz (2006), Londono y Montoya (2010), Azcarate,
Cardenoso y Serradé (2006), Batanero y Serrano (1995), Azcarate, Cardenoso y Porlan
(1998), el Informe de la SOCHE de Araneda y del Pino (2011) y el Informe Nacional del
Estudio Internacional IEA TEDS-M de Avalos y Matus (2010) coinciden en tres aspectos

fundamentales que inciden en la comprensién sobre lo aleatorio, estos aspectos son:

) Poca claridad de la nocién de variable aleatoria y tendencia a asociarla con el mismo
significado de variable algebraica (en el contexto matematico, determinista), lejos de

relacionarla con su significado funcional (en el contexto estadistico, aleatorio).

2) Los textos no aportan a la construccién del significado de variable aleatoria,
enmarcandose por lo general en un tratamiento cuantitativo de la variable y fuera de

contexto lo que no permite al estudiante relacionar el concepto con el cotidiano.

3) Poca preparacion de los profesores de matematica en la ensenanza de la estadistica, lo

que contribuye a la poca claridad de la nocion de variable aleatoria.

4) Lo que muestra un denominador comin que conforma nuestro problema de

investigacion: “La comprensién y diferenciacién de los conceptos aleatorio y determinista”
Obijetivos de investigacién

En el Marco Curricular publicado por el Ministerio de Educacion de Chile (MINEDUC), en
ensefanza basica se establece que el eje Datos y Azar debe introducir el tratamiento de datos
y modelos para el razonamiento en situaciones de incerteza, también se refiere al estudio de
conceptos basicos que permitan analizar y describir procesos aleatorios, y en Educacion Media, se
propone en este eje desarrollar conceptos y técnicas propias de la estadistica y la teoria de
probabilidades que permitan realizar inferencias a partir de informacion de naturaleza

estadistica y distinguir entre los fenémenos aleatorios y los deterministas. (MINEDUC, 2009, p.
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146). Sin embargo planteamos que estas concepciones de aprendizaje propuestas por el
MINEDUC en el marco curricular no se desarrollan en el estudiante durante su ensefanza
escolar basica y media, debido a que: No existe en el eje datos y azar del curriculo nacional
una definicion que posibilite la caracterizacion de un razonamiento de tipo aleatorio, que
permitan conducir y crear situaciones de aprendizaje orientadas a desarrollar tales

caracteristicas en el estudiante.

Hemos escogido la regresion lineal simple como punto de partida para ofrecer herramientas
orientadoras para el aprendizaje de los conceptos aleatoriedad y determinismo, que nos
permitan caracterizar a través de construcciones y mecanismos mentales lo aleatorio y lo
determinista, debido a que se ha considerado que la ensenanza de la funcion lineal se presenta
como un obstaculo para la ensenanza posterior de la regresion lineal simple, al respecto la

investigacion realizada por Agnelli, Konic, Peparelli, Zon y Flores (2009) afirma:

Consideramos que el uso de métodos deterministicos en la resolucion de
problemas matematicos opera como un obstaculo para el abordaje de problemas
de naturaleza aleatoria. Por lo que la nocion de obsticulo se constituye en
la herramienta didactica que nos permite el estudio de esta problematica

(Agnelli et al., 2009, p. 2).

Seglin esta investigacion el obstaculo didactico aparece al ensenarse sin las limitaciones que
posee el modelo de la funcion lineal, pues es valido solo en el caso que las variables en juego
sean de tipo determinista. Para lograr nuestro objetivo indagaremos a partir de una
descomposicién genética, las concepciones que tienen sobre la variable aleatoria y
determinista, y sobre regresion lineal los alumnos de la carrera de pedagogia en matematica
que cursan su Ultimo ano. Una vez documentada la descomposicion genética, daremos
elementos a partir de ella, para disefar una propuesta didactica en la ensefianza del modelo de
regresion lineal, que permita generar en el alumno la nocién de variable aleatoria y a su vez

diferenciarla claramente de la determinista.

Caracterizacién de las construcciones mentales del concepto de aleatoriedad y determinismo a la luz

de la teoria APOE

La teoria APOE creada por Ed Dubinsky junto al grupo RUMEC (Research in Undergraduate
Mathematics Education Community) nos brinda un marco que permite explicar las dificultades
asociadas al aprendizaje de la variable aleatoria y determinista, asi como también plantear un
camino de construccion de sus aprendizajes y con ello construir la caracterizacién cognitiva de
lo aleatorio y determinista, para que esto ocurriese, seglin este marco teorico, el estudiante

debiese mostrar a partir de comportamientos observables, las construcciones mentales
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(Dubinsky, 1991): Accion, Proceso, Objeto y Esquema, dispuestas en la descomposicion
genética (DG), que es una modelacidn epistemolodgica-cognitiva de los conceptos en estudio. A
continuacion entregaremos algunos ejemplos de construcciones mentales accién, proceso y

objeto, dispuestas en el disefio de la DG hipotética del concepto de variable aleatoria:

Accion. En esta fase el estudiante repite varias veces un experimento con los mismos datos de
entrada. Si constata que ante reiterados intentos obtiene siempre los mismos resultados y
puede predecirlos con exactitud, podra percatarse de que estd en presencia de una variable

determinista, en caso contrario, de una variable aleatoria.

Proceso. El estudiante comprende que la variable aleatoria arroja una probabilidad de
ocurrencia, y es capaz de estimar algin dato dentro del rango de los datos dados observando
el grafico de dispersion, entendiendo la probabilidad como una posibilidad de ocurrencia y no
como una prediccion exacta. En cuanto a la variable determinista, es capaz de trabajar con ella
como un ente abstracto y no necesita realizar la accién para saber su valor, por ejemplo, dado
y = x + 2, para encontrar el valor de y para cualquier valor de x simplemente dira quey es
siempre dos mas que x, entendiendo que y es determinista ya que dado el valor de x puede

determinar en forma exacta el valor de y.

Objeto. La variable aleatoria es entendida como una funcién de probabilidad y como tal es
posible obtener su inversa, o es posible realizar distintas operaciones sobre ella, como por
ejemplo, es posible estimar el valor de procedencia de la variable de respuesta. A su vez, la
variable determinista es entendida como una magnitud que varia de acuerdo a ciertos valores

que pertenecen a un dominio determinado.
Descomposicion genética hipotética del concepto de variable aleatoria

Para disenar una DG hipotética de los conceptos aleatorio y determinista a partir de la
regresion lineal simple, teniendo en cuenta las construcciones descritas anteriormente,
realizamos una encuesta exploratoria cuya finalidad era indagar las concepciones que poseen
los estudiantes de la carrera de pedagogia en matematica de la Pontificia Universidad Catolica
de Valparaiso (PUCV) sobre la variable aleatoria y determinista. Esta encuesta nos permitié
identificar algunas concepciones o nociones que se presentan con dificultad sobre la variable
aleatoria, ademas de identificar las diferencias entre esta variable y la determinista y los
modelos asociados a ellas, funcién lineal y regresion lineal simple. Participaron 6 estudiantes
voluntarios los que contestaron cuatro preguntas en una sesion de 30 minutos. Los resultados

obtenidos fueron:
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() En la pregunta | (;Qué elementos usted considera importantes en el aprendizaje del
concepto de variable aleatoria?), los aprendices en general no dan demasiada importancia
al concepto de funcién al momento de instruirse en el concepto de variable aleatoria,
que justamente es uno de los conceptos que consideramos mas importantes, ya que la
variable aleatoria es una funcién y no una variable como se conoce matematicamente.
Asimismo, no le asignan un gran valor al concepto de probabilidad que también juega

un rol importante en la definicion de este concepto.

(b) En la pregunta 2 (;Qué es para usted una variable aleatoria? ;Cudl es la diferencia con
una variable algebraica (determinista)?), respecto a la definicion de variable aleatoria, del
total de respuestas sélo un encuestado respondié correctamente la definicion, que
representa el 17%; el 50% responde en forma errénea relacionandola mas bien con el
concepto de magnitud aleatoria y no con lo que esperabamos —una funcién—, y el resto

que representa el 33% de los estudiantes no sabe su definicion.

(c) En la pregunta 3 (;Cémo relaciona usted los conceptos de funcién lineal y regresion
lineal?), respecto a la relacion entre funcion lineal y regresion lineal simple, el 67% de
los encuestados nos entregd definiciones errdneas, entregando respuestas en las
cuales consideraban la funciéon lineal como el ajuste de la regresion lineal simple, y el

33% no sabia como se relacionaban.

(d) En la pregunta 4 (;Qué textos recomendarias de apoyo para complementar estos
conceptos?), respecto a la bibliografia estadistica, solo el 33% de los encuestados dio
una referencia y el 67% restante no conoce libros en estadistica respecto del tema de

regresion lineal simple.

A partir de este analisis de resultados y las construcciones descritas anteriormente (Accion,
Proceso y Objeto) se diseiid la descomposicion genética hipotética, considerando que los
estudiantes no tenian claro la relacién funcional de la variable aleatoria, ni la importancia del
tipo de sucesos involucrados, o de la intervencion de la probabilidad, o que tampoco tenian

claras las diferencias o relaciones entre la funcién lineal y la regresion lineal simple.

A continuacién presentamos una DG de los conceptos aleatorio y determinista a partir de la
regresion lineal, siendo uno de los objetivos diferenciar las variables en ambos paradigmas (el
aleatorio y el determinista), ya que es la variable la que permite diferenciar el modelo de la
funcion lineal de la regresion lineal simple, pues nos entrega una conceptualizacion del

paradigma bajo el cual estamos trabajando (Figura 1).

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

593



Acta Latinoamericana de Matematica Educativa 26

Grafico de
dispersion

Modelacion

Visualizacion de ) Praceso

una regularidad HAeeivn Fubtica

Proceso fieal

Coordina|el
context

Probabilidad
Coordina

la presencia o
ausencia de Azar

Coordina el
contexto

Concepcion de lo aleatorio
v lo determinista

Objeto

Figura 1: DG hipotética de los conceptos aleatorio y determinista a partir de la regresion lineal.

Seglin la descomposicion genética expuesta en la Figura |, para construir el concepto funcional
de la variable aleatoria un estudiante tomara los datos de entrada y salida obtenidos de un
experimento e intentara modelarlos identificando si hay o no una regularidad, esa accion de
modelacion sobre los datos la realiza por medio del grafico y es interiorizada en un proceso
cuando el estudiante es capaz de coordinar, asociando la presencia de incertidumbre o certeza

a las variables en juego, segln intervenga o no el azar.

Cuando el proceso de incertidumbre y certeza se coordinan a través de la presencia o
ausencia del azar forman un nuevo proceso, el de suceso aleatorio (o el de suceso
determinista, dependiendo de la situacion presentada). Esto se desarrolla del siguiente modo:
el estudiante comprende que el valor de la variable es producto de la incertidumbre (o bien de
la certeza, respectivamente), y al asociar el valor de la variable con una probabilidad como
proceso, como una posibilidad de ocurrencia, construye una concepcion objeto de la variable

aleatoria.

Andlogamente, al asociar el valor de la variable con un suceso determinista como proceso, es
posible que la relacione con el modelo de la funcion lineal y construya una concepcion objeto

de la variable determinista.

En ambos casos, es capaz de entenderla como una funcién en el caso aleatorio donde a cada
valor de la variable le asigna una probabilidad, o bien, como parte importante de la funcion

lineal (en el caso de la determinista).

Entonces, una vez que el estudiante ha encapsulado (que consiste basicamente en la conversion
de un proceso —una estructura dindamica— en un objeto —una construccién estitica—) los

procesos de suceso aleatorio y probabilidad como objeto, funcion variable aleatoria y los
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procesos de suceso determinista y funcion lineal como objeto variable determinista, el
estudiante es capaz de percatarse de las diferencias conceptuales entre el modelo de regresion
lineal simple y la funcién lineal, construyendo a su vez un nuevo objeto, el concepto de

aleatorio y determinista.
Metodologia y desarrollo de la investigacion

Una vez definida nuestra DG la documentamos, para constatar la viabilidad del camino
senalado en ella. Para esto disenamos un cuestionario que permitiese identificar las
construcciones mencionadas en la descomposicion genética a través de la presentacion de
distintas situaciones en torno a los conceptos de aleatoriedad y determinismo. En nuestra
investigacion, cuyo caracter es de tipo cualitativo, se trabajé con 9 estudiantes, atendiendo a
los criterios de avance curricular (alumnos que habian aprobado las asignaturas relacionadas
con el método de anilisis de regresion lineal simple y que estaban realizando su trabajo de
tesis); estos estudiantes fueron agrupados en dos casos (basiandonos en la metodologia de
estudio de casos) como se muestra en la tabla 2 siguiente, en la cual se presenta el desglose del

diseno y aplicacion de los instrumentos:

Caso | Caso 2
7 Estudiantes de Pedagogia en 2 Estudiantes que siguen ambas carreras (Pedagogia
Matematica en Matematica y Estadistica) en forma paralela.
Encuesta exploratoria Encuesta exploratoria
Andlisis tedrico: Andlisis tedrico:
DG DG
Aplicacién de Instrumentos: Aplicacién de Instrumentos:

| cuestionario. | cuestionario.

Andlisis y Verificacién de datos Andlisis y Verificacién de datos

Tabla I: metodologia del estudio de casos de la investigacion.

La documentacion de las construcciones de los conceptos aleatorio y determinista para
extraer las evidencias empiricas de nuestra investigacion se llevaron a cabo durante el ano
2012 en dos momentos en los cuales participaron estudiantes de pedagogia en matematica del
Instituto de Matematicas (IMA) de la PUCV (Chile), y dos estudiantes que ademas seguian en

paralelo la carrera de Estadistica durante el primer semestre académico del afo 2012.
Conclusiones

La evidencia empirica con sustento tedrico obtenida del analisis de los datos, nos permitio
confirmar la necesidad de la concepcion objeto de los conceptos aleatorio y determinista para
resolver situaciones a través de estos modelos, ya que de lo contrario no es posible plantear

un modelo que permita responder a interrogantes planteadas en una situacion de aleatoriedad
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versus determinismo, pues no hay manejo de estos modelos a nivel tedrico y por ende no es
posible desencapsular los conceptos involucrados en ellos. También podemos reportar, que no
es suficiente con una concepcion accion del grafico de dispersion y de la modelacion expuestas
en la DG, sino mas bien es necesario que los estudiantes al momento de abordar los
contenidos referidos a la regresion lineal simple hayan construido previamente una concepcién
proceso de estos conceptos (grafico de dispersion y modelacion) que les permita no sélo
manipular herramientas sino también analizar desde lo conceptual el comportamiento de los
datos, ya que solo asi el contexto cobra importancia en el analisis de la informacion, con lo
cual podriamos plantear un refinamiento de la DG, rescribiendo los conceptos de modelacion

y grafico de dispersién como concepciones proceso.

Del andlisis realizado también recogemos el hecho de que la diferenciacion de suceso y variable
cobra relevancia, desde el punto de vista de la identificacion de qué es lo que se esta
investigando (suceso) y a través de qué caracteristica lo vamos a investigar (variable), ya que al
no tener en claro (o claros) estos conceptos, segln los resultados arrojados por las evidencias
empiricas del cuestionario, el estudiante no logra modelar, pudiendo ser un factor influyente
en la modelacion, es decir, sino se tiene claridad en lo que se va a investigar ;para qué

investigar?

Segln los antecedentes expuestos, la ensehanza de la funcion lineal se presenta como un
obstaculo didactico ante la ensenanza de la regresion lineal. Al respecto observamos que el
hecho de enfrentar al estudiante a problemas en diversos contextos, le entrega mejores
herramientas de discriminacion del tipo de variable involucrada, poniéndolo en conflicto con
sus conocimientos previos, por lo tanto, cuando el estudiante no es motivado a analizar el
paradigma de trabajo (determinista o aleatorio) al momento de comenzar su aprendizaje en
torno a la regresion lineal, no tendra claridad de por qué debe modelar datos que se ajustan a
una recta con un modelo distinto al de la funcién lineal (vista previamente en el curriculum
académico). Ademas, pudimos comprobar que efectivamente en nuestros informantes la
funcion lineal se presenta como un obstaculo al obviarse el paradigma de trabajo al cual
responden los problemas que se modelan a través de esta funcion, sin embargo si la funcion
lineal es construida haciendo hincapié en el contexto de la situacion que se desea modelar a
través de ella, en el cual estan involucradas variables de tipo determinista, y analizando qué es
lo que se quiere predecir, consideramos que el obsticulo no deberia presentarse en el

estudiante.

Con todo esto, consideramos que la caracteristica principal que debe tener una propuesta

didactica en torno a la ensenanza de la regresién lineal simple que permita comprender y
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diferenciar los conceptos aleatorio y determinista es la dimensién semantica, ya que el
contexto cobra relevancia en la eleccion de los modelos que permiten trabajar la situacion

para calcular o para estimar algin dato.
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