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La nocion de funcion trigonométrica ha estado asociada a diversas practicas que
la han convertido en un concepto complejo que tiene sus origenes en los prime-
ros calculos astronémicos y que adquiere su formalizacion con el planteamiento
de respuestas a problemas generados en contextos fisicos. El andlisis de los epi-
sodios asociados a la evolucién del concepto de funcion trigonométrica nos
permite identificar una serie de herramientas que se vuelven pertinentes para el
planteamiento de escenarios en donde se resignifiquen algunas caracteristicas
de la funcion en torno a su uso y a una nueva interpretacion de la misma.

INTRODUCCION

En esta ponencia se pretende realizar una resefia de algunos momentos histori-
cos que resaltan el uso en ciertas mediciones que se le dio a la razon trigono-
métrica y su relacion con algunos resultados geométricos que permitieron es-
tablecer un paso hacia el concepto de funcion trigonométrica.

La trigonometria es una rama de las matematicas que cuenta con diversas apli-
caciones en campos como la topografia, la cartografia, la astronomia y la fisi-
ca, haciéndose necesario su estudio en los niveles basicos de carreras relacio-
nadas con la ingenieria o la administracion. Los estandares curriculares locali-
zan la trigonometria como un tema fundamental de la matematica de grado
décimo y la proponen como una herramienta para resolver problemas tanto de
las matematicas como de otras disciplinas.

Por estas razones, es muy importante relacionar la trigonometria con otras
ciencias para responder a los requerimientos presentes en nuestro sistema es-
colar, tanto en el colegio como en la universidad. Ademas, esto revela una ne-
cesidad social del conocimiento escolar el cual, segin Suarez (2008), el estu-
diante debe adquirirlo para que le sirva en ambitos formativos y profesionales
y que le ayude a construir y transformar su vida.
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Sin embargo, es comun en el ambiente escolar encontrar actividades alrededor
de la trigonometria desprovistas de significado para el estudiante. Segin Or-
hun (2000, citado en Maldonado, 2005), en la educacion secundaria, la ense-
fanza de la trigonometria se limita, en buena medida, a la obtencion de razo-
nes para un angulo particular.

Esta falta de significacion, especialmente de las funciones periddicas, la repor-
tan Cordero y Martinez (2001) como causada por privilegiar argumentos de
corte analitico en los que los conceptos matemadticos se consideran objetos
elaborados, alejados totalmente de argumentos situacionales.

Es en el transito entre diferentes disciplinas cientificas como se puede estudiar
la generacion de un conocimiento matematico, dotado de un contexto signifi-
cativo y de las actividades y herramientas que permiten su construccion
(Buendia, 2004). Por ejemplo, los conceptos trigonométricos han evoluciona-
do dando explicacion a fendmenos fisicos relacionados con el movimiento de
los planetas, el calor, el sonido, entre otros, y en donde a partir de las pregun-
tas que se plantearon para resolver un problema, nos situamos en una época y
en un contexto social para tratar de reconstruir el desarrollo de nociones trigo-
nométricas.

UTILIZACION DE LA RAZON EN LA TRIGONOMETRIA CLASICA

La razén trigonométrica y las propiedades de los triangulos son la base del
estudio de la trigonometria clasica. Gracias a estos conceptos se pudieron ¢je-
cutar novedosos calculos astronémicos para la medicion de distancias estela-
res.

Fue Aristarco quien por primera vez utilizo la geometria con un fin trigonomé-
trico: poder deducir una relacion entre las distancias entre el sol y la luna, y la
luna y la tierra. Aristarco comienza haciendo su andlisis a partir de la idea de
que la media luna tenia que ser el vértice de un angulo recto formado por las
lineas de sol-luna y luna-tierra. Aunque el célculo result6 erroneo, el método
fue correcto y utiliza la razén trigonométrica que hoy conocemos como la tan-
gente de un angulo.

Eratostenes tomo la idea de que la tierra no era plana, para plantear su proce-
dimiento; en primer lugar, asegurd que las sombras de dos estacas clavadas en
el suelo sobre el mismo meridiano no tendrian, a la misma hora, la misma lon-
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gitud, para lo cual utilizé la tangente como razén entre la longitud de la som-
bra y la de la estaca.

tan x =

S S
tany =— _—=
Y= h

Siendo S; y S, las sombras respectivas de la primera y la segunda estaca y / la
altura de las estacas, con las igualdades anteriores y utilizando la funcion arco-
tangente se encuentra el valor de los angulos x, y. Ahora, si se toma el triangu-
lo cuyos angulos son y, z y (180 — x) (por formar par lineal con x) se tiene que:

180 = y+z+(180-x)
Z=XxX-Yy

Teniendo la longitud del arco entre las dos estacas y la medida del angulo z se
puede establecer la siguiente regla de tres:

Medida del » Medida del
arco L angulo z Obteniendo:
Co Lx360
Medida de la z
circunferencia > 360°
terreste (C)

Pero como la longitud de una circunferencia estd dada por la formula C=2zR,
siendo R el radio terrestre, podemos igualar ambos resultados y obtenemos

Lx360 —27R. R= L x360
z 2wz

Eratdstenes pensé que si en alguno de los lugares en donde estaban las estacas,
los rayos solares inciden de forma perpendicular, el angulo y seria 0 y ten-
driamos que el angulo central seria igual al angulo x, y cuya medida se obtiene
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con la utilizacidon de la razén trigonométrica. Realizando los respectivos célcu-
los, Eratdstenes estim6 en 40.000 kilémetros aproximadamente, el radio de la
tierra y esta medida se estima actualmente en 40.075 kilometros.

Estos calculos y algunos otros fundamentaron la trigonometria al dar aproxi-
maciones del seno de ciertos angulos y utilizar triangulos y relaciones entre
sus lados. Para Montiel (2005), el elemento mds importante en la construccion
de nociones trigonométricas es la proporcion expresada como razon en un sen-
tido matemadtico abstracto y no como la relacion de dos catetos en un tridngu-
lo.

Aunque existio un avance significativo en la vision de la trigonometria como
rama independiente, ésta alin mantiene una estrecha relaciéon con algunos
calculos astrondmicos. Fue hasta el siglo XVII cuando adopta un carécter de
tipo analitico, al estudiar las razones trigonométricas desde una 6ptica distinta
al contexto geométrico representado por las cuerdas subtendidas en un arco.

Segin Katz (1987) se debe interpretar esto como una mirada distinta de las
propiedades de las relaciones trigonométricas. Un ejemplo de esto son propie-
dades como la periodicidad y lo acotado de los valores de las cuerdas, ya que
en el contexto astrondémico, una vez encontrados el periodo y la posicion del
planeta no se estudiaba la relacion trigonométrica que se involucraba en los
calculos.

DE LA RAZON A LA FUNCION TRIGONOMETRICA: UN CONTEXTO
FISICO

La fisica, a lo largo de la historia ha abastecido a la matematica de situaciones
y planteamientos en donde han nacido conceptos matematicos, creciendo una
relacion constituyente entre las dos ciencias, pero segiin Arrieta (2003), el pe-
so de los fendmenos fisicos en clase es escaso, a pesar de las nociones y pro-
cedimientos matematicos que ha surgido del proceso de comprender fendme-
nos reales.

Ademas, se ha adquirido una interpretacion disyunta del conocimiento mate-
matico; por ejemplo, la periodicidad es un concepto que estd presente en la
matemadtica y la fisica escolar, formando parte de una sola cultura cientifica
del estudiante, pero en el discurso escolar suelen estar separadas, a tal punto
que lo periddico viene a ser relativo dependiendo del referente (matematico y
fisico) que se tenga en cuenta.
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Buendia (2004) propone un ejemplo de esta circunstancia: en Calculo una
funcién es o no es periddica segiin cumpla o no la definicion, mientras que al
estudiar lo periddico con osciladores, se habla de funciones casi periddicas,
pareciendo que existe una confrontacion entre la periodicidad definida a partir
de una funcién y los comportamientos peridodicos asociados a fenomenos con
lo que se impone una separacion disciplinar que no favorece un conocimiento
cientifico articulado, si solamente se estudia este concepto de forma individual
y sin conexion entre las dos disciplinas.

Los conceptos fisicos estan asociados a uno o varios conceptos matematicos
guardando asi una relacidén constituyente mas que experimental (Levy- Le-
blond, 1999). Esta integracion entre la fisica y la matematica le dara al docen-
te de matematicas nuevos escenarios de ensefianza, y propiciara la conforma-
cion de comunidades de estudios con docentes no sélo de fisica sino de otras
areas, que ampliaran considerablemente los contextos en donde se puede apre-
ciar la matematica.

EL PROBLEMA DE LA CUERDA VIBRANTE

En el siglo XVII, Huygens y Hooke empiezan a realizar el estudio del movi-
miento oscilatorio a partir del péndulo y el resorte respectivamente, y son es-
tos nuevos usos los que determinan el cambio de percibir las relaciones trigo-
nométricas como lineas en un circulo a cantidades que describen movimientos
periodicos.

En 1739, Euler expone su trabajo sobre un oscilador armonico dirigido sinu-
soidalmente, que generd un problema llamado “la cuerda vibrante” en el que
se considera el movimiento de un objeto en dos partes, una proporcional a la
distancia y la otra como variacion sinusoidal en el tiempo, al cambiar el foco
de atencion del periodo al movimiento.

El problema de la cuerda vibrante es uno de los problemas mas importante en
el desarrollo de conceptos tan importantes como el de funciéon o el de serie
trigonométrica. Su solucidén gener6 una gran discusion entre los matematicos
mas destacados del siglo XVIII.

Daniel Bernoulli en su obra Teorema sobre oscilaciones de cuerpos conecta-
dos por un hilo flexible y de una cadena verticalmente suspendida explica en
qué consiste el problema. Asi lo resefia Sanchez (2007, p. 126) recurriendo a
la siguiente cita de D. Bernoulli:
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Una cuerda musical tensa puede producir sus vibraciones isocronas de muchas
maneras, incluso, de acuerdo con la teoria, hasta de diferentes maneras, el pri-
mer y mas natural armonico tiene lugar cuando la cuerda produce en sus oscila-
ciones un solo arco; se produce entonces la oscilacion mas lenta y se emite el
tono mas bajo de entre los posibles, fundamental respecto al resto. El siguiente
armonico exige que la cuerda produzca dos arcos a lados opuestos (de la posi-
cion de equilibrio de la cuerda) siendo entonces la oscilacion el doble de rapida
y emitiéndose ahora la octava del sonido fundamental.

Este problema data de 1727 cuando Johann Bernoulli envia dos cartas a su
hijo Daniel en donde resume los avances alcanzados por €l y por otros mate-
maticos acerca de la cuerda vibrante.

En 1749 D’ Alembert en su obra Investigaciones sobre la curvatura que forma
una cuerda extendida puesta a vibrar estudia las oscilaciones pequefias que
adquiere una cuerda homogénea de longitud fija 1 en sus extremos, hallando la
ecuacion diferencial que rige este movimiento:

*y(t,x) _ 2 *y(t.x)

012 ox2

Y cuya solucion tiene la siguiente forma:

h (at+x) - % h (at—x)

N | =

y(t,x)=

Se destaca que la funcion A es una funcion periddica, impar y debe coincidir
en el intervalo 0 <x <1 con la funcion que describe la forma inicial de la cuer-
da. Ademas D’Alembert intenta demostrar que las curvas que describen la
forma de la cuerda no son solamente sinusoidales sino que también pueden ser
distintas a una combinacion de senos y cosenos.

Tiempo después Euler en su articulo sobre las oscilaciones de cuerdas, estudia
las condiciones iniciales de la cuerda y gracias a argumentos fisicos y acep-
tando curvas no algebraicas antepone un nuevo concepto de funcion al consi-
derar estas curvas como expresiones que analiticamente son polinomios con
infinitos términos.

En 1753 Daniel Bernoulli establece que existe un enfrentamiento entre las
ideas sobre soluciones sinusoidales y la variedad de soluciones distantes a las
sinusoidales descritas en los trabajos de Euler y D’ Alembert. Bernoulli plan-
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tea, apoyandose solamente en argumentos fisicos, que cualquier movimiento
correspondiente a una curva inicial no es mas que una suma de armonicos pe-
riodicos sinusoidales (Jacome y Montiel, 2007).

Aunque existia un consenso en que mediante una funcion se podia expresar
todo tipo de curva, Daniel Bernoulli habia planteado una soluciéon menos ge-
neral que la de Euler y D’Alembert, al limitarse Unicamente a funciones de
tipo trigonométrico implicando el cardcter periddico de dichas funciones. A
pesar de que las soluciones de Euler utilizaban una funcion arbitraria, no nece-
sariamente eran funciones perioddicas y eso lo obligd a demostrar que cual-
quier tipo de funcion podia admitir una representacion en series trigonométri-
cas.

En 1753, Joseph Lagrange, gracias a un intercambio de correspondencia con
Euler, plantea en su obra Investigaciones sobre la naturaleza y la propagacion
del sonido una mediacion entre las soluciones propuestas al problema de la
cuerda con lo que obtiene, de forma analitica, la representacion en funciones
trigonométricas de la solucion general.

Por lo tanto, el problema de la cuerda vibrante es un hito en la historia de las
matematicas, al plantear una discusion sobre la definicion de funcion, y fun-
damentar el trabajo de Fourier acerca del andlisis armonico en la identifica-
cion de la propiedad de periodicidad dentro de las caracteristicas de las fun-
ciones que pertenecen a la solucion del problema.

Segtin Buendia (2004), varios autores coinciden en sefalar este momento co-
mo el de la introduccion del tratamiento formal que define las funciones trigo-
nométricas numéricamente y no simplemente como lineas de un circulo.
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