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Volver sobre el concepto de funcion logaritmica, con los recursos de construc-
cion geométrica y movimiento que nos brinda la tecnologia, para una aproxi-
macion a la curva logaritmica a través de la relacion entre una progresion geo-
métrica y una progresion aritmética es reconstruir el concepto de logaritmo
usando algunos de los elementos que inspiraron a Napier en el siglo XVII, los
cuales consideramos deben estar ligados a la explicacion que se presente ac-
tualmente en las aulas. Una construccion que evidencie esta relacion entre las
progresiones favorece la comprension del concepto logaritmo y puede contri-
buir en la generacion de reflexiones como, por ejemplo, por qué la base e y qué
es lo “natural” del logaritmo natural.

INTRODUCCION

La investigacion en Educacion Matematica alrededor de los procesos de
aprendizaje de los estudiantes, relativos a los conceptos logaritmo y funcion
logaritmica se ha incrementado en los ultimos afios debido a que se detect6 la
casi inexistencia de estudios sobre tal problemadtica a pesar de la importancia
que estos conceptos tienen a nivel de la educacion superior, el sinnimero de
aplicaciones en la modelacion de fendmenos y como los profesores contintian
manifestando la existencia, en sus grupos, de estudiantes con dificultades rela-
cionadas con la notacion y el significado de la palabra logaritmo (Kenney,
2005; Toumasis, 1993), el claro arraigo a los procedimientos memoristicos de
algoritmos (Kastber, 2002; Berezovski, 2004), el concepto de logaritmo desli-
gado de su génesis historica (Berezovski, 2004; Toumasis, 1993) y, en el me-
jor de los casos, con inquietudes acerca de por qué, entre tantas opciones que
podrian existir, el nimero e es utilizado como la base de los logaritmos natura-
les (Toumasis, 1993; Fernandez y Pacheco, 2000; Katz, 1995).

Desde el punto de vista de su ensefianza, en el caso de las funciones logaritmi-
cas se ha realizado una inversidn respecto a su génesis historica dado que lo
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habitual es que se ensefie con posterioridad a la funcion exponencial, mediante
la funcidén inversa cuando, en realidad, el concepto de logaritmo surgi6 previo
a la notacion de los exponentes (Vargas y Gonzélez, 2007; Fauvel, 1995) e
historicamente se identificaban como curvas logaritmicas las representaciones
graficas que relacionaban las progresiones aritméticas con las geométricas o
viceversa. La presentacion de las funciones logaritmicas, que se acostumbra
hacer en las aulas, como inversa de las funciones exponenciales ha conducido
a que se descuiden aspectos que la dotan de significado y que tienen que ver
tanto con dicha génesis historica, como puede ser la relacion entre la estructu-
ra multiplicativa de la variable independiente y la aditiva del logaritmo, como
con su importancia al ser una funcién que permite transformar multiplicacio-
nes en sumas.

El logaritmo definido por Napier (1550-1617) utilizando una representacion
de dos puntos en movimiento —uno con velocidad constante y el otro con ve-
locidad variable que va disminuyendo proporcionalmente a la distancia del
punto inicial, desplazdndose a través de una semirrecta el primero y a través
de un segmento el segundo— ademas de haber tenido una evolucién en el d&m-
bito de la matematica que le ha permitido su vigencia en esta ciencia, ha sido
sustituido, en las aulas, por oprimir una tecla en la calculadora o digitar ya sea
y=Ilogx o y=Inx para obtener, de inmediato, en una pantalla gracias a algun
programa graficador, un nimero o una grafica. Estas facilidades tecnologicas
usadas sin reflexion alejan al estudiante de la comprension del concepto de
logaritmo y funciones logaritmicas, razon por la cual se requiere que los pro-
fesores e investigadores deban plantear opciones que permitan, mediante el
software, utilizar tanto las ideas de las construcciones de los conceptos origi-
nales como el concepto actual.

Si se considera como tarea del profesor, por excelencia, el acercar a sus estu-
diantes al estudio de una ciencia, se deben propiciar actividades de estudio que
ayuden a los estudiantes a hacer conexiones entre ideas y descubrir sus interre-
laciones l6gicas. Esto, puede hacer mas plausible contextualizar la ensefianza
de las matematicas mediante la presentacion de un concepto en donde se ex-
ploran respuestas a preguntas tales como ;de donde vino?, ;quién, por qué y
como alguien pudo mencionar esto? En esta linea de ideas sobre elementos
que conforman el concepto de logaritmo desde su génesis historica se pretende
desarrollar el contenido de este documento que puede brindar una estrategia
mas de acercamiento a su estudio.
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CONSTRUYENDO APROXIMACIONES A LA CURVA LOGARITMICA

Logaritmo neperiano y sistema de logaritmos

El interés de John Napier por resolver los problemas astrondémicos de la época
utilizando las recién descubiertas Reglas de Prosthaphaeresis' y los avances de
la fisica, le permiten crear un sistema mecanico para efectuar calculos aritmé-
ticos que llevo a la invencion de los logaritmos:

Sean el segmento AB y una semirrecta CDE dados. Sea un punto P que parte de
Ay se mueve a lo largo de 4B con velocidad variable que decrece en propor-
cion a su distancia B; supongamos que un punto Q parte al mismo tiempo de C
y se mueve a lo largo de la semirrecta CDE con velocidad uniforme igual a la
velocidad inicial del punto P; entonces a la distancia variable CQ se le llama el
logaritmo de la distancia PB. (Boyer, 2003, p. 303)

----------

Figura 1. Representacion del logaritmo de Napier

El término logaritmo acufiado por Napier proviene de “logos”, razon y “arit-
mos”, numero, y hace referencia al “niimero de la razén”, es una medida del
“numero de veces” que la “accidn razoén” ha ocurrido. Este término, que incur-
sioné como una practica para agilizar los calculos astronomicos, habia evolu-
cionado desde una etapa inicial, en la cual se plantea la relacion entre los tér-
minos de una progresion geométrica y los correspondientes términos en la
progresion aritmética sin que emergiera aun ningin concepto, siendo en el si-
glo XVII cuando se nomina el nuevo concepto y, desprendiéndose de la mira-
da en las progresiones discretas, se elabora un modelo que involucra variabili-
dad, covariacién y una busqueda de continuidad, generando una definicion
geometrica y la elaboracion de tablas de calculo. El no cumplimiento, en todos
los casos, de la equivalencia del logaritmo de un cociente y producto, con la
diferencia o suma de los logaritmos, se supera en la etapa siguiente que se ca-

1 Palabra griega que significa suma y resta.
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racteriza por cambios que conllevan la aceptacion de las igualdades log 1 = 0;
log 10 =1, y la utilizacion de 10 como base de los logaritmos, situacion que se
traduce en un esquema de logaritmo con propiedades como las que se conside-
ran actualmente. Se generaliza la idea y se define el concepto de logaritmo
como exponente, considerando la logaritmacion como una de las dos opera-
ciones inversas de la elevacion de potencias, lo cual hace posible aplicar a los
logaritmos procedimientos algebraicos. Finalmente, se llega a una de las prin-
cipales etapas del desarrollo matematico del concepto, puesto que el estudio
del logaritmo como area bajo la curva y, a través de series, elevd el concepto
de logaritmo al rango analitico. Esta etapa y el desarrollo del Analisis, dan pa-
so a la introduccion de los logaritmos en el &mbito de las funciones trascen-
dentes (Vargas y Gonzalez, 2007, p. 142).

En la presentacion que hacemos, acogemos dos de las fases en la invencion de
los logaritmos que estuvieron presentes en Napier (Moulton, 1915). Una pri-
mera, de caracter aritmético, como correspondencia entre progresiones aritmeé-
ticas y geométricas y, la segunda, de caracter geométrico, que incorpora mo-
vimiento de puntos.

Definiciones de logaritmo como vinculo entre una progresion aritmeética y una
geométrica fueron utilizadas en el siglo XIX. Serret (1887), por ejemplo, esta-
blecia la siguiente:

I. Dadas dos progresiones crecientes e indefinidas:

2 3 4
1L,r,ro,r,r...

0,d,2d, 3d, 4d,...
una por cociente, comenzando por 1, y la otra con diferencia d comenzando por
cero, se llama logaritmos de los numeros que forman parte de la progresion por
cociente a los numeros que le corresponden respectivamente en la progresion
por diferencia.

Las dos progresiones de las cuales se trata constituyen un sistema de logaritmos
sujetas solamente a la condicion de comenzar la primera por 1 y la segunda por
0. (Serret, 1887, p. 270)

REPRESENTACION DE UN SISTEMA DE LOGARITMOS CON GEOMETRIA
DINAMICA

Una representacion grafica del concepto de logaritmo dado por Serret, en un
contexto de geometria dindmica, se muestra a continuacion. Tomemos la pro-
gresion geométrica 1, 7, rirs y la aritmética 0, d, 2d, 3d, ... en donde di-
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remos, con Serret, que logaritmo de 1 es 0, logaritmo de r es d, logaritmo de ”
es 2d, etc. En el eje horizontal colocamos la progresion geométrica y en el ver-
tical la aritmética (los logaritmos).

Construimos geométricamente las potencias de » de la siguiente manera: se
traza una circunferencia de radio 1 centrada en el origen O y sefialamos un
punto P de ella, cualquiera, ubicado en el primer cuadrante; trazamos luego el
rayo OP cuyo angulo de inclinacion llamamos 8. La tangente a la circunferen-

cia por P determina un punto de interseccion Q con el eje x. Entonces:
secd=00Q/0OP=00/1=0Q. El movimiento de P, en el primer cuadrante,

permite recorrer todos los valores de OQ mayores que 1:

¥
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N

Figura 2

Construimos el angulo @ para cada valor particular de » >1 asi: determinamos
el punto Q tal que OQ = r; con la construccion para trazar tangentes a una cir-
cunferencia desde un punto exterior a ella, trazamos la tangente a la circunfe-
rencia desde Q, con punto de tangencia P en el primer cuadrante, y luego, la
semirrecta OP, la cual tiene el angulo de inclinacién € requerido.
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Trazando ahora la perpendicular al eje x por Q se determina el punto de inter-
seccion R con el rayo OP. El segmento OR tiene como longitud (secd)’ =r”.
Si de nuevo se traza la perpendicular (Figura 3) al rayo OP por R y se deter-
mina la interseccion S con el eje x se tiene que OS tiene longitud (sec8)’ =7°.

Continuando este proceso se construyen las potencias de r, con exponente en-
tero positivo.

Serret extiende luego el concepto de logaritmo a los nimeros obtenidos para
las potencias de 7 que tienen exponente entero negativo: 1, ™%, ™2, ...; para
esto se amplia la progresion aritmética a los multiplos negativos de d: -d, -2d,
-3d,...y decimos que el logaritmo de 7™ es —d, el logaritmo de r™2 es —2d,

etc... La construccion geométrica de estas potencias de r (Figura 4) se conti-
nlla como antes pero hacia el interior del circulo:

¥

! ¥
n =+
%_ /r:‘ g r r2 s r+

Una vez obtenidas las potencias, graficando los puntos de la forma (r*,nd),

Figura 4

con n entero y uniendo con segmentos dichos puntos (Figura 5), se tiene una
primera aproximacion, con segmentos rectilineos, a la curva logaritmica.

Una vez definido el logaritmo para las potencias enteras de r, Serret define los
logaritmos de los nimeros que son medias geométricas entre potencias sucesi-
vas de r (potencias de » con exponente fraccionario) como las correspondien-
tes medias aritméticas. Las medias geométricas se construyen con el método
de Descartes (1637/1952) el cual describimos a continuacion.
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Figura 5

METODO DE DESCARTES PARA CONSTRUIR MEDIAS GEOMETRICAS

En los libros Il y III de la Geometria, Descartes describe un mecanismo for-
mado por reglas articuladas que le permite construir » medias geométricas en-
tre dos nimeros ay b, 0<a<b:

Figura 6. Mecanismo para construir » medias geométricas de Descartes
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Las longitudes o =YA,YC,YD,YE,YF,... forman una progresion geométrica de

razon secf. Ajustando el dngulo @ se pueden conseguir las medias geométri-
cas que se deseen. En la figura se ha ajustado € para conseguir 3 medias geo-
métricas. El ajuste puede conseguirse por medio de la interseccion de la semi-
circunferencia de didmetro b con la curva descrita por el punto D al variar € si
se trata de conseguir una media geométrica; con la curva descrita por F si se
trata de dos medias geométricas; con la curva descrita por H si se trata de tres,
etc. En un ambiente de geometria dindmica las curvas descritas por D, F, H,...
se determinan con la herramienta lugar geométrico.

En la Figura 7 se tiene una mejor aproximacion a la curva logaritmica, obteni-
da al afadir los logaritmos de las dos medias geométricas entre potencias ente-
ras, sucesivas, de r.

Finalmente, define Serret el logaritmo de los niimeros que no son potencias
fraccionarias de  con sucesiones convergentes de potencias fraccionarias de 7.

Una aproximacion a la base b del sistema de logaritmos que determinan las
dos sucesiones, o sea, el nimero b para el cual log, =1 se ve en la Figura 7:

Figura 7

I. Se traza la perpendicular al eje y por el punto de ordenada 1; por la
interseccion de esta recta y la linea poligonal se baja una perpendicular al eje
x, la cual lo intercepta en un punto que es aproxidamente b.

Aun cuando la definicion de logaritmo de Napier no es la definicion que em-
pleamos actualmente (Hobson, 1914), una adaptacion de su método original,
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basado en movimiento de puntos, podria usarse hoy en dia como una alterna-
tiva para introducir los logaritmos naturales (Katz, 1995).

Asumamos que un punto P parte de 0 y se mueve hacia la derecha con veloci-
dad constante v. Al mismo tiempo, parte un punto Q, desde 1, también hacia
la derecha, con la misma velocidad v (Figura 8), la cual se incrementa de mo-
do que en cualquier punto es proporcional a su distancia de 0. Supongamos
que para el mismo tiempo transcurrido desde que salieron los dos puntos, P se
encuentra a una distancia y de 0 y que Q se encuentra a una distancia x de 0.
Definimos, de forma analoga a Napier, el logaritmo de x como y:

p—

y = logaritmo de x

Figura 8

Con ayuda del calculo podemos mostrar que el logaritmo asi definido es el
logaritmo natural:

d
Velocidad de P= X =y , ¥(0)=0. Resolviendo tenemos: y =v¢

Velocidad de O = —=kx, x(0)=1, x'(0)=v. Resolviendo: In x=Akt+c. Como
x(0)=1, ¢=0 yyaque x'(0)=v, k=v, luego Inx=vt=y

MAS PREGUNTAS A MANERA DE CONCLUSIONES

En el desarrollo de esta indagacion, los argumentos geométricos y el uso de
programas de geometria dinamica nos permitieron, no solo realizar una cons-
truccion para la aproximacion de la curva logaritmica dependiente de d y r,
sino también abrir caminos para continuar con la investigacion sobre el tema
al plantear preguntas tales como:

[Subyacen en esta aproximacion a la curva logaritmica elementos que justifi-
quen disefar una instruccion guiada hacia mecanismos de interiorizacion,
coordinacion, encapsulacion de la funcién exponencial?

(Coémo continuar, profundizar o lograr otras aproximaciones relacionadas con
la explicacion acerca de lo natural de los logaritmos naturales?
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(Admiten los pasos aqui detallados procesos de institucionalizacion del saber
que favorezcan el aprendizaje/comprension de la funcion logaritmica?

LEl uso, en el aula de clase, del registro de representacion grafica y su coordi-
nacidn con otros registros de representacion, llevara implicito la generacion de
obstaculos didacticos?
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