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Resumen En este trabajo se analizan estudios que se hamralésdo a nivel internacional en
Algebra y las aportaciones de las investigaciones deben ser consideradas para un
mejor desarrollo del curriculo de Algebra: el leajgy las multiples representaciones, la
semidtica, los mediadores tecnoldgicos (calculaslorg ordenadores), Ia
contextualizacion, las dificultades y los errories Pre-Algebra, el “Early Algebra”, el
énfasis en nuevos contenidos: caos (fractalesfipgyratc., la enculturacién, los procesios
de pensamiento algebraico, el empirismo, las agetdes y los proyectos “Open-ended”...

Estas aportaciones se organizan desde cinco pgvsigeta relacion entre la Aritmética y 0
el Algebra: dificultades y errores, las fuentes gignificados para el Algebra, los
mediadores tecnoldgicos, la organizacion de lafemss y la formacion del profesorado.

=

Palabras clave Algebra, aprendizaje y ensefianza, dificultadesrgres, desarrollo curricular, educacin
obligatoria y formacion del profesorado.

Abstract This paper analyzes the studies that have beenogeek at an international level in
Algebra and the contributions of the investigatitimst should be considered for a beiter
development of the curriculum of Algebra: languageyltiple representations, semiotic,
technological environments (calculators and comgliteontext, difficulties and errors,
Pre-Algebra, Early Algebra, emphasis in new comsters chaos (fractals), graphs, etc.,
enculturation, processes of algebraic thought, goigin, activities and projects "Open-
ended"...

These contributions are organized according tofitre perspectives: relations betwezn
Arithmetic and Algebra as difficulties and errorspurces of algebraic meaning,
instruments of technological mediation, organizati teaching and teacher education.
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Keywords Algebra, learning and teaching, difficulties ancbes, curricular development, obligatory
education and teacher education.

1. Introduccion

En general la investigacion en Algebra, se ha atmpde los fenémenos de ensefianza,
aprendizaje y comunicacion de los conceptos y plingentos algebraicos en el Sistema Educativo y
en el medio social.

El Algebra tiene una gran presencia como contemdtematico en diferentes etapas en el
Sistema Educativo, especialmente desde la Secardhligatoria hasta la Universidad, aunque en los
altimos veinte afios han surgido propuestas de pocar ciertas cuestiones del Pensamiento
algebraico en la Educacion Primaria. En este toabag vamos a referir, por ello, a la Educacion
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Obligatoria, tomando en consideracion, tanto Ipeet®s del Lenguaje algebraico como: las letras con
significado algebraico (variables), las expresioalgebraicas, las ecuaciones lineales y cuadraticas
los procesos de pensamiento algebraico y la raéolute problemas, como ciertos aspectos del
conocimiento numérico que constituyen la base [mrritmética Generalizada, es decir, aquellos
conocimientos que facilitan la transicion del pemisato numérico al algebraico y que tienen que ver
con ideas acerca de los distintos tipos de numedaslas relaciones numéricas, en particular leasd
de estructuras y procesos numericos.

Una revisiéon de los estudios realizados sobre sfjlaje algebraico se puede organizar desde
ambitos diferentes, uno seria el que hace refexentds tres campos por antonomasia de la didactica
Epistemoldgico (historia y epistemologia), Cogmiti{cognicion y aprendizaje) y Didactico
(ensefianza y desarrollo curricular), poniendo &sts en algunos de los aspectos mas relevantes de
los tres ambitos; otro puede ser tomar en consiiferdas cuestiones basicas que han incidido més en
las investigaciones en Algebra, en estos Ultimeisita afios, como por ejemplo: la relacién entre la
Aritmética y el Algebra: dificultades y errores, baisqueda de significados para el Algebra y la
organizacién de la ensefianza y la formacion ddepooado, esta es la consideracion que vamos a
tomar en este trabajo por su relacion mas direstaetdesarrollo curricular en Algebra.

La organizacion del trabajo para su presentaciGeaéea en torno a las siguientes cuestiones:
investigaciones en Pensamiento Algebraico, aporasi de la investigacion al desarrollo curricular
en Algebra y consideraciones finales sobre el Paies@o Algebraico.

2. Investigaciones en Pensamiento Algebraico

A grandes rasgos, sin la intencion de ser exhasstse puede decir que a nivel internacional
las investigaciones en Pensamiento Algebraicoasehientado en estos Ultimos treinta afios:

« Al analisis de las caracteristicas esenciales d@gls@miento Algebraico, niveles de
organizacién y problemas que ocasionan en la engafjeen el aprendizaje.

e La descripcion y estudio de respuestas y procesa®ldcion de estudiantes y profesores
en tareas especificas en Pensamiento Algebraico.

Diferentes trabajos como los de Wagner y Kierai89).9Kieran y Filloy (1989), Socas y otros
(1989), Kieran (1992, 2006, 2007), Rojano (1994diarz, Kieran y Lee (1996), Palarea (1998),
Socas (1999), Socas y otros (2007), muestran guedatigacion en Pensamiento Algebraico trata de
encontrar soluciones a preguntas como: ¢Qué puetam y qué no pueden hacer los estudiantes y
los profesores en los distintos ciclos o niveldsidgema educativo en Pensamiento Algebraico?

Si tomamos como referencia los contenidos tratpddemos agrupar estas investigaciones en
tres grandes nucleos:

1. La transicion del Pensamiento Numeérico al Algatmr, analizando los aspectos del primero
gue son la base para los conocimientos de la Aliten&eneralizada.

2. Los procesos especificos del Pensamiento Algebreaomo la sustitucion formal, la
generalizacién y la modelizacion.

3. La basqueda de propuestas que mejoren la ersefaaprendizaje del Algebra en la
Educacion Secundaria.

Una visién general sobre las investigaciones ensdteiento algebraico en la Educacion
Obligatoria se puede extraer de los siguientesjivab
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Wagner y Kieran (1989), nos aportan un primer d@num que presenta gran parte de los
resultados de las investigaciones en Algebra hastacada de los ochenta, sefialando perspectivas de
investigacion en Algebra. Este trabajo coordinado Wagner y Kieran constituye de hecho "Una
agenda para la investigacion del aprendizaje y raefanza del Algebra". Las perspectivas
investigadoras en Algebra presentadas en la agentasaron en: contenido, aprendizaje, ensefianza,
pensamiento algebraico, afectividad, representad&onologia, desarrollo curricular, evaluaciéon y
formacion del profesor.

Kieran y Filloy (1989), describen algunas de lasitdbuciones mas significativas de la
investigacion sobre procesos cognitivos implicagiv®l aprendizaje del Algebra escolar hasta finales
de los ochenta, entre las que cabe destacar ebraanmético de referencia. Estas aportacionesrpone
de manifiesto la presencia de un cuerpo crecieateamhocimientos sobre los procesos cognitivos
involucrados en el aprendizaje del Algebra de Sémia (variables, expresiones y ecuaciones,
resolucion de ecuaciones y funciones y graficas).

En el marco de las consideraciones tedricas, sefeafalta de modelos tedricos paradigméticos
(en el sentido de Kuhn, 1962) en la investigaciéinidgebra, y centran su atencién en los fenémenos >
didacticos cuyas causas puedan atribuirse a larimatgatematica implicada en el proceso de
ensefianza-aprendizaje del lenguaje algebraico.nPdmenanifiesto que entre las nuevas tendencias o
en Pensamiento Algebraico destacan la influencia dlaguistica y la teoria del procesamiento de la
informacién, como disciplinas relacionadas con i@ébtica de la Matemética. La psicolinglistica y la
inteligencia artificial permiten delimitar un modgbrocesual de las habilidades humanas que explica m
la aparicion de errores en los procedimientos dliictds de los usuarios del lenguaje algebraico.
También prestan atencion al significado, con pegfeia al abstracto, que ha proporcionado un punto

de vista pragmatico, y ha conducido a un cambidigecion en el interior del trabajo en Algebra que >y
se aparta de la "competencia" y va hacia la "aginaadel usuario del lenguaje algebraico. Se
pretende que la gramatica - el sistema formal attstrdel Algebra- y la pragmatica- principios del

uso del lenguaje algebraico- sean dominios compieres en el estudio de la psicologia del Ll
aprendizaje del Algebra.

Kieran (1992), presenta un documento sobre lastigaziones en Algebra, en el que realiza un C
andlisis historico del Algebra, una descripcion dehtenido del Algebra escolar, una reflexion y
discusion de las demandas psicoldgicas hechas sbbaprendiz de Algebra por el contenido
matematico, y una descripcion breve del panoramka geerspectiva de ensefianza. En su informe 7J
adopta una perspectiva historica/epistemologicage tuna revision y reconceptualizacion de gran
parte de las investigaciones existentes en Algetit@rminos de un modelo que llama “experimental-
estructural”, y lo propone como marco en el quédizang trata de comprender mejor las dificultades  T>
gue los estudiantes tienen al aprender el Algeltwa problemas de su ensefianza.

Este analisis historico del desarrollo del simlmbtsalgebraico y sus reglas de transformacion le
permite hacer distincion entre: usar letras papaesentar incognitas, en resolucion de ecuaciones;
usar letras para representar datos, expresandosws generales, y usar letras como herramienta
para proveer reglas que expresen las relacionegriua®, que surgen en Lenguaje Algebraico en
momentos histéricos diferentes.

Parte de los procesos cognitivos implicados enpetralizaje del Algebra escolar tiene sus
raices en el desarrollo histérico del Algebra camaistema simbolico. La invencion de Viéte de una
notacion extremadamente condensada, permitio alebfdg ser mas que una herramienta
procedimental. Permiti6 asimismo que las formasélivas fueran usadas estructuralmente como
objetos. Los desarrollos estructurales en Algehnarde ciento cincuenta afios han provocado un
considerable impacto, no solamente sobre el modyueres percibida el Algebra por los algebristas,
sino también sobre el modo en que es presentada extos escolares.
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El andlisis historico permite ver el desarrollo défebra como un ciclo de evolucion
procedimental-estructural. De un modo similar,stldio del Algebra escolar puede ser interpretado
como una serie de adaptaciones proceso-objeto €jeonplo procedimental-estructural) que los
estudiantes deberian asumir para llegar a comprehdspecto estructural del Algebra.

Este marco de andlisis permite segun Kieran cormdpremejor las dificultades que los
estudiantes tienen al aprender Algebra. Proponen&sigjue los estudios pongan el énfasis en el
analisis de la instruccion en el aula, creandosaékdas para desarrollar concepciones estruetural
del Algebra por encima de concepciones procedifemita.a misma atencion dada a este
planteamiento tendria que prestarse a los libraexde.

Podemos decir que las investigaciones desarrolnidensamiento Algebraico las referencias
a consideraciones histdricas y el analisis epidiggitn es algo inherente a las mismas. Se acepta
como punto de partida que la discusion histéricel yanalisis epistemoldgico del pensamiento
algebraico juegan un papel esencial a la hora trdmar los procesos de ensefianza y aprendizaje
del Algebra escolar.

Bednarz, Kieran y Lee (1996), ofrecen a traves iferahtes autores un analisis y reflexion
desde el punto de vista de la investigacion sasealistintas vias de introduccion del Algebra en el
ambito escolar. Las aproximaciones que se trataeldibro son: la generalizacion de patrones
numéricos y geomeétricos y de las leyes que gohietas relaciones numéricas; la resolucion de
problemas, la modelizacién de fendbmenos fisicosagematicos y la introduccion de problemas
funcionales.

Kieran (2006), aporta un amplio resumen de losajasbde investigacion llevados a cabo por
los investigadores en Algebra del “Internationab@r of the Psychology of Mathematics Education”
(PME). El grupo tiene como objetivo inicial caractar los cambios que se han producido en el
Pensamiento Algebraico y el papel que juega el @listho en este cambio. Kieran organiza en tres
grandes nucleos los trabajos realizados en lggdrafios de historia:

« Transicion de la Aritmética al Algebra, variablemedgnitas, ecuaciones y resolucion de
ecuaciones, y planteamiento y resolucién de pradderrerbales de algebra (desde el
principio hasta la actualidad).

» Uso de herramientas tecnol6gicas, representacingliples y proceso de generalizacion
(desde la década de los 80 hasta la actualidad).

» El pensamiento algebraico en los estudiantes destaiela elemental, la ensefanza-
aprendizaje del Algebra y la modelizacion dinandeasituaciones fisicas y en entornos
algebraicos (desde los noventa hasta la actualidad)

Kieran (2007), aporta un nuevo trabajo en el queehana revisiébn de la ensefianza y el
aprendizaje del Algebra en la Educacion Secundawstrando formas de construir significados para
los simbolos algebraicos y para su manipulacionteREe unas breves referencias a los principales
problemas de la ensefianza y el aprendizaje delbfdgen la Educacion Secundaria, centrandose,
especialmente, en las diferentes fuentes de sigddi para el Lenguaje algebraico en esta etapa
educativa. La parte central de este trabajo locdedianalizar actividades e investigaciones sdbre e
Algebra y distingue: la secundaria obligatoria ysecundaria no obligatoria y primer afio de
universidad. El analisis de estos trabajos lo haediante el Modelo de conceptualizacion de las
actividades algebraicas (GTG), que habia propuestdieran (1996), al desarrollar la idea del
“Algebra como actividad”. Este modelo sintetiza lastividades algebraicas en tres tipos:
“Generational”, “Transformational” y “Global/Metaelvel”.
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En el caso de la secundaria obligatoria, las atdes de tipo “Generational” las organiza
sobre: variables, expresiones y ecuaciones, ebigenos y los niUmeros negativos, el sentido de
estructura (inicio); mudltiples representaciones onexiones; y problemas verbales que implican
multiples representaciones o planteamiento y re&miude ecuaciones. Las actividades de tipo
“Transformational”, supone en el alumno el recompento de equivalencias y cierto control teérico
del proceso y analiza las expresiones, las ecusxignla resolucion de ecuaciones y el uso de
materiales manipulativos. Las actividades de tiGtobal/Meta-Level”, supone el uso del Algebra
como herramienta, y analiza la generalizacionplagbas y la demostracion, y la medelizacion, en
este caso analiza el impacto de la tecnologia.

En relacion con la secundaria no obligatoria y priafio de universidad el estudio lo realiza en
el mismo sentido.

La parte final del capitulo lo dedica a analizarelssefianza del Algebra y al profesor de
Algebra, tomando en consideracién cuestiones cammoimplicaciones de la investigacion en las
practicas del profesor de Algebra, conocimientorgencias de los profesores de Algebra, o la
integracion de nuevos aspectos en el curriculdldelbra en esta etapa educativa.

Carraher y Schliemann (2007), realizan una ampd@sion sobre un foco reciente de
investigacion en Educacion Matemaética: el razonatoi@lgebraico de los alumnos de 6 a 12 afios,
para apostar por esta corriente de investigacidmgamentar en ella que el Algebra tiene un lugar e
el curriculo de la Educacion Primaria. Esta cotéese denomina “Early Algebra” y abarca tanto el
razonamiento algebraico como las relaciones algets,acon alumnos de Educacion Primaria.

Comienzan con una introduccién al razonamientobalgeo para pasar a analizar este foco de
investigacion sobre el razonamiento algebraico a&rEdlucacién Primaria. Sefialan dos sucesos
decisivos en los Estados Unidos para el desamelleste enfoque de investigacion: las publicaciones
del “The Nacional Council of Teachers of Mathens&tidN\CTM, 1989 y 2000) y el informe del Panel
de investigacion y desarrollo de la Corporacion RASObre Algebra en K-12 (RAND Mathematics
Study Panel, 2003), y determina cinco cuestionebl@méticas como fundamentales: las relaciones
entre la Aritmética y el Algebra, la dualidad preambjeto en Algebra, el papel referencial del
Algebra en las Matematicas y las representaciangsoicas del Algebra en los dos sentidos: formal
y no formal. Presenta a continuacién una explicadigtallada del desarrollo de “Early Algebra”, no s
antes comparar la “Early Algebra” con la propuestaocida como Pre-Algebra.

La idea central que sugieren es que la “Early Algebnriquece la ensefianza tradicional de las
matematicas, en los diferentes niveles educatfaositando a los alumnos un desarrollo adecuadio de
Pensamiento algebraico, de esta manera se puedrizangla ensefianza de la Aritmética y del
Algebra evitando saltos, rupturas y cortes didastentre ambas; y establecen tres puntos basics pa
comenzar con “Early Algebra”: Aritmética y razonamio numérico, Aritmética y razonamiento
cuantitativo, Aritmética y funciones.

Aporta el documento un breve andlisis sobre difeseaspectos en los que hay controversia

entre los distintos autores, por ejemplo, entresofefiala: ¢qué tareas y formas de aprendizaje son

algebraicas y cuales no?, ¢qué tipo de eviden@asesesitan para evaluar la presencia de
pensamiento algebraico?, ¢qué enfoques pedagégmosadecuados para desarrollar la “Early
Algebra” en la Educacion Primaria?, o ¢ qué tipfodmacion de profesores debe promoverse?

Como hemos indicado en la introduccion caben ditesepropuestas para organizar la revision
las investigaciones en pensamiento algebraico, pmias ellas pueden analizarse desde los tres
grandes ambitos: Epistemolégico (historia y episfegia), Cognitivo (cognicion y aprendizaje) y
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Did4ctico (ensefianza y desarrollo curricular ),08 ue encontramos diferentes estudios desde
enfoques diferentes, pero en todos ellos se idEatiffactores significativos que afectan a la
ensefianza y aprendizaje del Algebra; y que estiyiddis, especialmente, a determinar, por una parte
los procesos cognitivos involucrados en el aprepelide la misma, en los que se pueden diferenciar
dos grandes bloques: los procesos cognitivos quedesgan de considerar la aritmética como
fundamento del &lgebra y los procesos especifiebpahsamiento algebraico, y por otra, los intentos
continuados de los investigadores en desarrollartenria de la ensefianza y aprendizaje del Algebra.
Entre estos enfoques sobresalen: la historia, itdespologia, la psicologia cognitiva, el lengudge,
semiodtica, las calculadoras, los ordenadores, dafemza, el desarrollo curricular..., &mbitos que se
intersectan, obviamente, en los diferentes trabd@odnvestigacion. Ahora bien, ha sido el ambito
cognitivo el que ha tenido un papel preponderantéag diferentes investigaciones en Pensamiento
Algebraico y constituye el comun denominador de toakgs ellas (Socas, 1999; Socas y otros, 2007).

3. Aportaciones de las investigaciones al desarrolturricular en Algebra

Queremos tomar en consideracion, ahora, aquellpects mas sobresalientes de las
investigaciones en Algebra que han incidido conangyofusion en el desarrollo del curriculo del
Algebra en la Educacién Obligatoria. El estudio eas aportaciones al curriculo nos permitira
mostrar también una revision de las investigacioeesAlgebra. Este estudio lo presentaremos
analizando: la relacion entre la Aritmética y elgdbra: dificultades y errores; la busqueda de
significados para el Algebra; los mediadores temyiobs; la organizacion de la ensefianza y la
formacion del profesorado, que no son compartingestancos y tienen muchos puntos en comdn en
los diferentes trabajos.

3.1 Relacion entre la Aritmética y el Algebra: difcultades y errores

La transicion de la Aritmética al Algebra, ha sides un tema de investigacion permanente, por
ejemplo, ha sido desde el principio y lo es erctaaidad uno de los nucleos de trabajo del grugo d
investigadores en Algebra del PME (Kieran, 2006).

Hemos de sefalar que esta transicién ha sido ataréam un primer momento, tratando de
entender la relacion entre la Aritmética y el Algetpara poner énfasis mas tarde en aquellos aspect
de esta relacion que pueden mejorar la transi@lm,ha originado en el desarrollo curricular dos
propuestas: Pre-Algebra y “Early Algebra”, condizidas, entre otras cuestiones, por los resultados
obtenidos en las investigaciones desarrolladaseslatsr dificultades y errores en la ensefianza y
aprendizaje de la Aritmética y el Algebra.

Dificultades y errores

Las dificultades y los errores en el aprendizajéadeMatematicas han sido y son hoy un foco
de estudio e investigacién en Educacion Matemagoagl que a pesar de su antigiedad, de los
resultados obtenidos y de los esquemas tedrictizgadts para interpretar esos resultados, hay
cuestiones importantes aln no resueltas.

En el estudio de las dificultades y errores podedistinguir, a grandes rasgos, tres etapas. En
una primera etapa la investigacion consistia, iiggmente, en hacer recuentos del ndmero de
soluciones incorrectas a una variedad de situagiprablematicas y en hacer una analisis de los tipo
de errores detectados, para proceder a una ciasific que permita examinar como éstos surgen a
partir de la solucion correcta, y, hacer inferem@abre qué factores, especialmente del contenido
matematico, pueden haber conducido al error, R¢#i880), Rico (1995).
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En una segunda etapa, a partir, aproximadamentda dkcada de los ochenta, se toma
conciencia de que el error es algo normal en losgsos de ensefianza y aprendizaje. Ello supone
indagar sobre los errores, no Unicamente desdéiane$os generales, sino, ademas, profundizar en
el mismo proceso de construccion de los objetogmmticos por parte de los alumnos como recurso
para saber en que estan pensando. Por ejemplmassBau, Davis, y Werner (1986), se describe que:
los errores que cometen los alumnos muestran,gema@s casos, un patron consistente; los alumnos
tienen con frecuencia concepciones inadecuadasgtmeeptions”) sobre los objetos matematicos; a
veces, estas concepciones inadecuadas los conduegar procedimientos equivocados que no son
reconocidos como tales por sus profesores; llegatiliaar, en algunos casos, métodos propios
ignorando el método propuesto por el profesor. EEstdleva a sefialar posibles caminos en los que el
error puede presentarse: los errores como consgauda concepciones inadecuadas, los errores
como la aplicacion correcta de un procedimienttesiatizado que es inapropiado, los errores como
consecuencia del uso de métodos propios del estadian general informales, entre otros. Esta
segunda etapa se caracteriza por reconocer geertmes son también producto de otras variables del
proceso educativo: profesorado, curriculo, contefgociocultura, institucional)..., y de sus
interacciones, Mulhern (1989), lo que pone de nesiid la complejidad para analizar los erroreslen e
aprendizaje de las Matematicas, y la necesidadeder tmarcos teéricos para el analisis y la
explicacion de los mismos, como sefalaba Rada?9§19

De estos estudios sobre el andlisis, clasificagiéausas de los errores, podemos sefialar, varias U
cuestiones: en primer lugar, que algunas investigas ponen de manifiesto la categorizacion de los
errores fundamentandose, exclusivamente en el toigoto matematico; en segundo lugar, que en
las investigaciones que combinan resultados erpimon algunos supuestos sobre las estructuras
mentales y ciertas leyes generales del procesamiremhano de la informacioén, es posible predecir
algunos patrones comunes de los errores, es dg@rjas interpretaciones que toman como base T
tedrica algunos principios del procesamiento deftamacidn ofrecen versiones mas completas de las
clasificaciones de los errores; en tercer lugae, @yartir de estos informes sobre la clasificadién
los errores y su frecuencia, desafortunadamentserpuede explicar su origen y en consecuencia no L
podemos aportar un trato sistematico a los mismos.

M

El Lenguaje algebraico no es ajeno a este procesestudio, una parte destacada de los
estudios cognitivos en lenguaje algebraico se d@rganen torno al analisis de las dificultades y
errores en Algebra (Matz, 1980; Kicheman, 1981; MgagRachlin, y Jensen, 1984; Booth, 1984,
1988; Kieran, 1992, 2006, 2007; Socas, 1997, 200Q7; Palarea, 1998; Ruano, Socas y Palarea, Py
2003).

El proyecto SESM sobre estrategias y errores ekléematicas de Secundaria, llevado a cabo T>
en el Reino Unido entre 1980 y 1983, trataba déicamo solo los errores que cometen comdnmente
los estudiantes sino de explicar las razones des estores. Los resultados del grupo de Algebra,
entendida esta como aritmética generalizada seildescen Booth (1984); o el Proyecto sobre
Aprendizaje del Algebra, de mediados de los ochefgscrito en Wagner, Rachlin, y Jensen (1984),
en el que uno de los objetivos fue identificarddgultades que los estudiantes tenian en la uesgni
de ecuaciones estandares y no estandares. Doss dgelaicios fueron disefiados para probar la
creencia de los estudiantes de que la soluciénndeeguacion estd determinada por la estructura
superficial de la misma y no por los simbolos usguiira representar la variable, son buenos ejemplos
de los estudios sobre dificultades y errores elétada de los ochenta.

En los ultimos afos, tercera etapa, encontramasliesten los que se abordan globalmente las
dificultades y errores que se dan en el aprenddsljienguaje algebraico en la Educacion Secundaria
es el caso del grupo de Algebra de la UniversidatlalLaguna (Espafia), en la que la propuesta de
trabajo se aborda no sélo un andlisis y clasifarade los errores que cometen alumnos de secundaria
de forma global considerando todos los aspectotetejuaje algebraico: operaciones, estructuras y
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procesos (sustitucion formal, generalizacion y rfindeion), sino que se estudia en un marco tedrico
denominado Enfoque Légico Semidtico (ELOS), logemes de los mismos, lo que permite arbitrar

procedimientos que ayudan a los alumnos a corsegirerrores (Socas, 1997, 2001, 2007; Palarea,
1998; Palarea 'y Socas 1995y 1998; Socas y P4[E986 y 1997; Ruano, Socas y Palarea, 2003).

Las dificultades son organizadas en cinco granddegorias que permite describir la
procedencia de estas dificultades, dos asociatiaprapia disciplina, complejidad de los objetos de
las Matematicas y procesos de pensamiento matematia tercera relacionada con los procesos de
ensefanza desarrollados para el aprendizaje diéal@snaticas, la cuarta esta asociada a los procesos
de desarrollo cognitivo de los alumnos, y la quedth asociadas a actitudes afectivas y emocionales
hacia las Matematicas. Los errores se analizaredess ejes, no disjuntos, que permiten estudiar el
origen del error. De esta forma se sitlan los esrgue cometen los alumnos en relacidn con tres
origenes distintos: Obstaculo (cognitivos, didédticy epistemoldgicos), Ausencia de sentido
(semidtico, estructural y autonomo) y Actitudesctif@as (emociones, actitudes y creencias) (Socas,
1997, 2001 y 2007).

El panorama investigador reflejaba en los afios mtavena insatisfaccion generalizada sobre
las formas tradicionales de la ensefianza del Adgatadas las dificultades y errores que tenian los
alumnos, a la vez que se manifestaba un reconadimgobre la importancia del papel esencial del
Algebra en las Matematicas y el de las capacidgdeshitos mentales que desarrollaba. Esta critica
generalizada se concretaba en: gran fracaso dsstiodiantes que les hace abandonar los estudios en
Matematicas, ausencia de significado en el aprejedide los estudiantes y escasa conexion entre el
Algebra y los otros bloques de contenidos matewsa{iBooth, 1988, Kaput, 1995).

Ello generé una preocupacion por hacer del Algebmaestudio accesible a todos los
estudiantes. Esta preocupacion, que ain hoy peedu@s investigadores, ha llevado a buscar formas
mas efectivas que las tradicionales para aboradagam@ntias la ensefianza del Algebra.

Igualmente, como indicAbamos anteriormente, lassiiyaciones realizadas en Pensamiento
algebraico ponian de manifiesto que la Aritmétisgpemordial para acceder al Algebra. Ahora bien,
la blusqueda de esta relacion entre la Aritmétical YAlgebra nos ha llevado a dos posiciones
diferentes.

Una la podemos ilustrar tomando como referencimablajo de Drijvers y Hendrikus (2003),
entre otros autores, en la que el Algebra tienaaiass en la Aritmética y depende fuertementeude s
fundamentacion Aritmética, puesto que la Aritmétieme muchas oportunidades para simbolizar,
generalizar y razonar algebraicamente.

La otra posicién sugiere que se debe promover édleacion Primaria el desarrollo de los
aspectos algebraicos que ya posee el pensamielts Wi§os, o bien, que debemos fomentar cambios
en la forma de pensar de los niflos que les condizmensamiento algebraico y que estos pueden ser
promovidos mediante el uso de ciertas herramiem@a®0 notaciones, diagramas o graficos que
impliqguen un nivel mas elevado de generalidad des8eucacién Primaria (Lins y Kaput, 2004).

Estas posiciones han generado dos propuestas dasaumo Pre-Algebra y “Early Algebra”,
respectivamente.

Pre-Algebra

Muchas de las investigaciones realizadas durasteldaadas de los 80 y 90 centradas en el
andlisis de las dificultades y errores de los ahsren Algebra que tomaban en cuenta los estadios de
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desarrollo de los alumnos contribuyeron a mantgoerlos estudios formales del Algebra era mejor
dejarlos para los ultimos cursos de la Educaciotigitoria. Igualmente, las investigaciones,
mostraban que la perspectiva del Algebra como Atita generalizada era insuficiente para
desarrollar en los alumnos un pensamiento algebeadecuado y que el uso de nuevas fuentes de
significados, como las nuevas tecnologias facaitabntornos de ensefianza aprendizaje del Algebra
que aportaban concepciones diferentes de la misma.

El enfoque de Pre-Algebra se apoya, en dos heceogiales. Uno, es la concepcion de que el
Algebra esta presente cuando se hace uso del smbohlgebraico, pero en el que la nocion del
simbolismo algebraico es una concepcion mucho miwiaay va mas alla de las escrituras formales
de la Aritmética generalizada (Sutherland et @012 Drijvers y Hendrikus, 2003). Dos, en la vatide
de las propuestas de organizacion de los estadidgeshrrollo cognitivos en la que el Algebra ocupa
el estadio de desarrollo formal (Collis, 1974) hyoensecuencia se considera fuera de las capasidade
cognitivas de los alumnos en los primeros afiosdedlicacion Primaria. Varias investigaciones han
puesto de manifiesto ciertos cortes didacticospturas cognitivas entre el pensamiento aritmético y
el algebraico, son por ejemplo, los casos de Fyldyojano (1989) o de Herscovics y Linchevski
(1994), entre otros. Estas rupturas o cortes datéctencontrados en la Psicogénesis se han >
determinado también en la Psociogénesis (Piagetrgi& 1982), es decir, en el aprendizaje de los
alumnos encontramos ciertas incapacidades pararggggontaneamente con variables al igual que las
encontramos en la evolucion histérica del Algebra. U

En este sentido, diferentes investigaciones hastpuke manifiesto estas dificultades y errores, m
generados por estas rupturas o cortes didactioo® tas relacionadas con la limitada interpretacion
del signo igual en Aritmética, las concepcione®reas de los alumnos sobre el significado de las
letras utilizadas como variables, el rechazo dereskpnes no numeéricas como respuestas a un >y
problema, la no aceptacion de la falta de clausuta operatividad con las incognitas... se han
considerado como inherentes al aspecto mas alostiattAlgebra y a limitaciones en el desarrollo
cognitivo de los alumnos de edades mas temprarexsdblics y Kieran, 1980; Kuchemann, 1981; Ll
Booth, 1984, Filloy y Rojano, 1989; Kieran, 1982992).

Igualmente, diferentes investigaciones, por ejeqsde la década de los 70 y principio de los
80 ponian de manifiesto que el Algebra podia prnogels alumnos muchas oportunidades para la
resolucion de problemas y para el desarrollo derdatividad, la originalidad y una comprension
profunda de las Matematicas (Davis, 1985). J5)

También desde la década de los ochenta diferenteses, como por ejemplo Davis (1985) o
Vergnaud (1988), argumentaban la necesidad deainicha ensefianza del Algebra, desde la I>
Educacion Primaria, que preparase a los alumnoa phordar los aspectos epistemoldgicos
involucrados en la transicion de la Aritmética dfjgbra que se daban en la Secundaria. No eran
propuestas para hacer un desarrollo de los aspfmtoales del Algebra sino una preparacion en
términos de los que hoy denominamos Pre-Algebra.

Esto genera un campo de investigacion sobre lauledsqde actividades que se denominaron
pre-algebraicas y que se situaban en los ultimos dé la Educacion Primaria. Estas actividades pre-
algebraicas, estan relacionadas con el planteaonjelat resolucion de ecuaciones, aproximaciones a
la generalizacion, patrones numéricos y geométricasables y funciones. Debemos decir que las
actividades sobre variables y funciones han estadgeneral, asociadas a las computadoras.

Un hecho relevante lo constituye la opcion de Isgultdlares de la NCTM (1989), que sugiere
adelantar la introduccion del Algebra, como unaegalizacion de la Aritmética, en los dos ultimos
cursos de Educacion Primaria, y aporta una congepuoias amplia del Algebra, poniendo énfasis en
actividades que provoquen el desarrollo de intéspienes procedimentales y, que a su vez expliciten
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la transicion de las concepciones procedimentalles @structurales. Apuesta, inicialmente, por un
acercamiento Pre-Algebraico para los ultimos cumesEducacion Primaria, Estdndares 8 y 9:
Patrones y funciones, y Algebra, respectivamensea pos niveles de quinto a octavo. En este
acercamiento al Algebra la tecnologia se propomitn como muy un mediador muy interesante
(Kaput, 1989).

Diferentes han sido las propuestas de trabajo edARebra, un buen ejemplo, aparte de las
consideraciones del NCTM (1989), es el ProyectoAtARrroject” (Malara y Navarra, 2003), sobre la
busqueda de caminos aritméticos que favorecemshp@ento Pre-Agebraico.

Early Algebra

Como ya hemos indicado “Early Algebra” es una pegpai de cambio curricular que propone
introducir el Algebra desde la Educacion Primangegrada en los otros bloques de contenido
matematico de esta Etapa. Emerge como consecudrcidiversas investigaciones que se han
desarrollado en la ultima década (Bastable y Sohi2007; Carraher y Schliemann, 2007; Kaput,
1998, 2000).

De manera concreta, se propone incorporar a lass alé Educacion Primaria actividades
dirigidas a la observacion de patrones, relaciongsopiedades matematicas para de este modo
desarrollar competencias propias del Algebra. Taloyno sefialan Blanton y Kaput (2005) son
actividades que generan un ambiente de trabajo aenMiticas en la que los alumnos exploran,
modelizan situaciones, hacen predicciones, discusgumentan y comprueban ideas ademas de
practicar habilidades de célculo. En definitivatreg¢a de desarrollar simultaneamente el pensamient
numérico y el algebraico desde la Educacion Pramaon la finalidad de desarrollar un aprendizaje
con comprensién que facilite el estudio poster@rAlgebra en la Educacion Secundaria.

En sentido amplio la expresion “Early Algebra” cidiesa el Algebra en una concepcion amplia
gue abarca el estudio y generalizacion de patrgnesaciones numeéricas, el estudio de relaciones
funcionales, el desarrollo y la manipulacién dehtsblismo, el estudio de estructuras abstraidas de
célculos y relaciones, y la modelizacion (Kapu98,2000; Schliemann, et al., 2003), comprende en
definitiva la instruccion a alumnos de 6 a 12 afeogo del razonamiento algebraico como de las
relaciones algebraicas.

Veamos algunos antecedentes. A finales de los tahencontramos autores que ponen de
manifiesto que los alumnos pueden resolver prolsede Algebra antes de conocer el uso de la
notacion algebraica, y los estudiantes puedenjmaban variables y las reglas de la aritméticasnt
de tener un pensamiento algebraico (Harper, 1987).

A finales de los noventa se comienza a aportareecids de que en ciertas condiciones de
trabajo los alumnos desde muy jovenes pueden lmageho mas en Mateméticas de lo que se les
suponia previamente. De esta manera, se obsenaeaytes actividades matematicas que implicaban
modos de pensamiento mas elevados podian sertasspel los alumnos con el apoyo o no de la
tecnologia (Lins y Kaput, 2004). En el caso delebigi, ademéas, se tiene conciencia de que el
pensamiento involucrado en la actividad algebraicarpora significados nuevos y mas amplios que
los desarrollados para la Aritmética y que esta®sitan de un periodo prolongado de tiempo para
consolidarse cognitivamente.

Estas ideas toman cuerpo en forma de directriaeslgsdisefios del Curriculo de Matematicas
de Educacién Primaria y tiene su mayor auge enctommaienzos del siglo XXI, asociada a los
resultados de estas investigaciones, pero de maspegzial, a la recomendacion del NCTM (2000),
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de que el desarrollo del pensamiento algebraico ammdado desde los primeros afios de
escolarizacion.

Més recientemente algunas investigaciones sitUaorigén de las dificultades y errores en
Algebra en el tipo de ensefianza recibida, al menosiertos contenidos y modos de pensamiento
algebraicos, tratando de mostrar de paso que lownals de Educacion Primaria poseen ciertas
capacidades para comprender nociones algebraieasemtales y utilizar modos de pensamiento
algebraicos en el desarrollo de ciertas actividatebraicas (Blanton y Kaput, 2005; Carpentet.gt a
2003; Carraher y Schliemann, 2007; Kaput, 2000).

No obstante, aunque el comienzo de esta propugstriente, su origen lo encontramos en la
Escuela Soviética en la década de los cincuentk g@ue se hace patente la posicion de (Vygotsky,
1973), en relacion con la interaccion social, loscpsos de interiorizacion y la “Zona de Desarrollo
Préximo”, para poner de manifiesto que el apreljelipeecede al desarrollo (Davydov, 1962 y 1991;
Freudenthal, 1974). En Davydod (1991) encontramadsjos que nos muestran como los estudiantes
de Educacion Primaria pueden utilizar la notaciotégnicas algebraicas por ellos mismos; por
ejemplo, en Bodanskii (1991) se muestran resultadda que los estudiantes de Educacion Primaria >
aprenden a representar y a encontrar correctarabwador numérico de la incégnita en problemas de
ecuaciones de primer grado. Mas recientemente, li@otiy (2007) ha implementado en Estados
Unidos ideas de los trabajos de Davydod. Los radodt descritos por Dougherthy sugieren que el
enfoque con cantidades numéricas o de magnituda®eschoso como un camino hacia el desarrollo
del Pensamiento algebraico, incluso con alumnosjougnes. m

o

Podemos decir, que la propuesta de adelantar dueakion Primaria el desarrollo de ciertos
aspectos del pensamiento algebraico, tales combskrvacion de patrones, relaciones y propiedades
matematicas, es para unos autores consecuencige dssips son aspectos propios del pensamiento de
los nifios y, para otros, porque estos cambios deapgiento, muy Utiles en las maneras de pensar
matematicamente, pueden ser desarrollados utilizaneiramientas tales como notaciones o
diagramas que permiten actuar a los alumnos enivel mayor de generalidad y pueden ser
promovidos en el contexto aritmético propio de &stgpa Educativa (Lins y Kaput, 2004).

C

Hacemos ahora algunas consideraciones sobre esgsra@puestas. “Early-Algebra”, sugiere
un aprendizaje con comprension de las Matematigasfagilite el aprendizaje del Algebra. En este
sentido no hay diferencia con la propuesta quease Hesde Pre-Algebra. “Early-Algebra” considera 1J
también que ciertos modos de pensamiento algebrggoeden emerger con naturalidad de las
matematicas del curriculo de la Educacion Primamaigueciendo las matematicas de esta etapa y
facilitando el desarrollo conceptual de matematicas profundas en esta etapa. Ahora bien la >
propuesta no caracteriza cuales son esos modosndarpiento algebraico y cuando describe alguno
de ellos son en realidad modos de pensamiento fegmér

En ambos casos las propuestas Pre-Algebra y “Béglgbra’, son enfoques relacionados con
la ensefianza y aprendizaje de ciertos aspectassdddtematicas antes de la ensefianza formal del
Algebra, pero que presentan diferencias signifiaatiMientras la finalidad de Pre-Algebra es ftaili
la transicion de la Aritmética al Algebra, dadasdéicultades y los errores que tienen los aluneros
Algebra, como consecuencia de un tratamiento icisufie de lo aritmético y lo numérico en la
Educacion Primaria, “Early-Algebra” apuesta poroimporar modos de pensamiento algebraico al
desarrollo curricular de Educacion Primaria comdepiategrante del pensamiento matematico de esta
etapa educativa.

La supuesta vision mas amplia del Algebra que sl en “Early-Algebra”, se ha ido
desarrollando en estos ultimos treinta afios, yoaesiderada también en la propuesta de Pre-Algebra
(Usiskin, 1988; Socas y otros, 1989; Bednarz, et18P6; Drijvers y Hendrikus, 2003), y han
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propiciado diferentes enfoques, a lo largo de esfims. Estos enfoques han tomado como punto de
partida ciertos aspectos del Algebra para llegaPeisamiento algebraico: resolucién de clases
especificas de problemas, el estudio de estructlgabraicas, las reglas para la transformacion y
resolucion de ecuaciones, la generalizacion desldgdos conjuntos numéricos o la introduccion del

concepto de variable y de funcion (Bednarz etLabg).

Desde el punto de vista curricular si podemos dgeir la diferencia es significativa, para Pre-
Algebra la ensefianza formal del Algebra debe coaresm la Educacion Secundaria Obligatoria
mientras que para “Early-Algebra” debe comenzaladbducacion Primaria (Carraher y Schliemann,
2007). Y también que la propuesta de “Early-Algélgenera controversia, como hemos indicado, con
algunos resultados obtenidos en Algebra en la @éédados ochenta y noventa que sugerian posponer
el estudio del Algebra para los dltimos cursos leses, al ponerse de manifiesto en diferentes
investigaciones ciertos cortes didacticos o rugtuwagnitivas entre el pensamiento aritmético y el
algebraico.

También conviene tener en cuenta que en la misropupsta de “Early Algebra” nos
encontramos con dos posiciones que son relevdotes, sugieren que el Pensamiento algebraico
esta explicito en la Aritmética, es decir, éstaenita del pensamiento algebraico y por tanto ésildif
hacer Aritmética sin Algebra, en consecuencia, seedpromover en la Educacién Primaria el
desarrollo de los aspectos algebraicos que ya pbpemsamiento de los nifios (Hewitt, 1998; Mason,
et al 2005). Otros, en cambio, opinan que lo quehes hacer es fomentar cambios en la forma de
pensar de los nifios desde la Educacién Primaridegueonduzcan al pensamiento algebraico y que
estos pueden ser promovidos mediante el uso dexikerramientas, como notaciones, diagramas,
graficos o la misma tecnologia, que les permitatizar actividades que impliquen un nivel mas
elevado de generalidad (Lins y Kaput, 2004).

Hemos de sefialar que tanto la orientacion de Ryebd4 como la “Early Algebra” se
encuentran en una fase de desarrollo inicial entdes dmbitos que caracterizan la Educacién
Matemética: epistemoldgico, cognitivo y didactibim tenemos respuestas claras sobre qué tareas y
formas de aprendizaje son algebraicas y cualegu#otipo de evidencias se necesitan para evaluar la
presencia de pensamiento algebraico y qué enfqupaesgogicos y tipo de formacién de profesores
deben promoverse (Carraher y Schliemann, 2007aKj&007).

Al no ser conscientes de qué tareas y que apréesligan algebraicos y cuales no, se pone de
manifiesto que la pretendida separacion entre l@amética y el Algebra no estan claramente
delimitada en términos epistemoldgicos, lo que aemos es que una posicibn que potencie
Unicamente un pensamiento operacional para la Afiitan acentla y prolonga las dificultades de los
alumnos para desarrollar un pensamiento estruataral Algebra, y este hecho presente el gran parte
de los curriculos de la Educacion Obligatoria derga la separacion entre la Aritmética y el Algebr
que se manifiesta en término de dificultades yresrgara los alumnos. Esto ha llevado a las dos
orientaciones: Pre-Algebra y “Early Algebra”, a ¢ais una transicion que integre aspectos del
enfoque estructural y que rompa el énfasis enregraeiento operacional dominante, pero se hace, en
ambos casos, desde planteamientos diferentes. Iﬁ’ebﬂé, desde los estadios de desarrollos
cognitivos del Algebra, manteniendo el estudio farmel Algebra en la Educacion Secundaria y
proponiendo una transicién al pensamiento estralcgur los Gltimos afios de Educacion Primaria, con
actividades que minimicen el pensamiento operatideainante. Por el contrario para “Early
Algebra” no cuenta tanto los estadios de desarcoigmitivo y se sitla en una interpretacion paldicu
de la dualidad proceso/objeto para los objetognatitos y algebraicos y propone trabajar con
actividades que faciliten la transicion e integbadile ambas, mediante un enfoque estructural que no
potencie el énfasis operacional predominante erpimseros cursos de Educacién Primaria y que
favorezca el desarrollo de modos de pensamienébiiros. El objetivo es en definitiva simultanear
y promover el pensamiento algebraico en relacidnet@ritmético.
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Para los propulsores de “Early Algebra”, las dtines entre Pre-Algebra y “Early Algebra”,
no debe provocar un debate sobre la terminologi@gho menos crear una division entre partidarios
0 no partidarios de uno u otro enfoque (Carrah8clliemann, 2007), aunque esto no parece claro
que sea asi.

Debemos considerar a Pre-Algebra y a “Early-Algefanao lineas de investigacion que buscan
informacion relevante para establecer la relaciénlg transicion entre la Aritmética y el Algebra,
debido a la variedad de cuestiones que se necesifdarar. Entre ellas esta la determinacion del
papel que debe jugar la incorporacion del Algelmaek curriculo de Educacién Primaria y la
influencia de este cambio curricular en la ensedialet Algebra en la Educacion Secundaria. Surgen
también en estas propuestas otros campos de ga@sth que tienen enorme interés y es la necesidad
de tomar en consideracion la formacion inicial ynmnente del Profesorado de Educacion Primaria
en relacién con el Lenguaje algebraico, ausentgeeeral en la formacion del profesorado de esta
etapa educativa en Matematicas. En Palarea y $20@83), se esboza una propuesta de introduccion
del Algebra, en términos de Pre-Algebra en la foiora Matematica y Didactica de los futuros
profesores de Educacién Primaria con la intenciénagudarles a conocer y reflexionar sobre la
relacion entre el conocimiento numérico y algeloraigrofundizar en el conocimiento didactico que >
le facilite su implementacion con alumnos de EdidcePrimaria.

3.2 Busqueda de significados para el Algebra U

La busqueda de significados para el Algebra hawsidoconstante en los treinta Gltimos afios de M
investigacion en Algebra y ha estado presente arajaria de las investigaciones (Kaput, 1989; Lins,
2001; Kieran, 1992, 2007). Diferentes autores hatado de identificar las diferentes fuentes de
significados para los sistemas de representaciaivteos del Algebra (Kaput, 1987; Socas y Palarea,
1997; Radford, 2004; Kieran, 2007), en todas @laontramos fuentes internas asociadas a la propia
disciplina: operaciones, estructuras y procesosAtigbra que implican letras y simbolos y en el
planteamiento y resolucion de problemas contexadtis. Y fuentes externas, relacionadas con: —
actividades linglisticas, metéforas, imagenes, rexpeas vividas..., llegando inclusive hasta el
lenguaje de los gestos y del cuerpo humano.

C

En esta blasqueda de significados para el Algeletaredultado de las investigaciones en estos
altimos treinta afios, sobresalen tres cuestionemcedes: las mdltiples representaciones, el
planteamiento y la resolucion de problemas algebsacontextualizados y el papel referencial del JJ
Algebra en las Matematicas

Mudltiples representaciones >

La semidtica ha generado un interés reciente ekdiacacion Matemética, al tomar los
investigadores conciencia de que la actividad matiem es esencialmente simbdlica y de que los
signos son portadores de convenciones y formasralds de significacion que hacen de la semiotica
un campo apropiado para entender las relaciones kst signos a través de los cuales piensan los
individuos (Radford, 2006).

Por otra parte las representaciones semioticaspagel en el aprendizaje de las Matematicas
constituyen una importante linea de investigacies(ick y Ford, 1981), que se ha desarrollado con
profusion en estos Ultimos treinta afios. Entre rimones de su importancia podriamos citar,
fundamentalmente, dos: la primera tiene que ver lesnpropias Matematicas, en las que las
representaciones son algo inherente a ellas, tydase de tipo psicolégico, ya que las represemasi
mejoran notablemente la comprension en los alurfvega, 1985).
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El papel de las Representaciones Semioticas nadtiph la formacion de conceptos ha sido
destacado por diferentes investigadores; en estelgeJanvier (1987), Hiebert (1988), Kaput (1987,
1991), Duval (1993, 1995), Rico, Castro y Romer@9@), Palarea y Socas (1995 y 1998), Socas y
Palarea (1996), han realizado experimentos y dekato aspectos tedricos, con la intencion de
aclarar los mecanismos de articulaciéon que se damral de un proceso de comprension del
conocimiento matematico.

El uso de Representaciones Semidticas multiplestitaye una recomendacién al desarrollo
curricular en casi todas las propuestas en térnpaoscidos a la recomendacion de los estandares:
Los estudios de Mateméaticas deben dar oportunidbms @studiantes para que puedan modelizar
situaciones usando representaciones verbales,etascpictéricas, graficas y algebraicas” (NCTM,
1989, 2000).

El planteamiento y la resolucion de problemas algaibos contextualizado

Las investigaciones resaltan la importancia queuiadg en los procesos de significacion y
comunicacion en Educacién Matemética “los ambieateque se desarrolla la actividad matematica”.
Estos resultados se ponen de manifiesto en elalisstruccional de actividades que pretende cubrir
tres aspectos esenciales en el Lenguaje Algebredomctar con el conocimiento informal situado de
los estudiantes; preparar a los estudiantes paradasarrollo mas sofisticado, abstracto, del
conocimiento formal del Algebra, y respetar losngipios basicos de la autonomia intelectual del
alumnado.

Se ha desarrollado en estos afios la tendencializaruttomo fuentes de significados la
resolucion de problemas contextualizados para geryedesarrollar en los alumnos el pensamiento
algebraico con significado (Arzarello, 1992; Bednadanvier, 1996; Bell, 1996).

Sobresalen en estas propuestas dos tendenciasrésalucion de problemas en ambientes de
enculturacion y la resolucion de problemas comivideides o proyectos “Open-ended”.

Las investigaciones han puesto de manifiesto qmedan de socializacién en una comunidad
o cultura que resalta los valores de la mismagasa en el desarrollo de habitos y destrezaslg en
construccion de significados en esa cultura. Sdietie(i1992) llamd “enculturacion” a estos valores o
formas propias de proceder en la comunidad o eultumtematica. A los alumnos en su trabajo en
Mateméticas debe inculcarseles habitos y actitpdgsios de la comunidad como la perseverancia en
el trabajo, el interés, la motivacién, la flexiddid, etc. en la resolucion de problemas. Las
investigaciones sugieren que los curriculos debepomer ambientes de trabajo que resalten el
espiritu de busqueda, de investigacion, etc., psogél quehacer matematico.

Se sugiere también la necesidad de incorporarsalrdlo curricular del Algebra actividades y
proyectos “Open-ended”, cuestiones o proyectossdelucion abierta donde el estudiante puede dar
una serie de respuestas correctas. Considerandose de los problemas “Open-ended” a una larga
clase de problemas abiertos tanto en los datos emn® objetivo, proyectos de trabajos, la mayor
parte de problemas de la vida real, el planteordBlgmas a partir de unos datos, etc. Situaciones e
las que se insiste mas en el proceso que en lei@olsin embargo cabe resaltar que las actividades
proyectos “Open-ended” presentan cierta complejalal hora de evaluar al tener que escoger entre
los diversos caminos antes que en las soluciongmamsi Aparecen de este modo aspectos como “la
fluidez” entendida como el niumero correcto de @ifées respuestas o aproximaciones a la resolucién
del problema; “la originalidad” entendida como @rmsciones “poco comunes” de la actividad; o “la
flexibilidad” entendida como el nimero de preseiotaes matematicamente diferentes; etc.
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El papel referencial del Algebra en las Matematicas

El papel referencial del Algebra en las Matemat®asnanifiesta en multiples facetas, pero
sobresalen tres que han tenido repercusion ensakrddio curricular: el lenguaje, los procesos de
pensamiento algebraico y nuevos aspectos del désamatematico.

En relacion con el Lenguaje en Rojano (1994), sestna la investigacion de la Matematica
escolar considerada como lenguaje en los afios® frente a las tendencias de los 70, que estuvo
mas centrada en la construccion de conceptos. t@aaplantea algunas de las implicaciones
didacticas de esta nueva localizacion de la Maiem&@scolar y, en especial, se refiere al lenguaje
algebraico por ser el Algebra simbdlica el lenguadsico de la Matematica. La autora pone de
manifiesto como en las dos Ultimas décadas, sesaedtando el interés por los aspectos semanticos y
sintacticos de la Mateméatica para poder explicas tdbservaciones hechas acerca de las
interpretaciones y usos que los estudiantes hazdsdimbolos matematicos, y, se va observando un
cambio significativo en la educacidn matematica tieea a considerar esta disciplina como un

lenguaje. >

Una aportacion relevante es la de Freudenthal j19g@, desde su analisis fenomenoldgico,
recompone los principales elementos conceptuabeganizativos del lenguaje algebraico y realiza un
analisis profundo sobre las diferencias y simikitsidel lenguaje algebraico con la lengua matetaa y
Aritmética.

También en la interaccion del lenguaje algebraaoatros lenguajes se encuentra los estudios
de Filloy (1991 y 1993) y Filloy-Rojano (1991) esslque se analizan problemas de traduccion de
lenguajes, del natural al algebraico y viceversaglemarco de tendencias cognitivas presentes en el 7
aprendizaje de conceptos mas abstractos.

El estudio de la sintaxis algebraica como espédiit de la sintaxis matematica, al considerar —
el Algebra simbdlica como el lenguaje basico deéMitematica, es abordado en los trabajos del
modelo de Kirshner. Su propuesta teorica, inteageet manipulaciones algebraicas como un lenguaje
en el sentido de Chomsky (1957) y adapta los medigda lingiiistica generativa transformacional al
estudio del Algebra (Kirshner, 1985, 2001).

Existen, también, investigaciones con una fuerteentacion didactica que aplican los A
conocimientos actuales sobre la psicolinguistiesaldio de la Matemética, como es el caso de Pimm
(1987), que ademas ubica su trabajo concretamentia dMatematica como lenguaje; este autor
pretende construir la Matematica en términos listitds con el elemento basico de la "metafora” >
entendida como comprender y experimentar una @ogarminos de otra (Lakoff y Johnson, 1980).
Plantea el tratamiento del aprendizaje de la Maieem&omo el de una lengua extranjera no como el
de la lengua materna en el sentido, que el cerdgratdncién no sea el propio lenguaje sino la
"competencia comunicativa" del mismo.

Se observa que los aspectos semantico y sintat#idenguaje matemético, se han convertido
en centro de atencion de las investigaciones. Ylawariedad de enfoques de la investigaciones de
caracter linguistico son consecuencia de que keeshtadricas de éstas se corresponden con diferente
corrientes de la psicolinguistica y son, ademéaa,manifestacion de la ausencia de un paradigma para
el estudio del sistema matematico de signos quargab sus aspectos sintactico, semantico,
pragmatico y sociocultural.

En relacion con los procesos del pensamiento adgebr la sustitucion formal, la
generalizacion y la modelizacion, son los procesaracteristicos del lenguaje algebraico que se
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utilizan también en otras partes de las Matemayieas otras ramas del saber. Con anterioridad hemos
visto que diferentes estilos de ensefianza del fdgeinan como base los procesos de generalizacion
y modelizacion.

La generalizacion y la modelizacion han sido aadiés por multiples autores. Por ejemplo,
para Mason (1996), la generalizacion es el cordedas mateméticas y consiste en ver tanto loscaso
particulares en la generalidad como ver la gertadlia través de los casos particulares. Para otros
como Radford (1996), la generalizacion es un priotedto que llega a una conclusion que,
posteriormente, hay que validar, a partir de urt@sidn de hechos observados. De esta manera, todo
proceso de generalizacion conlleva una fase ddagdin.

Sin embargo, la modelizacién implica, en primeralyguna fase de formulacion que se
completa con una de validacion, de manera que thudanfase de formulacién se examina un
fendmeno o situacion para establecer alguna relamifre las variables implicadas. Estas relaciones
proceden de las observaciones o simplemente detaceg hechas sobre la situacién bajo estudio.
Ademas, comprende una serie mas o menos compléjardformaciones u operaciones matematicas
que, por ultimo, lleva a un modelo expresado sinhtiente. La fase de validacion consiste en
comprobar la validez del modelo regresando a ladezhque se supone representa, Janvier (1996).

Para Freudenthal (1983), todas las Matematicas esf@egnadas de la sustitucién formal. Asi,
la sustitucion formal es un instrumento de cal@algebraico importante a causa de su amplio campo
de aplicaciones, que se manifiesta en diferentesepos matematicos tales como: generalizacion,
simplificacidn, eliminacién, complicacion estrualrparticularizacién; se puede afirmar que para
Freudenthal, la modelizacién y la generalizaciom gartes explicitas de un proceso mas general que
€l describe como sustitucion formal.

En Ruano (2003) encontramos un estudio sobre laxepos de sustitucion formal,
generalizacion y modelizacion en Matematicas comabs de Educacién Secundaria, en el que se
analizan las dificultades de estos alumnos, eninésrde errores, en los diferentes procesos, y, se
comparan los resultados de los alumnos de ESO eendé Bachillerato, aportando algunas
implicaciones didacticas para su implementacioastas etapas educativas.

En los Ultimos treinta afos la Matematica finitahse convertido en parte integrante de los
conocimientos necesarios para diferentes disciplifentificas, y en particular la Matematica disgre
especialmente relacionada con el ordenador. De reateera topicos como: combinatoria, grafos,
matrices, problemas de optimizacion, fractalescgsos iterativos y recursivos, etc., aparecen como
nuevos contenidos en algunos curriculos. Los s@tedindmicos nacen del planteamiento de
problemas del mundo fisico por medio de ecuacialissenciales y constituye una matematica
proxima a la realidad, pero una barrera infrangeeab levantaba entre la facilidad con que era
posible analizar los llamados sistemas dinamicusales y la dificultad o imposibilidad de los no
lineales. La ruptura de esta situaciéon se producausa de los ordenadores que hicieron posible
simular el movimiento de los sistemas no lineatesstrando que generaban una “dindmica cadtica’
esencialmente distinta a la lineal pero presenta eaturaleza, tal es el caso de la “geometriddta
que analiza procesos y formas geométricas cadaméesz proximas a las generadas por la vida.
Muchos aspectos de esta teoria en sus formas mpkesie intuitivas, como los fractales pueden ser
utilizados para desarrollar aspectos del Pensami@igebraico como la sustituciéon formal, la
generalizacion y la modelizacion. Por otra pareteloria de grafos es un lenguaje Gtil en diversas
disciplinas de la ciencia y es una teoria de refes, que potencia procesos de modelizacion que
pueden ser expresados en el lenguaje de los graioel lenguaje algebraico.
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3.3 Los mediadores tecnologicos

Mencion especial, dentro de la revision de lasstigaciones en Algebra, merecen los recursos
tecnologicos: calculadoras, ordenadores o tecradodg la informacion y la comunicacion (TIC). En
el comienzo del siglo XXI no podemos obviar quenasvas tecnologias tienen que jugar un papel
significativo dentro de la ensefianza de las MatieagitVemos en este apartado, algunas referencias a
las calculadoras y los ordenadores que represemtanediador didactico que bien utilizado, puede
ayudar en el desarrollo del aprendizaje significatie los conceptos algebraicos.

En Kieran y Filloy (1989), se hace referencia dbgne mediante computadoras. Presentan una
revision de los principales trabajos realizadotaetécada de los ochenta. Citan trabajos realizados
distintos entornos como el Logo, Pascal y LSE (Saay 1985), Logo Math (Hoyles, Sutherland y
Evans, 1985, Sutherland y Hoyles, 1986, Sutherlaff7 a y b ) para el andlisis del trabajo de los
estudiantes relacionado con el concepto de variable

El papel de la computadora en el aprendizaje dectogeptos algebraico parece aportar >
ventajas tales como: aprovechar el tiempo en detils que edifiquen la comprension de conceptos
algebraicos claves y habilidades de resolucionrdel@mas; cambiar las notaciones para representar
las relaciones y los procesos matematicos y enfdtizs procesos y las acciones en la ensefianza del
Algebra. Cita a Sfard (1987), como autora de estudue confirman que "la interaccion entre el
conocimiento conceptual y procesual y el aprendizajntinuara siendo una cuestion absolutamente
central sobre la que la investigacibn puede acandafg decisiones curriculares" y que existe
"predominio significante entre los estudiantes el®iadaria de las concepciones operacionales sobre
las estructurales" y, por tanto, con la ayuda declamputadoras se pueden desarrollar enfoques
nuevos de la ensefianza del Algebra que esta mémtenia con una de las maneras de pensar y %)
aprender Algebra preferida por el estudiante.

Podemos considerar que la investigacion sobre efiemza-aprendizaje del Algebra en —
ambientes computacionales se desarrolla con péofugin la década de los ochenta con
investigaciones relacionadas tanto con aspectosadpaales, con ambientes basados en Logo,
Pascal, LSE y Basic, como con aspectos estrucsurale

En la década de los noventa observamos cémo pragrade ordenador creados
fundamentalmente con objetivos de hacer matematicamipuladores simbolicos tales como
DERIVE, MAPLE, MATHEMATICA-, utilizados convenienteente pueden ser validos para ensefar
los conceptos del Algebra. Algunos programas ciiy@s no son exclusivamente educativos, como
por ejemplo hojas de célculo (EXCEL, WORKS) hanosigilizadas en experiencias educativas >
destinadas a desarrollar aspectos fundamentalggedsamiento algebraico con algun éxito (Rojano,
1996).

Otros investigadores centran sus trabajos con anug de ordenador, creados con fines
educativos mas generales, en desarrollar situaiomdlematicas con entornos interactivos mediante
los cuales se incita a los alumnos a construircghaso de ideas algebraicas para resolver problema
propuestos, por ejemplo, el LOGO, poniendo de restd que es un ambiente apropiado para
propiciar un acercamiento a ideas algebraicas UU(3#94). También, en algunos casos, se ha
elaborado software especifico para la ensefianzilgira, tal es el caso del programa CARAPACE,
empleado en el desarrollo de un proyecto de irgestin realizado durante siete afios con alumnos de
12-15 afos. La consideracion que se hace del Adgabdicho proyecto es exclusivamente funcional
(Kieran et al, 1996).

En Rojano (2003), encontramos la incorporacionrdereos tecnoldgicos de aprendizaje a la

Sociedad Canarialsaac Nfeyvton Vol. 77 + julio de 2011 | 21
de Profesores de Matematicas



E R T U R A

P

A

La ensefianza del Algebra en la Educacion Obligatai Aportaciones de la investigacion
M. Socas

cultura escolar: Se trata de un proyecto de inridmaeducativa en matematicas y ciencias en las
escuelas secundarias de México.

En Cedillo y Kieran (2003), se analizan el trab#dgoprofesores que inician a los estudiantes al
Algebra mediante el uso de una calculadora. Estasifiestan las ventajas de los estudiantes, asi
como una actitud méas positiva hacia las Matemagoé® los estudiantes mas y menos avanzados y
como ellos cambian sus estilos de ensefianza arendigaje mas centrado.

El desarrollo de los entornos tecnolégicos estziado en los Ultimos afios a la creciente
implementacién de las multiples representacionasla/ incorporacion de los Programas de Calculo
Simbdlico (PCS) (Computer Algebra System, CAS) gareran nuevas aproximaciones al Algebra
escolar.

Se observa con relacion a la ensefianza del Alggbealos recursos tecnolégicos amplian la
consideracion habitual del Algebra como un lenguiagefacilidad de obtener diferentes formas de
representacion para expresar relaciones cuandigatinfluira tanto en la ensefianza como en el
aprendizaje del Algebra.

El potencial del ordenador para crear ambienteapiendizaje que dificilmente podrian ser
logrados sin disponer de este recurso esta fuedaidie Estos ambientes computacionales requieren,
unas veces, la elaboracién de programas o codagasestablecer secuencias que permiten desarrollar
aspectos operacionales del conocimiento algebraisd,como hacer predicciones. Otras, estos
ambientes se centran en las relaciones entre tdsstiepresentaciones de objetos mateméticos,
poniendo énfasis en los aspectos estructuraleseges combinan ambos.

Podemos decir que la investigacion en ambientepgtationales es un dominio emergente de
la investigacion en pensamiento algebraico, pem® esta alun en sus inicios al no disponer de
informacién respecto a los efectos en el aprerela#grgo plazo.

Las investigaciones en entornos tecnoldgicos eafatque la insercion de los Programas de
Célculo Simbélico (PCS) en las clases de Algebralimina las técnicas algebraicas de lapiz y papel,
sino todo lo contrario, y que el uso de esta taxgialcomo herramienta didactica generan discusiones
matematicas que generalmente no ocurren en lasalesAlgebra cuando solamente se utilizan lapiz
y papel, pero advierten, también, que en estauusimwes el papel del profesor es de crucial
importancia.

3.4 Organizacion de la ensefianza del Algebra

En Kieran (1992, 2006, 2007), se pone de manifiga®la investigacion llevada a cabo con
relacion a la ensefianza del Algebra en la Educa@Mdigatoria ha sido escasa. No obstante, en los
estudios realizados se detecta que el acercandbAlgebra en la ensefianza se ha hecho, en general,
con concepciones estructurales. Lo mismo ha oauigh las propuestas recogidas en los libros de
texto, aunque sus guias no estan facilmente dislesniSefala también la autora las dificultades que
existen actualmente para que los profesores puggl@mder de los hallazgos de la investigacion y
cémo aplicarlos en la instruccion. Algunas de E&sstas de investigacion en educacion matematica
tienen como metas especificas expresar hallazggmitoos y discuten sus implicaciones
instruccionales. Sin embargo, muchos de los ad$caparecen escritos para otros investigadores, no
para el profesorado. Por otra parte, los profesiigasn muy poco tiempo para buscar los resultados
de las investigaciones; muchos realizan la ensefanue esta en el libro de texto, pero es
posiblemente que este vacio acerca de cdmo lossmress interpretan y deliberan sobre el contenido
de las investigaciones, una de las areas con maygesidad de atencion investigadora.
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Ahora bien, del andlisis de las diferentes pro@msestrriculares podemos observar distintas
tendencias en los curriculos del Algebra en la Eddo Secundaria Obligatoria. Hasta la década de
los ochenta se observan diferentes propuestascwanés: Algebra como aritmética generalizada,
Algebra como el estudio de métodos para resohatos problemas concretos, Algebra como el
estudio de relaciones entre cantidades y Algebraocmodelo estructural (Mason y otros (1985),
Usiskin (1988); Socas y otros (1989)): En la déaeldos noventa surgen otras aproximaciones a la
ensefianza del Algebra en la Escuela Secundariazagolian sustancialmente con las propuestas de
la década anterior: generalizacion, resolucién dblpmas, modelizacion y funciones, donde el
aspecto funcional permanece en ambientes compotdes(Bednarz, Kieran, y Lee, 1996).

En la actualidad, también encontramos cuatro gesamadoques del Algebra escolar, como
sefala Drijvers y Hendrikus (2003): Algebra comonuedio para resolver problemas; Algebra como
el estudio de las funciones, es decir las relasi@mére variables; Algebra como la generalizac®n d
relaciones y el estudio de patrones y estructyr@dgebra como un lenguaje, es decir, un medio de
expresion de ideas Mateméticas.

No podemos afirmar que los resultados de la inyasitbn hayan generado cambios profundos >
en las maneras de proponer el Algebra en los closicde la Educacion Obligatoria, mas bien
podemos decir que son muy pocos los paises y prefegjue interpretan y desarrollan propuestas
curriculares en forma de textos para las MatensgtieaEducacion Primaria y Secundaria Obligatoria
que incorporan aspectos relevantes de los ressltddda investigacion en lenguaje algebraico al
desarrollo curricular. No obstante, si se obsecamnbios locales o de grupos de trabajo que enfatiza m
ciertos aspectos de las investigaciones. Por eferaplalgunas propuestas de desarrollo curricelar d
Algebra, se ponen de manifiesto el uso de técnmasedimientos y criterios de secuenciacion que
parten de la estructura del contenido algebrai@ queremos ensefiar o de los resultados esperados;U
del aprendizaje algebraico o de ambos a la vemdsEssos tienen como finalidad concretar y
secuenciar las intenciones educativas para el Adgpartiendo del andlisis del contenido o de los
resultados esperados. Igualmente, dentro del Endb contenido aparecen las referencias his&rica
y epistemoldgicas del Algebra y del andlisis dedarsobresale las consideraciones al funcionamiento
cognitivo del alumnado en términos de dificultad#sstaculos y errores que subyacen en la secuencia
de ejecuciones de las tareas algebraicas. C

o

Veamos, a modo de ejemplos, el desarrollo curi@raalgunos paises:
A

En Espafia, la propuesta que se contempla parangiubje Algebraico en el curriculo de
Mateméticas para la ESO (MEC, 1989, 2006), tratéad@mbolizacién de las relaciones numéricas
generales, de las estructuras matematicas y depéaaciones de esas estructuras. En este seritido, e T>
algebra escolar se interpreta como una "Aritméiaeralizada” y como tal involucra la formulacion
y manipulacién de relaciones y propiedades nunmgrigh Algebra se contempla en estos disefios
como un Bloque Conceptual, ademas de aparecer derm#ransversal a lo largo de todos los
Blogues. No obstante, en la propuesta del 2006eepa algunos elementos significativos: “El trabajo
con patrones y relaciones, la simbolizacion y daurccién entre lenguajes son fundamentales en los
primeros cursos”, “En la construccién del conocimielos medios tecnoldgicos son herramientas
esenciales para ensefar, aprender y en definita@er matematicas”, “La resolucion algebraica (de
ecuaciones) no se plantea como el Unico métodcesi@ucion y se combina también con otros
métodos numéricos y graficos y mediante el usowstkrde la tecnologia de la informacion”...

En Estados Unidos, las propuestas de los EstandarksNCTM (1989), sugiere adelantar la
introduccion del Algebra, como una generalizaciénlal Aritmética, en los dos Gltimos cursos de
Educacién Primaria, y aporta una concepcion madiamgl Algebra, poniendo énfasis en actividades
que provoquen el desarrollo de interpretacionesqalimentales y, que a su vez expliciten la
transicion de las concepciones procedimentaless eestructurales. Apuesta, inicialmente, por un
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acercamiento Pre-Algebraico para los ultimos cumesEducacion Primaria, Estandares 8 y 9:
Patrones y funciones, y Algebra, respectivamenéa pos niveles de quinto a octavo. En este
acercamiento al Algebra la tecnologia se propombiten como un mediador muy interesante (Kaput,
1989).

Diez afios después, la tendencia del NCTM (200@pgida en los “Principios y Estandares
para la Educacion Matemética”, mantiene y ampBadaas desarrolladas en la propuesta del 1989, de
manera que en el Estandar nimero 2, aborda el vlgepropone que todos los estudiantes deberian
aprender Algebra desde el principio de la Educa€bhigatoria, es decir, desde los grados K al 12,
afadiendo que desde los primeros afios de la g@gaclan los programas de Matematicas deberian
orientarse a capacitar a los estudiantes para:reo@r patrones, relaciones y funciones; repressenta
y analizar situaciones y estructuras matematicdizamdo simbolos algebraicos; usar modelos
matematicos para representar y comprender relacicuantitativas; y analizar los cambios tanto en
contextos reales como abstractos. Este adelantlghra a los primeros curso va a permitir ayudar
a los alumnos é&construir una base sdlida de aprendizaje y expecia como preparacion para un
trabajo més sofisticado en el &lgebra de los gradeslio y superior’(NCTM, 2000). Hay en este
documento una apuesta decidida por “Early Algebra”.

En el Reino Unido, por ejemplo, los textos de Atgetlel South Notts Projects (Bell y otros,
1980) se basa en una "ensefianza con significade"pppone la utilizaciéon de modelos concretos
para la resolucion de ecuaciones lineales. Asimismea situaciones concretas con el propdsito de
desembocar en el planteamiento de las ecuacionesionadas. Los textos del NMP de 1987, serie
inglesa de textos de Mateméticas para la Secundata que contribuyeron Harper y Kichemann,
entre otros, presentan el Algebra como un cursadoasn la idea de desarrollar sucesivamente las
nociones de letras como incognitas especificasnyocdatos integrados en una secuencia gradual
desde lo procedimental a lo estructural. El alcateleampacto cognitivo del planteamiento de estos
textos no ha llegado a ser investigado, pero sinalg elementos de este acercamiento, que han
mostrado algunos signos prometedores para la emseial Algebra.

En Holanda, la investigacion y desarrollo del awiim en el marco de la Educacion
Matematica Realista (RME), cuyo objetivo es dedlarovias significativas para la ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas con sentido, comside las Matematicas como una actividad
humana (Freudenthal, 1991), y las propuestasgledtindares de la NCTM (1989), forman la base
para el enfoque hacia el Algebra en el proyectcs “Matematicas en contextos” (MIC). En este
proyecto los estudiantes aprenden a describir disciones entre variables con una variedad de
representaciones y deben ser capaces de conextepl@sentaciones. El Algebra se utiliza para
resolver problemas y los estudiantes deben readieaciones inteligentes sobre qué representacion
algebraica utilizar. En la resolucion de problemasAlgebra (su estructura y simbolos) no es un
objetivo en si mismo, es una herramienta parawes@roblemas. Los problemas son problemas
realistas que surgen del mundo real y se preserdatextualizados. Podemos sefialar que el
Pensamiento Algebraico prima sobre la manipulaalgabraica (Reeuwijk, 1995).

La tendencia francesa en el marco de la ingendidi&ctica queda bien reflejada en trabajos
como los de Chevallard (1990), en los que muestaadiferenciacion entre la ensefianza “funcional”
del Algebra y la ensefianza “formal”. El autor egigario de que la ensefianza debe ser funcional.
Pero ¢qué significa esto?, significa que el aprajelino se debe hacer “in vacuo”, es decir, sin
objetivo. Cuando ensefiamos de esta manera (foestalnos haciendo una ensefianza que no es inutil
pero si incompleta y por tanto fuente de errorebstaculos. Sefiala que en general en la ensefianza
del Algebra se hace mas un planteamiento formafunaonal. En realidad lo que se hace en Algebra
no se sabe para qué sirve. En definitiva, el alutieme la sensacion de que se hace porque lo quiere
el profesor y con eso basta.

24| Vol. 77 + julio de 2011 NUMEROS



La ensefianza del Algebra en la Educacion Obligatai Aportaciones de la investigacion
M. Socas

3.5 Formacion del profesorado de Algebra

En la revision de las investigaciones en AlgebraKiran (1992), esta manifestaba que
sabemos muy poco sobre los diferentes acercamiantasensefianza del Algebra, sobre como los
maestros ensefian Algebra y sobre sus concepciaresnycias acerca del Algebra; la mayor parte de
las investigaciones, hasta principio de los noveattdn dirigidas a estudiar los fenomenos de
aprendizaje. Sin embargo, en Kieran (2007), sefa& hay signos de que las investigaciones en
Algebra, en los dltimos 15 afios, han cambiado gtexin nimero creciente de trabajos sobre: el
desarrollo profesional y la formacién del profesiordinicial y en activo) en Algebra. Por ejemplo,
investigaciones relacionadas con la formacion ahidel profesorado de Algebra las encontramos en
(Zaskis y Liljedahl, 2002; Van Dooren y otros 20@#&nchez y Llinares, 2003; Nathan y Patrosino,
2003...), o sobre los conocimientos y creencias deptofesores de Algebra (Nathan y Koedinger,
2000), etc. Sin embargo, a pesar de este desasighdicativo en relacion con el principio de los
noventa, quedan adn grandes areas de investigamiddgebra. Kieran (2007), sefiala cuatro focos
importantes que necesitan de un esfuerzo investigad Algebra. En primer lugar, la necesaria
blusqueda de modelos apropiados para observar igaarials practicas de la ensefianza del Algebra.

En segundo lugar, la necesidad de determinar nuemsnos que permita incorporar el cuerpo de >
conocimientos sobre los aprendizajes en Algebdesérrollo profesional y a la formacién inicial y
permanente de los profesores de Algebra. En téuger, la necesidad de establecer interacciones
entre el conocimiento de Algebra de los profes@es;onocimiento pedagdgico y la comprensién de
los estudiantes del conocimiento algebraico, e, dgitla en tercer lugar la necesaria relaciénedat
ensefianza y aprendizaje del Algebra. En cuarta,lagde el progresivo incremento del uso de la M
tecnologia como herramienta para el aprendizajdigelora, se necesitan mas investigaciones sobre

el determinante papel que juega el profesor enmiaar estos beneficios.

o

A
4. Consideraciones finales sobre Pensamiento Algelco
. . . . : . —
En este apartado sobre consideraciones finales ref@siremos a diferentes cuestiones
desarrolladas en el articulo, unas de caractergerdesrales, otras mas especificas y otras mas $ocale
referidas al grupo de Pensamiento algebraico tmilersidad de La Laguna. C

De manera general, las diferentes investigacioralizadas sobre Pensamiento algebraico
tratan de buscar respuestas a los principalesagtantes en torno a la naturaleza del Algebragsa |  J
procesos de pensamiento implicados, que facilitecgsos significativos de ensefianza-aprendizaje
del Algebra que permitan a los alumnos constrgmificados para los simbolos algebraicos y para su
manipulacién. Muchas son, sin embargo, las pregugtee aun hoy no tienen respuesta en el I>
tratamiento del Algebra en la Educacion Obligatofistas investigaciones ponen de manifiesto, en
primer lugar, las implicaciones negativas que tiepara el aprendizaje del Algebra, el considerar
Unicamente a la Aritmética como su antecesoraasgulsto de manifiesto hasta la saciedad, que el
Algebra no se puede considerar Unicamente comosimple generalizacion de la Aritmética;
aprender Algebra no es meramente hacer explicituéoestaba implicito en Aritmética; el Algebra
supone un cambio en el pensamiento del estudiataedificultad para muchos principiantes de la
transicion desde lo que puede considerarse modwmaf de representacién y resolucion de
problemas, al modo formal. Y en segundo lugar,aeméayor parte de los trabajos referenciados se
muestra la preocupacion por la gran escasez delosode ensefianza del Algebra asi como de la
literatura relacionada con las creencias y actitutéelos profesores de Algebra.

También se puede observar que en ciertos desarmlioiculares, se superan las versiones
simplistas, claramente reflejadas en los prograieasstudio y textos tradicionales, que consideraban
la ensefianza del Algebra elemental como una meemsién de la Aritmética, y hay también un
reconocimiento de que en la adquisicion del lergg@gebraico, ciertos cambios de concepcion
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respecto de las operaciones que se realizan ysdebjetos operados, juegan un papel fundamental.
No obstante, las investigaciones también ponen alfimsto la necesidad de hacer una distincion
entre las dificultades cognitivas de los estudmntéas cuestiones didacticas, esto es, qué podemos
hacer para ayudar a los estudiantes en sus difitmdt cognitivas. Tendriamos que plantearnos el
importante reto de cémo organizar el material paapturar y sostener el interés para que los
estudiantes puedan implicarse en los proceso®dtbeles, identificados por los analisis cognitivos
como necesarios o suficientes para adquirir corieaiim preciso del Algebra. Por tanto, debemos
disefiar unidades de aprendizaje que correspondamndades manejables tanto por los profesores
como por los estudiantes.

A modo de consideraciones finales podriamos desteemrazones principales que resaltarian
el especial interés que hoy tiene el desarrollo ReEissamiento algebraico en los alumnos de la
Educacién Obligatoria.

La primera, es la continua y generalizada dificulemn que los estudiantes y profesores se
enfrentan a la materia a pesar de tres décadasfatenas y desarrollos de planes de estudios. Es
necesario, en la actualidad desarrollar marcosatbajp que permitan hacer estudios rigurosos de los
factores que subyacen en las dificultades de losdiesites y profesores en la transicion de la
Aritmética al Algebra, en el desarrollo del Pensano Algebraico y en la Resolucion de Problemas
Algebraicos.

La segunda, es la necesidad de caracterizar ehf@ngo algebraico, que podemos formular
en la siguiente pregunta: ¢Qué es el Pensamiaggbraico y cudles son las razones esenciales de la
actividad algebraica que deben constituir las mgti@stenemos para el aprendizaje de los alumnos en
este campo? Esta caracterizacion del Pensamiegabrdico permitir4 sefialar con claridad las metas
para la educacion de los alumnos en cada etapateduc¢Early Algebra”, Prealgebra, Algebra en la
Educacion Secundaria Obligatoria...

La tercera, es la necesaria coordinacion de lasstig hallazgos de la investigacion en Algebra
gue existen en este campo. Es necesario contaumanvision integrada de los hallazgos de la
investigacion en Pensamiento Algebraico, como medi@ fomentar el desarrollo curricular y la
evaluacion en Algebra.

Ahora bien, las tres razones deben tomar en coaside que el desarrollo curricular en
Algebra en este siglo XXI, no puede ser ajeno a dassideraciones sociales y culturales:
competencias generales y especificas, capacidades..puede ser ajeno a la tecnologia: TIC,
calculadoras...; y no puede ser ajeno a los camhiodaedisciplina: caos (fractales), grafos,
combinatoria, matrices, problemas de optimizagidocesos iterativos y recursivos...

De manera mas concreta, observamos del analisiasdeuestiones mas relevantes de la
investigacion en Didactica de las Matematicas dereeh una mayor incidencia en el desarrollo
curricular del Algebra, que éstas se pueden carcegt poner énfasis en: los aspectos del lenguaje;
los aspectos semidticos, facilitando el acceso dtiplas representaciones; los mediadores
tecnolégicos (calculadoras y ordenadores); los omeaspectos del desarrollo matemético: caos
(fractales), grafos, etc.; resaltar el papel dectwstextos; propiciar ambientes de enculturaciorelen
trabajo de los estudiantes en Algebra; tomar ensideracion los procesos del pensamiento
algebraico; proponer y desarrollar actividades gyectos “open-ended” para el trabajo en Algebra;
iniciar las actividades de Algebra desde la EddcaBirimaria Pre-Algebra o “Early Algebra”; con la
finalidad de profundizar en el analisis de contesiy tareas algebraicas tomando en consideracion el
papel de los errores que se cometen ante las Itfie@s y los obstaculos de los estudiantes, y
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potenciar actividades prealgebraicas o algebranchgiduales y de grupo del alumnado, como base
para la construccion del conocimiento algebraiparéir del conocimiento numérico.

Igualmente, podemos considerar que las propuest®ratAlgebra y de “Early-Algebra” de
incorporar el Algebra al curriculo de la Educadfimaria tienen como finalidad ayudar al desarrollo
del pensamiento numérico y algebraico, facilitaridotransicion de la Aritmética al Algebra,
permitiendo organizar la ensefianza de la Aritméticel Algebra evitando saltos, rupturas o cortes
didacticos entre ambas, que tantas dificultadesoyes estd ocasionando en el alumnado de la ESO,
ademas de enriquecer, en general, la ensefianze aeatematicas. Pudiendo concluir que también
existe un cierto acuerdo general en la comunideestigadora internacional en que el Algebra debe
tener un lugar en el curriculo de la Educacién Briay como Pre-Algebra o como “Early-Algebra”,
aunque la investigacion sobre la integracién esamtido o en otro del Algebra en el curriculo escol
esta todavia en desarrollo y se conoce aun poserfbargo, algunos curriculos nacionales como el
espariol ha incorporado la iniciacion al lenguagajgebraico en términos de iniciacion a los numeros
enteros negativos y al uso de ciertos aspectassdettas como variable y como incognita (Consejeri
de Educacioén, Cultura y Deportes de Canarias, 2007) >

De manera mas local, el grupo de Pensamiento aligebde la Universidad de La Laguna
(Espafia), trabaja el Algebra desde la dptica deuléiplicidad de vinculos que este pensamientcetien
con el pensamiento numeérico y analitico, de magaealos problemas derivados de la ensefianza y
aprendizaje de estos tres campos, humérico, algelyranalitico, tienen muchos aspectos comunes y
las bases tedricas y metodoldgicas para su egtodaen también componentes afines. m

o

Las investigaciones, ponen de manifiesto, la ndadsde progresar en Algebra tomando en
consideracion tanto la concepcion procedimentaloctangestructural, que, por otra parte, coincide con
el desarrollo histérico del Algebra. Sin embargongue diferentes propuestas enfatizan las
consideraciones estructurales del Algebra, la niayde los estudiantes no alcanzan esta meta. Se
tiene claro que el paso de la Aritmética al Algebreeda determinado como el transito de lo
procedimental a lo estructural, pero este trangddria conducir a lo mismo si no se interpreta
correctamente.

C

Para algunos autores como Filloy y Sutherland (L986presenta una falsa disyuncion cuando
el aspecto relacional del pensamiento matematida quérito a su uso instrumental y viceversa; por
ejemplo, cuando el aspecto de resolucion de pradese separa falsamente del conocimiento J
matematico.

Nuestro trabajo en Algebra desarrolla una propuestiéransito de la Aritmética al Algebra >
desde una perspectiva global que comprende elrdbsatdel pensamiento operacional, estructural y
procesual tanto en la aritmética como en el Algetmediante un acercamiento semiético al lenguaje
algebraico que integre los contextos numérico yrggnco, en un marco del Algebra como Lenguaje,
en el que las fuentes de significado y los sisteteagpresentacion juegan un papel determinange. Lo
sistemas de representacion que se utilizan paraigigificado del Lenguaje Algebraico, ademas de
considerar su caracter conceptual y procedimeabardan también la necesidad de considerar el
Algebra como una actividad mas de los alumnos,sysignos, como un instrumento especifico y
mediador de la actividad.

Los alumnos comienzan desarrollando las bases elebamiento algebraico: determinan
semejanzas, diferencias, ordenan, clasifican, etiqu.. EI Algebra aparece como el lenguaje para la
expresion y manipulacion de generalidades. En leergdizacion se usan variables e incognitas,
férmulas y ecuaciones en un marco de resolucidpraldemas. La generalizacion y la resolucion de
problemas son campos complementarios en la ensetlahAlgebra, Radford (1996).
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Las aproximaciones que lleven a los estudiantescarstruccion de féormulas o ecuaciones en
las que se aprecie la generalidad de la misma,ndsde variadas: visualizacién; manipulacion de
figuras cuya construccién involucre el proceso daegalizacidén facilitando la construccion de la
formula; formulacion de reglas recursivas que ntaestomo construir el siguiente término usando el
precedente; y encontrar un patrén que lleve dineetde a la formula...

En este trabajo los objetos del Algebra son reptades bajo diferentes registros semiéticos
(internos o externos al propio Lenguaje algebraiaogptando que las operaciones de cambio entre
ellos constituye una operacién cognitiva basicee germite analizar las dificultades, y errores
conceptuales y de procedimiento, en los aspectascpnales, estructurales y procesuales, y que la
naturaleza abstracta del lenguaje algebraico debergendida como un proceso caracterizado por
diferentes etapas, reflejadas en los diferentexdiest de desarrollo que se dan en los sistemas de
representacion cognitivos, que se caracterizan @staaios semiotico, estructural y autbnomo. Es en
este desarrollo en el que entendemos la construdeioconocimiento conceptual y procedimental del
Algebra.

En este sentido, el modelo desarrollado permittupdizar en las dificultades y obstaculos que
tienen los alumnos en el aprendizaje del lenguggbeaico y posibilita nuevas maneras de enfocar el
estudio de los errores, especialmente desde dggguéivas:

» Los errores que tienen su origen en un obstaculo.

» Los errores que tienen su origen en una ausenaguiéicado; a esta Ultima, se le asigna dos
procedencias distintas, una, relacionada con fauliides asociadas a la complejidad de los
objetos matematicos y a los procesos de pensami@atematico, y otra, relacionada con las
dificultades asociadas a las actitudes afectiva®mqgcionales hacia el Algebra.

Se trabaja ademéas de propuestas de desarrollocutarridel Algebra en la Educacion
Obligatoria, en la construccion de un marco teétomal para el estudio de lo errores en Algebra
desde el que tratarlos sisteméaticamente, no ernntésnde proceder a una clasificacion de los mismos
sino en términos de dar una explicacién de su orgeivel del grupo e individualmente.
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