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Aspectos educativos de las otras definiciones de la
derivada

Félix Martinez de la Rosa.
Departamento de Matematicas.
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Resumen: Se analizan distintagefiniciones del concepto de derivada desde uropunt
de vista didactico

Introduccion

La definicién de Cauchy de la derivada constituye de los topicos mas importantes
del Calculo, tanto en la ensefianza secundaria eonteo Universidad:

Una funcion f (x) definida en un intervalo abierto que contengg aes derivable en
X, Si existe el limite

I|m f(XO +h)_ f(XO)
h-0 h
El valor del limite se designa pdr(x, Y)recibe el nombre de derivadafen X, .

La derivada de una funcion en un punto se inteaggebmétricamente como la
pendiente de la tangente a la curva definida pfurleién, en ese punto. Esta
interpretacion geométrica permite identificar Ip®sion analitica con la idea visual, y
asi puede establecerse si una funcion es derieall@ punto a través del analisis de su
gréfica.

Por otro lado, la derivad&'(x, 9e interpreta como la razon de cambio instantdeea

y = f(X) con respecto acuandox = X, . De acuerdo con lo que representen la funcion

f y la variablex, la derivada representara una velocidad, un eoatginal o cualquiera
de los otros muchos conceptos que puede signitisan. hace que su motivacion pueda
hacerse utilizando contextos mas amplios que ditiaoay el visual. Las razones de
cambio se presentan en todas las ciencias y piy, @fundamental asentar el
concepto de derivada y la definicion de Cauchyreprimer curso de Célculo de la
Universidad, para aplicarlo adecuadamente a lageragientos que necesitemos.

Pero ademas de la de Cauchy, existen otras defiggique aportan nuevas miradas al
concepto de derivada. Estas definiciones se obitidada de Cauchy de tres formas
diferentes:
a) Obteniendo la recta tangente a una curva comméklie rectas secantes no
habituales.
b) Analizando la expresién que aparece dentro detdiem la definicion de
Cauchy.
c) Reescribiendo la definicion de Cauchy.
Como resultado se consiguen tres nuevas definigj@ue resaltan ciertas sutiles
cualidades del concepto de derivada, y que adeomastibes, cada una de ellas en un
apartado distinto: el analisis numérico, la denawshn de propiedades de la derivada y
el paso de funciones de una a dos variables.
Por tanto, los objetivos de este articulo son:
Primero: Partiendo de la de Cauchy obteneatiisitas definiciones de la derivada.
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Segundo: Resaltar los aspectos didacticosnolavacion que nos aportan estas
otras definiciones.

I) Generalizaciones de la derivada de Cauchy

El concepto geométrico de recta tangente a una€ervun punto P es el de la recta
gue se obtiene como limite de las secantes pgulo®s P y Q, cuando Q se aproxima
a P (Figura 1). De esta manera el limite de laglipates de las secantes da lugar a la
pendiente de la tangente cuyo valor es la deridada

El proceso visual empleado para obtener la rentgetae a través de las secantes nos
permite plantear una pregunta: Si trazasemos ¢&@sreecantes por puntos colocados a
ambos lados de P, que se fueran aproximando saoesiie a P, ¢ el proceso se
estabilizaria también en la recta tangente? Lalimcion de este proceso esta en la
Figura 2.

FIGURA 1 FIGURA 2

[-a) Una primera respuesta parcial consiste en tragaeleantes por puntos de la forma
(X, —h, T(x, =) y(x, +h, f(x, +h)), que estan situados simétricamente a ambos

lados de Rx,, f (X, )jver Figura 3)

L

FIGURA 3

Observemos que



1:(Xo"'h)_f(xo_h)_ f(Xo+h)_f(X0)+ f(Xo_h)_f(Xo)
h B h -h

Por tanto, la derivadd'(x, puede definirse a través del limite

06+ = (=)
-0 2h

li
h

El cociente que aparece en la expresion anteridesemina formula de la diferencia
central, y en cursos elementales de analisis nomée utiliza como una aproximacion
de f'(x, ) mejor que el cociente incremental de la definiadérCauchy.

I-b) La respuesta general a la pregunta planteadasands afirmativamente en
(Simpson, 1993). Tracemos las secantes por pusttasfdrma(x, —bh, f (x, —bh ))

(X, +ah, f(x, +ah)) para valores positivos d&gb (ver Figura 4), y hagamds - 0.

FIGURA 4

La pendiente de las secantes de esta construccion es

f (x, +ah) - f(x, —bh)
(a+b)h

Para comprobar que la tangente se obtiene tambiéa el limite de la secantes
anteriores, supondremos gdieadmite el desarrollo de Taylor de orden unaxgnPara

los valoresx, +ah y x, —bh tenemos

f(x, +ah) = f(x,)+ f'(x,)(@ah) + R, siendolimo% =0

f (X, —bh) = f(x,) = f'(X,)(bh) +S,, siendolimo% =0



Restando ambas expresiones y simplificando obtestemo

T *+a) =06 =B _ gy v, RS

(a+b)h (a+b)h

Por tanto:

f (x, +ah) - f (x, —bh)
(a+b)h

(%) =lim

Como caso particular, pa=b = s& obtiene la formula de la derivada de I-a.
Aspectos didacticos destacados

La interpretacion geométrica de la definicion dei€y es el punto inicial para motivar
la idea de que es posible definir la derivada usalistintas configuraciones del limite.
En el primer caso se motiva la férmula de la difera central aunando la expresion
analitica con la idea visual.

En el segundo caso, se engloban la férmula y elegmanterior en un contexto mas
general, mediante la utilizacion de diferentes faside secantes, todas con la
propiedad comdn de que convergen a la misma raotghte.

II) Derivada de Caratheodory

Para motivar esta nueva férmula para la derivadaeeamos la definicién de Cauchy
en la forma

oy 1 (0= (%)
f(xo)—y[rgo =%

Nos fijamos en la expresion que aparece dentrbirdiéé y denominamog a la
funcion

_f(0- (%)
X=Xo

@A)

Observemos que di(x ¢s derivable erx, entonces la funciog tiene una

discontinuidad evitable er, . En efecto, bastaria defingr enx, con el valor

Ax,) = F'(X,), entonceslim ¢(x) = ¢X,)y por tantgz seria continua em, .
X=X

Reciprocamente, g tiene una discontinuidad evitable g, entonces existe
() f

im T~ (%)
X— Xy X—

En consecuencia, la derivabilidad dleen x,, esta ligada a la continuidad geen Xx,,

o dicho de otro modo:

y por tantd seria derivable er, .



Una funcion f (x ) definida en un intervalo abiertd, es derivable e, U si existe
una funcidng continua enx, que verifique la relacion:

f(X)— (X)) = @AX)(X—X,) para cadax JU
El valor de la derivada deen x, es ¢{x,) = f'(x,) .
Esta definicion fue dada por Caratheodory en 1864l contexto de las funciones de
variable compleja, en su libr@heory of Functions of a Complex Variable, vél. 1

Expresando de esta manera el concepto de derieagi@eacia que la continuidad es un
paso previo imprescindible para la derivabilidad.efecto, notemos que 3# X,

entoncesg(x )es la pendiente de la recta secante que paspiaix Yy po))
(%, T(%,)) . Por tanto, la definicion de Carathedory pone deifiesto que las

pendientes de las rectas secantes se aproximaarggnte de una forma continua. O
dicho de otro modo, la continuidad es esencial [@adarivabilidad.
Una gran cualidad de esta definicion, aparecehana de obtener los resultados tipicos
de las funciones derivables. Las justificacionetaddormulas de derivacion son a
veces tediosas y rutinarias, pero hay una en pkatique queremos destacar. Se trata
de la derivacion de funciones compuestasegla de la cadena’La demostracion
correcta puede consultarse por ejemplo en (Sph@B6), y ciertamente no es sencilla.
Como alternativa no es dificil hallar pruebas falea libros de uso habitual por los
alumnos. Por ejemplo ver (Edwards y Penney, 1996ason, 1999):

Si f es derivable erx, y g es derivable erf (x,) , entonces la derivada dgo f en

X, €S

lim 9T (% +1) = 9(F (%)) _

h-0 h
im 90 00)+ £ 06 +1) = £ (%)) = 9(F (%)) - T 06 +h) = (%)
(% +h) = (%) h

Denominandof (x, + h) — f (x,) =k, y suponiendo qu& # ,@&l ser f derivable enx,
sera continua en,, luegok - Ocuandoh — 0 Por tanto el resultado del limite es

9'(f (%)) (%) -
Obviamente sif (x, +h) - f(x,) = 0 prueba quedaria invalidada. Por ejemplo, la

funcion f(x) = xzsen1 si x# 0, f(0) =0, es derivable en 0, y se anula en puntos tan
X

cerca de 0 como se quiera.
La definicién de Caratheodory permite obtener tgarele la cadena de una forma
correcta pero muy sencilla:

Teorema: Si f es derivable erx, y g es derivable e = f (x,), entonces
h=go f es derivable erx, y h'(x,) = g'(f (X)) O '(%,)

Demostracion Por serf derivable enx, existe una funciom, continua enx, y
definida en un intervalo abiertéque contiene &, , tal que:
f(X)—f(x)=f(X)-b=@X)(X—X%,), para cadalV .



Analogamente, existe una funci@in, continua erb y definida en un intervalo abierto
U que contiene &, siendo:

9(2) —g(b) =¢(2)(z-b) para cadazJU .
Entonces:
h(X) —h(x,) = g(f (x)) =g(f (%)) =@ (f (X))(f (X) =b) =@ > f (X))AX)(X—X,)
para cadaxJV tal que f (x) JU . Ya que(@ - f)¢ es continua erx, y que su valor
en x, esg'(f(x)) I '(x, ), tenemos el teorema.

En el clasico libro (Apostol, 1976) el algebra @eivhdas (tanto de funciones reales
como complejas) se obtiene a partir de la definicié Caratheodory. También en el
articulo (Kuhn, 1991) se dan las demostracionesstiey de otras formulas del calculo
de derivadas.

Aspectos did4cticos destacados

A partir de la expresion que aparece dentro detdige la definicidbn de Cauchy, se
obtiene la de Caratheodory. Esta definicion eslentemente, inferior a la de Cauchy
en el aspecto computacional, pero presenta dostaspidacticos destacados:

Nos muestra que el proceso de acercamiento detabemtes de las secantes a la
pendiente de la tangente es continuo y, por tétmntinuidad es esencial para la
derivabilidad.

Nos permite simplificar las demostraciones de agtéoremas basicos de la derivacion.

[Il) Derivada de Frechet

En las asignaturas de primer curso de las carderagencias, se aborda el estudio de las
funciones reales de dos variables. Pasar de uoa aadiables, o lo que es lo mismo
pasar de dos a tres dimensiones, representa untanfgoreto didactico al que nos
tenemos que enfrentar los profesores de mateméaticas

En el caso concreto de la generalizacion del caoapderivada y su interpretacion
geomeétrica, nos encontramos con que en una vateatbrivada va ligada a la recta
tangente, pero en el caso de dos variables apadderiitades. Un primer paso para
generalizar la derivada consiste en mantener figavariable y derivar respecto de la
otra. Asi se obtienen las derivadas parciales ddwrcion f (x,y )en un puntqa,b )

f(a+h,b) - f(a,b)
h

f(a,b+h) - f(ab)
h

f.(a,b) = |hI[Tcl) f,(a,b) = Irm

La interpretacion geométrica de las derivadas alaxicomo la pendiente de la tangente
en (a,b, f(a,b)) a la curva que se forma al cortar la superfic{g, y con un plano

(x =a para el caso dé, (a,b), e y=b para el caso dé, (a,b ))proporciona una

buena intuicion geométrica. Por desgracia la rétaentre continuidad y derivabilidad
que se tiene en una variable, no se verifica &psta tomar la funcion:

lparax=y,x#0
O enotro caso

f(X,Y)={



Es trivial comprobar qud, (00) = f, (00) = ,Qero sin embargd no es continua en

(0,0). Por tanto se impone la busqueda de un ctmoegs general. Para ello,
regresamos a la definicion de Cauchy para funcideasa variable y la reescribimos
en la forma:

im T~ F (%) = 1 00)(x=%,) _
X=X X=X,
O dicho de otra manera:

(1)

f (x) es derivable erx, si existe un valor, que denominamb¥x, , qyie verifica (1).

Esta es la caracterizacion de Frechet de la difekitidad para funciones deenR.

En ella se aprecia que la diferencia enttrg la rectay = f (x,) + f'(X,)(x— X, )(recta
tangente) se hace cero aun al dividirse eftrex, , cuandox va haciax,. En otras
palabras, la recta tangente a una curva en un gergarece mucho a la curva cerca del
punto. (De hecho en (Bivens, 1986) se demuestralgeatre todas las rectas que pasan
por ese punto, la tangente es la que mas cercdeeldé&urva cerca del punto, y por
tanto es la mejor aproximacion linealfd=erca del punto).

Si partimos de esta caracterizacion, el concepttifdeenciabilidad para funciones de

R? enR aparece ahora, de manera natural, como una geaei@h de la derivada de
funciones d&k enR:

Una funcion f (x,y )es diferenciable efa,b 9i:

im Loy —(f@ab)+ T (ab)(x-a)+ 1, (ab)y-b) _

0
(e V(x-a)? +(y=b)’

Este es el concepto de Frechet para la diferetidiathide funciones d&” enR e
implica la continuidad dé en (a,b). Ademas se aprecia que la diferencia entre

f(x,y) yelplanoz= f(a,b) + f,(a,b)(x-a) + f (a,b)(y —b) (que se definira como

plano tangente) se hace cero aun al dividirse ef(ue a)’ +(y-b)?, cuando(x,y )
tiende hacia(a,b ,)lo que da idea del parecido entre ambos cercauhed (a,b ).

El concepto de diferenciabilidad para funcionesRleen R™, y en general para
espacios normados, fué dada por Frechet en 1925 ldaro “La notion de differentielle
dans I'Analyse générale”

Aspectos did4cticos destacados

Una simple reescritura de la definicién de Cauchjudar a la de Frechet, la cual nos
permite:

Expresar analiticamente el hecho de que la tangemb@ curva en un punto se parece
mucho a la curva en un entorno del punto.

Facilitar y motivar el paso de la derivabilidadwara variable a la diferenciabilidad en
dos variables, y el concepto de plano tangente
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