
                                                              

University of Dundee

Does error control suppress spuriosity?

Aves, Mark A.; Griffiths, David; Higham, Desmond. J.

Published in:
SIAM Journal on Numerical Analysis

DOI:
10.1137/S0036142994276980

Publication date:
1997

Link to publication in Discovery Research Portal

Citation for published version (APA):
Aves, M. A., Griffiths, D., & Higham, D. J. (1997). Does error control suppress spuriosity?. SIAM Journal on
Numerical Analysis, 34(2), 756-778. 10.1137/S0036142994276980

General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in Discovery Research Portal are retained by the authors and/or other
copyright owners and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with
these rights.

 • Users may download and print one copy of any publication from Discovery Research Portal for the purpose of private study or research.
 • You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain.
 • You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal.

Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove access to the work immediately
and investigate your claim.

Download date: 19. Mar. 2016

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by University of Dundee Online Publications

https://core.ac.uk/display/20446274?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1
http://dx.doi.org/10.1137/S0036142994276980
http://discovery.dundee.ac.uk/portal/en/research/does-error-control-suppress-spuriosity(d580c5b3-c6e9-4332-b390-cc121f54ac52).html


� � � � � � � � � � � � � � � 	 
 � � � � � � � 
 � � �  � �  � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! � � � � � " # $ � % � & � ' ! � " �

( ) * + , - . +
/ 0 1 2 3 0 4 5 3 6 7 8 9 : ; < : 4 1 7 < 0 < = 7 0 7 1 7 9 : > 9 : 4 3 < 6 ? 7 0 9 6 @ ? 7 A 3 6 3 0 1 7 9 : 3 B 4 9 1 7 < 0 ; C 1 < D 2 9 13 E 1 3 0 1 ? < 3 ; F G H I F 3 6 6 < 6 8 < 0 1 6 < : 8 < 0 = 3 6 J F G K I F L 6 < L 3 6 1 7 3 ; M N 2 7 ; D < 6 O 8 < 0 8 3 0 1 6 9 1 3 ; < 0

P : < Q 9 : ; 1 3 9 ? @ ; 1 9 1 3 ; C < 6 R E 3 ? L < 7 0 1 ; S / 1 7 ; ; 2 < D 0 1 2 9 1 = < 6 ; @ ; 1 3 5 ; < = 3 B 4 9 1 7 < 0 ; C
T U V W X G V T R E 3 ? L < 7 0 1 ; P 3 0 3 6 9 : : @ 8 3 9 ; 3 1 < 3 E 7 ; 1 D 2 3 0 : < 8 9 : 3 6 6 < 6 8 < 0 1 6 < : 7 ; 4 ; 3 ? S Y < 6; 8 9 : 9 6 L 6 < Q : 3 5 ; C < 0 1 2 3 < 1 2 3 6 2 9 0 ? C : < 8 9 : : @ 9 ? 9 L 1 7 > 3 9 : P < 6 7 1 2 5 ; P 3 0 3 6 9 : : @ 9 > < 7 ?; L 4 6 7 < 4 ; R E 3 ? L < 7 0 1 ; Q @ 9 0 7 0 ? 7 6 3 8 1 5 3 1 2 < ? Z 1 2 3 ; 1 3 L ; 7 [ 3 ; 3 : 3 8 1 7 < 0 L 6 < 8 3 ; ; 8 9 4 ; 3 ;; L 4 6 7 < 4 ; R E 3 ? L < 7 0 1 ; 1 < Q 3 4 0 ; 1 9 Q : 3 S \ < D 3 > 3 6 C L 6 < Q : 3 5 8 : 9 ; ; 3 ; 3 E 7 ; 1 D 2 3 6 3 C = < 69 6 Q 7 1 6 9 6 7 : @ ; 5 9 : : 1 < : 3 6 9 0 8 3 ; C ; 1 9 Q : 3 C ; L 4 6 7 < 4 ; R E 3 ? L < 7 0 1 ; L 3 6 ; 7 ; 1 C D 7 1 2 ; 7 P 0 7 R 8 9 0 1Q 9 ; 7 0 ; < = 9 1 1 6 9 8 1 7 < 0 S ] 1 3 8 2 0 7 B 4 3 7 ; ? 3 6 7 > 3 ? = < 6 P 3 0 3 6 9 1 7 0 P ; 4 8 2 3 E 9 5 L : 3 ; S

^ _ ` a b c d e f a g c `
h i j k l m n o p o q o p r s t s o u u l v w m j o t k n v q t m q i v i s x v y s z r { m s n l k t k j o u s | } ~ k q t ~ k o u u l v w �m j o t m v q s o l k n v j u i t k { v � k l p v q � t m j k m q t k l � o p s � m t m s y k p p � q v y q t ~ o t t ~ k { m s n l k t k j o un o q n v q � k l � k t v o � � � � � � � � s t k o { r s t o t k � o s v p i t m v q t ~ o t m s i q l k p o t k { t v t ~ k n v q t m q i v i su l v z p k j | � i n ~ o s t o t k v � o � o m l s m s n p k o l p r z k s t o � v m { k { � o q { o � l k o t { k o p v � o t t k q t m v q ~ o sz k k q u o m { l k n k q t p r t v t ~ m s u ~ k q v j k q v q |� k � k l o p o i t ~ v l s ~ o � k n v q s m { k l k { t ~ k n o s k v � o i t v q v j v i s � m q m t m o p � o p i k � v l { m q o l r { m � �� k l k q t m o p k � i o t m v q s � � � � s �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��   ¡ � ¢ ¡ ¢ �
£ u u p r m q � o q ¤ � s t o � k k w u p m n m t � i q � k � ¥ i t t o � � � ¥ � � v l j i p o y m t ~ n v q s t o q t s t k u s m ¦ k § t vt ~ m s u l v z p k j u l v { i n k s o u u l v w m j o t m v q s � ¨ © � � � ¨ � � y m t ~ � ¨ � ª § � s o t m s � r m q �

� ¨ « ¬ � � ¨  § ®̄° ± ¬ ² ° ³ ° � � ¢ ¡ ´ �
y ~ k l k

³ ¬ � � � � ¨ � �
³ ° � � � � ¨  § ° µ ¬¯

¶ ± ¬ · ° ¶ ³ ¶ � � ´ ¸ ¹ ¸ ¤ ¡
º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á ¼ Â À Ã Ä Å ¾ À Æ ¼ Á ¾ À Ç È É ¾ Â Ê Ë Ã Á ½ Ì À ¼ ¿ Í È Ç ¼ Â È ¼ Î Ï Â Ç Ð ¼ ¿ É Ç À Ñ Ã Ä » Ì Â Ê ¼ ¼ Î » Ì Â Ê ¼ ¼ Î » » Ò Ó Ô Õ ÎÍ È Ã À Ö ¾ Â Ê × Ø Á ¾ Ç Ö ¾ Ê Ê ¿ ¼ É É ¼ É Ù Ú Û Ü Ý Þ ß Ú à Þ á â ã ä â á Û à á ã å Î â æ ç ß Ú à Þ á â ã ä â á Û à á ã å Î â è é ç è Û Ú ß Ú à Þ á â ã ä â á Û à á ã å ×

¢



� k l k t ~ k n v k � n m k q t s � ² ° � · ° ¶ � { k � q k o u o l t m n i p o l � v l j i p o | � ~ k l k p o t m v q � ¢ | ´ � n o q z kl k � o l { k { o s o v q k � s t k u j o u
� ¨ « ¬ � � ¨  § � � § � � ¨ � � � ¢ ¡ � �

y ~ k l k t ~ k m q n l k j k q t � i q n t m v q � { k u k q { s i u v q � | � � � � § � � � � � � � z i t � � � � � 	� � � t ~ k q � �m s o s u i l m v i s � w k { u v m q t � v � u k l m v { v q k � |
� � o s u i l m v i s � w k { u v m q t m s p m q k o l p r s t o z p k � t ~ k q � � v l o n k l t o m q l o q � k v � m q m t m o p � o p i k s

� � � t ~ k q i j k l m n o p s v p i t m v q y m p p z k o t t l o n t k { t v t ~ m s s u i l m v i s � o p i k | 
 o q r k w o j u p k s v �s i n ~ s u i l m v i s z k ~ o � m v i l ~ o � k z k k q n v q s t l i n t k { � � ¢ � � �  � ¢ � � � o q { m t ~ o s z k k q � v i q {t ~ o t � s u i l m v i s m t r � n o q v n n i l k � k q y ~ k q t ~ k s t k u s m ¦ k m s n ~ v s k q t v s o t m s � r t ~ k n v q s t l o m q t sm j u v s k { z r o z s v p i t k s t o z m p m t r o q o p r s m s | � k p o t k { y v l � z r � o m l k l k t o p | � ´ � o p s v p v v � k { o t t ~ k
� i q � k � ¥ i t t o u l v n k s s � s u l v u k q s m t r � v l s u i l m v i s z k ~ o � m v i l | � q u o l t m n i p o l � t ~ k s k o i t ~ v l ss ~ v y k { t ~ o t o q r k w u p m n m t � i q � k � ¥ i t t o � v l j i p o v t ~ k l t ~ o q � v l y o l { � i p k l n o q u l v { i n k os u i l m v i s � w k { u v m q t |£ p t ~ v i � ~ t ~ m s u v t k q t m o p � v l s u i l m v i s s v p i t m v q s m s y v l l r m q � � m t s ~ v i p { z k q v t k { t ~ o tn v j u i t m q � t ~ k l k s m { i o p � � � � � � � � m � k s o s m j u p k o u v s t k l m v l m n ~ k n � v q t ~ k � o p m { m t r v � on v q s t o q t s t k o { r s t o t k | � i l t ~ k l � � i j u ~ l m k s � � � ~ o s s ~ v y q t ~ o t � i q { k l j m p { o s s i j u t m v q so z v i t � � o q r � w k { u v m q t t ~ o t k w m s t s � v l o l z m t l o l m p r s j o p p s t k u s m ¦ k s j i s t z k n v j k i q z v i q { k {o s § � � | � k q n k � l k u k o t m q � t ~ k m q t k � l o t m v q y m t ~ o s j o p p k l s t k u s m ¦ k y m p p i p t m j o t k p r j o � ks u i l m v i s z k ~ o � m v i l o u u o l k q t |

� ~ k y v l � j k q t m v q k { o z v � k { k o p s y m t ~ t ~ k z k ~ o � m v i l v � n v q s t o q t s t k u s m ¦ k o p � v l m t ~ j s �o q { m s l k p k � o q t t v j o q r o u u p m n o t m v q s m q s n m k q n k o q { k q � m q k k l m q � � u o l t m n i p o l p r m q t ~ k s v �p i t m v q v � s k j m � { m s n l k t m s k { � q v q p m q k o l � u o l t m o p { m � k l k q t m o p k � i o t m v q s | � v y k � k l � o s s k � k l o po i t ~ v l s ~ o � k q v t k { � s t o q { o l { s v � t y o l k � v l � � � s { v k s q v t i s k n v q s t o q t s t k u s m ¦ k s | � q s t k o { �t ~ k s t k u s m ¦ k § ¨ � � � ¨ « ¬ � � ¨ m s � o l m k { o n n v l { m q � t v o p v n o p k l l v l n l m t k l m v q | � q t ~ k n o s k v � k w �u p m n m t � i q � k � ¥ i t t o j k t ~ v { s � t ~ k j o m q � v l j i p o � ¢ | ´ � m s n v i u p k { y m t ~ o s k n v q { o l r � v l j i p o �t v � m � k
�� ¨ « ¬ � � ¨  § ¨ ®̄° ± ¬

�
² ° ³ ° ¡ � ¢ ¡ � �

� k l k �� ¨ « ¬ m s t ~ k l k s i p t v � o { m � k l k q t � � ¥ � v l j i p o o u u p m k { o t � ¨ | � � ~ k v l { k l v � t ~ ks k n v q { o l r � v l j i p o j o r z k ~ m � ~ k l v l p v y k l t ~ o q t ~ o t v � t ~ k j o m q � v l j i p o | � } k j o r y l m t k� ¢ | � � m q o j o q q k l o q o p v � v i s t v � ¢ | � � �
�� ¨ « ¬ � � ¨  § ¨ � � § ¨ � � ¨ � ¡ � ¢ ¡ � �

£ q k l l v l k s t m j o t k � v l t ~ k s t k u m s � m � k q z r k m t ~ k l
k s t ¨ « ¬ � � � � ¨ « ¬ � �� ¨ « ¬ � � � � ¢ ¡ � �

v l k s t ¨ « ¬ � � � � ¨ « ¬ � �� ¨ « ¬ � � � § ¨ ¡ � ¢ ¡  �
� ~ k k l l v l k s t m j o t k � ¢ | � � m s l k � k l l k { t v o s o q k l l v l � u k l � s t k u � � � � � k s t m j o t k � y ~ m p k � ¢ |  � m sn o p p k { o q k l l v l � u k l � i q m t � s t k u � � � � � � k s t m j o t k |

� ~ k k l l v l k s t m j o t k m s i s k { � v l t y v u i l u v s k s � k l l v l n v q t l v p o q { s t k u s m ¦ k s k p k n t m v q �o q { o p j v s t o p p s v � t y o l k k j u p v r s t ~ k s o j k z o s m n s t l o t k � r | � � k s t ¨ « ¬ s o t m s � k s t ~ k n l m t k l m v qk s t ¨ « ¬ ¸ � � y ~ k l k � m s o i s k l � s i u u p m k { t v p k l o q n k u o l o j k t k l � t ~ k q t ~ k s t k u m s o n n k u t k { |

´



� t ~ k l y m s k t ~ k s t k u m s l k � k n t k { o q { l k � n v j u i t k { y m t ~ o s j o p p k l s t k u s m ¦ k � i q t m p t ~ k n v q { m t m v qk s t ¨ « ¬ ¸ � z k n v j k s t l i k � | � ~ k i s i o p � v l j i p o � v l t ~ k q k w t s t k u s m ¦ k m s
§ ¨ « ¬ � � � �k s t ¨ « ¬ � ¬ � � § ¨ ¡ � ¢ ¡ � �

� k l k � m s o q m q t k � k l t ~ o t m s { k t k l j m q k { � l v j t ~ k � i q � k � ¥ i t t o � v l j i p o s | � � t m s t ~ k p o l � k s tm q t k � k l s i n ~ t ~ o t k s t ¨ « ¬ � � � § �̈ � | � � ~ k n v q s t o q t s o � k t r � o n t v l � � � � � ¢ � m s m q n p i { k { m qo q o t t k j u t t v o � v m { l k � k n t m q � t v v j o q r s t k u s | 	 o p i k s v � � z k t y k k q ¡ � o q { ¡ 
 o l k t r u m n o p |
� ~ k � v l j i p o � ¢ | � � n o q z k � i s t m � k { z r o q o s r j u t v t m n � s j o p p § � k w u o q s m v q � o q { m t n o q z ko l � i k { t ~ o t § ¨ « ¬ v � k l s o n v j u l v j m s k z k t y k k q k � n m k q n r � n ~ v v s m q � o p o l � k s t k u s m ¦ k � o q {o n n i l o n r � s o t m s � r m q � t ~ k k l l v l n l m t k l m v q � | � � o s t k u m s l k � k n t k { � t ~ k q � ¢ | � � n o q z k i s k { t v{ k t k l j m q k o s t k u s m ¦ k y m t ~ y ~ m n ~ t v l k u k o t t ~ k s t k u | � t ~ k l t k n ~ q m � i k s o l k o p s v i s k { m qu l o n t m n k � z i t t ~ k u l k n m s k { k t o m p s v � s t k u s m ¦ k n ~ o q � m q � o � t k l o l k � k n t m v q o l k q v t m j u v l t o q t� v l v i l o q o p r s m s |

� ~ k j o m q � i k s t m v q t ~ o t y k o { { l k s s m q t ~ m s y v l � m s y ~ k t ~ k l k l l v l n v q t l v p o p � v l m t ~ j s v �t ~ k t r u k { k s n l m z k { o z v � k y m p p o i t v j o t m n o p p r s i u u l k s s s u i l m v s m t r | � t j i s t z k k j u ~ o s m s k {t ~ o t s i n ~ k l l v l n v q t l v p m s j v t m � o t k { z r � � �  � � i o q t m t m k s o q { § ¨ � � k w u o q s m v q s | � q t ~ m sy v l � y k o l k n v q n k l q k { y m t ~ � � � � � � � � z k ~ o � m v i l o q { � � � �  � � i o q t m t m k s | � k l k � t ~ k p m j m t� ¨ � � m s j v l k l k p k � o q t t ~ o q t ~ k p m j m t § ¨ � � | £ p t ~ v i � ~ t ~ k l k s k k j s t v z k o y m { k p r � ~ k p {z k p m k � t ~ o t � k l l v l n v q t l v p s i u u l k s s k s s u i l m v s m t r � � s k k � � v l k w o j u p k � � ¢ � � � � t v { o t k t ~ m s ~ o sq v t z k k q l m � v l v i s p r k s t o z p m s ~ k { � v l � k q k l o p � � ¥ j k t ~ v { s o q { u l v z p k j s |} k j k q t m v q t ~ o t l k n k q t y v l � z r � t i o l t o q { � i j u ~ l m k s � ¢ ´ � o q { � m � ~ o j o q { � t i o l t
� � � s ~ v y s t ~ o t p v n o p k l l v l n v q t l v p v � k l s z k q k � t s � v l p v q � � t k l j n v j u i t o t m v q s y m t ~ n k l t o m qu l v z p k j s o q { j k t ~ v { s | � i l o u u l v o n ~ m s p k s s s u k n m � n � o q { t ~ k l k s i p t s p k s s u l k n m s k � � s m q n ky k o m j t v � o m q m q s m � ~ t m q t v t ~ k z k ~ o � m v i l v � � k q k l o p � � ¥ j k t ~ v { s v q � k q k l o p � � � s |

� q t ~ k q k w t s k n t m v q � y k p v v � o t t ~ k k w m s t k q n k v � s u i l m v i s � w k { u v m q t s m q o � o l m o z p ks t k u s m ¦ k s k t t m q � | } k s ~ v y t ~ o t s i n ~ u v m q t s o l k p m � k p r t v o l m s k y ~ k q k � k l t ~ k m q { m � m { i o ps u i l m v i s � w k { u v m q t z l o q n ~ k s � v l t ~ k t y v � v l j i p o s m q t k l s k n t | � ~ m s n v l l k s u v q { s t v t ~ km q t k l s k n t m v q v � t y v n i l � k s m q ��   « ¬ | � v l s n o p o l u l v z p k j s � � � ¢ � t ~ m s s n k q o l m v m s q v ti q p m � k p r � o q { ~ k q n k s u i l m v s m t r n o q q v t z k l i p k { v i t | � k n t m v q � k w o j m q k s t ~ k s t o z m p m t r v �s u i l m v i s � w k { u v m q t s m q t ~ k s n o p o l n o s k | } k s ~ v y t ~ o t � m q � k q k l o p � m q s t o z m p m t r m s m q k � m t o z p k� v l s j o p p t v p k l o q n k s � s v s u i l m v i s � w k { u v m q t s o l k i q p m � k p r t v z k s k k q m q u l o n t m n k | } k o p s vu l v � m { k q i j k l m n o p k � m { k q n k t ~ o t k � k q y ~ k q o s u i l m v i s � w k { u v m q t m s s t o z p k � m t m s p m � k p r t v~ o � k o z o s m q v � o t t l o n t m v q t ~ o t s ~ l m q � s y m t ~ � | � k n t m v q s � o q { � m p p i s t l o t k o t k n ~ q m � i k� v l n v q s t l i n t m q � � � k q i m q k p r s u i l m v i s � � w k { u v m q t s � t ~ o t m s � s u i l m v i s � w k { u v m q t s t ~ o t o l ks t o z p k o q { ~ o � k o s m � q m � n o q t z o s m q v � o t t l o n t m v q � v l s j o p p � | £ p t ~ v i � ~ s i n ~ k w o j u p k s o l kk w t l k j k p r n v q t l m � k { � t ~ k r m p p i s t l o t k t ~ k y v l s t � n o s k z k ~ o � m v i l v � s t o q { o l { k l l v l n v q t l v ps n ~ k j k s | � m q o p p r � m q s k n t m v q � � y k s i j j o l m s k v i l n v q n p i s m v q s |
� � � g � a � ` f � c � � � e b g c e � � � � d � c g ` a �
 ! " # $ % & ' ( ) ( * ' ( & %
� ~ l v i � ~ v i t t ~ m s y v l � � � m q � ¢ | ¢ � m s o s s i j k { t v z k + ¬ | � q t ~ m s s i z s k n t m v q y k o s s i j k t ~ o tt ~ k � � � � ¢ | ¢ � m s s n o p o l � � � ¢ � | � ~ k q v l j m q � ¢ | � � v l � ¢ |  � m s t o � k q t v z k t ~ k o z s v p i t k� o p i k | � ~ m s s m j u p m � k s t ~ k o q o p r s m s � y m t ~ v i t o � k n t m q � v i l j o m q n v q n p i s m v q s | � � q v l m q � s t k u

�



l k � k n t m v q s � t ~ k v q k � s t k u l k n i l l k q n k � m � k q z r � ¢ | � � o q { � ¢ | � � n o q t ~ k q z k y l m t t k q m q t ~ k� v l j
� ¨ « ¬ � � ¨  § ¨ � � § ¨ � � ¨ � � � ´ | ¢ �
§ ¨ « ¬ � � �� ¨§ ¨ � � � § ¨ � � ¨ � � � � § ¨ � � ¨ � � � ¬ � � § ¨ � � ´ | ´ �

y ~ k l k �� ¨ � � � � � m q { k u k q { k q t v � ª � � v l � � � n v q t l v p � o q { �� ¨ � � � � § ¨ � v l � � � � n v q t l v p |£ � w k { u v m q t v � t ~ m s l k n i l l k q n k � t ~ o t m s � o s v p i t m v q y ~ k l k z v t ~ § ¨ o q { � ¨ o l k n v q s t o q t �j i s t s o t m s � r
� � § � � � � � � � � � ´ | � �

� � � § � � � � � � � �� � § � ¡ � ´ | � �
� ~ k n v q { m t m v q � ´ | � � � v l n k s � § � � � � � t v z k o � n v q s t o q t s t k u s m ¦ k � � w k { u v m q t v � t ~ k j o m q� v l j i p o | � ~ k s k n v q { n v q { m t m v q � � ´ | � � � y ~ m n ~ k q s i l k s t ~ o t t ~ k s t k u s m ¦ k l k j o m q s n v q s t o q tv q k o n ~ s t k u � � v l n k s � § � � � � � t v z k y m t ~ m q � � � � v � o � w k { u v m q t v � t ~ k s k n v q { o l r � v l j i p o |� h v t k t ~ o t y m t ~ s i n ~ o s v p i t m v q t ~ k k l l v l n l m t k l m v q k s t ¨ « ¬ ¸ � m s s o t m s � k { � o s l k � i m l k { | �h v y n v q s m { k l t ~ k t y v � � ¥ � v l j i p o s s k u o l o t k p r | � ~ k r j o r ~ o � k z l o q n ~ k s v � � w k {u v m q t s � t ~ o t m s � u v m q t s � § � � � s o t m s � r m q � � � § � � � � � o q { � � § � � � � � � l k s u k n t m � k p r | � ~ k s kz l o q n ~ k s j o r m q t k l s k n t o t s v j k u v m q t � �§ � �� � | � � s v � t ~ k q � z r n v q t m q i m t r � � v l s j o p p � � j v � m q �o y o r � l v j � �§ � �� � o p v q � t ~ k j o m q z l o q n ~ � � § � � � � � y m p p � k q k l o p p r u k l t i l z � � � § � � � � o y o r� l v j ¦ k l v i q t m p � ´ | � � z k n v j k s s o t m s � k { | � q � k q k l o p � y k n o q j v � k o p v q � t ~ k j o m q z l o q n ~m q k m t ~ k l v � t y v { m l k n t m v q s | � v � � v l o � m � k q s j o p p � � y k y v i p { k w u k n t t ~ k l k t v k w m s t t y v
� w k { u v m q t s n p v s k t v k o n ~ m q t k l s k n t m v q u v m q t |

� v y p m � k p r m s m t t ~ o t t y v { m � k l k q t � � ¥ � v l j i p o s y m p p ~ o � k s u i l m v i s � w k { u v m q t z l o q n ~ k st ~ o t m q t k l s k n t � � q t ~ k n o s k y ~ k l k � � � � m s o u v p r q v j m o p v � { k � l k k � � m t m s j k q t m v q k { m q � ¢ �� o q { n o q z k k o s m p r s k k q � l v j � ¢ | ´ � o q { � ¢ | � � � t ~ o t � v l o q ¤ � s t o � k � � ¥ � v l j i p o � t ~ k � w k {u v m q t s o l k u l k n m s k p r t ~ k l k o p l v v t s v � o u v p r q v j m o p v � { k � l k k � ® | � k q n k � o � v l j i p o m s p m � k p rt v ~ o � k j o q r z l o q n ~ k s v � s u i l m v i s � w k { u v m q t s � o q { t ~ k u v t k q t m o p � v l o s u i l m v i s � w k {u v m q t t v z k s ~ o l k { z k t y k k q t y v � v l j i p o s s k k j s ~ m � ~ | � ~ k l k � k l k q n k � ¢ � u p v t s z m � i l n o t m v q{ m o � l o j s � v l s k � k l o p p v y v l { k l � � ¥ � v l j i p o s o u u p m k { t v � i o { l o t m n o q { n i z m n u v p r q v j m o p s� | � � k q m q t ~ k s k n o s k s � y ~ k l k ¤ o q { � o l k s j o p p � z r s i u k l m j u v s m q � t ~ k � � i l k s m t n o qz k s k k q t ~ o t � w k { u v m q t z l o q n ~ k s m q t k l s k n t � v l j o q r u o m l s v � � v l j i p o s | } k ~ o � k o p s vn v q { i n t k { q i j k l m n o p k w u k l m j k q t s y m t ~ s k � k l o p y m { k p r � i s k { � v l j i p o s o q { u v p r q v j m o p � p m � k� i q n t m v q s � | � i l l k s i p t s s i u u v l t t ~ k t k q k t t ~ o t s m j i p t o q k v i s s u i l m v i s � w k { u v m q t s o l kq v t l o l k |£ s o q k w o j u p k y k n v q s m { k l o � t ~ o q { � t ~ v l { k l u o m l { k l m � k { z r � k ~ p z k l � � y ~ m n ~m s l k � k l l k { t v o s � ¥ � � � z r � o j z k l t � � � u o � k ¢ � � � | � ~ m s u o m l ~ o s z k k q i s k { m q j o q ru l v � l o j s � m q n p i { m q � t ~ k m q x i k q t m o p � � � � ¢ ¢ � o q { 
 o t p o z � s � � 	 
 � �  � 
 � | } k o u u p r t ~ ku o m l t v t ~ k p v � m s t m n u l v z p k j � � � � � � � � � � � ¢ � � � � � � | � m � i l k ´ | ¢ s ~ v y s t ~ k l k s i p t s v � os m j u p k � l m { s k o l n ~ � v l s u i l m v i s � w k { u v m q t s v � t ~ k m q { m � m { i o p � v l j i p o s | � ~ k s r j z v p s� � � o q { �  � o l k i s k { � v l t ~ k � t ~ o q { � t ~ v l { k l � v l j i p o s � l k s u k n t m � k p r | � ~ k p k � t � ~ o q {u p v t ~ m � ~ p m � ~ t s t ~ k o z i q { o q n k v � s u i l m v i s � w k { u v m q t s � v l t ~ k t y v j k t ~ v { s � y m t ~ j o q r
� w k { u v m q t z l o q n ~ k s p r m q � m q n p v s k u l v w m j m t r | £ j v l k { k t o m p k { s k o l n ~ v q t ~ k { v j o m q� § � � � � � ´ ¡  � ´ ¡ � � � � ¢ ¡ � � � � ¢ ¡ � � ´ � l k � k o p s t ~ o t t ~ k � w k { u v m q t n i l � k s v � t ~ k � t ~ o q { � t ~v l { k l � v l j i p o s m q t k l s k n t m q t ~ m s l k � m v q o q { t ~ o t t ~ k u o m l u v s s k s s k s o n v j j v q s u i l m v i s
� w k { u v m q t m q t ~ k � m n m q m t r v � � § � � � � � ´ ¡  � � ¢ ¡ � �  � | } k u v m q t v i t t ~ o t t ~ m s s t k u s m ¦ k p m k s

�



1 2 3 4
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

stepsize

fix
ed

 p
oi

nt

RKF4 & RKF5

2.7 2.75 2.8
1.033

1.034

1.035

1.036

1.037

1.038

1.039

1.04

1.041

1.042

stepsize

fix
ed

 p
oi

nt

RKF4 & RKF5

� m � i l k ´ | ¢ � � u i l m v i s � w k { u v m q t s v � � t ~ o q { � t ~ v l { k l � k ~ p z k l � j k t ~ v { v q p v � m s t m n k � i o �t m v q |
z k p v y t ~ k s t o z m p m t r p m j m t t ~ o t o l m s k s � � v l k m t ~ k l � v l j i p o � � l v j p m q k o l m s o t m v q o z v i t t ~ k t l i k �s t o z p k � w k { u v m q t � � � � � ¢ |
 !  # $ % & � & � % � ' ( & %
} k n v q s m { k l q v y t ~ k n o s k y ~ k l k � � ¢ m q � ¢ | ¢ � | � i l � l s t v z s k l � o t m v q m s t ~ o t o s u i l m v i s
� w k { u v m q t � v l o s n o p o l u l v z p k j n o q z k k w t k q { k { t v o s u i l m v i s � w k { u v m q t � v l o s r s t k j |
� v l k w o j u p k � o s s i j m q � � v l n v q � k q m k q n k t ~ o t o � � q v l j m s i s k { t v v z t o m q k s t ¨ « ¬ � m � � § � � � �¬ �m s o s u i l m v i s � w k { u v m q t � v l t ~ k s n o p o l u l v z p k j � � � � � � � ¬ � � � � � � � � � o q { m � � � � � �� � � � � �� �t ~ k q � § � � � � �¬ � � �� � � � m s o s u i l m v i s � w k { u v m q t � v l t ~ k s r s t k j

� �¬ � � � � � ¬ � � ¬ � � � �  � � � � � � � � �� � � �
� �� � � � � � � � � � � � � � ¡

� ~ m s m { k o n o q n p k o l p r z k k w t k q { k { t v ~ m � ~ k l { m j k q s m v q s � z i t m t � v l n k s o q k w t l k j k p r n v q �t l m � k { t r u k v � n v i u p m q � z k t y k k q n v j u v q k q t s | } k z k p m k � k t ~ o t � v l � � k q i m q k � s r s t k j s v �� � � s t ~ k k w m s t k q n k v � o s u i l m v i s � w k { u v m q t � v l s j o p p � m s ~ m � ~ p r i q p m � k p r |} ~ k q � ¢ | ¢ � m s o s r s t k j v � � � � s t ~ k k � i o t m v q s � ´ | � � � � ´ | � � � v l o � w k { u v m q t v � t ~ ko { o u t m � k o p � v l m t ~ j z k n v j k
� � § � � � � � � � � � ´ | � �

� � � § � � � � � � � �� � § � � � ´ | � �
y m t ~ � � � � �� � ��   � ��   | h v y s i u u v s k t ~ o t � v l o p p s i � n m k q t p r s j o p p � o s u i l m v i s � w k {u v m q t � § � � � � � k w m s t s � { k u k q { m q � n v q t m q i v i s p r v q � � y m t ~ § � � �§ 	� � o q { � � � �� � � q m t k �

�



o s � � � | � ~ k q � z r n v q t m q i m t r � � �§ � �� � j i s t s v p � k
� � § � � � � � � � ´ |  �
� � § � � � � � ¡ � ´ | � �

� ~ k n v q s t l o m q t s � ´ |  � � � ´ | � � � v l j ´ � q v q p m q k o l k � i o t m v q s m q t ~ k �  ¢ i q � q v y q s � o q {~ k q n k o l k v � k l { k t k l j m q k { � v l � � ¢ | � l v j o � k v j k t l m n u v m q t v � � m k y � � k q k l m n o p p r � � ´ |  �o q { � ´ | � � k o n ~ l k u l k s k q t o n i l � k m q ��   « ¬ � y ~ m n ~ o p s v s i � � k s t s t ~ o t � k w n k u t � v l u o t ~ v p v � m n o pn o s k s � t ~ k l k m s p m t t p k n ~ o q n k v � o s v p i t m v q t v � ´ |  � � � ´ | � � | � i u u v s k � � v l k w o j u p k � t ~ o t � �§ � �� �s v p � k s � ´ |  � | � ~ k q � m � � � m s q v q s m q � i p o l o t � �§ � �� � � t ~ k � j u p m n m t � i q n t m v q � ~ k v l k j s ~ v y st ~ o t t ~ k l k k w m s t § � o q { § � s i n ~ t ~ o t � v l o q r § � � § � § � t ~ k l k m s o � � � � § � � v l y ~ m n ~
� � § � � � § � � � � � o q { � v � n v i l s k � � � �§ � � �� � | h v y � z r l k { i n m q � t ~ k p k q � t ~ v � t ~ k m q t k l � o p� § � � § � � m � q k n k s s o l r � y k n o q k q s i l k t ~ o t t ~ k � o n v z m o q v � � � m s q v q s m q � i p o l o t � § � � � § � � � v lk o n ~ § � � § � § � | � k q n k � z r t ~ k � q � k l s k � i q n t m v q � ~ k v l k j � m � y k l k � o l { § o s � w k { � t ~ ks r s t k j

� � � � � � � � § � � � � �
~ o s o p v n o p p r i q m � i k s v p i t m v q o t � � § � | � � k l o p p y k s k k t ~ o t m � � � � �§ � �� � m s q v q s m q � i p o l � t ~ k l km s o v q k � u o l o j k t k l � o j m p r v � s v p i t m v q s t v � ´ |  � o l v i q { � �§ � �� � | � q u o l t m n i p o l � t ~ m s n v q { m t m v q~ v p { s y ~ k q t ~ k s t k u s m ¦ k m s � s t o z p k � m q t ~ k s k q s k t ~ o t � �§ � �� � m s o s t o z p k � w k { u v m q t v � t ~ kn v q s t o q t s t k u s m ¦ k j o u � ¢ | � � | � ~ m s � v p p v y s z k n o i s k

� � ¢  �§ � � � � � � � � � � � ¢ � �§ � � � � 	� � �
� v l k o n ~ k m � k q � o p i k � v � � � � �§ � �� � |
 ! 	 # * 
 % � � %  � � � � � &
£ p t ~ v i � ~ t ~ m s y v l � m s n v q n k l q k { y m t ~ � � � � � � � � � � � � y k � k k p t ~ o t m t m s y v l t ~ y ~ m p k t v j k q t m v qz l m k x r t ~ k z k ~ o � m v i l v � o { o u t m � k s n ~ k j k s o l v i q { t l i k � w k { u v m q t s | � � � � m s o � � � � � w k {u v m q t v � � ¢ | ¢ � t ~ k q � � � � � � � o q { m t � v p p v y s t ~ o t � � § � � � � � � � � § � � � � � � � � v l o q r § � |
� k q n k � y m t ~ � ¨ � � � � y k � q { k s t ¨ « ¬ � � m q � ¢ | � � v l � ¢ |  � | £ ¦ k l v k l l v l k s t m j o t k m s o q
� k w n k u t m v q � t ~ o t n o q z k t l k o t k { m q � o l m v i s y o r s � z i t j v s t u l v � l o j s y v i p { o z o q { v q t ~ ks t o q { o l { s t k u s m ¦ k � v l j i p o � ¢ | � � o q { � v � k l o s k � i k q n k v � s t k u s � y v i p { m q n l k o s k t ~ k s t k u s m ¦ kt v s v j k n k m p m q � § � � � � s v t ~ o t � § � � � � � � � � o � k o � w k { u v m q t | � v y k � k l � m q u l o n t m n k � o n v { km s i q p m � k p r t v � q { � � k w o n t p r � o q { m t m s j v l k l k o p m s t m n t v o s s i j k t ~ o t � ¨  � � � � � � �  � � � t ~ k
� w k { u v m q t � o q { t v n v q s m { k l t ~ k p m q k o l m s k { u l v z p k j | � ~ m s s n k q o l m v ~ o s z k k q o q o p r s k { �� l v j o { m � k l k q t � m k y u v m q t � z r � o p p � � � | � q t ~ k s n o p o l n o s k � p m q k o l m s m q � o z v i t o s t o z p k � t l i k
� w k { u v m q t � � � u l v { i n k s t ~ k p m q k o l � � �

� � � � � � � � � � � � y m t ~ � � � � � � � � � � � � � ´ ¡ 
 �
y ~ m n ~ ~ o s o i q m � i k � s t o z p k � w k { u v m q t � � � � � � | � o p p s ~ v y k { t ~ o t o q o { o u t m � k � � ¥j k t ~ v { y m p p o p y o r s o { j m t o u k l m v { v q k v l t y v s v p i t m v q t ~ o t m s y m t ~ m q � � � � v � t ~ m s t l i k
� w k { u v m q t | � i l t ~ k l � o s m j u p k o p � k z l o m n n v q { m t m v q v q t ~ k � � ¥ n v k � n m k q t s { k t k l j m q k s t ~ ks t o z m p m t r v � t ~ k { m s n l k t k s v p i t m v q | � k n o p p t ~ o t � � i o q t m � k s t ~ k p k � k p v � o n n i l o n r l k � i m l k {z r t ~ k i s k l � o q { m t n o q t ~ i s z k l k � o l { k { o s o n n k u t o z p k � v l t ~ k o p � v l m t ~ j t v ~ o � k o � w k {u v m q t t ~ o t m s y m t ~ m q � � � � v � � � | £ q o p v � v i s l k s i p t s � v l s r s t k j s v � � � � s n o q z k � v i q { m q
� � � |

�



� � a � � g � g a � c � � � e b g c e � � � � d � c g ` a �
� ~ k p m q k o l s t o z m p m t r v � t ~ k � w k { u v m q t m q � ´ | � � � � ´ | � � m s { k t k l j m q k { z r t ~ k s u k n t l o p l o { m i sv � t ~ k � o n v z m o q v � t ~ k j o u o t § � � � � | � ~ k � v p p v y m q � � k j j o k w ~ m z m t s t ~ k � o n v z m o q |� � � � 	 
 � �  � � �  � � � �  � � � � � � �  � � � � � � � � � � � �  �  � � � � � � � � � § � � � � �  � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �  � � � � � � � �� ¢  § � � �� § � � ��µ � � �� ��  � � § � � � � � ¢ � ¬� � � � �� ��  � � § � � � � � ! � o q { � ¢  § � � �� § � � ��µ � � �� ��  � � § � � � � � ¢ � � � �� ��  � � § � � � � � ! �

� � ¡ ¢ �� � � " # $  � � " # % $ � � � � � � � & � � � � � � � � ' � � � � ( � � � &  � ¤ � � � � � � & ) � � � � ¤ � � � s m � q � � § � � � � � �
* + , , - � � m l s t � n v q s m { k l t ~ k � � � n o s k | � k t . � � � � | £ t � § � � � � � y k ~ o � k � � § � � � � � � �o q { � � � § � � � � � � � . � § � | � k t t m q � ¤ � � � s m � q � � § � � � � � � m q t ~ k q k m � ~ z v i l ~ v v { v � § � � � � t ~ kj o u � ´ | ¢ � � � ´ | ´ � m s

� ¨ « ¬ � � ¨  § ¨ � � § ¨ � � ¨ � �
§ ¨ « ¬ � � .

¤ � § ¨ � � � § ¨ � � ¨ � � � � § ¨ � � ¨ � � � ¬ � � § ¨ ¡
� k t t m q �  � ¤ � � � � � � � t ~ k j o u n o q z k y l m t t k q

� ¨ « ¬ � � ¨  § ¨ � � § ¨ � � ¨ � � � � | ´ �
§ ¨ « ¬ � � . � § ¨ � � ¨ � � � ¬ � � § ¬ µ ¬ � �¨ ¡ � � | � �

h v t k t ~ o t  � § � � � � � � � � � § � � � � � � � . � § � |} k j o r y l m t k t ~ m s j o u o s � � ¨ « ¬ � § ¨ « ¬ � � � � � � � ¨ � § ¨ � � � | � ~ k � o n v z m o q o t § � � � � n o qt ~ k q z k { k l m � k { o s � v p p v y s |
� v l t ~ k � ¢ � ¢ � o q { � ¢ � ´ � k p k j k q t s �/ � ¬/ � � ¢  § � � �� o q { / � ¬/ § � § � � �� ¡
� ~ k � ´ � ¢ � k p k j k q t m s/ � �/ � � . ¬ � � § ¬ µ ¬ � �¨ � ¢�  � § ¨ � � ¨ � µ ¬ µ ¬ � �  � � § ¨ � � ¨ �

� � .
§ ¨  � § ¨ � � ¨ � � ¬ � � § ¨ � ¢� ¢ � § ¨ � � ¨ �  � � § ¨ � � ¨ � �

y ~ m n ~ � o t § � � � � � z k n v j k s / � �/ � � ¢ � § � � ¢� ¢. � § �  � � § � � � � � � � | � �
� � § � �� .  � � § � � � � � ¡ � � | � �





� ~ k � ´ � ´ � k p k j k q t m s/ � �/ § � . ¬ � � � � ¢�  � § ¨ � � ¨ � µ ¬ µ ¬ � �  � � § ¨ � � ¨ � § ¬ µ ¬ � �¨   � § ¨ � � ¨ � µ ¬ � � � ¢ �
¢� � § µ ¬ � �¨ � � � | � �

� � .
§ ¨  � § ¨ � � ¨ � � ¬ � � � � ¢�  � � § ¨ � � ¨ � � § ¨ � � ¨ � § ¨  ¢ � ¢ � � � � � � |  �

o q { ~ k q n k o t § � � � � y k � k t/ � �/ § � ¢ � � � ¢� § �.  � � § � � � � � § �  ¢ � ¢ � � �
� � § � �  � � § � � � � �� .  ¢ � ¢ � � ¡

� v l t ~ k � � � � n o s k � o t � § � � � � � y k ~ o � k � � § � � � � � � � o q { � � � § � � � � � � � . � o q { t ~ kj o u n o q z k y l m t t k q
� ¨ « ¬ � � ¨  § ¨ � � § ¨ � � ¨ � � � � | � �
§ ¨ « ¬ � � . � § ¨ � � ¨ � � � ¬ � � § ¨ ¡ � � | 
 �

� ~ k � ¢ � ¢ � o q { � ¢ � ´ � k p k j k q t s o l k t ~ k s o j k o s � v l t ~ k � � � n o s k |
� ~ k � ´ � ¢ � k p k j k q t m s/ � �/ � � . ¬ � � § ¨ � ¢�  � § ¨ � � ¨ � µ ¬ µ ¬ � �  � � § ¨ � � ¨ �

� � . � § ¨ � � ¨ � � ¬ � � § ¨ � ¢�  � � § ¨ � � ¨ � � § ¨ � � ¨ � �
s v t ~ o t o t § � � � � y k ~ o � k / � �/ � � � § �  � � § � � � � �� . ¡ � � ¡ ¢ � �

� ~ k � ´ � ´ � k p k j k q t m s/ � �/ § � . ¬ � � � � ¢�  � § ¨ � � ¨ � µ ¬ µ ¬ � �  � � § ¨ � � ¨ � § ¨   � § ¨ � � ¨ � µ ¬ � � �
� � . � § ¨ � � ¨ � � ¬ � � � � ¢�  � � § ¨ � � ¨ � � § ¨ � � ¨ � § ¨  ¢ � �

y ~ m n ~ � o t § � � � � � � m � k s / � �/ § � ¢ �
§ �  � � § � � � � �� . ¡ � � ¡ ¢ ¢ �

� s m q � �� � . § ¨ m q � � | ¢ � � o q { � � | ¢ ¢ � n v j u p k t k s t ~ k u l v v � |
} k o l k m q t k l k s t k { m q s u i l m v i s � w k { u v m q t s t ~ o t u k l s m s t � v l o l z m t l o l m p r s j o p p � � t ~ o t m s �y ~ k l k t ~ k � w k { u v m q t n v q � k l � k s t v o p m j m t m q � n o s k �� � �§ o t � � � | � ~ k y v l � v � � i j u ~ l m k s

� � � j o � k s m t l k o s v q o z p k t v o s s i j k t ~ o t �§ 	� � | � � m q n k � � v l s j v v t ~ � � o s u i l m v i s � w k { u v m q tt ~ o t u k l s m s t s o s § � � j i s t z k n v j k i q z v i q { k { | � � ~ k � v p p v y m q � t ~ k v l k j { k o p s y m t ~ t ~ m ss n k q o l m v � s ~ v y m q � t ~ o t m q � � k q k l o p � o � w k { u v m q t n o q q v t l k j o m q s t o z p k o s � � � |
�



� � � , + � � 
 � � $ � � � � � � � �  �  � � � � � � � � � § � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � �� � � � � � � � �  � � � &  � � � � � � � � � � �  � § � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ) � � �
§ � � �§ 	� � � � � � �� � q m t k � o s � � � ¡ � � ¡ ¢ ´ � � � �  � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � § � � � � � � � � � � � �  � � � � �  � � � � � � � �  � � � � �

� � � �§ � �� � � � � � �§ � �� � � � � � �§ � �� � � � � � �§ � �� � � � ¡ � � ¡ ¢ � �

* + , , - � + v q s m { k l t ~ k � � � n o s k | � m q k o l s t o z m p m t r l k � i m l k s t ~ k s u k n t l o p l o { m i s v � t ~ k
´ � ´ � o n v z m o q � � � � � � t v z k s t l m n t p r p k s s t ~ o q v q k | � s m q � t ~ k � v i t ~ � � i l y m t ¦ n v q { m t m v q � � �u o � k ¢ � � t ~ m s j o r z k y l m t t k q

{ k t � � � � � � � ¢ o q { � � | ¢ � �
� t l o n k � � � � � � � � ¢  { k t � � � � � � ¡ � � | ¢ � �

� s m q � � � | ¢ � � m q � � | ¢ � � � q k n k s s o l r n v q { m t m v q s � v l s t o z m p m t r o l k
{ k t � � � � � � � ¢ o q { � � | ¢ � �

� t l o n k � � � � � � � � ´ ¡ � � | ¢  �
� l v j � k j j o � | ¢ t ~ k s k n v q { m t m v q s o l k

� ¢  § � � �� 	 � ¢ � ¢ � � �
§ � � ¤ � � � � � § � � � � � � � � � § � � � � � �� �� �

 § � �� ��
¤ � � � � � § � � � � � � � � � § � � � � � � § � � �� � ¢ o q { � � | ¢ � �






 ´ � ¢ � �  § � � �� �
§ � � ¤ � � � � � § � � � � � � � � � § � � � � � �� ��






 � ´ ¡ � � | ¢ 
 �
+ v q s m { k l � � | ¢ 
 � � i q { k l v i l o s s i j u t m v q s � � | ¢ ´ � � o s � � � | � ~ m s n v q { m t m v q n o q q v t ~ v p {i q p k s s

� � � § � � � � � � � � � § � � � � � � � � � � ¡ � � ¡ ´ � �
� � t ~ k l y m s k � u l k n m s k p r v q k t k l j m q � � | ¢ 
 � m s i q z v i q { k { o s � � � | � � s m q � t ~ m s m q � � | ¢ � � m t� v p p v y s t ~ o t y k j i s t ~ o � k

� � � § � � � � � � � � � § � � � � � � � � � � ¡ � � ¡ ´ ¢ �+ v j z m q m q � � � | ´ � � o q { � � | ´ ¢ � � o q k n k s s o l r n v q { m t m v q � v l s t o z m p m t r o s � � � m s
� � � �§ � �� � � � � � �§ � �� � � � � � � � �§ � �� � � � � � �§ � �� � �

� m � m q � t ~ k l k s i p t |£ s m j m p o l u l v v � n o q z k i s k { � v l t ~ k � � � � n o s k |






h v t k t ~ o t � m q u o l t m n i p o l � t ~ k n v q { m t m v q � � | ¢ � � � v l n k s
� � � �§ � �� �
� � � �§ � �� � � � � � �§ � �� �

� � � �§ � �� � ¡ � � ¡ ´ ´ �
� ~ k l k p o t m v q � � | ´ ´ � ~ o s o � k v j k t l m n o p m q t k l u k t o t m v q � m t m j u p m k s t ~ o t t ~ k t ~ k t y v z l o q n ~ k sv � � w k { u v m q t s � v l t ~ k n v l l k s u v q { m q � � w k { � s t k u s m ¦ k j k t ~ v { s j i s t m q t k l s k n t t o q � k q t m o p p r |
� k q n k � o p t ~ v i � ~ o q r m q t k l s k n t m v q n o q � m � k l m s k t v o � w k { u v m q t � v q p r t ~ k u o t ~ v p v � m n o p n o s kv � o �  � � � � � �  � m q t k l s k n t m v q n o q u l v { i n k o � w k { u v m q t t ~ o t m s s t o z p k � v l s j o p p � |h v t k o p s v t ~ o t � � | ¢ � � m j u p m k s t ~ o t m � y k k w u o q { � � � o z v i t � �§ � �� � t ~ k q t ~ k � l s tq v q ¦ k l v t k l j s ~ o � k v l { k l ´ m q § � � �§ o q { � � � �� | � k q n k t ~ k { m � k l k q n k � � � m s x o t m qt ~ k s k q s k t ~ o t t ~ k � l o { m k q t m s ¦ k l v o t � �§ � �� � | � q p o t k l s k n t m v q s � y ~ k l k y k n v q s t l i n t s t o z p ks u i l m v i s � w k { u v m q t s � y k y m p p � v l n k t ~ k i p t m j o t k x o t q k s s � z r i s m q � u m k n k y m s k n v q s t o q t� i q n t m v q s � o p p t k l j s m q t ~ k k w u o q s m v q y m p p z k ¦ k l v |

� q t ~ k u l k � m v i s s k n t m v q � y k s o y t ~ o t t ~ k � v l j i p o s m q t ~ k � ¥ � � � u o m l s ~ o l k o n v j j v qs u i l m v i s � w k { u v m q t v q t ~ k p v � m s t m n k � i o t m v q � o q { ~ k q n k o q k l l v l n v q t l v p p k { o p � v l m t ~ j y m p po { j m t s u i l m v i s � w k { u v m q t s � v l s j o p p � | � v l m p p i s t l o t m v q � y k n v q s m { k l t ~ k q v q � k w t l o u v p o t m v qj v { k � t ~ o t m s � y m t ~ t ~ k � t ~ v l { k l � v l j i p o o { � o q n m q � t ~ k s v p i t m v q � i s m q � k l l v l � u k l � s t k un v q t l v p o q { o s o � k t r � o n t v l v � � � ¡ � | � ~ k p k � t � ~ o q { u p v t v � � m � i l k � | ¢ � m � k s t ~ k s t k u s m ¦ k o t

10
0

10
2

10
4

10
-5

10
-4

10
-3

spectral radius

to
le

ra
nc

e

RKF45

2.7 2.75 2.8
10

-5

10
-4

10
-3

stepsize

to
le

ra
nc

e

RKF45

� m � i l k � | ¢ � � m w k { u v m q t s o q { s u k n t l o p l o { m m � v l t ~ k � ¥ � � � j k t ~ v { o u u p m k { t v t ~ k p v � m s t m nk � i o t m v q |
o s u i l m v i s � w k { u v m q t o � o m q s t � | } k s k k t ~ o t � v l k o n ~ s j o p p � � t y v s u i l m v i s � w k { u v m q t sk w m s t � v q k v q k m t ~ k l s m { k v � t ~ k u v m q t �§ y ~ k l k t ~ k m q t k l s k n t m v q m q � m � i l k ´ | ¢ o u u k o l s |
� i l t ~ k l � o s � � � t ~ k s t k u s m ¦ k s t k q { t v �§ | � ~ m s o � l k k s y m t ~ t ~ k t ~ k v l r { m s n i s s k { m qt ~ k u l k � m v i s s k n t m v q | � q t ~ k l m � ~ t � ~ o q { u p v t � t ~ k s u k n t l o p l o { m i s v � t ~ k n v l l k s u v q { m q �
� o n v z m o q m s � m � k q | } k s k k t ~ o t m q o p p n o s k s t ~ k � w k { u v m q t m s i q s t o z p k � o q { t ~ k s u k n t l o p

¢ �



l o { m i s m q n l k o s k s p m � k ¢ � � o s � � � | � ~ m s m s n v q s m s t k q t y m t ~ t ~ k u l k s k q n k v � t ~ k ¢ � � t k l j sm q t ~ k k w u l k s s m v q � v l t ~ k � o n v z m o q m q � k j j o � | ¢ |
� t m s m j u v l t o q t t v k j u ~ o s m s k t ~ o t � ~ k v l k j � | ¢ o u u p m k s y ~ k q � � � � m t m s u v s s m z p k � v l oj k t ~ v { t v ~ o � k o s t o z p k s u i l m v i s � w k { � v l s v j k � w k { � o p i k v � � | } k m p p i s t l o t k t ~ m s y m t ~t ~ k s k n v q { o q { t ~ m l { v l { k l u o m l i s k { m q 
 o t p o z � s � � 	 � � �  l v i t m q k | � � ~ k n v k � n m k q t s v �t ~ m s u o m l o l k � m � k q o t t ~ k s t o l t v � s k n t m v q � � o p v q � y m t ~ o u l v v � t ~ o t o � w k { u v m q t n o q q v tl k j o m q s u i l m v i s o s � � � | � � m � i l k � | ´ s ~ v y s t ~ k s u i l m v i s � w k { u v m q t s v � t ~ k t y v � v l j i p o sm q n v q s t o q t � s t k u s m ¦ k j v { k v q t ~ k p v � m s t m n k � i o t m v q | � ~ k l m � ~ t � ~ o q { u m n t i l k ¦ v v j s m q v qo u o l t m n i p o l l k � m v q � v l t ~ k t ~ m l { v l { k l � v l j i p o | � o � m q � k o n ~ � v l j i p o m q t i l q � o � w k {

2 3 4
0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

stepsize

fix
ed

 p
oi

nt

RKF2 & RKF3

3.2 3.25 3.3
1.34

1.345

1.35

1.355

1.36

1.365

1.37

1.375

1.38

1.385

stepsize

fix
ed

 p
oi

nt

RKF3

� m � i l k � | ´ � � u i l m v i s � w k { u v m q t s v � ´ q { � | � o q { � l { �  � v l { k l � v l j i p o v q p v � m s t m n k � i o t m v qy m t ~ n v q s t o q t s t k u s m ¦ k |
u v m q t v � t ~ k n v l l k s u v q { m q � k l l v l � n v q t l v p p k { o p � v l m t ~ j n o q z k n v q s t l i n t k { z r n ~ v v s m q � �s v t ~ o t � ´ | � � ~ v p { s � m q v t ~ k l y v l { s � y k � w t ~ k t v p k l o q n k s v t ~ o t t ~ k s t k u s m ¦ k � v l j i p ol k u l v { i n k s t ~ k l k � i m l k { s t k u s m ¦ k | � m � i l k s � | � o q { � | � m p p i s t l o t k t ~ m s o u u l v o n ~ m q t ~ k n o s kv � q v q � k w t l o u v p o t m v q o q { k w t l o u v p o t m v q � l k s u k n t m � k p r | � ~ k p k � t � ~ o q { u m n t i l k s s ~ v y t ~ kl k s i p t m q � t v p k l o q n k s o q { t ~ k l m � ~ t � ~ o q { u m n t i l k s � m � k t ~ k s u k n t l o p l o { m i s v � t ~ k � o n v z m o qv � t ~ k j o u | � ~ k �  � s r j z v p j o l � s � w k { u v m q t s t ~ o t o l k s t o z p k | � v l t ~ k s k n v q { v l { k l� v l j i p o m q � m � i l k � | � s t o z p k � w k { u v m q t s k w m s t � z i t v q p r m q o l k � m v q y ~ k l k � � o u u l v o n ~ k st ~ k t l i k � w k { u v m q t | } m t ~ t ~ k t ~ m l { v l { k l � v l j i p o � ~ v y k � k l � m t n o q z k s k k q t ~ o t � k q i m q k p rs u i l m v i s � s t o z p k � � w k { u v m q t s k w m s t � o p v q � t ~ k z l o q n ~ ~ m � ~ p m � ~ t k { m q t ~ k l m � ~ t � ~ o q { u m n t i l kv � � m � i l k � | ´ | � ~ k n v l l k s u v q { m q � � o p i k v � � m s o u u l v w m j o t k p r ´ |

¢ ¢



10
-1

10
0

10
1

10
-1

10
0

spectral radius

to
le

ra
nc

e

RKF23

2 3 4
10

-1

10
0

stepsize

to
le

ra
nc

e

RKF23

� m � i l k � | � � � m w k { u v m q t s o q { s u k n t l o p l o { m m � v l t ~ k ´ � � � j k t ~ v { o u u p m k { t v t ~ k p v � m s t m nk � i o t m v q |
� � � � � � � � � c � � a � � � � � � e b g c � g a �
� i l o m j m q t ~ m s s k n t m v q m s t v n v q s t l i n t k w o j u p k s y ~ k l k s t o z p k � s u i l m v i s � w k { u v m q t s k w m s t� v l s j o p p � | � ~ m s j v t m � o t k s t ~ k � k q k l o p o q o p r s m s m q s k n t m v q � | � q z v t ~ s k n t m v q s y k l k s t l m n to t t k q t m v q t v s n o p o l u l v z p k j s � � � ¢ � z i t � o s { m s n i s s k { m q s k n t m v q ´ | ´ � k w o j u p k s y ~ k l k� � ¢ n o q z k z i m p t i u � l v j t ~ k � � ¢ n o s k |
� ! " � � � ) � � � � � ( ) � � ( � � ) %
� ~ k � � ¥ u o m l y k n ~ v v s k n v j u l m s k s t ~ k ´ q { v l { k l � j u l v � k { � i p k l 
 k t ~ v { o q { o q v t ~ k l
´ � s t o � k j k t ~ v { y ~ m n ~ m s ¢ s t v l { k l | � k l k � t ~ k m q n l k j k q t � i q n t m v q s � ¢ | � � o q { � ¢ | � � o l k

� � § � � � � ¢
´ � � � � �  � � �  § � � � � � � �

� � § � � � � ¢
�

� � � � �  ´ � � �  �
�

§ � � � � � � ¡
} k l k j o l � t ~ o t m q n v q t l o s t t v i s i o p k l l v l n v q t l v p o p � v l m t ~ j s � y ~ m n ~ q v l j o p p r i s k k j �z k { { k { � v l j i p o s � v i l k w o j u p k ~ o s { m s t m q n t s t o � k � o p i k s � v l t ~ k u l m j o l r o q { s k n v q { o l rj k t ~ v { s | � ~ m s m s u i l k p r o j o t t k l v � n v q � k q m k q n k � y k s ~ v y p o t k l t ~ o t t ~ k i s k v � k j z k { �{ k { � � ¥ � v l j i p o s { v k s q v t u l k � k q t s t o z p k s u i l m v s m t r | } k o s s i j k t ~ o t � � � n v q t l v p � ¢ | � �m s i s k { � y m t ~ � � ¡ 
 m q t ~ k s t k u s m ¦ k s k p k n t m v q � v l j i p o � ¢ | � � |} k m q t l v { i n k t ~ k q v t o t m v q � � �  § � � � � � � � �  � § � � � � � � t v { k q v t k t ~ k u l m j o l ro q { s k n v q { o l r s t o � k � o p i k s | � ~ k q � � l v j � ´ | � � � � ´ | � � � o � w k { u v m q t v � t ~ k � i q � k � ¥ i t t o

¢ ´



3.2 3.25 3.3
10

0

stepsize

to
le

ra
nc

e

RKF32

10
0

10
0

spectral radius

to
le

ra
nc

e

RKF32

� m � i l k � | � � � m w k { u v m q t s o q { s u k n t l o p l o { m m � v l t ~ k � � ´ � j k t ~ v { o u u p m k { t v t ~ k p v � m s t m nk � i o t m v q |
u o m l s o t m s � k s

� � § � � � � � � ¢
´ � � � � � �  � � � � � � � � � � � ¡ ¢ �

§ � � � � § � � � � � � � ¢
�

§ � � � � � � �  ´ � � � � � � � � � � � �� ¡ � � ¡ ´ �
h v y � p k t � � �� � § � o q { s i u u v s k � � § � � � � � � � | � � y k j o � k t ~ k q v l j o p m ¦ o t m v q � � � � � �

� ¢ � y ~ m n ~ k q s i l k s t ~ o t � � m s � k q i m q k p r s u i l m v i s � t ~ k q t ~ k n v q { m t m v q s t v z k s o t m s � k { o l k
� � � � � � § � � � � � � � � ��

§ � � � � � � � � ¢ o q { � � � � � � ¬� � ¢ � � � � ¡
£ q r � i q n t m v q m q � ¢ | ¢ � s o t m s � r m q � t ~ k s k n l m t k l m o y m p p q k n k s s o l m p r u v s s k s s o s u i l m v i s � w k {u v m q t o t � § � � � � � | } k q v t k t ~ o t t ~ k p v n o t m v q v � � � ~ o s q v t r k t z k k q � w k { |

� ~ i s � o l y k ~ o � k m � q v l k { t ~ k s t o z m p m t r v � t ~ k s u i l m v i s � w k { u v m q t | } k m p p i s t l o t k { m qs k n t m v q � ~ v y t ~ k s t o z m p m t r { k u k q { s i u v q t ~ k u o l t m o p { k l m � o t m � k s v � t ~ k m q n l k j k q t � i q n t m v q s |
� � y k k q s i l k t ~ o t / � � § � � � � / § � � o q { / � � § � � � � / § � � o t t ~ k � w k { u v m q t t ~ k q t ~ k t k l j sm q t ~ k � o n v z m o q { k u k q { m q � i u v q t ~ k l k n m u l v n o p v � t ~ k k l l v l t v p k l o q n k { v q v t n v q t l m z i t k t vt ~ k s u k n t l o p l o { m i s o q { t ~ k � w k { u v m q t j o r z k s t o z p k � v l s j o p p � | � ~ k l k � v l k � y k o s � � v l �t v ~ o � k m t s t i l q m q � u v m q t s n v m q n m { k q t y m t ~ t ~ k s t o � k � o p i k s v � t ~ k j k t ~ v { | + v q s t l i n t m v qv � s i n ~ o � i q n t m v q m s t l m � m o p |

� v n o t m q � t ~ k s u i l m v i s � w k { u v m q t o t � § � � � � � � � ´ � � � ´ � o q { t o � m q � t ~ k � i q n t m v q u o �l o j k t k l � � � � ¢ � � � � r m k p { s t ~ k m q t k l u v p o t m q � u v p r q v j m o p
� � � � � �

¢ � � �  

 � � � �     � � �
� 
 ¢ � ´ � � �  �  � �¢ ´ ´ � � � �  ¢ � � � � 

� ¢ � � � � �
� � �  �
� ¢ � � � �  � ´ � �

� �  ´ � � � � � ¡ � �

¢ �



y ~ k l k t ~ k s t o � k o q { � i q n t m v q � o p i k s o l k
� � � ¢ � ´ � � � � ¢ � � ¢ � � � � � � � � ¢ o q { � � � � � � ´ � 
  � � � � � � ¬� � ¢ � � �¬ � � � � � �

s k k � m � i l k � | ¢ | h v t k t ~ k u l k s k q n k v � o t l i k � s t o z p k � � w k { u v m q t n p v s k t v � � ´ |

y
2.521.510.5

f(y)

0

1

0.5

0

-0.5

-1

� m � i l k � | ¢ � � l o u ~ v � � v p r q v j m o p � � | � � |
� ~ k s u i l m v i s � w k { u v m q t n v q s t l i n t k { z r t ~ m s u l v n k s s m s p m q k o l p r s t o z p k | � v y k � k l � m t sz o s m q v � o t t l o n t m v q m s � k l r s j o p p � u k l t i l z o t m v q s v � � � � � p k o { t v o t t l o n t m v q t v t ~ k t l i k

� w k { u v m q t | � m � i l k � | ´ s ~ v y s t ~ k l k s i p t s v � t o � m q � ¢ � � s t k u s v q t ~ k { v j o m q v � m q m t m o p { o t o
� § � � � � � � � ¢ ¡ 
 
 
 � ´ ¡ � � ¢ � � � ´ ¡ � 
 
 � ´ ¡ � � ¢ �

y m t ~ t ~ k k l l v l t v p k l o q n k � � � ¡ � � � 
 �   | � ~ k p v y k l u m n t i l k s o l k n v q t v i l u p v t s � y m t ~ t ~ kn v q t v i l ~ k m � ~ t s n ~ v s k q o t l k � i p o l m q t k l � o p s z k t y k k q t ~ k k w t l k j k � o p i k s | � t m s n p k o l t ~ o t� § � � � � � ~ o s o t m q r z o s m q v � o t t l o n t m v q |

22.5

1.5

2

2.5

h0y0

y

22.5

0

1

2

h0y0

h

1.999 2 2.001
2.499

2.5

2.501

h0

y0

y

1.999 2 2.001
2.499

2.5

2.501

h0

y0

h

tol = 0.0009877 grid spacing = 0.0001

� m � i l k � | ´ � � o s m q v � £ t t l o n t m v q � v l t ~ k � u i l m v i s � � i m p m z l m i j � v m q t v � � v p r q v j m o p � � | � � |
} k ~ o � k n v q { i n t k { v t ~ k l q i j k l m n o p k w u k l m j k q t s y m t ~ s m j m p o l l k s i p t s | � i l k w u k l m k q n ks i � � k s t s t ~ o t y m t ~ u v p r q v j m o p � p m � k � i q n t m v q s � � k � k q y ~ k q o s u i l m v i s � w k { u v m q t m s s t o z p k

¢ �



m t s z o s m q v � o t t l o n t m v q m s s j o p p o q { t r u m n o p p r s ~ l m q � s y m t ~ � | � ~ m s m s n o i s k { z r t ~ k u l k s k q n kv � t ~ k ¢ � � t k l j s m q t ~ k � o n v z m o q � s k k � k j j o � | ¢ � | � t m s u v s s m z p k t v � v l n k t ~ k o u u l v u l m o t kk p k j k q t s m q t ~ k � o n v z m o q t v z k ¦ k l v o t � § � � � � � � z i t o y o r � l v j t ~ m s u v m q t t ~ k k p k j k q t st r u m n o p p r m q n l k o s k l o u m { p r | � k q n k � t ~ k � o n v z m o q m s p m � k p r t v z k � l k u k p p m q � � k w n k u t m q o � k l rs j o p p q k m � ~ z v i l ~ v v { v � � § � � � � � |
� ~ k s m � q m � n o q t � k o t i l k { k t k l j m q m q � t ~ k s m ¦ k v � t ~ k z o s m q v � o t t l o n t m v q m s t ~ k � i q n t m v qn i l � o t i l k o t t ~ k s u i l m v i s � w k { u v m q t o q { s t o � k � o p i k s | � � t ~ k n i l � o t i l k m s p o l � k t ~ k q s j o p pu k l t i l z o t m v q s v � t ~ k { o t o j o r p k o { t v t ~ k v n n i l k q n k v � p o l � k t k l j s m q t ~ k � o n v z m o q o q {m q s t o z m p m t r | � v k q s i l k o s m � q m � n o q t z o s m q v � o t t l o n t m v q � y k t i l q v i l o t t k q t m v q t v o p v n o p p ru m k n k y m s k n v q s t o q t � i q n t m v q |

� !  � % � 
 � � % � � 
 * � � & � � �+ v q s m { k l t ~ k � i q n t m v q

� � � � �
��������
�������

¢ � � � � � � � � ¬ �� � � ¢ � � � � � � � � � ¬ � � � �
� � � � � � � � � � � � �� � � ´ � � � � � � � �

� �
�
�

� ¢ � � � � �
�

� � �
� � ¡ � �

y ~ k l k t ~ k u o l o j k t k l s � o q { � � �� � § � s o t m s � r
� � � ¸ ¢ � � � � ¢ � � �

t ~ k � l o { m k q t v � t ~ k s p v u m q � p m q k s k � j k q t s m s { k � q k { o s
� � �

¢
´ �

� ¢ � � � � �
o q { t ~ k m q t k l � o p s o l k n ~ v s k q s v t ~ o t

� ¬ � ¢  �  ¢ � � � � � � ¢ � � �
� ´ � � � �

�
� ´ � ¢ � � ¡

} m t ~ v i l n ~ v m n k v � u o l o j k t k l s � ¢ | ¢ � u v s s k s s k s o i q m � i k s t o z p k t l i k � w k { u v m q t o t � � ´ �s k k � m � i l k � | � | � m � k q o q r m q m t m o p n v q { m t m v q � � � � � y m p p n v q � k l � k t v t ~ m s t l i k � w k { u v m q t o s� � � |+ v q { m t m v q s � ´ | � � � � ´ | � � s ~ v y t ~ o t o � w k { u v m q t v � t ~ k � i q � k � ¥ i t t o u o m l j i s t z k o
� w k { u v m q t v � t ~ k u l m j o l r j k t ~ v { o q { j i s t � t v y m t ~ m q o s j o p p u k l t i l z o t m v q � z k o � w k {u v m q t v � t ~ k s k n v q { o l r j k t ~ v { | } k u l v n k k { z r n v q s m { k l m q � t ~ k � w k { u v m q t s v � t ~ k u l m j o l ro q { u k l t i l z k { s k n v q { o l r j k t ~ v { s m q t i l q |£ t o � w k { u v m q t v � t ~ k u l m j o l r j k t ~ v { t ~ k s t o � k � o p i k � � � � s o t m s � k s

� � � � � � � � � � � � � � ¡ � �
� v l o n k l t o m q s t k u s m ¦ k � § | � q t ~ k m q t k l � o p � � � � � � � � ¬ � t ~ k s v p i t m v q s � v l t ~ k u l m j o l r� v l j i p o o l k � m � k q z r � � � � � � ¢ � � � � � � � � ¢ �
y ~ k l k � � � � �  § � � � � � � � �  § | + v q s m { k l m q � k o n ~ m q t k l � o p

� � � � � � � � ¬ � � � � � � � ¬ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � o q { � � � � � �

� � � �
¢ �



y
0 43210-1

f(y)

0

1

0.5

0

-0.5

-1

� m � i l k � | � � � ~ k � w o j u p k � i q n t m v q y m t ~ � � � ¡ � � o q { � � � ¡ � � � � |
m q t i l q � y k � q { t ~ o t t ~ k s t o � k � o p i k s o t m s � k s � � � � � � � ¢ y ~ k q � � � � �

�
� � � | � k o l l o q � m q �o q { s i z s t m t i t m q � � v l t ~ k s t o � k � o p i k � m � k s t ~ k � w k { s t k u s m ¦ k o s

§ � � �
�

� � � � � � ¡
� m j m p o l p r � v l t ~ k m q t k l � o p � � � � � ¬ � � � � t ~ k s v p i t m v q s v � t ~ k u l m j o l r j k t ~ v { o l k � m � k q z r

� � � � � � � � � � ¢ � � � � � � � � � � � � � � � � ¢ � � � � �
y ~ k l k � � � � �  � � � � ¢ � � � � § | £ � o m q n v q s m { k l m q � k o n ~ s i z m q t k l � o p y k v z t o m q t ~ k � w k {s t k u s m ¦ k o s

§ � � �  � � ´ � � �
� � � � ¢ � � � � ¡+ v q t m q i m q � m q t ~ m s j o q q k l � v l t ~ k l k j o m q m q � m q t k l � o p s y k � q { t ~ k s t k u s m ¦ k s o s s v n m o t k {y m t ~ t ~ k � w k { s v p i t m v q s o l k

� � � � � � � � � � � � � � � � �
� �

�
� � § � � � � µ � µ � �  � ¡

� � � ´ � � � � ´ � � § �
� � � � � �

� ´  � � � � � � � � �
� ´  � � � § � � ´ � � �

� � � � ´  � � � � � � � � � � � ¬ � � � � � § � � � « � µ � � � �
� � � µ � �   ¡

� � � � �
�

� � � � � � � � � � � � ¬ � � § � � � � � ¢ � � � ¡

���������
��������

} k q v y ~ o � k t ~ k n v j u p k t k � w k { u v m q t { m o � l o j � v l t ~ k u l m j o l r j k t ~ v { � v l o p p s t k u �s m ¦ k s | � q n k t ~ k k l l v l t v p k l o q n k m s s u k n m � k { � t ~ k � w k { s t k u s m ¦ k � v l t ~ k s v p i t m v q m s { k � q k { o s§ � � �� � � | � v l t ~ k n ~ v m n k � � � ¡ � � � � � � ¡ � � � � � � m � i l k � | � s ~ v y s t ~ k p o l � k l k � m v q s y ~ k l kt ~ k u l m j o l r m q n l k j k q t � i q n t m v q m s ¦ k l v |h v y y k n v q s m { k l t ~ k s k n v q { o l r j k t ~ v { � y ~ m n ~ j i s t s o t m s � r � ´ | � � | � m q n k � � � � � § � � � � � �t ~ k s t o � k � o p i k � � j i s t s o t m s � r
� � � � � � �

¢
´ � � � � � �  � � � � �

¢
´ � � � � � �  ´ � �  ¢ �

� v l o n k l t o m q s t k u s m ¦ k � § | £ s � v l t ~ k u l m j o l r j k t ~ v { y k n v q s m { k l s k u o l o t k s i z m q t k l � o p s |

¢ �



h
0 43210

y

0

4

3

2

1

0

Primary Method

� m � i l k � | � � � m w k { u v m q t s � v l t ~ k � l m j o l r 
 k t ~ v { |
� ~ m s � m � k s t ~ k s v p i t m v q � s t o � k � o p i k o q { s t k u s m ¦ k v � t ~ k u k l t i l z k { s k n v q { o l r j k t ~ v { o s

� � � � � � � � ¬ � � � � � � � �
� �

�
� � § � �

�
� ´ � � � � � � ¢ � � � �

� � � � � ¬ � � � � � � � � � � ¬ � � � � � § � �
� � � � µ ¬ µ � �   � � � � �  �  � � ¢ � � � �

� � � � � ¬ � � � � � � � � � � �
� �

�
� � § � �

� � � � µ ¬ µ � �   � � � � �  � � � � ¢ � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � �

� �
�
� � § � �

�   � � ´ � � � �  �  ¢ � � � �
� � � � � �

� ´ � � � ´ � �
�
� � � � � � � �

� ´ � � � ´ � �
�
� � § � �

� � � � µ � �   � � � � �  � � ´ � � ¢ � � � �
� � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � § � � �
�

� � � � � �
� � �

�
� � � � � � � � ¡

�����������
����������

} k q v y ~ o � k t ~ k n v j u p k t k � � w k { u v m q t � { m o � l o j � v l t ~ k u k l t i l z k { s k n v q { o l r j k t ~ v { �s k k � m � i l k � | � |

h
0 43210

y

0

4

3

2

1

0

Perturbed Secondary Method

� m � i l k � | � � � m w k { u v m q t s � v l t ~ k � k l t i l z k { � k n v q { o l r 
 k t ~ v { |
� t m s y v l t ~ r v � q v t k t ~ o t t ~ k � w k { u v m q t { m o � l o j s m q � m � i l k � | � o q { � m � i l k � | � n v q t o m qt y v � { m j k q s m v q o p � � � � � � � m q o { { m t m v q t v t ~ k v q k � { m j k q s m v q o p � �  � � � � � t ~ o t o l k i s i o p p rs k k q | � ~ m s m s z k n o i s k � m s p v n o p p r u m k n k y m s k n v q s t o q t | £ q r u v m q t � § � � � � � t ~ o t o u u k o l s m qz v t ~ � � i l k s m s o � w k { u v m q t v � t ~ k n v l l k s u v q { m q � k l l v l � n v q t l v p p k { j k t ~ v { y m t ~ � � § � � |� m q n k t ~ k t y v � � i l k s � k q k l o p p r m q t k l s k n t m q l k � m v q s � l o t ~ k l t ~ o q o t m s v p o t k { u v m q t s � m tm s n p k o l t ~ o t � v l o u o l t m n i p o l § � � t ~ k l k m s � k q k l o p p r o q m q t k l � o p � � � � � � � � � � � � v l y ~ m n ~ � § � � � � �m s o � w k { u v m q t | � k q n k � u k l t i l z m q � � � s v t ~ o t m t l k j o m q s m q t ~ m s m q t k l � o p s t m p p � m � k s o � w k {u v m q t y m t ~ s t k u s m ¦ k § � | � k n o i s k v � t ~ k p v n o p p r u m k n k y m s k n v q s t o q t q o t i l k v � � � m t n o q t ~ k qz k s ~ v y q t ~ o t � m � k q � � � � � � � � � � � � � � t ~ k l k m s o q m q t k l � o p � § � � � � § � � � � s i n ~ t ~ o t

� § � � � � � � � § � � � � § � � � � � � � � � � � � � � � � � § ¨ � § � � j v q v t v q m n o p p r � � � ¨ � � � �
¢ 



o s ª � � | � } k { v q v t u l k s k q t t ~ k { k t o m p s ~ k l k � o � k q k l o p u l v v � m s � m � k q m q t ~ k q k w ts k n t m v q | � � k q n k t ~ k l k m s o q v q � t l m � m o p � n v q q k n t k { l k � m v q v � m q m t m o p n v q { m t m v q s t ~ o t u l v { i n ks u i l m v i s s v p i t m v q s |
� o � m q � t ~ k s o j k � i q n t m v q u o l o j k t k l s i s k { t v u l v { i n k t ~ k � w k { u v m q t { m o � l o j s o z v � k �t ~ o t m s � � � � ¡ � � � � � � ¡ � � � � � o q { n ~ v v s m q � t ~ k k l l v l t v p k l o q n k t v z k � � � ¡ � � ¢ � �� � � ¡ 
 �

� m � k s t ~ k � w k { s t k u s m ¦ k � § � � �� � � � � � ´ ¡ � ´ � | � m � i l k � | � � l o u ~ s t ~ k l k s i p t s v � o u u p r m q � t ~ kk l l v l n v q t l v p p k { � i q � k � ¥ i t t o j k t ~ v { ¢ � � t m j k s v q t ~ k { v j o m q v � m q m t m o p { o t o � § � � � � � �
� ¢ � � � � � ´ � � � |

1
2

3

2

4
2

2.5

3

h0y0

y

1
2

3

2

4

1

2

3

h0y0

h

1 2 3
2

2.5

3

3.5

4

h0

y0

y

1 2 3
2

2.5

3

3.5

4

h0

y0

h

tol = 0.001 grid spacing = 0.1

� m � i l k � | � � � o s m q v � £ t t l o n t m v q � v l t ~ k � u i l m v i s � � i m p m z l m i j � v m q t v � � � i o t m v q � � | � � |
� ~ k l k o l k s k � k l o p � k o t i l k s t v q v t k m q � m � i l k � | � | � m l s t � t ~ k l k o l k t y v p o l � k l k � m v q sv � s u i l m v i s � w k { u v m q t s s ~ v y q m q t ~ k p k � t � ~ o q { u p v t s | � ~ k p o l � k l v � t ~ k t y v l k � m v q sn v l l k s u v q { s y m t ~ y ~ k l k t ~ k � w k { u v m q t { m o � l o j s v � t ~ k t y v j k t ~ v { s v � k l p o u | £ s t ~ kt ~ k v l r u l k { m n t s � t ~ k s u i l m v i s s v p i t m v q ~ k l k m s k � i o p t v t ~ k m q m t m o p � o p i k � o q { t ~ k s t k u s m ¦ kn ~ v s k q z r t ~ k k l l v l � n v q t l v p j k n ~ o q m s j ~ o s n v q � k l � k { j v q v t v q m n o p p r t v § � � ´ ¡ � ´ � |} k o p s v q v t k o s k n v q { l k � m v q v � s u i l m v i s s v p i t m v q s � v l m q m t m o p { o t o q k o l � § � � � � � �� � � ´ � � � | £ � o m q t ~ k s t k u s m ¦ k n o p n i p o t k { z r t ~ k k l l v l � n v q t l v p o p � v l m t ~ j n v q � k l � k s t v § � �

´ ¡ � ´ � | � ~ k s k s v p i t m v q s o l k u l v { i n k { z r o q v t ~ k l � k o t i l k v � t ~ k s t k u s m ¦ k s k p k n t m v q o p � v l m t ~ j �s t k u s m ¦ k l k � k n t m v q | � k l k o s t k u s m ¦ k m s l k � k n t k { z k n o i s k t ~ k k l l v l k s t m j o t k m s � l k o t k l t ~ o qt ~ k s u k n m � k { k l l v l t v p k l o q n k o q { o s j o p p k l s t k u s m ¦ k m s t ~ k q i s k { | � ~ k q k y s t k u s m ¦ k t o � k st ~ k m t k l o t k s m q s m { k t ~ k j o m q u o l t v � t ~ k z o s m q v � o t t l o n t m v q |
� ~ k � q o p � k o t i l k t v q v t m n k o u u k o l s m q t ~ k l m � ~ t � ~ o q { u p v t s v � � m � i l k � | � y ~ k l k t ~ ks t k u s m ¦ k � v l m q m t m o p { o t o � § � � � � � � � § � ´ � m s k � i o p t v m t s m q m t m o p � o p i k | � k l k � s m q n k � � ´ m s ot l i k � w k { u v m q t � t ~ k k l l v l k s t m j o t k m s m { k q t m n o p p r ¦ k l v � o q { t ~ k s t k u s m ¦ k m s o l z m t l o l m p r p k � ti q n ~ o q � k { z r t ~ k s t k u s m ¦ k s k p k n t m v q o p � v l m t ~ j |

¢ �



� � � � f � ` g � e � � c b � b c d e f g ` � � � ` e g ` � � � e b g c � g a �
� i l o m j q v y m s t v { k � k p v u o � k q k l o p t k n ~ q m � i k � v l n v q s t l i n t m q � s t o z p k s u i l m v i s � w k {u v m q t s t ~ o t k w m s t � v l s j o p p � | � £ s m q t ~ k u l k � m v i s s k n t m v q � y k n v q s m { k l s n o p o l u l v z p k j sv q p r | � } k z k � m q y m t ~ o q k w o j u p k s ~ v y m q � t ~ o t t ~ m s � v o p n o q q v t o p y o r s z k o n ~ m k � k { |
� ~ k � � ¥ � v l j i p o i s k { m q t ~ k z i m p t � m q � � 	 � � �  � i q n t m v q v � 
 o t p o z � 
 � ~ o s n v k � n m k q t s
· � ¬ � ¢ � · � ¬ � ¢ � � � · �

� � ¢ � � � ² � � ¢ � � � ¢ � � � � � � � � �
² � � ¢ � ´ � ¢ � ´ � � � | � i u u v s k t ~ o t o

� w k { u v m q t k w m s t s � v l s v j k � i q n t m v q � | } k o p p v y � t v � o l r y m t ~ � � o q { y k s i u u v s kt ~ o t � m s o + ¬ � i q n t m v q v � � o q { � | } k y m p p { k q v t k t ~ k � w k { u v m q t z r § � � � �¬ o q { p k t
� �° � � �¬  § 	 ° µ ¬¶ ± ¬ · ° ¶ � �¶ o q { � �° � � � � �° � | � l v j � ´ | � � � � ´ | � � m t � v p p v y s t ~ o t

� �¬  � ��  � � �
�

� � �
� �¬  � �� � � � � � �

� m � m q � � �
�

� � �¬  § � � � �¬  � �� � � � � � �¬  � � � � | � ~ k l k � v l k � z r n v q t m q i m t r � � �¬ � � �
�

 � � � � |� m q n k � �
�

� � � �¬  � �� � � � � � � � � � y k � q { t ~ o t � � � �¬ � � � � � � | � ~ m s s ~ v y s t ~ o t t ~ k � w k {u v m q t n o q q v t z k t l i p r s u i l m v i s � � � � �¬ � m s ¦ k l v t v y m t ~ m q v l { k l � |
� q � k q k l o p � t ~ k k � i o t m v q s t ~ o t o � w k { u v m q t j i s t s o t m s � r o l k

� �� � � �¬  § � · � ¬ � �¬ �
� �

�
� � �¬  § � · � ¬ � �¬  § � · �

� � �� �||| � � | ¢ �
� �

®
� � �¬  § � ® µ ¬¯

¶ ± ¬ · ® ¶ � �¶ �
o q {

² ¬ � �¬  ² � � ��  ¡ ¡ ¡  ² ® � �
®

� � � � � ¡ ´ �
o p v q � y m t ~

�
² ¬ � �¬  �

² � � ��  ¡ ¡ ¡  �
² ® � �

®
� 
 �� � § � � � � ¡ � �

y ~ k l k �� � � � � � v l � � � o q { �� � � � � § � � v l � � � � | � k q k l o p p r � o q r � i q n t m v q � � v l y ~ m n ~� � � �° � � � �° y m p p t ~ k q � m � k l m s k t v t ~ m s � w k { u v m q t | } k y m p p n v q n k q t l o t k v q t ~ k n o s k y ~ k l k �m s � � �  � � � � � � � � ) � � � � � � � �  � � � t ~ o t m s � � � � � � � �° � v l � � � ° � y ~ k l k � ° m s o n v q q k n t k { � n p v s k {s i z m q t k l � o p n v q t o m q m q � � �° | � q v l { k l � v l s i n ~ o � i q n t m v q t v k w m s t � m t m s n p k o l p r q k n k s s o l rt ~ o t � �° 	� � �¶ y ~ k q k � k l � �° 	� � �¶ | £ j v l k l k s t l m n t m � k � z i t s m j u p k l � n v q { m t m v q m s t ~ o t t ~ k
� �° o l k { m s t m q n t | } k o p s v l k � i m l k � �¬ 	� � � v l t ~ k � w k { u v m q t t v z k s u i l m v i s | � ~ m s j v t m � o t k st ~ k � v p p v y m q � { k � q m t m v q |

� �  � � � � , � � £ s v p i t m v q § � � � � �° � � �° � ®° ± ¬ v � � � | ¢ � � � � | ´ � o q { � � | � � m s s o m { t v z k � �	 � � � � � 	 � � � m � � � �° � ®° ± ¬ o l k { m s t m q n t o q { � �¬ 	� � |
� ~ k q k w t p k j j o s ~ v y s t ~ o t o q � � o n n k u t o z p k s v p i t m v q � m � k s l m s k t v o s t o z p k s u i l m v i s

� w k { u v m q t � o q { u l v � m { k s o p v y k l z v i q { v q t ~ k s m ¦ k v � t ~ k z o s m q v � o t t l o n t m v q |
� � � � 	 � � � � � ' � �  � $ �  � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � & � � � � �  � � � � � � � & � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � ) � � � � � � � �  � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � �° � � � � � � ° & ) � � � � � � � � � � � � � � � '  � �
� °  � � � � � � � � � � ) � � � � �° � � ° � � � �

� � � � � � j o w° � � � �° � � � o q { � � � j m q° � m q � � � � � � �°  � 	� � ° � ¡ � � ¡ � �
¢ 




� � � � � & � �  � � � � � � � � � � � � �  � � � �  � � � � � ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � '  � � � �$ � � � � � � � �  � � �  �  � � � � � �  � � � � � ) � �  ' �  � � � � � � �  � � � � � � � � � �� ¬ � � �¬  �  � � � � � � � � � � �§ � § �  � � � �
� � � � " # $ � � � � � � � & � �

� � �  � � � ¤ � � � � j o w � � · ° ¶ � � � � � � � | � �
� �

§ � � ¢ � � � �� � � � � | � �
� � � � � � � �  � � � �� ¬ � �§ � � � � � � � � � � �  � � � � �  � � �  � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � & � ¨ � �� ¬ � � �  � � ª &  � � § ¨ � � � ' � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � § � �

� � � � " # % $ � � � � � � � & � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � �� ¬ � �§ � � � � � � � � � � �  � � � � �  � � �  � � � � �� �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � & � ¨  � � § ¨ � � �  � � � � � � �  � � � � �  � � ª �
* + , , - � � ~ k � l s t u o l t v � t ~ k u l v v � s ~ v y s t ~ o t y m t ~ t ~ k n v q s t l o m q t � � | � � o p p t ~ k � � � ° �� o p i k s l k j o m q t ~ k s o j k � s v t ~ o t t ~ k q i j k l m n o p s v p i t m v q m s i q n ~ o q � k { o t t ~ k k q { v � t ~ ks t k u |} k s t o l t t ~ k s t k u y m t ~ � ¨ � �� ¬ o q { § ¨ � �§ | � ~ k s k n v q { s t o � k � o p i k m s

�� � � �� ¬  �§ · � ¬ � � �� ¬ � ¡
� m q n k � � � � � y k ~ o � k � � �� ¬ � � � � � �¬ � � s v

�� � � � �¬  �  � § �  � � · � ¬ � � � �¬ � ¡
� k q n k

�� � � � �� � �  � · � ¬ � � � �¬ � �
o q { s v

� �� � � � �� � ¸ � � �  � � � � · � ¬ � � � � � �¬ � � � � ¡
� v y k ~ o � k � � �� � � � � � � �� � |

� l v n k k { m q � z r m q { i n t m v q � s i u u v s k � � �� ¶ � � � � � �¶ � � � v l ¹ � ¢ � ´ ¡ ¡ ¡ � � � ¢ | � ~ k q
�� ° � � �¬  �  � § �  � � ° µ ¬¯

¶ ± ¬ · ° ¶ � � �� ¶ �
� � �¬  �  � § �  � � ° µ ¬¯

¶ ± ¬ · ° ¶ � � � �¶ � ¡
� v �

�� ° � � �° � �  �
° µ ¬¯
¶ ± ¬ · ° ¶ � � � �¶ � �

� m � m q �
� �� ° � � �° � ¸ � � �  � � � � � � ¢ � � � � � j o w � � · ° ¶ � � � � ¡

� v � � �� ° � � � � � �° � | � m q n k 	 ®° ± ¬ ² ° � � � �° � � � � m t � v p p v y s t ~ o t � ¨ « ¬ � �� ¬ |
� ~ k s k n v q { u o l t v � t ~ k u l v v � { k o p s y m t ~ t ~ k k l l v l n v q t l v p | } k j i s t s ~ v y t ~ o t t ~ ks t k u y m p p z k o n n k u t k { o q { t ~ k s t k u s m ¦ k � k q k l o t k { � v l t ~ k q k w t s t k u l k j o m q s m q o s i m t o z p kq k m � ~ z v i l ~ v v { v � § � |

´ �



+ v q s m { k l � � � n v q t l v p | � ~ k k l l v l k s t m j o t k o t t ~ k � w k { u v m q t s o t m s � k s
k s t ¨ « ¬ � � � § � ®̄° ± ¬

�
² ° � � � �° � � � �� � � � � ¡

� l v j t ~ k � l s t u o l t v � t ~ k u l v v � � y k � q v y t ~ o t t ~ k � � � ° � � o p i k s o l k i q n ~ o q � k { z r t ~ ku k l t i l z o t m v q � ~ k q n k t ~ k u k l t i l z k { k l l v l k s t m j o t k s o t m s � k s
�k s t ¨ « ¬ � � � � § �  � � ®̄° ± ¬

�
² ° � � � �° � � � � ¢  �§ � � �� ¡ � � ¡  �

� s m q � �� � � � � � m t � v p p v y s � l v j � � |  � t ~ o t t ~ k n v q { m t m v q �k s t ¨ ¸ � � v l o q o n n k u t k { s t k ul k { i n k s t v � ¸ § � � ¢ � � � � � � � � y ~ m n ~ m s v i l o s s i j u t m v q � � | � � |
� ~ k q k y s t k u s m ¦ k m s

§ ¨ « ¬ � � ��
�k s t ¨ « ¬ � ¬ � � § ¨

� � § �
§ �  � � ¬ � � § ¨ � � | � �

� § � ¬ � � � § �  � � ¬ µ ¬ � � ¡
� ~ m s j k o q s t ~ o t

§ ¨ « ¬ � § � � § �
�
� � § �  �§ � � ¬ µ ¬ � �

� ¢ �� ¡ � � ¡ 
 �
} k s k k � l v j � � | � � o q { � � | 
 � t ~ o t
� m � � � � � t ~ k q § � � § ¨ « ¬ � § ¨ � o q {
� m � � � � � t ~ k q § ¨ � § ¨ « ¬ � § � |

� q k m t ~ k l n o s k � t ~ k q k y s t k u s m ¦ k n v l l k s u v q { s t v o s j o p p k l u k l t i l z o t m v q � y m t ~ t ~ k s o j ks m � q | � q u o l t m n i p o l � t ~ k n v q { m t m v q s � � | � � o q { � � | � � ~ v p { v q t ~ k q k w t s t k u |} m t ~ � � � � n v q t l v p � i q { k l t ~ k o s s i j u t m v q � � | � � � t ~ k k l l v l k s t m j o t k m s m q { k u k q { k q t v �t ~ k s t k u s m ¦ k | } k ~ o � k
�k s t ¨ � � � ®̄° ± ¬

�
² ° � � � �° � � � � � � �

o q { ~ k q n k t ~ k s t k u m s o n n k u t k { o q { t ~ k s t k u s m ¦ k l k j o m q s t ~ k s o j k v q t ~ k q k w t s t k u |
� i l o u u l v o n ~ m s q v y t v n v q s t l i n t s v p i t m v q s t v � � | ¢ � � � � | ´ � o q { � � | � � � v l s j o p p � | � ~ kt ~ k v l k j o z v � k t k p p s i s t ~ o t m � § � o q { � n o q z k z v i q { k { o y o r � l v j ¦ k l v o q { � � � � n o q z kz v i q { k { o z v � k � t ~ k q t ~ k z o s m q v � o t t l o n t m v q y m p p q v t s ~ l m q � t v ¦ k l v o s � � � |
� ~ k q k w t l k s i p t � y ~ m n ~ m s k s s k q t m o p p r o q o u u p m n o t m v q v � t ~ k � j u p m n m t � i q n t m v q � ~ k v l k j �s ~ v y s t ~ o t o s v p i t m v q � v l � � � n o q z k k w t k q { k { t v o s v p i t m v q � v l s j o p p � |� � � � 	 � � � $ � � � � � � � �  � � � � " � � � � � � � �  � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � �) � � � � � � � �  � � �  � � � � � �  � � �  � � $ �  � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � & � � � � �  � � � � � � � � � �

� � � �  � � � � � � � � � � � � �  � $ �  � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � & � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
´ ¢



* + , , - � � k t �
� � ² ¬ ² � ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ² ®�

² ¬ �
² � ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ �

² ® � � �� � � ® ¡ � � ¡ ¢ � �
� m l s t y k u l v � k z r n v q t l o { m n t m v q t ~ o t

�
~ o s l o q � t y v | � � l o q � �

�
� � ¢ t ~ k q t ~ k l k k w m s t s� � �� s i n ~ t ~ o t ² ° � � �

² ° � v l ¢ ¸ � ¸ ¤ | � i t o q r � � ¥ � v l j i p o y m t ~ v l { k l o t p k o s tv q k s o t m s � k s 	 ®° ± ¬ ² ° � ¢ � s k k � � v l k w o j u p k � � � � � | � k q n k � ¢ � 	 ®° ± ¬ ² ° � � 	 ®° ± ¬ �
² ° � � �n v q t l o { m n t m q � t ~ k � o n t t ~ o t t y v j k t ~ v { s o l k { m s t m q n t |� m q n k

�
~ o s l o q � ´ � t ~ k l k k w m s t m q { m n k s � o q { ¹ � y m t ~ � 	� ¹ � s i n ~ t ~ o t�

² ° ² ¶�
² ° �

² ¶ ! � � ¡ ¢ ¢ �
m s q v q s m q � i p o l | h v y l k � o l { � �� � v l ³ 	� � � ¹ o s � w k { | � � i o t m v q s � � | ´ � o q { � � | � � z k n v j k�

² ° ² ¶�
² ° �

² ¶ ! � � �°� �¶ � � � � 	 � �± ° � ¶ ² � � ��

 �� � § � � 	 � �± ° � ¶ �

² � � �� ! ¡ � � ¡ ¢ ´ �
� v l { k � q m t k q k s s � y k y m p p t o � k t ~ k u p i s s m � q m q � � | ¢ ´ � | � m q n k t ~ k n v k � n m k q t j o t l m w m sq v q s m q � i p o l � � � | ¢ ´ � ~ o s o i q m � i k s v p i t m v q t ~ o t m s n v q t m q i v i s m q � | � r o s s i j u t m v q � t ~ ks v p i t m v q o t � � � � m � k s { m s t m q n t � o p i k s � v l � � �° � ®° ± ¬ m q � � | ¢ � � o q { ~ k q n k � v l s i � n m k q t p rs j o p p � t ~ m s { m s t m q n t q k s s y m p p z k u l k s k l � k { |

h k w t y k � m � k n v q { m t m v q s i q { k l y ~ m n ~ o q � � o n n k u t o z p k s v p i t m v q k w m s t s � v l � � � |
� � � � 	 � � 
 � � � � � �  � � � � � � � 	 �  � � � � �


 �
��������

· � ¬ � ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ �
· � ¬ · �

� � � � � ������ � � � � � � � � � ������ � � � � � � � � � �
· ® � ¬ · ® � � ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ · ® � ® µ ¬

��������� � �� � ® µ ¬ � � � ® µ ¬ � ¡ � � ¡ ¢ � �

$ � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � ¡ ¢ � ��  �  � � � � � � � � � � �� ® � � � � � �  �� � � ¬ 	� �  � � � � ° � ®° ± �  � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � ¬ � � � � ¡ ¡ ¡ � � ® µ ¬ � � & � � � � � � � � � � 
 � �  � � � � � � � � � & � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � $ �  � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

* + , , - � } k � w § � � � �¬ � ¢ � o q { p k t t ~ k s v p i t m v q � { k � q k t ~ k � o p i k s � � �° � ®° ± ¬ | � ~ kn v q s t l o m q t s � � | ´ � o q { � � | � � o l k t ~ k q s o t m s � k { � � v l � � � � | h v y t ~ k n v j u v q k q t s v � � � �° � ®° ± �o l k � m � k q z r
� �¬ �  § � 
 �

y ~ k l k � � �� ® µ ¬ m s t ~ k � k n t v l v � v q k s | � m q n k 
 � ~ o s { m s t m q n t � q v q ¦ k l v k p k j k q t s � t ~ k s k t
� � �° � ®° ± ¬ m s { m s t m q n t � o q { t ~ k l k s i p t m s u l v � k { |

´ ´



} ~ k q t ~ k q i j z k l v � s t o � k s ¤ m s � l k o t k l t ~ o q t y v � � � | ¢ � � l k u l k s k q t s o q i q { k l { k t k l �j m q k { s r s t k j v � p m q k o l k � i o t m v q s | } k ~ o � k s k k q t ~ o t � v l t ~ k � � 	 � � �  u o m l m t m s q v t u v s s m z p kt v n v q s t l i n t o s i m t o z p k s v p i t m v q � z i t i s i o p p r � y ~ k q t ~ k l k o l k j v l k t ~ o q t y v s t o � k s � t ~ k l ky m p p z k j o q r s v p i t m v q s t v
�

� � � s o t m s � r m q � t ~ k l k � i m l k { u l v u k l t m k s | � q u o l t m n i p o l � m �y k n v q s t l i n t o s v p i t m v q y ~ k l k t ~ k � �° o l k q v t { m s t m q n t � t ~ k q y k n o q t l r u k l t i l z m q � t ~ ks v p i t m v q s v t ~ o t t ~ k n v q s t l o m q t s s t m p p ~ v p { o q { t ~ k � � �° � o l k � v l n k { o u o l t | � t y v i p { z kn i j z k l s v j k t v � m � k o n v j u p k t k � v l j o p m s o t m v q v � t ~ m s u l v n k s s � o q { ~ k q n k m q t ~ k p k j j oo q { t ~ k v l k j z k p v y y k n v q s m { k l v q p r v q k n ~ v m n k v � u k l t i l z o t m v q | � k s u m t k t ~ m s l k s t l m n t m v q �t ~ k n v q { m t m v q s l k � i m l k { m q t ~ k p k j j o o l k p m � k p r t v ~ v p { � v l j v s t � � ¥ � v l j i p o s � y m t ~t ~ k k w n k u t m v q v � t ~ v s k y m t ~ t ~ k � l s t � s o j k � o s � p o s t � � � £ � � u l v u k l t r | £ j v { m � k { o u u l v o n ~t ~ o t m s { k s m � q k { � v l � � £ � � v l j i p o s m s � m � k q o t t ~ k k q { v � t ~ k s k n t m v q |
� � � � 	 � � � $ � � � � � � � � � �  � � � � � ² ® µ ¬ ² ®�

² ® µ ¬ �
² ® �� � � � � � � � � � �  � � � � � � �

� � � � � � ² ® µ ¬ ² ®�
² ® µ ¬ �

² ® � µ ¬ � ² ¬�
² ¬ � ¡ � � ¡ ¢ � �

 � � � � � � � � � � � � · ° � ¬ � ® µ ¬° ± � � � · ® � ¬  · ® � ® µ ¬ � � � � � �  � � � � � � � � � � � � �  �  � �  � � � � � � � � � �  � �� � � � � � � &  � $ �  � � � � �  � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
* + , , - � � m w § � � ¢ | � o � k o q r s v p i t m v q t v � � | ¢ � � | � � q u o l t m n i p o l � y k n v i p { i s k t ~ ks v p i t m v q � � � | � � k t � �° � � ° o q { � �¬ � ¢ | � � t ~ k l k s i p t m q � � �° m q � � | ¢ � o l k { m s t m q n t o q {� �¬ 	� � t ~ k q y k o l k { v q k | � � q v t � t ~ k q u k l t i l z � �° t v � �°  � �° � v l � � ¢ � ¤ � ¢ � ¤ | � v l t ~ kn v q s t l o m q t s � � | ´ � o q { � � | � � t v ~ v p { � v l � � � � y k l k � i m l k� ² ® µ ¬ ² ®�

² ® µ ¬ �
² ® � � � ® µ ¬

� ® � � � � ¬ � ² ¬�
² ¬ � ¡ � � ¡ ¢ � �

� r n v q s t l i n t m v q � � l v j � � | ¢ � � � y k n o q y l m t k� � ® µ ¬
� ® � � � ¬ � �

� � ¡ � � ¡ ¢  �
h v y t ~ k k � k n t v � t ~ k u k l t i l z o t m v q s m s t v n ~ o q � k t ~ k � � �° � � o p i k s m q � � | ¢ � o n n v l { m q � t v

� �° � � �°  § � · ° � ¬ � ¬ � � v l ´ ¸ � ¸ ¤ � ¢ � � � | ¢ � �
� �

®
� � �

®  § � � · ® � ¬ � ¬  · ® � ® µ ¬ � ® µ ¬ � ¡ � � | ¢ 
 �
� l v j � � | ¢  � y k j o r y l m t k � � | ¢ 
 � o s

� �
®

� � �
®  § � � ¬ � · ® � ¬  · ® � ® µ ¬ � � ¡ � � ¡ ´ � �

� m q n k � · ° � ¬ � ® µ ¬° ± � � � · ® � ¬  · ® � ® µ ¬ � � o l k { m s t m q n t o q { q v q ¦ k l v � m t � v p p v y s � l v j � � | ¢ � � o q {� � | ´ � � t ~ o t y k n o q n ~ v v s k � ¬ s i n ~ t ~ o t � � �° � ®° ± ¬ o l k { m s t m q n t | � £ s � ¬ m s � o l m k { � � � | ¢ � �o q { � � | ´ � � { k s n l m z k q v q � u o l o p p k p s t l o m � ~ t p m q k s � o q { y k j i s t o � v m { u v m q t s v � m q t k l s k n t m v q |
� k q n k � t ~ k l k m s v q p r o � q m t k q i j z k l v � i q s i m t o z p k � ¬ � o p i k s | �

´ �



h v t k t ~ o t � v l t ~ k � � 	 � � �  n v k � n m k q t s y k ~ o � k � � � ¢ o q { s v · ® � ¬  · ® � ® µ ¬ � �¢ � � � ¢ � � � � � n v q � l j m q � t ~ o t t ~ k t k n ~ q m � i k o z v � k n o q q v t z k i s k { |+ v j z m q m q � v i l l k s i p t s p k o { s t v t ~ k � v p p v y m q � t ~ k v l k j |
� � � , + � � � � � $ � � � � � � � �  � � � � " � � � � � � � �  � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � �� � � � � ) � � � � � � � �  � � �  � � � � � � $ � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � �� � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � �  � � � & � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � �  � � � � � � � � ) � � � � � � � �  � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � " � �  � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �  � � � § � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � & � � �  � �  � � � � � � � � �  � � � � � ¢ � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � ¨ � � � &  � � � � � '  � � � � � �° �  � � � � � � � � � � � � �  � �� � � � � � � � � � � � ' � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � & � � � " # $ � � � � � � � & § ¨ � ¢� � � � � � � � �  � � � &  � � � � � " # % $ � � � � � � � & § ¨ � § � �* + , , - � � k j j o � | � � i o l o q t k k s t ~ o t o q � � o n n k u t o z p k s v p i t m v q § � � � � �° � � �° � k w m s t s � v l
� � � y m t ~ § � � ¢ o q { � �¬ � ¢ | � k j j o � | ´ t ~ k q � i o l o q t k k s t ~ o t o q � � o n n k u t o z p k s v p i t m v qk w m s t s � v l s i � n m k q t p r s j o p p � � y m t ~ � �° � o l r m q � n v q t m q i v i s p r y m t ~ � |h v y � s m q n k � �° o q { ~ k q n k � �° m q � � | ¢ � { k u k q { n v q t m q i v i s p r i u v q � � t ~ k � i o q t m t m k s � � � �o q { � m q � � | � � o p s v { k u k q { n v q t m q i v i s p r i u v q � | � m q n k � m s z v i q { k { o y o r � l v j ¦ k l v o t
� � � � t ~ k l k k w m s t u v s m t m � k n v q s t o q t s � � � � � ³ � � s i n ~ t ~ o t

� � � � ¸ � o q { � � ³ � � v l o p p � � � � � � � � ¡
� t t ~ k q � v p p v y s t ~ o t t ~ k n v q s t l o m q t s � � | � � o q { � � | � � { k � q k o l k � m v q t ~ o t { v k s q v t s ~ l m q �t v ¦ k l v o s � � � | � v l k w o j u p k � � � � s o t m s � r m q �

� � � ¸ ³ � � � � � � ¸ ¢
�

j m q � ³ � � ¤ � j o w � � · ° ¶ � � � � � ¢ � � � � � � � � � � ¡ ´ ¢ �
o l k � o p m { � v l o p p � � � � � � � � |

} k m p p i s t l o t k t ~ m s t ~ k v l r v q t ~ k � ¥ � � � u o m l v � � k ~ p z k l � � � � u o � k ¢ � � � | } k i s k t ~ k~ m � ~ k l v l { k l � v l j i p o t v o { � o q n k t ~ k s v p i t m v q � y m t ~ � � � n v q t l v p o q { y m t ~ � � � o q {� � ¡ � m q � ¢ | � � | � ~ m s o � l k k s y m t ~ t ~ k m j u p k j k q t o t m v q v � � ¥ � � � m q 
 o t p o z � s � � 	 
 � � � i q n t m v q � 
 � | � ~ k n v q { m t m v q s v � � k j j o � | � ~ v p { � o q { n ~ v v s m q � � � � o q { � ¬ � ´ � p k o { st v y k p p � s k u o l o t k { � �° � o p i k s | } k n o q i s k � � ¤ � ¢ o q { ¹ � ¤ m q � k j j o � | ´ � o q { t o � m q �
� � ¢ � µ ¬ � � v l t ~ k t v p k l o q n k � m � k s t ~ k � o p i k s

� � �
���������

¢
�

´ ¡ � �¢ � ¡ �
� ¢ ¡ �
� � ¡ ¢

���������� � � � �
���������

´ ����¢ ¢ ¡ �  � �  � �  � 
 ¢ � ´ �
�  ¡ � 
 � � ¢ � � ¢ 
 � ´ 
 � ¢ �

���������� ¡

� � ~ k � w k { u v m q t m s q v t s k q s m t m � k t v s j o p p n ~ o q � k s m q � �° � ~ k q n k y k { v q v t t v � m � k t ~ k s k� o p i k s t v ~ m � ~ u l k n m s m v q | � � t � v p p v y s t ~ o t y k n o q t o � k � ° � �� �° � � � � �°  � � � y m t ~ � � ¢ � ´o q { � � � � � ´ � m q � � | � � | � ~ k � ¥ � � � u o m l ~ o s ¤ � � o q { j o w � � · ° ¶ � � � � | � k q n k � o u u p r m q �
� k j j o � | ¢ � m t � v p p v y s t ~ o t § � � ¢  � o q { � � � ¢  � y m p p p k o { t v o q m t k l o t m v q � v l y ~ m n ~
� ¨ � � � � s u i l m v i s � o q { § ¨ n v q � k l � k s j v q v t v q m n o p p r t v ¢ � y ~ k q k � k l

� � � �
¢

´ � � � ´ � � � � ¢
¢ 
 ´ � � � � � �

¢
´ � � � � ´ � � � � �� � � ¢

´ � 
 � � � � � ¡ � � ¡ ´ ´ �

´ �



� ~ m s ~ o s z k k q n v q � l j k { q i j k l m n o p p r |
� ~ k n v q { m t m v q s l k � i m l k { z r � k j j o � | � { v q v t ~ v p { � v l t ~ k n p o s s v � s v � n o p p k { � l s t � s o j k �o s � p o s t � � � £ � � � � ¥ u o m l s � z i t v q p r o j m q v l n ~ o q � k m s l k � i m l k { t v j o � k t ~ k t k n ~ q m � i ko u u p m n o z p k | � m q n k � � £ � u o m l s o l k y m { k p r i s k { � y k � m � k t ~ k { k t o m p s ~ k l k |
� �  � � � � , � � £ q � � ¥ u o m l � ¢ | ´ � � � ¢ | � � m s s o m { t v ~ o � k t ~ k � $ � � � � � � � � � � m �

² ¶ � · ® � ¶ � v l ¢ ¸ ¹ ¸ ¤ � ¢ o q { ² ® � � ¡ � � ¡ ´ � �
� ~ k � � £ � u l v u k l t r v � k l s t ~ k u l o n t m n o p o { � o q t o � k t ~ o t t ~ k � l s t s t o � k ³ ¬ v q v q k s t k u m sm { k q t m n o p t v t ~ k p o s t s t o � k ³ ® v q t ~ k u l k � m v i s s t k u | � k q n k � t ~ k k w u k q s k v � v q k k � o p i o t m v q v �t ~ k � i q n t m v q � n o q z k o � v m { k { | � � t ~ k � � £ � n v q { m t m v q s � � | ´ � � ~ v p { t ~ k q · ® � ¬  · ® � ® µ ¬ � � �m q � k j j o � | � � o q { ~ k q n k t ~ k t k n ~ q m � i k z l k o � s { v y q | � ~ m s n o q o p s v z k s k k q � l v j t ~ k � o n tt ~ o t o t o � w k { u v m q t � � � | ´ � � m � k s

� �
®

� � �¬  § � ® µ ¬¯
¶ ± ¬ · ® ¶ � �¶ � � �¬  § � ® µ ¬¯

¶ ± ¬ ² ¶ � �¶ � � �¬ �
o q { ~ k q n k � � v l o � � £ � u o m l � t ~ k � � �¶ � n o q q k � k l z k { m s t m q n t | � ~ k t k n ~ q m � i k i s k { m q
� k j j o � | � m s � ~ v y k � k l � k o s m p r o { o u t k { t v o p p v y � v l t ~ m s � o s y k q v y s ~ v y |
� � � � 	 � � � � � ' � �  � " � � �  � � ) � � � � � � � $ � � � � � � � � � � & � � � � � � � � � � �  � � � �� ² ® µ � ² ® µ ¬�

² ® µ � �
² ® µ ¬ �� � � � � � � � � � �  � � � � � � �

� � � � � � ² ® µ � ² ® µ ¬�
² ® µ � �

² ® µ ¬ � µ ¬ � ² ¬�
² ¬  �

² ® � ¡ � � ¡ ´ � �
 � � � � � � � � � � � � · ° � ¬ � ® µ �° ± � � � · ® µ ¬ � ¬  · ® µ ¬ � ® µ � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � �  �  � �  � � � � � � � � � �  � �� � � � � � � &  � � � � � � � � � � � � � � � & � � � � �  � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � ) � � � � � �° � ®° ± �� � � � � � � � & � �¬ � � �

®
 � � � 	� � �¬ � � �

®
�

* + , , - � � ~ k u l v v � m s s m j m p o l t v t ~ o t v � � k j j o � | � | � m q n k � �¬ � � �
®

y k j i s t � k k u� �¬ � � �
®

| � k q n k � y k j o � k o q k w t l o u k l t i l z o t m v q � t v � ® µ � � |
� m w § � � � �¬ � ¢ � o q { s k t � �° � � � v l ¢ ¸ � ¸ ¤ | h v y u k l t i l z

� �¬ � � �¬  � ¬ �
� �

®
� � �

®  � ¬ �
� �

® µ � � � �
® µ �  � ® µ � �

� �
® µ ¬ � � �

® µ ¬  � ® µ ¬ ¡
� v l t ~ k n v q s t l o m q t s � � | ´ � o q { � � | � � t v ~ v p { � v l � � � � y k l k � i m l k� ² ® µ � ² ® µ ¬�

² ® µ � �
² ® µ ¬ � � � ® µ �

� ® µ � � � � � ¬ � ² ¬�
² ¬  �

² ® � �
y ~ m n ~ � z r n v q s t l i n t m v q � m s � � ® µ �

� ® µ ¬ � � � ¬ � �
� � ¡

´ �



� ~ k k � k n t v � t ~ k u k l t i l z o t m v q s m s t v n ~ o q � k t ~ k � � �° � � o p i k s o n n v l { m q � t v
� �° � � �°  § � · ° � ¬ � ¬ � � v l ´ ¸ � ¸ ¤ � ´ �

� �
® µ ¬ � � �

® µ ¬  § � � ¬ � · ® µ ¬ � ¬  · ® µ ¬ � ® µ � � � �
y m t ~ � �¬ o q { � �

®
i q n ~ o q � k { |� m q n k � · ° � ¬ � ® µ �° ± � � � · ® µ ¬ � ¬  · ® µ ¬ � ® µ � � � o l k { m s t m q n t o q { q v q ¦ k l v � m t � v p p v y s t ~ o t y k n o qn ~ v v s k � ¬ s i n ~ t ~ o t � � �° � ®° ± � o l k { m s t m q n t � o s l k � i m l k { |

� ~ k � v p p v y m q � t ~ k v l k j t ~ k q ~ v p { s |
� � � , + � � � � � $ � � � � � � � �  � � � � " � � � � � � � �  � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � �� � � � � ) � � � � � � � �  � � �  � � � � � &  � � �  ' � � � � � $ � � � � � � � � � � & $ � � � � � � � � � � � � � � �  � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � �  � � � & � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � �  � � � � � � � � ) � � � � � � � �  � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � " � �  � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �  � � � § � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � & � � �  � �  � � � � � � � � �  � � � � � ¢ � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � ¨ � � � &  � � � � � '  � � � � � �° �  � � � � � � � � � � � � �  � �� � � � � � � � � � � � ' � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � & � � � " # $ � � � � � � � & § ¨ � ¢� � � � � � � � �  � � � &  � � � � � " # % $ � � � � � � � & § ¨ � � �  � � � � � � � �  � � � � �  � � ª �* + , , - � � k j j o � | � u l v { i n k s o s v p i t m v q � v l y ~ m n ~ � � �° � ®° ± � o l k { m s t m q n t � � �¬ � � �

®
o q {� 	� � �¬ � � �

®
| � k q n k � m t m s u v s s m z p k t v � t o u m k n k y m s k n v q s t o q t � i q n t m v q t ~ l v i � ~ t ~ m s { o t o |

� r o s s i j u t m v q � y m t ~ � � ¤ � ´ o q { ¹ � ¤ � ¢ t ~ k j o t l m w � � | ¢ ¢ � m s q v q s m q � i p o l | � k q n k �� v l o q r s j o p p � � s v p � m q � � � | ¢ ´ � u l v { i n k s o s v p i t m v q � v l y ~ m n ~ � �¬ o q { � �
®

o l k i q n ~ o q � k {o q { � � �° � ®° ± � l k j o m q { m s t m q n t |h v y � i s m q � t ~ k o u u l v o n ~ m q � k j j o � | ¢ n v j u p k t k s t ~ k u l v v � |
� ~ m s t k n ~ q m � i k ~ o s z k k q i s k { t v n l k o t k s u i l m v i s s v p i t m v q s y m t ~ t ~ k � � � � � � � � � � u o m l

� � � u o � k ¢ � � � v � � v l j o q { o q { � l m q n k |
� � c ` f � e � g c ` �
� v p � m q � o q m q m t m o p � o p i k � � � s r s t k j m s v � t k q u o l t v � o j v l k n v j u p m n o t k { u l v z p k j � o q { o qo { o u t m � k � � � s v p � k l m s � l k � i k q t p r i s k { o s � z p o n � � z v w � y ~ v s k v i t u i t m s � k { � i q j v q m t v l k { �m q t v o q v t ~ k l o p � v l m t ~ j | � v l t ~ m s l k o s v q m t m s m j u v l t o q t t v � q v y y ~ o t � i o l o q t k k s n o q z kj o { k o z v i t t ~ k q i j k l m n o p s v p i t m v q | � q t ~ m s y v l � y k ~ o � k k w o j m q k { t ~ k u v t k q t m o p � v ls u i l m v i s � w k { u v m q t s | � ~ k l k s i p t s o l k n v i n ~ k { m q t k l j s v � t ~ k o n n i l o n r u o l o j k t k l � i s k {m q t ~ k � � � s v p � k l � o q { t ~ k r o u u p r t v o p p y m { k p r � i s k { p v n o p k l l v l n v q t l v p o q { s t k u s m ¦ ks k p k n t m v q o p � v l m t ~ j s � v l k w u p m n m t � i q � k � ¥ i t t o � v l j i p o s |� i l j o m q l k s i p t m s u v s m t m � k | } ~ k q s t o q { o l { p v n o p k l l v l n v q t l v p m s i s k { � t ~ k n ~ o q n k v �k q n v i q t k l m q � s u i l m v i s m t r m s k w t l k j k p r s j o p p | � v l � k q k l o p s r s t k j s v � � � � s � t ~ k n v q s t l o m q t sm j u v s k { z r t ~ k � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � j o � k s u i l m v s m t r k w t l k j k p r i q p m � k p r | � v l s n o p o lu l v z p k j s ~ v y k � k l � t ~ k j k n ~ o q m s j z r y ~ m n ~ t ~ k o p � v l m t ~ j s i n n k k { s m s m q { m l k n t � s u i l m v i s
� w k { u v m q t s o l k q v t l k j v � k { � z i t t ~ v s k t ~ o t k w m s t o l k � v l n k { z r t ~ k � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � �  � � � � t v z k p v n o p p r l k u k p p m q � � y m t ~ t ~ k l k p k � o q t k m � k q � o p i k s z k ~ o � m q � p m � k � � ¢ � � � � |

 v l k u l k n m s k p r � t ~ k l k m s o ~ m k l o l n ~ r v � i q � v l t i q o t k z k ~ o � m v i l �

¢ | � ~ k o { o u t m � k j k t ~ v { o { j m t s o s u i l m v i s � w k { u v m q t |
´ �



´ | � ~ k o { o u t m � k j k t ~ v { o { j m t s o s t o z p k � s u i l m v i s � w k { u v m q t |
� | � ~ k o { o u t m � k j k t ~ v { o { j m t s o s t o z p k � s u i l m v i s � w k { u v m q t y m t ~ o s m � q m � n o q t z o s m qv � o t t l o n t m v q |

� q s k n t m v q ´ � y k o l � i k { t ~ o t p k � k p ¢ z k ~ o � m v i l m s q v t i q n v j j v q m q t ~ k s n o p o l n o s k |� u i l m v i s � w k { u v m q t s o l m s k � k q k l m n o p p r y ~ k q k � k l t ~ k � w k { � s t k u s m ¦ k s u i l m v i s � w k { u v m q tz l o q n ~ k s v � t ~ k m q { m � m { i o p � v l j i p o s m q t k l s k n t | � v y k � k l � p k � k p ´ m s i q p m � k p r t v o l m s k �
� ~ k v l k j � | ¢ s ~ v y s t ~ o t � � v l s j o p p � � o p p z i t o u o t ~ v p v � m n o p n p o s s v � n o s k s n o q z k l i p k {v i t | � q u o l t m n i p o l � v q p r z l o q n ~ k s t ~ o t m q t k l s k n t �  � � � � � �  � � � n o q u l v { i n k s t o z p k � w k {u v m q t s | � � k q y ~ k q o s t o z p k � s u i l m v i s � w k { u v m q t k w m s t s � t ~ k k m � k q � o p i k s v � t ~ k � o n v z m o qo l k p m � k p r t v z k n v j k p o l � k o y o r � l v j o s j o p p q k m � ~ z v i l ~ v v { v � t ~ k � w k { u v m q t | � k q n k �p k � k p � z k ~ o � m v i l � y ~ m n ~ m s t ~ k j v s t u l o n t m n o p p r s m � q m � n o q t s n k q o l m v � m s k w t l k j k p r i q p m � k p r |

� t m s u v s s m z p k � t ~ v i � ~ � m q � k q k l o p � t v n v q s t l i n t � � � s � v l y ~ m n ~ o q o { o u t m � k � � ¥j k t ~ v { y m p p z k ~ o � k z o { p r | � k n t m v q s � o q { � s ~ v y ~ v y t ~ m s n o q z k { v q k i s m q � o p v n o p p ru m k n k y m s k n v q s t o q t � i q n t m v q � m q � ¢ | ¢ � | � m q n k t ~ k { m s � v m q t u m k n k s n o q z k n v q q k n t k { m q o q rj o q q k l � � n o q z k j o { k o l z m t l o l m p r s j v v t ~ | � k q n k � s j v v t ~ q k s s v � � o p v q k m s q v t s i � n m k q tt v � i o l o q t k k t ~ o t s u i l m v i s z k ~ o � m v i l y m p p z k k p m j m q o t k { | � ~ k s k k w o j u p k s ~ m � ~ p m � ~ t t ~ ky v l s t � n o s k z k ~ o � m v i l v � o { o u t m � k � � ¥ j k t ~ v { s |
� � � � , � � � � � � � � � �

� ~ k y v l � v � t ~ k t ~ l k k o i t ~ v l s y o s s i u u v l t k { z r � l o q t � � � � 
 � � � � � l v j t ~ k � q � m q k k l m q �o q { � ~ r s m n o p � n m k q n k s � k s k o l n ~ + v i q n m p � � v l j k l p r t ~ k � n m k q n k o q { � q � m q k k l m q � � k s k o l n ~+ v i q n m p � |
� � � � b � ` f � �

� ¢ � � � 	 � 
 � �   � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � �  �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � 
 £ � | h i j k l | £ q o p | � ¢ ´ � ¢ 
 
 ´ � � u u | � ¢ 
 �
� � � |

� ´ �  � � � � � � � � ! � " � � � # � � � � � � $ � % � � � � & ' � � � � � � " � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � �  � � � � �� � � � h i j k l m s n ~ k 
 o t ~ k j o t m � � � � � ¢ 
 
 � � � u u | ´ � � � ´ � � |
� � � 
 � � � # # � " � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � £ + 
 � l o q s o n t m v q s v q 
 o t ~ �k j o t m n o p � v � t y o l k � ¢ ¢ � ¢ 
 � � � � u u | ´ � 
 � � � ¢ |
� � � 
 � � � # # � � � � � $ � � � ( � � ) � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � �  � � � � � � � 
 £ � | h i j k l | £ q o p | � � � ¢ 
 � � � � u u | � � � � � ¢ � |
� � � � � $ � � � ( � � ) � � � ! � % � � � * � � � � � �  � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � �' �   � � � � � ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � t k n ~ | l k u v l t � � t o q � v l { � q m � k l s m t r � m q u l k u o l o �t m v q � � ¢ 
 
 � |
� � � ! � + � � * ) , � � � � � � $ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � �  � '  � � � � � � � �� � � � � � 
 £ � | h i j k l | £ q o p | � ¢ � � ¢ 
 
 � � � u u | ´ � � � ´ 
 � |
�  � ! � " � � � # � � � $ �  � � � � � �  � � � � �  � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � �  � �� �- � � � � � �  � � � �  � � � � � � � 
 £ � | h i j k l | £ q o p | � ¢ � � ¢ 
 
 � � � u u | ¢ � � � |

´ 



� � � $ � � � � � ) � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � �- � � � � � �  � $ � � � � � � � } m p k r � ¢ 
 
 ¢ |
� 
 � � � � % � � � � � � � � � " � � � � � �  � � � % � � � �� � � � � � � h o t m n � � 
 o s s o n ~ i s k t t s � ¢ 
 
 ´ |

� ¢ � � $ � % � � � � & ' � � � � � � � � � � � � �  � � � � � �  � � � �- � � � � � �  � � � �  � � � � � ' � � � � �  � � �  � � � � � � � � �m q � ~ k � r q o j m n s v � h i j k l m n s o q { t ~ k h i j k l m n s v � � r q o j m n s � � | � | � l v v j ~ k o { o q {£ | � s k l p k s � k { s | � � ~ k � q s t m t i t k v � 
 o t ~ k j o t m n s � m t s £ u u p m n o t m v q s � ¢ 
 
 ´ � u u | � ¢ � ¢ � � |
� ¢ ¢ � � � 	 � � � � ) , � � � � � � + � � � ! # # � � � � � � � � � �  � 	 � � � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � o i q �{ k l s � � ~ m p o { k p u ~ m o � ¢ 
  � |
� ¢ ´ � ! � % � � � * � � � � � � ! � + � � * ) , � � � � � �  � � � � � � � � �  � � �  � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � �� � � � � �  � � �  � � � � � � � � � � � £ 
 � | h i j k l | £ q o p | � � v o u u k o l |
� ¢ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � 
 � �   � � � � � � � �  � � �  � � � � � � � �  � � � �  � �� � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � �  � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � �- � � � � � �  � � � �  �� � � � � � � �  � � � � " � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � �  � � � � � � � �  � � � � � � � � � � ' � � � � � � � � � � �� � � � � �  � � � �  � � � � � � � �  � � � � � � | + v j u | � ~ r s | � 
  � ¢ 
 
 ¢ � � u u | ´ � 
 � � ¢ � |

´ �


