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CUADERNO OCTAVO.— INDEPENDIENTE.

A los que estudian Algebra.
Quia senibus nunquam innovationes gratz fuerunt.

VINDICACION DE LA VIEJA FORMULA DE CARDAN.

NO ES UNA SOLA, SINO TRES.
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"or vez primera

resuélvense algebraicamente con ella tres ecuaciones numéricas, con raices en-
teras, entera con irracionales, y todas irracionales.

La segunda se resuelve también por el nuevo método fundado en cZ=3bn,
Identidad del radical cibico en ambos métodos.

Solucion de las tres por el nuevo método, sin radical citbdico.

Por el nuevo metndﬂ fundado en la relacién de las potencias con las cuatro pri-
. meras series numéricas,
¢ determinan las raices enteras de las dos primeras ecuaciones.

Las soluciones de tercer grado son tan claras y precisas, en su grado, como en
el suyo las de segundo.

Para resolver algebraicamente todas las ecuaciones, basta el Algebra elemental,
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PROLOGO DEI. AUTOR.

A no haber acertado 4 resolver ung ecuacién numérica de tor.
cer grado, por la f6rmula llamada, de Cardan, la primera vey que
pude verla en el tratado de Algebra de M. Clairaut, se debe ol
- descubrimiento de veinticineco modos nuevos de resolverla, con y
sin rddicales de grado impar: de doce soluciones nuevas 4 1a de
cuarto; de una especial 4 la de quinto; y de la solucion, algebrai-
ca de todas las ecuaciones hasta la del grado n, 1nclusos los sig-
temas de # incognitas y ecuaciones, y del grado n. Pues con todo
esto, aunque parece debiera haber quedado satisfecho el descu-
bridor de tantas soluciones, no fue asi, porque 4 todas horas y
en todas partes estaba viendo mdescifrable aquella horrible for-
mula de Cardan.

M. Clairaut en su tratado de Algebra, Parfs, 3.8 edicidn,
1760, y J. A. Serret en su Algebra Superior, Paris, 5.2 edicién,
1885, se ocupan muy extensamente de la ecuacién de tercer gra-
doy de la formula de Cardan, pero 4 ninguno de los dos, ni 4
otros algebristas que he podido ver, se le ocurrié resolver una
ccuacion numérica por aquella tan manoseada férmula.

Esta especie de connivencig tacita entre los tratadistas, au-
torizaba, sin duda para sospechar mal del procedimiento, y par-
ticipar de 1a desconfianza que al ocuparse de éste, se descubre
en los autoreg. g

M. Clairaut, pég. R85, se expresa asi: “Desde el art.9 5.2 de
“la 42 barte, donde solo se trataba de las ecuaciones de dos
“términos, ge habrd pedido advertir 1a especie de imperfeccién
“que d4 4 1a solucién de las ecuaciones de tercer grado, la dife-
‘Tencia de forma de Jas tres raices; pero esta imperfeccién es
“aqui m4s notable, puesto que se la encuentra en la misma 50~
“lucion general.“ (Art.° 8.° 1a misma, pag.)

“Esta desventaja de la solucién precedente, de las ecuacio-
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«nes de tercer grado, no puede parecer tal, sind & los que por
«decirlo asi, consideran el Algebra metafisicamente; pero hay
¢ otra dificultad mucho mas grave para todos, y que ha dado mu-
«cho que hacer a los algebristas. Y es que esta solucion (la dela
«formula general) no ensena nada en cuanto al valor de la incég-
“nita de la ecuacién, en todos los casos en quoe (27q"+4p") sea
«una cantidad negativa.“ (Se trata de la ecuacién general
Y 4 pY-4q=0). Dice esto el autor porque entonces el radical de
segundo grado, sometido al de tercerc, que entra en la férmula
de Cardan, cubre una cantidad negativa, y es por lo tanto ima-
ginario. :

J. A. Serret, tomo 2.°, pag. 458, ocupandose del caso en que
(4p>-27¢°) sea nNUMEro negativo, y que por lo tanto sea imagina-
i ol radical de segundo grado sometido al de tercero, dice: “El
«caso presente es muy notable, porque aungque las raices de la
¢ocuacion sean reales, la formula de Cardan presenta sus valores
“bajo una forma complicada de imaginariag; y si se trata de ha-
«cer que éstos desaparezcan poniendo los radicales ctbicos que
«ontran en la formula de Cardan, bajo la forma (A£BY =1 ),i8€
«tendré que las cantidades A y B dependen de una ecuacién en
«todo semejante 4 la propuesta.© “lista es la razon de haberse
«Jlamado el presente caso arreducible.

Por lo expuesto se ve que, segtin los algebristas, siempre que
bajo el radical ctibico de la formula se presente la imaginaria de
seoundo grado, la ecuacién, 6 no puede resolverse, 6 si se puede,
serd con tantas dificultades que harén preferible el renunciar a
resolverla. Pues bien, en este libro se podrd ver la inidicacién de
que, segun estd evidentemente demostrado, la cantidad subradi-
cal de segundo grado, tiene su raiz expresada por el producto de
las diferencias de las tres raices de la ecuacion, multeplicado Por
Ve Y siendo esto cierto en la ecuaci6n general, y por lo tan-
to en las numéricas, éstas, segin los algebristas, no tienen €n
ningin caso solucién & medio de la repetida formula.

Obsérvese por lo demés, que las cantidades subradicales de
tercero y segundo grado, que entran en la formula de Cardan,
son las mismas que entran en las férmulas de nuestro procedi-
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miento, por mas que fué hallado siglos después que aquel, y por
caminos casi diametralmente opuestos.

Pero bien mirado, no sorprende que por la de Cardan no se
hayan resuelto ecuaciones numéricas. Hay en ella una dificultad
que no se pEdﬂ ocultar 4 los algebristas, y que no consiste en
haber 6 no 1maginarias bajo el radical cibico, sino precisamente
en que la cantidad a éste sometida tiene slempre, menos en ca-
sos muy excepcionales, la forma de (A-£BYV —3).

En las ecuaciones de tres raices enteras ¢ fraccionarias, y en
Jas de una con dos irracionales 6 imaginarias conjugadas, no hay
solucién posible mientras no desaparezca el radical ctbico; y
para que este desaparezca es necesario hallar las raices cibicas
de dicha cantidad, en la forma que las tenga, determinadas 6 in-
determinadas. La dificultad de hallar estas raices, y n6 la pre-
sencia de las imaginarias, fué la verdadera causa de no aplicarse

la formula de Cardan a la solucidén de las ecuaciones de tercer
grado.

En rigor, no les falté razon para obrar asi, puesto que, no
conociéndose el modo-de hallar las raices de (A+BV —3), en
las ecuaciones que tengan alguna, 6 todas las suyas, enteras 6
fraccionarias, 4 nada practico se podia llegar por aquella férmu-
la. Que las raices de (A--BY —3), no se conocia el modo de de-
terminarlas, lo pone bien en claro J. A. Serret, pues por el pa-
rrato que del mismo hemos transcrito, se ve que las tales raices
dependen de otras ecuaciones también de tercer grado como la
propuesta.

P. L. Cirodde, en su tratado de Algebra, 13.* edicién fran-
cesa, 1876, pdg. 311, después de indicar que la resolucion alge-
brica de una ecuacién consiste en reducirla 4 una férmula que
contenga todos los valores de la incognita, dice: “Hasta el pre-
“sente solo hemos podido hallar dicha formula para las ecuacio-
“nes de los cuatro primeros grados, y aun las relativas a las ecua-
“clones de tercero y cuarto, son tan complicadas que casinunca
“8¢ hace uso de ellas.« Como se ve, este autor tan leido,—13
ediciones en Francia con traducciones al extranjero—confirma lo
dicho por los otros dos que hemos citado. Pero Cirodde, aun-
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que dice ,,casinunca“, €l tampoco resuelve la numérica de tercey
grado ni de cuarto por las mencionadas férmulas.

Lo que parece algo sorprendente es que, siendo la tnicy
féormula conocida de tercer grado ineficaz en la practica de los
nimeros, no se haya pensado por nadie en buscar otra de mejo-
res condiciones, en vez de dedicarse todos 4 inventar procedi-
mientos no algebraicos para resolver dicha ecuacion y las si-
guientes.

Pero volvamos 4 nuestro asunto. Molestado en cierto modo
por la idea de que la formula de Cardan no resolviese las ecua-
ciones numéricas, puesto que contrariaba la firme conviceiéon de
que, lo cierto en el sugeto tiene que serlo en el objeto, hizose
inevitable el emprender con dicha f6rmula, para salir de dudas,
y ver con toda claridad en su fondo, si tenia 6 no razén de ser
el horror con que se la miraba.

El resultado fué el que se expone en este libro, 4 saber: que
el procedimiento de Cardan con sus tres formulas generales—y
no una sola—resuelve las ecuaciones numéricas con toda preci-
si0n, dandonos las raices enteras ¢ fraccionarias cuando las ten-

gan, y en otro caso las indeterminadas con que se haya formado
la propuesta. ‘

Resuélvense por la formula tres ecuaciones numéricas, una
de tres raices enteras, otra de una con dos irracionales conju-
gadas, y otra de tres raices indeterminadas. En las tres aparece
bajo el radical ctibico la imaginaria de segundo grado, tan temi-
da por los algebristas. La segunda ecuacion se la resuelve tam-
bién por nuestro procedimiento, fundado en ¢*=3bn, con radical
de tercer grado; y sino se resuelven las otras dos es por no ha-
cer muy extenso este trabajo. Pero si se resuelven las tres por
el método sin radicales de grado umpar, para que asi resalte la
superioridad del mismo sobre Jos otros dos. Y por fin, en las dos
primeras se descubren sus raices enteras, por el procedimiento
fundado en la relacion de las potencias con las cuatro primeras
series de los nimeros.

La ventaja de tal procedimiento para descubrir las raices
enteras y fraccionarias es indiscutible, y mucho mds si se tiene
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en cuenta, que del mismo modo se aplica 4 las
grado superior al tercero.

Es por lo demas evidente, que toda vez 1a de tercer grado se
resuelve con s6lo radicales de segundo, queda con esto demos-
trada la posibilidad de que también as{ se resuelvan las siguien-
tes aungue el exponente de su grado sea nimero primo.

Con lo expuesto en este libro queda fuera de todq duda y en
absoluto demostrado, que la ecuacién de tercer grado, cualquiera
que sea la forma y clase de sus raices, tiene soluciones tan claras
y precisas como pueden serlo las de segundo.

Las formulas cumplen su destino ddndonos lag raices que
producen Ja ecuacion; y en ningun modo se las puede culpar, si
en algunas ecuaciones s6lo descubren raices indeterminadas,
pues esto consiste solamente en que no las tienen de otra clase.

Obsérvese por fin que, resueltas todas las ecuaciones 4 medio
de férmulas, la cuestién de eliminar incognitas en sistemnas de
cualquier grado, deja ser tal cuestion, puesto que se identifica

con la de resolver las ecuaciones, 6 mas bien los sistemas de ecua-
cLones.

ecuaciones de

NOTA.—Para que resulte completo el trabajo de investigacion, y en lo po-
sible por ahora su comprobacion numérica, falta presentar aloebraicamente 1 esuel-
fa la ecuacion (xt4-x8— 4x*—4x+4-1=0), y exponer 4 la vez un método general
que resuelva todas las de la misma clase: Co¢ficientes racionales con todas las rai-
ces irracionales ¥y conjugadas. La indicada ecuacion resistiose algebraicamente A los
algebristas, y solo por caminos no algebraicos llegaron 4 descubrirle un sistema
de raices. (A. Serret, tomo 2.0, pag. 637.)
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LA FORMULA DE CARDAN

Y LAS

ECUACIONES NUMERICAS.

ARTICULO PRIMERO.

Una con tres raices enteras.

Una ecuacion sencilla que puede ponerse de Ia misma forma
que la general, que da origen & la férmula de Cardan, y de rai-
ces enteras, es la siguiente:

Y2 7Y =0 (1)
La cual es el producto de las tres raices (Y—3) (Y3) (Y1)
La formula de Cardan, tratada por los algebristas, es:

3 .
Y=|,/:E;b§/ 4 oD +[ gy 9l )
2 4 127

oo 4 20
Si en la ecuacion general Y+ pY4+q=0, se hace Y=(x42);
se sustituye, y luego se hace X2 4.q==0, siendo también igual
4 cero lo que queda, se deduce ficilmente la formula anterior.
ln Ja cual se tiene: p=—7, q=—6.
Poniendo en la formula estos valores de Py q, se obtiene:

s — 1, ° =
Y=g st30y 3 +—;3—ﬁ/ 51301/ 3 . (3)

Y siendo una raiz ctbica de (812301 —3)=—38221/ 3, susti-
tuyendo ésta, al radical, sera:

1 iy 1 iieh
T=—3-(—8+2y75) + 5 (—8+2y/3p).

Y quitando los paréntesis queda

| iz o) e ‘
Y—=—i—y/ 5 —1=y 5 (4)
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De esta expresion, como se ve, no sale mas que la raiz —9
para la ecuacion propuesta, y otras dos raices imaginarias, ex-

trafias 4 la misma.
Pongamos otra raiz cibica de la cantidad (81301 5), la

, Qe AR 2 ;
cual, como luego se demostrara, es (—— H—ay/ —3); ¥ sustitui-

da en la igua,ldad.(?:) quitando los paréntesis da:

D 1 5.

1 o L
Y = =/ =3 —1/ 38,

2 AR
Cuya expresion nos da s6lo la raiz —1 de la ecnacion pro-
puesta, con otras dos imaginarias.

Pongamos la tercera raiz de (8130 —3), la cual es
| SRR G
(=55 Y —8)
y puesta en (3), quitando paréntesis resulta
1

Y=ty T8 } ey
da 3 6 :

Cuya expresion nos dd solamente la tercera raiz de la ecua-
cién, 43, y otras dos imaginarias.

En este ejemplo se ve bien claro que en la ecuacion con tres
raices enteras, ¢ fraccionarias, la cantidad subradical de tercer
orado, en general (A--BvV—3), tiene tres raices cibicas de la
misma forma, que expresaremos por (721 —3); teniendo 2 y 4
valores enteros 6 fraccionarios: y que con cada una de estas rai-
ces, la formula general de Cardan, no d4 mas que una raiz de la
¢cuacion propuesta.

Los algebristas han pretendido sacar de la formula gene-
ral (2) todas las raices de la ecuacién en su forma general;
pero estd bien comprobado que esto no puede ser, sind & condi-
cion de que se determinen antes las tres raices de (Ax=BY —3);

En el cuaderno cuarto de Lucubraciones Algebraicas, esti
desarrollado con todos sus detalles el primer modo de los diez
y nueve descubiertos para resolver la de tercer grado con st pro-
pio radical, fundado en la relacién ¢’—3bn, siendo b, ¢, 1, coell-
cientes de la ccuacion. Allf podré ver el que quiera, como & me"
dio de las tres formulas deducidas para Y, se determinan las tres
raices de la ecuacion, con cada una de las cibicas de (AiBV"‘a)'
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El procedimiento de Cardan conduce al misme resultado, si
se tienen en cuenta las tres formulas que contiene para Y.
En efecto, si la ecuacion general que proponen

T +pY 4 q=0
se la divide por la rafz conocida, que es la llamada f6rmula, 0e-
neral, pasando todo al primer miembro, es indudalble que la di-

vision serd exacta, y el cociente de segundo grado, (expresaremos
por Ry R” las dos cantidades subradicales)

=

PO RV EDY 4ot (VT L0577 (5)

———

3 e S ) __]__E/ e 83—y
nos da: Y__-(.V R +VR”)=x —4p—3(V R 4V R") (6)
2

Cuya igualdad contiene otras dos formulas generales para Y.

Para comprobarlas no hay mas que sustituir, por ejemplo, 4
la cantidad interior de los pareéntesis, el valor —2, que tomaron
con la primera raiz de (A-+Bv/ —3), ¥ se tendri:

0-+1/98—19
Y = __V ;
2
A 24+1 16 244 '
0 bien Y= "; = ; e

Con las otras dos raices de (A=Bv Z8) suceder4 1o mismo.

Qbsérvese que del segundo miembro de la igualdad (4) resul-
tan otros valores extrafios 4 Ia ecuacion, segin ya queda indica-
do, y 1o mismo de las otras dos, que se obtuvicron con las otras
dos raices de (A-BV/ —3);
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ARTICULO SEGUNDO.

Una ecuacién con una raiz entera, y dos irracionales conjugadas,

Sl
Resolvamos por la formula de Cardan esta otra ecuacion:

Y —6Y +4=0.

Cuyas raices son (Y—2), Y4+14+v 73 ) Y+1—y73); es de-
cir, una entera y dos irracionales conjugadas.
Poniendo en el radical los valores de p=—=6, y q=4, resulta:

3 3
X =|/—--2-i: 24/ —1 + ﬁ/m?i" 2V —1,

La raiz ctbica de (—22-2¢9/_1) es (1y 1)

Sustituyendo esta cantidad al radical, se tiene:
Y=l ey +Ty—1).
La expresion del segundo miembro en sus cuatro combina-
ciones, s6lo nos da la raiz --2.
Obsérvese como en el ejemplo anterior, que con una sola
raiz de (—R2==2y/ 1), solo nos da la formula una raiz de la ecua-

cién. Pero haciendo usc de la doble formula (6), se obtienen

como antes las otras dos raices de la ecuacion, con una sola de
(A:tBVr—?J).

En efecto: sabemos que (¢ B -/ &) tiene un valor 42,7
sustituido en la formula (6), nos da:

—_1 B
v __#1/2 2412

!

6 bien:

9y 12  —9249YV3 bl o —
Y= ““;/ = .___21/ Ay B =yl

Es decir, las otras dos raices de la ecuacion.




§ 2.°
RAICES DE (A £By J3),

Queda dicho que la ecuacion actual, con todas las de su cla-
se, no puede tener mas que una raiz determinada, 6 sea con va-
Jores enteros 6 fraccionarios para x y z en la expresién (xkzi/70)),
considerada como comprensiva de las tres raices que se atribu-

yen & la cantidad (A-+BV —1), 6 bien (A+BV —3), segun resulta,
en nuestro procedimiento.

“ En el cuaderno cuarto, piginas 9 al 23, puede verse la de-
mostracion de que la cantidad (A 4-BvV —3) tiene siempre sus rai-
ces ctibicas en funcién de las raices de la ecuacién propuesta, y
que siendo éstas p, q, r, la relacién que las enlaza es:

3 +r  (@—)V—3
|/ a4By = s L )

Y representando en general las raices de (A-=BV —3) por la
expresion (x--z¢/ _g), estas raices se enlazan con las de la ecua-

cion en las tres igualdades siguientes, en las que b es el coefi-
ciente del segundo término:

b4-x

P pr————
———

S
2b—x-1-3z
= TR (8)
2b—x—3z.
Ll
En estas iﬂi‘uarld‘etdes1 p, q, r representan cada una indiferen-
temente las tres raices de la ecuacién; y por lo tanto se ve en
ellas con evidencia que: si una rafz de la ecuacion es racional,
tntera, ¢ fraccionaria, habrd un'par de valores de la misma clase
Para x y z que si las dos raices son irracionales de cualquiera
forma, tendrs que ser irracional x 6 z en los otros dos pares de
v&l{}res que si las tres raices son racionales, lo serdn tambien
XY Z en los tres pares de valores; y por fin que, si las tres raices

S0n | irracionales, lo habrs de ser 1gua1mente x 6 z cn los tres pa-
Les de valores.
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No se olvide que b, ¢, n, coeficientes de la ecuacion, se leg
supone racionales.

§ 8.2
CONTINUACION DE LAS RAICES DE (A-+BV —38).

Procede ahora indicar, aunque sea de paso, el modo de de-
terminar las raices ctibicas de (A-Bv —3); para lo cual es preci-
so distinguir entre las tres clases de ecuaciones: las de tres
raices racionales, enteras 6 fraccionarias; las de una sola raiz
racional con las otras dos irracionales conjugadas; y las de tres
raices irracionales. Entiéndase que nos referimos a4 la ecuacién
general con sus coeficientes todos racionales.

Elevando al cubo la expresion (x+z1 —38), é igualando con A
los dos términos racionales del cubo, y con =B —3 los dos tér-
minos irracionales, dividiendo ésta por ==V —3, resultan las dos
ecuaciones:

x°—9xz"=A. (9)
3z°—3zx*=D (10)
Y como B, segtin se hace ver en el cuaderno cuarto, donde

esto se explica latamente, es siempre divisible por 3, haciendo
B

—=B, sera:
3
Z—rrx—D (11)
Esta ecuacion puede escribirse asf:
2(2-4x) (z—x)=B,. (12)

En esta se ve que, descomponiendo B, en sus divisores sim-
ples y compuestos, todo producto de tres factores, que igualando
con B, sean aquellos tales que, uno de ellos mas una diferencia
d, 1guale con uno de los otros dos, y menos la diferencia d, igua-
le con el tercero, dard un par de valores para x y z, siendo z el
factor tomado, y x=d. Estos pares de valores han de de resol-
ver también la ecuacion (9).

. Este procedimiento, que llamaremos aritmético, y no co-
nocido antes de ahora, d4 muy facilmente las tres raices de
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(A:i:BV:?’): en la ecuacién con treg raices enteras 6 fracciong-
rias; pero no asi en las otras dos clages de ecuaciones, porque
en ellas aparece alterada la relacién de las dos ecuacioneg (9)
y (10). Sin embargo, en la ecuacién de upa, raiz racional y las
otras dos irracionales conjugadas, serd cag; siempre posible, 4
medio de las ecuaciones (9) y (10), determinar o] par de valores
~ racionales que corresponde para % Y z. X sino se pudiese 6 fige-
se muy dificil, se deducird una ecuacién que sélo contenga x 6 z,
y como en ella uno de sus valoresha de ser racional, se harj uso,
para determinar éste fz’:’icﬂmente} del método que luego explica-
remos, fundado en la relacién de las potencias con las cuatro pri-
meras series de los nimeros. Los otros dog valores de z se halla-
ranpor la ecuacion de segundo grado, que alli también se indicars
como regla general. Determinados los treg valores de z, por ejem-
plo, los tres de x los darén las ecuaciones (9) ¥ (10).
En el caso actual estas dos ecuaciones se presentan asi:

X' —-3x7'=—2, (13)
Z';-——-3ZKE=H—'~2. ( 1 4)

En las cuales se ve claramente que al menos un valor de x ha
de ser igual 4 otro de z.

Poniendo en la segunda 2* en vez de x* sors.
2 —8z'=—° 6 —Qz'—__9
De donde z°=1, ¢ bien z—1.
Y poniendo en la primera, en vez de z*, x*, seré:
X —3x'=—2x" 6 —9x°—_ 9
De donde x*~=1, ¢ hien x—1.
S en las ecuaciones (9) y (10), y en el presente caso en

las (13) y (14), se despeja en la primera z', y luego z, sustituyen-
do en 1a segunda, se obtiene para x la ecuacién

64x° 96x°—168x°=—8. . (15)
Haciendo X'==u, sustituyendo y dividiendo por 8, 1’53“1'09-':___&.; 070 P
Bu’-t12u'—21y——1. d6)/& = e\
De estq ecuacion veremos luego coémo se deduce fécilm:ie&‘te, "~ ;
PO méto g algebraico, un valor de u, y luego por consecuentia £ o/

03 .OJE-I'(}S dg S. ! ';1 ﬂf; j
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ARTICULO TERCERO.

Procedimiento nueyo con radical de tercer grado,

[.a misma ecuacion se resuelve por el primer modo fundado
]

en ¢’=3bhn.
Las tres formulas de Y, (pag. 9, cuaderno 4.°) son:

- —O+v 0'—40,
Y =5+ = : :5'1— y
—b- |- b(b*—3e) it il
G @ e P G e [ |
Dttt e (16)
2 .
c be

C=b+ 3 1 C,=c | 3 |

—b-+1/b (b*—38e) —b+vb (b —38c)

G*.'-..*

i (_b_pﬁb(bs_%))g | an

b=38s+b,, c=3s2+2b,st-¢,, n, (en s)=4, b,=0, ¢;—=—6.

Sustituyendo valores én el radical ciibico se transforma en

3
3!/2:!:21,/ —1. y como la raiz ctbica de (o£2y ) sea
(—14=¢/—7), el radical se convierte en (—3+3y 1)

Las formulas de Y en este procedimiento se obtienen, ha-
ciendo Y=x-1s, sustituyendo, y luego dando 4 s el valor nece-
sario para que, el cocficiente del tercer término, elevado al cuadrado,
sea tgual @ tres veces el coeficiente del sequndo término, maultiplica-
do por todo €l wltimo término de la ecuacion. Obteniendo la pri-
mera raiz, se divide por ella la ecuacion, y resultan las otras
dos de la de segundo grado que aparece en el cociente exacto:

—be4-9nty/ (hc—9n)? _4(bﬂ_3c)(ﬂﬁi,ﬁ3bﬂ)

La formula de s es: s= T
- 2(b?—3¢)

La cantidad interior al radical, que expresaremos por (M)s




2 N R e A
tiene Eiémlﬂ‘ e raiz cuadrada en funciéﬁ,d@lﬁg ralces de la e_clua-.-
cion, multiplicada por 4/ 7§, en esta forma;: .(Véase en el cuaﬁer_
102 - -

¥ M=(p =9) (p~r)(q—r)1/ =3

siendo p, q, r, las raices de la ecuacién.
. Sustituyendo en la férmula de s, }

hiti =0, =6 n=4, se
optiene.

§—1-fcyoTy

Sustituyendo en la primera f(’irmhla, de Y, el quebrado se
nace igual & (19=y/ 1), y por lo tanto sera:
Y=(+y —1)+15y )
Uno de los valores que d4 el segundo miembro es igual
4 +2, 6 sea una raiz de la ecuacién.
| Sustituyepdo valores en la formula de C, resulta
C=Ss-t(1FY D=8 18y 1415 ¢/ 1-=4 40y T
Sustituyendo en G, serd primero:
¢ =8s'—6=3(1-+1/ ) 5:;3(1:&21/_:1+1)—£=
6—~6161) _1=161 1.

Obsérvese que decimos ( ‘/'"'"1“)2;— 1, porque (y 23):=y Z1x
V:._lzv_hl;{_l':.y”l—:q-l. liste valor de (y/7)* es el valor
logico de Ia expresion; y al contrario, el valor —1 es una ficeidn,
sonsecuencia de la primera, que consiste en suponer que —1
tiene una rafz cuadrada. | | fol
-Ellllﬁll“imer quebr&dﬂ en el valor de. G . sin el faetﬂr b;—._;_ﬁ_s,
Ja hemos visto que vale (1z=y/7); y por lo tanto, el quebrado
vale: S |

a1y 1) =8(1ty ) (¥ SD)= 20 (v ) =110,
~ Obsérvese que aqui tenemos un producto de dos factores
gual 4 ¢ero, sin que sea cero ninguno de los factores. Pero esto
10 8orprende cuando se trata de cantidades imaginarias, 6 sim-
Plﬁ‘l}lﬁ??te irracionales; puesto que con ellas también se tiene
415 40 producto de dos cantidades puede ser divisible por una
“intidad dada, sin que lo sea ninguno de los factores. En efecto:

iy




Saing :
-(1 Jr_v_ﬂg) y( i T5); nuwuna de las dos es L:;lVlSlble p::nr 9. y

sin embargo, el pmducto 4 es divisible por 2. |
El segundo quebrado del valor de C, es evidentemente i 1gu al 4

(9 1) 2““1/ =

Juntando, pueé, los tres valores del seguudu miembro de C,

sera: :
| * OBy 140422y D=2y T,

Sen‘unl esto se tiene que, la cantidad subradical en el segundo
y tercer valor de Y, es (C*—4C,)).
Y como L C=112y :.1“
y Coxay 1
serd bajo el radical: 1GJ:1£; 14— qulm/ ﬁ.l:-:.u

Con esto el valor doble de Y sera:

5

--—Od:v’?é
Y =54 — '
R e e o R P D e R
O bien Y=ty 1 F ;/ v ""_" 114/ 3
Deidonde - Y_..___-*I,-} 1/ g ::-u.f.:——-l 4 8,

6 sean las DtI‘Et‘?, dos rmﬂes de la ecuacmn

ARTICULO CUARTO.

Los dos ejemplos se resuelven sin radical de tercer grado.

PPrimer cjemplo.

| Para, que Ga{h una pueda ﬂmﬂmente apre(:mr 1*13 ventagas del
pmcedlmmn’m especml sin radical de tercer gradﬂ que se_de-
muestra tambmn en el cuaderno cuarto, vamos .;L resolver por ﬂl
mismo la,fs dos ecuaciones numéricas que pmceden

Las formulas de Y son:

e (%)

’;f_l-—(bi-rqﬁ;(l _'b{'j-)q)ﬂ—lisgﬂ bl




el e
Con estas tres raices, multiplic

2 adas, se reproduce ep todos
los casos la ecuacion propuesta, | |

r_q.bu -+ 9% — 2054 1‘1_1/ i;;ﬂ = 4? +4s

. rbﬂ—-ﬁﬁﬂi:si,}-[l);!_d:c—-{ji; = (20)
st VeV ol dy g b Gl
| eeERek 3 T Ty hio=—Yin— 6 (Enel

primer ejemplo.) x
La cantidad subradical en r, siendo b=0, y G hiee von.
vierte en V981 4s, en la que s es disponible, Esta, cantidad ser4,
6* dando 4 s el valor 2; y-ser4 4* dando a s el'valor —3.' Clon
cualquiera de estos valores resulta para r el valor cero. Sea s=9.

: ) 1
Siendo r==0, sers e
Pero entonces la primera formula de Y ser4:

N e S e |

"jf—: ——— 1 —- 8&
q TH AT If:i
O sea un valor de la ecuacion dada.

La segunda férmula de Y sers, también:
' i 131/ 1*—45q* :

Y—

. AT
O bien, sustituyendo los valores de s y q:
4 o |

Y— e _*Qzlﬁl.
s decir: los otrog dos valores 6 raices de la ccuacién dada.
S1 s=—23, serq q==14%; y entdnces Y en la primera formula es

—1-
jgfb'lﬂ;:__fh*gi.
Y en la segunda f6rmula sera:
| e ot TR -

| La Superioridad de este procedimiento sobre los otros dos
S limensa, puest que con igual facilidad se resuelven por el
ml.sm_o las ecuaciones, cualquiera que sea la naturaleza de sus
rﬁlﬂes‘ : | -

] P-?:?a saber e] valor que corresponde 4 s en r, véase el cua-
ThO cuargg. ' e g



e

be zundo e;emph}

_ 2s%-1-12st41/ 24 4-45
Se tiene h=0, cﬁ-——ﬁ n=4, r=:

— 881 24 445
Para que la cantidad subradical sea un cuadrado, estd indi-
cado cOmOo menor valor de §=—2, con el Gual el mlor dﬂ r E},g
cero.
: g  —3 1
Con esto se tendra q=-=—7"="73

4

El primer valor de Y es: Y= T 2: que es una raiz de la

ecuacion.
Para los otros dos valores de Y se tiene:

1+9/1—dsq® 1EY 1*42 3 3 5
V 2 5.(1 i : + ] E Y 5#(1’]_1/ d)ﬂ(i"' V' 8)

'Y.__

Es decir, las 0’[1‘&8 dos raices de la ecuacion.

Obsérvese que si al dar valor 4 s, lo hacemos de modo que
no desaparezca el radical de r, ird dlChD radical 4 las tres raices
de la ecuacién. Esto, en rigor, es logico cuando la ecuacior no
tenga ninguna rafz entera ni fmcmonan&

ARTICULO QUINTO.

Una ecuacién con tres raices irracionales por el método de Cardan.

Vamos por fin 4 1*93911:@1* una ecua.mén sin ninguna raiz en-
tera ni fraccionaria. |

Sea la ecuacion:
e R (21)

La-cual, aplicandole el método fundado en la relacion de las
“potencias con las series de los niimeros, como luego se yera, no
da ninguna raiz exacta, entera ni fraccionaria. De esto se deduce
que sus tres raices h&n de ser indeterminadas, de f-:::urma, 111‘8.:310'
nal, 6 imaginarias, 6 de ambas clases.

Pﬂmendﬂ en la primera f{}rmuh de Cardan lus valorES
p=—7,q=7, se obtiene: | | s
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Y__._l/_‘?56+811/-...6 = i/—-—?f’b 841/ (22)

Esta formula con las dos contenidas en la del numefb (6),
dan las tres raices de la ecuacién propuesta. Las raices cibicas
de (—756-+841/3), estd demostrado que han de ser mdetermma-
das de la misma forma, y con radical de tercer grado, puesto
que del mismo grado son las ecuaciones de x y z que nos han de
dar aquellas. Y por lo tanto, en ecuaciones de esta clase es in-
(til pasar adelante, en busca de las raices indeterminadas de
(A=By/—8). Dl se quieren valores aproximados de las raices in-
determinadas, se obtendran hallan dt} aritméticamente las apro-
ximadas de (A==By —3).

Estas aproximadas nos las dan las ecuaciones de los nimeros
(9) y (12), y una tercera que resulta de igualar (x4 7 71/ —3) con

!/A-I-BV ey la dlfet‘enﬂl& (x —z1/ —3) con E/A—BV.'“S’

y multiplicando las dos igualdades resulta x2 4 8z2— 1/ A? +3Bz
igual en este cago 4 +84. Escribiendo la del (9) como se ve, las
tres ecuaciones son
x(x1t32)(x—32)=—1756
z2(z+x)(z2—x)=B =28
K?'|—'3552:84, | : .
Hallados en la primera los divisores de 756, y en la segunda
los de 28, se encuentra entre los primeros el producto ternario
3X12X21 =756, del que sale 12+9=21, 12—9=3: de don-
de x=-—12, z=—23: entre los segundos sale 1>/4><7m—28 0 sea
4+3=7,4—3=1; de donde x==3, 7=4. |
En la tercera, si quitamos de 84 el endddiens para x’, el
resto no es dwmble por 3: sl qmtamos 27, el resto no es dmm-
ble por 3:%i quitamos 32, el resto 7’5 leldldD por 3, nos d& el
cuadrado de 5: luego x:3 Z==b. e
El valor 3 es, comp se ve, el mas repetido para x, y por lo
mismo serd el que llevaremos 4 las formulas. Pero adviértase
que cada par de valores hallados para x y z, solo resuelve la
€cuacion que le d4, y no las otras, siendo en consecuencia raices
aproximadas. Al llevar 3 4 las formulas como valor de x, omifi-




S >
remos desde Juego el sumando 71/ —3, puesto que desaparece

por si mismo.

Con el 3 la 1’11‘1111{31?3. furmula (2), (32), nos d&

3 3 34

oLk DS e ST
Y= >-<3+ N D " : 6 t

Y la doble formula. (6) nos da,
e e
g Qi Tope

Compruébense estos valores en la ecuacion dada, y se vem
que cada uno la reduce 4 cero quedando solo una umchd

A resultados idénticos conducira nuestro procedlmwntm ya
expuesto, fundado en ¢’=3bn; 4 cuyas férmulas generales, no
hay apenas duda que se legard por los otros diez y ocho mcdos
descubiertos, y explicados en el cuaderno segundo.

Con lo expuesto queda evidentemente demostrado, que las
formulas de tercer grado, con su propio radical, lf:}gmamente
deducidas, son ciertas no solo en el sujeto, si que tamblen en el
objeto, puesto que nos descubren en cada ecuacién numeérica
las raices con que se la form6. Para llegar 4 estas raices estdn
de mas los métodos de tanteo, los geométricos y logaritmicos,
puesto que, como se acaba de ver en los ejemplos precedentes,
alin en el caso mas dificil, el vrreducible de los algebristas, aquel
e que (27 q*t4p*) nos dé cantidad negativa, las formulas ge-
nerales contienen y dan extrictamente las raices con que se haya
formado la ecuacién. Lia dificultad no estd en lo que valga la
indicada expresion, siné en determinar las raices cibicas de
(A+By —3), cuando las tenga determinadas, tres, 6 una, segun
los cases. Y cuando la cantidad (A-+B4/3) no tenga raices
determinadas, entonces ya ‘sabemos que las tres férmulas de
cada procedimiento contienen exactamente las tres raices de 1a
ecuacion.

Pedir méas al Algebra, es pedirle que haga impc‘rs’iblés; es
pedirle que convierta en determinado lo que es por si mismo
indeterminado, en real lo que es de suyo imaginario, en racional
lo: que es por naturaleza iﬁi‘&ﬂimla‘,l, en conmensurable lo que por
su misma esencia es inconmensurable.

Y — 3 =42,




om.
Lias ecuaciones de coefieientes irracionales quedan resueltas
en las tres formulas de cada procedimiento.
Sobre el radical cibico en la de tercer grado; dirdse la lti
tima palabra en el libro siguiente, -

 ARTICULO SEXTO.

La misma ecuacién se restélve por el método sin radicales de grado impar,

Veanse las formulas (18), )19) y (R0).

Siendo ahorab =0, c==-.7, n="1, la f6rmula de r (R0) sera;
28°-+ 14541/ 95+ 44
I —
S1 hacemos s==-—%, el radical es cero, y el valor de r es cero.
" Enténces q— —==—1;en(18) Y=+1,y en la-doble del 19
] 1£v29 —14+125 —1—vy/59
sera Y= = g T -

Obsérvese que si en estos dos tltimos valores de Y tomamos
la raiz entera mds préxima de 29, que es 5, se obtienen como
antes los dos valores —38 y +2: y si queremos aproximarlos no
hay més que aproximar la raiz de 29. La ventaja de este procs-
dimiento; por la facilidad y seguridad con que se llegd al fin, es
- Incomparable, y lo ser4 mucho més si se fija la atencién en que,
“14YH —1—y 5

2 2
construye la ecuacién, nos dan direetamerite 1guales los coefi-
Clentes b y n; y para que resulte también c; no hay mas que ha-
cer indeterminada 1a primera rafz, en este caso 1, anteponién-
dole €] +1. Al hacer indeterminada esta raiz, siéndolo ya las
otras dos, se procede logicamente, puesto que estd demostrado
Que las tres raices de la ecuacién hap de' ser indeterminadas. Si
ademds ge quiere que cada una de las tres raices

| ne ey 50 L 144799
(Y:!:I),I(Yh 1“”"), (*i ' *”9)3

51 con las tres raices halladas, +1, ) Se

9 2
5€a un d-i!.ris,or' de 1g ecuaﬁﬂié’n, 10 -,hﬂy mas que poner en ésta en
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vez de b, la suma de las tres raices, que le iguala: en vez de c,
1a suma de los productos binarios, que le es igual: y en vez de
n, el producto de las tres raices, que le es igual.

Vese, pues, con evidencia, que las soluciones. de tercer grado
son en todos los casos tan claras y precisas como las de segundo.

Debe verse en J. A. Serret, pag. 838 y siguientes, tomo 1.,
como se trata esta ecuacion, y los rodeos inmensos por donde
alli se llega 4 dos raices aproximadas en decimas.

ARTICULO SEPTIMO.

Se determinan las raices enteras por el método fundado en la relacion de las potencias
con las series.

En el cuaderno primero estan demostradas para el tercer
grado estas igualdades:

Y:=Y+2(0, 1, 3, 6.....)
YE=Y+6(OI, 1, 4, 105, )

Entendiéndose que el 2 y el 6 que preceden & los paréntesis,
han de multiplicarse en cada caso por el término interior al pa-
réntesis, que corresponda en orden al nimero de unidades que
valga Y.

El primer paréntesis comprende la tercera serie nuMerica, y
el segundo la cuarta.

Esto asi, tendremos enla primera ecuacion (Y —7Y+7=0)

- Y'—Y+6(0, 1, 4, 10....)
— 7 Y=—"Y. |

Y por lo tanto: ¥—7Y=—6Y +6(0, 1, 4, 10.....) =—"9.

Pero como Y vale un término de la segunda serie natural
(1.2.3.4...), tendremos: |
oy | 628 4

| +6(0, 1, 4, 10.....)=—6.

Ahora se tiene:

—6X14+6X0=—6; luego 1 es raiz de la ecuacion.
—_6X2+6>X1=—-6; luego 2 es raiz de la ecuacion.
——6X3+6>X4="16; luego 3 es raiz de la ecuacion.
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El signo del 1, 2, 3, es el mismo que resulta al 6 en estos
segundos miembros.

En la segunda ecuacion tenemos (Y*—6Y+4=0)

Yee¥rb6(0,1, 4 16
—6Y=—6Y i B
Y*—6Y —=—5Y+6(0,1,4, 10.....)==—4

—8(1, 2,34, )"
+6(0; 1; 4,10, J=—=24
Ahora: —b5X1+6X0 no iguala & —4; luego 1 no es rafz de
la ecuacion. | GaR e o

—b5X2+6X1=—4; luego 2 es raiz de la ecuacién.

—-5X34+-6xx4="9; luego 3 ya no es raiz, como tampoco 4 y
los siguientes. | ' | |

Vese, pues, que el procedimiento d4 las tres raices enteras
(6 fraccionarias en su caso), cando las tenga la ecuacion, y una,
sola cuando solo una tenga la ecuacién.’ AR

Cuando la ecuacién no tenga ninguna rafz racional, este pro-
cedimiento nos lo d4 4 conocer, no dandonos ninguna raiz.
~ En el segundo ejemplo, determinada la raiz (Y—2), se divide
por ella la ecuacion, y el cociente exacto (Y*+2Y—2), nos d4 las
otras dos raices: ifu |

—2-k1/ 10
re
La tercera ecuacién, aplicandole este método de las poten-

¢las, no d4 ninguna raiz, como puede comprobarse, y por lo tan-

60 nos demuestra esto que tiene sus tres raices indeterminadas.

- " El método que ‘precede para separar las raices enteras y

fraccionarias en la de tercer grado, por la facilidad, rapidezy

seguridad con que la separacion se consigue, no podra menos de

%6t admitido como el mejor de cuantos se conocen hasta ahora,

debiendo “advertirse que ‘del mismo modo se aplica a las de

Cuarto y quinto grado, y aun 4 las siguientes hasta la del grado n.

Y'—6Y=

Y= =—1t+y 3§ =—1—v 3.
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ARTICULO OCTAVO.

Continuacion 4 las raices de (ﬁ:i:By’ :_3—)

Tomemos ahora la ecuacion del niimero (16) que es:
 su'ylaw—2lu=——1 (16)
En ella se tiene  8u _8u+48(0 I 4:-10....0)
e o *12u+24(0 1, 3, 6....)
—Tu=—21u " =)
Luego: —1(1, 2, 3, 4.....) S
| +24(0, 1) 8, 6.....) ¢
+48(0, 1, 4,10.....) =—1
—1X1-+24X0+48%<0=—1; luego +1 es raiz de la ecuaciﬁn, y
por 'lc’:- Emt{} IESE 1 El 2 y 0011 maymr razc:n los E-,lgulentes 110 s0n
_ Duudlendm, pues, la ecwuacmn (16 por la raiz (u—1), el co-
ciente Exaﬂto 811 +20u l_uO nns da para, u los thDE deS va-
lﬂres s b e B L

—58yg —548y’3 58/
s T e
Y como en la ecuacion (15) es x’=u, tendremos pa,m %

-—| / --5+sv_ 3_ l/ ma—sv g

Poniendo estos valores de X en 1& del numem (13) 0 (14), se
tendmn Ios trea carrelatw{}s de Sete R ek '

u_

Con lo expuesto en este libro queda fuera de duda que la
ecuafzmn de tercer grado cualqmera que sea la folmﬂ, y clase de
sus raices, tlene salumones ta.n elara.s y precisas como. la de se-
gundo, sin mas diferencia que las dificultades propias de su
grado.

De las ecuaciones en cuyos coeficientes se presenta algun
radical, no hay para qué ocuparse, puesto que sus raices estan
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determinadas en las formulas generales g cualquiera de los pro-
e |
cedimientos demostrados.

La ecuacion, pues, de tercer grado, al que Posea regularmen-
te siquiera el Algebra elemental, No puede ofrecerle dudas
e

que se presente.

Fisto mismo se verd que tiene lugar con todas las de grado
superior al tercero.
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