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ARTICULO PRIMERO.
Cubo.

TrorREMA.—FE cubo de wn niimero entero es wgual al mis-
mo nimero , mas seis veces la swma de los terminos de la
tercera serie, hasta tantos como unidades menos una ten-
q @ el nimero.

Es decir que sera:

a9=—a.4.6 (I-;-:?»-.F‘G.;.IU ....... (a—1) términos
En efecto:  1°=146 (0)
2596 (1)

35—=346 (14.3)
43—416 (14346
Supongamos esto cierto hasta el nimero (a—1) y va-
mos 4 demostrar que tambien lo serd para el numero

(a—1)41=a
‘n efecto:
aﬁ:( (a-.-.l)+1)ﬁﬂ(a—-l)5+3(a—1)’+3(a-~1)+l
=(a—1)+6(1+3+6+ ..... (a—2) térms |

+3(a—1)"4-3(a—1)41
| Sumando el primero y dltimo términos, ejecutando las
operaciones del tercero y cuarto y reduciendo:



i
Sera:

174, +6(1 L3O L (a—R) tél'minoﬂ).j-.:}u*?—-_-iﬂ:;

Pero segun el teorema primero se tiene que:

3a° m3a+6(.1+2+3+ ..... (a—1) ) y smhtuyendu %em,
a"ﬂa+6(l+3+6+ ..... (a—2) t@llﬂlllt.}b)
+6(1+’2——3+ coene (@—1) )

Separando el factor comun 6 en los dos ultimos térmi-
nos dara:

&5m3+6(1+3+6+ (;1——2} terms. + (1 28 .. {u—-*l)))

Y como la suma (1+2+3+ R (a——-—l)) de los términos

de la segunda série, hasta (a—1) términos, es el término
(a—1) de la tercera tendremos que:

3,3:&4_6\ 14360 Lo (a—1) términos )

gue es lo que se queria demostrar.

Awrricono 1.

Consecuencias.
1." Puesto que ':f’=_a+6(1+3+6+ ..... (a—1) tér-ms.)
Sera . (.:*a-—l 3464 (a—1) térms.
)

Luego: La suina de los términos de la 3." séric hasta

(a—1) términos, es zgm? al cubo de a, menos a, par ém’m lo-
do por 6.



2." Multiplicando por 2 la igualdad anterior nos dara:

a’—a -

3 =].242.342.64 .. 3( por el tu'mmu (:1-——-1) )

'Y como el término (a—1) de la tercera , es la suma
aka——-l)

de lm-., (d———l) terminos de la segunda, que es 5 serd:
a’—a
R -———1 29 3_5.2 b2 103, a——l*a 0 blell
a°— |
3 bl 242343444, :)_|_5 i (&——-2) (a—1)+(a—1)a

'De donde resulta que, lo swma de productos b@wrwg de
los mumeros 1,2, 3, ....... hasta a, uwltaphcmdaw cada
uno ya.por el que le precede , yo por el que le sigue , es
igual al cubo de @, menos a, partido por 3.

3. Siendo 1. 2--“1‘2.{_1

2.8—9°19

3.4=3"138 v asi sucesiv :ElHlﬂIlTb serd la
lgualdad idéntica 4 esta otra: T

& o) . \ - - S I Al el
5 =4+ 1) (2% 42)4(3°43)+ ... ( (&—l;‘+aa_1})

::-:lﬂ+22+3g_g_ o {:::1-—-1)2 } (1 F2434 .. Ld‘“’l})

G bien: 2 2’3’4 —]2p20 080 L a=1f

Luego (o suma de cuadrados de los nimeros 1, 2, 3.....

hasta (a—1), es wgual @ dos veces el cubo de a, menos tres

weces s cuadrado, mas o, paritido todo por 6

7 NOTA . —La anterior relacion es nueva, al menosen'la manera
de deducirse v en la forma de su espresion. § 7 gt

L



LR
i) | o m 2.34-3.4 (a—1)a
45" 51 en'la lg‘u&]dﬂd'-—é wa] 202,33 4k i@ L )8y
SUPOLEMOS UE & es 1mpar, tfiﬂdlf@l;ﬂﬂﬁ (ue:
1.242.3=2.2",

3.414.5—=2.4°.....

d == G .
Liego - —— (2*+4‘3+6‘*-+ ------ -(ﬂ'-"i)”)

Partiendo por 2 y teniendo presente que (a—1) es par:
3
Serpg i 9% 421 6% .,.{EL-—'I)E
6
Lo cual nos dice que: La suma de cuadrados de 1os wi-
meros pares 2, 4, 6..... haste el par (a—1) es iqual al cu~
bo de a menos a partido por 6.
5. Sien la misma igualdad

aff_ﬁ?=l.2+2.3+3.4+..”,..{a-——l)a SUPOnEmOs 11

que a es par, tendremos: ik

o2 ]
2.3+3.4—2.3
4.545.6==2.5

Y (a—2j(a—1)+(a—1)a=2(a—1J"

Y como (a—1) es impar, resulta:

aﬁ

6 .

Luego: La swma de cuadrados de los niimeros tmpares

1, 3,5, ... hasta (a—1) wmpar, es wual al cuwbo de.a, me-
008 a, partido por 6.

S I
1'3..1 """l'.'!r iy

6.” Dela iglli‘:ﬂdﬂd = —E——ml By B 6 =i Ha—_ ] terms,
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= A

se deduce que: &'l cuwbo de wn nimero entero menos el wis—
mo numero , es win multiplo de 6:y que heche la division,
el cociente serd la suma de los términos de la 3." série has-
ta (a—1) términos.

7." Segun lo expuesto: #l cubo de un nimero o se
puede formar swmando (a—1) términos de la tercera série.

0 tomando el término (a—1) de la cuarta, multiplicado pos
6, ¥ anadiendo el mismo nimero

8." De la igualdad general

a°=—a 46 ( s (a—1) térms.. ):

Sale:  1°=146.0
2°—-916.1
3’—316.146.3
4°~-416,1.16.3.4-6.6

Y asisucesivamente.

De donde se deduce que: La diferencia entre dos ¢ubos
consecutvos es un multiplo de 6, mas 1; y que la diferen—
cia entre dos cubos enteros cualesquiera es tambien win mil-
fiplo de 6 mas la diferencia entre sus raices.

9." Laigualdad general asi escrita;

e
L]

a’=—a4+6104+143464 .....(a—1) térms.)

eon el cero como primer término de la série, nos dice que.
el cubo de un nimero entero es igual al mismo wikmero, mas
seis veces la swma de tantos términos de la lercera série.
como untdades tiene el nimenro. _
10." Quitando el paréntesis en la igualdad anterior
‘sera: |
.'&5%+'0+6+1-8+36+60+ ..o+, 6(por el término a)
Pero como el a que sigue al signo igual, vale tantas
unidades como términos le siguen, se tendra:

87— 474194374614 .o .-(6(']301' el término a) +1)



— e —

De donde “i:'S’MZZf&i que los mimeros 1, 49 utceter
son las diferencias sucesivas entre 1os mbm 6’?3&’?"03 conse—
cutivos empezando desde el 05 y que st dichos mimeros se
van sumando sucestwamente, las sumas resultantes serdan
los cubos perfectos desde 1 al infinito. e

‘Obsérvese empero que los nimeros 1, 7, 19 etcea-
tera, son los términos de la 3." série, empe?ando 0011 ol 0
multiplicado cada uno por 6y afiadiendo una unidad.,

Y si ahora se tiene presente que cada término de la
3." série, es la suma de términos de la 2. hasta tantos CO—
Mo 111d1que el de que se trata el término  de la 3." serd:

a(a 1)

2
con el producto. nos da la diferencia de los c¢ubos de a v
de (a4 1)

Esdecir que ( 1+

: pero este valor multiplicado por 6, y sumando 1

&K&"{‘ 1)

6}-—_13&(-:1—}»1)-{—1 nOSs dﬁ Zﬂ o8-

?ﬂ*ﬂswm general para form 7 las diferencias en f?"f’ dﬂS cu-
bos enteros consecutivos, cualesquiera que sean. d

Asi: 4xbHx34-1=061, es la diferencia m}frﬂ los dos {:ﬂhﬂq
de 4 y 5.

Tx8x341=169, es la diferencia ﬂntrr- los eubog de 7 v 8:
vV asl Suces vﬂmm}fﬂ

Arricuno TII.

Como consecuencia de lo expuesto: Zallar d la vex fo~
das las cifras de lo raiy cibico de un nimero dado.
Pongamos como ejemplo un nimero de facil ejecucion,

pero advirtiendo que el procedimiento es en todo igual pa-
ra otro numero, cualquiera que sea el de cifras de su raiz.

e l/l 9]

- J




S
Tomaremos el cubo mas inmediato superior, conocida
sin necesidad de cileulos, ¥ es 8000=20°" |
it ' 8000
— 1221

bl e T T ——

& Py

—B779 _
~ lun este resto, es evidente que estin contenidas todas 1as
diferencias entre los cubos co usecutivos desle el mayor
contenido en 1221 hasta ol 8009, con deduccion del resi-
duo de la raiz que se buses.
La diferencia mayor contenida s 20+ 19 X34 1==1141 .
- Dividiendo pues el resto 6779 por esta diferencia nos da:

6779(1141 |
ler residuo. 1074 5  ler cociente.

- Es decir que el resto contiene la difereneia mayor o ve-
ces, ¥y quedan 1074 unidades de residuo. |
.. Mas ahora debemos fijar la atencion en que, las cuatro
diferencias menores que 1141 Yy consecutivas 4 esta, cada
una nos dara como sobrante lo que le falte para igualar al
1141, y si sumamos con el 1074, los cuatro sobrantes indi-
cados, tendremos el verdadero residuo de 'Ia primera di-
VISIOn. | |

Las cuatro diferencias espresadas son las comprendidas
entre los cubos de (19 y 18), (18 y 17), (17 v 16) v (16 y 15)
6 sea, entre 19° y 15°.

Pero 19°—=20°—1141=—=8000—1141—6859

==3484 que es la su-
ma de las cuatro diferencias.
.Y como cada una se ha de restar de 1141,
serd: 1141 x4—3484-4564—3484-—1080
1ﬁque sumando con el primer residno 107
nos da el verdadero residuo . . . . 92154 gue serda el
segundo dividendo. |



g e
‘Para continuar la operacion habrd que averiguar las
diferencias que contiene el 2154, inferiores 4 la ultima cal-
culada que fué lade (16 4 15): de donde se ve que habra de
tomarse como divisor la mayor de ellas ¢ sea la de (15 & 14)
que es: 15x 14 x341==631 : | | i
Dividamos pues el 2154 por 631 y sera: L LRk

21641631
2.’ residuo 2613 '2.° cociente. |

Este segundo residuo hay que completarlocomo antes,
atiadiéndole los sobrantes entre las dos diferencias siguien=
tes al 631 y esta, puesto que son tres las deducidas.

Dichas dos diferencias serdn pues:

14°—15°—631—=2755—12°=2744—1728—1016.
Y restando de: 631 X2=1262

— 1016
= 246 que sumando con el se-
gundo residuo.............. 261 da i

Sy

507, tercer dividendo, el cual
se dividird por la diferencia siguiente 4 la caleculada que
es: 12%x 11 x341=397.

5071397
3. residuo,’ 11071 ' 3.".cociente.
Y como en esta operacion solo se dedujo una diferencia,
hay que ver si el residuo 110 puede dividirse por la dife-
rencia siguiente al 397 que es: 11x10x341=331.

110}331

Lt e e e =

0
No se puede dividir, y por lo tanto la operacion llegé 4
su fin. - - e e .
Y tenemos por consiguiente: que la diferencia 6779,
entre el nimero dado y el cubo superior que se tomo, con-



) WA
tiene (04-34-1) diferencias completas, de las superiores que
~forman el cubo de 20, y ademds 110 unidades de la si-

guiente que es el 331; y por lo tanto, como 4 cada diferen-
cia corresponde una unidad de menos en la raiz 29, la raiz
cuibica del nimero dado, serd: 20—(5x3x1)—1, que co-
rresponde 4 la diferencia 331 de la que contiene una parte.

3

Asi, pues: |/ 1221 =20-—(531141)=10
v el residuo serd la diferencia entre 110 y 331=221.

Adviértase que la raiz buscada habra de ser el nime-
ro- menor que se tome para formar ¢l iltimo divisor, (10)
en el presente caso; y que si el tltimo divisor resultase
igual al ultimo dividendo , la raiz hallada seria exacta, y
cubo perfecto el nimero dado. .

Adviertase asi mismo que los cubos intermedios que
se necesitan en el cdleulo , se deducen de los precedentes
va conocidos , con solo restar las diferencias que tambien
se conocen, lo cual facilita sobremanera el procedimiento.
y hace que sea preferible al antiguo, por su sencillez y por
no necesitarse la comprobacion de cada cifra de la raiz.

- Con vista, pues, de este ejemplo y de lag propiedades
numericas en que se funda, se puede establecer la regla
prictica de este modo:

Para hallar la raiz cibica de un ndmero dado n, se to-
ma el cubo superior mds mmediato pombie 0 s:iendn S
raiz conomda r, v la diferencia cibica superior que le for-
mo, 3r(r—1)+1.=d. |

Se resta n de q, y el resto se divide pord.

| Cer ¢
g—n jd

18¥ residuo R C  ler cociente.
Para efectuar la begunda division se resta d de q, v

luego, de (q—d) se resta el cubo de (r—e); ¥ el resultado
sé‘resta de d(c—1). kit o



4y

e 0

Es [’iﬁ%ﬁil‘ qutz Se 'hallal"ci: d(ﬁ —1) i(q -1 )~ (1 - ) } 5 Y

el resultado de esta {)p{,ra.{,mn sumado con el primer resi-
duo R serd el segundo dividendo D,

El segundo divisor serd 3(r—c)(r—c—1)41 que es la
diferencia ciubica inferior é inmediata, 4 las C diferencias
ya deducidas. ' ,

Y haciendo ¢l segundo divisor igual 4 d, sera:

Cer Dyjd;
2." residuo Rl (“ 2.° cociente. e
Con los términos de esta segunda division se pmpamﬂ
de igual modo el dividendo y divisor de la tercera, y asi
hasta que el dltime dividendo buscado, sea igual 6 menor
que el ultimo divisor.
Llegado este caso, la raiz buscada sera la suma de log ¢o-
cientes, anadiendo una unidad si el dltimo fuese cero . v
btdlldt} la suma, de la raiz r: 6 bien serd el nimero m(:—
nor de los dos con que se forme el dltimo divisor.
Kl residuo de la raiz serd siempre la diferencia -entre el
ultimo dividendo y el wltimo divisor.

- OTRO  EJEMPLO.

Para que no quede la menor duda sobre el modo de
aplicar la regla prictica, y acerca de la mayor sencillez del
nuevo procedimiento hallaremos la raiz de tres cifras del
numero 21764325,

_La cifra superior de su raiz es ,a,, y Juntﬁndole lm3

3, con dos ceros, por las cifras que faltan en ln wr-a.#,,v
hace 300 - y 300 elevado al cubo—27000000. L
De este cubo se resta el niumero dado 21764325,

== 9230675,




ra
Cuya diferencia es ol primer dividendo.

]u] primer divisor serd: 300 X299 x 31 1%_-.,2{39101

Primera division.

223967,5|269101
2544665 19  ler cociente.
Residuo directo. 122756
Para preparar la segunda division dire:

primer divisor, 269101 x 18—4843818 (k)
pllmum raiz: 300—-—19-281

y 281°—22188041 , que sumado con
el pnmu divisor 269101

nos da Aﬁ4a:142 0 cual se resty
del cubo superior 27 000000

= e,

ynos da 4542858
que se resta del 4843813 (k)

B

| — 300960 cuya diferenciy
sumada con el residuo 122756
nos da el segundo dividendo 423716
El segundo divisor seri:

(300—19) =236041.
Segunda division
423716(23604 1
residuo completo... 187675 1 2.° cociente.

La division siguiente serd de este residuo, que es com—

pleto, por la diferencia potencial siguiente é inferior que
serd: 2805279 %34 1==234361 .



b A

Tercera division.

187675|234361
0
Luego la raiz cibica buscada serd el numero menor con
que se formo el ultimo divisor 0 sea
el 279, 6 bien 300—(19+141)}=279.
Y el residuo de la raiz sera
el dltimo divisor 234361
menos el ultimo dividendo 187675
: == 466806
Como puede comprobarse ejecutando la operacion di-
rectamente,

FIN DE LA RAIZ CUBICA.



