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TERE, LUGEJA!

Meie lootus on, et ,Ohtudpikust” saab Sulle tore kaaslane matemaatikaga tutvumi-
sel. Selle lihtsustamiseks pakume Sulle tulevasest kaaslasest ka vaikese Ulevaate.
Alustame kolmest kisimusest.

Kas ,Ohtudpik” on mulle voi kellele ta Gldse mdeldud on?
Miks ,Ohtudpikut” kirjutama hakkasime ja kuidas ta valmis?
Mida ,Ohtudpikust” leida vaib ja kuidas seda lugeda?

Iga kisimus annab Sulle ka véimaluse sébruneda Ghega autoritest.

Seejdrel tutvustame Sulle veel koiki teisi paljusid, kelleta raamat kindlasti sellel
kujul valmis poleks saanud. Ning parast seda ei jaa Sul kill Gle muud, kui lugema
hakata! Kirjuta meile kindlasti, kui Sul tekib kisimusi, soovitusi voi niisama
motisklusi.

Kas ,,Ohtuépik” on mulle véi kellele ta Gldse méeldud on?
Sellele kisimusele vastab Elis.

~Matemaatika 6htudpik” on ideaalseks kaaslaseks kdigile neile, kelle jaoks tundub
koolimatemaatika aeg-ajalt kuiv ja Uksluine. Usun, et meie lugeja on kindlasti asja-
huviline, kellele ei piisa vahetult enne kontrollt66d paanilisest valemite pahe tuupi-
misest, vaid kes soovib neist aru saada ning osata neid ise tuletada. Siiski pole opik
ainult koolinoortele — see on modeldud ka neile uudishimulikele, kes tunnevad,
et matemaatika on jaanud kuidagi kaugeks, ja soovivad Uht-teist uut ja ponevat
juurde avastada.

Seega, ole Sa gimnaasiumiks valmistuv pdhikoolidpilane, matemaatikatunnis
segadusse aetud gUmnasist, abiturient, kellel ees matemaatikaeksam, juba
kooli l6petanud tdiskasvanu, kes soovib seniseid teadmisi kinnistada, voi ope-
taja tdiendamas tunnimaterjale — soovime Sulle pakkuda vaikese rannaku labi
gimnaasiumimatemaatika pdhiteemade, ning seda veidi varvikirevama nurga alt.
Loodame ndidata matemaatika kasulikkust ja pdnevust — kui Sa pole seda veel
mingil pohjusel avastanud, oled kindlasti 6iges kohas!



Miks ,,Ohtuépikut” kirjutama hakkasime ja kuidas ta valmis?

Kristjanil on hea vastus olemas.

Raamatu idee sai alguse 2010. aasta kevadel, kui mina ja Juhan imestasime asja
vastu voetud matemaatika dppekava Ule. Kuna dppekavasse lisandus uusi teema-
sid, aga koolitundide arv kohati isegi vahenes, siis tekkis hirm, et 6pilaste niigi niru
suhtumine matemaatikasse voib veelgi siveneda. Meile meeldib matemaatika vaga
jakuna olime ise matemaatikat erinevates kohtades 6ppinud, 6petanud ja—mis vaib
olla veelgi tahtsam —ka rakendanud, siis otsustasimegi, et voiksime seniseid dpikuid
natukene teistsuguse lahenemisega toetada. Teistsuguse |dhenemise realiseeri-
miseks liitus selle plaaniga ka kunstnik Elis, kes t&i juurde oma ideed matemaatiliste
mottekaikude illustreerimiseks ja tegi véimalikuks teksti ja pildi ilusa sidumise.

Raamatu kirjutamine oli ponevam ja keerulisem, kui me algul arvasime, ning kasi-
kirja valmimiseni kulus lausa kolm aastat. Natukene teistsuguse Idhenemise kin-
nitamiseks sai ka kirjastamine lahendatud vdga moodsalt: esialgse finantsi saime
Uhisrahastusplatvormi Hooandja kaudu enne raamatu ilmumist, mis voimaldas
meil raamatu teha internetis kdigile tasuta kattesaadavaks. See tahendab, et void
julgelt meie tekste muuta ja kasutada, kuid raha teenimine pole siiski lubatud.
Nii sai meie eesmark — teha matemaatika paremaks maistmiseks Uks teistsugune
raamat — tdidetud isegi mitmekilgsemalt, kui me esialgu plaanisime.

Mida ,, Ohtuépikust” leida véib ja kvidas seda lugeda?
Kannatust, Juhan selgitab seda pikemalt:

,Ohtudpiku” idee oli koondada kaante vahele kogu keskkooli matemaatika, tehes
seda aga Idbusamalt ja elulisemalt kui luhikeses koolitunnis voimalik. Nii kasitleme
vahemalt riivates koiki koolis ettetulevaid teemasid ja veel nii mondagi muud, mis
meil endal nende teemadega seostus.

,Ohtudpik” on kirjutatud ja kujundatud hea tujuga ning just nii tuleks seda ka lugeda.
Oleme Uhelt poolt teinud oma parima, et raamatut ei peaks lugema algusest [6puni,
vaid voiks lugeda ka osade kaupa. Teisalt oleme siiski osad ja peatikid seadnud selli-
sesse jarjekorda, kuidas meile endale raamatut otsast otsani lugeda meeldiks.
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Moned peatikid said igavamad, kui oleksime soovinud; moned pikemad, kui plaa-
nisime, moned keerulisemad, kui tahtsime — kill markad! Tarniga peatikid ja [0i-
gud void aga esmalugemisel vahele jatta. Seal on vahel midagi veidi keerulisemat
vOi tunnivalist, vahel lihtsalt vdhem asjakohast. Siinkohal olgu toodud ka sisukaart:

Osas o raagime sellest, kuidas meie matemaatikast motleme; arutame, miks mate-
maatikat dppima peaks ning miks see oppimine vahel raske tundub. Osa |6pus
jagavad raamatu suurtoetajad omalt poolt innustust matemaatika dppimiseks ja
,Ohtudpiku” lugemiseks.

Innustus kaes, tuleb osa 1. Osa 1 ei ole kindlasti raamatu kdige ponevam osa. Siin
kasitleme matemaatika kirjapilti ja pohimdisteid — muutujat, vordust, hulka, funkt-
siooni. Need mdisted on samas olulised kogu edasise raamatu tarvis, seetdttu soo-
vitame seda osa pingsalt lugeda, isegi kui pisut haigutama kisub. Usume, et midagi
uut on siin osas siiski samuti peidus.

Edasi tulevad arvud ja osa 2. Arvud on kesksed kogu matemaatikas ja tegelikult
kogu elus. Osas 2 anname lihikese Ulevaate sellest, kuidas arvu enda moiste Iabi
aegade on muutunud, ning jbuame positiivsete tdisarvude 1, 2, 3... juurest |6puks
imaginaararvuni i ning kuulsate arvudeni e ja . Edasi radgime, kuidas korrutamist
arvu astme moiste abil 6konoomsemaks teha ning kuidas vahel loeb hoopis arvude
vaheline kaugus, mida méddab arvu absoluutvaartus.

Osa 3 raagib arvude sbpradest ja sugulastest. Uhe arvu asemel uurime niid mate-
maatilisi objekte, mis koosnevad paljudest kokkupandud arvudest. Alustame jada-
dest, kuhu oleme lihtsalt arve ritta ladunud. Edasi radgime vektoritest, mis on Ghelt
poolt lihtsalt arvupaarid, arvukolmikud ja nii edasi ning teiselt poolt geomeetrilised
objektid —ilusad nooled. Viimaks jduame Uhe pika lisapeatikini, kus raagime arvu-
tabelitest ehk maatriksitest ning sellest, kuidas nende abil vorrandeid lahendada.

Edasi rddgimegi vorranditest. Osas 4 selgitame, kuidas vorrandite abil elulisi kisi-
musi arvudesse panna, kuidas seejarel mone matemaatilise trikiga need vorrandid
ara lahendada ning lahenduste pohjal jareldusi teha. Vorranditest ainult sammuke
edasi on vorratused, mille aluseks on kiisimus — mis on suurem? — ning mis, nagu
ndeme, aitavad hasti toidulauda planeerida.

Osa 5 on vahest visuaalselt Uks raamatu kdige ilusamaid osasid, kahjuks ka Uks
kdige pikemaid ja sisutihedamaid. Radgime pikalt ja pohjalikult trigonomeetriast.
Alustame kolmnurgast, siis mangime ringliikumisega, edasi kiusame ennast ja
lugejat trigonomeetriliste teisendustega ning viimaks Idpetame lisapeatikiga, mis
radgib, kuidas koike maailmas vaadata vonkumise nurga alt.

Jargmises osas naaseme pisut lihtsamate, aga sugugi mitte vahem oluliste funkt-
sioonide juurde. Osa 6 radgib alustuseks polinoomidest ehk funktsioonidest nagu



ruutfunktsioon ja kuupfunktsioon. PolGnoomid on nii paindlikud, et tegelikult
saaks nendega pea kogu matemaatika tehtud. Ometi on lihtsam kasutusele votta
ka eksponentsiaalfunktsioon ning logaritmfunktsioon. Esimene neist aitab kirjel-
dada bakterite pooldumist, teine aitas astronoomidel juba sadade aastate eest
kosmosearvutusi labi teha.

Funktsioone on tegelikult aga palju rohkem ja neid on tore kuidagi kirjeldada
ning teisendada. Osas 7 keskendumegi neile kisimustele. Alustame esmapilgul
Usna kummalise matemaatilise moiste — piirvaartusega. Piirvaartus annab meile
mingis mottes viisi rangelt radkida I6pmatult suurtest ning I6pmatult vdikestest
suurustest. Temal baseeruvad ka osa kolm jargmist peatikki — pidevus, tuletis ja
integraal. Nagu juba sonadest aru saada, Iaheb siin asi Upris tehniliseks katte. lIm-
selt peab seda osa lugema mitu korda. Siiski peljata ei maksa, sest pea koikidest
neist keerulistest mdistetest saab moelda ka geomeetriliselt: pidevus tdhendab, et
funktsiooni graafikul pole auke; tuletis iseloomustab funktsiooni graafiku tdusmise
voi langemise kiirust; integraal arvutab funktsiooni graafiku alla jadvat pindala.

Pindalade ja ruumalade juurde jdadme peatuma ka osas 8. P6ordume tagasi liht-
samate kisimuste juurde ja radgime, mida Uldse tdhendab modtmine ning kust
parinevad paljud koolis kohatud pindala ja ruumala valemid. Teatud maaral oleme
selles peatukis rangusest loobunud, sest nii mdneski kohas on intuitsioon tundu-
valt olulisem ja ilusam kui tehnilised detailid. Et intuitsiooni siiski alati ei saa usal-
dada, nditab samas kohe peatselt Kochi lumehelves. See on tikike matemaatilist
ponevust, enne kui hakkame Usna Uksluiselt loendama. Lihikesed peatikid per-
mutatsioonidest, kombinatsioonidest ja variatsioonidest ei sisalda suurt pdnevust.
Ometigi, kui nad hasti selgeks saad, voivad dhtud sdpradega kaardilauas kill pone-
vamaks muutuda.

Raamatu |Gpetab osa tdendosusest, osa 9. Uheksas simfoonia on paljudel heliloo-
jatel mitte ainult jadnud viimaseks, aga osutunud vdibolla ka Gheks tahtsamaks,
nditeks Beethovenil, Bruckneril, Schubertil. Meie ei saa kill vdita, et osa g oleks
niud kdige tahtsam osa, ent samas leiab tdendosuslik motteviis Umbritseva elu
kirjeldamisel jarjest enam rakendust. Toendosusteooria aluseks on tosiasi, et kdike
juhtuvat tapselt ennustada ei saa. Siiski saame tihti piiritleda, mis tapselt juhtuda
voiks, ning arvudesse panna oma ootuse, kui voimalik Uks voi teine stsenaarium
ikkagi on. Osas g arutame lugulaulude abil, miks see kdik paris niisama lihtne ei
ole, ning raamatu |6puakordina Uritame lugeja erinevate naidete abil ponevile ja
segadusse ajada.
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SUUR, SUUR AITAH!

Tahame tanada paljusid. Alustame neist kahest, kes (lisaks meile endile!) olid raa-
matu juba enne kirjastusse saatmist tervenisti labi lugenud: meie sisutoimetaja
Hele Kiisel ja vabatahtlikust sober Rainer Kingas. Molema kommentaarid ja soovi-
tused aitasid kujundada nii raamatu Uldpilti kui detaile.

Meie onneks oli meil votta ka suur hulk sopru, kes meid erinevate murede puhul
aidata oskasid — Carita Hommik aitas meid kooliterminoloogia ja tahistustega,
Mihkel Kree poole podrdusime koikide tobedate fuUsikat puudutavate kisimus-
tega, Kaie Kubjas kirjutas algversiooni lineaarsest optimeerimisest, Jon McLoonelt
leidsime inspiratsiooni Hansu ja Grete dialoogiks osas g ja Leopold Partsi sundisime
kommenteerima mitmeid erinevaid tdendosuse osasid... kuni I6puks otsustasime
hoopis millegi kergema ja I6busama kasuks.

Palju oli ka neid, kes lugesid raamatut osaliselt ja aitasid meil leida diget tooni ja
Oiget motet. Tahaksime tdnada Jaan ja Krista Aru, kelle koormaks oli mitmete veel
pdris mustade versioonide kommenteerimine; Laura Kaldat, kelle detailsus luge-
misel ei leidnud vordset; Margus Niitsood, kes mitte ainult ei kommenteerinud
mitut osa raamatust, vaid aitas leida raamatule parima véimaliku kunstniku; ning
veel paljusid teisi, keda koiki me loetleda ei joua. Taname teid sUdamest, isegi kui
nimi ei joudnud kirja!

Tahtsime Usna varakult saada ka raamatule tagasisidet — selle tegid jallegi voima-
likuks Carita Hommik ning tema kaks Iobusat klassi Poska gimnaasiumi opilasi.
Suur aitah, Uritasime teie kommentaare kdigiti arvesse votta!

Taname ka akadeemik professor Juri Engelbrechti, kes meid usaldas ning kirjutas
sooja ja innustava soovituskirja juba enne, kui raamat paris valmis oli saanud. Ja
muidugi tdname ka kirjastajat, kes oli ndus votma kirjastamisvaeva enda peale ole-
nemata sellest, et raamat saab olema internetis vabalitsentsi alusel tasuta katte-
saadav.

Viimaks tahaksime tanada Hooandja portaali ning koiki hooandjaid — tanu teile
jouab see raamat viimaks ka kaante vahele, oluline polnud meie jaoks mitte ainult
teie rahaline toetus, vaid ka see, et uskusite projekti tahtsusesse ja toredusse.
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Kui inimesed ei usu, et matemaatika
on lihtne, siis vaid seetottu, et nad ei
moista, kui keeruline on elu.

John von Neumann
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MATEMAATIKA MEIE UMBER

Kujutage ette, et istute hubases kohvikus ja vaatate linnatanavale. Kohv on ostetud,
rehkendused kassa juures tehtud ja tundub, et matemaatika ongi tanaseks labi.

Siis aga markate, et tanaval puhub [6bus titarlaps seebimulle ja kuigi need on kill
peaaegu alati erineva suurusega, on need alati Ghtmoodi Ummargused. Miks on
seebimullid immargused? On see tudruku voi seebimullide siu?

Tegemist ongi juba fiusikalise maiguga I6busa matemaatilise kisimusega. Tema
vastuski on sequ fUUsikalistest teadmistest ja matemaatikast: fiUsikast teame, et
seebikile sulgeb endasse voimalikult suure ruumala; matemaatika aga nditab, et
sellise printsiibi korral peab mull olema tapselt kerakujuline. Raamatus puudutame
ringi sarnast omadust — sama Umbermodduga kujunditest piirab ta suurima pind-
ala [lk 97].

Matemaatikat vdime naha ka kohviku teleekraanil, kus Ulekantav jalgpalliméang
on joudnud penaltiseeriani. Kas mangijad valivad varavanurga, kuhu nad palli 166-
vad, mingi mustri jargi? Kas peaks valiku korral alustama penaltiseeriat 166jana voi
kaitsjana? Uurides moddunud penaltiseeriate tulemusi ja videokordusi, véime leida
seadusparasusi—sellega tegeleb matemaatiline statistika. Seadusparasused kirjas,
voime nende abil ehitada parima strateegia — sellele aitavad kaasa toendosuslikud
kirjeldused [k 392].



Kui lopuks onnestub ka kohvikust matemaatika juurest pogeneda, jadte tema kiusi
jalle esimese lillepeenra korval. Matemaatiline kirjeldus aitab kirjeldada ja selgi-
tada erinevate mustrite teket ja seelabi lillenuppude ilusaid kujusid.

Naiteks teatud pdevalillesortide die paigutuses on 21 sinist ja 13 ookeanisinist spi-
raali. Need pole sugugi suvalised arvud — 21 ja 13 on Fibonacci arvud [lk 135], mis
tulevad looduses tihti esile ning mille esinemist oskame ka selgitada.

Viimaks, kui hakkate lille nime ja peret oma nutitelefoni voi arvuti abil kindlaks
tegema, kisite jalle abi matemaatikalt: otsingumootorite t66printsiibid on olnud
esmalt kirjas matemaatilises keeles ning arvutite sise-elu pohinebki ainult Ghtedel,
nullidel ning nendega arvutamisel.

MATEMAATIKA KUI KEEL

Moni Utlebki hoopis, et matemaatika ise on keel. Ja tdepoolest, matemaatika aitab
ju kirjeldada maailma nagu iga teine keel ning lubab seeldabi omavahel suhelda ning
informatsiooni vahetada.

Siiski erineb matemaatika keel tavaparastest keeltest. Tavaparases keeles on meil
peaaegu iga ettejuhtuva objekti tarvis Uks sona voi sonapaar. Tavaparased keeled
hoomavad ja kirjeldavad peaaegu koike, millega kokku puutume, ent teevad seda
tihti mitmetahenduslikult. Naiteks pall voib tdhendada pohimotteliselt nii tmmar-
gust jalgpalli kui ka ovaalset Ameerika jalgpalli. Matemaatika otsustab kirjeldada
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vdahem, aga see-eest tapsemalt — tihti vaid monda vaikest detaili Ghest voi teisest
objektist. Samas on need kirjeldused ise tapsed ja Uheselt moistetavad: palli kirjel-
daksime kera voi ellipsoidina, olenevalt tema kujust, ning mélemail neist moiste-
test on tapne ja Uhene matemaatiline definitsioon [lk 44].

Kuna matemaatikud kasutavad eraldiseisvat sdnavara, tundub vahel, et matemaa-
tikud ei hooli Gldse elust ning nende mdistetel ja kasitlusel kaob argipdevaga iga-
sugune side. See on ka Uks pohjuseid, miks matemaatikat on raske 6ppida [lk 30].

Siiski ei tahenda matemaatiliste moistete abstraktsus, et neist Ukskord kasu ei
voiks tulla. Monikord me ei oska lihtsalt seoseid Umbritsevaga naha ning nad voi-
vad alles aastasadade parast valja tulla. Naiteks kompleksarvud [lk 89], mida peeti
pikalt matemaatikute kummaliseks hulluseks, mangivad tana olulist rolli maailma
koige vaiksemal skaalal kirjeldamisel — nende abil on hea kirja panna kdige vaikse-
mate osakeste kaitumist. Viimaks, kuigi tanagi peetakse Uht ja teist osa abstrakt-
sest matemaatikast Usna kasutuks, voime kinnitada, et kogu siin raamatus toodud
koolimatemaatika on siiski igati eluline ning maailma kirjeldamisel ja mdistmisel
asendamatu tooriist!

MATEMAATIKA MUUTUB JA ARENEB

Matemaatikas ei ole aga ainult keel — matemaatika uurib, muudab ja arendab ise
sedasama keelt, milles ta end valjendab. Matemaatilised mdisted muutuvad ja
nende muutumises peitub ka suur osa matemaatikast. Isegi see, kuidas mdeldakse
matemaatiliselt arvudest, on muutunud — kunagi ammu tunti ainult arve 1, 2, 3, ...,
P | o . e ~
siis leiti, et 7 on samuti Usna mdistlik arv, ja alles hiljuti lepiti, et ka —1 on arv véi
et lausa v—1, mis reaalteljele ei mahu, sobib sama hasti Gldmadiste arv alla [lk 78].

Voib tekkida kisimus, et kuidas saab muutuda see, mida tahendab arv. See on
vajalik selleks, et tagada matemaatilise keele Ghene mdistetavus ja selgus. Voi tei-
selt poolt vaadatuna on matemaatikud aru saanud, et arvutada - liita ja lahutada,
korrutada ja jagada —saab mitte ainult arvudega 1, 2, 3, 4, 5 ..., vaid ka palju keeru-
lisemate objektidega. See naitab, kuivérd on arvude maiste tegelikult suhteline —
kas arvuks nimetame kdike, millega oskame arvutada, voi peaksime arvudeks
nimetama ainult objekte, mis koosnevad numbritest? Arvude arengust saab pike-
malt lugeda aga arvuhulkade peatikist [k 78].



MIS ON MATEMAATIKA?

Matemaatika on tore kombinatsioon rangusest ja vabadusest. On kill Gheselt 6el-
dud, mida Uhe voi teise objekti all mdeldakse, ning on antud ranged reeglid nen-
dega mangimiseks, kuid samas voib neidsamu objektide tahendusi ning reegleid
alati vaanata. Seda on eriti paslik teha siis, kui see toob kaasa rohkem seoseid, roh-
kem lihtsust, rohkem ilu ja rohkem maoistmist.

Siiski voib lugejat kummitama jadda Gigustatud kisimus: kas oleme ikka vastanud,
mis on matemaatika? Eiole.

Nagu on raske 6elda, mis ikkagi on &nn vai mis tarkus, on raske ka 6elda, mis on
matemaatika. Tegemist on lihtsalt nii mitmetahulise ja laia moistega. Naljakal
kombel iseloomustab matemaatikat ennast veel just see, et ta ise tegeleb objekti-
dega, mille korral saab kisimusele ,mis?” vdga tapselt vastata.

Loppude [6puks Spetab matemaatika meile, et meil on millegi defineerimisel ka
parasjagu vabadust. Killap pole sellest suurt kurja, kui igathel on veidi omamoodi
arusaam matemaatikast. Loodame, et see raamatuke aitab oma isiklikku aru-
saama leida ka lugejal.
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MIKS OPPIDA MATEMAATIKAT?

Head mangu iseloomustavad kolm omadust: ta on mitmekilgne, ta arendab ja ta
voimaldab midagi 6ppida. Mdnikord radgitakse ka matemaatikast kui mangust.
Ja kuigi sellega paris nous olla ei tahaks — matemaatikast on palju enam kasu kui
monest mangust —, siis on tal vahemalt kdik need kolm omadust igati olemas.

( MATEMAATIKA ON MITMEKULGNE )

Matemaatika peidab endas erinevaid ja tihti lausa vastandlikke kilgi.

Matemaatikast voib leida tapsust, rangust ja kindlust. Niipea kui Ghe matemaa-
tiliselt korrektse selgituse voi seose leiad, jaabki see digeks — mitte nii nagu tuba,
mida koristad ja koristad, aga mis ikka jalle mustaks saab. Nii ehitab iga matemaa-
tika 6ppija oma teadmistele kindlat vundamenti.

Uksluine vundamendi ladumine tiutaks aga kindlasti &ra. Vaja on ka ootamatusi
ja Ullatusi. Matemaatikas selle koha pealt kokku ei hoita — nditeks selgub, et lisaks
meile juba tuntud kujunditele, nagu ruudud, ringid, kolmnurgad, leidub ka kujun-
deid, mille imbermd&6t on [6pmatu, aga pindala I6plik [lk 377]. VOi

naiteks tuleb valja, et kui ruumis on rohkem kui 23 inimest, siis

on rohkem kui 50% toendosus, et kahel on tapselt samal péde-

val sinnipaev [lk 407]. Voi et naturaalarve 1, 2, 3, ... on tapselt

sama palju kui ratsionaalarve ehk arve kujus % VOi %ja nii

edasi.

Paljudele meeldib aga hoopis loomingulisus, meeldib
vabadus. Seda on alguses ehk matemaatikas kdige ras-
kem margata - kus kogu selle korra ja tapsuse vahel
jaab ruumi vabadusele? Aga samamoodi nagu kindel
vorm soneti voi haiku korral, ei piira ka matemaati-
lise motte kindel vorm loomingulisust. Oluline osa
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matemaatikast on uute seoste, uute motteviiside, uute objektide loomine. Kas pole
vahva arusaam, et vdime geomeetriast — kehade kujust ja kumerusest — moelda
sugugi mitte ainult kolmemaootmeliselt, vaid kahekimnes, kolmekimnes voi lausa
tuhandes mootmes? Kuidas Uks kolmekimnemdotmeline kera valja voiks naha?
Proovi ette kujutada! Meie naiteks ei oska...

MATEMAATIKA ARENDAB MOTLEMIST

Kui tahad saada juristiks, on matemaatika abiks. Kdige selgemalt oma argumente
Ules ehitama — olgu nad kui pikad tahes — ning kdige karmemalt teiste argumenti-
dest vigu leidma — olgu nad kui kavalad tahes — 6petab ilmselt matemaatika. Mate-
maatilise arutelu jaoks on alati tarvilik vélja kaia tapsed eeldused, tapne arutluskaik
ning tapsed jareldused — hajusad argumendid labi ei ldhe. Oletame, et prokurér
leiab, et siudistatava sissetulek pangakontol ja teatavad linnas toime pandud var-
gused satuvad samale ajale. Kas seda voib kasutada téendina tema kahjuks? Nai-
teks on ju selge, et kui jaatiste labimUuk ja paikesepaiste korreleeruvad, ei jareldu
sellest, et jdatise ostmine toob kaasa paikesepaiste. Mida me lisaks peaksime
teadma?

Kui tahad saada arstiks, on matemaatika kohustuslik. Statistika aitab aru saada,
millal ravimifirmade reklaamloosungitel on ka tegelikku sisu [Ik 398] ning mida
ikkagi tdhendab, kui Uks voi teine DNA-s olev geen suurendab haigestumise riski.

Kui tahad saada arhitektiks, ei saa samuti Umber matemaatikast. Matemaatika
opetab rangelt kirja panema proportsioone ja seoseid. Samasuguse rangusega to0-
tavad ka koik arhitektuuriliste mudelite ehitamise programmid, mis tahavad vahel,
et arhitekt oskaks kirjeldada oma jooni ka matemaatiliselt, vorranditega. Arhitekt
peab oskama arvutada ruumide ja pindade suuruseid, peab teadma, kuidas leida
Uhe voi teise tala kandevdimet.

Kui tahad saada luuletajaks, ei tule matemaatika jdllegi kahjuks. Prantsuse luule-
taja Paul Valéry nditeks armastas matemaatikat — tema paevikud on tdis matemaa-
tilisi ja eriti geomeetrilisi mottekaike. Matemaatika olevat ta enda sonul avaldanud
suurt moju ka ta luulele. Samuti on matemaatikuharidusega nii , Alice Imedemaal”
kui ,Karupoeg Puhhi” loojad.

Kindlasti pole loetletud elukutsed ainsad, kus matemaatikat vaja Idheb voi kus ta
kasuks voiks tulla — vaike maadlus matemaatikaga on hea treening kogu eluks.
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MATEMAATIKA OPETAB TUNDMA
JA ENNUSTAMA MAAILMA

Kdige enam tuleb matemaatika ehk siiski kasuks koigile, kes tahavad mdista voi
kontrollida end Umbritsevat elus ja eluta loodust. Uhe kahekimnenda sajandi suu-
rima fuUsiku Richard Feynman’i sonul on matemaatika valdamine looduse kirjelda-
miseks lausa mo6dapadsmatu.

MATEMAATIKA KIRJELDAB

Matemaatilise vedelikefiUsika abil saame selgitust jdgede misteeriumile: miks nii
sinikaelpardi, vanaema kui kiirkaatri taha tekivad lained tapselt sama nurga alt?

Matemaatilise bioloogia abil leiame seoseid geenide ja haiguste vahel ning suu-
dame moista sudame ja veresoonkonna t66d. Naiteks matemaatilised kirjeldused
sidamerakkude kaltsiumiradadest annavad lootust, et suudame paremini kontrol-
lida sidame ritmihaireid.

Meil onigas keharakus paarkimmend tuhat geeni, mille avaldumine v6i mitteavaldu-
mine peaks maarama kogu meie olemise ja tervise. Tahaksime kindlate geenide aval-
dumist voi mitteavaldumist siduda teatud haigustega — nii voiksime leida viise nende
haiguste ravimiseks. Selliste seoste leidmine on juba oma olemuselt matemaatiline
t60. Too tulemusi saab esitada aga ka kenade graafikutega, millelt on voimalik ndha,
mis geenide avaldumiskombinatsioonid voiksid peituda Uhe voi teise haiguse poh-
justajatena. Selliseid graafikuid kutsutakse ,kuumuse graafikuteks":

GEEN
1 2 3 L 5 6 7 8

TERVE KUDE
SUDAMEHAIGUS

VERESOONKONNA
HAIGUS

PALIU AVALDUNUD -:I___. VAHE AVALDUNUD

Sarnast graafikut kasutame ka tuletise peatUki I6pus [lk 338].



Matemaatikaga saame kirjeldada ning seelabi moista sotsiaalvorgustike olemust ja
omadusi. Tihti kirjeldatakse selliseid vorgustikke maatriksite abil [Ik 152]. Naiteks
tuleb valja, et inimtutvuste vorgustik on védga spetsiifilise struktuuriga — nimelt on
ta Usna tihedalt seotud, iga inimene siin maailmas on igast teisest maksimaalselt 6
soprussuhte kaugusel. Mis on Sinu seos Tonga kuningaga?

MATEMAATIKA EHITAB

Matemaatiline opetus dinaamilistest protsessidest ja vonkumistest annab head
nou, kuidas ehitada sildu ning milliseid sildu ehitada ei tohi. Ehitada ei tohi nai-
teks sildu, mis voiksid tugeva tuule tagajarjel sattuda resonantsi ning hakata jarjest
vagevamalt vonkuma. Kuigi seda oleks saanud matemaatiliselt ennustada, saime
vastava 6ppetunni hoopis katselisel meetodil — 1940. aastal purunes Tacoma sild
Ameerikas just nimelt tuule tekitatud resonantsvonkumise tottu.

Ka arvuti on leiutis, mille voimalikkust taipasid ning mille kirjeldusteni joudsid
esmalt just matemaatikud. Nagu juba mainisime, moistavad arvutid ainult mate-
maatikal pohinevat algoritmilist keelt ning kui tahame, et arvuti midagi meie eest
ara teeks, peab talle seda Utlema tdpselt ja konkreetselt — matemaatiliselt. Voib-
olla tasub ka markimist, et Uks internetiprotokollide leiutajatest — Ameerika arvuti-
teadlane Vint Cerf — sai oma bakalaureusekraadi samuti matemaatikast.
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MATEMAATIKA ENNUSTAB

Katseliselt voime kill jarele vurida, mis kunagi juhtus voi mis juhtub hetkel, aga me
ei saa kunagi katseliselt leida, mis juhtub tulevikus — tulevikku ju katsetada ei saa.
Ent tihti peame just ennustama, mis tulevikus juhtuda voiks.

Matemaatika abil ennustati, et leidub elektroni antiosake positron, ja niidseks
oleme seda katseliselt ndinud. Matemaatiliselt pakuti, et suurtel kiirustel enam
Newtoni klassikaline mehaanika ei kehti, ning ega tdesti ei kehtigi. [Ima selle tead-
miseta ei tootaks meie GPS-navigeerimine.

Majandusteoreetikud Uritavad aru saada, kuidas Uks voi teine inim- voi inimvaline
faktor voiks tulevikus mojutada majandusnditajaid; hasartmangurid peavad vahe-
malt Uritama ennustada, mis kaardid on teistel peos voi jagajal pakis; insenerid
peavad suutma ette kujutada ettekujutamatuid tegureid, mis nende uhket konst-
ruktsiooni ohustada voi mojutada saaksid — koike seda saab teha ainult matemaa-
tiliselt. Nii ongi matemaatika ka meie silm tulevikku.

Muidugi ei ole kdik meie ennustused alati 6iged, aga matemaatika sidametunnis-
tus jaab puhtaks — eksimused on meie oma eeldustes ja mudelites ja neid eksimusi
lubab matemaatika ise ka hinnata.

Tanapaeval on populaarseks saanud ka tdendosuslikud mudelid, kus me tunnis-
tame, et tapselt ennustada ei olegi véimalik — oskame ainult ennustada, kui tihti
Uks voi teine sindmus voiks juhtuda. Naiteks kui aus sober viskab ausat minti,
voiksime ennustada, et umbes pooltel juhtudel jaab Glespoole kiri [Ik 392].

MATEMAATIKA ElI OLE VALMIS

Nagu nagime, vdoimaldab matemaatika paris paljut kirjeldada, kontrollida, ennus-
tada. Siiski on ka Usna palju seda, mida me veel ei moista ning mida matemaatika
ei hooma.

Naiteks on tanapdeva matemaatika endiselt hadas keeruliste ja paljuosaliste sus-
teemide ning protsesside —nagu nditeks Ghe keharaku t66 voi meie aju t66 voi maa-
ilmamajanduse — kirjeldamisega. Neist arusaamine eeldab suurt katselist t66d, aga
kullap ka uut ja ponevat matemaatilist raamistikku.



Ka matemaatikas endas on veel palju lahendamata kiisimusi ja mdistatusi. Paljusid
neist on keeruline sonastada, aga nii monedki ndivad esmapilgul vaga lihtsad. Nai-
teks ei tea me isegi, kui palju leidub algarve (arvud, mis jaguvad ainult iseenda ja
Uhega), mille vahe on kaks. Arvupaarid 3 ja 5, 5 ja 7, 29 ja 31 sobiksid ja usutakse,
et sellised paarid ei saa kunagi otsa, ent toestada seda 2013. aastaks keegi veel ei
oska. Voi siis ei oska me delda, kas meie praegune kirjeldus vedelike lilkkumisest —
niinimetatud Navier Stokes'i vorrand, on Uldsegi matemaatiliselt sobilik. Me ei teg,
kas vorrandile leidub alati sobilik lahend.
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KAS MATEMAATIKA ON RASKE?

Paljudele tundub, et matemaatika on raske — isegi Uletamatult raske — ja et see
raskus on midagi muud kui raskus endale pahe &ppida keerulisi kunstnikunimesid,
aastaarve, rodude viisi riikide pealinnu voi hoopiski kirjeldada elusat rakku bioloo-
giatunnis.

Matemaatikat teeb ilmselt juba keeruliseks levinud kujutlus, et Ghed oskavad mate-
maatikat ja teised ei oska. Pigem on dige, et Uhtedele meeldib matemaatika roh-
kem ja teistele vahem, just nii nagu on ka kirjanduse, lauatennise voi koorilauluga.
Ja muidugi, kellele meeldib matemaatika rohkem, tegeleb sellega samuti rohkem
ning on I6puks selles ka edukam.

Aga see, mis meile meeldib, voib muutuda Gled6 (voi pigem Ule aastate) ja kui Uks-
kord hommikuvalguses leiate, et matemaatika teile siiski mokkamodda voiks olla,
pole motet karta — tegelikult on matemaatika samamoodi dpitav nagu kdik muu.

Siiski on matemaatikas ka moned isemoodi raskused ning neist raskustest on kasu-
lik aru saada.

PAHE OPPIDA El ONNESTU

Uks matemaatika eripara ja raskus peitubki ehk selles, et pdhe dppida dnnestub
vahe ja sellest ei ole tihti otsest kasu. Kui opite pahe Uhe vorrandi lahendi, ei aita
see lahendada modnda teist vorrandit; kui opite pahe ringi pindala valemi, ei aita
see leida kolmnurga pindala. Ja ometigi on matemaatikas erinevaid kisimusi, mida
esitada saab, teiste ainetega vorreldes vahest kdige rohkemgi.

Nii on matemaatika 6ppimiseks tarvis mingit muud strateegiat. Alustuseks on vaja
aru saada matemaatiliste objektide ning arutelude vahelistest seostest ja selgeks
oppida teatud Uldiseid meetodeid, mis Utlevad, kuidas leida pindala voi lahendada
vorrandeid. Need meetodid on vahel taitsa kokaraamatu moodi, kuid mida pone-
vamaks lahevad Ulesanded, seda enam tuleb hakata retsepte kasutamise kaigus
muutma — lisada juurde soola, pipart voi tihedamini uusi matemaatilisi métteid.



Sellist improviseerimist saab aga 6ppida ainult katsetamisega ja sellest pole sugugi
hullu, kui moni lahendus alguses vale rada médda otsustab minna, olulisem on jul-
gus neid proovida.

MATEMAATIKAL ON OMA KEEL

Teisest matemaatika raskusest oleme juba juttu teinud ja teeme jargmises osas
veel [lk 42]. See peitub matemaatikute kirjasdnas, asjaolus, et matemaatiline
tahistus ja keel erineb teatud maaral igapdeva keelest. See lihtsustatud keel teeb
matemaatikat lihtsamaks ja voimaldab matemaatikale tema tapsust ja Uheselt
moistetavust.

Lisaks on osa matemaatika enda ilust peidus just selles, et tema toestused ja tahis-
tused on voimalik kirja panna Umbritsevast séltumatult, lakooniliselt ja puhtalt.
Ainult nii saavutavad matemaatilised argumendid oma voime kirjeldada Uhtaegu
nii erinevaid ja mitmekoelisi olukordi: x-dest ja y-test koosnev vérrand raagib teile
tegelikult kuussada muinaslugu, need peab aga igaiks ise juurde motlema.

Aju vajab aga matemaatilise stiili, matemaatiliste simbolite ja keelega pisut harju-
mist.

Nii kaua kui tuleb kogu aeg jérele vaadata, mida ikkagi tahendab vorrandis istuv
x, sumbol > voi mis tdpselt on tuletis, toimib matemaatika justkui sdnaraamatu
abil. Kes sonaraamatu abil valisriigis vestelda on proovinud, teab, kui vaevaliseks
see osutub — tervikliku teksti loomiseks tuleb sonu juba unepealt vallata, muidu on
lause algus lause I6puks ununenud ja métet vdljendada ei suudagi.
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MATEMAATIKAT ON KEERULINE OPETADA

Kolmas matemaatika raskus peitub ilmselt selles, et teda on keeruline 6petada.
Uhelt poolt tahaksid &petajad alati tundi kindlasti pénevaks teha — néidata ilusaid
pilte ja seostuvaid katseid. Sellega riskib ta aga, et lihtsad ja selged matemaatilised
argumendid jadvad ilusate juttude ning kaunistuste varju. Nii alustatakse tihti ran-
gelt matemaatilisest sisust ja varju jddvad hoopis seosed eluga.

Muidugi, ideaalis toimuks 6ppetda risti-rasti, vahele elulisi lugusid, vahele matemaa-
tilist selgust, ent see vajab vaga palju aega. Kooliprogrammis on aga matemaatika
jaoks aega aina vahem, samas teadmisi, mida edasi tahetakse anda, aina enam.

Nii antaksegi tihti edasi matemaatilised teadmised nende koige kompaktsemas
vormis — objektide nimed, definitsioonid, arvutusvotted, ilma pikemalt selgita-
mata, kust ikka tulevad need nimed, definitsioonid, meetodid. Vorrandite, teoree-
mide tagamaad jadvad tumedaks ning nad ei seostu muu kui tahvliga. Mdnele ei
ole see probleem ning piisabki ainult matemaatilisest sisust, monele teisele on aga
eluline kontekst ja mottelugu hddavajalik. limselt tuleb siis selle jaoks aega leida ka
valjaspool kooli ning ehk on abiks ka kaesolev raamat.

MATEMAATIKA VAJAB AEGA

Kuidas neist raskustest Ule saada? Tuleb julge olla ja tuleb endale ning matemaa-
tikale aega anda. Matemaatika tahab, et temaga tegeletaks iga paev natukene.
Tuleb mangida matemaatikaga ja seelabi harjuda tema stiili ning keelega. Tuleb
lahendada Opetaja antud Glesandeid ja endale ise Glesandeid juurde motelda. Tuleb
lahendada Ulesandeid, mida oskate, ja proovida neid, mida ei oska. Tuleb otsida
seoseid ja seoste vahelisi seoseid. Tuleb pabereid sodida ja tindiga mitte kokku
hoida. Ja usu voi mitte — seda kdike on voimalik teha 16buga!

Uks on kindel, kui Sulle endale meeldib matemaatika ning temaga tegeled, meel-
did varsti ka ise matemaatikale. Igal juhul ei pea matemaatika nautimiseks kind-
lasti saama kohe matemaatikuks. Nii nagu juba lihtsad, aga tunnetatud kitarri-
akordid teevad lokke aares korvale head, voiks mottemustritele head teha ka
natuke lihtsat, aga ilusat matemaatikat.
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INNUSTUSEKS

Ohtudpiku valjaandmist toetasid 451 lahket hooandjat. Neist kdige innukamatel
palusime ka selgitada, miks nad ikka meid nii lahkelt toetasid. Nii kogusime mé&ned
isiklikud motisklused matemaatikast ja loodame, et nad mojuvad omakorda innus-
tavalt ka lugejale.

MATEMAATIKA AITAB AJUST ARU SAADA

Ajuprotsessid on aluseks kbigele, mis me tahame, mdtleme, tunneme. Aju mddirab selle,
kes ja millised me oleme. Aga praeguseni on Gsna moistatuslik, kuidas koik need vaim-
sed protsessid ajus tekivad. Seega on aju tdhtis uurimisobjekt, kui tahame moista iseen-
nast. Ajust arusaamiseks on tarvis matemaatikat. Ajuandmete vurimiseks kasutatakse
matemaatilisi meetodeid ja nende andmete statistiline analiiis p6hineb matemaatilis-
tel alustodedel. Kuid mis peamine, ajust arusaamiseks on tarvis teooriat aju tooprintsii-
pide kohta, mis suudaks selgitada ja ennustada meie vaimseid protsesse. Sellised teoo-
riad p6hinevad matemaatikal. Seega pole kdesolev raamat, ,Matemaatika 6htudpik”,
sugugi mitte ainult investeering korgemasse eksamihindesse voi paremasse arusaami-
sesse matemaatikast, vaid loob aluse ka paljude teiste esialgu ndiliselt matemaatikast
kaugete ndhtuste paremaks moistmiseks.

Jaan Aru

Frankfurdi Max Plancki Aju-uuringute Instituudi doktorant

UNIVERSUM ON KIRJUTATUD MATEMAATIKA KEELES

Fidsikuna on mul ddrmiselt hea meel sellise raamatu nagu ,,Matemaatika 6htudpik”
ilmumisest. Kahtlemata on ka ,puhtal matemaatikal” omad vélud ja neistki v6ib
raamatu huviline lugeja aimu saada, aga matemaatika tdhtsus on palju laiem. See
on keel, milles on kirja pandud kaasaegne loodusteadus, fiisika sealhulgas ja eriti.
Pole imestada, et iiks moodsa fiisika alusepanijatest — Sir Isaac Newton — oli ihtlasi



ka diferentsiaal- ja integraalarvutuse looja, viimaseta muutuksid Newtoni kuulsad
seadused rakendusvddrtuseta metafoorideks. Matemaatilised mudelid ja meetodid
leiavad edukat rakendamist eluteadustes, nende kasutamisel omandavad aga ka
sotsiaal- ja humanitaarteadused uue ildistus- ja ennustusjou.

Galileo Galilei on ligi nelisada aastat tagasi kirjutanud: ,Filosoofia on kirja pandud
suurde raamatusse, mis pidevalt seisab avatuna me silme ees (ma pean silmas Univer-
sumit), aga me ei saa seda méista enne, kui oleme selgeks dppinud keele ja tunneme
tdhestikku, mille abil see kirjutatud on. See on kirjutatud matemaatika keeles, mille
tahtedeks on kolmnurgad, ringid ja teised geomeetrilised kujundid, ilma milleta on
inimlikult véimatu méista kirjapandust ainustki séna, ilma milleta ekseldakse pime-
das labirindis.” (Il Saggiatore, 1623) Head lugema 6ppimist! Head lugemist! Ja ei pea
ks opik olema ju igav, tidtu ja raskesti moistetav — ,Matemaatika 6htudpik” pole
seda kindlasti mitte.

Jaak Kikas
Tartu Ulikooli Fiiiisika Instituudi direktor

MATEMAATIKA ON TEADMISTEPOHISE UHISKONNA ALUS

Matemaatika on mind vélunud alates lapsepolvest. Ehkki kooliajal oli tegemist iihe
minu lemmikoppeainega, on matemaatika saatnud mind ldbi elu, olles olnud kaasla-
seks nii ilikooliopingutes kui igapdevases todelus.

Matemaatika on fundamentaalne ja viga ponev, mille olulisust hariduses ning tead-
mistes on raske (le hinnata. Voimaldades kirjeldada néhtusi universaalses ja koigile
Uheselt moistetavas keeles, kuulub matemaatiline kirjaoskus hea hariduse juurde ning
on targa inimese repertuaari lahutamatu osa.

Matemaatika on aluseks ihiskonnale tervikuna, nii kasutavad seda igapdevaselt inse-
nerid, 6petajad, drimehed, arstid jne. lma matemaatikaalaste oskusteta ei ole voima-
lik oma teadmisi sistematiseerida ega neid reeglipdraselt edendada.

Numbrimaailmas orienteerumine on sedavord oluline, et vead matemaatilises mot-
lemises voivad pohjustada korvamatut kahju. Selle viiite illustreerimiseks voib tuua
hiljutised siindmused seoses meie suusasangarile esitatud vdidetava dopingu-
stidistusega. Ehkki dopingutesti viga on sisuliselt biokeemiline, oli selle kirjelda-
mine ja Uheselt arusaadavaks tegemine voimalik vaid ldbi matemaatilise kirjaos-
kuse. Inimkonna ajaloos on teisigi selliseid nditeid, kus puudulikud teadmised mate-
maatikast pohjustavad kas arusaamatusi, eksimusi voi otsest kahju. Samas, head
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matemaatilised oskused annavad informatsiooni, mida saab kasutada konkurentsi-
eelise tekitamiseks.

VGib viita, et teadmistepGhise hiskonna vundamendiks on matemaatikat hdsti
tundvad liikmed. Seega, eeskujulik matemaatiline kirjaoskus on vdravaks arenenud
Uhiskonda.

On tervitatav, et traditsiooniliste matemaatikadpikute korvale on tulnud selgelt eris-
tuva ldhenemisega raamat, tuues numbrite ilu- ja vélumaailma huvilistele senisest
vudsema nurga all [dhemale.

Sulev Koks

Tartu Ulikooli arstiteaduskonna
fisioloogilise genoomika professor ja fusioloogia vanemteadur

MATEMAATIKA El OLE AINULT KRONKSUD

Paljude jaoks paistab matemaatika olevat siinoniiimne nende kronksude ja imelike
tdhtedega, mida pohikooli ja keskkooli matemaatikatundides pdhe 6ppima sunniti.
Sellest on aga tohutult kahju, sest tegeliku matemaatikaga on sel umbes sama vihe
pistmist kui hiina hieroglidifidel neis kirjutatud teoste sisuga.

On selge, et kirjatiki tdiel mddral nautimiseks on vaja tunda selle kirjutamise keelt
koigis selle nianssides. Sama selge on aga ka see, et suurem osa teose sisulisest ja
kirjanduslikust vddrtusest on voimalik edasi anda lGbi selle osava tolkimise.

Koolimatemaatika keskendub paraku aga just selle keele 6petamisele ja nii jadbki
sisuline tdhendus opilaste jaoks tihti vormi poolt varjatuks. Erinevalt tavalistest opi-
kutest, mis sarnanevad sisult tihti just klassikaliste keeledpikutega, on selle raamatu
eesmdrgiks olla pigem ,tolge”, tutvustades matemaatilise métteloo arengut ja selle
pohiideid, ndidates keelt selle juurde iksnes moodaminnes.

Loodan, et selle tolke kaudu avaneb ka lugejale pilt sellesse lummavasse ideede maa-
ilma, mida mina ning raamatu autorid , pdris” matemaatika nime all armastavad. Kui
veab, annab see teos ehk monele motivatsiooni ka keeledpinguid jitkata ning lopuks
neid teoseid ka originaalis lugema Oppida.

Margus Niitsoo

Tartu Ulikooli arvutiteaduse éppejéud



MATEMAATILINE INTUITSIOON AITAB RAKENDAJAT

Mind on vist alati matemaatikast endast enam paelunud, kuidas see on tegelikult
kasulik hoopis teistele valdkondadele. Oma eriala valides tahtsin aru saada, kuidas
ikkagi arvuteid Opetatakse midagi sellist tegema, mida inimene soovib saavutada
arvuti abil. Selle juures oli vaja aru saada ka arvuti enda t66 pohimotetest ehk nditeks
lihtsast matemaatilisest loogikast. Onneks ma ei kartnud matemaatikat ja métlesin,
et kui teised on hakkama saanud, siis pean ka mina saama.

Hiljem, otsides omakorda IT-le rakendusi, jdi ette bioloogia, kus oli hakatud tootma
tolle aja moéttes suuri andmestikke. Siis sai matemaatikast vuesti sober, mis aitas
lahendada uusi probleeme. Ja mélusoppidest tuli vahel votta vilja oskusi, mida kunagi
gimnaasiumis voi ilikoolis omandasime.

Ma arvan, et matemaatikal ongi kaks selget suunda — iks, mis kompab matemaa-
tika enda piire ja teine, mis rakenduste kaudu vétab matemaatikat kasutusse. Oppi-
des voib tunduda, et voetakse arvesse vaid matemaatika enda huve. Kuid tegelikult
aitab matemaatiline intuitsioon koige rohkem just rakendajaid, koikide teiste erialade
esindajaid. Loodan, et épik aitab just neid teisi leidma oma sinasoprust matemaatika
oppimisega ning olukordade jaoks, kus matemaatika néuab tavalisest veidi rohkem
tédhelepanu.

Jaak Vilo

Tartu Ulikooli Arvutiteaduse Instituudi juhataja

37

(2]
~
L
(%)
)
-
[%2]
2
Z
Z







OSA 1

~ KEEL JA
POHIMOISTED






Vabastades aju tarbetust toost,
voimaldab hea téhistus keskenduda
keerulisematele probleemidele

ning suurendab seeldbi kogu inimkonna
vaimset véimekust.

Alfred North Whitehead



42

MATEMAATIKUTE KEEL JA ZANRID

Avades mone matemaatikudpiku, on esmane vaatepilt Usna segane: vahe sénu, palju
sUmboleid, jooni ja skeeme ning mis kdige hullem, nad kdik on omavahel puseriti.

Naiteks vdib matemaatika dpikus kenasti ette tulla lause: ,Vérrandix?- 5x + 6= 0
lahendid on x = 2 ning x = 3" ning selle otsa on joonistatud veel ka jargmine
koverik:

N

-1 1 2 3 4= X

Kui nGid ei tea, mida tdhendab vorrand, mis asjaloom on see x, mida peetakse
silmas lahendi all ning mida paganat on sellel imelikul joonel kdige sellega pistmist,
voibki koik jatta Gsna maavalise mulje ning sidamerahuks tuleb 6pik hoopis kinni
panna juba enne, kui sisu kallale on joutud.

OSKUSSONAD

Nii hull lugu matemaatikaga siiski pole. Toesti, matemaatikal on oma oskussdnad
nagu nditeks vorrand, lahend, funktsioon voi muutuja, mis tahistavad teatud mate-
maatilisi objekte voi teisendusi. Need objektid ei eksisteeri kill alati reaalsel fiusi-
kalisel kujul, aga siiski saab neist tihti Usna loomulikult m&elda.



Naiteks kui opetaja raagib tasandist, voime moelda lihtsalt paberilehele, lauapin-
nale voi tasasele maastikule, olgugi et matemaatikas on tasandil tapsem tahen-
dus. Samuti on ju raske 6elda, mis on arv kolm fuusikalises maailmas, aga temast
motelda pole raske — kutsu oma kolm sopra killa!

Tundub, et oluline ongi tunda nii matemaatiliste moistete rangeid kirjeldusi kui
lihtsaid viise ning intuitsiooni nendest m&tlemiseks. Kaesolevas osas tutvustame
matemaatika alusmdisteid — muutujat, vordust, hulka ja funktsiooni. Nendest aru-
saamine ning nendega harjumine on edaspidi suureks abiks.

TAHED JA SUMBOLID

Lisaks oskussonadele leiab matemaatikast palju tahti nagu a, x, y voi n ning palju
simboleid nagu naiteks =, <, +, —ja co.

Sumbolid tuleb lihtsalt ara oppida, tédhtede tdhendus oleneb aga situatsioonist.
Uldiselt kasutatakse tahti muutujate tahistamiseks [Ik 48]. Muutujaid vdiks mui-
dugi tahistada ka sonadega, aga tahtede kasutamine hoiab aega kokku. Lisaks
aitavad tahed eraldada matemaatilist arutelu algsest elulisest kontekstist, muutes
seelabi tihti motlemist lihtsamaks ning laiemalt rakenduvaks.

Naiteks kui meile on 6eldud, et klassis on poisse kolme vorra rohkem kui tidrukuid,
siis matemaatikud kirjutaksid selle jargmiselt: p = ¢ + 3.

Miks nii? Voime 6eldu Umber sdnastada nii: kui tidrukute arvule veel kolm juurde
liita, siis oleks neid sama palju kui poisse. Fraasi ,sama palju” tahistatakse mate-
maatiliselt sumboliga = ja liitmist muidugi sumboliga +. Seega saame:

poiste arv = tiidrukute arv + 3.

Ent see on ju ometigi suurem kirjavaev kui p =t + 3?

PealegionlGhemas kujus selge, et sarnaselt saaks kirjeldada ka olukorda, kus poiste
ja tudrukute asemel on hoopis prussakad ja tarakanid.

Uksikute tahtedega vdrrandid ei ole niisiis ainult kirjavaeva, vaid ka mdttevaeva
kokkuhoidmiseks — vorrandiga ei pea enam siduma mingit konkreetset elulist
situatsiooni ja voib tegeleda ainult tema matemaatilise sisu ja todedega.

43

-l
Ll
Ll
¥
Ll
[
>
—
[
<<
<
p=
=
<<
=




[ MATEMAATILISED ZANRID

Matemaatilist teksti ligendavad ja ilmestavad pisikesed matemaatilised Zanrid:
radgitakse naiteks definitsioonist, vaitest, tdestusest, teoreemist. Vahel satuvad
veel seltsi ka sonad nagu lemma voi hipotees. Jargnevalt kirjeldame, mida Ghelt
vOi teiselt neist Zanritest oodata voiks.
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DEFINITSIOON

Definitsiooni all peetakse silmas mingi objekti matemaatiliselt tapset kirjeldust.
See tdpne kirjeldus voib aga olla antud mitmel erineval viisil, erinedes nii lihtsalt
lauseehituselt kui ka sisulisemalt.

Naiteks voib positiivseid paarisarve defineerida jargmiselt (ei maksa end hirmutada
lasta sonade ,definitsioon” voi ,defineerima” kalgist kolast!).

Definitsioon 1: Positiivsed paarisarvud on arvud 2, 4, 6, 8, ...
Definitsioon 2: Positiivne paarisarv on naturaalarv, mis jagub kahega.

Definitsioon 3: Iga positiivse paarisarvu saame, kui liidame arvule 0
juurde 16pliku arvu kordi arvu 2.

Need kdik kolm definitsiooni on samavaarsed — ehk iga arv, mis on naiteks definit-
siooni 2 jargi paarisarv, on ka definitsioonide 1 ja 3 jargi paarisarv.

Voib tekkida kisimus, miks me peaksime defineerima sama asja mitut moodi?
Esimese pohjusena voib esile tuua, et erinevad definitsioonid aitavad meil samast
objektist mitut moodi md&elda ja nii saame selle olemusest paremini aimu. Naiteks
arvude peatikis defineerime ringjoone lausa viiel erineval moel ning iga erinev viis
kannab endas ka pisut erinevat tdhendust [lk 96]. Lisaks voivad erinevad definit-
sioonid viia ka erinevate matemaatiliste arutelude ehk toestusteni — monest defi-
nitsioonist lahtudes on tdestused lihtsamad kui monest teisest ldhtudes. Lopuks
voivad erinevad definitsioonid viia lausa erinevate vdideteni. Naiteks voib integ-
raali [k 340] defineerida mitmel matemaatilisel moel ja olenevalt definitsioonist
voivad erinevate funktsioonide integraalid ka erineda! Hasti valitud definitsioo-
nid lihtsustavad matemaatilist arutelu tublisti ja on ilusa matemaatilise maailma
aluseks.
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VAIDE

Vaide tahendab matemaatikas sama, mida tavakeeleski. Vaide voiks olla naiteks:
»4 on paarisarv” voi ,5 on paarisarv”. Vastupidiselt tavaelu vdidetele ei saa aga
matemaatiliste vaidete digsuse Ule I6putult vaielda — iga matemaatiline vaide on
kokkuvottes kas toene voi vaar.

Véidetega seoses voiks tdhelepanu poorata ka sellele, kui mitmekilgselt kaivad
matemaatikud ringi sdnaga ,siis". Kasutusel on véljendid ,siis” ja ,siis ja ainult siis”
ehk ,parajasti siis”. Nad tahistavad seda, kuidas teatud vaited omavahel seoses on.

Naiteks vaatame kolme vaidet.
1. Abu on klassi kdige pikem poiss.
2. Abu on poiss.
3. K&ik Abu poistest klassikaaslased on temast [Ghemad.

Kui kehtib esimene vdide, SIIS kehtib ka teine vaide — kui Abu on klassi kdige pikem
poiss, siis kindlasti on Abu ka poiss. Samas kui kehtib teine vaide, siis esimene vaide
ei pruugi kehtida: kui Abu on poiss, siis see ei tahenda, et ta oleks tingimata koige
pikem poiss. Seega SIIS lubab Uhesuunalist jareldamist.

Kui aga lisame teisele vaitele veel kolmanda, siis Gheskoos on nad esimesega vord-
vaarsed. Selle kohta Utleme, et esimene vadide kehtib PARAJASTI SIIS voi sama-
moodi SIIS JA AINULT SIIS, kui samaaegselt kehtivad teine ja kolmas vdide. Seega
~parajasti siis” lubab kahesuunalist jareldamist ja nditab, et vdited on samavaarsed.

\/A/ioi; SiisS [>VC;5E
@ @B

PARAJASTI SiiS

SiiS JA AINULT
SiiS
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TOESTUS

Nagu mainisime, on matemaatilised vaited kas tdesed voi vadrad. Matemaatiliselt
veenvat argumenti, mis vdite tdesust voi vaarust pohjendab, nimetataksegi tdestu-
seks. Toestust kasutatakse samas tdhenduses ka igapdevaselt, aga matemaatikute
rangustasemele teised valdkonnad siiski vastu ei saa. Siiski on ka matemaatikute
endi rangusstandardid aja jooksul muutunud.

Naiteks argumentide eest, mida Uks 18. sajandi matemaatik pidas rangeks mate-
maatiliseks tdestuseks, ei antaks praegu kindlasti matemaatikaeksamitel maksi-
mumpunkte.

Toestust peaks olema pohimotteliselt véimalik kirja panna ka matemaatilise loogi-
ka tapses ja lakoonilises keeles, pika simbolitemélluna. Natuke pikemalt radgime
sellest hulkade peatikis [k 61]. Onneks péris nii rangeks enamasti aga ei minda
ning peamiselt on ka matemaatilised testused siiski sonalised arutelud, mis lahtu-
vad teatud aksioomidest, definitsioonidest ja tdestest vadidetest ning teevad siis
mitmeid jareldussamme.

Hoolimata sellest, et sonal tdestus on ranguse maitse, on tdestuste leidmine
vagagi loominguline protsess. Vahel viib toestuse teekond algsetest vaidetest ja
eeldustest vaga kaugele, enne kui ringiga taas |oppvaiteni tagasi jouab. Erinevad
toestused aitavad paremini mdista matemaatilist maailma, aga ka seal, kus mate-
maatika on eluga tihedalt seotud, aitavad téestused motlemisele kaasa. Toestusi
saab omavahel vorrelda ja hinnata; neid saab luua, parandada ja kritiseerida nagu
ikka Uhele kenale loomingule kombeks.

Ka siit raamatust leiab mitmeid tdestusi, vahel on nad matemaatiliselt range-
mad, vahel vahem ranged. Naiteks arutleme, miks arvu v'2 ei saa viljendada kahe
taisarvu suhtena kujus % [lk 871 voi miks kehtivad teatavad matemaatilised suurvai-
ted ehk teoreemid: trigonomeetria peatikis jouame nii siinus- [lk 222] kui ka koosi-
nusteoreemini[lk 224]. Esimene toestus tuleb aga esile juba jargmises alapeatikis.

TEOREEM

Teoreem on ehk matemaatika kdige austusvdarsem zanr. Teoreemiks nimetatakse
vaidet koos matemaatiliselt tapse tdestusega. Oigupoolest julgetakse enamasti
teoreemiks nimetada ainult piisavalt dgedaid vaiteid koos oma dgedate tdestus-
tega. Teoreemile antakse tihti ka tema avastaja nimi — kuigi peab tunnistama, et
paljudel nimelistel teoreemidel pole nimeandjaga siiski suurt pistmist.



Uks kuulus teoreem on jargmine.
Teoreem: Leidub |6pmatult palju algarve. (Eukleides)

Sulgudes seisev ,Eukleides” tahistab toestuse autorit ja tihti nimetataksegi seda
teoreemi Eukleidese teoreemiks.

Meenutame, et algarvud on naturaalarvud, mis jaguvad ainult enda ja Ghega - nagu
naiteks 2, 3 ja 5. Arvud 4 ja 6 aga pole algarvud, sest4 = 2 - 2ja6 = 2 - 3. Algarvud
on mingis mottes koikide teiste arvude baasiks. Neid ennast ei saa tequrdada, aga
koik teised arvud voime esitada algarvude korrutisena. Naiteks voime algarvude
korrutisena kirjutada8 =2 -2-2ja21 =7- 3.

Uritame lugejat selles teoreemis jargnevalt ka veenda. Meenutame, et arutlust,
mis veenaks ka koige skeptilisemat matemaatikut, nimetatakse tdestuseks ning
sisuliselt annamegi siin toestuse.

Toestus:

Alustuseks mdrgime, et algarve kindlasti leidub — nditeks 2, 3 ja 5 on algarvud ja
niimonigi veel. Oletame, et oleme leidnud juba n erinevat algarvu py, py, ..., Pn-
Kas leidub moni veel? Kuidas teda leida?

Uus algarv ei tohiks kindlasti jaguda Ghegagi juba teadaolevatest arvudest.
Kdige lihtsam oleks siis vaadata arvu A, mis on he vorra suurem kui koikide
seni leitud algarvude korrutis:

A=pi-py:..opp + 1.

Nii ei saa see arv kindlasti jaguda Ghegagi juba leitud algarvudest, sest nendega
Jjagamisel jidtab ta jddgi 1.

Kui see arv ei jagu enam Uhegi teise arvuga peale ihe ja iseenda, ongi tegemist
Uhe vue algarvuga. Niid, kui tegemist ei ole algarvuga, siis nagu meenutasime,
saab ta kirjutada erinevate algarvude korrutisena. Ukski neist algarvudest ei ole
meile veel aga teada!’

Nii olemegi leidnud vihemalt ihe uue algarvu. Veelgi enam, Ukskoik kui palju
algarve me juba ei teaks, voime iga kord kasutada sama argumenti ja leida
vidhemalt Ghe veel. Seega ongi algarve [6pmatult palju.

Selle vaite jatoestuse peale olevat tulnud Eukleides, kuulusVana-Kreeka matemaa-
tik, kes armastas geomeetriat ja arve. Tanaseks on sellele teoreemile juba kimneid
toestusi ja digupoolest teame algarvude kohta niid palju rohkem. Teame naiteks
Usna tapselt, kui palju leidub mingist kindlast arvust, nditeks tuhandest vaiksemaid
algarve. Palju kiisimusi on aga endiselt ka vastamata.
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MUUTUIJA

Kuidas teile meeldiks, kui teil oleks rahataht, millele kirjutatud vaartust saate kogu
aeg muuta? Meeldiks? Siis meeldib teile ka muutuja moiste matemaatikas.

Muutuja ongi lihtsalt Uks matemaatiline objekt, mille vaartus voib muutuda ja mille
vaartust voime muuta. Tihti esineb ta mingi kummalise |Ghikese nimega nagu x, y,
z vOi n— matemaatikud juba niisama tinti ei raiska.

MUUTUJA ERINEVATES ROLLIDES

Muutujaid kasutatakse vaga erinevates rollides. Tegemist on Usna Uldise ja tihti
lihtsustamise eesmargil sisse toodud moistega. Kuidas ja mis suhtes muutuja tap-
selt muutub, soltub konkreetsest kontekstist ning monikord kutsutakse teda hoo-
pis mdne teise nimega.

MUUTUJA, VORDUSED JA VORRANDID

Muutujaid voib kohata vorduste ja vorranditega tegeledes. Kusjuures vorrandis on
lihtsalt meile veel tundmatu suurus seotud teiste, meile hasti teadaolevate suu-
rustega. Naiteks ,x + 2 = 5" kohta vdib sdbrale 6elda, et tegemist on vorrandiga
muutuja x suhtes voi vordusega juhul, kui muutuja x vaartuseks on 3.

Muutuja on vorrandite kontekstis meie otsitav objekt — selline arv, millele kahte
liites saame viie. Tema vaartus on meile alguses teadmata ja nii voikski teda nime-
tada ka ,tundmatuks”.

Keerulisemate, nii-6elda Uldkujus vorrandite korral aitab muutuja kui objekti sisse-
toomine valtida segadust.



Uldkujus vérrand on naiteks x + a = b. Kui keegi Utleb, et x on selle vérrandi muu-
tuja, siis teame, et otsime just x-ile sobivaid vadrtuseid ning teised tahed tahis-
tavad ainult teatavaid kordajaid. Konkreetsel juhul vdime tundmatu x leidmiseks
vorrandi molemalt poolt lahutada arvu a ning leida, et x = b — a. See on Gldkujus
vorrandi lahend.

Milleks meile Uldse Uldkujus vorrandid? Nad teevad elu lihtsamaks, aidates lahen-
dada korraga palju erinevaid vorrandeid.
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Naiteks Ulaltoodud Uldkujus vorrandi abil lahendasime Uhekorraga ara koik kolm
jargnevat vorrandit:

x+2=4

x+3=6

x+9=14

Esimesel juhul peame valima lihtsalt a = 2, b = 4 ja saame lahendiks x = 2. Teisel
juhul valime a = 3, b = 6 ja vastus on x = 3 ning kolmandal juhul annab a = 9,
b = 14 valik lahendi x = 5.

Loomulikult voiksime tundmatu vorrandis tahistada ka tahega a ning kordajaid
hoopis tahtedega x ja y. Sel juhul peaksime aga iga kord vorrandi juures hoolikalt
tapsustama, mis on tundmatuks. Kokkulepe, et just x peaks enamasti olema tund-
matu rollis, teeb matemaatika lugemise lihtsalt kergemaks ja kiiremaks. Kui meel-
div on naiteks lugeda jargmises kujus ruutvorrandit ja tema lahendivalemit?

y=a*-x+0-a+z

-0+ V02 — 4xz
a2 = x .

Kuna selline tahistus hirmutab ja tekitab parasjagu segadust, Uritame raamatus
koike tahistada voimalikult levinud simbolitega.

MUUTUJA JA FUNKTSIOONID

Muutujad tulevad esile ka funktsioonidest radkides.

Funktsiooni peatukis kirjeldame, et funktsioonist voib mdelda kui teatud masinast,
mis votab muutuja ning teeb temaga mingi operatsiooni voi teisenduse. Vahel kut-
sutakse teda ka funktsiooni argumendiks [Ik 64].
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Naiteks 6eldakse, et ruutfunktsioon on Ghe muutujaga funktsioon ehk masin, mis
votab muutuja ja korrutab teda iseendaga. Kui anname muutujale vaartuse 3,
saame vastuseks 9, andes muutujale vddrtuse 5, saame vastuseks 25.

Ristkliku pindala valem S = ab on aga juba kahe muutujaga funktsioon: véime ju
muuta molemat ristkiliku kilge ja pindala aina aga muutub.

Al xb

b

MUUTUJA JA SUMMAD

Muutuja voib esile tulla ka pikkades keerulistes summades véi integraali nimelises
monstrumis [lk 340], aidates matemaatikul end kompaktsemalt ja tdpsemalt val-
jendada.

Kui matemaatik tahab kokku liita arvud Ghest kimneni, védljendab ta ennast aga
nii:
10

=3

i=1

mida loeme jdrgnevalt: summeerime Ule kdikide arvude i, alates arvust 1 kuni

arvuni 10 valja:
10

n =Zi=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10.
i=1
Seda hirmsat kdverikku ei maksa sugugi karta. Tegemist on suure kreeka sigma

ehk meie S-iga, mis naeb valja nagu ohutu liblikas. Meie jaoks on ta aga lihtsalt
kokkuleppeline tahistus summeerimise jaoks.



Naiteks

3
Zn=1+2+3
n=1

2
Zn2=02+12+22.

n=0

Neile, kes on veidi programmeerinud, on see muidugi vagagi selge — ka
arvutitele meeldivad muutujad. Selle asemel, et kirjutada vélja summa
1+2+3+4+5+6+7+8+9+ 10, Gtlete arvutile, et liida kokku koik arvud
i, mis on vahemikus 1, ..., 10, ning kasuta liitmisel abimuutujat n, mille algvaartus
on 0. Naiteks kirjutaks informaatik programmeerimiskeeles Python nii:

n=20

for i in range(0,11):
n=n+1i1

print (n)

Muutujateks oleks siin jupis nii ,i" kui ,n". Esimesel real antakse muutujale n vaar-
tuseks 0. Jargmine rida Utleb, et muutujat i tuleb muuta 1-st 10-ni (arve 0 ja 11 ei
arvestata). Kolmas rida Utleb, et muutujale ntuleb iga kord juurde liitai vaartus. Nii
ongi n-i vaartus algul 0, siis liidetakse n-ile juurde 1 ning n-i vaartuseks saabki 1.
Jargmine kord onivaartus 2 ja see liidetakse n-ile juurde ning uueks vaartuseks on
1 + 2 = 3. Lopuks on n-i vaartus 55 ning see kuvatakse ekraanil.
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VORDUS JA VORDSUS

Vordsus on igapaevane moiste. Radgitakse vordsetest valikutest, vordsetest voi-
malustest, vordsetest vahetustest. Seega ei ole Ullatav, et vordsus kuulub ka mate-
maatiliste pohimoistete alla. Matemaatika tahab aga tapsust. Mida me vordsuse
all tdpsemalt silmas peame?

Teisisonu, kui Utleme, et kaks puud on vordse jamedusega voi et kahel meeskonnal
on tabelis vordne seis voi et kahte dpetajat kuulati vérdse huviga, siis mis Ghendab
sona vordne koigis neis fraasides?

Natuke jarele moeldes tundub, et pea igas kontekstis kasitleme teatud omadusi voi
objekte vordsetena, kui neid voiks omavahel ara vahetada, nii et keegi vahetusele
jalile ei saaks.

Muidugi soltub dravahetatavus pariselus detailide rohkusest, mida arvestame: kaks
head 6petajat on dravahetatavad, kui meid huvitab ainult see, kui palju dpilasi neid
ponevil kuulab. Kui aga arvesse votta ka jutu sisu voi nende juuksevary, siis on neid
ilmselt igati voimalik eristada.

Matemaatiline vordsus on vdga sarnane. Tahame vordseks pidada objekte, mille
aravahetamine ei muudaks mitte kibetki. Jallegi peame aga hoolsad olema ja kind-
laks maarama, milliseid omadusi silmas peame. Matemaatiliselt pannakse saarane
arvude vordsus kirja matemaatilise vorduse abil.

Naiteks kahte arvu tahame lugeda vordseteks, kui kdikides seostes teiste arvudega
ning koikide tehete suhtes kaituvad nad tapselt thtemoodi.



Naiteks on vordsed arvud %ja g, kuigi nad ndevad vdlja erinevad. Samuti on mate-
maatikas arv 1 ja |dpmatu perioodilise esitusega arv 0,999 ... vérdsed, ent nende
kimnendesitused on ju erinevad! Seda voib endale selgitada mitmel moel. Kui
arvud 1 ja 0,999 ... oleksid erinevad, siis peaksid need arvud erinema mingi nullist
erineva arvu vorra. Aga Ukskoik kui vaiksele arvule 0,999 ... juurde liidame, saame
ikkagi Uhest suurema aru. Samuti voib tunduda maistlik, et

1 1 1
0,999..=10,333..40,333...4+ 0,333 ... = 3 + 3 + 3= 1.
Ka paljude teiste objektide jaoks on nende vordsus saanud eraldi nimetuse. Nai-
teks kahte kolmnurka, mida voime teineteise peale kattuvalt asetada ja mis seega
on iga geomeetrilise teisenduse suhtes vordsed, nimetatakse kongruentseteks
kolmnurkadeks. Neil on tapselt vordsed kiljed ja nurgad.

Monikord huvitab meid aga ainult kolmnurkade kuju ja mitte nende tapne suurus.
Kolmnurki, mida véime suurendamise ja vahendamise teel teineteiseks muuta,
nimetatakse sarnasteks kolmnurkadeks.

Uks matemaatika eesmérke on leida lihtsaid tingimusi, mille korral kaks objekti on
vordsed. Nagu nagime, ei ole arvude puhul nende kimnendesitus ega ka murd-
esitus sobivaks kriteeriumiks. Naiteks kolmnurkade puhul selgub aga, et kahe
kolmnurga vordsuseks piisab kdigi kolme kilje vordsusest ning nende sarnasuseks
kolme nurga vordsusest.
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MATEMAATILINE VORDUS

Nagu mainisime, voime arvude vordsuse kirja panna matemaatilise vorduse abil.
Matemaatilise vorduse tahistamiseks kasutatakse [Ghikeste réobaste moodi marki
~=". Naiteks vdime eelnevalt vaidetud arvvérduse kirja panna kujus

1=0,9999... = 0, (9).

Matemaatilise vorduse kasutus on muidugi laiem kui ainult arvud: arvude asemel
voivad olla ka naiteks arvavaldised. Arvavaldis ei ole midagi keerulist — seal voivad
arvude korval olla ka moned tahed, mis voivad tahistada erinevaid arve, ja tehte-
margid.

Naiteks on arvavaldis 1 + 1ja seega sobib ka vorduseks1 + 1 = 2.

Keerulisem arvavaldis on nditeks a + 3b, kus a ja b vdivad tahistada suvalisi arve.
Nad on seega muutujate rollis [k 48] — nende vaartus vdib meie suva jargi muu-
tuda. Kuia tahistab arvu 1 jabarvu 2, véime kirjutada vordusea + 3b = 7. Seejuu-
res peame meeles hoidma, mis ikkagi arvude a ja b vaartused parasjagu on. Nende
vaartuseid muutes ei pruugi vordus ju enam kehtida!

Toese vordusega seotud arvud voi arvavaldised on iga arvutuse suhtes aravaheta-
tavad: Ukskoik mida me kahe vérdusmargiga seotud arvu voi avaldisega ei teeks,
siis niikaua kui kohtleme neid tapselt samal viisil, jddvad tulemid alati vordseks.

Naiteks voime tdsta eeltoodud vorduse margi molemad pooled ruutu:
(1 + 1)? = 22vai lisada mdlemale poolele arvu 5:1 + 1 + 5 = 2 + 5. Vérdus jaab
nii esimesel kui teisel juhul endiselt kehtima.

Vordusmargi tanapaevase tahise vottis kasutusele Walesi matemaatik Robert
Recorde 16. sajandil — ta oli lihtsalt tidinenud vélja kirjutamast sdnapaari ,on
vordne”. Sedasama vordusmarki kasutatakse ka paljude teiste matemaatiliste
objektide vordsuse tahistamiseks, nditeks kohtame teda juba jargmises peatikis,
kus ta tahistab hulkade vordsust.



MATEMAATILISE VORDUSE KASUTUSED

Nagu ndgime, on vordus matemaatiline mdiste, mis aitab meil mottekaiku tapsus-
tada.

Vordused teevad Uldiselt elu lihtsamaks. Vordusmargiga seotud avaldised voi arvud
voi muud matemaatilised objektid on tapselt samad. Seega voime kasutada igas
olukorras meile sobivat, lihtsamat esitust.

Naiteks kui teame, et a® — b? = (a — b) - (a + b), annab see meile hea kavala
mooduse teatud arvude korrutamiseks: Kui palju on 8-12? Muidu vajab see
omajagu pearaginat, aga kui kirjutame 8 = 10 — 2 ning 12 = 10 + 2, ndeme, et
8-12 =(10 — 2) - (10 + 2). Eeltoodud vorduse pdhjal on see aga vordne arvuga
10% — 22.Kuid10 - 10 = 100ja2 - 2 = 4, seega8 - 12 = 96!

Seega nagu kirjandustunnis tahetakse, et otsiksite Uhele sonale sinoniime, et
end ilusamini valjendada, tasub alati otsida ka matemaatilisele objektile vordseid
objekte ja samavaarseid kirjeldusi. See teeb tihti matemaatika tegemise lihtsa-
maks: naiteks vahel soovime sama arvu naha kujus 823543, vahel aga kujus 77 —
kumb esitus meeldib Sulle rohkem?

Vordused on kasulikud ka kitsamate matemaatiliste tarkuste edasiandmisel.
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ARVUTUSTARKUSED JA SAMASUS

Vorduse abil voib luhidalt esitada igasugu erinevaid arvutustarkusi, mida vahel kut-
sutakse ka samasusteks, et rohutada nende igavest ja ajatut kehtimist.

Naiteks a + b = b + a véljendab, et Ukskoik millise kahe arvu summa ei olene lii-
detavate jarjekorrast. Seda nimetatakse matemaatikas kommutatiivsuseks. Toe-
poolest, kuia = 2, b = 4, kordame juba eeltoodud tarkust: 2 + 4 = 4 + 2.
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Kuulus teisendamisnipp

(a+b)?>=a?+2-ab+ b?
nditab, et Ukskdik millise kahe arvu summa ruudu véime leida, kui liidame kokku
nende arvude ruudud ja lisame sellele veel arvude kahekordse korrutise. Kas valem

pole mitte Ithem kui eelmine lause? V6i on toredam hoopis jargmine geomeetri-
line kirjeldus?

a 3
o a
N BN A el
b 6

)

Viimase pildi keskmine liige naitab, et ab ja ba on vordsed ning nende kokkuliitmi-
sel tekibki2ab.

Kuna eelmine joonis on vdga tore, siis tdestame ka korrutamise jaotumise ehk dist-
ributiivsuse

a-(b+c)=a-b+a-c

sarnase graafilise meetodiga:

(3 c
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Nagu igapdevakeeleski, tdhendab ka matemaatikute jaoks hulk mingite objektide
kogumit. Nditeks moodustavad hulga koik kartulid kastrulis, koik opilased klassis
voi koik kassid vanaema keldris.

Hulgale kehtib ainult Uks tingimus — Uhedki kaks hulga elementi ei tohi olla vordsed.

Matemaatikuid huvitavateks hulkadeks on naiteks koikide naturaalarvude, nega-
tiivsete reaalarvude, mingit vorrandit rahuldavate arvude voi ka taisnurksete kolm-
nurkade hulk.

Hulkasid keskkoolis pohjalikumalt ei kasitleta — tegemist on ju nii lihtsate objekti-
dega! Otsustasime siinkohal neist siiski radkida, sest olgugi et lihtsad, on nad kogu
matemaatika aluseks.

( HULKADE KIRJELDAMINE )

Hulka kirjeldatakse tihti tema elemente loogeliste sulgude vahele Ules loetledes.
Naiteks kdik numbrid moodustavad hulga

{0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}.

Kuna igas 16igus ei ole mé&tet kogu hulka vélja kirjutada, antakse hulkadele tihti
nimed. Enamasti tahistatakse hulkasid suurte tahtedega: nditeks voime delda, et

A =1{0;1;2;3; 4,5 6; 7; 8 9}.
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Hulga elementidel puudub igasugune ambitsioon vai kohustus end jarjestada—nad
on koik vordvadrsed hulga liikmed. Seega oleksime voinud A elemendid loetleda ka
maones muus suvalises jarjekorras nagu naiteks

A=1{9;3;,21;,4,5; 7; 6; 0; 8}.
Hulka voib kirjeldada ka mone tingimuse abil. Eeltoodud hulka oleksime naiteks
voinud kirjeldada jargmiselt:
A = {mittenegatiivsed taisarvud, mis on viaiksemad kui 10}

voi lihtsalt
A = {koik numbrid}.

Paarisarvude hulka véime aga kirjeldada nii:
P = {koik arvud, mis jaguvad kahega}.

LGhendatult voib kirjeldus votta ka jargmise kuju:
P = {tiisarv n: n jagub kahega}

voi kogenud matemaatikafanni katetdds muutuda hoopis minimalistlikuks:
P = {n € Z:2|n}.

Seda avaldist peaks lugema jargnevalt: P on hulk, mis koosneb taisarvudest n nii,
et n jagub kahega.

Andes hulgale A erinevaid kirjeldusi, kasutasime juba Uhte lihtsat, aga tahtsat
hulkade omadust: kaks hulka on vordsed parajasti siis, kui neis on tapselt samad
elemendid. Ehk teisisonu hulgad on vordsed parajasti siis, kui kdik elemendid, mis
asuvad Uhes hulgas, asuvad ka teises ning vastupidi.

HULKADE OLULISUS )

Uritame jargnevalt vastata selle peatuki eksistentsikisimusele: mis kasu on aga
sellisest lihtsast objektide kogumist nagu hulk ja miks ta siia pohimoistete alla on
sattunud? Veelgi enam, miks me radagime temast nii pikalt?
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TUKKIDE SIDUMINE

Esiteks koosneb peaaegu koik vaiksematest osadest. Nii voib peaaegu koike jup-
pideks lahti votta ning nende juppide abil kirjeldada. Naiteks pallivdistkond koos-
neb tema mangijatest, lause sonadest, 6hk erinevatest molekulidest, aatomituum
prootonitest ja neutronitest ja nii edasi. Selliste kirjelduste taga voib juba naha hul-
kasid.

Sarnaselt tulevad hulgad mangu ka matemaatiliste objektide kirjeldamisel: nai-
teks ringjoont voib kirjeldada kui kdikide punktide hulka, mis asuvad Ghest kindlast
punktist — ringjoone keskpunktist — vordsel kaugusel.

Just see alternatiivne kirjeldus selgitab, miks saame sirkliga ilusaid ringjooni joonis-
tada. Kui asetame sirkli Ghe haara ringjoone keskpunkti, siis liigutades teist haara
joonistame jarjest tollest keskpunktist vordsel kaugusel olevaid punkte.

KORRAGA KAITLEMINE

Teiseks tahame tihti midagi ette votta paljude objektidega korraga.

Naiteks tahab dpetaja hinde panna koikidele klassi dpilastele voi mesilane tolmel-
dada kéiki Umbruskonna Gienuppe. Nii voime radkida hindamisest voi tolmeldami-
sest kui operatsioonist, mida voib ette votta kdikide opilastega voi kdikide 6ienup-
pudega.

Matemaatikas on hea, kui oskame iga kolmnurgaga seada vastavusse tema pind-
ala voi kdikide reaalarvude jaoks leida nende ruutude vaartuseid. Selliseid motteid
saame tdpselt ja matemaatiliselt kirja panna just hulkade abil, defineerides mingi
tegevuse — voi tdpsemalt funktsiooni — kdikidel hulga elementidel.



Naiteks arvu ruutu votmine on operatsioon, mis valib kdikide reaalarvude hulgast
mone arvu ning seab temaga vastavusse selle arvu korrutise iseendaga. See koik on
tihedalt seotud funktsioonidega ning nende niinimetatud maaramis- ja muutumis-
piirkondadega [lk 67].

HULGAD ON MATEMAATIKA ALUSEKS

Kolmandaks —ja vdibolla kdige Ullatavamalt — osutuvad hulgad teatud méttes kogu
matemaatika aluseks.

Kui on rohkesti jarjekindlust ja parasjagu kavalust, voib hulkade toel kirjeldada
koiki matemaatilisi objekte ja operatsioone. Nii ongi matemaatika seni kdige levi-
num vundament ehitatud just hulkadele. Kéik matemaatilised tulemused peaks
teoreetiliselt saama Umber tolkida keelde, kus ainsad objektid on hulgad ning nen-
dega Umberkdimiseks on kimmekond karmi reeglit. See on oluline, kuna sellises
keeles kirjutatud argumentide digsust suudab kontrollida lisaks dpetajale juba ka
arvuti — nii on igasugusel vaidlusel ots ja 16pp, arvuti teab tapselt! Tegelikult suudab
arvuti juba isegi teatud lihtsamaid argumente sellises vdga tdpses ja formaalses
keeles ka valja mdelda. Siiski on vahegi keerulisemate arutelude hulkade keelde
Umber tolkimine paras vaev ning matemaatikud on esialgu veel leidlikumad uute
tulemuste tdestajad kui arvutid. Jargnevalt naitame, kuidas ménda matemaatilist
objekti hulkade abil kirjeldada. Meie raamatu piires neil kirjeldustel kill suurt oluli-
sust pole, kuid voibolla on lihtsalt pdnev lugeda.

Naiteks voib hulkade abil kirjeldada kdoiki funktsioone [Ik 64]. Ruutfunktsiooni
— masinat, mis seab igale reaalarvule vastavusse tema ruudu — voime kirjeldada
jarjestatud arvupaaride hulgana:

{(x; x?): x on reaalarv}.
Idee on siin moelda, et iga arvupaari esimese liikmega seatakse vastavusse teine
liige.
Kui vaatleksime funktsiooni y = x? ainult tdisarvudel nullist seitsmeni, voksime
kirjeldava hulga ka elementhaaval valja kirjutada:

{(0;0); (1;1); (2;4); (3;9); (4;16); (5;25); (6;36); (7;49)}.

Naljakal kombel on mone lihtsama matemaatilise objekti kirjeldamiseks aga tarvis
kauem moelda. Naiteks kuidas kirjeldada arvu 4 ainult hulkade abil, arvudest raa-
kimata? Selleks on mitu viisi. Kirjeldame siin Ghte véimalikku viisi.
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Arv 1 seatakse vastavusse ilma Uhegi elemendita tihja hulgaga: @.
TUhjast hulgast voib moelda kui tuhjast kilekotist.

Arv 2 seatakse vastavusse hulgaga, mille ainsaks elemendiks on
arvule 1 vastav hulk ehk tuhihulk. Seega véime seda hulka kirjeldada
sUmbolites kui {@}. Oleme oma tihjale kilekotile Umber pannud veel
Uhe kilekoti — kokku kaks kilekotti.

Arv 3 seatakse vastavusse hulgaga, mille ainsaks elemendiks on arvule
2 vastav eelmises punktis leitud hulk. Tema kirjelduseks on {{@}}. Kile-
kott, mille sees on kilekott, mille sees on kilekott — kokku kolm kile-
kotti.

Arv 4 seatakse vastavusse hulgaga, mille ainsaks elemendiks on arvule
3 vastav hulk matemaatilise tahistusega {{{®}}} ehk neli kilekotti.

Nii voib muidugi jatkata ja kirjeldada koiki naturaalarve 1,2, 3,4, ... hulkade voi
toepoolest... kilekottide abil. Iga kilekoti lisamine ehk uue hulga tekitamine kandis
endas arvu Uks juurdeliitmise ideed.

Need on ainult kaks valjavalitud ndidet, aga ka keerulisemaid objekte saab hulka-
dega esitleda. Selliselt moeldes on hulgad ikka Usna agedad: peaksid véimaldama
kirjeldada kdike, mida matemaatikas teame.

Voibolla on tore ka teada, et tédnaseks ei ole hulgad enam ainus kasutusel olev
matemaatikale vundamendi ladumise viis. Kasutada voib ka teist tiUpi, pisut voim-
samaid objektide kogumeid — kategooriaid. Kategooria ei koosne enam Uksnes eri-
nevatest objektidest, vaid sisaldab ka seoseid nende objektide vahel.

HULGAD JA PEAVALU

Hulgad on matemaatikutele ka paradokside naol palju peavalu toonud.

20. sajandi algupoolel tekitas pahandust inglise filosoof ja matemaatik Bertrand
Russell jargmise lihtsa kisimusega: kas moni hulk voiks olla ka iseenda element?

Voibolla arutles ta umbes nii.

Kui mul on hulga koostamiseks vabad kded, voin ju nduda, et minu
hullumeelse hulga iga element oleks selline hulk, mis ei ole iseenda
element.



Kas sel juhul mu hullumeelne hulk ise on enda elemendiks?

Kui ta oleks enda element, siis ta peaks olema selline hulk, mis ei ole
iseenda element — huhuu, pdris vastuoluline!

Kui ta aga on selline hulk, mis ei ole iseenda element, siis ta peaks
vastupidi just kuuluma hullumeelsesse hulka ehk olema iseenda ele-
ment! Ka vastuoluline!

Ma ei saagi sellele kisimusele vastata, katastroof!

Katastroof voi mitte, mdtteainet pakkus see paradoks paljudele. Lopuks leiti ka
lahendus —igasugu kummaliste paradokside valtimiseks ei tohi lihtsalt lubada taie-
likult vabu kasi hulkade koostamisel.

Uldiselt selle Gle aga muretsema ei pea — kdik hulgad, millest koolimatemaatikas
radgitakse, ontdepoolest ka kdige karmimate nduete jargi matemaatilised hulgad.
Voib vahest lihtsalt meelde jatta, et ka alguses vaga lihtsad ja selged moisted voi-
vad enda varjus peita igasuguseid riukaid.
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FUNKTSIOON

Mida teha, kui on kakskimmend seitse sopra ja koigi nende sUnnipaev on tarvis
meeles pidada? Ei olegi eriti midagi vaja teha — tuleb lihtsalt lahti votta arvuti voi
mone suhtlusvorgustiku kalender ja sinna sinnipdevad sisestada. Nii on kuskil
stgaval arvuti sisimas iga inimesega vastavusse seatud tema sUnnipdeva kuupaev.

Sisuliselt rakendasime dsja Uhte funktsiooni! Nimelt Uks funktsioon seab iga
objektiga vastavusse mingi muu objekti ja tapselt Ghe objekti — mitte rohkem ega
vahem — ning meie seadsime iga sébraga vastavusse tema sinnipdeva.

Samamoodi voiksime moelda, et kalender ise on funktsioon —seab iga kuupaevaga
vastavusse 6ige nadalapdeva!

Muidugi on palju olukordi, kus sellist reeglit kohe jargida ei saa — naiteks ei saaks
me iga kuupdevaga vastavusse seada ainult Uhte inimest, kellel sel kuupaeval sin-
nipaev on, sest samal kuupaeval on ju sUnnipdev vaga mitmel erineval inimesel.
Sel juhul ei ole lahti midagi hullu, aga funktsioon matemaatilise kirjeldusena siia
lihtsalt kohe ei sobi. Hiljem naeme, et pisut kavaldades v6ime ka selles olukorras
funktsioone kasutada.
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FUNKTSIOON KUI MASIN )

Funktsioonist saab moelda vaga mitut moodi. Kirjeldasime juba, kuidas funktsiooni
naha teatud kindlat tOUpi nimekirjana. Voibolla lihtsamgi veel on ette kujutada, et
funktsioon on teatud tGipi masin, mis haarab endasse Ukshaaval erinevaid objekte,
teeb nendega abrakadabra ning seejarel valjastab nad jallegi Ukshaaval, monikord
hoopis tundmatul kujul.
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Tore naide elulisest funktsioonist on diglaselt tiksuv taksomeeter. Kui alustamis-
tasu on 2,5 eurot ja iga kilomeeter maksab 0,5 eurot, siis taksomeeter on masin,
mis korrutab kulunud kilomeetrite arvu 0,5-ga ning liidab parast 2,5 eurot juurde.

Matemaatikakesksem funktsioon on naiteks ruutfunktsioon: sisestate masinasse
Uhe arvu, seal korrutatakse see arv hookuspookuse abil iseendaga ja valjastatakse
tulemus. Sellele masinale vdiks peale kirjutada , ruutfunktsioon”, et ta teiste masi-
natega segamini ei laheks.
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Moni geomeetriline masin voiks nditeks votta sisendiks kolmnurki ning valjastada
nende pindala vo6i Umbermoodu. Masinale, mis votab sisendina kolmemdoatmelisi
kujundeid, litsub neid suure vasaraga tasandile kokku ning valjastab algse kujundi
kahemodotmelise kujutise, vdime anda uhke nime ,projektsioon”. See on masin,
mis naiteks teeb maakaarte, surudes meie kena Umara maakera kahemootmeli-
sele paberile.

RANGE DEFINITSIOON JA MOISTED

Analoogia funktsiooni ja masina vahel on hea ja intuitiivne, kuid matemaatika tar-
vis on vaja mote ka tapsesse vormi seada.

Selle jaoks on meil tarvis lihtsalt tapsustada, milliseid objekte meie masin sisendina
votta saab ning milliseid ta valjastab. Kui nGid meenub, et Gldine objektide kogum
matemaatikas on hulk, voibki anda funktsiooni range definitsiooni.

Funktsioon hulgast A hulka B on eeskiri, millega hulga A iga elemendiga seatakse
vastavusse tdpselt Uks hulga B element.

Tihti tahistatakse funktsioone naiteks tdhega f.

Naiteks arvu ruutu votmine on funktsioon, sest ta seab igale reaalarvude hulga
elemendiga r vastavusse Uhe teise reaalarvude hulga elemendi 2 Matemaatiliselt
kirjutaksime f(r) = r2.



MAARAMISPIIRKOND JA MUUTUMISPIIRKOND

Hulka A nimetatakse ka maaramispiirkonnaks, ehk siis funktsioon on maaratud
koikide hulga A elementide jaoks. Ta koondab endasse kdikvoimalikud masina
sisendobjektid.

Meie definitsioonis ei pea iga hulga B element olema tegelikult masina valjund-
objektiks — hulk B moodustab potentsiaalsete vdljundobjektide hulga. Naiteks
arvuruudud on ju alati mittenegatiivsed, kuid meie definitsioonis taitis ka hulga
B rolli reaalarvude hulk. Tihti on lihtsalt raske otsustada, mida tapselt masin ikka
vdljastada otsustab, isegi kui teame, mis tUlpi need objektid umbkaudu on. Nai-
teks kui meie funktsioon seab iga maailma majaga vastavusse tema aastase sooja-
kuly, siis on koik vastused kindlasti mittenegatiivsed reaalarvud, aga raske on ette
oelda, milliseid arvvaartusi me tulemustena naha saame.

Siiski suudame vahel tapselt kindlaks maarata kdikvéimalikud objektid, mida masin
tdepoolest valjastada oskab. Sellist hulga B alamhulka nimetatakse muutumispiir-
konnaks.

MAARAMISPIRKOND MUUTUMiSPiiRKOND

POTENTSIAALSETE
VALIUNDITE HULK

Naiteks kolmnurga pindala funktsiooni maaramispiirkonna moodustavad koikvoi-
malikud kolmnurgad ja muutumispiirkonna positiivsed reaalarvud.

Sissejuhatuses toodud sinnipdevade funktsiooni maaramispiirkonnaks olid koik
sobrad ning muutumispiirkonnaks koikvoimalikud kuupdevad.

Samuti mainisime sissejuhatuses, et kuupdevadega inimesi vastavusse seades me
funktsiooni ei saaks. See on tdsi, aga seda ainult eeldusel, et tahame oma muutu-
mispiirkonnaks just inimeste hulka — sel juhul tdesti pole funktsioon hasti definee-
ritud, samal kuupaeval on sunnipdev vaga paljudel.
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Samas aga, kui meil on tdesti suur kihk funktsiooni kirjeldusena kasutada, siis voik-
sime iga kuupdevaga vastavusse seada hoopis koik inimesed, kellel on sel paeval
sUnnipdev. Teisisonu muudaksime funktsiooni muutumispiirkonda: enam ei oleks
muutumispiirkonna elementideks inimesed, vaid hoopis kdikvoimalikud inimeste
alamhulgad. Nii saaksime igati toreda funktsiooni ning sida voib rahul olla.

See kehtib ka Uldisemalt: tihti voime muutumispiirkonda laiendades saada mitte-
funktsioonist igati viisaka funktsiooni.

FUNKTSIOONIDE OMADUSI

Nii nagu on eri tUUpi, hoopis isesuguste omadustega masinaid, nii on ka erinevate
omadustega funktsioone. Kokku on funktsioone vdga palju ning nende koigiga ei
saa Uhtmoodi ringi kdia. Teatud omaduste pohjal dnnestub funktsioone aga natu-
kene liigitada ja klassidesse seada — nii nagu naiteks soo voi vanuse pdhjal liigita-
takse ka inimesi, et teada, mida neile reklaamida tasuks voi milliseid riideid neile
mUua sobiks. Ei maksa ehmuda, kui monikord on eri tiUpi funktsioonidele antud
paris keerulised nimed.

UKSUHENE VASTAVUS JA POORDFUNKTSIOON

Naiteks osutuvad oluliseks funktsioonid, mis seavad iga maaramispiirkonna objek-
tiga vastavusse tapselt Uhe muutumispiirkonna objekti. Selliseid funktsioone kut-
sutakse ka Uksuhesteks vastavusteks.

A B




Toredaks teeb need funktsioonid asjaolu, et sel juhul véime funktsiooni ka Umber
pOdrata ja muutumispiirkonna iga objektiga vastavusse seada ka tapselt Uhe maa-
ramispiirkonna objekti.

A B

Selline vastupidine vastavusse seadmine kannabki poérdfunktsiooni nime. Voime
moelda, et sumboolselt tahendab see jargmist:

pij('jrdfunktsioon(funktsioon(Véiéirtus)) = vaartus.

Lihtne naide on funktsioon, f(r) = 2r mis korrutab iga reaalarvu kahega. Tema
poordfunktsioon peab iga reaalarvu kahega jagama.

Naiteks sobiks ka meie taksomeetri funktsioon, sest juhul, kui ajatasu juures pole,
saame makstud summa jargi tapselt arvutada ka labitud kilomeetrite arvu. Peab
muidugi olema hoolikas, et see makstud summa oleks alustustasust suurem ehk
asuks taksomeetri funktsiooni muutumispiirkonnas.

Suur osa funktsioone siiski Uksihesed vastavused pole. Naiteks funktsioon, mis
annab inimese sisestamisel valja tema sUnnipdeva, ei ole Uksihene vastavus, sest
samal kuupdeval on paljudel inimestel sGnnipdev. Enamasti ongi Uksihesuste
takistuseks see, et nad seavad maaramispiirkonna eri objektidega vastavusse muu-
tumispiirkonna Uhe ja sama objekti.

Nii ei ole ruutfunktsioon UksUhene vastavus, kuna ta seab sama arvu vastavusse
nii pluss kui ka miinus Ghega. Samuti ei ole Uksihene vastavus kolmnurga pindala,
kuna mitmel erineval kolmnurgal voib ju olla tapselt sama pindala.

Poordfunktsioone saame siiski tihti defineerida, kui kitsendame oma vahemikku
vOi teisisdnu teeme mdned valikud.

Naiteks voiksime ruutfunktsiooni poordfunktsiooni defineerida nii, et valime alati
positiivse ruutjuure. Sel juhul vaataksime ruutfunktsiooni justkui ainult positiivse-
tel reaalarvudel defineeritult. Tema poordfunktsiooni leidmiseks peaksime just-
kui x- ja y-telje rollid dra vahetama. NUUd jookseb funktsiooni argument modda
y-telge ning funktsiooni vaartus méoda x-telje posiitivset osa.
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Kaval viis sellest motlemiseks on jargmine: poordfunktsiooni leiame tapselt siis, kui
peegeldame graafikut sirgest x = y:
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Poordfunktsioone kohtame pikemalt nditeks trigonomeetriliste funktsioonide juu-
res, kus just seesama UksUhesuse mure valja tuleb [lk 205].

( FUNKTSIOONIDE ESITAMISE VIISE

Funktsioonide esitamiseks on vaga palju erinevaid viise ning olenevalt olukorrast
on mugavam kasutada Uhte voi teist voi kolmandat, ménikord mitut korraga.

Tabeli voi nimekirjana

Uks lihtsamaid véimalusi on funktsioone esitada nimekirja vi tabelina: anname
lihtsalt igale sisendile vastava valjundi. See on Usna kompaktne viis, kui funktsiooni
madramispiirkond on tilluke ja samas pole vaartustel suurt struktuuri. Naitena
sobib sissejuhatuses toodud joonis voi nditeks ka sagedustabel, kuhu kirjutame,
kui mitu paeva selle aasta ilusas juunis olid paikselised, vihmased voi vahepealsed.

lIm Paevade arv
Vihmane 6
Paikseline 22
Vahepealne 2
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Valemina
Teine levinud viis on funktsiooni esitamine valemina. Naiteks on seelabi defineeri-
tud enamik reaalarvulisi funktsioone. Lihtne naide on ruutfunktsioon: f (x) = x2.

Algoritmina

Funktsioone voib esitada ka algoritmiliselt ning eriti osutub see oluliseks just
asja-ajamisel arvutitega. Jargmisel lehel nditame, kuidas algoritmina kirja panna
faktoriaal ehk esimese n arvu korrutis [k 382].
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Sonaliselt

Vahel on kdige lihtsam funktsioone esitada hoopis verbaalselt. Naiteks voiksime
votta funktsiooni, mis seab iga kolmnurgaga vastavusse tema pindala, voi funkt-
siooni, mis seab iga inimesega vastavusse tema pikkuse.

Graafiliselt

Tihti on kasulik funktsioone esitada graafiliselt. Eelkdige on see seotud reaalarvu-
liste funktsioonidega, mille m&aramis- ning muutumispiirkond on reaalarvud.

Sageli voib reaalarvuliste funktsioonide uurimise taandadagi graafiku uurimisele.
Ja kuigi malli ja joonlauaga tapseid vastuseid ei sag, siis geomeetrilistest argumen-
tidest ja intuitsioonist on véimalik paris palju kasu I6igata.

Selles raamatus ndeme, kuidas geomeetriliselt on voimalik leida ruutvorrandi
lahendivalem [Ik 275] voi meelde jatta trigonomeetrilisi teisendusi [lk 242] voi hoo-
pis lahendada lineaarvorrandisisteeme [lk 187]. Ka sellistel keerulistel operatsioo-
nidel nagu tuletise ja integraali vétmine on olemas ilusad geomeetrilised tolgendu-
sed [k 326].

Siinkohal toome niiteks funktsioonide f(x) = x* — 2x + 1ning f(x) = x graafi-
kud ja ndeme, et nad I6ikuvad tapselt kahes reaalarvulises punktis. Proovige seda
algebraliselt ndidata!

A
8..
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Mitmest sisendist olenevaid funktsioone on juba keerulisem graafiliselt kujutada.
Osas 7 kasutame aga nditeks joonist, mis naitab, kuidas hoo pealt veepommi viska-
misel s6ltub optimaalne viskenurk korraga viske- ja hookiirusest [Ik 338].

FUNKTSIOON ARVUTIMAAILMAS

Programmeerijatele on funktsioonid igapdevased todriistad. Arvutiprogrammid
ongi tegelikult erinevate vaikeste funktsioonide kogumid, mis teevad tapselt maa-
ratud sisenditega tapselt maaratud protseduure.

Kdige lihtsamad funktsioonid on vahest tabelarvutuse programmides, millest
kuulsaim on Microsoft Excel. Seal véib monda kasti kirjutada ,=A1+B1", mis Utleb
arvutile, et selle kasti vaartuseks ndidatakse kastide A1 ja B1 summat. Tegemist on
funktsiooniga, mille sisendiks on kaks arvu ja valjundiks Uks.

Toome ka Uhe naite funktsioonist, mis arvutab faktoriaali n! [lk 382]. Tuletame
meelde, et faktoriaal on lihtsalt jargnev korrutis n! =n-(n—1) - ...- 1. Arvuti
voiks seda programmeerimiskeele Python abil leidma panna umbes nii:

def factorial(n):

f =1

while (n > 0):
f=f *n
n=n-1

return f

Jooksutades seda funktsiooni kdsuga factorial (5), saaksime vastuseks jarg-
mise tulemuse: 120.

Arvutite keelest arusaamiseks ning neile kaskluste jagamiseks peab teadma-
tundma sealset sdnavara.

Antud juhul defineerime, mida teeb funktsioon nimega factorial ning seejarel
anname talle kdsu jooksutada seda funktsiooni sisendiga 5. Ideeliselt peaks see
funktsioon seejarel siis lihtsalt korrutama kokku arvud 5, 4, 3, 2, 1.

Selle funktsiooni kirjapanek on jargmine.



Funktsiooni esimesel real antakse muutujale f vaartus 1. Siia hakkamegi salves-
tama faktoriaali vaartust. Jargmise kdsuga palume arvutil jooksutada jargmist
kahte rida nii kaua, kuni muutuja n vaartus on suurem 0-st.

Esmalt korrutatakse f Iabi muutuja n vaartusega.
Teisalt vdhendatakse muutuja n vaartust Uhe vorra.

See tdhendab, et korrutame f-i labi alguses n enda vaartusega, siis n — 1-ga, siis
n — 2-ga tapselt nii kaua, kuni oleme Iabi korrutanud ka Uhega — vaiksemaks me
muutujal n tdnu kolmandale koodireale enam minna ei lase.

Lopuks Utleb viimane rida lihtsalt, et funktsioon peaks leitud vaartuse kisijale ka
valjastama.

Nii mdnigi kord tulevad programmeerimiskeeltes esile ka funktsioonid, mis ei
annagi valjundit, vaid lihtsalt teevad moned kerged muudatused. Neist oleks voib-
olla segaduse valtimiseks siis lihtsam moelda kui ,protseduuridest".
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Jumal l6i naturaalarvud,
ulejddnu on inimese kdtetdo.

Leopold Kronecker
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ARVUHULGAD

NATURAALARVUD

Naturaalarvud on arvud, millega loendame &htul lambaid: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... Neid
koiki korraga ehk nende hulka tahistatakse N-iga.

Naturaalarvud on ilmselt kdige loomulikumad matemaatilised objektid, lihtsad,
aga tahtsad. Kuna nad tulevad esile kohe, kui loendama hakkame, ei saa nendest
maailma kirjeldamisel Gle ega Umber.

Oma loomulikkuse tottu on nad ka matemaatikas Uheks keskseks objektiks ja
nende uurimine pole veel sugugi paris I6ppenud!

NATURAALARVUDE MATEMAATILINE KIRJELDAMINE

Naturaalarvud voib Ules ehitada Ghe arvu —arvu 1 —ning Ghe tehte —arvu 1 liitmise
baasil. Iga naturaalarvu voime leida, kui Ghte piisava arvu kordi iseendaga kokku
lidame. Arvu 10 saamiseks peame naiteks arvule 1 veel 9 arvu 1 juurde liitma.

12
e
G4+ 444 4444 445 4444

Nii leidub igast naturaalarvust veel Ghe vorra suurem naturaalarv. Naiteks isegi kui
meil on juba 1000 s6pra, voiksime leida veel Ghe sobraliku selli Tiibeti magedest
ning meil olekski juba 1001 sopra —ka teda peame oskama arvestada!

Seega koige suuremat naturaalarvu ei leidugi. See arusaam voib alguses tunduda
natuke Ullatav, aga teiselt poolt: kas on mingi pohjus, miks peaks leiduma koige
suurem arv? Nii kohtame ka esimest korda |6pmatust — naturaalarve peab kokku
olema I6pmatult palju.



Naturaalarve voib kirjeldada ja defineerida ka mitmel muul moel. Naiteks voite hul-
kade peatUkist lugeda, kuidas naturaalarve kirjeldada ainuiksi hulkade abil [Ik 61].

Tasub ilmselt veel dra markida, et monikord loetakse ka 0 naturaalarvude hulka,
tahistamaks olukorda, kus veel midagi loendatud pole. See on aga rohkem maitse
kisimus, nii et lugeja voib tdiesti vabalt ise otsustada, kas 0 on naturaalarv voi pole.
Meie positsioon on aga selge: alustasime ju raamatus esinevate osade loendamist
just nullist.

NATURAALARVUDE TAHISTAMINE

Naturaalarvud on vaga loomulikud, nad on erinevates kultuuriruumides séltuma-
tult kasutusele voetud ja valja on arenenud erinevad tahistused. Jargnevalt tutvus-
tame nendest ka monda levinumat.

Kiimnendsiisteem
Meile on kombeks naturaalarve tahistada kimne numbri abil 0,1, 2, 3,4, 5, 6, 7,
8jao.

Kuna kasutame tapselt kimmet erinevat simbolit, siis sellist tahistust nimetatak-
segi kimnendsisteemiks. KimnendsiUsteemis ehitame koik arvud Gles Ghelistest,
kimnelistest, sajalistest (kimme korda kimme), tuhandelistest (kimme korda
kimme korda kimme) ja nii edasi — kimnete meri.

Naiteks arv 128 tahendab lahtikirjutatult 1-10- 10+ 2-10 + 8
ningarv9301tdhendab9-10-10-10+3-10-10+0-10 + 1.

ARVUHULGAD
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Arvu astme peatukis [k 110] ndeme, et voime Uhelised, kimnelised, sajalised ja
nii edasi koik kirjutada arvu kimme astmete abil — lisame 10 Ulemisse paremasse
nurka tema astendaja, mis Utleb, mitu korda arvu 10 kokku korrutame:

1=10° 10 = 10%, 100 = 102, 1000 = 103, 10000 = 10*....
Nii vdime arvu 9301 kirjutada veelgi kompaktsemalt:
9-10°+3-102+0-10+ 1.

Kahendsiisteem

Arvutitekogus toimub arvutamine aga kahendsusteemis — kdik arvud kirjutatakse
kahe numbri 0 ja 1 abil ja arve loendatakse mitte kimneliste, vaid kaheliste kaupa.
Naiteks arvu 3 kuju kahendsusteemis on 11, kuna3 =1-2+ 1, arv 5 on kujus
101 kuna5=1-2-2+0-2+ 1ningarv8on kujus 1000, kuna8 =1-2-2-2.
Sarnaselt kimnendsisteemiga voime seega iga naturaalarvu kirjutada Gldkujus
arvu 2 astmete abil.

Enne juba kasitletud arvu 9301 véime seega kahendsUsteemis kirja panna pisut
pikemalt:

9301 = 213 + 210 4 26 4 2% 4 22 4 2°.
Teisisonu on kahendsisteemis arvu 9301 kujuks 10010001010101.

Kindlasti tuleks kisida: miks ikkagi arvutites koik kahendsisteemis toimub?
Pohjus on vdga proosaline — kahendsisteemis on meil vahim erinevaid simboleid,
mida kuidagi masinavargis tahistama peaks. Kdige lihtsam ongi arvutit Ules ehi-
tada ,lulititest”, millel on tapselt kaks olekut — kas sees voi valjas. Need vastavad
siis vadrtustele 1 ja 0. Nii on kahendsusteemis lintsam arve salvestada ja lihtsam ka
tehteid teha. Moelge ise, on ju endalgi kahte Ghte ja nulli omavahel lihtsam kokku
liita kui nditeks seitset ja viit.

Ainus raskus vorreldes kimnendsisteemiga on arvude lugemine — arvud ldhevad
kiiresti maru pikaks. Meil igapdevaelus oleks see probleem, aga arvuti voib ju ekraa-
nile meie jaoks midagi mugavamat kuvada.

Rooma numbrid

Roomlased vedasid aga naturaalarvude tahistamiseks hoopis kummalisi kriipse:
naiteks meie Uhte tahistati kriipsuga |, meie 12 kriipsudega XlI ja meie 49 kriipsu-
dega L.



Proovige leida reegleid Rooma numbrite liitmiseks voi veel hullem, korrutamiseks.

Naiteks liidaksid roomlased arve 69 ja 145 kokku jargnevalt.
LXIX + CXLV
1. Tuleb asendada koik ,lahutavad liikmed":
LXVIHI + CXXXXV
2. Kokku panna:
LXVIHICXXXXV
3. Sorteerida:
CLXXXXXVVIIII
4. Kombineerida gruppidesse:
CCXim
5. Asendada lahutavad liikmed tagasi:

CCXIv
1 60 LX
2 90 XC
K) 100 C
4 500 D
5 1000 M

A4 67 = MMMCDLXVII

Veendute ilmselt Usna kiiresti, et sellise arvusisteemiga on peaaegu vdimatu arit-
meetikat teha. Ning tdepoolest, roomlased oma matemaatilistelt teadmistelt voi
tegudelt ajaloos just silma ei paista.

Teisendamine

Oletame, et teie mitte eriti hea sober on otsustanud poikpaiselt kasutada kahend-
sUsteemi ja vdidab teile, et olete talle volgu tapselt 101010 eurot. Loetuna kim-
nendsisteemis oleks see paris markimisvdadrne summa, nii et ilmselt tasub Uritada
arv kahendsisteemist kimnendsisteemi Ule viia. Kuidas seda teha?

81

(o]
<
(U
|
2
I
>
>
o
<




o
<C
(L)
|
=)
I
=)
>
o
<<

82

Koik on tegelikult juba eelnevalt vélja toodud. Kirjutame koigepealt valja, mida
101010 kahendsisteemis tdhendab: 101010 = 25 + 23 + 2. Edasi kirjutame liht-
salt kéik toodud kahe astmed kimnendesitluses: 2° = 32,23 = 8,2 = 2. Lpetu-
seks peame saadud arvud (niidd kimnendesitluses) oma tavaliste liitmisnippidega
kokku liitma: saame vastuseks 42.

TAISARVUD

Naturaalarvud on juba vaga toredad, aga nendega tuleb esile ka moningaid prob-
leeme.

Naturaalarve saame omavahel liita ja summaks on alati naturaalarv: naiteks
3+ 4 =7v6i2+ 10 = 12. Liitmisest voib siin vdga vabalt moelda lihtsalt loenda-
mise raames: keegi annab teie kolmele dunale neli lisaks voi naiteks lisaks teile ja
kassapidajale siseneb dkiliselt poodi veel 10 tantsulist.

Tore oleks, kui saaksime ka kuidagi kirjeldada olukorda, kus neli duna jalle tagasi
kUsitakse voi kus 10 tantsulist jalle poest vélja kepslevad. Utlete kohe, et selleks on
muidugi lahutamine: 7 — 4 = 3v6i12 — 10 = 2.

Tekib aga probleem: kui mul on ainult 3 duna, ei saa mult nelja duna ara votta ja
kui poes on ainult 2 inimest, ei saa sealt 10 dra minna. Seega osasid arve justkui ei
saakski omavahel lahutada.

Veider! Mis on need arvud, mis voiksid tahistada midagi, mis on vahem kui mitte
midagi?



Ja kuigi pakuti juba varakult vélja, et tegelikult voiksid eksisteerida ka arvud 3 — 4
ning 2 — 10, ei tahetud nendega pikka aega leppida. Neid peeti ebaloomulikeks.
Mida peaks tdhendama see —1, mida mdni pakkus 3 — 4 vastuseks, voi -8, mida
pakuti 2 — 10 vastuseks? Kui miski eksisteerib, on teda ju vahemalt Uks? Kuidas
saab olemas olla mitte millestki veel vaiksem kogus?

Tanapdeval kahjuks teab moni seda liigagi hasti, mida negatiivsed arvud tahistada
voivad — nditeks volga! Katsetage internetis oma pangakontoga, ta voib kergesti
sattuda ka miinusesse, kui raha liiga agarasti kulutada. Arvust —1 voibki naiteks
moelda kui dunavolast vanemale vennale...
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Sellega, et negatiivsed arvud on taiesti moistlikud ja isegi loomulikud, lepiti aga
alles 19. sajandil. Enne seda kutsuti neid kill absurdseteks, kill rapasteks ja tihti
keelduti nendega igasugusest labikaimisest. Tegelikult on ju negatiivsete arvudega
siiski toredam ja ilusamgi — nende abil ei jaa arvsirge poolikuks, vaid on kenasti
alguse ja loputa.

Arvude liitmisest ja lahutamisest voimegi moelda kui arvsirgel paremale voi vase-
male poole liikumisest — liites neli, liigume neli ssmmu paremale; lahutades seitse,
seitse sammu vasemale. Kdiki tdisarve voime omavahel liita ja lahutada ning alati
jalle vastuseks taisarvu saada.

Taisarvude hulka tahistatakse Z-iga.

RATSIONAALARVUD )

Ometigi ei paku ka taisarvud veeltaitrahulolu! Toepoolest, lihtne on vordselt jagada
kuus 6una kolme sobra vahel — annad kdigile kaks. Ent kuidas vordselt jagada Uht
suurt arbuusi kolme sébra vahel?
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Meil on muidugi vastus olemas, igale sdbrale tuleb anda kolmandik arbuusist. Prob-
leem on aga, et kolmandik ei ole taisarv — peame jagamise jaoks arve veel mangu
juurde tooma. Piisab sellest, kui vétame appi koik arvud, mis saame tdisarvude
jagamisel nullist erinevate taisarvudega.

Selliseid arve nimetatakse ratsionaalarvudeks — nad on kujus 3, kus p ja q on tais-

arvud. Ratsionaalarvud on naiteks 2,21 231 aga ka kdik tdisarvud, sest naiteks
2 37 2 100

2 =2
1

Murrujoone peal olevat arvu nimetatakse murru lugejaks ja murrujoone all asuvat
arvu murru nimetajaks. Ratsionaalarvude hulka tahistatakse tdhega Q.

Hakates arvjoonele usinalt ratsionaalarve kirja panema, markame, et neid on vaga
palju ja nad asuvad arvteljel Utlemata tihedalt. Tegelikult asub iga kahe ratsio-
naalarvu vahel alati veel Uks ratsionaalarv: nditeks arvude —2 ja —1 vahel asub arv
—1,7, arvude 2 ja 2,4 vahel 2,31. Uldisemalt, iga kahe suvalise ratsionaalarvu a ja b

vahel asub ju nende aritmeetiline keskmine %_



TAANDATUD MURRUD JA TEHTED

Utlesime, et koik ratsionaalarvud saame, kui jagame taisarve nullist erinevate
taisarvudega. Nii saame tegelikult liiga palju arve — paljud neist on omavahel vord-
sed. See on kill vaga lihtne, aga oluline tahelepanek.

Toepoolest, kuna kahe arbuusi jagamisel kuueks vordseks tUkiks on tikid sama
suured kui Ghe arbuusi jagamisel kolmeks vordseks osaks, ei ole mitte koik tais-
arvude omavahelisel jagamisel saadud arvud erinevad, néiteks% = %

I

Kuna mitmed murrud on omavahel vordsed, oleks tore leida neile kdigile Uks parim
esindaja. Selleks on murru taandatud esitus. Murru taandatud esituse saamiseks

jagame murru nimetajaja Iugeja koikide nende Ghiste teguritega |abi: nii ongi nai-
teks ratsionaalarvude = —Ja = k0|k|de Uhiseks taandatud kUJUkS =
Ratsionaalarvudegaon veeIg| ohutum ja sujuvamringikaia kui talsarvudega. Nimelt

voime koiki ratsionaalarve omavahel lisaks liitmisele-lahutamisele ka korrutada ja
jagada (siiski mitte nulliga!) ning saame alati jallegi tulemuseks ratsionaalarvu.

KUMNENDESITUS

Ratsionaalarvudel leidub ka esitus kimnendsisteemis, kasutusele tuleb lihtsalt
votta komakohad.

Naiteks % = 0,5, %3 = 1,625 ning % = 0, (3), kus sulgudes olev kolm tahistab, et
number 3 jaab I6pmatult korduma.

Selgub, et iga ratsionaalarvu saabki esitada kiUmnendsisteemis kas 16pliku arvu
komakohtadega nagu - =0, 125v0| I6dpmatult korduma jaavate komakohtadega:

naiteks %— 0, (142857) jag= = 0,08(3). Teisel juhul esile tulevaid kimnend-
esitusi nimetatakse perloodlllsteks.
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Jargnevalt selgitame natuke lahemalt, miks ratsionaalarvud on just nimelt kas 16p-
liku voi perioodilise kimnendesitusega. Naitame esmalt, et iga 16pliku voi perioo-
dilise kimnendesitusega arv on ratsionaalarv:

Oletame, et meil on 16pliku kimnendesitusega arv.

Sel juhul voime arvu korduvalt 10-ga korrutades komakohtadest lahti saada. Nai-
teks kui arvul on kaks komakohta nagu arvul 0,25, peame seda tdisarvu saamiseks
korrutama 10-ga tapselt kaks korda — konkreetsel juhul on saadavaks taisarvuks
25. Ja edasi vdime juba lihtsalt avaldada arvu 0,25 kahe tdisarvu jagatisena, kui
jagame vorrandi molemad pooled 100-ga labi.

-100 = -25 _1
0,25-100 =25  0,25= {55 =1

Oletame, et meie arv on perioodiline kimnendesitus.

NUUd voime korduvalt kimnega korrutades komakohta liigutada nii palju, et
parast koma jadks alles ainult perioodiline osa. Kui naiteks periood algab Uks koht
parast koma, peame korrutama kimnega. Naiteks arvu 0,8(32) korral saame arvu
8, (32).

Edasi voime aga jatkata kimnega korrutamist nii kaua, kuni algab perioodilise osa
teine tsukkel. Kui perioodi pikkus on kaks, peame juba saadud arvu veel 100-ga
korrutama. Konkreetsel juhul saaksime siis arvu 832, (32).

Lahutades niud teisest arvust esimese, jaab alles tdisarv — perioodiline osa parast
komakohta taandub ju tapselt vélja. Edasi saame juba lihtsalt avaldada arvu
0,8(32) ratsionaalarvuna.

0,8(32) - 10° = 832 (%2)
— 08(%2)-10 = 8,%2)

(10-10)-0,8(32) = 824
824

Miks vastupidi igal ratsionaalarvul peaks just kirjeldatud kimnendesitus leiduma,
on juba pisut kavalam ja jadb siinkohal tdestamata.

Oluline on ka dra markida, et kimnendesitus ei ole alati Ghene. Naiteks matemaa-
tilise vorduse peatikis [k 52] nditame, et1 = 0, (9).



IRRATSIONAALARVUD JA REAALARVUD

Ratsionaalarvudega saame loendada, liita ja lahutada, korrutada ning jagada. Tun-
dub, et seda on juba paris palju. Ullatuslikult véime aga endiselt vélja tulla geo-
meetrilise konstruktsiooniga, mille kirjeldamiseks ratsionaalarvudest ei piisa.

UHIKRUUDU DIAGONAALI PIKKUS EI OLE RATSIONAALARV!

Joonistame ilusa Uhikruudu ja leiame selle Ghikruudu diagonaali pikkuse.

1

[ o

Tahistades seda diagonaali d-ga, teame nditeks Pythagorase teoreemist, et
d? = 2. Loomulik kilsimus on: kas d on ikka ratsionaalarv?

Oletame, et d on toesti ratsionaalarv: sel juhul voime d kirjutada taandatud kujus s,
kus p ja g on tdisarvud ning neil ei ole hiseid tegureid. Saame, et p? = 2q2.

Aga nliud on ju vérdusmargist paremal pool paarisarv, seega peab ka vasemal
olema paarisarv. Kuip?on paarisary, siis ei saa p paaritu olla, sest paaritu arv ruudus
annab paaritu arvu. Jarelikult ka p on paarisarv ja voime p kirjutada kujul p = 2a.

Seega vdime p? kirjutada kui (2a)? = 4a® Asendades selle esialgsesse valemisse
saame 4a? = 2q*. Jagades kahega l3bi, jaab alles 2a? = g2

NUUd on aga vasem pool paaris ning seega peab ka g jaguma kahega. See on aga
vastuolus meie eeldusega, et 5 oli taandatud murd. Seega ei saa d kuidagi olla rat-
sionaalarv, sest muidu jouame loogilise vastuoluni. Seega on ta hoopis niinimeta-
tud irratsionaalarv!

IRRATSIONAALARVUD

Oh seda hada, kui Antiik-Kreekas sellele riukale jalile saadi. Nende jaoks olid pro-
portsioonid ehk taisarvude suhted looduse Gheks aluseks ning nii ei tahtnud nad
sugugi leppida sellega, et leidub geomeetrilisi objekte, mille pikkust ei 6nnestugi
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proportsioonide ehk tdisarvude suhete abil kirjeldada. Radgitakse, et moni mate-
maatik pidi selle avastuse tottu lausa elust ilma jddma. Siiski jdddi matemaatikale
truuks jatanaseks ei nahta sellistes irratsionaalarvudes enam suurt ohtu ei tervisele
ega Uhiskonnale. Tegelikult lepiti nendega hoopis enne kui negatiivsete arvudega
- nad tundusid kill kummalised, aga neile oli ometi voimalik looduses ja geomeet-
rilises ettekujutuses vastet leida.

Irratsionaalarvudeks nimetataksegi koiki arve arvteljel, millel ei ole esitust kujus S.
Paljud neist on esitatavad tais- voi ratsionaalarvude juurtena [lk 111], nditeks
d = /2 ja ka {/7 on irratsionaalarvud. Irratsionaalarvudeks on aga veel naiteks i
ja e. Nende faktide toestamine on aga pdris keeruline ja senini on néiteks tead-
mata, kas 7€ on ratsionaalarv voi irratsionaalarv.

Ka irratsionaalarvudel leidub kimnendsisteemis esitus. Ainus mure on, et neid ei
saa selles kujus kunagi tapselt esitada — irratsionaalarvude kimnendesitus on 16p-
matult pikk. Naiteks arvu  esimesed 20 kohta on 3,14159265358979323846..,,
aga edasi tulevad jalle tdiesti ennustamatud numbrid ning veelgi hullem — neid
tuleb I6pmatult palju.

Pannes arvteljele kirja kdik ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud, saame 16puks
kokku terve arvtelje — Ukski punkt ei jaa puudu ega vahele. Koik arvtelje arvud
kokku moodustavad reaalarvude hulga, mida tahistatakse arvuga R.

Kui ratsionaalarvud saime Ules ehitada taisarvudest, siis koikide irratsionaalarvude
tdpne matemaatiline konstrueerimine on juba veidi keerulisem. Voime kill irratsio-
naalarvudest moelda kui arvudest, mida saame kirjutada I[dpmatu ja mitteperioo-
dilise kimnendesituse abil, aga kuidas neid liita vdi korrutada? Qigupoolest jéudsid
matemaatikuid rahuldava range kirjelduseni alles 19. sajandil ning selle jaoks voib
kasutada piirvaartuseid [lk 319].

Praeguseks on aga tore irratsionaalarvude sissetoomisest moeldagi geomeetrili-
selt: irratsionaalarvud tdidavad ratsionaalarvudest arvteljele jaanud auke, nende
litmine tdhendab —nagu ratsionaalarvude liitminegi — lihtsalt arvtelje nihutamist.



Reaalarvudega saab koik igapaevatoimetused korda aetud... kui just ei taha igal
dhtul leida ruutvérrandile x2 = —1lahendit.

Toepoolest, Ukski reaalarvu ruut ei ole ju negatiivne. Naiteks 1-1 = 1 ning ka
(=1) - (—=1) = 1ehk meie ruutvorrandi lahendiks ei kdlba 1 ega ka—1. Lihtsam on
seda vahest naha isegi ruutfunktsiooni graafikult:

¢
9

Seega, kui tahame tdesti, et saaksime vélja kirjutada lahendit ka ruutvorrandile
x? = —1véi ruutvérrandile x2 + x + 1 = 0véi naiteks ka neljanda astme vérran-
dile x* + x? = —3, peame tingimata oma arvusisteemi veel kord laiendama ja
veel rohkem arve kasutusele votma.

Eelnevat voib Umber sonastada ka jargmiselt: ndgime, et reaalarvude abil saame
leida kdik arvud x nii, et x2 = a iga mittenegatiivse a jaoks. Kui niid tahame aga
lahti saada tingimusest ,mittenegatiivne", siis peamegi sisse tooma kompleks-
arvud.
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Kui lubada natukene maéttel lennata, siis voiksime digustatult vorrandi
x4 =-1

lahendiks pakkuda x = v —1. Toepoolest, kuna ruutjuure vétmine ning ruutu vot-
mine taandavad teineteise valja, vdime kirjutada

(\/—_1)2 =—1.

Seega, lubades ruutvdrrandi lahendiks ka uut leiutist v—1, oleme laiendanud
arvuststeemi. Ullataval kombel piisab sellest laiendusest mitte ainult peatiki algu-
ses toodud vorranditele, vaid tegelikult absoluutselt kdikidele polinoomvérrandi-
tele [lk 266] lahendite leidmiseks!

Irratsionaalarvude lisamisel toppisime reaaltelje kdik augud tais. Kuhu need komp-
leksarvud siis mahtuda voiksid?

Markame, et isegi kui tdmbame paberile Ghe aukudeta sirge, jddb paberile veel
ruumi kui palju — sirgest Ules ja alla jaab molemale poole tihjus. Kompleksarvud
taidavad kogu selle tihjuse, nad tdidavad arvudega terve paberilehe.

Nii on kompleksarvud mingis mottes kahemddtmelised arvud: voib delda, et neil
on reaalmodde ja imaginaar- ehk kompleksmodde, mille toob kaasa uus sissetoo-
dud arvv—1. Kohe selgitame!

Seda arvu nimetataksegi imaginaararvuks ja kuna teda on tuitu kogu aeg valja kir-
jutada, anname talle tdhiseks i. Nimi imaginaararv tuleneb just sellest, et i tundus
vahemalt esialgu eksisteerivat ainult matemaatikute endi ettekujutuses ja mitte
valises maailmas.

Meenutame, et arvu 1 voib pidada reaalmootme Ghikuks — seda kokku liites voi
suurendades-vahendades ligume modda horisontaaltelge. Sarnaselt on i komp-
leksmdotme Ghikuks, teda liites voi suurendades ligume modda vertikaaltelge.
Ta asub nullpunktist sama kaugel kui reaaltelje Ghik.



KOMPLEKSTELG KOMPLEKSARV

] 3i+3

2L {MAGINAARARV

> REAALTELG

4 1 2 K
-1

REAALARV

Nii on teised komplekstelje punktid antavad kujus 2i; 0,3i; 14i ja nii edasi.

K&ikvaimalikud kompleksarvud saame, kui vaatame arve kujus ¢ = a + bi, kus a
ja b on reaalarvud. Reaalarvu a kutsutakse kompleksarvu c reaalosaks ja b-d tema
imaginaarosaks.

Joonistame komplekstasandile naiteks punktid 3, 3i,3 + 3i, —2 + i.

! 3143

21
-2.+i_ | L
-2 A 4 2 -
-1
-2i
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Iga reaalarvu korral voime rddkida tema suurusest ehk absoluutvdartusest —
peame silmas talle vastava punkti kaugust arvtelje nullpunktist [Ik 120]. Sama-
moodi voime ka iga kompleksarvu korral radakida tema suurusest — talle kompleks-
tasandil vastava punkti kaugusest nullpunktist. Seda kaugust voib muidugi leida
Pythagorase teoreemi abil.

N
&H Si+3
2
li
-2 A T
-Ai

Nagu ennist radkisime, oli matemaatikutel ja kogu inimkonnal suuri raskusi nega-
tiivsete arvudega — alles paarsada aastat tagasi lepiti, et tegemist on ikkagi taiesti
moistlike ja loomulike arvudega, millega tegelemine ei ole sugugi jumalateotus.

Selles valguses on kompleksarvude maistlikkuse ja loomupdrasuse kahtlustamine
igati moistetav. Jargnev tabel, kus vordleme negatiivseid arve ja imaginaararve,
voiks siiski veenda, et ka kompleksarve pole motet karta.

KUsimusele, kas arv 4 + 5i eksisteerib, on muidugi raske vastata, kuid sama raske
on 6elda, kas arv 4 voi 5 eksisteerib. Siiski on kompleksarvud leidnud reaalarvude
korval tanapaevases maailma ja looduse kirjelduses oma kindla koha.



Negatiivsed arvud Imaginaararvud

Anda tahendus Arvule3 — 4? Arvule V=17

Véaga veider, sest... Kuidas saab midagiolla  Tavaliselt on arvuruut
vahem kui mitte midagi? positiivne

Moodustab osa Reaalarvudest Kompleksarvudest

Visuaalselt Punktike arvteljel Punktike nullpunkti
nullpunktist vasemal labival arvteljega

ristuval teljel

Peeti absurdseks 18. sajandini Tanapdevani

Lihtne korrutamise Arvuga-1: 1-1;1;-1;..  Arvwgai: 1;5-1;- 155 ..

naide ja visuaalne Arvupunkti peegelda- Arvupunkti p6oramine

tolgendus mine nullpunktist 90° komplekstasandil

~Suurus” Kaugus nullpunktist Kaugus nullpunktist

Tuleb esile Volad, vastassuunas Kvantmehhaanika,

likumine, kilmakraadid  signaalianalids

Selgub, et kompleksarvud on vdga toredad ja nendega saab teha koike, mida
reaalarvudega, ja veel rohkematki.

Liitmine ja lahutamine

Kompleksarve saab liita ja lahutada, tuleb lihtsalt liita ja lahutada eraldi reaal- ja
imaginaarosa: naiteks (1 —1i) + (2 + 2i) = 3 +i. Nagu reaalarvude liitmisest
voib moelda kui liikumisest Uhes voi teises suunas reaalteljel, voib ka kompleks-
arvude liitmisest moelda geomeetriliselt. Seekord liigume lihtsalt komplekstasan-
dil, vastava arvu samme reaaltelge médda, vastava arvu imaginaartelge modda.

A
.L/~3+l
A 1 2 3

-
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Korrutamine ja jagamine
Kompleksarve saab edukalt ka korrutada ja isegi jagada. Tulemuseks on endiselt

alati kompleksarv. Naiteks

A1+ - A+)=14+2i+i?=14+2i—1=2i
ning

2 _ 204D _20+D) _20+D)
- d-Da+n 1-i 2z 7t

Kompleksarvudega korrutamisel on ka ilus geomeetriline tolgendus — tasandil
podramine.

Naiteks oletame, et meile on antud kompleksarv 1 + 2i ning tahame leida uut
kompleksarvu, mis on selle arvu suhtes 45-kraadise nurga all vastupdeva.

N

N ofop T2

\ 1457

|
o
\
RN
g
N
A\,

b-i

Tuleb valja, et sellise kompleksarvu leidmiseks voime lihtsalt algset arvu korrutada
mistahes kompleksarvuga, mis on 45-kraadise nurga all reaaltelje suhtes: naiteks
arvugal +i.

A
k¥
21 A+2i
I .4+i
z@ —
-1 4 2 7
i



Seda koike ei pea muidugi joonise pdhjal uskuma. (Ei tohigi uskuda!) Onneks kinni-
tab aga algebra kenasti meie vaiteid. Toepoolest, korrutamise voime valja kirjutada
jargmiselt:

14+20@A+i)=1+i+2i+2i*>=-1+3i.
Ning nagu jooniselt ndeme, asub —1 + 3i tapselt 45-kraadise nurga all 1 + 2i

suhtes, kill toesti parasjagu nullpunktist kaugemal. See tuleneb lihtsalt sellest, et
korrutamisel ei piisa ainult nurkade liitmisest, vaid tuleb omavahel korrutada ka

kaugused.
—1+3i /\3E
o) A+2i
45 A+
1 T
t

Imaginaararvuga i korrutamisel on jarelikult tegemist ainult podrdega 90° — tema
kaugus nullist on ju tapselt 1 Ghik. Nii liigub arv 1 arvuga i korrutamisel tapselt
i-ks, arv1 + iagai-ga korrutamisel tapselt —1 + i-ks. See pakub ka arvuga —1 kor-
rutamisele uue tolgenduse: arvteljel oli arvuga —1 korrutamise tdlgenduseks pee-
geldus nullpunktist, nGid aga teades, et —1 = i, véime komplekstasandil arvuga
—1 korrutamisest moelda ka kui 180 kraadisest péordest.
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KUULSAD ARVUD: mJA e

Monel arvul on matemaatikas paris omamoodi roll. Esimese nditena tulevad pahe
naiteks arvud null ja Uks.

Null torkab silma, sest kditub korrutamisel ja liitmisel teistest erinevalt: korrutades
mistahes arvu nulliga, saame vastuseks nulli, ning liites mistahes arvule nulli, saame
sama arvu, mis enne. Samamoodi on Uks isemoodi, sest korrutades Gkskdik mis arvu
Uhega jaab see arv samaks ning Uhe kdik astmed on tema endaga vordsed.

Ajalooliselt on mainimist véaart arvuks kindlasti ka+/2, mis naitas, et ratsionaalarvu-
dest pole maailma kirjeldamiseks sugugi killalt [1k 87].

Miks mitte valja tuua ka imaginaararvu i, mille abil laiendasime reaalarve komp-

leksarvudele [Ik 89] voi iluideaaliks loetud kuldlbike arvu ¢ =15 [lk 135].

2
Kaesolevas peatikis rddgime aga pikemalt kahest teisest ponevast ja kuulsast
arvust, millest ei saa Ule ega Umber ka koolimatemaatikas. Tutvustame tegelasi:
Tjae.

T

Arv 1 seostub koigile meile ilmselt ringjoonega. Nii alustamegi arvuga m tutvumist
vaikese mdtisklusega ringjoonest.

KUIDAS MOELDA RINGJOONEST?

Ringjoon on ilus matemaatiline objekt, millele ei ole muidugi raske leida ka paris-
maailmas vastet. Nii nagu igapdevaelus kohtame ringikujulisi objekte vaga erine-
vates olukordades, saab ringjoonest ka matemaatiliselt mitut moodi méoelda.



Sirkli abil

Hulkade juures [Ik 60] mainisime juba Uhte viisi ringjoone kirjeldamiseks: ringjoont <
voib kirjeldada kui kdikide tasandipunktide (x; y) hulka, mis asuvad Ghest vélja vali- 5
tud punktist (ringi keskpunktist) vordsel kaugusel. See selgitab, miks saame ring- E
joont joonistada just nimelt sirkli abil. 2
[
X2+ 37‘= 7'(2 § é
"/ :
=)
VORDSEL ~
KAUGUSEL
PUNKTID

Koige immargusem

Eelnev ei ole siiski ilmselt esimene kirjeldus, mille peale mittematemaatik tuleks.
Eelkdige jaab ju ringjoone juures meelde tema Umarus ja sUmmeetria. Naiteks
ohku tostetud jalgratta ratast voib [6pmatult Umber tema telje podrata ja me mar-
kame ainult kodarate liilkumist — ratas ise oleks justkui paigal.

Tuleb vdlja, et ka sellest vaatlusest Iahtudes on véimalik ringjoon rangelt ja mate-
maatiliselt korrektselt defineerida: ringjoon on ainus kahemodtmeline suletud
joon, mida voime Ukskaik kui palju pdorata, ilma et tema kuju muudaksime. Mate-
maatilisemalt: ringjoon on kdige rohkemate (podrd)simmeetriatega kujund.

KSiGE
SUMMEETRILISEM

Pindala ja imbermoddu suhe

Kui lambakarjusel oleks vaja lammastele ehitada tara, nii et sama materjalihulga
ehk Umbermdddu korral saaks kasutada voimalikult suurt rohumaad ehk pindala,
siis saab ta jallegi taiesti ausa ringi.

]~

/ AN

MAKSIMAALNE PiNDALA
UMBERM3SDU KOHTA

//\

/
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Fiiiisikute kombel

FuUsikud seevastu Utleksid ilmselt, et ringjoon on ainus trajektoor tasandil, mida
modda lilkudes on alati kiirendus ja kiirus risti. Sel juhul muudab kiirendus ainult
kiiruse suunda ja mitte tema suurust. Tekib ilus Uhtlane ringliikumine.

Naiteks on enamik satellite Maa Umber ringliikumises. Tapselt ringikujulise orbiidi
tekitamiseks tuleb siiski kiirus hoolega valida. FUUsikud tulevad sellega hasti toime.
Naiteks komeedid seda aga ei oska ja tiirlevad Umber Paikese vdga valjaveninud
ellipsit méoda.

= KiiRUS

RGNDUS

Parameetrilise vorrandi kaudu

Ulikoolis matemaatikaga kokku puutudes vaib aga kohtuda veel hoopis uutmoodi
ringjoone definitsiooniga. Nimelt saab iga kdverjoont tasandil vaadelda kui Ghe
funktsiooni vaartuseid. Oigesti valitud funktsioon kirjeldab tépselt ringjoone kuju
ning funktsiooni argument tahistab siis intuitiivselt lihtsalt meie asupaika ringjoo-
nel. Ringjoone kirjeldamiseks peame kasutama funktsioone siinus ja koosinus, mil-
lest on juttu ka trigonomeetria peatikis [lk 230].

Ringjoone kdiki punkte (x; y) kirjeldava parameetrilise vorrandi saame, kui muu-
dame funktsiooni sisendit t nullist kuni 2r-ni ning arvutame x-i ja y-i jargnevalt:

x = sin(t)
y = cos(t).
N ¢
'f=’—2‘- 0;1)
'EK -t s (cost); sint))
4=0 troy %




Nonda saadud kirjeldust nimetatakse parameetriliseks vorrandiks.

Kaik Ulaltoodud viis ringjoone definitsiooni on matemaatiliselt vordvaarsed. Seega
pole vist sugugi liig 6elda, et ringjoon on Uks mitmekilgne ja ilus matemaatiline
objekt. Ringjoon loob seoseid matemaatikas ja on kesksel kohal kogu looduse kir-
jeldamisel. Ringliikumine oli ideaaliks juba vanadel kreeklastel ja selle valguses on
muidugi paris tore, et isegi liikluse planeerijad on otsustanud, et kdige ohutumad
ristmikud on just ringristmikud.

RINGJOON JA

Teame, et kui nditeks ruudu kilge kimme korda suurendada, suureneb sama palju
kordi ka tema Umbermodt. Teisisonu on tema Umbermoddu ning kiljepikkuse
suhe alati sama arv — neli. Sama kehtib ka kd&ikide teiste korraparaste hulknurkade
korral. Tegemist on Uldisema reegliga — lihtsad joonelemendid suurenevad voi
vahenevad suumides tapselt sama palju. Tuleb vdlja, et ka ringjoone Umbermo6ddu
ja diameetri suhe on alati Uks ja seesama arv. Just seda arvu kutsumegi r-ks.

O:— = 34159265... = J{

Nagu irratsionaalarvude juures juba mainisime, on m irratsionaalarv ehk teisisonu
tema kimnendkohti ei saa kunagi valja kirjutada, sest neid on I6pmata palju ja nad
ei hakka kunagi perioodiliselt korduma. Komakohti natuke lahemalt uurides tun-
dub, et m komakohtades ei ole ka Uhtegi mustrit ega seaduspara — kdiki numbreid
paistab esinevat Uhe palju ja taiesti juhuslikult labisegi.
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T VAARTUSE LEIDMINE

Arvu 1 tapset vaartust ei ole sugugi lihtne arvutada. BabUloonlased kasutasid juba
19. sajandil eKr 7z-d, mille vaarus oli 22, mis on kdigest 0,5% vale Gigest vaartusest.
Sarnaseid r ligikaudseid vaartusi on olnud kdikidel iidsetel tsivilisatsioonidel.

K&ik need Umardused on paris Idhedal  tegelikule vaartusele ja sellisest tapsu-
sest piisas naiteks igati ehituskonstruktsioonide tarvis. Praktiliste rakenduste jaoks
Umardame meie koolis 7 vaartuseks umbes 3,14 ning Ameerika Uhendriikides
kasutatakse nditeks Umardust % Voib tekkida kohe kisimus: kumb Umardus on
tapsem?

Siiski jaab 6hku Uks veelgi huvitavam kisimus: kuidas aga arvutada m tapne arvu-
line vaartus? Voi 6igemini, kuidas leida jarjest rohkem m komakohti?

Kuna m on vordne iga ringjoone Umbermoddu ja diameetri suhtega, voime vabalt
valida ringjoone, mille diameeter on vérdne Uhega. Sel juhul on meil T arvutamiseks
vaja teada veel vaid Umbermodtu. Koolis 6petatakse muidugi, kuidas Umbermodtu
leida 7 abil, aga sellest ei ole meile sugugi abi, kui me 7 vaartustki veel ei tea.

Archimedes oli teadaolevalt esimene, kes leidis 250. a eKr hea viisi ringi Umber-
moddu ja seega 1 arvulise vaartuse leidmiseks. Auvdart matleja hakkas lihtsalt
ringjoone Umber ja sisse joonistama jarjest rohkemate nurkadega korrapéraseid
hulknurki. Nagu jooniselt ndaha, muutuvad need hulknurgad jarjest sarnasemaks
ringjoone endaga. Korraparaste hulknurkade tmbermod&tu on aga lihtne leida ja nii
ongi voimalik jarjest tdpsemalt ka 7 vaartust valja arvutada.

Archimedes ise viitsis kindlaks madrata ainult, et @ asub arvude 3,14084 ja
3,142857 vahel. Siiski teoreetiliselt saaksime tema meetodil i vdlja arvutada soo-
vitud tapsuseni.

India matemaatik Madhava Sangamagrama leidis 600 aastat tagasi toredalt lihtsa
valemi, millega voiks  defineerida hoopis erineval viisil:
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Kuna liidetavad selles summas muutuvad jarjest vdiksemaks, voime ka selle vale-
miga jarjest tdpsemalt 7 vaartust leida.

Arvu T vadrtust voime samuti hinnata geomeetrilise tdendosuse abil, sellest aga
pikemalt tdendosuse osas [Ik 402].

Tanapdeval kasutatakse m komakohtade valjaarvutamiseks loomulikult arvuteid
ning hetkel on teada rohkem kui 10 000 000 000 000 = komakohta. Selleks kasu-
tatakse John Machini poolt 1706. aastal avastatud valemi analooge:
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T komakohtade pihedppimine

Arv 1 on paljudele tundunud maagilise arvuna ja nii on labi ajaloo pahe 6pitud ka
komakohti. Legendi jargi 6ppis isegi naiteks Isaac Newton 16 m komakohta pahe.
Siiski vabandas ta hiljem rahva ees, et sellise lollusega oma aega raiskas. Praegu-
seks teavad moned (nii paberiteta kui paberitega) hullud peast juba Ule 100 ooo
komakoha.

PAHE JAETUD
\ KOMAKOHT:

~

400000
900001
80000
700001
60000t
500001
400001
30000+
200007

10000
) } ‘ + + >

; } ; —>
1970 1975 41980 1985 4930 4995 2000 2005 2010 AASTA

Kas  on odigesti defineeritud?

Kogu selle maania puhul on irooniline, et akki oleks voinud defineerida  natukene
teistmoodi. Selle asemel, et ringi Umbermd&06t jagada labi diameetriga, véinuks ju
ringi Umberm&0du |abi jagada hoopis nditeks raadiusega.
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Nii defineeritud arvu m, vaartus oleks vordne kahekordse m vaartusega. See oleks
mitmes mottes isegi ilusam: nditeks oleks siis veerand ringjoone kaarest toesti
pikkusega %nlja mitte kummaline %n ning siinuse ja koosinuse [k 214] perioodi
pikkuseks oleks kenasti 4 ja mitte 2. Veelgi enam, siis meenutaks ka ringi pindala
uus valem: =72 fuisikast tuntud valemeid naiteks kineetilise energia vai kons-
tantse kiirendusega labitud teepikkuse leidmiseks.

Muidugi, vaesed m peastlugejad peaksid siis jalle nullist alustama...
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Sarnaselt arvuga m tahistab e Ghte kindlat arvu —
2,718281828459045236028747135266249775724709369995...

Taies uhkuses teda siia kahjuks kirja panna ei saa, kuna tegemist on irratsionaal-
arvuga [lk 87].

Oigupoolest pole see ka tapne arvude jérjestus, milles matemaatikud suurt ilu
naeksid. Arvu e tahtsus ja ilu seisneb pigem tema mitmenadolisuses. Ta vaatab vilja
mitmest erinevast matemaatika harust ja loob nende vahel Ullatavaid seoseid.

KUS e ESILE TULEB?

Arv e tuleb kdige tihedamalt esile eksponentsiaalfunktsiooni ja logaritmi raames.
Nimelt on just astmel e kdige parem mdelda eksponentsiaalfunktsioonist [lk 284]
ja alusel e kdige loomulikum logaritmida [lk 295].
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Ta on tuntud ka selle poolest, et peidab ennast paljudes valemites. Juba selles pea-
tUkis naeme neist nii mondagi, nditeks kuidas e-d defineerida lihtsalt korrutamise
ja liitmise abil.

Viljaspool raamatut patseerib e veel mujalgi. Naiteks tuleb vélja, et kompleksarve
voib esitada e abil hoopis mugavamas kujus ning et ka trigonomeetrilisi funkt-
sioone on signaalide analUusimisel kasulik esitada just e toel. Lisaks astub e Ulla-
tuslikult esile veel naiteks tdendosusteoorias. Voib vist 6elda kill, et e on Gsna laia
ampluaaga sell ja matemaatikas seetottu tahtsal kohal.

MITU MOODI e KIRJELDAMISEKS JA DEFINEERIMISEKS

Arvu rr peatikki alustasime mitme erineva ringjoone matemaatilise kirjeldusega.
Tuleb valja, et ka arvul e on arvukalt erinevaid kirjeldusi. Jargnevalt toome neist
esile kaks ja Uritame neid ka intuitiivselt siduda.

Arv e labi liigprotsendi

Oletame, et tekib voimalus vara hoiule panna dige lahkete inimeste panka, mis voi-
maldab aastasele hoiusele kisida kas

100% intressi aastas
50% intressi pooles aastas
25% intressi kvartalis

Milline neist valikutest kdige kasulikum oleks? Vi oleks hoopis kasulik kisida igaks
paevaks 3%5 - 100% intressi ja lahke inimese lahkust veel kuritarvitada?

Et olukorrast tdpsemalt moelda, on mugav oletada, et alushoiuseks on naiteks unts
kulda.

100% intressi aasta kohta tahendab, et aasta I6puks on tapselt 2 untsi kulda.

50% intressi poolaastas tahendab, et poole aasta méddudes on hoius juba 1,5
untsi kulda. Jargneva poolaastaga lisandub sellele veel 50% juba olemasolevast
kogusest ja kokku on aasta I6pus juba 2,25 untsi kulda.
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25% intressi kvartalis tdhendab, et veerandaasta I6puks on hoius 1,25 untsi kulda.
Poolaasta I6puks lisandub veel 25% ehk kokku oleks tolleks hetkeks 1,5625 untsi
kulda. Kolme kvartali I6puks koguneb juba 1,953125 untsi kulda ning aasta |6pus
voib rédmustada 2,44140625 untsi kulla Ule.

Tundub, et kuigi kdigil kolmel juhul on intresside summa kogu perioodil sama, on
palju tulusam intresse tihedamalt saada.

Kas sellel tulususel on ka mingi piir voi voib Ule aasta saada miljonariks?

Aastas on umbes 3,154 - 107 sekundit. Jagades aasta sekundilisteks perioodideks
ning saades intressi iga sekundi jarel, koguneb aasta I6puks

1 3,154-107
untsi kulda.

Hoolikas lugeja markab, et saadud kogus on juba vaga ldhedal sissejuhatuses too-
dud arvu e vaartusele — esimesed kuus komakohta kattuvad.

Selgubki, et Ukskoik kui tihedalt me intresse maksame, leidub aasta koguintressil
Ulempiir, mis rakendub, kui intressi makstakse pidevalt [lk 317] ehk veelgi kiiremini
kui iga nanosekund. Seesama Ulempiir ongi vordne e-ga! Just eelnevast arutelust
Idhtub ka matemaatika tunnis kohatav kompaktne valem:

n

1
e = lim (1+—)
n

n—-oo



Toepoolest, oletame, et aasta on jagatud n perioodiks. Iga perioodi |6puks suu-

reneb kullahunnik (1 +%) korda. Seega esimese perioodi |6puks on kulda (1 + %)
2 n

untsi, teise perioodi Idpuks (1 + %) untsi ning aasta I6puks (1 + %) untsi.

n
Piirprotsessis, kus n-i vdartus muutub I6pmatult suureks, saabki (1 + %) vaartu-
sest tapseltarve.

Arv e labi funktsioonide

Selgub, et seda pideva intressiga kasvuprotsessi kirjeldab eksponentsiaalfunkt-
sioon kujus e* [k 280], kus x-ga tdhistame siin harjumatult aega. See funktsioon
on vdga eriline teiste funktsioonide seas, sest igal hetkel on tema kasvukiirus ehk
tuletis vordne funktsiooni enda vaartusega. Teiste sdnadega jaab funktsiooni e*
tuletiseks sama funktsioon ehk e~.

Tuleb vilja, et kdik toodud tingimust rahuldavad funktsioonid ongi kujus Ae*, kus

A on moni suvaline reaalarv. Kui 4 just null pole, on iga sellise funktsiooni jaoks

tema suhteline I;?s)v Uhes Uhikus ehk suhe f?; vordne tapselt e-ga. Toepoolest,
1 Ae

voime kirjutada = o= a=¢

Selle tahelepaneku abil véime ka e defineerida: valime Ghe funktsiooni f (x), mille

tuletis on jdlle f(x) ise, ning seejarel defineerime e kui selle funktsiooni suhtelise

kasvu Uhes Uhikuse = "

v

TULETIS
ehk ﬂunk‘fsiooni

muulumise kiirus
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Eelmise kirjeldusega on seotud ka arvu e defineerimine ainult liitmise ja korruta-
mise kaudu kujus:

S S ! +
¢ "1"1.2"1 23123412345

Kui kasutame faktoriaali [Ik 382] ja kirjutame nditeks 3! = 1 - 2 - 3 ning lisaks veel
summavahemiku kdverikku [Ik 50], ndeb see valem paris ilus ja kompaktne valja:
o 1
e = —

n!’
n=0

Kas pole paris ullatav? Kuidas seda selgitada?

Tapne selgitus on Usna tehniline ja eeldab arusaama nii tuletise [Ik 320] kui poli-
noomi [lk 266] moistest.

Tuletame alustuseks meelde polinoomide ilusa omaduse [lk 268]. Nagime, et iga
funktsiooni saab teatud mdttes vaga tapselt kirjeldada hasti valitud polinoomiga.

Kas on ehk isegi voimalik leida polinoomi, mille tuletis on igas punktis peaaegu
vordne tema endaga?

Teame, et iga astmefunktsiooni x™ tuletis on nx™ 1. Seega kui polinoomis on liige
ax™, peab seal olema ka liige nax™ 1, sest muidu poleks algne polinoom ja tule-
tise votmisel saadud polinoomi vérdsed. Vastupidi, kui polinoomis on liige ax™™?,

7

peab olema ka liige axn—n.
Oletame nUid, et polinoomis on konstantne liige 1. Siis peab kindlasti leiduma ka
.. cpee X% x3 . L .
liige x, edasi liige 5513 ni edasi.
1
1+ x
XZ
1 + X + 7
3
X

’1+)<+?'|'+3



Ndeme, et me ei saa kunagi lopetada, sest muidu ei oleks tuletis vordne funktsiooni
endaga. Siiski voime valja kirjutada koikide nende liikmete summa

le

E.
See summa eiole killlenam polinoom ja ei ole selge, kas ta Gldse on maistlik objekt
(nditeks voiks ju iga x-i korral vaartus olla I6pmatult suur). Igal juhul puhtalt for-
maalselt saame tuletise operatsiooni rakendades tulemiks tdpselt sama summa.

Onneks on matemaatika ilus ja tuleb vilja, et see summa on igati mdistlik. Tal on
toepoolest iga reaalarvulise x-i korral kindel vddrtus ning see on vordne tdpselt
funktsiooni e* vaartusega, mida enne juba mainisime. Nii véimegi kirjutada

e=el= l
n!
RAHVASUU

Eesti keeles on kdige sagedasem taht a, aga nii inglise, saksa kui ka prantsuse kee-
les on selleks taheks e. Ja kuigi vaevalt et seda voiks pidada margiks nende rah-
vaste suuremast matemaatika armust, on e just matemaatikutele armsaim taht.

Ka meie armastame teda nonda paljuy, et ei suutnud loomata jatta vaikest rahva-
laulu:

Sa konnid nurmel

ja kajab vastu

linnurahva hiiud

lee-lo-lee,

uhkeim matemaatikas on e!

Sa istud klassis
Opetaja kriit

loomas vorrandeid
lee-lo-lee

tahvlilt vastu laulab e!

Sa oled pangas

jaSulle vaikselt
sosistatakse

lee-lo-lee

Su raha kasvab, tana e-d!
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Sa konnid linnas
ja kajab vastu
linnarahva hiid
lee-lo-lee,

miks kurat dppima pean e-d?

ILUSAIM VALEM MATEMAATIKAS

Kaesolevas peatikis oleme maininud korrutamise Ghikut — arvu ks, liitmise Ghi-
kut —arvu null, eksponentsiaalse kasvamisega seotud arvu e, ringi ja geomeetriaga
seotud m-d ning reaalarvudest kompleksarvudesse viivat imaginaararvu i.

Kas need arvud on omavahel kuidagi seotud? Esialgu tundub, et ei tohiks kill olla.
Siiski naitab jargnev valem matemaatika véimet pakkuda ilu ja Ullatusi:

e™+1=0

Seda valemit peavad paljud (Usna digustatult!) matemaatika kdige ilusamaks vale-
miks. N&iteks on 20. sajandi suurim fuisik, Nobeli auhinna laureaat Richard Feyn-
man kutsunud seda ,meie juveeliks” ning ,Uheks tahelepanuvaarseimaks valemiks
kogu matemaatikas”.
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ARVU ASTE

Arvu astmele on hea hiilides Iaheneda labi analoogia korrutamisega. Mida tahen-
dab korrutamine? Kirjutame valja kaks naidet:

3:4=3+3+3+3
5:6=5+5+5+5+5+5.

Seega vahemalt neil lihtsatel juhtudel pole korrutamine kill mitte midagi uhkemat
kui Uksluine korduv liitmine.

Mis aga juhtuks, kui vahetame ,+" margi - margi vastu? Saame tehted
3:3-3-3
5-5-5-5:-5-5

ning seega... Uksluise korduva korrutamise.

Seda Uksluist korduvat korrutamist nimetataksegi astendamiseks. Et lahti saada ka
kirjutamisvaevast, tdhistame

3-3-3-3=3*

5-5-5-5:5-5=5°
ja Utleme, et votame arvu 3 astmesse 4 ning arvu 5 astmesse 6. Nelja ja kuut kutsu-

takse sellises olukorras astendajateks ning kolme ja viit astendatavaks ehk astme
aluseks.

Kas see ongi kdik?
Muidugi mitte, voib tekkida mitmeid kisimusi.

1. Kas astendamisel on vastupidine tehe, nagu naiteks liitmisel on
lahutamine?

2. Mis juhtuks, kui astendada komakohti sisaldavate arvudega
nagu 0,5v6i§?

3. Kas saame astendada ka negatiivse arvu voi nulliga?
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Neile kisimustele Uritamegi jargemoodda laheneda. Kuna kisimusi on palju ning
nende peale motlemine naitab pdris hasti matemaatika arengut, siis jagub seletusi
mitmetele lehtedele: head lugemist!

JUURIMINE KUI ASTENDAMISE VASTANDTEHE

Nagu korrutamise vastandtehteks on jagamine, on astendamise vastandtehteks
juurimine.

Toepoolest, arvu 12 jagamisest kolmega voime moelda kui kisimusest: millist arvu
on vaja kokku liita tapselt kolm tukki, et saada vastuseks 12?

Muidugi on vastuseks 4, sest4 +4 + 4 = 12.

Kui vétame arvust 81 neljanda juure, on analoogseks kisimuseks: millist arvu on
vaja kokku korrutada tapselt neli tikki, et saada vastuseks 81?

Vastuson 3,sest3-3-3 -3 = 81.

Juurimist tahistatakse mitmes erinevas kujus. Naiteks neljandat juurt 81-st voib
1
tahistada kahel viisil jargmiselt: /81 ning 81%.

Kuigi puhtalt peale vaadates voivad need kaks tdhistust tekitada vaga erinevaid
emotsioone, on vastuseks mélemal juhul muidugi 3.

Teine tahistus on ehk informatiivsem, sest ta vihjab ka jargnevale analoogiale kor-
rutamisega: nii nagu jagamisest kolmega saame mdelda kui korrutamisest arvuga
%, sarlnuti voime ka neljanda juure votmisest moelda kui astendamisest astenda-
jaga .

Juurimise korral tuleb olla ka ettevaatlik: nagu juba arvude peatikis ndgime, ei
leidu Ghtegi reaalarvu, mis annaks endaga korrutades tulemuseks mdne negatiivse
reaalarvu nagu —1 voi —4 voi —100. Seega ei ole voimalik negatiivsetest arvudest
reaalarvulist ruutjuurt ega Uhtegi teist paarisarvulist juurt votta.

Kui kasutusele votta kompleksarvud [k 8g], siis enam sellist muret ei ole — v&ib
koike rahu ja rodmuga juurida.
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NATUKENE AJALUGU

Matemaatilises mottes juurimisega tegeleti juba 3700 aastat tagasi BabUloonias.
Vana-Kreekas muutus aga olukord matemaatikute jaoks eluohtlikuks.

Nimelt nagu juba irratsionaalarvude juures [lk 87] mainisime, avastasid Pytha-
gorase jareltulijad, et Uhikruudu diagonaali pole véimalik kirja panna tdisarvude
suhtena, ehk teisisdnu /2 ei ole ratsionaalarv, vaid irratsionaalarv.

Ega keegi paris tapselt ei tea, kuidas kdik just juhtus, aga radgitakse, et esimesena
markas ruudu diagonaali irratsionaalsust keegi harra Hippasus Metapontu. Uhe
legendi jargi olevat see leid olnud lausa Kreeka riiklik saladus ning kui vaese Hippa-
suse arutelu enam teisiti Umber |Ukata ei osatud, uputati ta merre.

Meie tdnapéevase simboliv/  leiutas 1525. aastal Christoph Rudolff, kes on ka +
ja—-markide autor. Kas oskad naha mond head pdhjust, miks kasutusele on vetud
just sellised margid ja mitte teistsugused?



RATSIONAALARVULINE ASTENDAJA ]

Ratsionaalarvulise astendajaga tutvumiseks on hea alustada jalle analoogiast kor-
rutamisega ja moelda, mida tahendab ratsionaalarvudega korrutamine. Oluline on
meelde tuletada, et korrutamisel pole tehete jarjekord oluline.
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Naiteks korrutades arvu 12 arvuga %, teame, et voime seda teha mitmel viisil.

Voime esmalt jagada 12 arvuga 4 ning seejarel korrutada arvuga 3:

123—3 3=9
2 = =

voi korrutada 12 arvuga 3 ja seejarel alles jagada arvuga 4:

12-3 36 9
4 4T
Seega voimegi ratsionaalarvudega korrutamisest moelda kui lihtsalt jarjestikusest

taisarvudega korrutamisest ja jagamisest.

Tapselt samamoodi voime lahti motestada ka ratsionaalarvuga astendamise —
tegemist on jarjestikuse tdisarvuga astendamise ja juurimisega. Ka sel korral pole
astendamise ja juurimise jarjekord oluline.

3
Naiteks tehtest 814 voime moelda jargmiselt.

Esiteks parime arvu 81 neljanda juure ning seejdrel vtame saadava arvu kolman-

dasse astmesse:

1 3
(81Z> =33 =27

vOi votame kdigepealt arvu 81 astmesse kolm ning seejarel alles kisime, mis on
selle suure arvu neljas juur:
1 1
(81%)7 = 5314412 = 27,
Vastus tuleb muidugi sama, aga esimesel juhul on tema leidmine (vahemalt peast
arvutades) palju lihtsam — eks katsuge votta arvu 81 astmesse 3.

Muidugi on parem, kui sellist pikka ja tOUtut mottekaiku iga kord pikalt Iabi ei pea
tegema, aga see muutub automaatseks paris kiiresti — vaja on ainult pisut arvutada
ja harjutada.
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[ NEGATIIVNE ASTENDAJA

Uritame jargmiseks moelda, kas ka negatiivne astendaja annab midagi maistlikku.
Ehk teisisdnu, mida vdiks tdhendada naiteks 4~3? Kuidas sellest mdelda?

Tegelikult ei ole siingi midagi keerulist: kui positiivne astendaja tahendas korduvat
korrutamist, siis negatiivne astendaja tdhendab mingis mottes korduvat jagamist.
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Naiteks
3

1 1\ /1\ /1
=) =666
4 4) \4) \4
Ehk teisisdnu votame kolmandasse astmesse arvu 4 podrdarvu, milleks on %.

Margates nuld, et poordarvust voime moelda kui arvust astmel —1, ning tuletades
meelde, et asendamisel tehete jarjekord ei loe, vdime lihtsalt ka mdelda, et 473 ei
ole midagi muud kui lihtsalt arvu 43 péérdarv.

[ ASTENDAJA NULL

Nullist erinevast astmest motleme kui korduvast korrutamisest voi korduvast jaga-
misest. Mida tdhendab aga astendaja null? Astendaja null voiks siis tdhendada, et
me ei votagi Uhtegi arvu, mida omavahel kokku korrutada voi jagada. Mis voiks olla
sellise tUhja tehte vaartus?

Uks viis on mdelda, et astmesse null vétmine peaks olema véga sarnane mingi
vdga vaikese astendaja kasutamisega: naiteks arvu 0,000001 ehk ;- kasuta-
misega. Ratsionaalarvuliste astendajatega aga oskame juba ringi kdia ning véime
leida, et nditeks

1
21000000 = 1,0000006931.

Kahtlaselt Idhedal arvule 1, kas pole?

Tuleb valja, et Ukskdik, mis arvu me votame astmesse 0, saame vastuseks 1. Selle
taga on muidugi ka kena matemaatiline pohjendus, millest voite lugeda lisapea-
tokist [lk 127].
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IRRATSIONAALARVULINE ASTE

Irratsionaalarvuliste astendajate jaoks ei ole senisest intuitsioonist suurt kasu — nadi-
teks on paris raske vastata kisimusele, mitu korda ma pean korrutama arvu 2, et
saada arv 27 voi arv e®.

Siiski on neistki voimalik rangelt ja tdpselt motelda, tuleb lihtsalt muuta oma vaa-
tenurka. Sellest voib tdpsemalt juba lugeda eksponentsiaalfunktsiooni peatikist
[lk 280]. Teatud mottes on tegemist tapselt samasuguse aukude tditmisega nagu
ratsionaalarvudelt reaalarvudele Gle minnes — seekord ei ole augud ainult arvteljel,
vaid on eksponentsiaalfunktsiooni graafikul. Oluline on margata, et seda saab teha
ainult positiivsete aluste korral — negatiivsete aluste korral jaime juba ratsionaalar-
vuliste astmetega hdtta, rddkimata siis irratsionaalarvulistest astmetest.

Praktikas voime irratsionaalarvuliste astmetega kdituda samamoodi nagu astme
null korral — otsime lihtsalt mone ratsionaalarvulise astendaja, mis on meie irrat-
sionaalarvule piisavalt Iahedal. Tapselt nii kaituvad ka arvutid —irratsionaalarve nad
nagunii salvestada ei oska.

EFEKTIIVNE ASTENDAMINE

Naturaalarvuliste astmete votmine on Upriski igapdevane tegevus (kui mitte isikli-
kult Sulle, siis kindlasti moningatele teadlastele ja ka arvutitele).

Naiteks 33 arvutamiseks on vaja 2 korrutamistehet3 - 3 = 9ning9 - 3 = 27.

Mitme tehtega saaks aga arvutada arvutada 31992 Kas tdesti laheb selleks 99 tehet
voi on voimalik leida moni kiirem viis?
Selgub, et on olemas ka kiirem viis. Selle kiirema viisi tabamiseks tuleb margata, et
jarjest arve ruutu tostes jouame paris kiiresti korgete astmeteni:
32=9
(3%)%=3*= 81
(3*%)? =38 = 6561
(3%)% = 316 = 43 046 721
(3'6)? = 332 = 1853 020 188 851 841
(332)% = 3% = 3433683 820292 512 484 657 849 089 281
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NUUd onidee kirjutada 100 selliste astmete summadena, mida véime ruutuvotmise
abil leida: 100 = 64 + 32 + 4 ja seega saamegi vilja arvutada 3100

364.332.3% = 3100 = 515377520732 011 331 036 461
129 765 621 272 702 107 522 001.

Kokku lugedes ndeme, et vajasime ainult 8 korrutustehet 99 asemel.

Hoolas lugeja markab, et astendajad, mille astmeid oskame kiiresti valja arvutada,
on koik kujus 2™. Teisisdnu peame kiire astendamise jaoks kirjutama lihtsalt asten-
daja tema kahendesituses: naiteks 100 = 2° + 25 + 22. Kahendesitusest raaki-
sime pisut pikemalt arvuhulkade juures [lk 80].

ARVUDE STANDARDKUJU

Paikese mass on umbes 1989000000000000000000000000000000 kg ning
elektroni mass on umbes 0,0000000000000000000000000000009109 kg.

Neid arve on suhteliselt keeruline lugeda ning veel hullem, kui peaks naiteks arvu-
tama, mitu korda on Paikese mass suurem kui elektroni mass. Kuna peame tihti
tegelema vaga suurte ja vaga vaikeste arvudega, siis on lihtsam vaga suuri ja vaga
vaikseid arve esitada standardkujus: a - 10™, kusa on mingi arv Ghe ja kimne vahel.
KUmne astendaja n nditab selles kujus arvu suurusjarku.

Naiteks Paikese mass on standardkujus 1,989 - 103° kg ning elektroni mass on
9,109 - 10731 kg. Niid on ka tunduvalt kergem leida, mitu korda on Paike raskem
kui elektron:

1,989-10%° 1,989

9,109 - 10731~ 9,109
~ 0,22 - 106!
=2,2-100°

A 1030—(—31)

ehk ligi 60 suurusjarku!



Uritame jargnevalt ka natuke matemaatiliselt motiveerida, miks kdikide arvude
nullis aste peaks ikkagi olema Uhega vordne.

Motleme korra uuesti korrutamisest — tuletame meelde, et mistahes arvu nulliga
korrutamine annab vastuseks nulli. Sellest, miks nulliga korrutamine peaks nulli
andma, voib moelda mitmel moel.

Uks viis on delda, et meile meeldiks, kui korrutamine ja liitmine saaksid omavahel

hasti labi. Tahaksime, et voiksime nditeks kenasti sulge avada ja kirjutada:
x+y)-z=x-z+y-z

Seda korrutamise ja liitmise kokkusobimist nimetatakse ka uhkelt korrutamise

ja jagamise distributiivsuseks. Tegelikult kasutate seda igapdevaselt, nditeks
7-5+3-5=10-5=150.

¢ c

a(b+c)|e= | ab lac| < | ab |+|ac

Kui nuid votaksime aga arvu x vordseks nulliga ja arvu y naiteks kahega, saaksime, et
2:z=(0+2)-z=0-z+2-2z

NUUd on mélemal poolel liige 2 - z ja seega peab parema poole Uleliigne liige 0 - z
olema vordne nulliga. Arvu kaks valisime aga tdiesti suvaliselt, seega toesti nulliga
korrutamisel peaks iga arv andma tulemuseks nulli.

Millist ilusat omadust tahaksime astendamiselt? Me tahaksime, et ta saaks kor-
rutamisega hasti labi. Kui korrutame sama arvu labi esmalt n korda ja seejarel m
korda, peab tulemus olema vordne arvuga, mille saame siis, kui korrutame arve
kohe kokku m + n korda ehk teisisonu tahame, et z™ - z" = z™*™ Aga kuiniid
vbtame m-i vordseks nulliga ja z-i vérdseks 2-ga, saame 20 - 2™ = 20+n = 27,

Seega kuna ainult Uhega korrutades saame tapselt sama arvu, peab 2° olema
vordne Uhega! Ja muidugi jallegi oleksime voinud ju arvu kaks asemel votta (pea-
aegu) Ukskdik mida muud — seega astendades suvalist arvu nulliga saame vastu-
seks Uhe.
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Eelnev arutelu pole siiski paris korrektne — end eelmises 16igus sulgudes peitev
~peaaegu” kaib arvu 0 kohta. Nimelt kui votaksime eelnevas arutelus arvu z vord-
seks nulliga, saaksime tehte 0° - 0™ = 0™. Kuna aga 0" on vérdne nulliga védhemalt
igan > 0jaoks (korrutame ju lihtsalt positiivse koguse nulle kokku), ei saa me sel-
lest tehtest midagi 6elda 0° vaartuse kohta.

Selgub, et ajalooliselt ongi 0° matemaatikutele suurt peavalu valmistanud, Ghel
noul pole olnud ka péris suured matemaatikud. Ka tana leidub veel kaks vastas-
leeri: Ghed Utlevad, et 0° ei olegi defineeritud, ja teised on veendunud, et see peab
olema vordne Uhega. Milles on probleem?

Uhelt poolt peaks 0° olema vérdne arvuga, mille saame, kui avaldises 0¥ muudame
positiivset arvu x jarjest vaiksemaks. Kuna 0™ on iga positiivse n-i jaoks vordne nul-
liga, siis peaks ka 0° olema vérdne nulliga.

Teiselt poolt peaks aga 0° olema vérdne ka arvuga, mille saame, kui avaldises x°
muudame positiivset arvu x jarjest vaiksemaks. Eelneva pohjal teame, et x° on
vordne Ghega iga nullist erineva x jaoks. Seega peab ka 0° olema vérdne Ghega.

Kuna meil on matemaatiliselt 0° defineerimiseks kaks erinevat véimalust, mis oma-
vahel sugugi kokku ei sobi, ei tundu sugugi Ulekohtune teda mittedefineeritavaks
pidada. Siiski leidub neid, kes arvavad, et meil on piisavalt pdhjuseid arvamaks, et
0°=1



Kusjuures kdik on vahemalt selles péri, et kui Gldse 0°arvuna defineerida, siis peaks
tema vaartuseks saama justnimelt 1 ja mitte nditeks 0 voi hoopis moni muu arv.

Esiteks, nagu juba mainisime, tahaksime kinni hoida juba meile tuntud tehetest ja
valemitest. Kui valiksime Ukskoik millise teise vaartuse, siis voiksime leida mone
valemi — nagu naiteks ennist kasutatud a™*™ = a™ - a™ —, mis enam selle valiku
korral kahjuks ei kehtiks. Kui vétame juba selles samas valemisa=0,m=0,n=0,
ndeme, et 0°- 0°= 0°. Seega, kui otsustame defineerida arvu 09, peab selle arvu
ruut olema tema endaga vordne. Ehk ta ei tohiks olla Ukski teine arv peale arvude
1 ja 0, mida kohtasime véimalike variantidena juba eelnevas arutelus.

Valides aga jargnevalt valemiks a™ = (%T , mis kehtib alati kui a > 0, ndeme, et 0°
vaartuseks ei tahaks hasti sobida isegi arv 0. Muidu oleks ju Uks valemi pool 0, ent
teisel pool Uritaksime jagada nulliga, ja see meile muidugi ei meeldi. Seega, kui 0°
on ary, siisolgu taarv 1.

Lisaks toetab kokkulepet 0°= 1 pisut ka télgenduslik pool. N&iteks meiegi métle-
sime astendajast 0 kui tihjast tehtest ja sel juhul ei tohiks ju vahet olla, mis astme
aluseks on —tihi tehe jaab alati tUhjaks tehteks ning peaks olema ka sama vaartu-
sega. Koik teised arvud astmel 0 on aga vordsed ju tapselt 1-ga.

Kokkuvdttes, ega ei teagi, kuidas on parem — kas jatta segaduse véltimiseks 0°
defineerimata voi talle siiski anda mugavuse tottu vaartus 1?
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ARVU ABSOLUUTVAARTUS

Joonistame arvtelje, 166me sinna naelaga keskele nulli, vdtame ndorijupi ning
tahistame kaks arvu a ja—a. Need arvud on nullpunktist samal kaugusel. Seda kau-
gust nullpunktist nimetatakse arvu absoluutvaartuseks.

Seega arvude 1 ja—1absoluutvaartus on 1, kuna nad asuvad mélemad nullpunktist
tapselt Ghiku kaugusel, ning samamoodi on arvude m ja — mdlema absoluutvaar-
tusm.

Kuna arvu absoluutvaartus tahistab kaugust, ei saa ta muidugi olla negatiivne.

Arvu absoluutvaartust tahistatakse, asetades arv pustkriipsude vahele. Naiteks
[1] = 1ja| — 1| = 1.Voibki mdelda, et kriipsud suruvad miinuse kokku.

Matemaatiliselt vdib arvu absoluutvaartuse defineerida nii:
kui x on positiivne, siis|x| = x,
kui x on negatiivne, siis|x| = —x,
kui x on vordne nulliga, siis|0] = 0.

Kui leiame iga reaalarvu jaoks tema absoluutvaartuse, saame jargmise graafiku —
funktsiooni|x|graafiku.

IN




Oluline on vdibolla ka mérgata, et kuigi defineerisime arvu absoluutvaartuse kui
tema kauguse nullist, voime absoluutvaartuse abil kirjeldada toesti kdikide arvude
vahelisi kauguseid. On ju arvude x ning y vahelise kauguse leidmine tdpselt vordne
nende vahe x — y (voi miks ka mitte y — x) kaugusega nullpunktist.

MILLEKS MEILE ARVU ABSOLUUTVAARTUS?

Selgub, et nii moénigi kord oleneb arvude kaitumine rohkem nende absoluutvaartu-
sest kui nende tapsest asetusest arvteljel.

Oletame naiteks, et hakkame Uhte arvu iseendaga korrutama. Kui selle arvu abso-
luutvadrtus on suurem kui 1, satume nullist jarjest kaugemale, kui aga arvu abso-
luutvddrtus on 1-st vaiksem, laheneme jarjest nullile. Jargnevatel graafikutel oleme
votnud neliarvux,, 6, y, ja z, ja hakanud neid iseendaga korrutama. Kahe esimese
absoluutvaartus on Uhest suurem ning nii suunduvad iseendaga korrutamisel saa-
dud arvud nullist jarjest kaugemale. Kahe viimase absoluutvaartus on Ghest vaik-
sem ning nende korrutised koonduvad nulli suunas.

\a'\ %) >1
6 3.1 >4
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Saadud arvude jarjendeid kutsutakse geomeetriliseks jadaks ja nendega kohtume
veel [dhemalt [k 231]!

Arvu absoluutvaartus tuleb esile ka fUusikas, kus tihti huvitab meid mitte Ghe voi
teise objekti positsioon, vaid hoopis objektide vaheline kaugus. Samamoodi voime
moelda ka kiirustest. Kui oleme ise nditeks keset pikka sirget teed ja I66me enda
korvale nullpunkti, on meie poole liikuvatel objektidel negatiivne kiirus. Selle kii-
ruse suurust naitab siis tema absoluutvaartus.



Arvu absoluutvaartusega saab kirja panna ka vorrandeid [lk 168].
Naiteks vorrand kujus
[x —1| =2

tahendab, et otsitakse vaartusi x, mis on arvust 1 kaugusel 2. Absoluutvaartustega
vorrandit kasitleme veidi pikemalt juba raamatu neljandas osas [k 202].
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OSA 3

ARVUDE SOBRAD
JA SUGULASED






T60 efektiivsus suureneb vastavalt
geomeetrilisele jadale,
kui just katkestusi pole.

André Maurois
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Arvujada moistet voib selgitada pikkade sonadega, aga alustame parem naidetega.
2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; ...
paarisarvude jada ehk aritmeetiline jada vahega kaks

1; 1; 3; 3; 32; —1; 0; —9; 2
suvaline [6plik Gheksaliikmeline taisarvude jada

2;2;2; 25 ...
[6pmatu konstantne jada

3; 3,14; 3,141; 3,1415; ...
arvule Tt I1ahenev ratsionaalarvude jada

3; 9; 27; 81; 243; 729; 2187; ...
geomeetriline jada teguriga kolm

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; ...
Fibonacci arvude jada

Jada ongi tavaline arvude jarjend, mis voib koosneda kas I6plikust hulgast arvudest
voi lausa I6pmatult paljudest. Kui hakkad lihtsalt arve ritta seadma, ongi tulemu-
seks arvujada. Igalks voib muidugi kirja panna oma lemmikjada ja kinkida selle
sidamekaaslasele sinnipdevaks ning kui ka seda juhtub harva, on jadad siiski nii
pariselus kui matemaatikas levinud ja olulised objektid.

Naiteks voib oppelaenu igakuistest tagasimaksetest mdelda kui arvujadast ja ka
vihmaste pdevade arv igas aastas tekitab arvujada.

Jadade kohta voib esitada erinevaid matemaatilisi kisimusi ning selgub, et neil
kisimustel on ka tdiesti elulised tdhendused. Mis on jada kimnes liige ehk mis on
mu kimnes laenu tagasimakse? Mis on jada kuuekimne esimese liikme summa voi
kui palju paevi sadas esimese kuuekimne aasta jooksul? Kas on voimalik 6elda, mis
on koikide jada liikkmete summa?



Uldjuhul véivad need kisimused osutuda Usna keerulisteks. Nii huvitavadki mate-
maatikuid algul lihtsamad juhud, mille korral nad koikidele kisimustele vastata
oskavad. Ka see on poney, sest

e esiteks voib nii leida ideid ka keerulisemate olukordade jaoks

* ning teiseks selgub, et tihti ongi kok elus ettetulevad jadad
tegelikult matemaatiliselt Gsna lihtsad.

Need lihtsamad jadad tulevad ette kooliprogrammis ja jargnevalt tutvustamegi
neid IGhidalt.

ARITMEETILINE JADA

Koige lihtsamad jadad on konstantsed ja |6plikud jadad. Lihtsuselt jargnevad arit-
meetilised jadad. Nendel jadadel on iga kahe jarjestikuse liikme vahe vordne. Jarg-
nevas ndites on see vahe —3. Seda vahet kutsumegi jada vaheks ja tahistame tihti
d-ga.

3;0;, —3; —6; —9; ...

Aritmeetilise jadaga teevad ihnuskoid algust algkoolis — pannes iga nadal korvale
kogu antud taskuraha. Nii moodustavad nende iganddalased rahakogused arit-
meetilise jada ja koolis dpivad nad ennustama, millal voiksid miljonariks saada.
Peab kahjuks tunnistama, et aritmeetiline jada kasvab sellise eesmargi tarvis pisut
liga aeglaselt.

Aritmeetilise jada jaoks on eeltoodud kisimustele lihtne vastuseid leida.

Naiteks teades jada esimest liiget oskame lihtsalt kirja panna ka teise liikme: lii-
dame esimesele liikmele vahe juurde. Nii saamegi, et naiteks jada sajanda liikme
voime leida esimese liikkme pohjal talle lihtsalt 99 korda vahet juurde liites ehk
matemaatiliselt: a;qo = a; + 99 - d. Siin tuleb margata, et votsime salamahti
kasutusele vue tahistuse: a,qq all m&tleme jada sajandat liiget.
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Uldkujus véime jada n-nda liilkme a,, kirjutada kujul
ap,=a;+(Mn—-1)-d.

Jada summa valemi leidmiseks tuleb margata, et kahte jada, millest Gks suureneb
ja teine vaheneb sama arvu vorra, on kerge kokku liita. Naiteks kui tahame leida
jada summat, mille liikmed on Ghest sajani, voime jada lihtsalt kokku liita tema
Umberpoodratud versiooniga, mille liikmed on sajast Gheni.

1 2 3 4 e 97 98 99 100
100 99 98 97 4 3 2 1
101 101 101 101 ... 101 101 101 101

Tulemiks on konstante jada, milles on tapselt sada liiget, iga neist vaartuseks 101.
Kuna Umberpddratud jada likmete summa on vordne algse jada liikkmete sum-
maga, jareldub tehtud tdhelepanekust ka esimese 100 arvu summa:

1
1+2+...+100 = 5(100 -101) = 5050,

Leidmaks Uldkujus aritmeetilise jada a4,a; +d,a; +2d,a; + 34, ... esi-
mese n liikme summavalemit, peame talle lihtsalt juurde liitma jada
anp,ap—d,a, —2d,a, — 34, ...

Kasutades seejdrel eelnevat arutelu, saame tulemuseks:
n
Sn=§-(a1+a1+(n—1)-d)_
Kui soovid, et valem oleks [Ghem, siis ei pea viimast liiget valja kirjutama:

n
Sp = E (a; + ap).

NIMETUS

Viimaks on digustatud ka uudishimu: kust dige parineb nimi ,aritmeetiline jada"?
Tapset vastust meil lugejale pole. Uks vdimalus on 6elda, et aritmeetiline jada on
seotud aritmeetilise keskmisega: kolmest jarjestikusest aritmeetilise jada lilkkmest
on keskmine liige adrmiste aritmeetiliseks keskmiseks [Ik 198].

Teine voimalus on mdelda aritmeetikast laiemalt. Nimelt voib mdelda, et kdige
lihtsamas vormis tegeleb aritmeetika naturaalarvude liitmise, korrutamise ja



voimaluse korral ka lahutamise, jagamisega. Kui niid vaatame I6pmatult pikka
aritmeetilist jada, mille esimene liige on null ning vahe d, siis saame arvud kujus
0; d; 2d; 3d; 4d;... Lihtne on ndha, et sellise aritmeetilise jada arve omava-
hel liites ja korrutades saame alati tulemuseks jalle sama aritmeetilise jada liilkme.
Seega mingis mottes voime teha aritmeetilise jada liikkmetega aritmeetikat! See
pole muidugi suur ime, kui moelda, et toodud aritmeetiline jada on peaaegu natu-
raalarvude koopia, ainult arvuga d labikorrutatult.

GEOMEETRILINE JADA

Kui votta malelaud (8 X 8 ruutu) ning asetada esimesele ruudule Uks riisitera, tei-
sele juba kaks riisitera ja igale jargnevale ruudule kaks korda rohkem riisiterasid kui
eelnevale, siis mitu tera on 16puks malelaval kokku?

Legendi kohaselt tutvustas male leiutaja oma uut méngu kohalikule
valitsejale. Valitseja oli uue mdnguga véga rahul ning lubas leiutajal
endale valida ka vddrilise tasu. Mees, kellel tarkust puudu ei tulnud,
sénas kuningale: ,, Auvddrt kuningas, ma paluksin endale niipalju riisi-
terasid, kui on kokku malelaual asetades esimesele maleruudule iihe,
teisele kaks, kolmandale neli ning igale jdrgnevale veel kaks korda
enam riisiteri.” Valitseja, kes polnud matemaatika ega matemaati-
liste veidrustega sina peal, néustus kiirelt ettepanekuga, pidades
seda vahest isegi solvavalt vihenoudlikuks. Niisiis kdskiski ta vara-
hoidjal riisiterade hulga vdlja arvutada ning leiutajale ile anda.
Varahoidjal liks aga terve nddal lubatud riisikoguse leidmiseks. Kui
valitseja pdris viivituse pohjust, siis varahoidja nditas talle arvutuse
[6pptulemust ning selgitas, et sellist tasu ei suudaks kuningas ka oma
elu jooksul vilja kdia. Niid oli valitsejale selge, mis leiutajaga pihta
hakata: ta lasi nutika mehe nutika pea maha lida, et seeldbi igasu-
gustele Ulekavaldajatele koht kdtte ndidata.

Terade arv malelaua ruutudel on jargnev:
1, 2,22=4,23=8,2%=16,2°=32, ...
Mis on selle jada 64. liige?

Mis on jada 64 esimese liikkme summa?

131




132

Kui aritmeetilises jadas leitakse iga jargmine liige, liites eelnevale teatud kindla
arvu, siis praegu leiame iga jargmise jadaliikme, korrutades eelmist liiget mone
kindla arvuga — meie konkreetsel juhul on selleks arvuks kaks. Selliseid jadasid
nimetatakse geomeetrilisteks jadadeks ning arvu, millega iga jargnevat |abi korru-
tatakse, jada teguriks.

Kui tahistame jada kordajat g-ga ning jada liikkmeid nagu ikka tahistu-
sega a, saame analoogiliselt aritmeetilise jada juhuga a, = a; - q, seejarel
a;=a,-q=ay-q-q,..ningildisel kujul

an =0a1°q
Nii voime ka vdlja arvutada, et malelaua viimasel ruudul peab olema
agqs = 1-2°3 =9223372 036 854 775 808 riisitera, mis on umbes 200 miljar-
dit tonni riisi.

(n-1)

GEOMEETRILISE JADA SUMMA VALEM

Geomeetrilise jada summa valemi leidmiseks on taas kord vaja vaid Uhte tahelepa-
nekut ja head kannatust sumbolitemélluga.

Meenutame, et korrutades suvalise jada liikme a; arvuga q, saame jada jargmise
likme a;,,. Seega on jada esimese n liikme summa a; + a, + -+ + a,, ainult g
korda erinev summast a, + -+ + a,44, Mis on sama jada n liikme summa alates
teisest lilkkmest.

Kuna need jadad erinevad aga ainult kahes liikmes — esimeses neist esineb a, ja ei
esine a4 ning teises esineb a, .1, aga ei esine a; -, siis on nende jadade summade
vahe tapselt vordne a; - a, 4 1-ga.

Seega tahistades geomeetrilise jada esimese n liikme summat jallegi S, abil, voime
eelneva arutluse kirja panna kompaktsemalt nii:
Shn—qSp=al+a+...+a, —(a +...+ apy1) = a1 — Ayt

Jagades mdlemad pooled labi g — 1-ga, jouame valemini S, = %

tades jada Uldliikme valemit annab tulemuseks

, mis kasu-

HAABUV GEOMEETRILINE JADA

Kui geomeetrilise jada tegur on absoluutvaartuselt vaiksem kui Uks, nimetatakse

saadud jada hadbuvaks geomeetriliseks jadaks.
Néiteksjada%; 2 %; %; ...on haabuv jada teguriga % Mis on sellise jada koikide

liikmete summa?



Kuna kokku on sellises jadas lilkkmeid [6pmata palju, voiks ju arvata, et seda sum-
mat ei annagi hasti arvutada —ta voiks ju ka olla [6pmatult suur, nii suur, et teda Ghe
arvuga valjendada ei saagi. Selgub siiski, et tegemist on alati [6pliku ning tihti isegi
mitte vaga suure arvuga.

Selle probleemiga on tihedalt seotud ka vanakreeka filosoofi Zenoni
paradoks, mis vdidab jdargmist: kui aeglasemale startijale on antud
voidujooksus edumaa, siis ei saa kiirem jooksja kunagi aeglasemast
Jooksjast ette jouda. Nimelt enne, kui kiirem jooksja aeglasest moo-
dub, peab ta esiteks joudma punkti, kust aeglasem alustas. Selleks
hetkeks on aga aeglasem jooksja juba edasi, jargmisesse punkti
Jjoudnud. Niid peab kiirem jooksja enne méédumist hoopis sellesse
punkti joudma. Ja jélle on aeglasem edasi joudnud. Nii véime [6pma-
tult jtkata, kuna iga kord, kui kiirem jooksja jouab aeglasema eelmi-
sesse punkti, on too sealt juba lahkunud.

Ometigi teame, et kiiremad jooksjad méoduvad aeglastest — sellest siis ka pohjus,
miks seda arutlust paradoksiks kutsutakse. Voib-olla suudate pérast selle peatiki
labitootamist naha, miks see ,intuitiivne” argument siiski paris hasti paika ei pea.

Pirukad ja hiaabuva geomeetrilise jada summa

Vaatleme niid enne toodudjada%; i; %; %; ... pisut lahemalt.

Voime sellest jadast ka muinasjutuliselt moelda. Oletame, et tapselt kilomeetri
kaugusel asub pirukaputka, mille poole hiilib saabasteta kass. Joudnud poolele
teele, on tal 1abitud pool kilomeetrit ja labida ja@nud samuti veel pool kilomeetrit.

Tahistagu jada esimene liige selle esimese jalutuse pikkust: a; = % km.

Luuranud hetke, otsustab ta hiilida veel poole jaanud maast — see tahendab pool
poolest kilomeetrist ehk veerand kilomeetrit. Tahistame selle jalutuse a, = % km.

Piilunud veel kord Umberringi ja hinganud sUgavalt sisse, otsustab kass kondida
veel poole jarele jddnud maast — veel poole veerandist kilomeetrist ehk kaheksan-
diku kilomeetrit. Tahistame selle jalutuse a; = %km.

Nii ongi iga edasiliikumine vastavuses Uhe jada liikmega ja jada summa on vastavu-
ses kokku Iabitud distantsiga. Aga pirukaputkani oli alguses tapselt Uks kilomeeter
ja seega, kuna kass putkast kaugemale kindlasti ei j6ua, ei saa ka jada summa olla
suurem kui Uks. Tegelikult on see summa tapselt Uks, sest pirukaputkani jaav maa
muutub nii olematuks, et saabasteta kass paneb tingimata mone piruka ka nahka.
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Seda, et jada summa on I6plik, voib muidugi selgitada ka kasutades eelnevas tar-
niga osas leitud jada liikmete summa valemit:

1—-q"

1-q
NUUd kui g < 1, siis on see valem igati I0pliku vaartusega ning lisaks kahaneb g™
astendaja n kasvades jarjest vaiksemaks ning laheneb kiiresti nullile.

9

Sn=aq

L : . O . 1
Nii voime tegelikult ndha, et kdikide liikkmete summa laheneb arvule S = a; - P

Tapsemalt on S jada Sy, piirvaartus [lk 310].

111
Jada=,-,-,—
2’4’8’ 16’

tapselt 1.

. 1. 1 . ~ . .
..jaoks onay = 5Jaq =7 ning seega on toesti selle jada summa

NIMETUS

Aritmeetilise jada nime pohjendasime osati hiUdlausega ,Aritmeetilise jadaga
saab teha aritmeetikat!". Oleks ju vaga tore, kui geomeetrilise jadaga saaks teha
geomeetriat... ja mingis mottes saabki! Nimelt voib mdelda, et alustame Uhest tea-
tava pikkusega 16igust ja kdik edasised liikmed lihtsalt suurendavad seda teataval
madral. Seega on geomeetriline jada seotud Uhe lihtsaima geomeetrilise teisen-
duse — skaleerimise ehk suurendamise ja vahendamisega.

Kuigi lihtne mdte, vaib see vaateviis siiski osutuda kasulikuks. Naiteks pirukapoe
N} : . L 1 . s
kilastuse juures illustreerisimegi jada a,, = 77 Summa Ioplikkust ka geomeetriliselt.

Muidugi on lisaks sellele ka geomeetriline jada seotud geomeetrilise keskmisega —
jallegi on kolmest jarjestikusest liikmest keskmine darmiste geomeetriliseks kesk-
miseks [lk 198].



MONED TEISED PONEVAD JADAD

Nagu juba sissejuhatusest naha, leidub ka teisi ponevaid jadasid, mille omaduste
kallal on matemaatikud palju pead murdnud. Toome neist moned matemaatiku-
tele meeleparased naited.

Algarvude jada

Meenutame, et algarvudeks kutsutakse arve, mis jaguvad ainult iseenda ja Ghega.
Esimeses osas naitasime, et algarvusid on |6pmatult palju [Ik 46]. Algarvude jada
algab nii:

2; 3;5; 7; 11; ..

Algarvudega on endiselt seotud palju veel lahendamata kisimusi. Naiteks ei ole
teada, kas leidub I6pmatult palju kaksikalgarve — algarvude paare, mis erinevad
teineteisest kahe vorra. Sellisteks paarideks oleks naiteks (3; 5) voi (197; 199).
Suurimal leitud paaril on ténaseks kimnendesituses 200700 numbrit!

Huvitav hiljuti toestamist leidnud teoreem vaidab, et algarvude jadade sees voib
leida soovitud pikkusega aritmeetilisi jadasid. Teisisonu, on voéimalik leida nii 10,
1000 kui 20 350 liikmega aritmeetiline jada, mille kdik liikmed on algarvud. Proo-
vige kasvoi leida 4 lilkkmega aritmeetiline jada, mille liikmed on algarvud!

Algarvude pédérdarvude jada

Huvitavaks osutub ka algarvude péordarvude jada

1 1 1
2"3"5" 7 11" 7"
Selle jada muudab huvitavaks tema liikmete summa &aretult aeglane, kuid visa
suurenemine. Ukskdik mis arvu jaoks vdime alati leida teise arvu n, nii et algarvude
poordarvude jada n esimese jada liikme summa oleks moeldud arvust suurem.

Samas aga suureneb see jada nii aeglaselt, et naiteks kui soovime, et esimese n
liikme summa oleks kokku 7, peab selleks summeerima ligikaudu 1010 900000344
liiget!

See jada on ka ilus naide sellest, kuidas arvutitega tehtavad katsed voiksid meid
eksiteele viia. Algarvude péordarvude jada kasvab nii aeglaselt ning iga arvutiga
tehtud eksperiment veenaks meid, et jada summa ei saa kuidagi olla I6pmatult
suur.

Ometigi on matemaatiliselt voimalik ndidata, et jada summa on I6pmatult suur.
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Naturaalarvude pédérdarvude ruutude jada

1 1 1 1 1
1 570 320 2320 52 ga
Selle jada koikide liikmete kokkuliitmine annab jalle Ghe Usnagi Ullatava seose:

1+1+1+1+ _
4 9 16 T 6

Kas oskate leida mdne pohjuse, miks naturaalarvude podrdarvude ruutude summa
peaks olema seotud ringi pindalast tuntud arvuga ?

Selle huvitava seose leidis Uks labi aegade suurimaid matemaatikuid Leonhard
Euler 1735. aastal.

Huvitaval kombel ei rahuldanud tema toestus teisi tolleaegseid matemaatikuid
ning laks veel kuus aastat parast avastust, enne kui ta suutis ka teisi selle seose
toesuses veenda.
Fibonacci jada

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; ...
Fibonacci jada iga jargnev liige tekib kahe eelneva lilkme liitmisel. Jada alustami-
seks tuleb meil seega lihtsalt maarata kaks esimest liiget

F1=11
F2=1.

Koik jargnevad liikmed saame seejdrel lihtsalt valja arvutada.
Naiteks Fs =F, + F, =1+1=2 F,=F;+ F, =2+ 1 = 3 ja nii edasi. Uld-
kujus voiksime kirjutada Fibonacci jada liilkkmeid siduva vorrandi

Foio = Fpy + By

Fibonacci arvud tulevad esile erinevates ja Ullatavates kohtades. Uks lihtsam Gles-
anne, mille lahendavad Fibonacci arvud, on jargmine:

Kui mitu erinevat voimalust on n astmega trepist Glesronimiseks, hUpates korraga
alati kas Ghe voi kaks astet edasi? Naiteks kolmeastmelisest trepist on voimalik Gles
minna kolme moodi:1 + 1 + 1,1 + 2v0i 2 + 1, neljaastmiselisest viit moodi jne.

Ullatavalt palju rakendatakse Fibonacci arve viimasel ajal informaatikas: nende
abil Uritatakse tekitada juhuslikke arve, leida uusi otsingualgoritme ning luua isegi



andmestruktuure. Kahtlustatakse, et Fibonacci jada on kasutatud ka muusika kom-
poneerimiseks ning hoolikas loodusvaatleja leiab Fibonacci jadaga seotud spiraale
ja mustreid ka kosutaval matkal.

Lisaks selgub, et Fibonaccijarjestikuste likmete suhe laheneb Ghele kindlale arvule.
Veelgi enam, see arv pole mingi suvaline ary, vaid niinimetatud kuld|dike suhtarv
1+V5

2
Kuldl&ike suhtarv on leidnud Iabi ajaloo palju austust ja lugupidamist. Tema nime-
tus tuleb sellest, et ta peaks olema aluseks ilusaimatele proportsioonidele. Naiteks
arvatakse, et just kuldldige annab ristkiliku jaoks koige ilusama pikkuse ja laiuse
proportsiooni. Seetdttu on nii monigi autor otsustanud ka oma raamatu vélja anda
just nendes proprotsioonides.

Siinkohal I6petame veel tanaseks lahendamata matemaatilise kisimusega. Kas
eksisteerib Idpmata palju Fibonacci arve, mis on algarvud (esimesed sellised arvud:
2, 3, 5, 13, 89, 233, 1597)? Arvatakse, et vastuseks on jah, aga seda toestada
ei osata. Huvitav, mis selles nii rasket on?

Vaike moistatus neile, kellel on aega ja agarust iilearu:
Antud on Ghe jada algus:

1; 11; 21; 1211; 111221; 312211; ..

Mis on jada jargmine liige?
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VEKTOR

Kui eelmise peatUki Iopetasime vdikese mdistatusega, siis seekord alustame vai-
kese moistatusega: mis on pildil?

J
~ AN
¢ N\
7 =

\ /
Tahtsite vastata nooled? Ei, matemaatiku, fuusiku ning hoolsa koolijitsi jaoks on

need hoopis vektorid!

Vektoritest voibki lihtsalt moelda kui nooltest. Nagu iga noolt, iseloomustab vek-
toreidki teatav suund ja teatav pikkus. Vektorid osutuvad oluliseks, kuna nende abil
voib kirjeldada objekte, mille puhul on olulised nii nende suund kui tugevus.

Naiteks professionaalsed tuulelohetajad (v4i purjetajad) on kindlasti uurinud koha-
liku piirkonna tuulte kaarti — sealsed paljud nooled, mis kirjeldavad tuulte suunda ja
tugevust, on tuulevektorid.

Samuti on fiusikutel kombeks radkida jouvektoritest: kui ikkagi kellegagi katt
surute, tuleb joudu avaldada nii teatud tugevusega kui ka diges suunas.

Iga liikujat voib aga iseloomustada kiirusvektoriga: igas punktis liigub ta mingis
suunas mingi kiirusega.
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KUIDAS VEKTORIT MATEMAATILISELT
KIRJA PANNA?

Kahemodtmeline vektor ei ole midagi muud kui lihtsalt reaalarvude paar — nditeks
(1; 3). Kolmemodtmeline vektor on tavaline reaalarvude kolmik — naiteks (3; 0; 2).

Kena ndide kimnemdotmelisest vektorist on igal juhul (0;1;2;3;4;5;6;7;8;9)
ja mis on kahe tuhande Gheteistkimne m&o6tmeline vektor, pole vist ka keeruline
valja nuputada... kuigi voib olla keerulisem kirja panna.

Et seost nooltega meelde tuletada, tahistatakse vektoreid ka tavaliselt tdhe ja noo-
lekesega, nagu naiteks v voi d voi 0. Naiteks vektor @ = (3;2). Muidugi ei keela
keegi naiteks liikkumisvektorile nimeks panna kiirus, ainult kirjavaeva oleks nii roh-
kem.

Arvulise kirjapaneku ja visuaalse mdtte vahelist seost illustreerib jargmine joonis.
Kahemodtmelist vektorit kirjeldavad kaks arvu (mida kutsutakse koordinaatideks)
naitavad, kui kaugele ulatub nool kahes ristuvas suunas. Kolmemdodtmelise vektori
korral oleks meil juba vaja kolme ristuvat suunda, neljamédtmelise joonistamine
laheks juba raskeks...

K

a=(3;2)

—=

3

VEKTORITEGA MANGIMINE

Vektorile on vaga lihtne intuitiivne selgitus —
nooleke pikkuse ja suunaga. Ometi on vektoril
kui matemaatilisel objektil palju erinevaid oma-
dusi, teda voib mitmel moel teisendada ning
temaga teha erinevaid tehteidki.
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Sellest lahtuvalt on kogu see alapeatikk tdis uusi moisteid ja trikikesi, millest Ghe
korraga labindrimine voib olla Usna vdsitav. Nii soovitamegi vaadata kdiki jargnevaid
kirjutusi Uhe- voi kahekaupa ja iga omaduse, teisenduse ja tehte juures votta korvale
moni konkreetne naide, ndgemaks, et midagi keerulist kogu peatukis siiski pole.

VORDSED VEKTORID

Kui oleme defineerinud mdne uue matemaatilise objekti, siis on esimene loomulik
kusimus: millal on kaks sellist objekti vordsed? Ehk millal on kaks vektorit vordsed?

Onneks on vektorite puhul vastus Usna ilmne ja lihtne. Kui mdelda vektorist kui
mitmest ritta seatud arvust, on Usna kdrmelt selge, mida peaksid tdhendama vord-
sed vektorid: koik vektori koordinaadid peavad olema vérdsed.

(29
(2,9

—>(2;0)

VEKTORI PIKKUS

Vektori d pikkust |d| arvutame tapselt nagu punkti kaugust nullpunktist. Seega
kahemdotmelise vektori pikkuse voime valja arvutada nii nagu ikka tdisnurkse
kolmnurga hipotenuusi.

2
|2 = Lr2+32
|&l=V25

| =5
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Juhul kui vektor on kolmemodtmeline, peame seda arutluskaiku rakendama liht-
salt kaks korda. Siin on ndide vektoriga b = (4; 3; 12).
2

N\

o
o
-
~
Ll
>

z
C‘7>%

/
7 4 \‘\.
© AN
? \\d,,/

N

VEKTORITE LIITMINE

Vektorite liitmisest saame mdelda mitmel viisil. Vektoreid on vaja liita nditeks siis,
kui tahame kokku liita mitu erinevat Ghele objektile mojuvat joudu.

Esmalt voime liitmisest moelda arvulise esituse abil. Sel juhul teeme seda koordi-
naatide kaupa: naiteks (1; 0; —2) + (2;2; 1) =(3;2; —-1).

Samas voime vektorite liitmisest moelda ka geomeetriliselt. Summavektori leid-
miseks peame lihtsalt liidetavad vektorid teineteise jarele seadma.

-

b

e
2/ B

)

e
b

Summavektor viib niisiis esimese vektori alguspunktist teise 16pp-punkti. Too-
dud jooniselt on hasti ndha, miks geomeetrilist liitmist kutsutakse ka ,r6opkiliku
reegliks”.

Toodud geomeetriline motteviis annab hea tdlgenduse juhule, kui nditeks kolme
voi nelja voi kuue vektori summa on null.
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Toepoolest, kui kolme vektori summa on null, siis peab kolmanda vektori [6pp-
punkt olema esimese vektori alguspunktiks ning joonisele tekib kolmnurk. Naiteks
kui meil on vektorid (—3; 1), (1; —1) ja (2; 0), siis kokku liites saame tdesti null-
vektori(=3+1+2;1—-1+0) = (0;0).

g A

-3;1)

\:——ex

() 2.0

Samamoodi kui nditeks nelja vektori summa on null, defineerime selle abil neli-
nurga, ja kui kuue vektori summa on null, siis kuusnurga.

Hoolikas lugeja muidugi markab, et oleme siin natuke luisanud. Kui votame vek-
torid (1; 0), (1;0)ja (—2;0), siis ei teki ju siiski kolmnurka, sest kdik vektorid on

samal sirgel.
8’4\

4,0) (*;0)
A > %

Onneks ongi see pisiasi ainus, mis saab muidu nii ilusa seose untsu ajada.
Nullvektor, vastandvektor

Arvude liitmisel on Uhel arvul eriline roll: arv null. Ménda arvu temaga kokku liites
saame tulemuseks selle arvu enda. Analoogne objekt vektorite hulgas on nullvek-
tor: vektor, millega liitmisel on tulemuseks vektor ise. Kolmemdotmeline nullvek-
tor on siis muidugi (0; 0; 0). Sarnaselt arvudega voib siis defineerida ka vastandvek-
tori: vektori, millega liitmisel saame tulemuseks nullvektori. Nditeks vektori (1; 2)
vastandvektor on (—1; —2).
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VEKTORID JA KORRUTAMINE

Vektoreid voime reaalarvudega korrutada. Sellest véib jallegi moelda vektori koor-
dinaatide abil: korrutame lihtsalt iga koordinaati reaalarvuga.

Samas on olemas ka geomeetriline motteviis: vektorit reaalarvuga korrutades
pikendame vaéi llhendame vektoreid. Kui reaalarv, millega vektorit korrutame, on
negatiivne, siis muudame lisaks veel vektori suuna vastupidiseks.

Seega eiole vdga raske korrutada vektoreid reaalarvudega. Aga kas vektoreid saab
ka omavahel korrutada?

Vastus on jallegi jah, aga selle jaoks peame natuke loobuma oma senisest arusaa-
mast korrutamise kohta. Oigem oleks siis vdib-olla 6elda, et neid saab omavahel
,korrutada"“.

Oigupoolest saab vektoreid omavahel korrutada mitmel moel, aga kuna Ukski neist
ei ole pdris analoogne arvude korrutamisega, on neile antud ka eraldi nimetused:
1) skalaarkorrutis ja 2) vektorkorrutis. Kahe vektori skalaarkorrutis annab tulemu-
seks lihtsalt reaalarvu, vektorkorrutis aga jélle Ghe uue vektori.
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Omaette kisimus on muidugi, miks peaksime tahtma vektoreid Uldse omavahel
Jkorrutada”. Matemaatiliselt on see soov Usna loomulik, kuna k&ik hasti valitud
teisendused ja tehted kannavad endas lootust luua rohkem seoseid erinevate
matemaatika harude vahel ning seega voivad viia parema arusaamani kogu mate-
maatikast.

Onneks leidub praktilisele lugejale siiski ka eluline vastus: nimelt nagu varstindeme,
on fuusikutel nii skalaarkorrutise kui vektorkorrutise jaoks olemas igati intuitiivne
ja looduslik tdlgendus: skalaarkorrutis nditab, mil maaral fiusikalised suurused
tootavad Uhe eesmargi nimel. Naiteks kui Uht keha liigutatakse teatavas suunas
Uhe j6u abil, siis skalaarkorrutis annab meile teada, kui palju tehti keha liigutamisel
kasulikku t66d. Vektorkorrutis omakorda aitab kirjeldada, mil maaral Uks voi teine
joud suudab kehasid poérlema panna.

Lisaks selgub, et skalaar- ja vektorkorrutis osutuvad oluliseks arvutigraafikas.
Nimelt voib nende abil taandada kdiksugu geomeetrilised teisendused nagu poor-
ded, peegeldused puhtalt koordinaatidega arvutustele, millega arvutid kenasti
toime tulevad.

Lopetuseks voib dhku jaada muidugi kisimus: kas vektoreid kuidagi omavahel
~jagada” ka saab?

Seekord saame [0puks vastata ,ei", vdhemalt skalaarkorrutise ja vektorkorrutise
jaoks jagamistehet ei leidu. PGhjus on Usna proosaline — kui me fikseerime Ghe vek-
tori, siis leidub terve hulk teisi vektoreid, mis temaga ,korrutades” annavad tapselt
sama skalaar- voi vektorkorrutise. Nditeks vektoriga (1; 0; 0) annavad skalaarkor-
rutise null koik vektorid kujus (0; a; b). Need moodustavad aga kogu y-z tasandi ja
me ei suuda nende hulgast jagamistehte vastust valja valida!

SKALAARKORRUTIS

Kui intuitiivselt kannab skalaarkorrutis samasuunalisuse métet, siis matemaati-
liselt voib skalaarkorrutisest moelda ja teda defineerida [k 44] kahel viisil. Need
kaks viisi on ka igati samavaarsed. Seda samavaarsust tuleks matemaatiliselt toes-
tada, aga siinkohal piirdume siiski ainult nende kahe viisi tutvustamisega.

Skalaarkorrutis 1abi koordinaatide

Uks viis skalaarkorrutise defineerimiseks on koordinaatide pdhine: kahe vektori
skalaarkorrutise saame, kui esmalt korrutame kahe vektori vastavad koordinaadid
ning seejarel liidame koik saadud korrutised omavahel kokku.



Tahistades skalaarkorrutist silmapaistva punktiga, voime kirjutada naiteks:
(1,0;3)0(2;2;2)=1-240-2+2-3 =8
Huvitav on margata, et nii defineeritud korrutustehte tulemuseks on reaalarv.

Eiole sugugi lihtne kohe aru saada, miks selline Gsna lihtne definitsioon vdiks sama-
aegselt ka huvitav vai kasulik olla. Teatavat lootust annab juba teadmine, et voime
teda samahasti defineerida ka hoopis teisel viisil.
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Skalaarkorrutis lidbi vektorite vahelise nurga

Skalaarkorrutis seob ka kavalalt vektorite vahelise nurga ja nende pikkused. Ta on
vordne vektorite pikkuse ning nendevahelise nurga koosinuse korrutisega:

Gob=ldl- |I_5| - cos(<d, b).
Kuigi sel moel on koordinaatidega antud vektorite vahelist skalaarkorrutist raskem
leida, pakub see definitsioon hea viisi, kuidas skalaarkorrutisest ndidete abil pisut
aimu saada.

Markame, et sellest definitsioonist lahtuvalt voime skalaarkorrutist vaadelda kui
vektori @ pikkuse korrutist selle osaga vektorist b, mis naitab vektoriga @ samas
suunas.

|
i/
|
|
(N (7 >
5] cos o

&N

Seega

e kui Uks vektoritest on nullvektor, siis skalaarkorrutis on 0, sest
nullvektori pikkus on null,

e Uhe vektori korrutis iseendaga annab tapselt vektori pikkuse
ruudu, sest nurk vektorite vahel on 0°ja cos 0° = 1- vektorid
naitavad tdiesti samas suunas,

e kui kaks vektorit on omavahel risti, siis on nende skalaarkorrutis
null, sestcos 90° = 0.
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Uldisemalt ndemegi, et kahe vektori skalaarkorrutis on maksimaalne, kui vektorid
on samasuunalised. Hakates vektorite vahelist nurka suurendama, skalaarkorrutis
vaheneb ning tema vaartus on minimaalne siis, kui vektorid on vastassuunalised.

Fakt, et skalaarkorrutist saab defineerida kahel moel, muudab tema omaduste
toestamise Usna mugavaks — vahemalt Ghes kujus on iga omadust lihtne toestada.

Samuti on erinevad kujud kasulikud erinevates probleemides: pikkuste ja nurga
abil antud kuju on fiusikute lemmik, samal ajal kui arvutigraafikas on lihtsam kasu-
tada skalaarkorrutise leidmist koordinaatide abil.

Skalaarkorrutis ja fiitiisika

Suur osa fiUsikalistest suurustest on samuti suuruse ning suunaga — nditeks liiku-
mine toimub ju teatud suuna ja kiirusega ning jdud mojuvad mingis suunas ja mingi
tugevusega. Skalaarkorrutis tuleb méangu fiisikaliste suuruste kombineerimisel.

Naiteks kui vanasti kasutati hobuseid, et paati modda joge edasi viia, siis oli kdige
targem hobust paralleelselt m66da joeddrt talutada voimalikult kalda lahedalt.

Sellest voib moelda skalaarkorrutise abil. Kui paat piki joge liigub, voime tema lii-
kumist kirjeldada kiirusvektoriga. Hobune avaldab talle tombamisega joudu, mida
kirjeldame jéuvektoriga. Nende vektorite omavaheline skalaarkorrutis annab niid
ajathikus tehtava kasuliku t66 ehk véimsuse. Intuitiivselt kannab skalaarkorrutis
endas teadmist, et paadi edasiliikumisele aitab kaasa ainult jou kiirusvektori suuna-
line komponent. Seda voiks kutsuda kasulikuks jouks. Toepoolest, kui hobune tém-
baks paati risti joega, oleksid jouvektor ja kiirusvektor risti, skalaarkorrutis oleks
null ja hobune paadi edasiliikumises rolli ei mangiks. Mida Idhemal hobune joele
jalutab, seda paralleelsem on kiirusvektoriga ka jouvektor, seda suurem skalaar-
korrutis, seda suurem kasulik joud.



MONED SKALAARKORRUTISE OMADUSED
JA PYTHAGORASE TEOREEM*

Skalaarkorrutisel on tavalise korrutamisega mitmeid sarnaseid omadusi.

Esiteks voime koordinaatkuju abil kergest| ndidata, etka skaIaarkorrutls on distribu-
tiivne: teisisdnu, iga kolme vektorid, b, C jaoks kehtib a o (b+¢& =dob+doCl.

Naiteks kahemddtmeliste vektorite d = (ay; a,) korral véime kirjutada koordi-
naatkuju definitsiooni abil:
C_io(l_))+8)=a1°(b1+cl)+a2°(b2+cz)
=(ay by+ay-c))+(az by + az-c;)
=dob+doC
Samamoodi ndeme emmast-kummast definitsioonist, et skalaarkorrutis on kom-
mutatiivne, ehk vektorite jarjekord skalaarkorrutise votmisel ei loe:
dob=bhod.
Samas meenutame, et nurga abil antud definitsioonist jareldasime, et ristiole-

vate vektorite skalaarkorrutis on null ning vektori skalaarkorrutis tema endaga on
vordne vektori pikkuse ruuduga.

Kasutades niud neid kahte omadust, voime naiteks tuletada Pythagorase teo-
reemi.

Olgu antud taisnurkne kolmnurk, mille kiljevektorid d ja b on risti — ehk siis
dob = 0. Samas nagime ennist, et kolmnurga kiljevektorite jaoks kehtib ka
d+b+¢=0ehkda+ b =—C.[lk142]

Votame nidd moélema poole skalaarkorrutise iseendaga ja saame:
(@G+b)o(@+Db)=2Cod.

Kasutades peatUki alguses toodud esimest skalaarkorrutise omadust ndeme, et

vasema poole vdartusond o d + b e b + 2d o b.Kuidd o b = 0ning

o
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o
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Il

NN

o
a Sl
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Seega tdepoolest jaab jarele samasus |d|? + |b|?> = |¢|% mis ongi Pythagorase

teoreem.
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VEKTORKORRUTIS*

Nagime, et kui keha liigub modda sirgjoonelist trajektoori ning talle mojub teatav
joud, véime keha liikumiskiirust mdéjutava kasuliku, samasuunalise jou leida jou-
ning kiirusvektori skalaarkorrutise abil.

Kui aga naiteks fikseerime keha kauguse teatavast keskmest (ehk podriemisteljest)
mingi hoova abil ning piirame seeldbi sirgjoonelise liilkumise, voib keha veel ainult
poorelda Umber selle telje.

Keha poorlemiskiirust mdéjutab sel juhul hoopis hoovaga ristsuunaline jdukompo-
nent, mida voib siis seekord kasulikuks jouks nimetada. Kdige mugavam on poor-
lema panevat moju kirjeldada niinimetatud jdumomendi abil, milleks ongi tapselt
hoova defineeriva vektori (fiusikute keeles: jou mojumispunkti tommatud koha-
vektori) ja kehale mdjuva jouvektori vektorkorrutis.
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Nagu jooniselt ndeme, on joumomendi ndol tegemist mingi Usna kummalise vek-
toriga. Jargnevalt Uritamegi selgitada, kuidas on vektorkorrutis ja seega ka jdumo-
ment defineeritud ning miks just nii.

Alustame p&orlemise kirjeldamisest. Maaratud sihis, naiteks sirgjoonelisel liilkumi-
sel mojuva jou kirjeldamiseks on vaja ainult Ghte arvu — md&ju suund on ju teada.
Samas, poorlemisse panustava moju kirjeldamine on juba keerulisem, sest pdorle-
mine ise on pisut keerulisem liikkumine. Kéige loomulikum on poorlemist kirjeldada:
1) podrlemistelje, 2) podrlemissuuna ja 3) podrlemiskiiruse voi -tugevuse abil.

Need kdik kolm peavad olema seega peidetud ka joumomendi kirjeldusse ehk jou
ning hoova vektorite vektorkorrutisse.
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Seetottu ongi vektorkorrutise tulemuseks uus vektor, mille suund annab meile
poorlemistelje, mille siht annab meile poérlemise suuna ning mille pikkus maarab
poorlemise kiiruse.

Sihi valikuks on meil kaks voimalust — kokkuleppeliselt toimub p6drlemine vastu-
pdeva Umber podrlemistelje sihi. Sellest kokkuleppest tuleneb ka nii-6elda parema
kde reegel.

Kui skalaarkorrutise korral leidsime tema suuruse vektorite samasuunaliste kom-
ponentide korrutisest, siis vektorkorrutise suuruse leiame ristkomponentide abil.
Vektorkorrutise suuruseks on

laxb|=ldl- |B| - sin(zd, b).

A
i
81 5in(®)
A h o

-
A

Seega, mida enam ,risti” on kaks vektorit, seda suurem on ka nende vektorkor-
rutis. Nagu jooniselt ndeme, on sellele suurusele ka kena tolgendus: ta on vordne
kahe vektori poolt maaratud ro6pkiliku pindalaga. Toepoolest, voime mdelda, etd
annab meile réopkiliku aluse, |b| - sin(£d, b) répkiliku kdrguse ja pindala leiame
nende korrutisest [Ik 366]. Selle pindalade pd&hise tdlgenduse tottu on vektor-
korrutis seotud ka determinantidega, millest radgime maatriksite peatikis [Ik 152].



Kokkuvotlikult on vektorkorrutise tulemina saadud vektor risti molema vektoriga
ning tema pikkus on vordne esialgsete vektorite poolt moodustatud rodpkiliku
pindalaga. Kdike seda voib meelde jatmiseks ette kujutada jargmisel joonisel.

SN

Lisaks joumomendile aitab vektorkorrutis kirjeldada ka muud podrlemisega seo-
tut — naiteks podrlemisimpulssi —, aga ka elektromagnetvaljas toimuvat: nditeks
magnetvaljas liikkuvale laengule mojuv joud on vordeline tema kiirusvektori ning
magnetvaljavektori vektorkorrutisega.
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MAATRIKS*

Nagime, et kui Uhe arvu asemel seada ritta mitu arvu, saame vektori. Aga miks
peaks meil ainult Uks rida arve olema? Meil voiks ju olla terve arvutabel!

Toepoolest, ka arvutabelid osutuvad matemaatiliselt vaga ponevaks ning neid
nimetatakse maatriksiteks.

1%4 MAATRIKS 2x3 MAATRIKS

® ()

Maatriksite abil annab vaga monusalt esitada toredaid andmeid ja seoseid. Naiteks
voib tabelis kirjeldada neljase seltskonna sdprusvorgustikku jargmiselt.

¢ Nummerdame olendid arvudegal; 2; 3; 4.

e Seame lahtritesse (i;j) arvu 1, kui isikule i meeldib j, ning 0, kui

ei meeldi.
2
12 34 1 \
1fo 00O
210 O 1 1 \
3101 0 1
4b\1 1 140
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Nagu ndeme, on see, et isendile 1 ei meeldi Ukski teine kolmest isendist, lihtsalt
véljaloetav nii maatriksist kui jooniselt.

Esitus maatriksina vdimaldab uurida ka palju suuremaid ja keerulisemaid vorgus-
tikke kui meie raamatu tegelaste sopruskond. Naiteks véime maatrikskujul esitada
narvirakkude vorgustikke voi rakus toimuvate protsesside vaheliste seoste vrgus-
tikke. Narvirakkude vorgustikud voivad olla kuni 10 miljardi neuroniga ja nii on neid
paris raske geomeetriliselt ette kujutada voi kirja panna, maatrikskirjeldus aitab
neid siiski arvutite abil vurida.

MAATRIKS

Meid huvitab aga siin raamatus pisut teistmoodi, geomeetriline motteviis maat-
riksitest.

Idee on vaadata iga arvutabeli veergu kui Uhte vektorit. Nii annab naiteks 3 x 3
maatriks kolm kolmemodtmelist vektorit, 3 X 2 kaks kolmemd&dtmelist vektorit ja
2 X 2maatriks kaks kahemdotmelist vektorit.

324 A
2 1- 3
GlY ;
2 )\
4.
2 : 3 4o
_4..

Markame, et niid ja edaspidi selles peatukis ei kirjuta me vektoreid enam arve
ritta seades, vaid neid tulpa ladudes. See vahetus teeb edasise kirjutamise lihtsalt
mugavamaks.

Selline vaatevinkel aitab meil varsti siduda maatriksid ka lineaarvorrandite sUstee-
miga.
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DETERMINANT JA LINEAARVORRANDISUSTEEM

Kuigi vaga ponevaks osutuvad nii4 X 4,10 x 10,30 X 2 kui muu suurusega maat-
riksid, keskendume edasises 2 X 2ning 3 X 3 maatriksitele.

Esiteks tutvustame Uhte ruutmaatriksite (ruutmaatriksis on sama palju tulpasid
ja veerge) karakteristikut, mida kutsutakse determinandiks. Seejarel Gritame sel-
gitada, kuidas determinandid on seotud lineaarvorrandisisteemide lahenditega
ning kust ikkagi pdrinevad koolidpikute méned mustilised vorrandisisteemide
lahendamisviisid.

Kaesolev peatikk ulatub kindlasti kooliprogrammist valja, aga Uhtlasi aitab ehk
paremini moista teisi teemasid. Voibolla on kasulik enne lugemist |lahemalt tutvuda
vorrandite lahendamisega osas 4 [k 176].

DETERMINANT

Determinandiga tutvumist voime alustada Ghest Usna ehituslikust kisimusest.

Mida saame konstrueerida kahe kahemddtmelise vektoriga d ja b ning mida kolme
kolmemddtmelise vektoriga d, b, ¢?

Kui kaks kahemddtmelist vektorit pole juhuslikult samasihilised ehk kui neid ei saa
asetada piki sama sirget, vdime nende abil moodustada réopkuliku.

Sarnaselt saame, juhul kui kolm kolmemddtmelist vektorit ei asu Ghel tasandil, ehi-
tada nende abil kena ro6ptahuka.

~




Molemal juhul on neil geomeetrilistel kujunditel Uks kena parameeter — nende
maht. Ruutmaatriksi determinant kirjeldabki seda mahtu.

2 X 2 maatriksi puhul on tema determinandi absoluutvaartus vordne kahe tulp-
vektori poolt moodustatud rodpkiliku pindalaga.

Naiteks maatriksi ((2) (1)) determinandi absoluutvaartus on vordne kahega, kuna
maatriksi tulbad kirjeldavad ristkilikut kiljepikkustega 2 ja 1. Tuletame meelde, et
roopkiliku pindala andis meile ka vektorkorrutise pikkuse. Téepoolest, 2 X 2 maat-
riksi determinant annabki tema tulpvektorite vektorkorrutise pikkuse.

3 X 3 maatriksi puhul on determinandi absoluutvaartus vordne kolme tulpvektori
poolt moodustatud réoptahuka ruumalaga.

Determinantide abil voib otsustada, millal lineaarvérrandisisteemidel lahendid
leiduvad ning kuidas neid lahendeid ka leida. Jarjepanu need kisimused nuid ette
vbtamegi.

MILLAL LEIDUB KAHE MUUTUJAGA LINEAAR-
VORRANDISUSTEEMIL LAHEND?

Tuletame meelde, et kahe muutujaga lineaarvorrandisisteemi vaib Uldkujus kirja

panna jargnevalt:
a1x +biy =c

a,x + b,y =c,

Koigil kimnel tahistusel on siin oma roll ja see pole sugugi segaduse tekitamine.
Arve ay,a,, by, by, cq ja c, vaatleme kui juba teadaolevaid arve. Tahistame neid
tahtedega, lihtsalt et kasitleda paljusid vorrandeid korraga [lk 48]. Seega palub
kdesolev vorrandisUsteem lihtsalt leida vaartused kahele tundmatule x ja y, nii et
vordusmargid kehtiksid. Nditeks voiksime anda teadaolevatele arvudele kindlad
vadrtused ning saada konkreetsema naite:

2x+y =5
x+y=3

Neid kahte lineaarvorrandit voib ka vaadata eraldi ning kirjeldada nditeks sirgega
nagu vorrandite peatikis [k 184].
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VorrandisUsteemi lahendamiseks tuleb kaks vorrandit omavahel kuidagi siduda.
Uks véimalus seda teha on seada mélemad vdrrandeid kirjeldavad sirged Ghele
koordinaattasandile [lk 184]. Veel kavalam on aga kasutada maatriksit:

<a1 b1>
a; by)
Nagu enne kirjeldasime, voime mdelda tulpadest( )Ja< ) kui kahemodotmelis-

test vektontest ja kuna tulpasid on tGUtu pidevalt vaIJa klrjutada tahistame neid
vastavaltd ja b- -ga.

Lineaarvorrandisusteemi lahendamisest voime niid mdelda Jargnevalt eesmark
on leida reaalarvud x ja y, nii et saame vektori (Cl) kirjutada vektorite d ja b sum-
mana: x-d+ y- b. Esialgu on lihtsam seda ette kujutada joonise ja konkreetse
naite abil: joonistame vektorld( )Ja( )ning Uritame neid kokku liita, nii et saak-

sime vektori (g)

X +%/1 -

X=2 %='1

Millal on see véimalik? Kui meile on antud kaks vektorit, siis millal saame neid
pikendades/lihendades ja liites esitada mingi kolmanda vektori?

Kui kaks antud vektorit oleksid d = ((1)) jab= ((1)) ehk x- ning y-telje Ghikuid
kirjeldavad vektorid, siis saaksime mU|dug| selle protse55| kaigus katte iga teise
vektori. Vektor( )on vordne lihtsaltc; - d + ¢, - b- -ga:

a(@)+e () =(5)+(2)= (@)



See on ilmne ka vorrandisisteemist endast. Sel juhul oleks sUsteem vdaga lihtsas
kujus
X = Cl

Yy = Cao.

Ponev on - ja selles voib hea usu korral usina joonistamise abil veenduda —, et olu-
kord on sarnane peaaegu iga algvektorite valiku korral! Peaaegu alati saame iga
kolmanda vektori esitada antud kahe vektori summana ja seda Uhel ja ainsal viisil.
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Ainult juhul kui vektorite poolt moodustatud roopkiliku pindala on 0 ehk ainult siis,
kui vektorid on samasihilised, pole see voimalik. Sel juhul saab nende summana
esitada ainult teisi samasihilisi vektoreid.

S /=]

b
NUUd aga tuletame meelde, et vektorite (Z;)ja (b;) poolt moodustatud rodpkiliku
pindala oli vérdne maatriksi (a1 bl) determinandiga.
a; b,

Sellest jareldubki 6pikutest leitav tingimus:

 kui determinant pole vérdne nulliga ja seega vektorid d ja b
pole samasihilised, leidub vorrandisisteemile alati tapselt Uks
lahend,

* kuiaga determinant on vérdne nulliga ja seega vektorid d ja b
on samasihilised, leidub null v6i I6pmatult palju lahendeid:

— kui vektor (21) on vektoritega d ja b samasihiline, leidub |6p-
matult palju lahendeid ja

— muul juhul ei leidu Ghtegi lahendit.

Jargnevalt lahme sammu edasi ja nditame, kuidas determinantide abil ka kahe
muutujaga lineaarvorrandi sisteemi tapsed lahendid Ules leida.

157



n
=
&
<
<
=

158

KAHE MUUTUJAGA LINEAARVORRANDISUSTEEMI
LAHENDAMINE DETERMINANDIGA

Nagu ndgime, véime lineaarvorrandisisteemi
a;x + by = ¢,
ax + b,y =c,
vektorite abil kirja panna jargnevalt:
a; b\ (&
x (az) ty (bz) - (Cz)'
Mugavuse ja tindi kokkuhoiu eesmargil tahistame tulpvektorid jalle jargmiselt:
ar\ L (b > . o .
(az) =d, (b2> = bning (Cz) =Z
Seega saame vorrandi:
xd + yb = C.

Teisisdnu, tahame vektoreid d ja b parasjagu lUhendada ja pikendada, just niipalju,
et nende kokkuliitmisel saaksime kolmanda vektori ¢. Oletame, et d ja b ei ole
samasihilised ning nendest voib moodustada ilusasti roopkiliku. Just selle réopki-
liku abil voime siis visualiseerida ka oma Ulesannet:

LUhendamise ja pikendamise mahtu kannavad endas reaalarvud x ja y. Kuidas
nende suurust leida?

Joonise abil markame, et meie otsitav arv x peab vektori d otspunkti viima ,sama
kaugele” vektorist b, kui on vektori ¢ otspunkt.
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NUUd tuletame meelde, et ro6pkiliku pindala véime kirjutada tema aluse ja kor-
guse korrutisena [lk 366]. Nii saame omavahel vorduma panna kaks vordse pind-
alaga roopkulikut:

» esiteks roopkilik, mis tekib vektorite Bja xd vahele,

o teiseks roopkuilik, mis tekib vektori Bja ¢ vahele.

Toepoolest, mdlema alus on b ning nende kdrgused on samad.

> A —

————>

S
s
G

Puhtalt sellest tahelepanekust voimegi tuletada muutujale x sobiva vaartuse.
Nimelt r6opkilik, mis on tekkinud vektoritest Bja xd, on x korda ,kérgem” kui
roopkuilik, mis tekib vektoritest Eja d. Samas teame, et vektorite Eja d vahele tek-
kiva roopkuliku pindala kirjeldab just determinant

a; by
a; b,

Seega on intuitiivselt Usna selge, et vektoritele I;ja xd ehitatud ro6pkuliku pindala
leidmiseks peame determinandi

a; by
a; by

lihtsalt arvuga x 1abi korrutama.
Samas on vektoritele Eja C ehitatud roopkiliku pindala antud determinandiga
& by
c; b,
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Seega saamegi vorrandi kordaja x suhtes:

x.
a, b,

a; by _

¢ by
c; byl

Siit saame juba kergesti leida x-i enda vaartuse:

¢ by
_ 16 b3l b,
a b1
a, b,

Kui sooviksime leida y-i vadartust, siis peaksime lihtsalt sama protseduuri labi
tegema, kasutades vektoreid vektoritest d ja yb. Tulemuseks on:

|a1 Cl
a, cz|
y= a; bq|
1 1
a, b,

Sarnane meetod toimib ka kolmes, neljas, kaheksas mootmes, kuigi selle geomeet-
riline ettekujutamine Iaheb muidugi jarjest keerulisemaks. Teisisonu saab determi-
nantide abil lahendada Ukskaik kui paljude muutujatega lineaarvorrandisisteeme.
Saadud valemid on eriti vaartuslikud arvutitega tootamisel — nad annavad vaga
kiire ja vahemalt arvutite jaoks lihtsa viisi ka vaga suurte lineaarvorrandisistee-
mide lahendamiseks.

MILLAL LEIDUB KOLME MUUTUJAGA LINEAAR-
VORRANDISUSTEEMIL LAHEND?

Et kindlaks teha, kas kdik sai kenasti selgeks, arutame lUhidalt Iabi ka kolme muu-
tujaga juhu. Koik on tegelikult analoogne. Kui vaatame vorrandisisteemi

ax+by+cz=d,;
ax + b,y +c,z=d,

azx + b3y + c3z = ds,

a, by ¢
a, b, c;
as bs c;

voime moodustada maatriksi



ja moelda vektoritest

a1 bl Cl
C_i = (az)’b = <b2>Ja8 =1[C
as b C3
kui kolmest kolmemd&dtmelisest vektorist.
dy

Seegi kord tahame kirjutada vektori (dz)vektorite d, b, & lineaarse summana
d3

x-d+y-b+z-&

Jallegi on kisimus, millal saame kolme antud vektori abil Ghte antud vektorit ndnda
kirjeldada, ja onilmne, et vektorite

1 0 0
0 0 1

korral on see alati voimalik.

a
Naiteks vektori <b> saaksime, kui korrutaksime vektorid v7, v, V3 vastavalt
c

?eaalarvudega a, b ja c ning liidaksime kokku:

a
a-v+b-v,+c-v; = (b)

c
Sellest on vaibolla lihtsam mdelda hoopiski graafiliselt:

2

/4\

(a;b;0)
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Selgub, et ka ainus takistus on vaga sarnane kahemd&otmelisele juhule —iga vektori

dy
(d2> saame vektorite 4, l_;, ¢ lineaarse summana Ghel moel kirjutada just siis, kui
ds

vektorid @, b, ¢ ei asu kaik Uhel tasandil, ehk teisisdnu kui nende poolt moodus-
tatud rooptahuka ruumala pole null. Kui vektorid asuvad aga Uhel tasandil, saab
nende summana esitada ainult sel samal tasandil esitatavaid vektoreid.

NUud, kuna toodud maatriksi determinant oli vastavuses réoptahuka d, b, ¢ ruu-
malaga, leidubki kolme muutujaga lineaarvorrandisisteemil Ghene lahend para-

jasti siis, kui see determinant pole nulliga vordne. d
1

Kui determinant on vordne nulliga, siis tuleb uurida, kas (dz) asub vektoritega

d3
d, b, ¢ samal tasandil vdi mitte — kui asub, on lahendeid I6pmatult palju, ja kui ei
asu, siis lahendeid polegi.

Ka seekord saab determinandi abil lahendidki kirja panna, selle jatame aga huvilis-
tele nuputada.
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VORRAND JA
VORRATUS






Mees, kes teab koike algebrast,
on sageli siiski loru,

kui see ongi koik,

mida ta teab.

Frederich Suur



VORRAND

Vorrand aitab tapselt ja matemaatiliselt kirja panna teatavaid tingimusi. See on
looduse ja Umbritseva kirjeldamise esimene etapp — maailma matemaatilistesse
seostesse surumine.

Oletame naiteks, et tahame ehitada uut lauluviljakut. Kdige olulisem on ehituse
juures muidugi, et laulukaare alla mahuks piisavalt huvilisi. Teades, kuivord laul-
jatele meeldib ligistikku Umiseda, voib nditeks optimistlikult arvestada, et Ghele
trepiruutmeetrile mahub kolm lauljat.

Selle tingimuse voime matemaatiliselt kirja panna jargmiselt:

VOIMALIK LAULJATE ARV = 3 - LAULUKAARE PINDALA.

Kui meid pikk kirjutamine ara tiitab, véime voimalikku lauljate arvu tahistada
A-ga, vabade ruutmeetrite arvu B-ga ning kirjutada sama vorrandi jargmiselt:

A=3-B.

Kuigi niud peame hoolega meeles pidama, mida ikkagi 4 ja B tahistavad, on kirju-
tamisvaeva vahem.

Vorrandid aitavadki tingimusi 6konoomselt kirja panna ja elulisi kiisimusi Umber
sOnastada, nii et jarele jadb ainult kisimuse jaoks oluline. Nditeks oleme ju tdiesti
unustanud, milline on laulupeo ajal ilm voi kuidas keegi riides on, ja seda digustatult.

Vorrandi moodustavad

1. moéned muutujad ehk meile veel tundmata vaartusega suuru-
sed [k 48];

2. moned arvud, mida kutsutakse kordajateks, kui nad korrutavad
|abi mdnda muutujat, ning vabaliikmeteks, kui nad on omapaj;

3. vordusmark =", mis neid muutujaid ja arve omavahel seosesse
seab.

Naiteks meie vorrandis on kaks muutujat: Aja B, arv 3 on meie vorrandis kordajaks
ja Uhtegi vabaliiget nagu polegi.
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Kui tahaksime juurde lisada tingimuse, et 100 ruutmeetrit peab siiski ka orkestri
tarvis jadma, peaksime lauljatele moeldud ruutmeetrite arvu 100 vorra vahendama
ja saaksime koos vabaliikmega vorrandi:

VOIMALIK LAULJATE ARV = 3 - (LAULUKAARE PINDALA — 100).

Muidugi tuleks I6petuseks vorrand ka veel déra lahendada ehk leida koik arvupaarid,
mis kirjapandud vorrandit lahendavad.

Siin pole see eriti raske: seos A = 3 - B seab ju ainult piirangu, et Uks arv on tei-
sest kolm korda suurem. Nii on lahendiks naiteks A = 3, B = 1, kui A = 1200,

B =3600,kuid = —1,B = —g.

Nagu varsti ndeme, kogunevad koik need lahendid Ghele sirgele. On kerge margata,
et mitte sugugi iga lahend ei ole enam tdlgendatav meie algilesande raames. Toe-
poolest, lahendite tagasitolkimisel elu konteksti peame jalle olema hoolikad — Uks
viis jargimaks, et kdik Iaheb sobivalt, on uurida algses Ulesandes peituvaid Ghikuid.

VORRAND JA UHIKUD

Elulise alusega vorranditel on tavaliselt kaasas ka Uhikud. Naiteks radkisime meie
vorrandis ruutmeetritest ja inimestest.

Esiteks on oluline neil jarge ajada, sest kui sassi lahevad 10%ja 10 kTm, voib ikka
usna hiljaks jaada.

Teiseks aitavad nad aru saada, kas kirja on saanud moistlik vorrand. Nimelt voime
nditeks vaadata, kas vorrandi mélemal poolel olevad arvud kirjeldavad vorrelda-
vaid suuruseid ehk kas neid saab loendada samades Uhikutes — vérduse molemal
poolel peavad olema ju samad Uhikud.

Naiteks meie vorrandivasakul poolel on lauljate arv ehk teatud inimeste arv. Mis on
aga vorrandi paremal poolel?

169

(o]
Z
<
o
(24
O
>




[a]
P
<
o
24
O
>

170

Esmapilgul oleks seal justkui ainult ruutmeetrite arv — pindala Ghik. Siiski, tuleta-
des meelde, et kordaja 3 tahistab inimeste arvu iga ruutmeetri kohta, saame ikkagi
Uhikuks inimeste arvu:

inimesed

2

inimesed= m-.

m?2

Vorrandite matemaatilise lahendamise ajaks voib aga Uhikud unustada — peaasi, et
nad alguses ja |6pus digesti ritta saavad.

ERINEVAT TUUPI VORRANDID

Vorrandid voivad valja ndha vaga erinevad, naiteks koik jargnevad on vérrandid:
VANUS — 4 =12
x3—4x =4
UKS MUUTUJA + TEINE MUUTUJA = 3

W+Y+Z=0
x4y =z

Esimene erinevus on muidugi selles, et oleme muutujatele valinud erinevaid tahi-
seid. Moned oleme tahistanud tahtedega, moned sonadega.

Erinevusi on aga teisigi: mones vorrandis on Uks muutuja, mones mitu. Mones
vorrandis on muutuja esimeses astmes, mones on ta kdrgemasse astmesse toste-
tud. Mones vorrandis tolkneb ka moni nullist erinev arv, mida nimetasime vabaliik-
meks, teises on ainult muutujad.

Erinevat tuUpi vorrandid aitavad kirjeldada erinevaid tingimusi, kuid kisivad ka eri-
nevate lahendusmeetodite jarele.

UHE MUUTUJAGA VORRAND

Vérrandites VANUS — 4 = 12 ning x3 — 4x = 4 on mdlemas ainult Gks muutuja
ehk otsitav suurus. Kuna matemaatiliselt pole mingit vahet, kuidas muutujaid
tahistada, eristab neid vorrandeid eelkdige aste, millel muutuja ette tuleb.



Esimest nimetataks lineaarvorrandiks, kuna muutuja x kdige kdrgem aste on 1,
teist kuupvorrandiks, kuna muutuja kéige kdrgem aste on 3.

Kooliprogrammi kéige ohtlikum on muidugi ruutvérrand, mille lahendivalemit
noutakse une- ja mangupealt. Seetdttu nditame ka, et see lahend ei ole sugugi
mUstilise paritoluga, vaid Usna selge matemaatilise arutluse tagajarg [lk 275].

Muidugi ei Utle keegi, et astmed peaksid ainult Ghest suuremad olema. Nii raa-
gitakse ka juurvorranditest, kui mangu tuleb ka ruutjuur muutujast. Naiteks
Vx+2=4.

Uldiselt on nii, et mida keerulisemad muutuja astmed on mangus, seda keerulisem
on vorrandit ka lahendada.

MITME MUUTUJAGA VORRAND

Vorrandis voib muidugi ka olla mitu muutujat. Naiteks peatiki alguses too-
dud lauljate ja laululava pindalaga vorrand oli kahe muutujaga vorrand. Vorrand
x™ + y™ = z" on aga néiteks kolme muutujaga vorrand, kus n on teadaolev arv.

Uhed lihtsamad mitme muutujaga vérrandid on kahe muutujaga lineaarvér-
randid, kus mdlemate muutujate aste peab olema Uks. Naiteks x + 3y = 4 voi
0,5x + y = 2 on kahe muutujaga lineaarvorrandid.

Kuna siin on kaks muutujat, voime nende suhte kirja panna ka koordinaattasandil.
Nendest vorranditest voib visuaalselt moelda kui sirgetest: koik arvupaarid, mis
kahe muutujaga lineaarvorrandit rahuldavad, moodustavad sirge tasandil.

Ka meie algne vorrand A = 3 - B on tegelikult sirge vorrand.
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Sarnaselt moodustavad koik arvukolmikud, mis rahuldavad kolme muutujaga
lineaarvorrandit, Uhe ilusa tasandi.

Sirge ja tasandi vorrandist raagime muidugi varsti ka pikemalt [k 184].

Keegi ei keela moodustada ka nelja, kuue voi kahesaja liikmega vorrandeid. Nai-
teks on tore vorrand

A+B+C+D+...+X +Y =10°.

Kas seda vorrandit oleks vdimalik kuidagi ka tdlgendada? Uks pisut hullumeelne
voimalus oleks 6elda, et vorrandi lahendite hulk moodustab 27-mdotmelises ruu-
mis 26-modtmelise tasandi. Seda on aga pigem raske ette kujutada! Lihtsam on
sellest vorrandist moelda kui 27 sahkerdajast, kes jagavad omavahel ara kokku
napatud miljon eurot.

VORRANDISUSTEEM

Monikord ei 6nnestu kdiki soovitavaid tingimusi Uhe vorrandiga kirja panna. Otsi-
tavad suurused rahuldavad mitut tingimust samaaegselt. Nii saamegi mitmest vor-
randist koosneva vorrandisisteemi. Vorrandisisteemi lahendamine tahendab, et
otsime suurusi, mis rahuldavad kdiki vorrandeid korraga.

Naiteks voib meil olla teada, et ristkiliku kujuga toa pindala on kimme ruutmeet-
rikest ja Umbermoot neliteist meetrit, ning meid huvitaks, mis kujuga see tuba on.
Mis on toa pikkus ja mis tema laius?



Umbermaatu kirja pannes saame vérrandi:
2 - (PIKKUS + LAIUS) = 14.
Pindala kirjeldades aga vorrandi:
PIKKUS - LAIUS = 10.

Et leida sobivat pikkust-laiust, peame niiUd Gheaegselt lahendama molemad vor-
randid.

(o]
Z
<
o
(24
O
>

Proovimise teel ndeme, et naiteks PIKKUS = 1ja LAIUS = 6rahuldab esimest vor-
randit, ent ei rahulda teist vorrandit. Samas PIKKUS = 10 ja LAIUS = 1 rahuldab
esimest, kuid mitte teist vorrandit.
Uheaegselt lahendavad mélemat vérrandit ainult:

« PIKKUS = 2jaLAIUS =5

« LAIUS = 2 ja PIKKUS = 5.

Muidugi ei olnud vorrandil endal aimugi, kumba meie nimetasime toa , pikkuseks”
ja kumba tema ,laiuseks", ning nii saamegi sisuliselt sama toa kuju kaks korda.

Kuna meil on kaks erinevat muutujat, voime jallegi seda vorrandisisteemi ka geo-

meetriliselt ette kujutada. Nagu ennist, vdime esimest vorrandit kirjeldada sirgega
R . , . 10

x +y = 7; teist vorrandit kirjeldab aga joon kujus x - y = 10ehky = ~

Nende kahe joone I6ikepunktid annavadki meile lahendid:

\¢

/
gt\ 10
X
6.
A
2
+ + + .7_)(:\
2 3 A 5 6 %

Sellest radgime aga pikemalt juba vorrandite ja geomeetria peatikis [k 184].
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MOBIILIOPERAATORI VALIMINE

Vorrand ei ole mitte ainult Uks tahtsamaid matemaatilisi seoseid, vaid on lisaks Uks
tihedamaid seoseid matemaatika ja meid Umbritseva vahel.

Nagu mainisime, aitavad vorrandid tingimusi ja olukordi tapselt ning matemaa-
tiliselt kirja panna. Kui vorrandite lahendamisega tulevad suureparaselt toime ka
arvutid, siis nende kirjapanemine jaab siiski veel inimeste hooleks.

Vorrandite koostamiseks on vaga hasti vaja lahti motestada olukord ning otsus-
tada, millisel tapsusel seda kirjeldada. Milliseid nahtuseid, omadusi ja komponente
peaksime arvesse votma? Kuidas nad tépselt omavahel seotud on? Vorrandi kirja-
panek on tahtis ja huvitav etapp, kus ebatdpsest elulisest probleemist saab tapne
matemaatiline Ulesanne.

Seetottu kutsume lugejat veel kord kogu seda protsessi labi tegema.
Oletame, et valid endale uut mobiilioperaatorit, kelle paketid on jargnevad.
e Operaator A: 5 eurot kuumaks pluss 0,01 eurot kdneminut.
e Operaator B: 1 euro kuumaks pluss 0,02 eurot kdneminut.

On Usna intuitiivne, et kui satume hoogu ja rddgime Ulemaara palju, siis peaks
operaator A hinnapakett odavam tulema, sest kdneminuti hind on poole vaiksem.
Samas kui raagime vdga vahe, on jallegi operaatori B pakett kasulikum.

Seega on Usna moistlik ja oluline kisida: vahemalt kui mitu minutit peaks kuu jook-
sul radkima, et tasuks valida operaator A?

Sellele kiisimusele vastamiseks on Uks voimalus koostada vorrand ja leida, millise
koneaja korral on operaatorite tasud vordsed. Intuitiivselt on siis selge, et rohkem
radkides oleks kasulik valida operaator A ja vahem radkides operaator B. Selle ,roh-
kem kui” idee saaksime veel tapsemalt kirja panna vorratuste abil [lk 190].

Vorrandi koostamine

Rolli mangivad siin olukorras raagitud kdneminutite arv, kdneminuti hind ja kuu-
maks. Viimased kaks neist on lihtsalt arvud, kdneminutite arvu me alles otsime —
tema on muutujaks ning véime tema vaarust tahistada k-ga.

Kogutasu saamiseks peame kuutasule liitma kdneminutite ja minutihinna korru-
tise. Kokku maksaksime siis kuus:

e operaatorAjuures: 5 + 0,01k eurot,
e operaator B juures: 1 + 0,02k eurot.



Tingimuse, et mdélema operaatori juures oleks kogumakse vordne, voime siis kirja
panna jargmiselt:

540,01k =1+ 0,02k.
Vorrandi lahendamine
NGUd voime kogu konteksti ara unustada ja vorrandi
540,01k =1+ 0,02k

muutuja k suhtes juba tunnis opitud teisenduste varal dra lahendada:

5+0,01k =1+ 0,02k (-0,01k

5—-1=0,02k - 0,01k
4 =10,01k
k =400

Tegelikult oleme siin juba tunginud jargneva peatUki, vorrandite teisendamise
ja lahendamise territooriumile, millest raagime kohe palju pikemalt ja pdhjaliku-
malt.

Enne jaab vaid Ule veel saadud lahendust tolgendada.
Vorrandi tolgendamine

Tuleb vdlja, et kuutasud on vordsed, kui radagiksime tapselt 400 minutit. See teeb
Ule 10 minuti paevas, mis tundub ikka paris palju. Seega tasub ilmselt ikka valida
operaator B.
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VORRANDI TEISENDAMINE
JA LAHENDAMINE

Enamasti on vorrandi kirjapanek alles esimene samm. Jargneb vérrandi lahenda-
mine: see tahendab, et tahame leida koik arvud, mis koiki vorrandiga ette kirjuta-
tud tingimusi rahuldavad.

Vorrandi lahendamise ajaks voib kdikide vorrandi liikmete Uhikud ja konteksti &dra
unustada — vorrandi lahendamise ajal ei loe, kust see vorrand tuli, loeb vaid mate-
maatika.

Vorrandi tdlgendamisel tuleb muidugi lisada jalle juurde ka kontekst ja Ghikud. Siis
seome taas elu matemaatikaga ja see vajab palju tdhelepanu, sest tihti tekivad
vead just selles etapis.

Praegu asume aga lahendamise juurde. Alustame vorrandi teisendamise mate-
maatilisest kiljest ja seejarel teeme kogu protsessi labi veel Uhe konkreetse lugu-
loo taustal.

VORRANDI TEISENDAMISEST ULDISEMALT

Niipea kui vorrand on kirja saanud, on eesmark seda lahendada. See toimub tihti
vorrandi teisendamise abil. Vorrandi teisendamine tahendab vorrandi viimist teise,
ent siiski samavaarsesse kujusse. Ideaalselt jbuame vorrandiga kujusse, kust on
vastust juba kerge valja lugeda.

Koik teisendused, mis pahe tulevad, ei sailita muidugi vorrandi samavaarsust: nai-
teks kui korrutame mdolemad pooled arvuga null, siis saame mdlemale poole vor-
dusmarki nulli. Null on aga nulliga vordne, ikskoik millise vaartuse me algsele muu-
tujale ka annaksime.

Kodige lihtsam viis vorrandi erinevate kujude samavaarsuse naitamiseks on veen-
duda, et véime vorrandi uuest kujust mone teise sammu abil jalle vorrandi algsesse
kujusse tagasi jouda.



Naiteks voime vorrandile alati arve liita, sest vastandarvude liitmine teisendaks
uue vorrandi jalle tema algkujusse. Nii on nditeks samavaarsed vorrandid

4-x+2=10
ja
4-x=38.
Esimesest saame teise kahte lahutades, teisest esimese kahte juurde liites.

Samamoodi voime vorrandeid nullist erineva arvuga korrutada, kuna sama arvuga
jagamine (sellest siis ka nullist erinevus!) viiks vérrandi taas algkujusse tagasi. Nii
on samavaarsed ka vorrandid

4.-x=8
ja

x =2

Esimesest saame teise pooli neljaga jagades ning teisest esimese, kui molemat
poolt neljaga korrutame.

Neid kahte teisendust jarjepanu tehes ndeme, et vérrand 4 - x + 2 = 10 on sama-
vadrne vorrandiga x = 2. Ehk teisisonu selle esimese vorrandi lahendiks on x = 2.

Vaatame igaks juhul veel teistki nadidet — sisu ja soustita vorrandit 4x + 1 = 17.
Tema lahenduskaigu saame kompaktselt kirja panna nii:

4x+1=17 |-1

Siin oleme pUstkriipsu taha lihtsalt méarkinud, mida tapselt teeme Ghelt realt jérg-
nevale Uleminekuks, koik need on samavaarsed teisendused.

Tihti on vorrandi teisendamisel samavaarsust sailitavatel sammudel ka hea intui-
tiivne selgitus:

* naiteks voime vorrandi mélemale poole juurde liita arve. Intui-
tiivselt on see selge: kui meil on tana sdbraga sama vanus, siis
on meil ka tapselt kahe aasta parast sama vanus;

e samuti vdoime vorrandi mdlemaid pooli korrutada suvalise nul-
list erineva arvuga — kui oleme praegu vordses kaalus, oleksime
ka siis, kui meie mélema kaalud kolmekordistuksid. (Loodame
siiski, et seda ei juhtu.)

Koik teisendused aga samavaarsust ei sailita.
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VORRANDI TEISENDAMINE NII, ET SAMAVAARSUS EI SAILI

Vorrandit saab muidugi teisendada ka nii, et uus vorrand ei ole paris samavaarne.
Sel juhul voib vérrandile uusi lahendeid juurde tekkida voi dra kaduda — mdne tei-
senduse korral muudame lihtsalt vorrandi algset tingimust vaetimaks ja monikord
lisame hoopis juurde vaarinformatsiooni.

Naiteks kui korrutame vérrandi mélemat poolt 0-ga, kaotame ju kohe kogu tingi-
musega antud informatsiooni, sest parast seda on mélemad vorrandi pooled vord-
sed 0-ga ning see vordus kehtib iga muutuja vaartuse jaoks.

Samamoodi voime ruutu vottes lahendeid juurde tekitada: delda, et x = 3, annab
tapselt Uhe vastuse, aga x? = 9juba kaks vastust, kuna teist vérrandit rahuldab ka
x =-3

Uldiselt ei tasu selleparast aga vdga muretseda — teisendage vdrrandit mdnuga,
kuni oskate temast midagi valja lugeda. Pérast tuleb lihtsalt Gle kontrollida, kas
saadud lahendid ka algseid tingimusi rahuldavad voi on kaasa tulnud teisendus-
tega kaasnenud informatsiooni kao kaigus. Ettevaatlik ja hoolas tasub siiski olla.

Toestus, et 0 = 1, ehk miks vorrandi teisendamisel tuleb ette vaadata.
Kirjutame valja Usna sisutUhja vorrandi x = 0 ja hakkame teda ponevuse tekita-

miseks teisendama.

x =0 |- (x — 1)—korrutame mdlemaid vérrandi pooli
x:(x—1)=0-avame sulud

x%-x = 0-liidame mdlemale poole liikme x

x? = x—jagame x-iga labi

x = 1-saame vue vastuse

Aga kui me niid vaatame Uhes algset vorrandit x = 0 ning viimast vorranditx = 1,
siis saame, et sama arv x on vordne nii nulli kui Ghega, ja peame jareldama, et1 = 0!

Ometigi teame, et see on jaburus ning algne vorrand x = 0 ei ole samavaarne vii-
mase vorrandigax = 1.

Seega peame tee peal olema kasutanud monda algtingimusi vaanavat teisendust.
Toepoolest, vaadates leminekut sammult 4 sammule 5, oleme vorrandi molemat
poolt labi jaganud x-iga. Ent x on ju vérdne nulliga ning nulliga jagamine toobki
alati ainult jama kaasa!



VAIKE VORRANDIJUTT )

NUUd aga aitab hetkeks puhtast matemaatikast, lahme pimekohtingule ja vaa-
tame, kas koik sai selgeks.

Jubajoomegimeile Gsna mokkamodda seltsilisega koos kohvi, s66me kooki, naera-
tame ja tutvume. Kisime kaaslaselt ka piinlikkust tundmata vanust. Ent mis juh-
tub? Kaaslane hakkab vastu 6htut kiusama ja vigurdama!

Ta s6nab muiates, et kui votta tema vanusest kaks kolmandikku ja lahutada sealt
kaks, saate sama tulemuse, kui votta tema vanusest pool ja liita sinna Uks. Milline
oudus, kaaslane tahab teada, kas oskame vorrandeid koostada ja neid lahendada!

Votame valjakutse vastu! Taskust vélja salvratt, ja kaaslase avaldused Iahevad sinise
tindiga hoolikalt kirja. Teisisonu, koostame elulise loo pohjal vorrandi.

VORRANDI KOOSTAMINE

Ainsaks tundmatuks on kaaslase vanus, mida alguses kirjeldamegi muutujaga
VANUS. Tema sdnades jarge ajades vdime kirjutada:

2 1
§~VANUS—2 = E'VANUS +1

NUUdseks on meil kdik tingimused kirjas ning edasi on meie t66 vorrand ka ara
lahendada.
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VORRANDI LAHENDAMINE

Kaaslase vanuse valjalugemiseks voime oma vorrandit naiteks teisendada jargmi-
selt:

2 1
§-VANUS—2=E-VANUS+1 -6

(kellele meeldiksid murrud, saagem neist lahti!)
4 -VANUS-12 =3 -VANUS + 6

(tahame leida vanust, lahutame molemalt poolt 3 - VANUS, viies koik tema kord-
sed Uhele poolele)

4-VANUS —12-3-VANUS =0+6
(lidame, lahutame)
VANUS = 18
Hurrraa, matemaatiline osa on labi!

Ja siinkohal vist suurt midagi ka jaanud pole. Vorrandi lahendi tdlgendamine pole
eriti raske —isegi muutuja nime jatsime selliseks, mis pariselulist motet kenasti kaa-
sas kannab.

VEEL VORRANDI LAHENDAMISEST

Siin alapeatikis rindame kahte kusimust: mida ikkagi peame silmas vorrandi
lahendamise all ning miks seda ildse 6ppima peaks.

VORRANDI LAHENDAMINE ERINEVATES ARVUHULKADES

Seni oleme raakinud, et vorrandi lahendamine tahendab teatud tingimusi tditvate
arvude leidmist. Matemaatiliselt pole see mitmel pdhjusel paris tapne kirjeldus.

Naiteks oleme jatnud mainimata, milliseid arve silmas peame. Ometigi ndagime
arvuhulkade peatikis [Ik 78], et leidub mitu erinevat arvude hulka. Seega kui raa-
gime arvude leidmisest, kas m&tleme naturaalarve, tdisarve, reaalarve, komp-
leks-arve?



Kui kirjeldame vorrandi abil monda elulist olukorda, maarab seesama olukord
lahenditele antavad tingimused.

Naiteks kui meil on otsitavaks muutujaks inimeste arv, oleks tore, kui tegemist
oleks naturaalarvuga. Samuti oleks meid Ullatanud, kui kaaslase vanus oleks osutu-
nud nullist vaiksemaks. Samas kui otsitavaks on sdbra soidukiirus, voiks see vabalt
olla mistahes positiivne reaalarv.

Kui lahendame vorrandeid oma I6buks, voime taiesti ise otsustada, milliste arvu-
dega ennast piirame. Nditeks kahe muutujaga lineaarvorrandi korral on maistlik
end piirata reaalarvudega — nii saame ilusa vastavuse sirgetega tasandil [k 184].

Ka ruutvorrandi korral piirame end reaalarvudega [lk 87], kui tahame joonistada
ilusat graafikut, ja samas votame arvesse ka kompleksarvud [lk 89], kui soovime
lahendit leida igale voimalikule ruutvorrandile.

Uldiselt kehtibki, et mida rohkem arve endale lubame, seda rohkem lahendeid
voime ka leida. Naiteks vdrrandil x? = 2 puuduvad lahendid ratsionaalarvudes, ent
ometi eksisteerivad nad juba irratsionaalarvude hulgas. Vérrandil x* = —1 ei leidu
lahendeid reaalarvude hulgas, aga neid on tapselt neli, kasutades kompleksarve.

Vorrandite lahendamine erinevates arvuhulkades on vdga erineva raskusega. Nai-
teks ei ole mingit raskust lahendada kolme muutujaga vérrandit X10 + y10 = 710
kompleksarvudes — nimelt igale X-i ja Y-i kompleksarvulisele vaartusele saame
leida kompleksarvulisi Z-i vaartusi tapselt 10.

Taisarvudes suudeti seesama vorrand aga lahendada alles parast kolmesaja-aas-
tast pingutust — positiivsetes taisarvudes Uhtegi lahendit ei leidugi!

Teoreemi, mis vaidab, et kuin on kahest suurem taisarv, siis Uhelgi vorrandil kujus
X" 4Y"=2"

positiivsetes taisarvudes lahendit ei leidu, kutsutakse Fermat’ suureks teoreemiks.
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Teoreemi nimi on antud 17. sajandi prantsuse matemaatiku Pierre de Fermat’ jargi.
Ta oli kill ametilt jurist, aga vabal ajal tegeles kdige meelsamini just matemaati-
kaga. Ta motles pohjalikult kisimusele, millal ikkagi Glaltoodud vérrandi lahendid
leiduvad, ning Uhe paberilehe darel vaitis ka, et tal on lihtne tdestus, mis nditab, et
juhul kui n on kahest suurem taisarv, taisarvulisi lahendeid ei leidugi. Seda toestust
aga keegi tema paberitest leidnud pole ning pole keegi suutnud lihtsat toestust ka
valja moelda.

Tanaseks on kill Fermat’ suur teoreem toestatud, kuid lahendus laiutab Gle paari-
saja lehekilje ning on matemaatiliselt ikka parajalt keeruline.

MIKS VORRANDEID LAHENDADA?

Isegi kui arvutid ei oska elu vorranditesse panna, on nad tingimata head vorrandite
lahendamisel. Neile tuleb lihtsalt vorrand ja moned lahendusnipid ette so6ta ning
jaada vastuseid ootama.

Naiteks kasutades maatriksesitlust [lk 152], voib arvutitele anda tapse algoritmi,
mille abil voivad nad iga lineaarvorrandisisteemi tapselt ja kiiresti lahendada.
Sadade muutujate ja lineaarvorranditega vorrandisisteem votab arvutil aega
ainult hetke.

Voib tekkida kisimus: miks siis Gldse ise 6ppida nende lahendamist?

Esiteks, kuna meid ei huvita mitte ainult vorrand ise, vaid ka tema eluline kontekst,
siis voib ka vorrandi lahendamine anda ideid sellesama konteksti kohta. Nii monigi
kord saame lahendussamme ka eluliselt tdlgendada ja sellest kasugi saada.

Teiseks annab vorrandite lahendamine oskused matemaatiliste tehetega molla-
miseks, mida tuleb ette mujalgi, kus elu matemaatikasse |66me.

Viimaks, paljude kdrgema astme vorrandite lahendamise jaoks ei leidu (veel) tap-
seid retsepte, mida arvutile ette s66ta — nende lahendamine vajab téepoolest
nupukust. Naiteks on teada, et vorrandil x> — 2y3 = 58 leidub lahendeid, neid
koiki leida aga arvuti ei oska. Ja ka koik praegused retseptid, mida arvutid kasuta-
vad, tulenevad just varasemate matemaatikute mottetoost — ka sellele tahab ehk
moni lugeja Ukspaev kaasa aidata.






VORRAND JA GEOMEETRIA

Moni muutujaragastikuga vorrand voib alguses Usna eemaletdukav tunduda. Kuid
Uhte ilusti tdommatud koverat, mis véljendab sedasama vorrandit, on alati kaunis
vaadata.

(¢ +y? —4)3— x?y’ =0

%/\
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Onneks tuli 16. sajandil prantsuse matemaatik ja filosoof Descartes selle peale, kui-
das omavahel vorrandeid ja geomeetriat siduda.

Koige lihtsam seos on kahe muutujaga lineaarvorrandite ja sirgete ning kolme
muutujaga lineaarvorrandite ja tasandite vahel. Nendest seostest pajatame ka
kaesolevas peatukis.

( VORRANDI JA GEOMEETRIA VAHELINE TOLKIMINE )

Vorrandil x + 2 = 3 on muutujale antud vdga karmid tingimused ning véimalik on
tapselt Uks lahend: x peab olema vordne Uhega. Geomeetriliselt voime sellest vor-
randist moelda kui sellise arvtelje punkti leidmisest, mis on arvust 3 kahe Ghiku
vorra vasemal.
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Uks viis tingimusi vaetimaks muuta ja vérrandile rohkem lahendeid tekitada, on
mangu tuua rohkem muutujaid. Naiteks vorrandil x + y = 3 on lahendeid maa ja

ilm: iga y -ivaartuse jaoks leidub sobiv vaartus ka x-ile. Kui y on vérdne 2-ga, peab
x olema vordne Ghega. Kui ¥ on vordne 3-ga, peab x vorduma nulliga ja nii edasi.

Koik vorrandi x + y = 3lahendid on antud arvupaaridena — Uks neist Utleb voima-
liku muutuja y vadrtuse ja teine muutuja x vaartuse. Iga selline arvupaar tahistab
aga tapselt Uhte punkti arvutasandil: x-i vaartus annab punkti x-koordinaadi ning
y-ivaartus punkti y-koordinaadi.

Kui hakkame koiki neid punkte joonistama, ndeme, et nad otsustavad koik ennast
kenasti Ghele sirgele ritta seada.

I

AN

XV

Selgub, et iga kahe muutujaga lineaarne vorrand (mdlema muutuja aste on Uks)
kirjeldabki tapselt Ghte sirget tasandil ja vastupidi ka: kui meile on antud Uks sirge
tasandil, vdime kirjeldada teda kahe muutujaga lineaarse vorrandi abil.

Koikvoimalikud sirged tasandil oskame kergesti joonistada, kdikvoimalikud kahe
muutujaga lineaarvdrrandid on aga antud jargmise kujuga:

ax + by =c.
Siin on a, b lihtsalt suvalised reaalarvulised kordajad ning c reaalarvuline vabaliige.

See seos on pdris kihvt! Meil on Uhelt poolt midagi geomeetrilist, joon, mida voime
pliiatsi voi pastakaga paberile vedada, ning teiselt poolt kuivana naiv vorrand ja
ometigi kirjeldavad mdlemad sama matemaatilist objekti!
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Ka praktilisema poole pealt on see seos vdgagi kasulik, kuna voimaldab tingimusi
ja seoseid kirjeldada nii geomeetria kui vorrandite keeles. Seega kui sirgel on moni
omadus, siis peab see vastav omadus olema kirjeldatav ka vorrandite keeles ja vas-
tupidi.

Oletame naiteks, et meie geomeetriliseks omaduseks on teadmine, et sirge labib
punkti null. Milline oleks see omadus vorrandite keeles?

Kui sirge labib punkti null, siis rahuldab arvupaar (0; 0) vorrandi tingimusi. Sises-
tades x = 0 ja y = 0 vorrandi Uldkujusse, saame, et 0 = c. Seega kui sirge labib
punkti null, puudub vastaval vorrandil vabaliige ning sellise vorrandi voib kirja
panna kujul ax + by = 0. Nditeks joonistatud sirge vorrand on 4x + 3y = 0.

Lahtudes vorrandite keelest voiksime aga kisida: millised sirged vastavad vorran-
ditele kujus x + y = ¢ mingi suvalise arvu c jaoks?



Joonistades voib veenduda, et kdik need sirged on kenasti paralleelsed.

&
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x+3.=—k x+4=3

x+5=0
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Nii nagu iga kahe muutujaga lineaarne vorrand on tapselt vastavuses mone tasandi
sirgega, on iga kolme muutujaga lineaarne vorrand ilusas vastavuses mone tasan-
diga kolmema&otmelises ruumis.

Ka siin vdime geomeetrilisi omadusi kirjeldada vorrandite keeles ja vastupidi. Naiteks
vorrandid kujus ax + by + cz = 0 kirjeldavad koik tasandeid, mis labivad koordi-
naatteljestiku nullpunkti. Koike seda on muidugi juba palju keerulisem joonistada.

SIRGETE LOIKUMINE TASANDIL
JA VASTAV VORRANDISUSTEEM

Nagu nagime, on iga sirge tasandil vastavuses Uhe lineaarvorrandiga kujus
ax + by = c. Seeldbi on sirgete omaduste kirjeldamine vérdvaarne lineaarvor-
randi kirjeldamisega.

Olukord muutub veelgi ponevamaks, kui tasandile asetada neid mitu. Kui meil on
kaks sirget, tekib ju mitmeid geomeetrilisi voimalusi nende kahe sirge suhestumi-

seks. Kaks sirget voivad kas 3
o . N
* |dikuda Ghes punktis,
e olla paralleelsed, /
* v0i kattuda. ;
)
— >
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Samaaegselt voime molemat sirget aga kirjeldada ka kahe muutujaga lineaarse
vorrandiga. Mis kirjeldab nende vorrandite omavahelist suhestumist?

Selleks on muidugi neist kahest vérrandist koosnev vorrandisisteem!

Toepoolest, vorrandisisteem otsib ju koiki punkte, mis rahuldavad mélemat sirge
vorrandit Uhtaegu, ehk teisisonu kdiki punkte, mis asuvad korraga nii Uhel kui teisel
sirgel.

Neid punkte on

e tapselt Uks, kui sirged I6ikuvad,
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* null, kui sirged on paralleelsed,

e |6pmatult palju, kui mdlemad sirged on tegelikult
Uks ja sama sirge.

Nii saamegi vorrandisisteemi lahendamisega tapselt teada, kuidas nende vorran-
ditega kirjeldatud sirged omavahel asetsevad.

ALAHEND Y

7 oweer

o0 PALIV
L AHENDEID

| X
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SIRGETE JA TASANDITE RAKENDUSED

Sirgete ja tasandite vorrandid, nende koostamine ja nendega mangimine kuuluvad
vaheste lemmikhobide kilda. Siiski tasub nendega hasti labi saada juba naiteks sel-
lepdrast, et nad mangivad tdiesti arvestatavat rolli arvutigraafikas.

Naiteks voivad sirge ja tasandi vorrandid ette tulla arvutimangude loomisel.

Kujutame ette, et arvutiméngus on kolmemd&tmeline tuba. Uhes seinas on aken,
millest paistab sisse ilus paevane valgus. Moni paikesekiir levib kenasti sirgjooneli-
selt ning muidugi otse vastu porandat, millest véime mdelda kui tasandist. Valgus-
kiire levikut kirjeldab seega sirge vorrand ja porandat tasandi vorrand.

Kuid paris elus ei jaa valgus lihtsalt porandale, vaid peegeldub sealt edasi. Sellepa-
rast tulebki iga sellise valguskiire ehk sirge jaoks valja arvutada tema peegelduse
jargne suund ning seega jalle vus sirge. Muidugi ei piirdu valguskiir ainult Ghe pee-
geldusega, vaid levib ja peegeldub jdrjest edasi seintelt, laelt, mooblilt. Nii tuleb
korduvalt vélja arvutada sirgete ja tasandite vorrandeid.

Onneks ei pea me seda ise tegema — tuleb lihtsalt arvutile dpetada, kuidas arvuta-
mine kaib, ja edasi teeb ta koiki neid tehteid meeletu kiiruse ja tapsusega.

Paris Iopmatult valguskiiri siiski porgatama ei pea. Pérast sadat porget on toas juba
kenasti eri toonides seinad, pehmete servadega varjud ja kdik muu, mis tekitab
meile hea koduse tunde. Oleme arvutile pariselu selgeks teinud ja meie méng naeb
realistlik valja.
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VORRATUS

Nagu nagime, voimaldab vorrand [Ik 168] Usna tdpselt ja arvuliselt tingimusi ja
seoseid kirja panna. Monikord ei ole aga tingimused nii pohjalikud, et neid saaks
vorrandiga kirja panna, ning ménikord ei huvitagi meid see, millised on suuruste
tapsed vdartused. Meid huvitab ainult nende suuruste vaheline seos — mis on suu-
rem, mis vaiksem.

Naiteks valides kahe rahapauna vahel, ei huvita rahalembelist, kui palju on tapselt
Uhes voi teises paunas raha, vaid huvitab pigem, kummas paunas on rohkem raha.
Samuti ei huvita meid naiteks kahe marsruudi vahel valides, kui pikad teekonnad
tapselt on, vaid kumb on lthem, kumb pikem.

Ka vorrandi peatikis toodud ndited oleksid loomulikumad vorratuste keeles.
Kisime ju tegelikult, mitu inimest maksimaalselt mahuks nii voi nii suurele laulu-
lavale. Nii saaksime ka toodud vorrandi asemele hoopis vorratuse.

LAULJATE ARV < 3 - LAULUKAARE PINDALA.

Mark < asetataksegi kahe suuruse vahele, kui vasem on paremast vaiksem voi sel-
lega vordne. Médrk <isepaini tdhendab, et vasem suurus on paremast rangelt vaik-
sem ehk vordus pole sel juhul lubatud. Naiteks m < 3,5tahendab, et arvm on arvust
3,5 vdiksem. Molemat marki voib muidugi kasutada ka teisipidi, naiteks 3,5 > m.



VORRATUSTE KOOSTAMINE )

Nagu vorrandi korralgi, koostame ka vorratusi tihti mone elulise situatsiooni kir-
jeldamiseks voi mone elulise kisimuse lahendamiseks. Vorratuste ja vorrandite
koostamine on vaga sarnane — seame elulistele suurustele vastavusse muutujad ja
madrame nendevahelised suhted.

Meenutame nditeks mobiilioperaatorite naidet. Meil oli kaks operaatorit jargmiste
pakettidega:

* operaator A: 5 eurot kuumakse pluss 0,01 eurot kdneminut,
e operaator B: 1 euro kuumakse pluss 0,02 eurot kdneminut.

Vorrandi peatikis kisisime, kui palju peaksime telefoniga radkima, et operaatorite
juures oleksid kuutasud vordsed. Kuna on aga selge, et operaator A muutub sood-
samaks, kui radgime palju, oleks loomulikum kisida: kui palju peaksime telefoniga
radkima, et operaator A muutuks soodsamaks?

Kuna kuutasu soltub mélemal juhul otseselt radgitud kdneminutite arvust, tuleb ta
kindlasti mdngu tuua ning voime ta tahistada nditeks muutujaga k. Seega voime
kuutasud valja kirjutada jargmiselt:

e Operaator A juures: 5 + 0,01k eurot
e Operaator B juures: 1 + 0,02k eurot
Meie kiisimust, millal on operaator A kuutasu odavam, esitab siis tapselt vorratus:

540,01k <1+ 0,02k.

Nagu vorranditegi korral, on vorratuses endas niid kontekst kadunud: kiisime liht-
salt, milliste k-de korral on vasem pool vdiksem paremast. Parast voime vastuse
tolkida jalle elukeelde ja vastatagi, milliste kuuminutite arvu korral on operaator A
pakett odavam.

NUUd rddgimegi vorratuste lahendamisest Iahemalt.

VORRATUSE LAHENDAMINE )

Vorratuse lahendamine tahendab tapselt sama, mida vorrandi lahendaminegi —
tuleb leida antud tingimustega sobivad muutuja vaartused [k 176].
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Naiteks kui tahtsime leida arve, mille ruut oli vérdne 4-ga, saime vérrandi: x* = 4.
Samamoodi voime otsida arve, mille arvuruut on 4-st suurem. Seda kirjeldab vor-
ratus: x2 > 4.

Vorratuste lahendamisel on tihti kasulik mdelda geomeetriliselt — Uritame kogu
vorratuse taandada mone funktsiooni graafiku uurimisele.

Ulaltoodud vérratuse korral ndeme, et kdik otsitavad arvud peavad olema kas
kahest suuremad voi miinus kahest vaiksemad, sest muudel juhtudel on ruut-
funktsiooni y = x?2 graafik 4-st madalamal.

-2
Sama strateegia toimib ka keerulisemate vorratuste puhul. Nditeks oletame, et
kusitakse, milliste reaalarvude x jaoks on

X3+ 2x% > x+ 2,
Kasutades vorratuse omadusi voime selle vorratuse Umber viia kujusse
x34+2x2—x—-2>0.

Sellises kujus vastab vorratus kisimusele: millal asub kuupfunktsioon x-teljest Ule-
val pool?

Kuupfunktsiooni graafik teeb kokku maksimaalselt kaks pdoret, aga sellest raagi-
me pikemalt osa 6 juures [lk 266].

Kuupfunktsiooni oskame umbkaudu joonistada niipea, kui teame ta nullkohti
[lk 269]. Seega tegurdame vasemat poolt ja saame samavadrse vorratuse
(x +2)(x — 1)(x + 1) > 0. NUud vdime vastuse valja lugeda, joonistades umb-
kaudselt kuupfunktsiooniy = (x + 2)(x — 1)(x + 1) graafiku.



Meile sobivad kdik arvud vahemikus (—2, —1) ning kdik Ghest suuremad arvud:

7N

Y= (x+2)(x =) (x+1)
N\ ~

A

Graafiline meetod p&hineb sisuliselt funktsioonide graafikute vordlemisel. Olek-
sime vdinud eelnevalt ka lihtsalt vorrelda funktsioonide x* + 2x* ja x + 2 graafi-
kuid, aga lihtsam oli teisendada vorratust nii, et Uks funktsioon oli kuuppolinoom
ja teine lihtne nullfunktsiooni, mille graafikuks on siis x-telg ise.

Monikord peame aga tdesti joonistama valja kaks erinevat funktsiooni. Naiteks
ndeme graafikult, et x > sin(x) iga mittenegatiivse x-i jaoks.

¢

//\ /> <

Selle fakti range toestus kasutab tuletist [Ik 320] ja pShineb tdpselt graafikult saa-
dud intuitsioonil: kohal 0 on mdlemad funktsioonid vordsed ning edasi kasvab
funktsioon y = x kiiremini kui funktsioon y = sin(x).

Kuna vérdusjuht on mingis mottes vorratuse piirjuhuks, voime vorratuste lahen-
damise taandada tihti vorrandite lahendamisele. Mingis mottes tegime seda ka
kogu eelnenud arutelus: leidsime geomeetriliselt, kus on mingid [6ikepunktid, ning
otsustasime, kummale poole jadvad siis vorratuse lahendid. Loikepunktid ise aga
tahistasidki vorrandite lahendeid ja piirasid vorratuse lahendite ala. Just selle seose
tottu saime ka tegelikult mobiilioperaatorite kiisimusele ainult vorrandite raames
vastuse leida.
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VORRATUSE TEISENDAMINE

Vorratustega voib teha peaaegu koike, mis vorranditegagi. Samavaarsed vorratu-
sed saame naiteks, kui

1. liidame molemale vorratuse poolele sama arvu juurde. See on
juigati intuitiivne — kui Sul on rohkem raamatuid kui vennal, on
Sul neid rohkem ka parast seda, kui kirjandushuviline tadi mdle-
male teile uue raamatu kingib;

2. korrutame vorratuse molemat poolt sama positiivse arvuga. Ka
see on loomulik: perepitsa on suurem kui tavaline pitsa ning ka
pool voi neljandik perepitsat on suurem kui pool voi neljandik
tavalisest pitsast.

Siinkohal on oluline margata, et mdlemaid pooli voib ainult positiivse arvuga labi
korrutada ja mitte negatiivse arvuga. Negatiivse arvu korral tuleb vorratuse mark
muuta vastupidiseks. Miks see nii on?

Alustame Uhest naitest, vorratusest —3 < 2. Kui molemad pooled korrutada labi
—1-ga, saame arvudeks vastavalt 3 ja—2. Kuid enam ei ole 3 vaiksem kui —2. Selle
valtimiseks poérame margi vastupidiseks ning saame, et3 > —2.

Tahendab ju mdlema vorratuse poole miinus Uhega labi korrutamine tegelikult arv-
telje peegeldust 0 punkti suhtes ja nii muutubki vorratuse mark — suurus, mis enne
oli arvteljel kdige paremal ning seega suurim, asub pdrast peegeldust kdige vase-
mal ning on seega vaikseim.
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Kui korrutame vorratuse pooled Iabi mone miinus Uhest erineva negatiivse arvuga,
nagu naiteks arvuga —4,5, siis vdime sellest mdelda kahes sammus: 1) esmalt kor-
rutame mdlemat poolt arvuga —1 ja seega vahetame vorratuse margi ning 2) see-
jarel korrutame pooli arvuga 4,5.

Muidugi voib ka vorratusega teha teisendusi, mis samavaarsust tingimata ei sailita.
Siin tuleb hoolikas olla just sellepdrast, et iga kord negatiivse arvuga korrutades
voib mark muutuda. Naiteks kui vorratuse molemad pooled ruutu votame, siis saa-



dud vorratus on algsega samavaarne ainult juhul, kui mélemad vorratuse pooled
on positiivsed.

Toepoolest, kui3 > 2, siis ka3? > 22 Samas aga—3 < —2, kuid (—=3)% > (-2)2

VORRATUSED JA PLANEERIMINE j

Matemaatiline planeerimine tegeleb teatud mdttes elulistele probleemidele
parimate lahenduste leidmisega. Seejuures on vorratustel matemaatilises planee-
rimises oluline osa. Toome moned ndited.

1. Kuidas peaks bussifirma korraldama bussiliiklust, nii et teenida
voimalikult palju kasumit? Uhelt poolt tahab bussifirma teha vai-
malikult vahe kulutusi bussijuhtidele, bussidele ja kitusele. Tei-
selt poolt peab ta pakkuma voimalikult head teenust, et reisijad
ei laheks konkurentide juurde vo6i ei hakkaks s6itma autoga.

2. Milline on parim istekohtade jaotus klassiruumis, nii et dpilased
oleksid voimalikult 6nnelikud? Arvesse tuleb votta nii opilaste
istekoha- kui ka pinginaabrite eelistusi.

3. Mida peaks vaene (lidpilane s66ma, nii et ta kulutused toidule
oleksid voimalikult vaiksed, kuid paevased toitainete normid
oleksid taidetud?

Jargnevalt vaatame viimast probleemi lahemalt Usna lihtsustatud naite varal, kus
tudengi ostukorvi saavad kuuluda vaid kartulid ja oad. Peab tddema, et pariselt ei
taha kull vist keegi ainult kartulitest ja ubadest toituda, aga realistlikumad problee-
mid on liiga keerulised, et neid paberil ilma arvutite abita lahendada.

Igal juhul alustame oma teadmiste Ulesloetlemisega.

e Kilo kartuleid maksab 0,7 eurot, sisaldab 20 g valke ning 170 g
sUsivesikuid.

* Kilo ubasid tomatikastmes maksab 1,4 eurot, sisaldab 60 g
valke ja 120 g sUsivesikuid.

* Taiskasvanud inimene vajab pdevas 50 g valke ja 300 g sUsi-
vesikuid.

Meie kisimus on, millise toidurahaga saab vaene tudeng paevas hakkama ainult
kartuleid ja ubasid suUes, nii et paeva valkude ja sUsivesikute norm oleks tdidetud?
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Kdigepealt peame selle Ulesande tolkima matemaatika keelde ehk koostama
matemaatilise mudeli.

Esmalt leiame koguhinna. Selle jaoks tahistame kartulite kogust kilodes x-iga
ning ubade kogust kilodes y-iga. Nii ldhevad kartulid maksma 0,7x eurot, oad
1,4y eurot ning molemad kokku 0,7x + 1,4y eurot. Tahaksime seda maksumust
minimeerida, kusjuures kogustele x ning y on seatud teatud piirangud, mis tule-
vad paevastest toitainete normidest — peame s60ma vahemalt teatud arvu valke
ja sUsivesikuid.
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Uritame nGd need piirangud vdrratuste keeles kirja panna.

Valke on kartulites 20x grammi ja ubades 60y grammi. Kuna taiskasvanud ini-
mene peaks pdevas sooma vahemalt 50 grammi valke, siis saame vdrratuse
20x + 60y = 50.

Sarnaselt saame susivesikute jaoks tingimuse 170x + 120y = 300.

Lisaks ei saa ei kartulite ega ubade kogused olla negatiivsed arvud. Seetottu on
meil veel vorratused x = 0jay = 0.

Oleme saanud jdargneva matemaatilise mudeli. ,min” tdhendab siin, et otsime
vorrandi vaikseimat ehk minimaalset vaartust ning muidugi peavad lisaks olema
rahuldatud koik toodud vorratused:

min 0,7x + 1,4y
20x + 60y = 50
170x + 120y = 300
x=0
y=0

Seda Ulesannet on kdige lihtsam lahendada graafiliselt. Selleks kanname koordi-

naatteljestikku kdik neli vorratust ning margime &ra piirkonna, mis kaiki vorratusi

rahuldab. y
)\

N

2t

~
~1.
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Viimaks leiame margistatud piirkonnas punkti, kus funktsiooni0,7x + 1,4y vaartus
on minimaalne. Kuidas seda teha?

Meenutame, et sirged kujus 0,7x + 1,4y = ¢ on kdik omavahel paralleelsed
ning vahendades c vaartust, liigutame seda sirget lihtsalt allapoole. NiUd asub
0,7x + 1,4y minimaalne vaartus kindlasti Uhel sellistest sirgetest ning lahendiks
on paar (x, y) tapselt siis, kui ta ka omakorda lahendipiirkonda jaab. Seega on meie
Ulesanne leida minimaalne c vaartus, mille korral sirge 0,7x + 1,4y = cl6ikab veel
endiselt lahendipiirkonda.

9
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0,7x + 1,4y =153 1
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| 1 2

Nagu jooniselt ndeme, juhtub see tdpselt sirgete 20x + 60y = 50 ja
170x + 120y = 130 Idikumispunktis, mida oskame juba lihtsalt leida: 1,54 kg
kartuleid ja 0,32 kg ubasid |ahevad maksma 1,53 eurot.

MONED LEVINUD VORRATUSED

Nii nagu koolist on hasti teada, et opetaja on alati targem kui 6pilane, kehtivad
ka teatud vorratused vaga paljude erinevate arvude voi elementide jaoks. Naiteks
kehtivad moned vorratused absoluutselt kdikide positiivsete reaalarvude jaoks voi
koikide Uhest suuremate reaalarvude jaoks voi kdikvoimalike kolmnurkade jaoks.
Loetleme ja selgitame neist siinkohal monda.

REAALARVU RUUT

Kdige tuntum vorratus on ilmselt jargmine: iga reaalarvu ruut on mittenegatiivne
ehka® > 0.Vérdus kehtib muidugi parajasti juhul, kui a on vérdne nulliga. Miks see
ikkagi on nii?
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Nulli puhul on muidugi asi selge, on ju nulli ruut jallegi null.

Ka positiivsete arvude puhul pole asi palju keerulisem: a? on ju tapselt kiljega a
ruudu pindala ning ruudu pindala peabki positiivne olema.

Iga negatiivse arvu voime aga kirjutada kujul—a = (—1) - a, kusa on ise positiivne.
Sel juhul voime kirjutada

0’ = (-0 (-9 = (-1 (- -a-a=a’

ning tulemus on jallegi positiivne.

KUMB ON SUUREM, ARV VOI TEMA RUUT?

Voibolla kdlab see alguses natuke mitteintuitiivselt, aga arvu ruut ei ole mitte
sugugi alati suurem kui arv ise. Negatiivse arvu ruut on muidugi alati temast suu-
rem, sest eelneva pohjal on arvuruut ise alati positiivne.

Samuti, kui positiivne reaalarv on Ghest suurem, siis on ta ruut arvust suurem. Kui
aga positiivne reaalarv on Uhest vaiksem, siis on ta ruut arvust vdiksem:
a’>akvia>1véia<0
a’> <aqkui0<a<1
a’ =q,kuvia=0vdia=1
Ka seda pole vdga raske tdestada — teame ju, et vOime iga vorratust positiivse
taisarvuga labi korrutada:

e korrutades vorratusesa > 1 molemad pooled a-ga, saame vor-
ratuse a® > a,

* korrutades vorratusesa < 1 mdlemad pooled a-ga, saame vor-
ratuse a® < a.

ARITMEETILINE JA GEOMEETRILINE KESKMINE

Arvude aritmeetiline keskmine tuleb esile Usna tihti: nditeks arvutatakse vélja
keskmist hinnet, eksamitulemuste keskmist voi rahva keskmist vanust. Selle jaoks
lidetakse lihtsalt koik uuritavad tulemused kokku ja jagatakse summa tulemuste
arvuga:

A=a1+a2+"'+an.

n



Keskmistada voib aga teisiti: voib kdik tulemused kokku korrutada ning siis votta
nendest nii mitmes juur, kui palju tulemusi oli.

_n
A— a; - az: . - a,.

Geomeetriline keskmine tuleb esile naiteks televiisorite kuvasuhete maaramises.
Vana kinostandard oli kuvasuhe 2,39: 1 (pilt on 2,39 korda laiem) ning vana tele-
viisor nditas filme suhtes 4: 3. Nende kahe standardi vahel kompromissi leidmiseks
kasutati geomeetrilist keskmist ning saadi tulemuseks 16: 9 standard. Geomeetri-
lise keskmise kasutamine voimaldas saavutada olukorra, kus molemaid proport-
sioone ,muudeti” Ghepalju.

Nii aritmeetiline kui geomeetriline keskmine on ka seotud vastavanimeliste jada-
dega [lk 128]. Nimelt on aritmeetilise jada kolmest jarjestikusest liikmest keskmine
aarmiste aritmeetiliseks keskmiseks ning tapselt sama juhtub ka geomeetrilises
jadas, kasutades geomeetrilist keskmist.

Uks tuntud vérratus vaidab, et kahe mittenegatiivse reaalarvu aritmeetiline kesk-
mine on vahemalt sama suur kui kahe arvu geomeetriline keskmine. Ehk:

+b
a > Vab,

Kuidas seda toestada?

Vaatame arvu (\/_ \/_) Kuna tegemist on arvuruuduga sus on ta mittenega-
tiivne. Avades sulud, saamea + b — 2vab = 0, ehk toesti L2 > vab

Graafiliselt voib aritmeetilisest ja geomeetrilisest keskm|sest ning nendevahelisest
vorratusest moelda jargnevalt:

arifmeetiline keskmine

v

<—X% > < —y

geomeetri&ne keskmine
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Toestus vajaks natuke kolmnurkade ja trigonomeetriaga mangimist. Huvitunud
lugeja voib seda proovida nditeks peale trigonomeetria peatiki labimist [lk 205].

Kuigi meie tdestasime siin ainult, et kahe arvu aritmeetiline keskmine on suurem
geomeetrilisest keskmisest, siis tegelikult kehtib vdide mistahes paljude arvude
kohta. Suvalise n mittenegatiivse arvu aritmeetiline keskmine on suurem kui
geomeetriline keskmine. Seda on siiski juba pisut keerulisem tdestada.

LUHIM MURDJOON

Lopetame peatiki Uhe vaga lihtsa geomeetrilise vorratusega. See vaidab, et kahe

punkti vahelistest murdjoontest on vahima pikkusega neid punkte Uhendav sirg-
15ik.

Sellest vorratusest jareldub kohe naiteks tuntud kolmnurga vorratus: kolmnurga
iga kahe kiljepikkuse summa on pikem kui kolmas kilg. See lihtne vaide osutub
jarelikult Usna sisukaks.
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ABSOLUUTVAARTUSEGA
VORRAND

Meie eesmark siin raamatus ei ole alati 6petada — 6petada oskavad palju paremini
Opetajad ise — vaid pigem anda ideid, kuidas koolimatemaatikast moelda. Seega
Uritame ka siin pisikeses peatUkis ainuiksi selgitada, kuidas absoluutvadrtusega
vorrandit tdlgendada. Meenutame, et arvu absoluutvaartusest kirjutasime juba ka
arvude peatikis [Ik 120].

Oletame, et teid on vastamisi seatud vorrandiga:

lx — 2]+ |x| =2+ |x — 1].
Tundub péris hirmuaratav? Péhjusetal!
On mitu viisi, kuidas ennast veenda, et tegemist on Usna ohutu olukorraga.
Esmalt voib Uritada vorrandi lahti sonastada ,kauguste” abil.

Oletame naiteks, et meil on lihtsam vorrand |x — 1| = 2. V&rrandi vasak pool kir-
jeldab siis punkti x kaugust arvust 1 ja vorrandi lahendamine tahendab kaikide sel-
liste punktide x leidmist arvteljel, mis on arvust 1 kahe Ghiku kaugusel:

: |
I I
:/ 2 Ny P 2 \I
:\ ' /I\ /: g
- 0 2 3
Jooniselt on lihtne ndha, et voimalikud on tdpselt kaks punkti: x = 3 voi x = —1.

Kui meile on aga antud keerulisem vérrand nagu lehekilje alguses, on joonise abil
lahendamine juba paris raske. Naiteks vorrandi

lx =2+ x| =2+ |x—1]
voime kill lahti sonastada kauguste abil:

e vorrandivasak pool kirjeldab arvu x kauguste summat arvudest
2ja0,

* vorrandi parem pool kirjeldab arvu x kaugust arvust 1 ja lisab
sellele kaugusele veel 2 juurde.



Ent siiski Iaheb joonise abil lahendamine keeruliseks. Niisiis motleme korra, kuidas
veel lihtsama vérrandi |x — 1| = 2lahendamisest moelda.

Joonisel hakkame automaatselt proovima kahte erinevat juhtu:
e punktx asub arvust 1 paremal pool
* punkt x asub arvust 1 vasemal pool
SUmbolites tahendab see aga, et me vaatasime labi kaks juhtu:
* x — lon positiivne
* x — lonnegatiivne
Kasutades absoluutvaartuse definitsiooni, annavad need kaks juhtu meile kaks eri-
nevat vorrandit:
e x—1=72
e —(x—1)=2
On lihtne ndha, et esimene annab tapselt meile vastuse 3 ja teine vastuse —1.

Tapselt sama strateegia aitab ka keerulisemate vorrandite puhul. Peame iga vor-
randis asuva absoluutvaartuse jaoks vaatama labi kaks juhtu — juhu, kus absoluut-
vaartuste vahel olev avaldis on positiivne, ja juhu, kus ta on negatiivne.

Nii ei erine absoluutvaartusega vorrandi lahendamine sugugi tavalise vorrandi
lahendamisest —absoluutvaartusega vérrandi puhul tuleb lihtsalt 1abi vaadata mitu
tavalist vorrandit.
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OSA 5

TRIGONOMEETRIA






Ukski tééandja ei saa ldbi ilma
aritmeetikata, Gkski mehaaniline
leiutis ilma geomeetriata.

Benjamin Franklin
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PROPORTSIOONID JA
KOLMNURGAD

Siin peatukis laheneme trigonomeetriale eelajaloolisest vaatevinklist, vaadeldes
trigonomeetriat kitsamalt kui opetust seostest kolmnurkades ning laiemalt kui
opetust suhetest ja proportsioonidest.

Trigonomeetria motivatsiooniks tuuakse tihti digustatult majaehitust: hea ehitise
projekteerimine nduab tapset nurkade ja pikkuste seadmist.

Meie aga laheme esimese looga Maa pealt veidi kaugemale ja vaatame, kuidas tri-
gonomeetria avakosmoses kasuks véib tulla.

KUSIMUS KOSMOSEST

Oletame, et parast keskkooli paased todle kosmosejaama. Milline r6dm, kosmose-
jaam!

Kosmosejaam on aga katki ja vajab paikamist Ghe antenni otsa juurest. Seega tuleb
vdlja saata astronaut ja ta digesse kohta toimetada. Kuidas kosmonauti avakosmo-
ses liigutada?

Tanases kosmosejaamas on astronautide liigutamine lahendatud mit-
meosalise robotkde abil, mille moodustavad pddratavad liigesed
ja sirged jupid —just nagu inimkaegi.

Kuidas seda robotkatt kontrollida? Kuidas valja arvutada, kui
paljujakuidas erinevaid liigeseid poorata, et astronaut digesse
paika viia ja jaam dra paigata?

Selgub, et siin tuleb appi kolmnurga elementide Ghen-
damine trigonomeetria abil. Toepoolest, lihtsamale
juhule leiad lahenduse kdesoleva peatiki I6pust.

Rannakut trigonomeetriasse alustame aga vaikese
sissejuhatusega kolmnurkadesse.



VORDSED JA SARNASED KOLMNURGAD

Nagu juba raamatu esimeses osas mainisime, on kaks kolmnurka vordsed voi uhke-
malt 6eldes kongruentsed siis, kui neid voib tapselt Uksteise peale asetada, kusjuu-
res seejuures on lubatud kolmnurk ka tasandilt vélja tdsta ja teistpidi poorata.

Kahe kolmnurga kongruentsuse garanteerib naiteks kdigi kolme kilje vérdsus. See
kolab esialgu Usna lihtlabaselt, aga tegelikult vajab toestamist.

Toepoolest, nditeks sellest, kui kdik kolm nurka on vordsed, kolmnurkade endi
vordsus ju ei jareldu, sest kolmnurgad voivad olla erineva suurusega.

[

P

Samuti ei jareldu nelinurkade puhul kdige nelja kilje vordsusest nelinurkade kong-

ruentsus.

Selle tdestamine, et kolme kilje vordsusest jareldub kolmnurkade kongruentsus,
siiski vaga raske ei ole. Tuleb lihtsalt margata, et sirkli ja joonlaua abil voib kolme
kulge teades konstrueerida tapselt Ghe kindla kolmnurga.

Esmalt votame suvaliselt Ghe kolmest kiljest ja paigutame selle joonisele. Jargne-
valt tahaksime selle kilje otspunktidesse paigutada teised kaks nii kilge, et nad
16ikuksid. Selle jaoks kirjeldame mdlema kilje jaoks sirkliga koik tema véimali-
kud otspunktid: saame kaks ringjoont. Need ringjooned I6ikuvad kahes punktis ja
seega saame kaks vdimalikku kolmnurka. Onneks on aga Glemine ja alumine pool
sUmmeetrilised ning molemad voimalused annavad sama tulemuse: Gheainsa voi-
maliku kolmnurga.
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Tegelikult jagub kolmnurkade kongruentsuse garanteerimiseks veel teisigi tingi-
musi: piisab sellest, kui nditeks kaks kilge ja nendevaheline nurk on vérdsed, voi
isegi sellest, kui kolmnurga k&ik kdrgused on vérdsed. Koik need tingimused p&hi-
nevad trigonomeetrilistel seostel.

SARNASED KOLMNURGAD

Kaesolevas peatUkis huvitab meid aga eelkdige see, millal on kolmnurgad ,sama
kujuga” ehk millal voib neid suurendamise ja vdhendamise teel kongruentseteks
muuta. Selliseid kolmnurki nimetatakse sarnasteks kolmnurkadeks.

Esimese joonise hoolikam silmitsemine vihjab, et ilmselt piisab ,sama kuju” garan-
teerimiseks juba ainuUksi nurkade vordsusest. Toepoolest, jargnev joonis peaks
seda toest fakti veelgi veenvamalt esitama:

Kasulik on margata, et kuna kolmnurga nurkade summa on 180 kraadi, piisab kolm-
nurga koikide nurkade kindlaks maaramiseks tegelikult ainult kahe nurga teadmi-
sest.



Kuidas on omavahel seotud sarnaste kolmnurkade kiljed?

Nagu mainisime, vdib sarnaseid kolmnurki suurendamise ja vahendamise teel
vordseteks muuta ning vordsetel kolmnurkadel on muidugi vordsed kiljed.

Geomeetriliste kujundite suurendamisest ja vahendamisest voib aga moelda liht-
salt kui koikide pikkuste labikorrutamisest positiivse reaalarvuga, jattes nende
paiknemise samaks. Naiteks kui suurendame kolmnurka kaks korda, korrutame
koik kuljepikkused labi kahega.

Seega teame, et kui kolmnurgad on sarnased, siis Ghe kolmnurga kilgede pik-
kustest a4, by, c; saab teise kolmnurga kuiljepikkused a,, b, ¢, kui korrutada neid
sama reaalarvuga. Teisisonu kiljepikkused on proportsionaalsed ehk vordelised:

a by o

a, b, ¢

Sellest aga lahtub, et sarnastes kolmnurkades on vérdsed ka vastavate kilgede
vahelised suhted. Toepoolest, mélemaid kilgi suurendame sama palju kordi ning
see kordaja taandub kilgede suhtes valja. Voime seda ndha ka toodud seose
esimest vordust plsut telsendades — voime selle Umber kirjutada kUJUS == %.
Sarnaselt ka = nmg == :
1 Cz 2’
Kokkuvottes ndeme, et nii nurgad kui kilgedevahelised suhted on suurusteks,
mis kolmnurga suurendamisel ja vahendamisel ei muutu. Voime nii ainult nurkade
kui ka ainult killgedevaheliste suhete abil kirjeldada tervet sarnaste kolmnurkade
peret. See vihjab, et nurgad ja killgedevahelised suhted voiksid ka omavahel kui-
dagi seotud olla. Selle seose annavadki just nimelt trigonomeetrilised p&hiseosed,

mis on alguparaselt defineeritud taisnurksete kolmnurkade jaoks.

211

(o]
<
O
o
)
=z
=
-l
(@)
h4
<
-
=
Z
(®)
o
(%))
-
o
o
o
o
(a4
o




(a]
<
V)
o
)
Z
p=
-
o
4
=
=
P
o
=
(%]
-
o
o
o
o
o
o

212

TAISNURKNE KOLMNURK JA
TRIGONOMEETRILISED POHISEOSED

Tuletame meelde, et taisnurkseks kolmnurgaks nimetatakse kolmnurka, mille ks
nurk on 90 kraadi. Taisnurkse kolmnurga kilgedel on erilised nimetused: 90-kraa-
dilise nurga lahiskilgi nimetatakse kaatetiteks ning vastaskilge hipotenuusiks.

KAATET

90

KAATET

Nagu mainisime on ,sama kujuga” kolmnurkades vordsed kdik nurgad ning ka tks-
teisele vastavate nurkade lahiskilgede suhted.

Kui teame lisaks, et kolmnurk on taisnurkne, siis piisab kdikide nurkade maarami-
seks veel ainult Uhe nurga teadmisest — on ju sel juhul Uks nurk 90 kraadi, teist
nurka teame ja kolmanda nurga voime valja arvutada, kuna kdige kolme nurga
summa on 180 kraadi.

Ehk teisisonu, kui meile on antud Uks kindel teravnurk (miks just teravnurk?), mille
tahistame kokkuleppeliselt kreeka tahestiku esimese tahega q, siis teame, millise
kujuga on meie kolmnurk ning saame kindlaks maarata ka kilgedevahelised suh-
ted:

* nurga a vastaskaateti pikkus jagatud hipotenuusi pikkusega
e nurga a lahiskaateti pikkus jagatud hipotenuusi pikkusega
* nurga a vastaskaateti pikkus jagatud lahiskaateti pikkusega

K&ik kolm suhet annavad vastuseks Uhe arvu. Kuna need arvud séltuvad Uheselt
ainult valitud nurgast @, on tegemist funktsioonidega [lk 64] nurgavaartusest.

Naiteks kui @ = 45°, siis on ka teine teravnurk 45° ning seega kolmnurk vord-
haarne. Kaatetitevaheline suhe on seega tapselt 1.



Leitud funktsioonid on kaibel nii tihedasti, et neile on moistlik anda [Ghemad nime-
tused:

» vastaskaateti ja hUpotenuusi suhet kutsutakse siinuseks
nurgasta,

 |ahiskaateti ja hUpotenuusi pikkuste suhet kutsutakse
koosinuseks nurgast «,

e vastaskaateti ja |3hiskaateti suhet nimetatakse
tangensiks nurgast a.

Neid kolme funktsiooni kokku kutsutakse trigonomeetrilisteks funktsioonideks
ning otse definitsioonist voib margata seost nende vahel: tangens on vordne sii-
nuse ja koosinuse jagatisega.
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Nende vanamoodsate nimetuste jaoks on matemaatiliselt kasutusel veel jargne-
vad luhendid:

sin(x) = %
c cos( )=%

tan()="

)

Eelneva tulemuse, kus 45-kraadise nurga puhul on kaatetitevaheline suhe tap-
selt 1, saaksime nUud kirja panna jargnevalt:

tan(45°) = 1.

Olgugi et nende funktsioonide vaartused ise on leitud kilgedevaheliste suhete
kaudu Uhes nurga poolt kindlaks maaratud tdisnurkses kolmnurgas, siis ei pea
funktsiooni ennast sugugi rakendama ainult tdisnurkse kolmnurga nurkadele.
Trigonomeetrilisi funktsioone voib vabalt rakendada ka nurgavaartustele, mis pari-
nevad viisnurgast, lihtsalt kahe haara vahelt voi mujaltki.

Tosi kill, praegu nduame endiselt, et kasutatav nurgavaartus oleks teravnurkne
ehk vaiksem kui 90 kraadi, sest oskame ainult sel juhul kilgedevahelisi suhteid
leida ja seega trigonomeetrilisi funktsioone defineerida. Kohe vabaneme aga sel-
lestki ettekirjutusest, alustades Usna loomulikust kisimusest.
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KUIDAS TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID
VALJA NAEVAD?

Sellele kusimusele vastamiseks peame lihtsalt joonistama kolmnurki erinevate
nurga a vaartustega.

Kolmnurga suuruse véime muidugiise valida. Kaval on valida kolmnurga suurus nii,
et hUpotenuusi pikkuseks on Uks. Sel juhul on nurga siinus vrdne tapselt vastas-
kaateti pikkusega ning nurga koosinus vordne ldhiskaateti pikkusega.

Seame niid Uhe kolmnurga tipu koordinaatteljestiku nullpunkti ning joonistame
sinna hUpotenuusi pikkusega Uks. Kaatetiteks jadvad hipotenuusi otsast x-teljele
viiv 16ik ja ka 16ik, mis sealt tagasi nullpunkti jouab.

g

sin(x)

o}

cos(® . K

NuUUd, siinus mingist nurgast on vastaskaateti ja hipotenuusi pikkuste suhe. Kuna
hipotenuus on ks, siis siinus ongi siin vordne vastaskaateti pikkusega. Joonisel on
naha, kuidas siinuse vaartus kasvab koos nurga vaartusega.

g

sin(x) +

sin(x)

sin(o)

cos(o) X
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Vastaskaateti pikkuse annab aga tapselt haara ja ringjoone IGikepunkti
y-koordinaat. Koosinuse annab samas raamistikus selle 16ikepunkti x-koordinaat
ning tangensi y- ja x-koordinaadi suhe. Seda viimast véime télgendada veel liht-
samaltki: tangens naitab haara poolt maaratud sirge tousu. Kui jagame y-koordi-
naadi x-koordinaadiga, siis saame teada, kui palju haara maaratud sirge iga Ghiku
kohta tduseb.

Edasi on lihtne panna arvuti, mdni sdber voi sdbranna siinuse, koosinuse ja tan-
gensi graafikuid joonistama:
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10
08t Sin(™)
06+
out
0,2
0,8
20 4o 60 80 X
06t
out
"I tan(e)
10 0,2
08 : , !
20 4 60 80
061 cos(>)
OH
0,2
% W e s > *

Markame aga, et meie niudses konstruktsioonis ei ole kill midagi teravnurkade
jaoks spetsiifilist. Leidsime nurga siinuse, koosinuse ja tangensi lihtsalt kui nurga-
haara ja Uhikringjoone I6ikepunkti koordinaadid. See nurga haar voib ju aga x-tel-
jega jatta Ukskdik millise nurga, mitte ainult teravnurga. Nii saamegi defineerida
trigonomeetrilised funktsioonid suvalise nurgavaartuse, nditeks 2013 kraadi jaoks.

f

14

sin(x)

) cos(c)
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Trigonomeetrilised funktsioonid ndevad oma taies pikkuses valja jargmised:

o}
05
-20Q -100 100 200 300/ 400 o
-05
240
-200 -100 100,200 300 400 ~ St
1,0
0p
) ) oL
-200 -100 100 200 /300 40O
-05
-10

Esiteks voib mérgata, et trigonomeetrilised funktsioonid on ilusasti perioodilised
ehk teisisonu nende kuju on modda x-telge edasi liikudes korduv. See tuleneb mui-
dugi otseselt definitsioonist — nurgad, mis erinevad tdispodrde vorra, paiknevad ju
x-telje suhtes tapselt Uhte moodi ning seega annavad ka tapselt sama siinuse, koo-
sinuse, tangensi. Trigonomeetrilistest funktsioonidest ja perioodilisusest radgime
aga pikemalt juba teises alapeatikis [Ik 230].

Teise asjana ehmatab muidugi dra tangensi katkevus iga poolringi ehk iga 180
kraadi jarel. Seejuures esimene katkemine on juba go kraadi juures. Selles ei ole
siiski midagi ehmatavat —see juhtub ju lihtsalt sellepdrast, et neis kohtades on koo-
sinus vordne nulliga ning kuna nulliga jagada ei saa, ei saa ka tangensile vaartust
leida.

Sellest murest voib moelda ka sirge tdusu raames: sirgele, mis on vertikaalne ehk
y-teljega paralleelne, ei oskagi ju tdusu vastavusse seada. Touseb ta |dpmatult kii-
resti Ulespoole vai allapoole?



TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
POORDFUNKTSIOONID

Mitmel pool dpikus tulevad esile podrdfunktsioonid. Luhidalt radkisime neist juba
funktsioonide peatikis [Ik 68], kus tdheldasime, et pédrdfunktsioonid rahuldavad
jargmist seost:

p('j('jrdfunktsioon(funktsioon(Véértus)) = vaartus.

Teisisonu, Uhe funktsiooni poordfunktsioon nullistab tépselt tema efekti ning
annab tagasi algse vaartuse.

Naiteks voiks 6elda, et kolme liitmise péordfunktsioon on kolme lahutamine. Hil-
jem ndeme, et eksponentsiaalfunktsiooni péordfunktsioon on logaritmfunktsioon
[k 290], ning et tuletis ja integraalgi on teineteise podrdoperatsioonid [k 352].

Trigonomeetria kontekstis motleme podrdfunktsiooni all Gsna lihtsat kisimust: kui
enne leidsime nurga abil tema siinuse voi koosinuse voi tangensi, siis nidd tahak-
sime ette antud vaartuse abil leida, mis nurga siinus, koosinus voi tangens ta paras-
jagu on.

Graafiliselt tahendab see jargmist: joonistame oma trigonomeetrilise funktsiooni
graafiku, valime mingi vaartuse c ning siis kisime, kus kohas funktsiooni graafik
|6ikab sirgety = c.

C

¢

Naiteks kui teaksime, et siinus annab vaartuseks nulli, laheksime tema graafiku
juurde ja vaataksime, kus ta |6ikab x-telge. Vastuseks saaksime, et nurk voiks olla 0
kraadi voi 180 kraadi voi moni teine 180 kraadi kordne.

ARKUSSIINUS JA ARKUSKOOSINUS

Nagu graafikult ndeme, siis siinus- ning koosinusfunktsiooni jaoks neid I16ikepunkte
alati ei leidugi. Nimelt kui|c|] > 1, on sirge y = c funktsiooni graafikust taienisti
ulal- voi allpool. Kdikidel teistel juhtudel on aga I6ikepunkte I6pmatult palju.
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See tdhendab, et podrdfunktsiooni defineerimisel peame olema Usna ettevaat-
likud. Esiteks saame podrdfunktsioonile vaartuse anda ainult vahemikus [—1; 1],
mis siis on tema nii-0elda madramispiirkonnaks. Teiseks tuletame meelde, et funkt-
sioon saab votta tapselt Uhe vaartuse — seega peame iga sirge jaoks kuidagi vilja
valima just Uhe |6ikepunkti.

Uks vdimalus selle tegemiseks on lihtsalt nduda, et vastus oleks mingis kind-
las vahemikus — jooniselt ndeme, et siinusfunktsioon votab kdik oma véimalikud
vaartused vahemikus [—90° 90°] ning koosinusfunktsioon naiteks vahemikus
[0; 180°]. Nendes piirkondades on funktsioonid Uksihesed [lk 68] ning vdime kohe
defineerida ka péordfunktsioonid.

N
arccos(x)"soo"

135°%

90

Nii ongi enamasti defineeritud arkussiinus, mida tahistatakse tihti arcsin(x), kui
funktsioon, mis on siinuse podrdfunktsioon vahemikus [—90°; 90°] ehk siis rahul-
dab selles vahemikus seost arcsin(sin(x)) = x.

Sarnaselt on siis defineeritud ka arkuskoosinus ehk arccos(x), ainult vahemikuna
on kasutuses[0; 180°].

Olenevalt eesmargist voib monikord kasutada muidugi ka ménda muud vahe-
mikku. Veelgi enam, vahepeal tahaksime kdiki vastuseid korraga esitada. Siis kirju-
tame umbes nii:

arcsin(0) = k- 180°% k = ---,—2,—1,0,1, 2, ...



_SOF

Sel juhul ei ole meil kill rangelt enam funktsioon, vaid loetleme lihtsalt kdik sirge
y = 0ning siinusfunktsiooni 16ikepunktid ja neid on palju!

ARKUSTANGENS

Tangensiga on selles suhtes lihtsam lugu, et ta voib votta kdiki reaalarvulisi vaar-
tusi. Seega on tangensi poordfunktsiooni ehk arkustangensi maaramispiirkonnaks
kogu reaaltelg.

Probleem, et tangensfunktsioon on mitmes kohas sama vaartusega, muidugi sai-
lib. Seega tuleb ka arkustangensi kui funktsiooni maaramiseks valja valida Uks kin-
del piirkond. Maistlik valik on naiteks (—90°; 90°), aga sobiks ka mdni teine.

arctan(x)

Arkustangensit tahistatakse arctan(x).
Tahistustest

Nobeli auhinna voitjale fiusik Richard Feynmanile ei meeldinud trigonomeetri-
liste funktsioonide tahistused sugugi. Talle tundus, et sin tahendab kolme arvu s,
i ja n kokkukorrutamist. Veel véhem meeldis talle siinuse podrdfunktsioon, mida
monel pool mujal tahistatakse kui sin™1(a). Oigusega tekitas see segadust, sest

1

seda voiks tolgendada kui ——, mida sellega enamasti silmas ei peeta. Igal juhul
sin(a)

kasutas ta kooliajal siinuse ja siinuse poodrdfunktsiooni jargmisi tahistusi:

GxX oo
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Usna varsti markas ta siiski, et selliseid tahistusi kasutades ei saanud keegi teine
tema motetest ja selgitustest suurt midagi aru. Seega soovitame siiski jddda tahiste
sin jaarcsin juurde.

MIKS JUST TAISNURKSED KOLMNURGAD?*

Natuke jarele moeldes voib kummitama jaama Uks kisimus. Miks me seome nurki
ja kulgedevahelisi suhteid ikkagi just kolmnurkade kaudu ning miks just taisnurk-
sete kolmnurkade kaudu? Kas see on lihtsalt ajalooline relikt voi voib sellele ka sel-
gitust leida?

Esimese vastusena voiks kohe Gelda, et kolm-
nurkadest ei saa Ule ega Umber. Niipea kui meil
on defineeritud kaks 16igupikkust ja nendeva-
heline nurk, ongi meil juba kolm punkti—nurga-
tipp ja I0ikude teised otspunktid — ja seega ka
kolmnurk. Lisaks voib ju iga teise hulknurga
alati kolmnurkadeks jagada.

Eelkdige on aga pdhjus jargmine: kolmnurgad on ainsad hulknurgad, kus
* kiljepikkuste vahelised suhted maaravad Uheselt dra koik nurgad

* ning ka vastupidi, teades kdiki kolmnurga nurkasid, on Gheselt
madratud koik kilgedevahelised seosed.

Kumbki neist seostest naiteks nelinurkade puhul enam ei kehti. Nimelt kui neli-
nurga neli kiilge on vordsed, voivad nurgad olla endiselt erinevad: meil voib olla nii
kena ruut voi ka Usna lapergune romb.

-
\

Teistpidi, teadmine, et koik neli nurka on tdisnurgad, Utleb meile vaid, et tegemist
on ristkilikuga, ning muidugi leidub vdga erineva kilgede suhtega ristkilikuid.

VAN

N ]




Aga isegi kui lepime, et just kolmnurgad on moeldud nurkade ja kilgedevaheliste
suhete sidumiseks, siis miks on kasutusel just tdisnurksed kolmnurgad?

Nagu mainisime, on kolmnurga ,kuju” maaramiseks vaja teada vahemalt kahte
nurka. Ainult Ghest nurgast |ahiskilgede suhte maaramiseks ei piisa, sest sama
nurga lahiskilgede suhe voib olla vdga erinev:

a

QA X
[

Kuna teame, et iga kahe nurga teadmisest piisab kolmnurga ,kuju” méaaramiseks,
on kaval nipp Uks nurk alatiseks fikseerida. Nagu eespool ka ndgime, on sel juhul
kolmnurga ,kuju” leidmiseks vaja veel teada ainult Uhte nurka ning on tdiesti maist-
lik radkida selle nurga ldhiskilgede vahelisest suhtest.

Fikseeritava nurga suuruse voiksime muidugi vabalt valida. Siiski, kdige paremini
kasitletava, loomulikuma ja ilusama teooria saame kasutades taisnurkseid kolm-
nurki — ehk siis fikseerime Uhe nurga taisnurgaks.

Pohjuseid selle valiku eelistamiseks on mitmeid, moned Uksikud neist on naiteks
jargnevad.

* Nurk 90° on kdige summeetrilisem valik — ta on tdpselt poolel
teel 0 kraadist 180 kraadini.

* Nagu ndgime, vdime sel juhul trigonomeetrilisi funktsioone
defineerida lihtsalt Ghikringjoone x- ning y-koordinaatide abil.

» Skalaarkorrutisel on tanu sellele valikule ilus valem vektorite
pikkuste ja nendevahelise nurga koosinuse abil [k 144].

* Iga muu kolmnurga saame jagada tdisnurkseteks kolmnurka-
deks ja seelabi leida ka algses kolmnurgas nurkade ja kilgede
vahelisi seoseid — Uhte neist nimetatakse siinusteoreemiks.
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SIINUSTEOREEM

Kasutades taisnurkse kolmnurga jaoks defineeritud trigonomeetrilisi pohiseoseid,
voime omavahel siduda nurkasid ja kilgi ka mittetdisnurksetes kolmnurkades.

Tuntuim selline seos on ilmselt siinusteoreem, mis vdidab, et iga nurga vastaskilje
ja selle nurga siinuse suhe on vordse vaartusega. Kuigi intuitiivselt on selge, et nur-
gad ja kilgede suhted peavad olema omavahel seotud, siis siinusteoreemi tapne
sonastus on siiski Ullatavalt leidlik ja lihtne:

Enne kui siinusteoreemi téestama asume, rédagime monest tema matemaatilisest
rakendusest.

Moned siinusteoreemi rakendused

Esimese rakendusena aitab siinusteoreem leida puuduvaid elemente kolmnurgas —
tema abil vdime teadmised nurkadest poorata teadmisteks kiljepikkuste kohta ja
vastupidi.

Samuti voime siinusteoreemist véhemalt teravnurkse kolmnurga jaoks Usna ker-
gesti jareldada midagi paris ilusat: kolmnurga pikemate kilgede vastas on suure-
mad nurgad.

Toepoolest, siinusteoreemist teame, et
a b

sin(a) - sin(B)

NUUd kui kiljepikkuste vahel kehtib a > b, siis peab kehtima ka sin(a) > sin(p).
Samas aga nagime ennist, et teravnurksete nurkade jaoks on siinus kasvav funkt-
sioon. Seega jareldame, et nurk a peab nurgast f suurem olema. Ehk suurema
nurga vastas on ka suurem kulg.

Siinusteoreemi téestus teravnurkse kolmnurga jaoks

Lugeja voib paberi, pastaka ja natukese kritseldamisega veenduda, et siinusteo-
reem ei Utle tdisnurkse kolmnurga jaoks midagi uut — kogu seos jareldub siinuste
definitsioonist.



Mittetdisnurkse kolmnurga jaoks on siiski tegemist millegi uue ja ponevaga, mida
on vaja ka tdestada, teisisonu selgitada meile juba varasemate teadmiste abil.
Miks muidu peaksime seda uskuma?

Kuidas siis argumenteerida? Tuletame meelde, et siinus on defineeritud taisnurkse
kolmnurga kaudu. Seega tuleks kuidagi konstrueerida tdisnurkne kolmnurk, milles
neid definitsioone kasutada voiksime.

Uks véimalus on lihtsalt tdmmata kdrgus. Nii jagame algse kolmnurga kaheks tais-
nurkseks kolmnurgaks. See tundub juba péris hea algusena, sest nende tdisnurk-
sete kolmnurkade uks kilg on ju lisaks veel vordne — just seesama kilg, mille abil
saame nurga siinust valja kirjutada.

B

Seega kirjutamegi lihtsalt valja mdlemast kolmnurgast siinuse definitsiooni:

sin(a) =

Q> o=

sin(B) =

Avaldades mdlemast avaldisest kdrguse h, ndeme, et h = bsin(a) ja samuti
h = asin(p).

Seega kehtib ka b sin(a) = a sin(f) ehk

a b

sin(a) - sin(B)’

Samamoodi voiksime muidugi ka tdommata mdne teise korguse ja nii ndidata koi-
kide suhete vordsust.

Nurinurkse kolmnurga puhul satub kérgus kill kolmnurgast valja, aga see ei poh-
justa probleeme. Nimelt kui vaadata hoolikalt siinusfunktsiooni definitsiooni suva-
lise nurga jaoks, ndeme, et sin(a) = sin(180° — a). Téepoolest, mélemad haara
otspunktid I6ikavad ju Ghikringjoont samal korgusel.

4

ENZ
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Siinusteoreemi laiendus
Tuleb vadlja, et tegelikult voib siinusteoreemi veel laiendada.

Nimelt on teada ka selle iga vastaskdlje ja nurga siinuse suhte tapne vadartus — see
on alati vordne kolmnurga Umberringjoone diameetri pikkusega. Seega vdime,
kasutades ikka samu vanu tahiseid nurkade kilgede jaoks ning tahistades kolm-
nurga Umberringjoone raadiuse R-iga, kirjutada siinusteoreemi tdiskujul vélja jarg-

nevalt:
a b c

sin(a) - sin(B) - sin(y) B

Sellel korral on tbestus pisut kavalam ja jatame ta huvitunutele nuputamiseks voi
jarele parimiseks.

2R.
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( KOOSINUSTEOREEM

Teine tuntud trigonomeetriline seos iga kolmnurga jaoks on koosinusteoreem.

Koosinusteoreem voimaldab leida kahe kiljepikkuse ning nende kilgede vahelise
nurga abil kolmanda kilje pikkust:

Cc
a*= 6+¢-2bc cos(o)
Koosinusteoreemist jareldub naiteks kohe ka see, et iga kolmnurga maaravad Uhe-
selt ara kaks kuljepikkust ning nende kilgede vaheline nurk. Téepoolest, Iahtudes

neist teadmistest voime leida kolmanda kilje pikkuse ja seda me juba teame, et
kolme kuljepikkusega on kolmnurk Gheselt maaratud.

Koosinusteoreem naeb juba peaaegu vidlja nagu Pythagorase teoreem. See
visuaalne seos pole sugugi petlik. Tuletades meelde, et cos(90°) = 0 ndeme, et
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taisnurkse kolmnurga korral vdidabki koosinusteoreem tdpselt sedasama, mida
Pythagorase teoreemgi.

Oleks tore ka teada, kuidas koosinusteoreemi eelnevatest teadmistest jareldada.
Teisisonu on kisimus: kuidas kahe kilje ja nendevahelise nurga abil leida kolmanda
kulje pikkus?

Konkreetsemalt seame siis eesmargiks leida kilje a pikkus kilgede b, c ja nendeva-
helise nurga a abil.

Uks vdimalus on alustada siinusteoreemi puhul kirjeldatud viisil ning tekitada
korguse abil taisnurkne kolmnurk. Nii seame end toredasse olukorda, kus saame
kasutada koosinuse definitsiooni taisnurkses kolmnurgas ning lisaks veel koosinus-
teoreemi sugulast Pythagorase teoreemi.

Cc

Seega saame Pythagorase teoreemi abil kirjutada kilje a pikkuse kolmnurga kor-
guse h ning abildigu x toel:
a? = h? + x2,

Edasi tahaksime kuidagi kirjutada lahti ka need abililkkmed. Kérguse voime oma-
korda avaldada Pythagorase teoreemist, kasutades teist, vasemale tekkinud tais-
nurkset kolmnurka:

h? = p? — yZI
Abildigu x pikkuse saame aga kirjutada kilje c ning sama abildigu y abil: x = c —y
jaseegax? = (c — y)%

Voib kisida, mis sellest ikkagi kasu on, kui kirjutame abildigu x asemele hoopis abi-
Iigu y. Onneks on meil ka vastus: uurides veel kord vasemal asuvat taisnurkset
kolmnurka, voime valja kirjutada koosinuse definitsiooni:

cos(a) = % = y = b cos(a)

Seega abildigu y pikkuse voime esitada meile sobivate elementide abil.
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Pannes koik kokku, saame
a? =b?—y?+ (c—y)2

Lihtsustame
a’? =b% —y% +c? —2cy +y?
a? = b%+ c% — 2cy.

Asendades niud leitud abildigu y pikkuse y = b cos(a), saamegi koosinusteo-
reemi nime all vdlja kuulutatud seose:

a? = b? + ¢? — 2bc cos(a).

Nurinurkse nurga puhul on jallegi olukord pisut segasem, aga hoolikalt ndpuga
jalge ajades voime siiski kasutada peaaegu samasugust arutlust.

Alternatiivne viis oleks kasutada vektoreid ja skalaarkorrutise omadusi. Et midagi
sellist voiks toimida, vihjab muidugi juba kahe vektori skalaarkorrutise definitsioon
[k 244]:

d-b=|dl- |B| - cos(«d, E)

Siin on ju olemas tapselt seesama liige, mis koosinusteoreemi Pythagorase teoree-
mist eristab! Pdrast vektoritega seose loomist jareldubki kogu koosinusteoreem
tegelikult ainult skalaarkorrutise omadustest.

Sisuliselt on tdestus sama kui see, mille pakkusime lisaloona Pythagorase teoreemi
jaoks vektorite peatukis [Ik 147], — huvitunud lugejal soovitame detailid siiski ise
kokku panna.



TRIGONOMEETRIA KOSMOSES: ROBOTKASI

Naaseme niid probleemi juurde peatiki algusest: kuidas kontrollida kahe liige-
sega robotkatt, et ta jouaks katkise antenni otsani?

Meenutame, et olukord oli tapselt nii hea voi halb nagu pildil.

Olukorrast matemaatiliseks motlemiseks peame Uleliigsetest detailidest lahti
saama ning koike veidi lihtsustama. Naiteks oletame, et robotkasi liigub ainult Ghel
tasandil ning et see ongi just jooniseks valitud tasand. Voib ju nditeks optimistlikult
moelda, et kolmandas modtmes voime robotkatt niisama nihutamise teel liigu-
tada.

Edasi peame meile olulised elemendid kuidagi tahistama. Meile on teada robotkde
kahe hoova pikkused [; ja [; ning oletame, et voime mootorite abil kontrollida lii-
geste podrdenurkasid a ja f. Nimetame neist alumist dla- ja teist kiinarliigeseks.
Meie eesmadrk on viia robotkde ots (ja astronaut) etteantud punkti 4, kusjuures
muuta vdime nurkade « ja B vaartuseid.
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Ulesande lahendamiseks on muidugi vaja ka veel tapsustada, mida me punkti A
kohta juba teame. Tundub Usna moistlik eeldada, et teame esiteks punkti 4 kohta
tema kaugust olaliigesest — naiteks laserite peegeldust uurides. Teisalt voime eel-
dada, et teame nurka, mille jatab see kiir olaliigesest punkti A horisontaalse tasan-
diga. Tahistame saadud kaugust naiteks l-iga ning nurka ennast y-iga. Nii on meil
|6plik joonis jargmine:

Siin vdime anda oma Ulesande juba Usna matemaatiliselt: eesmark on seega leida
pikkuste [, 1 ja I, ning nurga y abil nurgad a ja B. Lahendusviisiks on meil trigono-
meetria.

Tuletame meelde, et kolmnurga kolm kiljepikkust maaravad tépselt dra kolmnurga
kuju ja suuruse. Kuna lisaks on veel teada kaks kolmnurga tippudest — 6laliiges ja
punkt A —, jaab meil saadava kolmnurga jaoks tapselt kaks voimalust, olenevalt
sellest, kuidas punktile Aldheneme.



Oletame, et valime joonisel ndidatud viisi. Jargmine kisimus on siis, kuidas kulje-
pikkustest nurgad leida. Selle jaoks leiame abi juba labitud peatikist: koosinusteo-
reem seob omavahel kdik kolmnurga kiljed ning Ghe nurga koosinuse. Nii véime
leida nurga 8 koosinuse:

B+15-12

cos(B) == -

Nagu ndgime poordfunktsioonide juures, véime nurga koosinuse pohjal kergesti
leida ka nurga enda vaartuse. Kdige lihtsam on kisida nurga vaartust taskuarvu-
tilt — igal uhkemal taskuarvutil on nurga koosinuse vaartuse pohjal nurga leidmine
tahistatud funktsiooniga arccos(x) voi cos™(x).

Tapselt samamoodi véime leida ka nurga § koosinuse:
+12-13
cos(d) =———+—
@) 2141
ja seejarel arkuskoosinuse abil nurga § vaartuse.

Viimaks saame niid ka nurga a lihtsalt vélja arvutada. Olenevalt sellest, kummalt
poolt [dheneme, ona =y + §voia =y — 6.

Oleme niid tapselt kirjeldanud arvutusi, mis tuleks teha robotkae antennini juh-
timiseks. Edasi tuleks need tehted ja koikide andmete tapsed vaartused arvutile
edasi anda ning kosmosejaam saabki korda!
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TRIGONOMEETRIA JA
PERIOODILISED FUNKTSIOONID

Eelmises peatUkis joudsime trigonomeetriliste funktsioonideni, uurides kiljepik-
kuste suhteid taisnurkses kolmnurgas. Saadud funktsioone kasutasime edasi seoste
leidmiseks suvalise kolmnurga kiljepikkuste ning nurkade vahel. Tanu neile seostele
muutus kolmnurga puuduvate elementide kindlaks tegemine hoobilt Gsna lihtsaks.

Siinus ja koosinus tulevad funktsioonidena aga esile veel teiseski kontekstis —
looduse perioodiliste ehk korduvate protsesside kirjeldamisel.

Seda vaib igaiks (juhul kui koristamine vastumeelt ei ole) ka kodus proovida. Seo
pika ndori otsa Uks korralik pang, kalla varvi tdis ning tee pohja sisse auk. Lisaks
varu suur rull paberit.

NUUd pane see pang pendlina vonkuma ning tomba paberit Ghtlase kiirusega pange
alt 1abi. Paberile tekkiv varvijoon ongi ilus siinuse voi koosinuse graafik.

Skeptiline lugeja voib muidugi kahelda, miks peaks paberile joonistuma tapselt sii-
nus voi koosinusfunktsioon ja mitte madni teine sarnase kujuga perioodiline funkt-
sioon.

See kahtlus on igati digustatud — on ju nii palju erinevaid perioodilisi funktsioone,
miks peaks loodus just trigonomeetriliste funktsioonide otsa komistama? Ometigi
komistab. Selle pohjendamine on aga juba pisut keerulisem ning nduab ka paras-
jagu fuUsikat — huvitunu ja skeptik saab sellest lugeda lisapeatikist [1k 236].

Jargnevalt Uritame aga intuitiivselt aru saada, kuidas perioodilised liikumised trigo-
nomeetriaga seotud on, ja teeme seda koige kaunima perioodilise liikumise, ring-
liikumise naitel.

230



RINGLIIKUMINE JA TRIGONOMEETRIA

Lahed soitma 100-meetrise diameetriga vaaterattaga. Kas oled méelnud, kuidas
muutub vaaterattaga soidu ajal Sinu kdrgus maapinnast? Véibolla Su kaaslane kar-
dab kdrgust, voibolla armastab. Oskad talle 6elda, kui palju aega veedate darmus-
tes — hasti korgel voi hasti madalal — ning kui palju Glesminekul ja allatulekul?

Neile kisimustele saab matemaatiliselt kenasti vastata. Matemaatiliseks |dhe-
nemiseks peame koigepealt nii monedki detailid dra unustama: nditeks selle,
kui ilus on vaade, kui kaunis kaaslane voi kui logu on vaateratas ise. Jarele jaab
poorlev ringjoon koos punktikesega, millele véime modtmiseks taustale [G0a ka
koordinaattasandi nii, et x-teljeks on maapind.
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On Usna maistlik oletada, et vaateratas liigub Uhtlase kiirusega — muidu saaks ju
mones kabiinis istujad dgedamat soitu kui teised.

K&rgus on niid vastavuses teljestiku y-koordinaadiga. Kui oletame lisaks, et tais-
poorde Idbime 10 minuti jooksul, vdime joonistada ka oma kdrguse profiili. Peale
ronid vaaterattale muidugi paris alt.

KGRGUS (m)
N

1001

501

>AEG(min)

5 10 15

See naeb ju aga vilja tapselt nagu siinusfunktsioon, ainult pisut Glespoole nihuta-
tult ning pisut suurendatult. Ja tdepoolest, tuletades meelde, kuidas me eelmises
peatikis siinusfunktsiooni defineerisime, ei tohiks see Ullatada.

Defineerisime ju nurga siinuse tdpselt kui nurga haara ja Ghikringjoone Idikepunkti
y-koordinaadi. Seega kui niid nurka Uhtlaselt suurendada, saamegi ringliikumise
ja seega kdrguskoordinaat joonistab siinusfunktsiooni. Muidugi, see funktsioon ei
pruugi olla tapselt kujus sin(t), vaid voib olla kujus sin (%), kus T on aeg, mis kulub
Uhe taispoorde jaoks.

NUUd voime ka vastata tekkinud kisimustele. Kui palju aega veedad vaaterattaga
paris Uleval, korguse Ulemises neljandikus?

Graafikul huvitab siis meid, kui palju aega asub kdrgusfunktsioon oma maksimumi
suhtes Glemises neljandikus:

KORGUS (m)
N
1001 ,
75
50 \/
) SAEG(in
5 10 5 2 '



Kuna liilkumine on Uhtlane ja veedame ringjoone igas punktis sama kaua aega,

voime oma kisimuse Umber tolgendada Usna lihtsaks geomeetriliseks kiisimuseks:
. T . ~ .1

kui suur osa Uhikringjoonest asub korgemal kui E?

y

N

Seega on vaja lihtsalt leida, milliste x-i vaartuse korral on sin(a) > % Onneks
naitab jargnev ilus geomeetriline konstruktsioon tapselt, et

sin(30°) = sin(150°) = %
Joonistame 60°-30° kraadi kolmnurgale juurde teise samasuguse. Kuna tekkinud
kolmnurk on vordkilgne, siis tema servad on vordsed. Jarelikult sin(30°) on pool
kulge jagatud terve kiljega ehk 0,5.

N~
/
/

Kuna 150 — 30 = 120 kraadile vastav ringjoone osa on tapselt kolmandik kogu
ringjoonest, voimegi elda, et Ulemises neljandikus veedate kolmandiku kogu-
ajast. Paris hea tehing!

Meelde jatta voiks sellest peatikist aga hoopis seda, et trigonomeetrilistele funkt-
sioonidele vaibki laheneda ka hoopis ringliikumise vaatevinklist!
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KRAADID JA RADIAANID

Seni oleme hoidunud arutelust, kuidas nurka peaks moo6tma — kas seda oleks tar-
gem teha kraadides véi radiaanides? Oigupoolest oleme seda seni teinud ainult
kraadides. Ometigi on nii monigi kord kasulikum kasutada hoopis radiaane.

Juba kraadidest ja radiaanidest mdtlemine on Usna erinev.
Kraadid

Kraadides m&otmine on nurga tipus istujale. Kraadide leidmiseks vaatame lihtsalt,
kui suure osa taispoordest moodustab nurk kahe nurgahaara vahel.

Kraadides arvestatakse naiteks tihti kaugete objektide mdote ja vahemaid.

Kraadide juurde kaib ka Uks huvitav kokkulepe. Nimelt tundub, et kuskil ajaloo-
hamaras on mingi hetk Usna vdgivaldselt otsustatud, et tdispoore olgu tapselt
360 kraadi. Muud nurgad arvestatakse siis vastavalt sellele, kui suure osa tdispoor-
dest nurk moodustab — naiteks pool p6drdest on siis tapselt 180 kraadi.

Aga miks peaks tdispoore olema just 360 kraadi ja mitte naiteks 100 voi 222 kraadi?

Paistab, et see voib seotud olla pdevade arvuga aastas — vanasti tundus, et taeva-
sed objektid teevad ringi peale umbes 360 66péeva jooksul.

Lisaks on arvul 360 kena omadus, nimelt jagub ta vdga paljude erinevate arvudega.
Koik jargnevad arvud on tema jagajad, neid on kokku tervelt 24:

1,2,3,456,8910,12,15,18, 20, 24,
30, 36,40, 45,60,72,90,120, 180,360



Nii saab aastat jagada vaga paljudeks erinevateks Uhepikkusteks taistsiukliteks.
Naiteks senini on ju kasutusel 12 kuud, mille pikkused on kill meie teadmiste varal
ebauhtlaseks muutunud.

Radiaanid

Nurga radiaanmd&odu arvestamiseks on vaja minna ja ringjoone kaare pikkus kor-
ralike sammudega dra mdota — seega on siinkohal tegemist matkamehe nurga-
modduga.

Kui kraadide leidmiseks arvutasime, kui suure osa moodustab nurk taispoordest,
siis radiaanide puhul 166me kokku selle ringjoone osa pikkuse, mille moodustab
nurga haarade vahele jadv Ghikringjoone kaar.

X= —=<C

O

Tuletame meelde, et Uhikringjoone pikkus on2m ning seega ontdispddrde suuruseks
21 radiaani. Poole poorde suuruseks jadb aga naiteks m radiaani.

Ka radiaanide juures on tegelikult mangus teatud meelevaldne valik — miks me
pidime just valima Uhikringjoone? Kui oleksime oma nurgamdoduks valinud nai-
teks raadiusega 0,5 ringjoone, osutuks tdispddrde suuruseks m radiaani. Kas see
poleks kenam? Voi oleks hoopis kenam, kui  ise oleks teisiti defineeritud [lk 101]?

Kumba neist ikkagi kasutada?

Tuleme niud tagasi peatikialguses pustitatud kUsimuse juurde: kas kasutada kraade
voi radiaane? Selgub, et see oleneb kontekstist. Nii kaua kui kasutame trigonomeet-
riat ainult kolmnurkadega tegelemiseks, suurt vahet ei olegi — kraadid ja radiaanid
on mélemad Ghtmoodi head ning kasutame neid siin raamatuski labisegi.

Nii pea kui aga hakkame trigonomeetriliste funktsioonidega tegelema, tuleks
eelistada radiaane.

Naiteks radiaane kasutades on siinusfunktsiooni graafiku tous nullpunkti juures
tapselt Uks ehk matemaatiliselt:

sin(a
lim (@) =1
a—0 a
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Kraade kasutades see valem enam ei kehti. Intuitsiooni selle valemi tagamaadest
annab jargnev graafik: nimelt on siinus tapselt vordne haara otspunkti kdrgusega.
Kui aga nurk on vdga vaike, siis on see peaaegu sama pikk kui tema korvale jaav
kaare pikkus. Seda kaare pikkust moddab aga tapselt nurga radiaan!

)

sin(o)

X

Tanu sellele ilusale omadusele on naiteks siinusfunktsiooni sin(a) tuletis [k 320]
radiaanide korral cos(a), kraadide korral aga hoopis %cos(a). Miks see nii peaks
olema, ndeme juba varsti [Ik 251].

Lopuks ei ole ka vaga hullu, kui sdbraga erinevat modtu kasutate, radiaanidest
kraadidesse ja tagasi viivad lihtsad teisendused. Radiaanidest kraadide saamiseks
peame nurga korrutama lihtsalt 22%-ga ning vastupidi kraadidest radiaanide saami-
seks korrutama %-ga. "

Meie oleme seni to6tanud kraadidega, aga niid ldhemegi vahelduseks hoopis
radiaanidele Ule ja edasi kasutame neid tapselt nii, kuidas tuju on.

See alapeatikk on skeptilisele ja huvitunud lugejale, kes ei taha uskuda, et pendel
on seotud just tdpselt siinuse ja koosinusega, mitte mdne muu perioodilise funkt-
siooniga.



See on igati oigustatud kahtlus!

Onneks annavad fiisika ja matemaatika kasikées siiski hea pdhjendatud vastuse.
Lihtsuse mottes kasitleme kill siin peatUkis hoopis elastset vedru, aga situatsioon
ja ideestik on tapselt sama:

¢ meil on Uks keha,
* mida liigutab Uksainus joud,
* mis surub objekti tagasi tasakaaluasendisse,

* aga kahjuks liiga tugevasti ning keha jaab vénkuma tasakaalu-
asendi Umber.
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Elastse vedru korral on mdjuvaks jouks elastsusjoud. Inglise fiusik Hooke tegi
17. sajandil hoolega katseid ja veendus, et mida pikemalt on vedru valja venitatud,
seda suurem joud tdmbab teda kokku ning vastupidi, mida rohkem vedru on kokku
surutud, seda suurem joud likkab teda jalle lahti.

Hooke oli hoolikas sell ja ta m&0tis ka tapselt valja, kuidas see joud tapselt vedru
valjavenitusest voi kokkusurutusest soltub. Ta tegi kaks jareldust:

* joud on erinevatest materjalidest vedrude jaoks erinev,

e joud soltub tapselt Uhtemoodi vedru pikkuse muudust — alati
vordeliselt.

237



a
Z
o
o
n
-
¥
=
=)
L
(a]
L
&
=
(a]
o
o
o
(I
o

238

Tahistame nudd vedru suurusemuutu tasakaaluasendi suhtes x-ga (positiivse x-i
korral on vedru valja veninud, negatiivse korral kokku surutud) ning keha mater-
jali jaikust iseloomustavat tegurit k-ga. Sel juhul vaidab Hooke'i seadus, et vedru
algkujusse kiskuvat elastsusjoudu F, voib igal ajahetkel t kirjeldada valemiga

F,(t) = —kx(t)

Samaaegselt oli Hooke'i kaasaegne ja rahvuskaaslane Newton leidnud veelgi 0ldi-
semaid printsiipe meid Umbritseva maailma kirjeldamiseks.

Ta markas, et kui kehale mojub mingi joud, siis keha kiirendus — see, kuidas keha
liilkumiskiirus muutuma hakkab, — soltub tapselt vordeliselt mojuvast joust.

Veelgi enam, ta avastas, et mootes ka keha massi, voib ta tapselt kirjeldada, kui-
das joud keha kiiruse muutuma paneb: tahistades keha kiirendust a-ga, tema massi
m-iga ning kehale ajahetkel ¢ mdjuvat kogujéudu F (t)-ga, voib Newtoni teise sea-
duse valja kirjutada kujus:

F(t) = ma(t).

Meie olukorras on ainus vedrule mojuv joud igal hetkel antud tapselt eeltoodud
elastsusjouga, mis tema kuju taastada Uritab. Gravitatsiooni véime naiteks lihtsalt
eirata, kuna horisontaalset liikumist ta ei mdjuta.

Seega voime kirjutada, et vedrule mojub kogujoud F = F,, ning valemitest asen-
dades saame
ma(t) = F = F, = —kx(t).

Nii on liikumine igal ajahetkel t kirjeldatud vorrandiga
ma(t) = —kx(t).
Selles vorrandis on peidus kaks arvkonstanti m ja k, mis soltuvad keha omadustest;

a(t)jax(t)kirjeldavad aga igal ajahetkel vastavalt vedru venituse kiirendust ja val-
javenituse suurust.

Ometigi on intuitiivselt Gsna selge, et Ghe objekti kiirendus — tema kiiruse muutu-
mine —on juba olemuslikult ka seotud tema asupaigaga.



Seda seost toob tapsemalt esile tuletise peatikk [lk 320]. Nimelt kiirenduse naol
on tegemist labitud teepikkust voi teisisonu vaadeldava keha asukohta kirjeldava
funktsiooni teise tuletisega. Isegi kui tuletis tundub ohtliku sénana, ei ole sel-
les suurt midagi keerulist — funktsiooni esimene tuletis naitab lihtsalt, kui kiiresti
funktsiooni vaartus muutub, ning funktsiooni teine tuletis nditab, kui kiiresti see
muutumine ise muutub. Nii ongi naiteks kiirus teepikkuse esimene tuletis ning
kiirendus tema teine tuletis.

Seega Utleb meie vorrand, et igal hetkel t on vedru venituse muutumise kiirendus
vordeline tema kogumuutusega:

mx''(t) = —kx(t).

V6ime neid iga ajahetke kohta antud vorrandeid vaadata ka Uhe seosena le kogu
aja korraga — seosena ajast soltuva funktsiooni ning tema teise tuletise vahel.

Sellist vorrandit, mis seostab funktsiooni ja tema tuletisi nimetatakse uhkelt
diferentsiaalvérrandiks — diferentseerimine tdhendab ju lihtsalt tuletise votmist.
Nende lahendamine paris kakitegu pole, aga sel korral voib sellega siiski hakkama
saada, kui meenutame trigonomeetriliste funktsioonide tuletisi.

Siinusfunktsiooni sin(t) tuletiseks on cos(t) ning sarnaselt on koosinusfunktsiooni
cos(t) tuletiseks — sin(t) [lk 251].

Need kaks teadmist kokku pannes ndeme, et siinusfunktsiooni teine tuletis on
— sin(t). Seega rahuldab ta etteantud diferentsiaalvérrandit, juhul kui % = 1. Saa-
megi ilusa siinuskujulise liilkumise, mille periood on tapselt 2.

. k ~ o I
Kui aga — on mone teise vaartusega, peame vastuse leidmiseks muutma oma
e . m ~ . ..

siinuslaine sagedust kas aeglasemaks voi kiiremaks.

Tuleb valja, et Gldjuhul on sobivaks lahendiks sin(\é t).

Siingi voiks veel nuriseda — sarnaselt sobib ju lahendiks ka koosinusfunktsioon ning
veelgi enam, ka koosinus ja siinusfunktsiooni summa! Vedru véngub ju aga ometigi
tapselt Uhtemoodi, mitte mitut moodi korraga. Toepoolest, selgub, et puhta siinus-
vOi koosinusfunktsiooni maaramiseks tuleb teha veel Uks tdhelepanek. Nimelt on
vedru kiirus koige suurema valjavenimise ja kokkusurutuse hetkel vérdne nulliga.
See tuleneb energia jddvuse seadusest — neil hetkedel on kogu energia muundunud
potentsiaalseks energiaks. Seda teadmist arvesse vottes on meie siinusfunktsioon
juba Uheselt maaratud.

Loodame, et niUd on ka skeptilisem lugeja veendunud, et vedru vo6i ka pendli
perioodilise liikumise kirjeldamiseks ei sobi sugugi mitte mingi suvaline siksak voi
muu perioodiline funktsioon. Sobib just meile juba teada ja tuntud siinusfunkt-
sioon.
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TRIGONOMEETRILISED

AVALDISED JA NENDE
TEISENDAMINE

Uks koolimatemaatikas enim tuska pdhjustavaid teemasid on ilmselt trigono-
meetriliste valemite teisendamine ja lihtsustamine.

Antakse ette mingi jarjestus sUmboleid ja kastakse sellest teha natuke |Ghem jar-
jestus sumboleid. Selle jaoks, et teisendusi |abi viia, tuleb kasutada kaputdit vale-
meid, mis ndevad koik vélja tapselt Uhesugused, aga mille hulgast iga kord vaid tks
viib kiirelt sihile!

Nii jaabki tunne, et teha tuleb mingit maagiat ja on Usna selgusetu, mis kogu selle
vaeva ja maagia mote on.

Kui tegevus tundub raske ja ebameeldiv, tekivad muidugi automaatselt kaitsva
hoiakuga kisimused: kas see trigonomeetriliste valemite teisendamine on ikka
oluline tegevus? Kus seda vaja voiks minna? Kas lihtsamalt kuidagi ei saaks?

Tuleb vélja, et neid l&heb tdesti tarvis. Juba sellessamas raamatus laheb meil neid
tarvis mitmel korral. Esiteks, matemaatilise rakendusena saame tanu siinusfunkt-
siooni summavalemile leida siinusfunktsiooni tuletise [lk 251]. Teiseks peame
trigonomeetriliste funktsioonide teisendusi kasutama, et leida kdige paremat
viskenurka veepommi lennutamisel [Ik 333].



Lisaks on trigonomeetriliste funktsioonide teisendamine olulisel kohal ka signaali-
analUUsis. Naiteks aitab ta aru saada, kuidas ikkagi toimub raadiosignaalide edas-
tamine naiteks AM-raadios.

Kaesolevas osas tahamegi selgitada, kuidas trigonomeetriliste valemite ning nende
teisendamisega hasti labi saada. PeatUki algus on Usna visuaalne, kuid mingist het-
kest votavad koha Ule valemid. Valemirohketele alapeatikkidele viskasime juurde
ka tarnid, meenutamaks, et voibolla esimesel lugemisel see kdik vdga meeldiv ei
tundu. Midagi vdga rasket siiski pole, lihtsalt palju sumboleid.

TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
VAHELISED SEOSED

Trigonomeetriliste funktsioonidega on seotud vdga mitmeid erinevaid valemeid
ja teisendusi. Voibolla kdige tuntumad ja lihtsamad neist parinevad juba siinuse ja
koosinuse definitsioonist tdisnurkse kolmnurga kaudu. Nendest alustamegi. See-
jarel kasitleme valemeid, mis on seotud trigonomeetriliste funktsioonide graafi-
kute ilusate omadustega. Viimaks leiame valemeid, mis aitavad leida erinevaid
summa- ja vahevalemeid.

SEOSED TAISNURKSEST KOLMNURGAST

Vaatleme taisnurkset kolmnurka, mille hipotenuusi pikkus on 1 ning mille terav-
nurgadonaja f = 90° — q, tapselt sellist, millega on ka trigonomeetrilised funkt-
sioonid defineeritud.

b

Esimese seose trigonomeetriliste funktsioonide vahel leiamegi juba, kui esitame
kaateti a pikkuse kahel viisil.
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Esiteks vGime seda teha nurga a ja vastaskaateti abil, saades tulemuseks sin(a).
Teiseks voime kaateti a pikkuse leida ka nurga f3 ja lahiskaateti abil, saades cos(f).
Kuna 8 = 90° — «, saamegi

sin(a) = cos(90° — a).
Teise tuntuima seose saame Pythagorase teoreemist. Teame, et tdisnurkses kolm-

nurgas on kaatetite pikkuste ruutude summa voérdne hipotenuusi pikkuse ruu-
duga

a’ +b% = ¢

Samas voime kirjutada

a = sin(a)
b = cos(a)
c=1.

Asendades need vaartused Pythagorase teoreemi, saamegi, et

sin?(a) + cos?(a) = 1.

GRAAFIKUTE ILUSATEST OMADUSTEST PARIT SEOSED

Jargnevalt vaatame aga valemeid, mis on seotud trigonomeetriliste funktsioonide
graafikute ilusate omadustega.

Tuletame meelde, et funktsiooni graafiku teisendamine on aidanud meil ennegi
funktsioonist aimu saada — naiteks ndeme varsti, kuidas ruutfunktsiooni lahendi-
valemi taga on mingis mottes tegelikult peidus lihtsad geomeetrilised teisendused
[k 278].

Trigonomeetriliste funktsioonide korral tuleb jallegi funktsiooni graafiku teisenda-
mine suuresti abiks — nimelt on siinus- ja koosinusfunktsiooni graafikud mitmete
geomeetriliste teisenduste suhtes invariantsed ehk teisisdnu neid parajal maaral
nihutades ja peegeldades saame jalle uuesti samad funktsioonid. Nii aitab teisen-
duste raames motlemine hasti meeles hoida siinus- ning koosinusfunktsiooniga
seotud valemeid.



Nimelt, joonise abil on end kerge veenda, et siinusfunktsioon on perioodiline —
nihutades tema graafikut taispoorde ehk 360° vorra emmas-kummas suunas,
saame taas tagasi siinusfunktsiooni graafiku

Y
/\ \ T /\\
N -\ /
-270° -4W 90° 18Q° 270° 260 - X

Sellest jareldub, et

sin(a + 360°) = sin(a).

Lisaks on siinusfunktsioonil teatav simmeetria x-telje suhtes — graafikut poole
taispoorde ehk 180° vorra emmas-kummas suunas nihutades ning siis x-teljest
peegeldades saame jalle siinusfunktsiooni graafiku.

Sellest jareldub, et
sin(a £+ 180°) = —sin(a).
Veel on seal teatav simmeetria ka y-telje suhtes — graafikut 180° vorra emmas-

kummas suunas nihutades ja siis y-teljest peegeldades saame tagasi siinusfunkt-
siooni graafiku.

f

-18Q° 180° 360° > X
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Meenutame, et peegeldamine y-telje suhtes juhtub, kui argument Iabi korrutada
arvuga —1, ning paremale poole liikumine toimub, kui argumendist lahutada
(mitte liita) mingi suurus. Naiteks kui liigutame graafikut paremale, siis sellest
jareldub, et

sin(180° — a) = sin(a).

Siinusfunktsiooni graafikut jarjepanu vertikaal- ning horisontaaltelgedest peegel-
dades saame jdlle tagasi siinusfunktsiooni graafiku.

4

I

180 ‘ T T

Jarelikult

sin(—a) = —sin(a).

Kdigele lisaks on siinus- ning koosinusfunktsiooni graafikud samasugused: nihu-
tades siinusfunktsiooni graafikut veerandpdorde ehk 90° vorra vasemale, saame
koosinusfunktsiooni graafiku.

ANS . S
-270° -4W 900 18Q° 270° 0° (o4

Sellest jareldub, et

sin(a + 90°) = cos(a).
Kasutades lisaks ka eelnevat omadust, mis Utleb, et sin(180° — a) = sin(a),
leiame taas kord ka peatiki alguses leitud teada-tuntud seose:

sin(90° — a) = cos(a).

Samuti ndeme niild, et see valem ei kehti sugugi ainult teravnurksete nurkade,
vaid kdikvoimalike nurkade korral. Sida on rahulik, kui koik klapib!

Koik need omadused vajaksid tegelikult toestuseid ning neid toestuseid pole sugugi
vaga keeruline kokku keevitada: tuleb vaid tolkida funktsiooni graafikute teisendused
Uhikringjoone teisendusteks ning kasutada siinus- ja koosinusfunktsioonide omadusi.



Valemite meeldejatmiseks piisab aga sellest, kui neid omadusi usute, ja ega oma
silm ju ei petal

Tapselt analoogiliselt véime mangida ka koosinusfunktsiooniga ning tuletada jal-
legi terve @mbritdie valemeid. Koik nad voiks muidugi vélja lugeda ka kasutades
lihtsalt viimasena kirjeldatud omadusest saadud seost siinus- ja koosinusfunkt-
sioonide abil. Moned neist valemitest:

cos(a + 360°) = cos(a)

cos(a + 180°) = — cos(a)
cos(a + 90°) = —sin(a).

Viimaks, kui peaks tekkima suur huvi lisaks teada ka tangensfunktsiooni vale-

meid, tuleb meil eelnevaga kombineerida tangensfunktsiooni kirjutus kujus

Naiteks

cos(a)

sin(a — 90°)
cos(a —90°)
—cos(a)
sin(a)
1
- tan(a)
= — cot(a).

tan(a — 90°) =

SEOSED NURKADE LIITMISE JA LAHUTAMISE KAUDU*

Eelmises alapeatikis ndgime, kuidas siinusfunktsiooni graafikut hoolikalt nihuta-
des ja peegeldades saame tulemuseks jallegi siinusfunktsiooni voi monikord ka
koosinusfunktsiooni graafiku. Kas meil dnnestuks aga kuidagi kirjeldada ka funkt-
siooni, mille graafikuks on suvalisel m&aral nihutatud siinusfunktsiooni graafik?

sin(o 4
()/\-4° ' V\ ? 4>o<
NV

Naiteks kui nihutame funktsiooni sin(a) vasemale S kraadi vorra, saame funkt-
siooni sin(a + B). Kas seda onnestub kuidagi kirjutada baasfunktsioonide
sin(a), sin(B), cos(a)ja cos (B) abil?
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Tuleb vdlja, et see on igati voimalik. Meenutame, et siinus- ja koosinusfunktsioon
andsid meile véimaluse seostada kolmnurga nurgad kilgede suhetega. Veelgi
enam, naiteks taisnurkses kolmnurgas hipotenuusiga 1 ongi kaks kaatetit pikkus-
tega sin(a)ja cos (a).

Kui tahaksime samasse kolmnurka paigutada nii nurgad « ja f3, kui ka kiljepikkused
sin(a), sin(B), peame olema ainult veidi kavalamad. Esmalt oletame lihtsustuseks,
et nurgad a ja f on teravnurksed — siis voime kindlasti konstrueerida kolmnurga,
millel on tapselt kaks nurka « ja 5. Nende vastaskiljed a ja b véime seejarel leida
laiendatud siinusteoreemist [Ik 222]:

a b

sin(@) _ sin(B)
kus R on kolmnurga Umberringjoone raadius. Seega, kui valiksime kolmnurga,

mille Umberringjoone diameeter on pikkusega Uks, olekski nurkade a ja 8 vastas
kiljed pikkustega sin(a) ning sin(f).

2R,

sin(o)
Y B
05

sin(p)

See on juba Usna hea algus. Paris rodomsaks teeb aga tahelepanek, et kolmnurga
kolmas nurk on ju

y=180°—a -
ning eespool leitud valemite pohjal kehtib vordus
sin(180° — a — B) = sin(a + B).
Seega, kasutades veel kord laiendatud siinusteoreemi, ndeme, et kolmas, puuduv

kilg on tapselt pikkusega sin(a + ). NUUd on Usna selge, et siit jooniselt saame
ilusaid valemeid.



Nagu siinus- ning koosinusteoreemi toestuste juureski, on trigonomeetriliste
funktsioonidega mangides alati hea mote tdmmata Uks kdrgus, seekord siis kiljele
pikkusegasin(a + pB).
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Meie kolmnurk jaguneb niid kaheks taisnurkseks kolmnurgaks, millest Ghe hipo-
tenuus on sin(a) ning alusnurk B, ning teise hiipotenuus on sin(f) ning alusnurk a.

Kasutades trigonomeetrilisi seoseid neis mélemas taisnurkses kolmnurgas, véime
leida, kui pikkadeks tukkideks kdrgus vaadeldava kilje jagab:
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Pikkuse x saame leida jargnevalt:

cos(a) = -

in(BY

jarelikult
x = sin(B) - cos(a).

Sarnaselt saame leida ka pikkuse y.

Kuna nende tikkide pikkuste summa annab kilje enda pikkuse, olemegi tuletanud
valemi

sin(a + B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B).

Praegu toesti tegime seda kill ainult teravnurksete nurkade  ja f jaoks, ent kasu-
tades eelmise alapeatiki valemeid, voib lugeja end veenda, et valem kehtib suva-
liste nurkade a ja 8 jaoks.

Siit edasi on Usna kerge tuletada ka nurkade vahe valem, kirjutades
a—p=a+(=p)
sin(a — B) = sin(a) cos(—f) + cos(a) sin(—p)
= sin(a) cos(B) — cos(a) sin(B),
kus teises vorduses kasutasime jallegi eelmise alapeatiki valemeid.

Topeltnurga sin(2a) lihtsustava valemi leidmine on seejarel veelgi lihtsam — asen-
dame summa valemisse f = a:
sin(2a) = sin(a + a)
= sin(a) cos(a) + cos(a) sin(a)
= 2 sin(a) cos(a).

Poolnurga valemiga vajame veel veidi kannatust!

Nimelt Uritame enne leida ka koosinuse summavalemi ehk kirjutada cos(a + f3)
lahti sin(a), sin(B), cos(a) ja cos(B) abil.

Seda voime teha, kombineerides mitmeid meile juba teadaolevaid votteid:
cos(a + B) = sin(90° —(a+ ﬂ))
=sin(90° — a — B)
= sin(90° — a) cos(B) — cos(90° — a) sin(B)
= cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B).



Asendades § = «a, leiame siit ka koosinuse topeltnurga valemi:
cos(2a) = cos?(a) —sin?(a).
Seades aga f = —q, leiame, et
cos(0) =1 = cos?(a) +sin?(a)
ehk teisisonu oleme taas tuletanud Pythagorase teoreemist tuleneva seose siinus-
ja koosinusfunktsiooni vahel.

Koosinuse topeltnurga valemist on lihtne omakorda tuletada poolnurgavalemid:
1 .
seadesa = SV leiame, et

cos(y) = cos? (g) - sinz(g).

Kasutades niuid Pythagorase teoreemist parinevat seost, voime selle kirjutada
kahes erinevas kujus:

cos(y) = 2 cos? (g) -1
cos(y) =1 — 25in2()§/).

Neid valemeid |aheb meil hiljem vaja siinusfunktsiooni tuletise leidmiseks. Lisaks
saame nende abil vélja kirjutada ka niinimetatud poolnurga valemid:

cos (g) - ’1 + czos(y)
sin (g) =+ ’—1 — CZOS(Y)I

kusjuures margi ruutjuurele peame valima olenevalt sellest, kui suur nurk% paras-
jaguon.

Viimaks heidame IGhikese pilgu ka tangensile. Nagu ikka, pole meil siin muud takti-
kat, kui lihtsalt siinuse ja koosinuse valemeid dra kasutada. Kirjutame

sin(a+p) sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)
cos (@ +B)  cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)’
NUUd tahaksime hadasti siit segadusest Ules leida funktsioonid tan(a) ja tan(p).

Selle jaoks jagame lihtsalt nii murru nimetaja kui lugeja labi korrutisega

cos(a) cos(B).

tan(a + B) =
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Saamegi kohe

sin(a) + sin(p)
cos(a)  cos(f)

tan(a + f) = 1 _ sin(@)sin(B)’
~ cos(a) cos(B)
Ehk teisisonu
_ tan(a) + tan(B)
tan(a + ) = 1 — tan (a)tan ()’

Analoogselt voiksime leida ka nurkade vahe, topeltnurga ja muud kooliopikuis
figureerivad valemid. Siinkohal sai meil aga jaks otsa.

TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE LIITMINE
JA LAHUTAMINE*

Seni radkisime, mis juhtub, kui teeme tehteid trigonomeetriliste funktsioonide
argumendiga. Teisisonu tuletasime lihtsustavaid valemeid nditeks nurkade summa
siinuse sin(a + f3) voi poolnurga siinuse sin G a)jaoks.

Samas voiks aga ka kisida, kas dnnestub kuidagi teisiti kirjutada ka tehteid funkt-
sioonide endaga.

Naiteks korvutades valemeid

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)
cos(a — B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B)

naeme, et neid kokku liites kaob Uks liige hoopis dra ja saame:
cos(a + B) + cos(a — B) = 2 cos(a) cos(B).

Selle véime kirjutada kujus:
1
cos(a) cos(B) = E(cos(a + ) + cos(a — B))

voi asendadesa + f =y, a — f = pka kujus

cos(y) + cos(u) = 2 cos (% r+ y)) cos (% y - y)).



See on vaga kena! Oleme nadidanud, et koosinusfunktsioonide korrutise vaib lahti
kirjutada nende summana ning vastupidi. Sama kehtib muidugi ka siinusfunktsiooni
kohta ja suurema vaeva korral leiame valemeid ka tangensfunktsiooni tarvis.

Kui selle kdige tarvilikkus tundub esmapilgul ka kisitav, siis aitab see nditeks pare-
mini moista, kuidas ikkagi toimib AM-raadio [lk 259].

SIINUSFUNKTSIOONI TULETIS*

Kuna trigonomeetrilised funktsioonid on peidus pea iga perioodilise liikumise
kirjeldamisel, siis osutub oluliseks ka nende funktsioonide muutumise kiirus ehk
tuletis. Nditeks on meil endalgi tarvis see tuletis vdlja arvutada, kui asume leidma,
kuidas ikka veepommi kdige kaugemale visata [lk 333]. Nagu juba mainisime, on
trigonomeetriliste funktsioonide tuletiste leidmisel kasulikum kasutada radiaane
[lk 234], niisiis seda teemegi.

Eelteadmised

Siinusfunktsiooni tuletise votmiseks on (lisaks tuletisest arusaamisele [lk 320]) vaja
kasutada kahte juba tuletatud trigonomeetrilist valemit:

1) sin(x + y) = sin(x) - cos(y) + cos(x) - sin(y)
X
—1_9cn2 (>
2) cos(x) =1 — 2sin (2)
Lisaks peame kasutama teadmist, et kui x on moddetud radiaanides, siis vaga vai-

keste argumendi x vaartuste korral on sin(x) umbes vdrdne x-iga. Tapsemalt, keh-
tib jargmine piirvaartuste [lk 313] abil kirjapandud seos:

sin(x) _q

=

Miks see nii on, selgitasime intuitiivselt juba Ghes eelnevas peatukis [lk 99].
Tuletuskaik

Asume niid julgelt sin(x) tuletist leidma, lahtudes tapselt tuletise definitsioonist
[lk 321]:
sin(x + d) — sin(x)

d

sin’(x) = cliin(l)
i
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Kasutades siinuste summavalemit, vdime selle omakorda kirjutada kui

., ~sin(x) - cos(d) + cos(x) - sin(d) — sin(x)
sin’(x) = Ll_r)% 7 i

Edasi on kaval murru nimetaja Umber kirjutada kahte ossa ning kuna summa piir-
vaartus on igal moistlikul juhul vordne piirvddrtuste summaga, saame

sin(x) - cos(d) —sin(x) __  cos(x) - sin(d)
+ lim ———
d a-o d

o .
sin’(x) = lim

() = lim

Jargmisena voime ainult liikkmega x seotud olevad vaartused piirvaartusest valja

tosta — nad ei soltu ju sellest, mis me parajasti muutujaga d pihta hakkame:

cos(d) —1 ~ sin(d)
—Qa + cos(x) ‘lil_l‘)r(l)

sin’(x) = sin(x) - lim
a-0
NUUd kasutame esimese liikkme jaoks valemit 2) ning teise jaoks seost 3) ja saame:

—2 sin? (%)

7 + cos(x) - 1.

sin’(x) = sin(x) lim
() = sinx) lim
Viimaks voime esimeses liilkkmes veel korra kasutada seost 3), seekord funktsiooni
sin (g)jaoks:

lim

sin 4
() _
x>0 &7 L

Asendades selle juba leitud valemisse, ndeme, et esimene liige on piirprotsessis
~ : S d
vordne — sin(x)sin (E)—ga:

d
sin’(x) = sin(x) (liirrtl) sin (E) + cos(x).
Kuid me teame, et siinusfunktsioon on pidev ning vérdne nulliga kohal null. Seega
on ka piirprotsessis, kus d ise muutub nulliks, esimese lilkkme vaartus null.
Nii jaab piirprotsessis alles ainult teine liige ning saamegi
sin’(x) = cos(x).

Huh, tehtud! Siinusfunktsiooni tuletis on koosinusfunktsioon. Tuletus on sisuliselt
ainult viis rida pikk, aga ndudis siiski kahte trigonomeetrilist avaldist.
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KOIK VONGUB*

Harva on asjad tasakaalus, ikka kipuvad nad minema veidi paremaks ja siis jalle veidi
halvemaks ja nii edasi. Fiusikud kirjeldavad sellist korduvat tasakaaluasendi tmber
toimuvat pendeldamist sdnaga vonkumine. Meie Umber vib margata palju ilusaid
vonkumisi: kiiged, pendlid, vedrud, helikeeled ja nii edasi. Vonkumise matemaatili-
seks kirjelduseks kasutame perioodilisi funktsioone. Siinus- ja koosinusfunktsioon
on ilmselt kdige ilusamad naited perioodilistest funktsioonidest. Nagu elastse
vedru naite juures nagime [lk 236], kirjeldavad nad mingis mottes koige lihtsamaid
ja loomulikumaid vonkumisi. Kuna need vonkumised on kdige levinumad ja Upris
ilusad, kutsutakse neid ka harmoonilisteks vonkumisteks.

Kuigi trigonomeetriliste funktsioonide sin(t) ja cos(t) periood on alati sama — tap-
selt 2w —, vdime otsustada nurka ka kiiremini voi aeglasemalt muuta ning seega
kirjeldada kiiremaid ja aeglasemaid harmoonilisi vonkumisi. Nagime seda juba ka
vedru juures [lk 236], kus olenevalt vedru omadustest olid lahendiks kiiremad voi
aeglasemad harmoonilised vénkumised.

Funktsiooni sin(t) asemel vdime nii vaadata ka funktsioone sin(2t) véi sin(4t),
mille perioodid on vastavalt kaks ja neli korda vaiksemad.

H;\ sin(t) sun(2t)

sin(4t)

Funktsioonid kujus sin(nt) ning cos(nt), kus n on positiivne taisarv, kirjeldavad
koiki siinus- ja koosinusfunktsioone, mis labivad vahemikus [0,2m] tapselt taisarvu
taisperioode.



Sellised funktsioonid kirjeldavad Uhe otstest kinnitatud pillikeele kdiki erinevaid
pohivonkumisi ehk osahelisid. Nende vonkumiste sagedused (ehk kui mitu tdis-
perioodi nad labivad) annavad kdik pohivénkesagedused.

|
o}~
KOIKVONGUB

Nagu muusikast teame, voime iga liitheli voi akordi lahti kirjutada osahelidena.
Samamoodi selgub, et tegelikult vdime iga piisavalt ilusa perioodilise funktsiooni
esitada pohivonkumiste summana. Eri pohivonkumisi tuleb erinevate funktsioo-
nide esitamiseks muidugi kasutusele votta erineval maaral.
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Sellist perioodiliste funktsioonide esitamist pohivongete abil nimetatakse nende
Fourier’ esituseks. Vaatame naiteks niinimetatud saehamba funktsiooni:

4

038
0.6
O4

0.2

2 4 6 8 10 12 t

Ettevaatlikuks peaks muidugi tegema asjaolu, et funktsiooni graafikul asuvad
vertikaalsed jooned. Nii jadb mulje, nagu kohtadel m ja 37 ja nii edasi oleks funkt-
sioonil I6pmatult palju vaartuseid, aga ometigi on definitsiooni jargi funktsioonil
igale kohale lubatud vaid Uks vaartus [lk 64]. Ja kdik on dige, teemegi siin natuke
haltuurat, digupoolest on saehamba funktsioon nendes kohtades vordne tapselt
poolega, aga see ndeks hoopis koledam vilja.

Saehamba Fourier’ esitus ehk lahtikirjutus vonkumiste summana on jargmine kee-

ruline moodustis:
(
YW =3 +> Z

Nagu ndeme, peab aeglaseid vonkumisi vétma suuremal maaral kui kiiremaid —
kordaja siinusfunktsioonide ees ju aina kahaneb. Jargmisel joonisel nditame koige-
pealt viit esimest siinusfunktsiooni oma kordajatega. Seejarel liidame nad kokku,
paneme veel juurde pool ning saamegi midagi Usna saehamba sarnast:

A
oﬂ

_1\yn+1
) sin(nt).

0.8 4 /
06l .~ /

o4 7 V 4
0.21 /4 y




Mida rohkem siinusfunktsioone kokku liidame, seda sarnasem on tulemus ka sae-
hambaga. Nagu ndeme, ei tea ka meie lihtne lahendus saehambale, kas olla 7 juu-
res vaartusega Uks voi null.

Fourier’ esitus ja spekter

Fourier’ esitus pakub hea vaatevinkli signaalide ja protsesside uurimiseks. Fou-
rier’ esitus paneb teatud mottes to6le analoograadiod, véimaldab leida kosmilisi
objekte ning teha automaatset pilditootlust.

KOIKVONGUB

Kogu asja volu seisneb lihtsustatult selles, et teatud signaalidest on palju lihtsam
aru saada, kui mitte vaadata nende arengut ajas, vaid uurida, kui palju Uht voi teist
pohivonkumist signaali kirjeldamiseks kasutama peab. Tihti on see ka ainus loomu-
lik vaateviis. Funktsiooni Fourier’ esitust saab néidata graafiliselt nii-delda spektri
abil: spekter nditab tapselt, kui suure osa signaalist moodustab Uks voi teine pohi-
vonkumine.

Naiteks jargnevalt votame kaks vonkumist, the madalamal ja teise kdrgemal sage-
dusel. Seejarel leiame signaali, milles esimese vonkumise amplituud on kaks, teise
amplituud aga Uks. Kogu see informatsioon ongi kompaktselt kirjas joonisel pare-
mal all nurgas olevas spektris.

y
9 o

-2 2 >t

-
4

1

1.

- SAGEDUSKOMPONENDi
TUGEVUS
/
1 SAGEDUS 2 SAGEDUS

Tavaliselt on muidugi sagedused ka tapsete arvuliste vaartustega ning sagedus-
komponendid nditavad iga osavonkumise amplituudi. Need on aga juba detailid.

Toome jargnevalt ka ndite, kus signaali esitamisest vonkumiste summana voiks ka

otseselt kasu olla.
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KUIDAS KAOB HELISALVESTISEST SAHIN? )

Oletame, et otsustad sdbrale sinnipdevaks Ghe omamoodi sinnipdevalaulu lindis-
tada. Mikrofon on olemas, arvuti ka ja lindistamine ise ei valmista mingeid muresid.
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Ometigi jaab salvestisele tugev sahin. Kas sellest on véimalik kuidagi lahti saada?

Votmetdahelepanek on jargmine: sahin on tihti seotud eelkdige Uleliigsete kiirete
vonkumistega. Ehk teisisonu, kui vaatame oma salvestist tema Fourier’ esituses
ehk vongete summana, siis on sahin sinna suurel maaral salvestunud vaga korge
sagedusega komponentidesse.

Kunalaulise koosneb pohiliselt hoopis vaiksema sagedusega vongetest, on Fourier’
esituses sahin ja haal teatud mottes eraldatud. Seda ndeme spektrist, kust haa-
lele vastavad eelkdige need korged tipud spektri vasemal ja sahin on paremale jaav

madal osa.
rohk (Pa)
40 SIGNAAL
20
[\]
<20
=401 o 200 300 a0 so0” eg(ms)
'('ugevus
8

SPEKTRi TUGEVUS

6
y
2. M

50 100 450 200 5"‘3“‘“5 (Hz)
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NGUd voime sahina komponendi Fourier’ esituses ara kustutada ja Ulejaanu jalle
kokku liita. Saame uue signaali, mis kannab peaaegu koiki hddlega kaasas kaivaid
vonkumisi, kuid ei sisalda enam sahinat ja kdlab seega puhtamalt. Uus signaal ja

tema spekter ndevad valja jargmised: o
>
Z
rﬁ'\k(Pa.) l®)
40 SIGNAAL ;
20 ©
0
-20
o Wm0 a0 o won 2egms)
'tugevus
8
¢ SPEKTRiI TUGEVUS
y
! M_

50 100 150 20 sagedus (Hz)

Umbes nii tootavadki digitaalsed filtrid nditeks muusikaloomeprogrammides. Kas
pole kaval?

AM-RAADIO )

Vonkumise levimisprotsessi ruumis kutsutakse laineks. Helilised vénkumised levi-
vad helilainetena. Oma vestluse ja muusika kaugele sdbrale saatmine oli vanasti
paris keeruline — lihtsalt suuga teele saadetud helilained eriti kaugele ei ulatu.

Kaval viis helilainete edastamiseks on teisendada nad elektromagnetlaineteks
ning hoopis neid edasi saata. Aga sealgi on omad raskused. Naiteks on kohe prob-
leemiks see, et meie haal ja muusika on madalal sagedusel ning madalsageduslike
elektromagnetlainete saatmiseks peab olema kilomeetrite pikkune antenn! Teine
probleem tuleb sellest, et samal ajal tahaksime vdibolla ringi saata vdga erinevat
sisu ja kui need oleksid koik salvestatud sama sagedusega elektromagnetlaine-
tesse, seguneksid sisud omavahel ja valja tuleks mingi tohuvabohu. Seega on hea
raadiosUsteemi vdljatootamine parajalt keeruline.
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Onneks on alati leidunud nupukaid selle, kes keerulistele olukordadele lahenduse
leiavad. Toodud muredest lahti saamiseks hakati raadiosignaale edastama nii-
6elda moduleerimise teel - madalsageduslik sisu salvestati vaga kérgsageduslikele
lainetele. Esiteks saab selliseid laineid saata ja vastu votta tditsa maistliku anten-
niga. Teiseks tuleb valja, et nii véime paralleelselt saata ka vaga palju erinevaid sig-
naale.

Kodige lihtsam neist moduleerimise tehnoloogiatest, AM ehk amplituudi modu-
latsioon on lahedalt seotud tdhelepanekuga, et trigonomeetriliste funktsioonide
korrutise vaib lahti kirjutada nende summana ning vastupidi. Amplituudi modulat-
sioon ei tdhenda seejuures midagi muud kui seda, et Uhe laine amplituudi muude-
takse teise laine abil. Seeldbi salvestatakse algsesse lainesse informatsiooni.

Lihtsustatult voib moelda, et saatjast teelepandav raadiosignaal y(t) koosneb
Uhest kandvast lainest korgel sagedusel wy,. Kui tahame talle informatsiooni kilge
pookida, muudame kandva laine amplituudi mingi madalama sagedusega laine
abil.

%T KANDEV LAINE
.............................................. > -t—
" MODULEERIV LAINE
>t

|
% SiGNAAL

\
A t

Naiteks kui sagedusega wy liigub kandev laine, mille amplituudi muudetakse koo-
sinuselainega sagedusel w,y,, siis voiks kogu signaal olla kujus:

y(t) = (1 + cos(wp,t)) cos(wgt).

Kuna trigonomeetriliste funktsioonide korrutise véime lahti kirjutada ka nende
summana [lk 250], voime signaali samas naha ka kui eraldiseisvate lainete kooslust:

y(t) = cos(wyt) + %cos((a)m + wi)t) + %cos((wm — wp)t).



Teisisdnu, meie signaal koosneb kolme laine summast: kandvast lainest ja kahest
lisalainest. Nende lainete taga peidus olevate vonkumiste sagedusesitus ehk spek-
ter oleks siis jargmine:

SAGEDUSKOMPONENDi
TUGEVUS

+ SAGEDUS
w ﬁ- wm wi (8] *"' wm

Need lisalained voi lisavonkumised saab niud vastuvotjas Fourier’ teisenduse
[lk 257] abil eraldada, just nii nagu sahina eraldamiselgi. Seeldbi dnnestub meil
kandvale lainele lisatud signaal vastuvotjas valja lugeda!

Veelgi enam, kui meie kandev laine on naiteks sagedusel 1000 kHz ja sisuks on
signaal alla 5 kHz, siis mahub ju kogu signaal ehk koik kasutatavad lainekompo-
nendid 995 kHz ja 1005 kHz vahele. Seega juba sagedusega 1020 kHz kandelainel
voiksime julgelt paralleelselt teise sisuga signaali edastada — kasutatavad lained ei
kattuks ja neid saaks ilusasti vastuvotjas eraldatult valja lugeda.

Muidugi on kandelainele lisatav sisu enamasti palju keerulisem kui Uks pisike laine
ning lisaks muutub ta veel ajas, ent pdhimdte jadb samaks: saatjas lisatakse infor-
matsioon kandjalaine amplituudi muutmise teel ning vastuvotjas saadakse see sig-
naali komponentideks jagamise abil taas katte.

Siinkohal sai kill kirjeldus kiire ning ebatapne, aga huvi korral uurige, see on paris
ponev! Tott-6elda on muidugi AM-raadio juba Usna iganenud tehnoloogia. Tana-
seks on pigem kasutusel niinimetatud FM-raadio, kus muudetakse hoopis kandva
laine sagedust, mitte amplituudi. Ja juba varsti minnakse ilmselt koikjal Ule digitaal-
sete signaalide edastamisele. See jadb aga kahjuks siit raamatust valjapoole.
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lgaiks, kes usub, et eksponent-
siaalne kasv voib loplikus maail-
mas igavesti jdtkuda, on kas hullu-
meelne v6i majandusteadlane.

Kenneth Boulding
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POLUNOOM

PolGnoom on Uks keeruline voorsona, aga sellel ei maksa end heidutada lasta —
hullemategi sonade taga peitub vahel taiesti toredaid selle: nditeks trubaduur voi
seismoloog. Polinoomide korral on tegemist vaid teatud lihtsate ja hasti uuritud
funktsioonidega.

Uks polinoom oskab sisendarvudega teha ainult vaga tavalisi tehteid: ta vaib neid
votta erinevatesse naturaalarvulistesse astmetesse, neid mingi arvuga (kordajaga)
labi korrutada ning siis saadud tulemusi liita ja lahutada. Seega vagagi sdbralik sell.

Kui radgitakse reaalarvulistest polinoomidest, siis on nii sisendarvud, kordajad kui
ka saadav valjund reaalarvud. Naiteks kdik jargmised funktsioonid on reaalarvuli-
sed polinoomid:

y =3x%+7x—10

y = 6x

y = 2x° + 0,49x3 — 4x2? — 100.

Nagu majaga katus, nii kdib polunoomiga alati kaasas tema aste. Siin peetakse
lihtsalt silmas kdige korgema astmega liikme astet. Naiteks esimene toodud polu-
noomidest on teise astme polinoom ehk ruutfunktsioon, teine on esimese astme
polinoom ehk lineaarne funktsioon ning kolmas viienda astme polinoom.



Polinoomi aste on oluline, sest ta maarab, kui palju jonkse voib maksimaalselt
olla polinoomi graafikul — lineaarfunktsioonil neid polegi, ruutfunktsioonil on ks,
kuupfunktsioonil kuni kaks ja nii edasi.

N

4
\J= -X+

OMADUSED

Kas Sa usud, et kui liidad voi korrutad omavahel kaks polinoomi, siis on tulemu-
seks jallegi Uks polinoom?

See omadus on hea ja kasulik selleparast, et nGid voime alati julgelt polinoome
kokku liita, lahutada ja korrutada, ilma et peaksime kartma, et meid ootab ees
mingisugune hirmus funktsioon, mille arvutamine voiks meil Ule jou kdia.

Katsetame neid omadusi jirgnevate polinoomide peal: 3x2 + 3 ja x* — 2x2
Tahistame esimest polinoomi p(x)-ga ja teist g (x)-ga. Neid kokku liites, lahutades
ja korrutades saame kolm uut polinoomi:

p(x) +q(x) =x*+x*+3
p(x) —q(x) = —x* + 5x% + 3
p(x) - q(x) = 3x® — 3x* — 6x2.

Teiseks heaks omaduseks on polinoomide sile ja m&nus graafik — nende graafiku
saab tdommata joonisele Ghe joonega ehk nad on pidevad. Pidevuse kirjeldusest ja
tahtsusest loe pidevuse peatukist [lk 317].
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Kolmandaks on polinoomid sobralikud ka kahe reaalfunktsioonidega ette voetava
teisenduse suhtes. Esimest teisendust nimetatakse tuletiseks — sisuliselt nditab tule-
tis funktsiooni muutumise kiirust [lk 320]. Teist nimetatakse integraaliks ning see ise-
loomustab naiteks funktsiooni graafiku ja x-telje vahele jadvat pindala [lk 340]. Tuleb
valja, et polinoomidega neidsamu teisendusi tehes saame vastu jalle polinoomid.

* Polunoomi tuletis on Uhe vorra vaiksema astmega polinoom.

* Polinoomi maaramata integraal on Uhe vorra kdrgema astmega
polGnoom.

Polinoomide pere on Usna kinnine — pea koik tahtis, mis nendega teha véib, annab
tulemuseks taas polinoomi.

MIKS OSUTUVAD POLUNOOMID NONDA OLULISEKS?

PolGnoomid on tdnu piiratud operatsioonidele Usna lihtsad — neid on lihtne kirjel-
dada, nendega on lihtne ringi kdia, nende vaartusi on lihtne leida nii inimesel kui ka
arvutil.

Samas on nad koigest sellest lihtsusest hoolimata uskumatult laia haardega tege-
lased: Ukskoik millise teise vahegi moistliku (nditeks pideva) funktsiooni jaoks lei-
dub alati polinoom, mis ndeb temaga nii sarnane vilja, et isegi luubiga vaadates
voiks nad omavahel sassi ajada.

Naiteks polinoom

y = —15040x7 + 1120x°-16x3 + x

naeb piirkonnas —m kuni 1 valja tapselt nagu siinusfunktsioon [lk 214]:

ox & 4 x 2%




ning polinoom 1 1 1
y=ﬁx4+8x3+§x2+x+1

kirjeldab nulli Iahedal hasti eksponentsiaalfunktsiooniy = e*.

9

' — > x
TN
%'_EX’LEX + X +x+1

See, et voime teisi funktsioone nii kergelt polinoomidega segamini ajada, tahen-
dab, et nii monigi kord voimegi reaalses elus ning arvutustes kasitleda ainult polu-
noomfunktsioone —oskame nendega hastiringi kdia ning samas annavad nad meile
piisavalt head informatsiooni pariselt toimuva kohta.

Voime lugeja meeleharmiks avaldada lausa Uhe saladuse: isegi kui kasite oma
taskuarvutil logaritmi votta, arvutab too kaabakas ainult polinoome - ta jaljendab
oiget funktsiooni aga nii kavalalt ja tublilt, et sellest ei olegi voimalik taskuarvuti
tapsuse juures aru saada. Arvutid kasutavadki koikide enda arvutuste jaoks ainult
polinoome.

NULLKOHAD JA MUGAVALE KUJULE TEGURDAMINE

Oluliseks marksdnaks on polinoomide puhul nende nullkohad: sisendarvud, mille
korral polGnoomi vaartus on null.

Selgub, et nende abil on véimalik esitada polinoomi vaga mugaval kujul: kui
teame, et polGnoomi P(x) nullkohad on 7y, 15, ..., 13, voime P kirjutada kujul

PxX)=c-(x—1) - (x—1y) - (x — 1),

kus c on lihtsalt Uks reaalarv.

269

POLUNOOM




=
o
(@)
=z
]
-
o
o

270

Naiteks ruutfunktsiooni korral saame
x2+3x+2=(x+1)(x+2),

mis ongi kogu see tegurdamise (ja igasuguse teisendamise) [6bu, mida koolipingis
hoolega opitakse: funktsioonide esitamine mugavamas kujus.

Voib tekkida kisimus, miks peaksid meid huvitama just nullkohad ja mitte naiteks
+kolmkohad” — kohad, kus polinoomi véaartus on kolm. Oigupoolest on vastus dige
lihtne: nulli korral on tekkiv kuju lihtsalt kdige kompaktsem ning nullkohad jaavad
paika ka funktsiooni labikorrutamisel méne reaalarvuga.

Lisaks kui oskame leida nullkohti, siis kolmkohtade leidmiseks tuleb polinoomist
lahutada kolm ning leida saadud tulemuse nullkohad.

Saame naidata, et kui polinoomi aste on n, siis tal ei saa olla rohkem kui n null-
kohta (voi ,kolmkohta”). Sellest tulemusest voib intuitiivselt aru saada, kui moelda,
et lineaarfunktsioon ei tee Uhtegi jonksu, ruutfunktsioon teeb maksimaalselt Ghe
jonksu, kuupfunktsioon kaks jonksu ja analoogselt teeb n astme polinoomn — 1
jonksu. Et parast teatud nullkohta polinoomiga jalle nulli tagasi jduda, on meil alati
tarvis Uhte jonksu jan — 1jonksu abil voime nonda nulli jouda tapselt n korda.

if
13,= —x+O,A

Kdigest sellest voib kavalam jareldada, et kui kaks n-astme polinoomi on vérdsed
n + 1 punktis, siis on nad vordsed absoluutselt igal pool (toestuseks tuleb lihtsalt
uurida nende kahe polinoomi lahutamisel saadavat polinoomi). Sellel Gllataval
teadmisel on rakendused ka pariselus.



( KUIDAS PEITA KOLMEKESI UHIST VARANDUST? )

Oletame, et leiate sopradega seiklusmatkalt kena koguse briljante ja otsustate
peita kogu saagi viieks aastaks seifi. Eks ikka selleks, et enne hasti jarele moelda,
mis kogu varaga pihta hakata.

POLUNOOM

Teil on olemas ka 9-maérgilise salakoodiga ultramodernne seif, kuhu briljandid var-
jule panna. Kuidas aga kindlaks teha, et te ainult kolmekesi Gheskoos saaksite seifi
avada? Toredaks abimeheks osutub siin polinoomide tundmine, eriti Uks markus
lisateadmistest — iga n-kohalise polinoomi maaravad Gheselt ara temal asetsevad
n + 1 punkti.

Seega, kui nditeks on antud ruutpolinoom x2 + ax + b, siis niipea kui teame kolme
temal asetsevat punkti, teame tegelikult kdiki polinoomil asetsevaid punkte. Kuid
suvalise kahe punkti teadmine ei Utle polunoomi kohta just vaga palju.

Idee on niud selge: lasete arvutil vélja moelda mone suvalise polinoomi ning iga-
Uhele vdljastada tapselt Uhe punkti sealt polinoomilt. Salakoodiks saab olema
kokkukirjutatult selle polinoomi vaartus kohtadel —1, 0 ja 2.

Naiteks kui salajaseks polinoomiks osutub
y = x? — 36x + 308,

siis osutub salakoodiks 345308240, sest naiteks funktsiooni vaartus kohal —1 on
—12-36-(—1) + 308 = 345jne.
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Kui sdber Mart saab punkti (1;273), sober Ants punkti (20; —12) ning ise saad
punkti (9; 65), siis nagu graafikult ndete, pole Mardil ja Antsul kahekesi igeks
vastuseks suurt lootust: neil ei olekski digupoolest pohjust Ghtegi kombinatsiooni
vaga eelistada, sest kaks punkti ei Gtle véimaliku polinoomi kohta peaaegu mitte
midagi.

3

Tahelepanelik lugeja voiks vaielda, et miks ei voiks seda olukorda lahendada tun-
duvalt lihtsamalt: andes igale sdbrale lihtsalt kolm salakoodi numbrit. See on toesti
voimalik, kuid siis peaks kood olema tunduvalt pikem, sest vastasel korral voivad
kaks sopra kokku tulla ning kolmanda sébra puuduvad numbrid lihtsalt Iabi proo-
vida, mis eelneva lahenduse puhul poleks voimalik.

RUUTFUNKTSIOON JA TEMA LAHENDIVALEM

Ruutfunktsioon voi teisisdnu ruutpolinoom on ilmselt koolitunni populaarseim
ning kasitletuim funktsioon.

Seda populaarsust saab ka natuke selgitada: ta on vaga levinud (maletate ehk
fuUsikast labitud distantsi avaldamist kiirenduse kaudu?), teda on piisavalt lihtne
joonistada ning kirja panna ja samas on ruutfunktsiooni nullkohtadel esmapilgul
keerulisena naiv lahendivalem, millega opilasi hirmutada. Vi siiski?

Alustame ruutfunktsiooniga tutvumist tema graafiku juurest ja nditame, kuidas
koik erinevad ruutfunktsioonid on lihtsate geomeetriliste teisenduste kaudu oma-
vahel seotud. Seejarel leiame ruutfunktsiooni lahendivalemi ja anname sellelegi
geomeetrilise intuitsiooni.



RUUTFUNKTSIOONI GRAAFIK

Niipea kui oleme joonistanud Uhe funktsiooni graafiku, saame hakata sellega man-
gima. Naiteks voime seda graafikut nihutada ja erinevatest sirgetest peegeldada.

Kuigi 16bus on see alati, saab sellest protseduurist ka monikord kasu |6igata. Nai-
teks saame nende teisenduste abil meeles pidada trigonomeetriliste teisenduste
valemeid [lk 242]. Ruutfunktsiooni korral voime selliste geomeetriliste teisenduste
teel luua Ghest algfunktsioonist pea koik teised ruutfunktsioonid ning, nagu hiljem
naeme, leida isegi ruutvorrandi lahendivalemi.

Alustame ruutfunktsioonist
y = f(x) = x2

Al

| X

Teda Ules-alla nihutades saame funktsioonide kujus

fX)+b=x%>+b

¢

graafikud.

\j,=xz+@
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Nihutades algset funktsiooni aga horisontaalselt — voi teisisonu nihutades x-telge
tema suhtes —, saame kdik funktsioonid kujus

fx+a)=(x+a)?

/\‘C}f

-~

I ik

NUUd, kui peegeldame esialgset funktsiooni x-telje suhtes, saame funktsiooni

—f() = —?

I

graafiku.

- X

Algse funktsiooni peegeldus y-telje suhtes ei tee aga midagi huvitavat — meie
funktsioon on y-telje suhtes summeetriline ja jadb peegelduse tottu samaks.
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Koiki neid teisendusi voib muidugi teha ka jarjepanu ning nii neid kombineerides
leiaksime koikide funktsioonide kujus

y(x) =+x%>+ax+b

graafikud. Kui tahaksime paris Uldkujusse jouda, peaksime lisaks veel lubama ka
y-telje skaleerimist.

Varsti ndeme, et selline geomeetriline matlemine annab aimu ka ruutfunktsiooni
lahendivalemi tagamaadest. Enne seda lahendame aga ruutvdrrandi puhtalt alge-
braliselt.

RUUTFUNKTSIOONI LAHENDIVALEM

Ruutfunktsiooni lahendivalem voib jaada pisut mustiliseks, kuna tihti ei ole aega
seda korralikult tuletada. Tegelikult ei ole selles lahendivalemis midagi hirmsat, kui
on viitsimist pisut kaasa motelda. Lubame, et ei lahe kauem, kui korraliku suure
koorejaatise sd6mine aega vétaks, ning lubame jaatise ka seltsi votta. Uritame siis
valemi samm-sammult tuletada.

Kdige lihtsam vdrrand, mis vdib ette tulla, on muidugi x* + ¢ = 0 ehk x? = —c.
Sel juhul — kuna ruutjuurt [Ik 111] oskame ju hasti votta — teame, et vastuseks on
++/—c. Oluline on mérgata, et miinusmark c ees ei tahenda sugugi, et meil peaks
kohe tegemist olema negatiivse arvuga. Naiteks kui ¢ = —4, saame vorrandi
x? — 4 = 0ning lahenditeks oleksid +/—(—4) = +V4 ehk 2 ja—2.

¢
y=X

" + N

-2 2 X

Raskusi ei valmista ka vérrand a - x2 4+ ¢ = 0, kuna sel juhul véime lihtsalt kogu

vorrandi jagada a-ga labi ning jbuame sarnaselt eelnevaga vastuseni
—C
+ ’_

—_ a-

POLUNOOM
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Mis aga juhtub, kui juurde tuleb liige b-x ehk kui ruutvérrand on kujus
x2 + bx + ¢ = 0? Tuletame meelde, et vorrandi lahendamine tihendab endiselt,
et leiame vastuse kujul

x = mingi valem kordajatest.
Uldkujus on aga sees ka x-i ruut. Eelnevalt saime temast lahti, rakendades ruut-

juurt, ja ausalt 6elda, ega mingit muud mustilist trikki ruudust lahti saamiseks pole.
Seega tahame ka seekord votta ruutjuurt. Aga millest?

Ruutjuurt oskame votta hasti ainult ruutavaldistest. Esimesel juhul oli meil lihtne
ruutavaldis x seekord j6lgub kaasa aga ka libe bx-liige. Kuidas temast lahti saada?

Tuleb lihtsalt mérgata, et tegelikult oskame me v&tta ruutjuurt mitte ainult x2st,
vaid ka néiteks (x + 4)%-st vdi (x — 1)%st.

See on abiks, kuna (x + 4)? = x? + 8x + 16 annab meile ka x-iga liikme! Nii
saame avaldisest x2 + 8x + 16 votta ilusti ruutjuurt

Jx2 +8x+16=/(x +4)2 =x +4.

Seega tuleb juurimise jaoks leida x-ile sulgudesse dige kaaslane, mis lahtikorruta-
des annaks liilkme bx.

Tuletame meelde, et ruutliikme tegurdamine kaib jargnevalt:
(x + k)2 = x? + 2kx + k2.

Kui niud valime k = g, ongi liikme x ees soovitud kordaja b
2 2
b

( +b) =x?+4bx +
X > =X X 4

See naeb vilja juba peaaegu nagu meie algne vorrandx?2 + b - x + ¢ = 0.

bZ
Ainsa vahena on Ulemises valemis lihtsalt Uks Uleliigne IiigeTning liige c on hoopis
puudu.

o . . b\?
Seega peame algse ruutfunktsiooni kirjeldamiseks lihtsalt ruudust (x +E) maha
2
lahutama Uleliigse osa ija tagasi liitma c:

x2+b-x+c=(x+§) -—+c.

Nii saab meie vérrand x% + b - x + ¢ = 0kuju
%
x+5 7 te=0



Viies osa liilkmeid teisele poole, oleme juba vaga heas positsioonis juurimiseks:

% b2
(”5) =3¢

Siin saame votta ruutjuure ning vastuseks tuleb

ehk

Taandatud ruutvorrandi lahendivalem ongi kdes!

Kui x2 ees on veel kordaja a, peame lihtsalt b ja c labi jagama a-ga ning jduame just
labi arutatud olukorrani. Nii on ruutvérrandi Uldkuju ax? + bx + ¢ = 0 lahendi-
valemiks

mida tihti kirjutatakse ka kujus

—b + Vb%-4ac
2a '

X12 =

Kontrolli, et ka viimane teisendus kehtib!

Selle valemi abil voib lahendada Ukskoik millist ruutvorrandit. Naiteks kui opetaja
166b lavale ruutvdrrandi x? — 3x — 10 = 0, vdime vilja vdtta oma valemi, sinna
sisse pookidaa = 1,b = —3ningc = —10ning saamegi vastuseks lahendid —2ja 5.
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LAHENDIVALEM GEOMEETRILISELT

Lubasime, et lahendivalemi leidmisest saab ka geomeetriliselt moelda. Kuna meil
on tegelikult juba ruutvérrandi lahendivalem leitud, siis mingis mottes on see
muidugi tUhi to06. Siiski aitab jargnev mottekaik anda ruutvorrandi lahendivalemi
leidmise erinevatele etappidele ja seega ka lahendivalemile endale geomeetrilist
intuitsiooni ning seeldbi ehk aitab valemit ja selle tuletust meeles pidada.

Aluspunktiks on tahelepanek, et ruutvérrandi x? = ¢ lahendamine tdhendab
geomeetriliselt tdpselt funktsioonide y = x2 ning y = ¢ graafikute I&ikepunktide
x-koordinaatide leidmist. Seda muidugi oskame teha ruutjuurt vottes ja vastuseks
onx;, = V.

y=x

N

Peaaequ ildkujus ruutvérrandi x? + bx + ¢ = 0lahendamine tdhendab omakorda
muidugi ruutfunktsiooniy = x? + bx + c ning x-telje 16ikepunktide leidmist.

¢

Kogu ruutfunktsiooni lahendivalemi leidmiseks vaja ldinud teisendusterea ees-
mark oli taandada teine olukord esimesele, taandada keerulisemate |6ikepunk-
tide leidmine lihtsamate I6ikepunktide leidmisele. Mingis mottes tahendab see, et
tahame oma suvalise ruutfunktsiooni graafiku teisendada ruutfunktsiooni y = x?
graafikuks.



Selle jaoks nihutame esmalt funktsiooni graaﬁkutgvérra horisontaalselt (positiivne
suund on paremale), et funktsiooni graafik oleks summeetriline y-telje suhtes.

2
Seejarel liigutame graaﬁkuth — c vorra vertikaalselt (positiivne suund on Ules), et
viia graafiku kdige alumine punkt tapselt koordinaatteljestiku nullpunkti.

Nii oleme kahe teisenduse abil jdudnud funktsiooni y = x? graafikuni.

¢

7

Kuidas on teisenenud algse ruutvorrandi nullkohad? Kui enne olid nad sirge y = 0

ning algse ruutfunktsiooni I16ikepunktid, siis teisenduste kaigus esiteks nihutasime
2

— b~ . : i s . b ~
neid [Gikepunkte ~ vorra horisontaalselt ning seejarel tostsime Z- — ¢ vGrra.

Nende teisenduste jarel said nullkohtadest funktsiooni y = x2ning sirge
2
y= bT — cl6ikepunktid.
Nende I6ikepunktide x-koordinaadid on aga tapselt antud valemiga + /%—c.

Kuna vertikaalsed, Ules-alla teisendused x-koordinaate ei muuda, peame ainult
arvesse votma veel horisontaalse nihke. Uued I6ikepunktid on algsete suhtes %
vorra nihutatud, seega peame algsete 16ikepunktide x-koordinaatide leidmiseks
lahutama veel g.

b

. ,bZ
Saamegi taas kord loodetud vastuse x; =% < ¢ 5

Seekord on aga molemal liikmel ka taust: esimene tuleb funktsiooni sellisest Ules-
alla nihutamisest, et ta istuks tapselt horisontaalteljel. Teine parineb horisontaalsest
nihutamisest, mis viib funktsiooni graafiku simmeetriliseks vertikaaltelje suhtes.
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EKSPONENTSIAALFUNKTSIOON

Kui moni pahaloomuline bakter on organismi joudnud, ei pruugi sellest algul aimu-
gi saada, sest iga bakteripere ei hakka kohe tramburaid korraldama, vaid ootab
vahel veel péris mitmeid tunde. Miks nii?

Nimelt ei ole Ghel voi kahel voi isegi tuhandel bakteril motet hakata vallatusi
tegema jamirkaineid eritama, sestimmuunsisteem saadaks selle peale kohe vilja
oma ustava armee ja teeks neile tuule alla.

Seega paljunevad bakterid vaikselt, kuni neid on piisavalt palju, ja hakkavad alles
seejarel kurja tegema. Sel juhul on immuunsisteem juba raskustes. Bakteritel ei
lahe paljunemiseks eriti palju aega, sest iga bakter pooldub ideaalsetes tingimus-
tes umbes iga poole tunni jarel.

Selle tagajarjeks on vdga kiire kasv! Naiteks kui 1000 bakteril lasta ideaalsetes tin-
gimustes seltsida, kasvab nende arv jargmise 12 tunni jooksul jargnevalt:

BAKTERITE ARV
N

440000
1200007
100 000 T
80 0001
60 0001
400001
200007

— = —s ————+> AtG (h)
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Juba poole paevaga on tuhandest saanud rohkem kui sada tuhat! Tuleb valja, et
saadud graafikut kirjeldab tapselt Uks ilus ja tahtis funktsioon: eksponentsiaalfunkt-
sioon. Ja kuigi maos ei ole bakteritele ideaalsed kasvutingimused, aitab see ikkagi
ehk piisavalt hirmutada — ka pisike pahaloomuline bakteripere on juba ohtlik!

EKSPONENTSIAALFUNKTSIOON JA ASTENDAMINE

Eksponentsiaalfunktsioonideks on naiteks funktsioonid y = 2* véi y = e*, kus x
voib olla Ukskoik mis reaalarv.

]

1201
1001
80
60t
401
201

1 1 2 3 & 5 ¢ X%

Samuti voib eksponentsiaalfunktsiooni alus olla Ghest vaiksem, naiteks y = 0,1%.
i

1

081

06

04t

0.2

-05 05 1 15 2 7%

Uldkujul on eksponentsiaalfunktsioon kujus a*, kus a on positiivne reaalarv. Opiku-
tes otsustatakse tihti ka lisada tingimus, et a # 1. Seda lihtsalt selle jaoks, et valis-
tada konstantne funktsioon y = 1. Mdnikord arvatakse juurde veel ka kordaja: loe-
takse eksponentsiaalfunktsiooniks ka funktsioone b - a*, kus b on suvaline reaalarv.
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Seda, miks a peab olema positiivne, selgitab kdige paremini ks voimalik ekspo-
nentsiaalfunktsiooni definitsioon: eksponentsiaalfunktsiooni ndol ei ole tegemist
millegi enama kui astendamise laiendamisega irratsionaalarvulistele astmetele ja
astme aluselt ndudsime ju ka positiivsust [Ik 110].

See laiendus on tapselt analoogne ratsionaalarvude reaalarvudele laiendamisega:
tuleb lihtsalt graafikule jadvad imepisikesed augud tais toppida. Rangelt tahendab
see ratsionaalarvulistele astmetele nende piirvaartuste lisamist [lk 313]. Negatiiv-
sete aluste korral on graafik aga hiplik ja mingist aukude tditmisest seal vaga juttu
olla ei saagi.

Oigupoolest, nagu astme peatikist méletame, tekib negatiivsete aluste korral hada
juba taisarvulistelt astmetelt ratsionaalarvulistele Gle minnes — et anda tdhendus
arvule (—=1)%5 = /=1, pidime ju sisse tooma hoopis kompleksarvud [lk 89]. Uhe-
sOnaga negatiivsed alused jatame mangust valja.

i Y= o)’

0 05 1 1,5 2 25 3~ X

-8t °
Eksponentsiaalfunktsiooni voib defineerida ka teisiti. Naiteks alusel e voib ekspo-

nentsiaalfunktsiooni defineerida jargmise polinoomi meenutava avaldise abil:

xTL

eX =) —
n!

Selle valemi tagamaid selgitasime natuke ilusate arvude peatikis [k 106].

EKSPONENTSIAALFUNKTSIOONI OMADUSED

Eksponentsiaalfunktsioon a* on maaratud koikide reaalarvude korral ehk tema
madramispiirkonnaks on reaalarvude hulk. Tema graafik on ilus ja pidev ehk teda
voib joonistada pliiatsit paberilt tostmata.



Eksponentsiaalfunktsiooni kuju soltub tema alusest.
e Kuialusaon suurem kui Uks, on a* kasvav funktsioon.

* Kuialusaasub nulli ja Ghe vahel, siis on tegemist kahaneva
funktsiooniga.

* Alusel iks on tegemist konstantse funktsiooniga, mida nii
monigi kord eksponentsiaalfunktsioonide hulka ei loeta, kuna
ta ei kasva ega kahane.

e Viimaks, nagu mainisime, negatiivsete aluste korral ekspo-
nentsiaalfunktsiooni defineerida ei saagi.

Selgub, et see, kas alus on Ghest suurem voi vdiksem, ei muuda teatud mottes eks-
ponentsiaalfunktsiooni olemust, vaid lihtsalt tema suunda.
Nimelt on podrdarvulistel alustel (nditeks alustel 2 ja %) eksponentsiaalfunktsioonid

teineteise peegeldused y-telje suhtes. Uhel juhul rindab eksponentsiaalfunktsioon
x-telje kohal nullist Idpmatusse ja teisel juhul vastupidi.

%/\

* 81

3 2 A 1 2 3 %

Miks see nii peaks olema, pole just raske naha: teame ju, et i =a"! ja seega

1\* - . Co . y
(E) = a~*, mis ongi ju tapselt funktsioon a* loetuna negatiivses suunas.

Eksponentsiaalfunktsiooni a* muutumispiirkonna moodustavad kéik positiivsed
reaalarvud. Teisisdnu leidub iga positiivse reaalarvu b jaoks x, nii et a* = b. Selles
voib ilmselt veenduda puhtalt graafikut vaadates — graafik on pidev, Ghel pool Idhe-
neb nullile, teisel pool tormab I6pmatusse. Tegemist on olulise omadusega, mis
voimaldab meil hiljem defineerida eksponentsiaalfunktsiooni podrdfunktsiooni —
logaritmfunktsiooni [Ik 290].
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Eksponentsiaalfunktsiooni graafikut uurides ndeme, et Ghest suurema aluse korral
kasvab ta aina kiiremini. Selgub, et asi on veelgi hullem — ka eksponentsiaalfunkt-
siooni kasvamise kiirus ehk tuletis [lk 320] kasvab jarjest kiiremini, ja ka tema kii-
rendus ja nii edasi.

IN
8.
6..
[_‘.
2.
. : I , . S
3 2 A ! 1 2 37

Funktsiooni kasvamise kiirust nditab tema tuletis. Selgub, et eksponentsiaalfunkt-
siooni a* tuletise votmiseks tuleb funktsiooni ainult mingi reaalarvulise konstan-
diga labi korrutada: ehk siis a* tuletiseks on b - a*, kus konstandi b vaartus séltub
a vaartusest. Seda fakti voib tolgendada jargmiselt: eksponentsiaalfunktsiooni
hetkeline kasv on alati vordeline funktsiooni vaartuse endaga. See osutub oluliseks
just kasvuprotsesside tolgendamisel.

Eksponentsiaalfunktsioon kasvab igas kindlas vahemikus sama arv kordi. Téepoo-

xX+1
lest, naiteks vahemikus pikkusega uks kehtib aa—x = aiga reaalarvu x jaoks.

Uldisemalt vaibki mdelda, et eksponentsiaalfunktsioon teeb liitmisest korruta-
mise. See on tegelikult juba astendamisest tuntud omadus: a**Y = a* - a¥. Ka
selle omaduse kaudu saab tegelikult eksponentsiaalfunktsiooni defineerida: tege-
mist ongi ainsa pideva reaalarvulise funktsiooniga, mis teeb liitmisest korrutamise
ehk mille korral kehtib vérrand f(x + y) = f(x) - f(¥).

EKSPONENTSIAALFUNKTSIOON ERINEVATEL ALUSTEL

N&dgime juba, et eksponentsiaalfunktsiooni a* kditumine sdltub tema alusest a.
Huvitaval kombel voime aga tegelikult koiki eksponentsiaalfunktsioone kirjutada
ka Uhel ja samal alusel — peame selle jaoks lihtsalt astendajat muutma.



Naiteks funktsiooni 4* vdime kirjutada alusel 2 funktsioonina 22* ning alusel 16
funktsioonina 16%5%, sest Ghtepidi 4 = 22 ja teisalt 4 = V16 = 16%5 . Uldisemalt,
kui tahame kirjeldada funktsiooni a* alusel b, peame lihtsalt otsima vélja arvu ¢ nii
et b¢ = a. See on iga positiivse reaalarvu a korral ka voimalik, kuna eksponent-
siaalfunktsiooni muutumispiirkonnaks on kdik positiivsed reaalarvud.

i

Seega vdime kirjutadaa® = (b€)* = b~

Funktsioonide Uhel astmel kirjutamine on lihtsustav, sest nii on neid kergem oma-
vahel vorrelda — naiteks oleks ju paris raske 6elda, kas kiiremini kasvab protsess
505% y5i 398X J33b kissimus, milline Ghine alus valida.

Monikord kasutatakse kimnendsisteemist parit alust 10, mis radgib kimne-
kordistamisest, monikord alust 2, mis rddgib kahekordistamisest. Kdige enam kirju-
tatakse aga eksponentsiaalfunktsioon ilusa-arvulisele alusele e [lk 102]. Funkt-
sioon e* annab teatud mottes kdige loomulikuma kasvuprotsessi: sellel juhul on
kasvu hetkekiirus alati tapselt vordne hetkesuurusega ehk funktsioonide keeles: e*
tuletis on igas punktis tapselt e* [Ik 320].

Koikide teiste eksponentsiaalfunktsioonide korral peame juba tuletise leidmiseks
funktsiooni ise veel niinimetatud naturaallogaritmiga [lk 295] I&bi korrutama.
Naiteks 2% tuletis on log, 2 - 2*. Lisaks, nagu nagime kuulsate arvude peatikis
[Ik 102], on protsessile e* ka ilus tdlgendus — see on protsess, mille saame, kui aja-
Uhiku peale lubatud 100% intressi makstakse hetkeliselt, pausideta.

Kuna alus e teeb mugavaks nii arvutused kui tolgendused, on tavaks, et koiki eks-
ponentsiaalselt kasvavaid protsesse esitataksegi kujus be** ning eksponentsiaal-
selt kahanevaid protsesse kujus be ~**, kus a on mdélemal juhul positiivne reaalarv.
Siin tahistab b siis algkogust ning a iseloomustab kasvukiirust.
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KASVAVAD JA KAHANEVAD PROTSESSID

Eksponentsiaalfunktsioonist on kdige 6igem mdelda kui teatavat tiipi vaga kiirest
kasvamisest voi kahanemisest ajas. Nagu ndgime, on eksponentsiaalse kasvamise
korral kasvamise kiirus igal hetkel proportsionaalne ehk vordeline koguse véi suu-
ruse endaga. Nii nimetatakse eksponentsiaalset kasvamist ka proportsionaalseks
kasvamiseks. Just seetdttu kirjeldas ta ka bakterite koloonia laienemist — koloonia
kasvu kiirus igal hetkel s6ltub ju tapselt sellest, palju baktereid parasjagu pooldu-
mas on, ehk tegelikult koloonia enda suurusest.

Eksponentsiaalne kasvamine on palju kiirem kui polinomiaalne ehk polinoomiga
antud kasvamine.
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ARVUTITE KIIRUSE KASV ON EKSPONENTSIAALNE

Transistor on hirmutav sona ja tdepoolest, selle taga peidab end voimas seade.
Transistoreid kasutatakse elektrisignaalide tekitamiseks, véimendamiseks, muun-
damiseks ja lilitamiseks. Transistoritel pohineb kogu elektroonika ning nad on ka
arvutite protsessorite arvutuskomponentideks.

Transistorite arv arvutis valjendab tema kiirust — seda, kui palju operatsioone ta
suudab ajahetkes teha. Arvutite vdimsus kasvab kiiresti, umbes iga kahe aasta jarel
kahekordistub transistorite arv protsessoris.



Teisisonu umbes iga kahe aasta jarel saab arvuti kaks korda voimsamaks:

transistorite arv protsessorites

3000 A (miljonites)
2500
2000 T
1500 T d
41000 - !
'
500 1 /
0 —60=000=00+—0—tm—tp—mtmpeuil— L0 .35, ta
1970 1980 4990 2000 2010

Seda seaduspdra madrkas esimest korda juba 1965. aastal arvutiprotsessorite tootja
Inteli kaasasutaja Gordon E. Moore. Nii kutsutakse seaduspara vahel ka Moore'i
seaduseks. Kasvu kiiruse illustreerimiseks kasutas Moore ise jargnevat analoogiat:
kui autotdostus areneks sama kiiresti kui elektroonikatodstus, siis tanaseks soi-
daks auto liitri bensiiniga miljon kilomeetrit ning odavam oleks auto maha kanda
kui teda kesklinnas tunniks ajakski parkida.

Graafikut on natukene keeruline lugeda, sest esimesed punktid tunduvad koik
olevat praktiliselt nullis. See tuleneb just nimelt vdga kiirest, eksponentsiaalsest
kasvust. Tuleb vilja, et sellisel juhul on mottekas y-telge kujutada nii-6elda logarit-
miliselt, kus Uhikud ei muutu liitmise vaid korrutamise teel. Selle votte kasulikkust
naitame jargmises peatukis [Ik 299].

Moni arvutiprogramm jaab aga ikka aeglaseks

Kuna arvuti kiirus kahekordistub iga kahe aastaga, voiks arvata, et Ukskoik kui kee-
rulist to6d me ka arvutile ei annaks, varem vai hiljem on see vaid minutite kiisimus.

Siiski nii lihtne olukord ei ole. Nimelt on paljud Ulesanded, mida arvutiga lahen-
dada voiks, lahendatavad ainult eksponentsiaalse ajaga: see tdhendab, et iga kord
kui arvutiprogrammi sisendit suurendada Ghe Uhiku vorra, kasvab programmi aeg
kindla arvu kordi. Nditeks voiks programmi aeg iga sisendi jaoks pikeneda kaks
korda —sel juhul kirjeldaks aja kulumist funktsioon 2sisendi Pikkus ping jsegi kui sisend
pikkusega 10 votaks 10 sekundit arvutusaega, siis sisend pikkusega 40 votaks juba
340 aastat. Eluliste probleemide lahendamiseks on vahel aga vaja sisendeid suu-
rusjargus tuhat voi isegi miljon.
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Kuigi Moore'i seadus protsessorite kiirenemisest on Gsna hammastay, siis praeguse
murega ta toime ei tule. Nimelt, oletame, et arvutustele kuluva aja kulumist kir-
jeldab tdesti eksponentsiaalfunktsioon 2sisendipikkus gl jyhyl, isegi kui kaks korda
rohkem transistoreid tahendaks toesti ka kaks korda rohkem arvutusi ajaUhikus,
saaksime Uhel arvutil arvutades iga kahe aasta jdrel sisendit vaid Uhe Uhiku vorra
pikendada!

Sellest Iahtuvalt ei voi endiselt arvutiprogrammidega hooletu olla —tuleb leida haid
ja efektiivseid viise arvutite tegemiseks ning selliste heade programmide kirjuta-
mine on Uks tdnapdevase arvutiteaduse pohilisi eesmarke.

TEMPERATUURI UHTLUSTUMINE

Oled asja valanud endale tassi kohvi ja kohe jooma hakates poletaksid kindlasti
oma keelt ja huuli. Onneks pole sellest hullu. Selgub, et kohvi jahtumine toimub
eksponentsiaalse kiirusega ehk nagu juba ndagime — vaga kiiresti.

Nimelt markas juba Newton oma vaatlustest, et kui asetada Uks vaiksem keha
suurde véliskeskkonda, siis soltub selle vaiksema keha temperatuuri muutumise
kiirus proportsionaalselt valiskeskkonna ja keha temperatuuride erinevusest. Nagu
juba teame, tahendab see aga tépselt, et temperatuuri Ghtlustumine on antud eks-
ponentsiaalse funktsiooniga. Seega kui vaiksem objekt on alguses valiskeskkon-
nast soojem, kirjeldab temperatuuride vahe vahenemist hasti eksponentsiaalselt
kahanev protsess kujus AT = AT, - e~ %, kus t tahistab aega ning AT, on lihtsalt
algne vahe temperatuurides.

Kui tahate tapselt ennustama hakata, kui kiiresti kohv ikkagi jahtub, oleks esmalt
vaja teha mdned katsed, mille abil maarate konstandi a, mis séltub kohvi enda
omadustest ja naiteks ka tassist.

TEMPERATULR (°C)
400
8071
607
40
201

o',s 1 4;5 2 2:5 37 AEG (h)



Edaspidi on — vahemalt sama kohvi ning sama tassi korral — igal hommikul vaja
ainult moota kohvi ja toa temperatuuri. Seejarel saad tapselt ennustada, kaua aega
laheb, kuni kohv joodavaks muutub. Loomulik on kisida: mil maaral need ennus-
tused kehtivad ja mil maaral nad erinevad rohelise tee, kuumade pirukate ja teist-
suguste, nditeks suuremate ja vdiksemate tasside jaoks? Aus vastus on, et ega me
tapselt ei tea — rohelise tee jaoks ei tohiks suurt midagi muutuda, aga pirukatega
on lugu juba kahtlasem.

Edasi voib veel nuputada, kuidas kaituda, kui lisad kohvile ka piima. Mis Sa arvad,
kas 15 minuti mo6dudes on kilmem kohv, millele on lisatud kohe veidi piima, voi
kohv, millele lisad piima alles 15 minuti |Idppedes? Newtoni seaduse ja mone lisa-
eelduse abil saab vastuse valja nuputada, voi lihtsalt katsetades.

Muidugi pole ennustused alati sajandiku pealt tapsed —tegelikult on soojusilekande
protsess palju keerulisem ning Newtoni seadus on nagu ikka lihtsustatud kirjeldus ja
kehtib ainult osaliselt. Siiski on see vdga tore, et klassikaline fUUsika ja veidi lihtsat
matemaatikat aitavad selgitada ja ennustada igapaevaseid olukordi.
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LOGARITM

Logaritm on eksponentsiaalfunktsiooni poordfunktsioon [k 69] ehk teisisénu, kui
jarjest rakendada arvule 1000 kdigepealt eksponentsiaalfunktsiooni mingil alusel
ning siis logaritmfunktsiooni samal alusel, saame jalle tulemuseks sama arvu: 1000.

Intuitiivselt tdhendab see jargmist. Meenutame, et eksponentsiaalfunktsiooniga
kirjeldame kasvavaid suuruseid. Sootes talle ette teatava ajahetke, saame vastu-
seks kasvava suuruse vaartuse selleks hetkeks. Logaritm vastab aga vastupidisele
kisimusele: kui kaua votaks aega, et eksponentsiaalne kasvuprotsess jouaks Ghe
vOi teise suuruseni?

Naiteks oletame, et panete oma vaevaga kogutud 1000 eurot panka kasvama ning
pangas makstakse intressi 5% aastas.
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Kuna iga aasta méodudes suureneb summa tapselt 1,05 korda, voime summa kas-
vamist kirjeldada eksponentsiaalfunktsiooni abil:

X aasta parast on meil 1,05% - 1000 eurot.

Logaritm vastab aga kiUsimusele, mitu aastat laheb aega, et sellest algsummast
kasvaks 10 000 eurot ehk summa kimnekordistuks. Teisisonu kisib logaritm sel-
list x-i vaartust, mille jaoks

=
=
o
<
O
(@)
=

1,05* - 1000 = 10000

ehk
1,05% = 10.
Matemaatiliselt kirjutatakse see vilja nii:
x = logy ¢5(10).
Vastus on muuseas 47,2 aastat...

LOGARITMFUNKTSIOON j

Oletame, et meile on antud mingi alus a > 0, a # 1 nagu eksponentsiaalfunkt-
siooni korralgi. Kuia” = x, siis kirjutame log, (x) = y ja loeme, et logaritm arvust
x alusel a on y. Kolm simbolit jarjest! Naiteks kuna 25 = 32, siislog,(32) = 5ehk
logaritm arvust 32 alusel 2on 5.

Logaritmfunktsiooni alusel a saame niiid, kui vaatamegi arvu x funktsiooni sisen-
dina. Ei ole muidugi kohe paris selge, mis loom see logaritmfunktsioon ikka on ning
mis vaartuste jaoks ta on Uldsegi defineeritud.

llusam on voibolla méelda geomeetriliselt. Nimelt kuna logaritmfunktsioon on
eksponentsiaalfunktsiooni podérdfunktsioon, voib teda kirjeldada eksponentsiaal-
funktsiooni enda graafiku abil.

Kui joonistame koordinaattasandile eksponentsiaalfunktsiooni y = a* graafiky,
siis saame logaritmfunktsiooni alusel a lihtsalt siis, kui x- ja y-teljed ara vahetame.
Nagu juba nagime, voib sellest mdelda ka kui eksponentsiaalfunktsiooni graafiku
peegeldamisest sirgest y = x.
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Graafikult ndeme, et logaritmfunktsioon on kenasti defineeritud kdikide positiiv-
sete reaalarvude jaoks — pohjuseks on muidugi see, et eksponentsiaalfunktsiooni
vadartused saavad olla ainult positiivsed arvud.

Voib tekkida ka teine kiisimus: miks me ndudsime, et alus a peab olema positiivne?
Vastus tuleneb eelmisest peatikist: eksponentsiaalfunktsioon ise on defineeritud
ainult positiivsete aluste korral. Negatiivsete alustega tekkis ju teaduparast prob-
leeme: nditeks ei oska me reaalarvude raames votta arvu —4 ruutjuurt ehk tosta
teda astmele 0,5. See on kill voimalik, tuues sisse kompleksarvud [lk 89], aga
praegu tahaksime, et meie funktsioonid vétaksid nii sisendina kui annaksid ka val-
jundiks ainult reaalarve.

LOGARITM: TEHE VOI FUNKTSIOON?

Logaritm tuleb monikord lisaks funktsioonile esile ka tehete kontekstis, kui temast
radgitakse kui logaritmimisest. See voib alguses Ullatav tunduda, aga tihti voib
monest matemaatilisest objektist voi teisendusest moelda mitut moodi.

Naiteks ka astendamisest voisime moelda kui tehtest voi kui funktsioonist. Tehtest
radkisime peatikis arvu aste — valisime arvu a ja arvu b ning andsime tdhenduse
arvu astmele a? — kahest arvust meisterdasime kokku Ghe kolmanda. Eelmises
peatUkis aga fikseerisime astendamise aluse a ja radkisime hoopis eksponentsiaal-
funktsioonist a* — masinast, mis vottis sisendiks reaalarve ja andis vastu positiiv-
seid reaalarve.



Samamoodi voime logaritmimisest moelda kui tehtest: kui valime positiivse
reaalarvu a logaritmi aluseks ning mingi arvu b, siis vdime votta logaritmilog, (b).
Niipea, kui aga oleme otsustanud fikseerida mone aluse, naiteks kahe, voime vaa-
delda funktsiooni y = log, (x).

Muidugi ei piirdu ndited ainult astendamise ja logaritmimisega, lugeja voib veen-
duda, et ka naiteks liitmisest voime moelda nii tehete kui funktsioonide raames.

Selline paindlikkus on matemaatikale Usna omane — mida rohkem vaatevinkleid,
seda rohkem voimalusi.

Ka selles peatikis kasitleme logaritmi nii Ghes kui teises votmes.

LOGARITMFUNKTSIOONI OMADUSED

Kdige olulisem on vahest logaritmfunktsiooni juures see, et tegemist on ekspo-
nentsiaalfunktsiooni podrdfunktsiooniga. Oleme seda juba mitu korda 6elnud, aga
sonastame selle veel korra Umber ka skemaatilis-matemaatiliselt!

Arv — logaritm — astendamine — arv ehk '8 = x
Arv — astendamine — logaritm — arv ehk log,(a*) = x

Logaritmfunktsiooni voime votta koikidest positiivsetest reaalarvudest. Vaar-
tustena annab ta lahkelt vastu kdikvoimalikke reaalarve. Ka logaritmfunktsiooni
kaitumine soltub tema alusest. Naiteks logaritmfunktsioonid alusel 2 ja alusel % on
teineteise peegeldused x-telje suhtes:

N

4\%4 X
-2t

=log ,(x)
4=1081>

Pdnev on ka meenutada, et eksponentsiaalfunktsiooni korral tuli aluse pédrdarvuks
muutmisel funktsiooni peegeldada hoopis y-teljest. Oskad seda mustrit selgitada?
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Ka logaritmfunktsioon on kenasti pidev. Vaadeldes natuke tema graafikut naiteks
Uhest suurema aluse korral, ndeme, et logaritmfunktsioon kill kasvab piiramatult,
aga jarjest aeglasemalt.

%/\

v
X

A

Toepoolest, logaritmfunktsiooni kasvu kiirust nditav tuletis on antud funktsiooniga
kujus g ning see on suurte x vaartuste korral nullist juba Usna eristamatu.

Konstandi b vaartus soltub logaritmfunktsiooni alusest, nditeks kui aluseks on e, on
b vordne Ghega nagu eelneval joonisel.

Muudel juhtudel on selleks konstandiks kus a on logaritmi aluseks.

_r
loga(e)’
Miks see nii on, selgitame juba varsti logaritmi erinevate aluste peatukis.

Korrutamisest liitmine

Kui eksponentsiaalfunktsioon tegi liitmisest korrutamise, siis logaritmfunktsioon
teeb korrutamisest liitmise. Kuna tegemist on eksponentsiaalfunktsiooni poord-
funktsiooniga, pole seda muidugi raske uskuda. Enda tdielikuks veenmiseks voib
aga nditeks labi teha jargneva arutelu.

* Kuna logaritmfunktsioon ja eksponentsiaalfunktsioon on
p&ordfunktsioonid, siis al®8aY) = xy.

 Samamoodi aga ka a!°8a®) = xja q'°8¢0) =y

» Eksponentsiaalfunktsioon teeb aga korrutamisest liitmise:
seegaxy = aloga(x) . gloga(y) — gloga(x)+loga(y)

Kokkuvottes saame, et
alo8a(xy) — gloga(x)+loga(¥)

Kas sellest jareldub ka kohe, et log, (xy) = log,(x) + log,(y)? Péris automaat-
selt ei jareldu, peame oleme ettevaatlikud. Naiteks teame ju, et ruutu votmisel



annavad 3 ja —3 sama tulemuse, ja seega kui teaksime, et a? = b? ei saaks me
jareldada, eta = b.

Onneks on eksponentsiaalfunktsiooni korral olukord lihntsam. N&gime eksponent-
siaalfunktsiooni graafikult, et tegemist on kas rangelt kasvava voi rangelt kaha-
neva funktsiooniga ja seega ei vota ta Uhtegi vaartust mitu korda. Seega kui teame,
eta® = a”, vdoime jareldada, et x = y. Nii voime sellest, kui
aIOga(XY) = aIOga(x)“'IOga(J’)l
toesti ka jareldada, et
logq (xy) = loggs(x) + log, ().

LOGARITMI ERINEVAD ALUSED

Nagu eksponentsiaalfunktsiooni korral, on ka logaritmfunktsiooni iseloom alusest
soltuvalt natuke erinev. Samas on ka logaritmfunktsiooni aluse vahetamine péris
lihtne ja analoogne eksponentsiaalfunktsiooni puhul toimunuga.

Nimelt oletame, et meile on antud mingi arvu y logaritm alusel 3. Tahistame seda
x = log;(y) ning voime vordvaarselt ka kirjutada 3* = y. Kuidas niid Gle minna
alusele 2?

Eksponentsiaalfunktsiooni peatikis ndgime, et voime arvu 3 kirjutada arvu 2 ast-
mena, ehk 2% = 3. Edasi saame kirjutada

2WX = (QW)X = 3% = y.
See tdhendab tapselt, etlog,(y) = wx. Aga me teame juba, et x = log;(y), ning
samas puhtalt definitsioonist w = log, (3).

Seega saame log, (y) = logs(y) - log,(3) ehk logaritmfunktsiooni alusel 2 saame
lihtsalt, kui korrutame logaritmfunktsiooni alusel 3 Ghe kindla arvuga. Selle arvu
voime leida: log,(3) = 1,58 ninglog,(x) = 1,58 - logs(x).

)
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Uldkujus astme vahetamist, Gleminekut aluselt a alusele b iseloomustab valem:

log,, (y) = logq(y) - logy(a).

Jallegi tdhendab see ainult, et astme vahetamiseks korrutame logaritmfunktsiooni
lihtsalt Iabi Uhe teatava arvuga — arvuga logy, (a). Seet&ttu jouame pisut ehk illa-
tavale jareldusele: erinevatel alustel logaritmfunktsioonid on &armiselt sarnased,
voime alustada logaritmfunktsioonist alusel 2 ja saada koik teised logaritmfunkt-
sioonid seda funktsiooni lihtsalt nullist erineva arvuga labi korrutades.

Millist alust valida?

Ka seekord on teatud olukordades mone alusega kergem ja mugavam ringi kaia,
eriti kui sona saavad ka loodusteadlased ja arvutimehed. Logaritm mingil alusel a
muutub oluliseks, kui vaadeldav ,suurusjark” ehk olulised erinevused suurustes on
maaratud arvu a kordsetega.

Pariselus ja fuusikas teeme arvutusi kimnendsisteemis. Loomulikud suurusjargud
on Uhelised, kimnelised, sajalised ehk siis kimnekordsed. Seega on mugav kasu-
tada ka logaritme alusel 10.

Kui aga naiteks tootame kahendsisteemis, on koik arvud antud kahe astmete
summana ehk oluline muutus toimub arvude kahega korrutamisel. Nii on ka loo-
mulik suurusjark kaks ning loomulik logaritmimine kaibki alusel kaks. Kuna arvutid
teevad koike kahendsisteemis, tuleb ka logaritm alusel kaks ehk log, x esile just
arvutitega tegelemisel.

Logaritmi alusel e nimetatakse naturaallogaritmiks ning teda tahistatakse vahel ka
log, (x) asemel lihtsalt In(x)-ga. Nagu nimest voib aimata, on temaski midagi loo-
mulikku ja ilusat.

o . T L1
Naiteks nagime juba, et sel juhul on tuletis kige lihtsamas kujus: —. Arvust e oleme
juba radkinud niiilusate arvude peatikis [Ik 102] kui dsja eksponentsiaalfunktsiooni
juures. Temaga on tore koostodd teha.

LOGARITMI TAHENDUS ARVUTUSAJALOOS

Logaritmid on ajalooliselt panustanud tublisti ka loodusteaduste ja eriti just astro-
noomia arengusse: nad voimaldasid juba enne arvutite leiutamist inimestel korru-
tada suuri ja keerulisi arve.

Logaritmide abi oli nii m&darav, et uhke astronoom ja matemaatik Laplace oli omal
ajal logaritmidest lausa joovastuses: ,Imetlusvdarne noks, mis taandab mitme kuu



t66 vaid monele pdevale, kahekordistades nonda astronoomi elu ja hoides teda
pikkade arvutustega kaasnevatest vigadest ja tilgastusest.” Kust see koik tuleb?

K&ige motiveerivam on ilmselt veidi peast arvutada: 7323118 - 919222!

Oudus! Mida kull teha sellise tehtega? Tanapéeval on muidugi vaga lihtne: vétad
pinginaabri kotist taskuarvuti voi nutitelefoni ja arvutus saab parast mitut ebadn-
nestunud katset siiski tehtud. Voib ka pikalt ja kirjalikult korrutama hakata, aga see
votab mdistuspdratult aega ja pole ei ponev ega I16bus.

17. sajandil ei olnud astronoomidel veel taskuarvuteid, kuid nende arusaam I&bust
polnud sugugi nii palju erinev: neilegi ei meeldinud pikki ja igavaid arvutusi teha.
Ometigi oli taevakehade liikumises tihti vaja korrutada suuri ja kosmiliselt suuri
arve. Appi tuli logaritm.

Kuidas logaritm siis arvutusi lihtsustas?

Logaritmi idee arvutuste lihtsustamisel peitub tema kuulsas omaduses teha kor-
rutamisest liitmine: log(ab) = log(a) + log(b). Nii taandame korrutamise liitmi-
sele ja liita on ju maaratult lihtsam.

Kuidas siis nditeks korrutada omavahel 73231182 919222?
Votame koigepealt mdlemast arvust logaritmid alusel 10, seejarel liidame need
logaritmid kokku ning kasutame tulemust 10 astendamisel:
x =log,((7323118)
y =log;((919222)
x+vy =1log,,(7323118 - 919222)
7323118 - 919222 = 10**Y

Kaks esimest tehet on muidugi voimalikud, kuna logaritmfunktsioon on igal alusel
maaratud koikide positiivsete reaalarvude korral.

Tulemuse saamiseks piisaks niid Uhest suurest tabelist. Esiteks peaks sealt saama
piisava tapsusega jarele vaadata arvude logaritme ehk kuidas neid esitada kimne
astmena — naiteks 7323118 juures oleks kirjas 6,864 ning 919222 juures 5,963.
Teiseks peaks sealt leidma ka vastupidist teavet: iga arvu x jaoks astme 10* vaar-
tuse — nditeks 5,001 koha peal oleks kirjas 10023. Muidugi ei saaks tabelis olla 15p-
matult palju arve ja seega peaksid koik arvud tabelis olema antud mingi teatava
tapsusega, naiteks kolme voi nelja komakohaga.
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Nii voiksime oma arvutuse teha vaga kiirelt. Alustuseks leiaksime tabelist arvud
6,864 ja 5,963, siis liidaksime nad, et saada 12,827, ning viimaks vaataksime
tabelist jarele arvu 1012827 vaartuse: 6 714 000 000 000. Kuna péris vastus on
6731571 174 196, ndeme, et meie tépsus on ndnda Usna talutav.

Muidugi pidid logaritmitabelid olema kavalalt kokku pandud, et sinna mahutada
voimalikult palju arve. Void ise ndha, kui pikaks Iaheks tabel, kui lihtsalt laduda Uhte
ritta arvud ja teise nende logaritmid:

Ulemisel real oleme edasi liikunud seitsme lahtriga ainult 0,006 vorra! Joonisel asuv
tabel on kill tdesti avatud hoopis teiselt kohalt ja on ka hoopis teisel alusel, aga see
suurt ei muuda. Muuseas, voibolla nuputad vélja, mis aluse jaoks see tabel on?

Siiski on ka suurtest arvutabelitest vaatlemine ja ise kokku liitmine tiUtu ning
peatselt peale logaritmi leiutamist tuldi lagedale veel kavalama idee ja riistapuuga.
Selle nimeks on lUkati ja teda kasutati veel 20. sajandi keskpaigaski, niikaua kui
taskuarvutid ta valja puksisid.

Korrutamist lihtsustaval |Ukatil on arvud paigutatud kavalalt, logaritmskaalalisel
kaugusel ja nii voib korrutamistehtega Uhele poole saada lihtsalt lukati Glemist
hooba alumise suhtes liigutades. N&iteks antud joonisel on omavahel korrutatud 2
ja 3. Suure tapsuse jaoks joonistati skaaladki Ulitdpsed. Radgitakse, et observatoo-
riumites kasutati tahtsamateks arvutusteks mitmemeetriseid likateid ning skaala-
sid uuriti samal ajal mikroskoobiga.

je— log(3) ——>

7 2 3 4y 5 ¢ 7 889 4’
|1 2 3 4 5 & 71834
l log@ > log(é)



LOGARITMILINE SKAALA

Kui soovime mingeid andmeid graafiliselt kujutada, ei olegi arvtelgedel tavalise
skaala kasutamine alati parim valik. Tavalise ehk lineaarse skaala all peame siis sil-
mas seda, et Uhikud vertikaalteljel muutuvad Ghtlaselt, nagu naiteks eelmises pea-
tukis transistorite arvu tutvustaval graafikul:

transistorite arv protsessorites

2000 ) (milionites)

2500
2000 T
1500 T

1000 - ¢

500 1 /

Ot/ =
1970 1980 1990 2000 2010

Kuigi kdik nagi vaga kena valja, on suurem osa protsessoritest tegelikult Usna eris-
tamatult nulljoone kilje all. Probleem on selles, et ettetulevad suurused erinevad
mitu suurusjarku ja lineaarne skaala jaab lihtsalt liiga kitsaks. Mingis mottes toi-
mus transistorite arvu areng mitte liitmise, vaid korrutamise teel. Seda saab ka
graafiliselt kujutada, vottes appi arvude kujutamise logaritmilisel skaalal. Sel juhul
tahendab iga Ghikuline samm vertikaalteljel tervet suurusjargu muutumist —jallegi
liitmise asemel korrutame.

Naiteks kasutades transistorite arvu esitamiseks logaritmilist skaalat, on pilt palju
ilusam ja Ulevaatlikum:

fransistorite arv protsessorites

10 ooo’{‘
4000
1001
10

1

04 1
0,01
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Logaritmiliseks nimetatakse seda skaalat seet6ttu, et logaritmimise suhtes muutu-
vad vertikaaltelje Ghikud jallegi Uhtlaselt, nagu kombeks. Toepoolest, meenutades
kimnendlogaritmi tahistust, voime vertikaaltelje skaala Umber tdlkida jargmise
tabeli abil:

X 0,001 001 01 1 10 100 1000 10000
logiox)| -3 -2 -1 0 1 2 3 4
MAAVARINAD

Logaritmilised skaalad on kasutusel ka paljude nahtuste hindamiseks, mis voivad
esineda vaga erinevates suurusjarkudes.

Ka maavarinate tugevust moodetakse logaritmilisel skaalal. Seda skaalat kutsu-
takse pidulikult tema kasutusele vétja jargi Richteri skaalaks. Lihtsustatult nditab
maavarina tugevus Richteri skaalal, kui mitu suurusjarku véimsam on varinaga
kaasnenud maakoore vonkumine maakoore tavaparasest vonkumisest.

Kuna Richteri skaala kasutab kimnendlogaritmi, tahendab iga lisapall tegelikult 10
korda suuremat maavarinat.

Vdikseid maavarinaid on pdris palju: maavarinaid, mille suurus on 3 kuni 4 palli, juh-
tub Ule 10 000 korra aastas. Neid maavarinaid on ndérgalt tunda, aga 6nneks need
tavaliselt purustusi ei tekita. Maavarinad, mis on 1000 korda suuremad ehk 6 kuni
7 palli, on nérgematele majadele havitava jouga sadade kilomeetrite raadiuses ja
neid juhtub maakeral keskmiselt iga kolme paeva tagant. Ule 9 palli maavérinaid
juhtub paar korda sajandis ning nende lIdheduses ei jaa enam pUsti Ukski maja.

Suurim maavarin, mille tugevust on mdodetud, juhtus Tsiilis 1960. aastal. Tema
voimsuseks oli lausa 9,5 palli — seega oli ta isegi purustavatest 6- kuni 7-pallistest
maavarinatest veel 1000 korda voimsam. Selle asemel, et Gudustele moelda,
motle hoopis, kui seda koike peaks kirjeldama lineaarse skaalaga — 9 palli asemel
peaksime naiteks kasutama arvu1 000 000 000.



KUIDAS PAIGUTADA PUNKTE ARVTELJELE?

Joonista endale arvtelg. Pane kuskile kirja nullpunkt ja kuskile punkt 100. Kuhu pai-
gutaksid arvu 20?

Koolitunnis kasutame arvteljel peaaegu alati lineaarset skaalat: kui arvude vahed

on vordsed, on vordsed ka nendevahelised kaugused arvteljel. Seda méttelaadijar-
gides peaksid arvu 20 paigutama viiendikule 0 ja 100 vahelisest kaugusest.

o 100

Selgub siiski, et see ei olegi voibolla meile kdige loomuomasem valik. Naiteks on
leitud, et esimese klassi juntsud paigutavad arvu 20 arvteljel palju kaugemale kui
meie. Umbes siia:

0 100
Leidmaks selle paigutuse tagant mingit loogikat, paluti lastel arvteljele seada ka
paljusid teisi arve. Selgus, et Uldine komme on jatta vdiksematele arvudele roh-
kem ruumi kui suurematele. Tapsem uurimine naitas, et arvteljel kasutatud kaugus

soltub arvu enda suurusest logaritmiliselt ehk teisisonu lapsed kasutasid arvteljel
hoopis logaritmilist skaalat!

100

Pakutud suurus

y=13.29Ln(x)- 14978

0 40 60 80 100
Kasitud suurus
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Seda valikut saab voibolla ka natuke intuitiivselt selgitada. Nimelt tundub ju, et
arvude 87 ja 88 erinevus on vahem tahtis kui arvude 2 ja 3 erinevus. Mdotes arvude
vahet mitte absoluutselt, vaid suhteliselt, on see tunne ka igati tapne: 88 on 87-st
umbes 1,01 korda suurem, aga 3 arvust 2 tervel 1,5 korda suurem. Selline suhtelise
erinevuse kasutamine tookski nditeks endaga kaasa logaritmilise skaala.

Kuidas joonistada logaritmilist skaalat?

Oleme Uritanud selgitada, et logaritmiline skaala on kasulik, laialt kasutatav ja tore.
Aga kuidas seda ise joonistada? Kdige lihtsam on muidugi anda Ulesanne monele
andmetod6tlusprogrammile — Utled neile logaritmiline skaala ja ongi valmis.

Jargnevalt mdtiskleme, kuidas seda kasitsi teha, ja selle jaoks vaatleme naiteks
vordlevalt Eesti linnade suurust.

Kas saaksime kuidagi Uhele graafikule kanda nii Eesti kdige rohkem kui kdige
vahem rahvastatud linnad? Nende linnade rahvaarv varieerub tuhandest inimesest
kuni peaaegu poole miljonini: Tallinn 400292, Tartu 103740, Kallaste 1106 ning
Moisakila1002.

Tavaline, lineaarne skaala meid jallegi vaga ei aita. Kuna vertikaalteljel on Uhtlane
samm, siis mahuvad pildile kas ainult vaikesed linnad véi mahub Tallinn ja vaikse-
maid linnu polegi naha. Tuhandese sammu korral peaksime ju lilkuma 400 Ghikut
Ulespoole, et ka Tallinna leida!

RAHVAARV A

>

400 000}
300 0007
200 000t

100 000t

> -
O=omw TARTU KALLASTE MOISAKULA - LINNAD

Nagu ennist juba raakisime, peaks logaritmiline skaala seda olukorda parandama,
sest seal tdhendab iga samm Ulespoole hoopis korrutamist.

Logaritmilise skaala joonistamiseks peame esmalt fikseerima sammu suuruse ehk
mis arvuga me Ulespoole liikudes korrutame. Populaarsed valikud on 10 ja 2, aga
tapne valik soltub eelkdige kontekstist — mis suurusjarkudes tegelikult suuruseid
vorrelda tahame. Praegu votamegi selleks suhtarvuks kimne.



NUUd hakkame vertikaaltelje samme nimetama 10 astmete abil, iga edasine samm
tahendab kimnega korrutamist. Kuskilt tuleb alustada ja linna rahvastiku kok-
kuléomisel voime alustada naiteks arvust 1 = 10°. Jargmine samm vertikaalteljel
viiks rahvaarvu 10 korda suuremaks, seega jargmise joone juurde kirjutame juba
10. Veel Uks Ghik edasi tahendaks juba arvu 100 ja nii edasi, iga sammuga ikka

kimme korda suurem

miljon elanikku, jatkame veel neli sammu, kuni miljonini vélja. Saame jargneva

graafiku:

RAHVAARV /

1000 0001
100 0001
10 000 1

10001

100 1
101

aks. Konealusel juhul, kuna Gheski linnas pole rohkem kui

7

1

>
TALLINN _TARTU KALLASTE MOISAKULA — LINNAD

Kui niid lisame suurimate ja vaikseimate linnade rahvaarvu kujutavad tulbad, siis

ndeme hoopis ilusama
mad linnad:

RAHVAARV /

1000 0001
100 0001
10 0001
10001
1001

101

1

>

t pilti. Samale graafikule mahuvad nii suurimad kui vaiksei-

~
TALLINN  TARTU KALLASTE M3ISAKOLA = LINNAD

Niisiis, logaritmiline graafik ei ole sugugi keerulisem kui tavaline graafik, ent moni-
kord palju Ulevaatlikum. Vertikaalsel teljel tuleb siis liitmise asemel lihtsalt korru-

tada.
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Jumal ei hooli meie matemaatilistest raskustest.
Ta integreerib katseliselt.

Albert Einstein
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PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Piirvaartustest radgitakse kooliprogrammis eelkdige jadade ja funktsioonide puhul.

Naiteks jada a,, = % likmed muutuvad jarjest vdiksemaks ja ldhenevad hoogsalt

nullile. Toepoolest: a; = % =1a, = % =0,5a; = % =0,33,a, = % = 0,25, ...

An

4.
0,871

_1
0671 a“— ™
04 R
0’2.. ¢ ° . R
+ N n
2 3 4 5 6 7

Sellisel juhul tundub moistlik raakida ka sellest, mis juhtub siis, kui jada liikmed
otsa I6pevad. Mingis mdttes tahame raakida jada ,I6pmatult kaugest” lilkmest.
Tema vaartus konkreetsel juhul peakski olema null.

Jada piirvadrtuse maiste annab sellisele ,I6pmatu kaugele” liikmele tapse tahen-
duse, aitab kindlaks teha, millal ta eksisteerib, ning leida tema vaartuse.

Ka funktsioonide korral voime radkida vaartustest, mis jddvad [opmatult kaugele
o 1o . «

- naiteks funktsiooni f (x) = ~ piirvaartus, minnes |5pmatult kaugele, on analoog-

selt jada naitega null.

Funktsioonide korral on piirvaartustel siiski ka teine, ilustav roll.

Vaatame naiteks funktsiooni f (x) = % Kui x on Ghest erinev, voime nimetaja ja
lugeja x — 1-ga labi jagada. Saame, et iga Uhest erineva arvu korral on meie funkt-
sioon vordne sirgega f (x) = x + 1. Kohal 1 me funktsiooni vaartust aga valja arvu-
tada ei tohi - nulliga ju jagada ei saa.

2_
Ometigi, joonistades funktsiooni f(x) = ’;—_11 graafiku koikide Uhest erinevate
argumendi x vadrtuste jaoks, ndeme, et valides argumendi vaartuseid jdrjest lahe-
mal Uhele, 1aheneb f(x)vaartus Ghtlaselt kahele.



Naiteks £(1,2) = 2,2, £(1,05) = 2,05, £(1,0001) = 2,0001,

£(1,0000001) = 2,0000001.

Seda demonstreerib ka kenasti funktsiooni graafik:
3
2

/ 1 “X

2_
Nii tundub, et funktsiooni f(x) = ’;Tll loomulik vaartus kohal Uks peaks olema
tapselt kaks.

Piirvadrtus annabki funktsioonide korral sellisele loomulikule augutaitmisele tapse
tahenduse.

Kokkuvéttes voib 6elda, et piirprotsessid aitavad meil aru saada ja kindlaks maarata,
mis juhtub seal, kuhu meil pole lubatud vaadata vo6i kuhu me ei ulatu vaatama.
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[ JADA PIIRVAARTUS

Kirjutame igaks juhuks veel kord valja ka télgenduse: lim,,_,, a,, = A tahendab,
et jada liikmete vaartused hakkavad mingist hetkest alates jarjest enam lahenema
vaartusele 4, kusjuures jada vdga kaugetel liikkmetel ja arvul A on pea vdimatu
vahet teha. Matemaatikutele meeldib seda sénastada oeldes, et jada a,, koondub
vadartusesse A voi et jada a,, piirvaartus on A.

(%2)

D

&

a Tuletame meelde, et margiga co tahistavad matemaatikud [6pmatust — midagi, mis
(= on suurem kui Ukski teine reaalarv. Nii on mdistlik jada piirvaartust ehk tema 16p-
< .. Sl

= matu kauget liiget tahistada:

3 lim a,.

[ n—oo

o

<g

<

>

o

o

Naiteks on jadade
an =2 \6i ay=—(-2)
n — n n — 2
piirvaartuseks null: mélema jada liikmed muutuvad jarjest vaiksemaks ja nullile
ldhemale.

Radgitakse ka sellest, et jada koondub I6pmatusse — sel juhul moeldakse, et jada
likmed muutuvad mingist hetkest jarjest suuremaks ja nende suurusel pole Ghtegi
toket ning tahistatakse

lim a,, = oo.
n—-oo

Naiteks on jada a,, = n vdi ka jadaa, = n? — 9 piirvaartuseks [5pmatus.
An

25
20

2 .
15 a=n-9
101
1)

-5

Tegelikult ei ole sugugi selge, millal me Uldse piirvaartusest tapselt radkida tohime.
Millised on tingimused selleks, et jada piirvaartus eksisteeriks?
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MILLAL PIIRVAARTUS EKSISTEERIB?

Seni oleme radkinud, mida piirvaartus vaistlikult tdhendab ning kuidas temast
motelda, kuid oleme hoidunud rangest matemaatilisest definitsioonist.

Matemaatiliselt range definitsiooni kirjapanek ei ole kll hirmraske, kuid vajab tea-
tavat tapsust ja tahelepanu — selleni jouti alles 19. sajandil, just siis, kui romantism
noudis tundetdpsust.

Jargnevalt Uritamegi jada naitel vastata kisimusele: millal oleks moistlik 6elda, et
piirvadrtus eksisteerib, ning kuidas seda tapselt matemaatiliselt defineerida? Siin-
kohal vaatame ainult juhtu, kus piirvaartus on loplik.

~ oo , 1 :
Motleme korra veel sissejuhatuses toodud jadale a, = ! mille piirvadrtus oli 0.
Tundub, et esimene maistlik noue piirvaartuse leidumiseks on see, kui vdime jouda
teatud vaartusele nii lahedale, kui sUda lustib.

. L . 1 .
Ainult sellest siiski ei piisa, sest naiteks jadaa,, = (—=1)" — - korral jouame argu-
mendi n suurenemisel Idhedale nii vaartustele 1 kui ka —1.

Y

/ .
2t a=t0-3
1 —_———
123 45 6 7 8 X
- ‘ i .
o4 .

Kuna pendeldame nende kahe arvu Idhedal, ei tundu maoistlik defineerida piirvaar-
tust. Tahaksime piirprotsessides naha ikka teatavat eelistust!

Seega nduame lisaks sellele, et jada vaartused jouaksid monele arvule vaga lahe-
dale, ka seda, et nad jaaksid sinna lahedale pisima. Selgub, et nendest kahest tin-
gimusest juba taiesti piisab.

Jada a,, piirvadartuseks saame lugeda arvu A parasjagu siis, kui voime alati leida
mone jadalilkkme a,,

* misonarvule Anii lahedal, kui vahegi soovime,

e jamillele jargnevad jadaliikmed on A-le véahemalt sama
lahedal.
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Graafiliselt vdime mdelda sellest nii.

Tombame vaartuse A Umber kaks horisontaalset sirget. Jada koondub vaartusesse
A parajasti siis, kui olenemata sellest, kui lahedale A-le need sirged tdombasime,
on koik jada liikmed mingist hetkest alates ikkagi nende kahe sirge vahel. Naiteks
meie esimesel jadal on see omadus kindlasti olemas.

QAn

1
081

-4
0,61 ar\_n
o4t .
0,2." : © e .
2 3 4 5 6 7 8 "

Kui tdmbaksime jooned nullile palju ldhemale, néiteks kaugusele 0,001, siis peak-
sime ootama 1000 liiget, enne kui jduaksime jadaga kahe joone vahele. Kui aga
0,000001, siis 1 000 000 liiget. Igal juhul jouame alati kahe joone vahele ja selle
parast Utlemegi, et jada piirvdartus on 0.

Fanaatikutele anname ka matemaatilise kirjelduse, aga drge peljake — esimest
korda nahes peab igaiks seda lauset mitu korda lugema:

lim,,_, ., a, = Aparajastisiis, kuiiga positiivse arvu R jaoks saame leida mone natu-
raalarvu N nii, et iga N-ist suurema naturaalarvu n korral kehtib|a, — 4] < R.

Tegelikult oleme muidugi lihtsalt Umber sonastanud geomeetrilise motte — R
tahendab siin seda, kui kaugele arvust A sirged tdmbasime, ning N tdhistab seda
hetke, millest alates koik jada vaartused nende sirgete vahele jaavad.

Voib tekkida kisimus: miks sellist keerulist matemaatilist kirjeldust Gldse vaja on?
Esiteks on punktides Uks ja kaks toodud intuitiivsetel kirjeldustel endiselt veel palju
tolgendamisvabadust ning seega ei sobi need hasti matemaatika tegemiseks.
Teiseks teeb esialgne keeruline definitsioon parast elu lihtsamaks. Selline lGhike
kirjeldus aitab kiiresti, graafikuid joonistamata, otsustada, kas jadal leidub piirvaar-
tus ja mis ta parasjagu on.



FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS j

Funktsiooni f (x) piirvaartust kohal x, tahistatakse vdga sarnaselt jadadega:
lim f(x) = a.
X—Xq

Piirvaartuse tolgenduski on analoogne. Toodud kirjeldus tahendab, et kui funkt-
siooni argumendi x vaartus laheneb vaartusele x, siis funktsiooni f(x) vaartus
|aheneb jarjest vaartusele a. Vahel eldakse ka, et funktsioon f(x) koondub kohal
X vaartusesse a voi et funktsiooni f (x) piirvaartus kohal x, on a.

Ménikord on funktsiooni piirvaartuse leidmine péris lihtne. Néiteks ruutfunktsiooni
y = x%korral on igas punktis piirvaartus vérdne funktsiooni enda vaartusega. Nai-
teks kohal —2 on tema piirvaartus seega 4. See tuleneb lihtsalt sellest, et ruutfunkt-
sioon on kena pidev funktsioon — tema graafikut voib joonistada pastakat paberilt
tostmata.

¢

32 ! 1 2 3~ X
Ent funktsiooni y = % piirvaartus kohal 0 puudub, sest nulli Idhedal votab funkt-

sioon nii vaga suuri positiivseid kui negatiivseid vaartusi ning jallegi ei suuda me
otsustada, mida tapselt siis ikkagi piirvaartuseks valima peaks.

gA 4
3 Y=

VX
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Samas funktsiooniy = ﬁ piirvaartus kohal 0 on I6pmatus.

Siin oleme otsustusvaevast paasenud, molemal pool nulli muutub funktsiooni vaar-
tus aina suuremaks. Matemaatika keeles voiks kirjutada:
1

lim— = oo
x=0 | x| '

I\
3..
1
2 % I X1
4..
-3 -2 -1 1 2 3~

Muidugi voib ka funktsioonide piirvaartuse olemasolu Gle matiskleda veel pike-
maltki.

Millal leidub funktsioonil piirviaartus?

Nagu ndgime, pole seekordki sugugi selge, millistel funktsioonidel ja millistel koh-
tadel leidub piirvaartus. Tuleb vélja, et ranged tingimused piirvaartuse leidumiseks
onumbes sarnased kui jadade korral. Erinevus on vaid selles, et seekord ei vaata me
jarjest suuremaid jada liikmeid, vaid jdrjest sarnasemaid funktsiooni argumente.

Sellest on kdige lihtsam ilmselt md&elda jéllegi geomeetriliselt.

Oletame, et tahame teada, kas funktsiooni f(x) piirvaartus kohal x4 on a. Tom-
bame nagu jadadegi puhul vaartuse a Umber alt ja Glevalt tokestavate sirgjoonte
paari. Kui nild olenemata valitud sirgjoontest véime alati leida argumendi x,
Umber vahemiku, mille jaoks f(x) graafik jddb nende sirgjoonte vahele, siis ongi
f (x) piirvaartus kohal x, vordne a-ga.

Naiteks eelmise funktsiooniy = %piirvéértus kohal I6pmatus on null ehk

1
lim - =0,
x—oo X



sest me saame nulli Umber tdmmata kaks horisontaalset sirget ning véime kindlad

olla, et piisavalt suure sisendi korral jaab funktsiooni vaartus kindlasti nende joonte
vahele.
N1
3t \ g~ %
2..
4.
B — R i 2 50X
-11
_2..
_3..

Muuseas, on vodibolla natuke Ullatav, aga see tingimus jatab vabaks ka jargmise
voimaluse: funktsioonil leidub kill mingil kohal kindel vaartus, aga piirvaartust
seal pole. Naiteks voib vaadata funktsiooni, mis votab vadrtuseks miinus Uhe,
kui sisendarv on negatiivne; pluss Uhe, kui sisendarv on positiivne, ning nulli, kui
sisendarv on null. Mis peaks olema selle funktsiooni piirvaartus kohal null?

¢

|

1

PIIRVAARTUSE TAHTSUS MATEMAATIKAS

Funktsiooni piirvaartus voib esmapilgul tunduda ehk tihi-tahi, justkui ainult mingi
augutaide. Ullatavalt on tema roll funktsioonide uurimisel vaga markimisvaarne.
Miks?
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Esiteks aitab piirvaartus rangelt kirja panna matemaatilisi maisteid, mis radgivad
LlOpmatult vaikesest". Naiteks on piirvadrtuste abil defineeritud tuletis — funkt-
siooni muutumise hetkekiirus. Voime moelda, et tegemist on keskmise kiirusega
[opmatult vaikese ajavahemiku jooksul.

Samamoodi on piirvaartuste abil defineeritud integraal [lk 340], millest voime
moelda kui kdverkujundi pindalast ja mille véime arvutada I6pmatult vaikeste rist-
kulikute pindalade kokkuliitmisel.

Ponevust lisab ka see, et saame piirvadrtuse abil defineerida ka naiteks arvud eja
ning veel teisigi pdnevaid arve [lk 96]. Muuseas,  defineerimisel on seejuures piir-
protsess oma olemuselt geomeetriline: vaatame, kuidas korraparased hulknurgad
jarjest enam ringjoonega sarnanema hakkavad. Tegelikult osutuvadki oluliseks
mitte ainult arvulised, vaid ka geomeetrilised piirprotsessid.

Oigupoolest vdib ka reaalarvude hulga kokku panna ratsionaalarvudest ja hasti vali-
tud piirvaartustest: nditeks arvu m koondub jada 3; 3,1; 3,14,; 3,141; 3,1415 ..,
kus votame lihtsalt appi jarjest rohkem m komakohti.

Piirvaartusi kasutades saame lisaks irratsionaalarvude leidmisele nendega ka teh-
teid tegema hakata. Nimelt selgub, et kui piirvaartused eksisteerivad ja on |16pliku
suurusega, saab neid vaga kenasti liita ja korrutada.

Naiteks kui soovime leida funktsioonide x? ja x summa x? + x piirvaartust kohal 2,
siis voime

 esmalt leida piirvaartuse funktsioonile x2 kohal 2 — vastuseks 4,

e seejdrel piirvaartuse funktsioonile x kohal 2 — vastuseks 2,

* viimaks saadud piirvaartused kokku liita — [6ppvastuseks 6.
Matemaatiliselt kirjutaksime:

chi_rg(xz +x) = Jlci_rgx2 +Jlfiir%x =4+2=6.

Selle reegli kasutamisel peab siiski ettevaatlik olema: tuleb alati kontrollida, et

molema liidetava piirvaartused uksipaini eksisteerivad. Samasugune reegel kehtib
ka korrutamise jaoks, kusjuures peab olema samavorra ettevaatlik.



Piirvaartuse kdige suurem sober on aga pidevuse moiste.
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FUNKTSIOONI PIDEVUS j

Intuitiivselt on funktsioon pidev siis, kui véime tema graafiku joonistada pliiatsit
paberilt tdstmata. Aga kas saaksime ka kuidagi graafikut joonistamata teada, kas
funktsioon on pidev?

MITTE-PIDEVAD FUNKTSIOONID

4 4

ﬂ ]
=P
7

Selle jaoks peame Uritame aru saada, mida ikkagi tahendab, et me ei pea pliiatsit
paberilt tdstma.

|

Oletame, et oleme joonistanud juba funktsiooni piirkonnas naiteks nullist peaaegu
kolmeni ja tahame niid graafikut edasi paris argumendi kolm vaartuseni valja
tdmmata. Selle jaoks, et saaksime kolmele vastava punkti joonistatud pliiatsit
paberilt tdstmata, peame tema vdartusele olema pliiatsi otsaga joudnud juba vaga
lahedale, voiks isegi 6elda ,I6pmatult |ahedale”.
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Vahele ei voi jddda koige miniatuursematki auku — muidu peaksime pliiatsiga ju
teatava hippe tegema:

y ¢

0,81

k)

0,6

oat

1

02t

+ + + t —
2990 2992 2994 299 2998 3 ~ X
Toodud kirjelduses voib dra tunda jalle idee koondumisest — uurime, kuidas funkt-
siooni vadrtused muutuvad, kui jbuame argumendile 3 jarjest Idhemale. Ja tdepoo-
lest, funktsiooni pidevust saab rangelt kirja panna just piirvaartuste abil.

Funktsiooni pidevusest radgitakse alguses lokaalselt, Ghe valitud punkti Umbruses.
Funktsiooni nimetatakse mingil kohal pidevaks, kui selles punktis eksisteerib funkt-
sioonil piirvaartus ning see piirvaartus on sama, mis funktsiooni enda vaartus.

Moned sdnad voime matemaatilisemaks ja kompaktsemaks esitamiseks asendada
ka sUmbolitega.

Funktsioon f(x) on pidev kohal a, kui leidub piirvaartus limy_,, f(x) ning ta on
vordne funktsiooni vaartusega kohal f(a).

Naiteks f(x) = x?on pidev kohal 2, sest

limx? =4
xX—2
ning samas
f)=22=4

Muidugi ei ole see kellelegi uudiseks, sest teame, et ruutfunktsiooni graafikut voib
joonistada Uhe kiire pliiatsitombega, isegi markamata, kuidas kohast 2 méédume.

Ruutfunktsioon on pidev kogu reaalteljel ning Gldisemalt nimetatakse selliseid
funktsioone, mis on pidevad kdikides oma maaramispiirkonna punktides, pideva-
teks funktsioonideks.

K&ik eelmises peatikis ndhtud funktsioonid — eksponentsiaalfunktsioon, logaritm
ja polinoomid — on pidevad. Samuti on pidevad trigonomeetrilised funktsioonid.
Voib kill méelda, et tangensfunktsioon teeb ju kummalise hippe, aga see hipe ei
kuulu tema maaramispiirkonda.



V6ib mdelda, et pidevus lisab funktsioonidele teataval maaral regulaarsust, kor-
rapara ja muudab neid seega lihtsamaks: nimelt ei saa pidev funktsioon hippeid
teha, funktsiooni vaartust igal kohal on véimalik ennustada teda Umbritsevate
vaartuste abil.

Siiski voib ka pidev funktsioon vélja ndha vaga hiplik ja nditeks leidub pidevaid
funktsioone, millel ei leidu Gheski kohas tuletist [Ik 320] — neile ei saa Uheski punk-
tis tdommata puutujajoont! See avastati alles 19. sajandi |6pus ning nii monigi tahtis
matemaatik nimetas selliseid funktsioone peletisteks.

i
7\

\'

PIDEVUSE TRIKK: FUNKTSIOONIST RATSIONAALARVUDE
FUNKTSIOONINI REAALARVUDEL*

Pidevast funktsioonist voime raakida ka ratsionaalarvuliste funktsioonide korral:
sel juhul on lihtsalt kdik piirprotsessid defineeritud ainult ratsionaalarvude hulgal.

Naiteks arvude puhul defineerisime arvu astme ainult ratsionaalarvuliste astenda-
jate korral ja tulemuseks oli pidev funktsioon ratsionaalarvudel [lk 110].

Uldiselt on pideva ratsionaalarvulise funktsiooni laiendamiseks reaalarvudele véga
palju véimalusi. Voime ju iga lubatud irratsionaalarvu jaoks valida mingi suvalise
funktsiooni vaartuse.

Naiteks oleks téiesti lubatud funktsioon, mis igale ratsionaalarvule seab vastuseks
iseenda ning igale irratsionaalarvule hoopis nulli. See poleks kill eriti kena masin,
aga igati lubatud.

Samas kui nduame, et ka saadud reaalfunktsioonil sailiks pidevus, on laienduseks
tapselt Uks voimalus: kdik augud tuleb tdita funktsiooni piirvaartuste abil.

See trikk voimaldabki meil tihti alustada Uhe funktsiooni defineerimist ratsionaal-
arvudel ning alles I6pus pidevuse abil reaalarvudele Gle minna. Naiteks saime tap-
selt selle triki abil laiendada astendamise ilusaks pidevaks eksponentsiaalfunkt-
siooniks [lk 280]. Tapselt sama meetod aitab meid veel ka naiteks ristkiliku pind-
alade defineerimisel tikeldamise meetodil [k 362].
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TULETIS

Rahvaarv on riigi seisukohalt tahtis naitaja — ta mdodab modne rahva suurust ja
vagevust, meie puhul kill vist pigem vdiksust ja haavatavust. Siin on viimase poole
sajandi Eesti rahvaarvu graafik:

RAHVAARV

1600000}

1550000¢

1500 0007 \

14500001 -7 \

14000001 ,~

13500001 t—

1300 ooo--vrh-rrwrm%—rh—rﬂ—ro—-—rrhrrﬁ-ﬁﬂ-rﬁ-ﬁ-eAAsTA
EERREREEEEEEE

Rahvaarvu suurus maarab selle, kui palju riilk makse koguda saab ja kui paljude
kodanike eest on vaja hoolt kanda. Nii ei piisa meile lihtsalt rahvaarvu teadmisest,
vaid tuleb ka aru saada, kuidas rahvaarv muutub.

Kas pole poney, kuidas rahvastiku kasvamise Gleminek kahanemiseks langeb kokku
Eesti riigi taastekkimisega? Voi see, et kuigi niUdseks on rahvastiku kahanemine
aeglustunud, pole kasv siiski veel taastunud? Veel ndeme, et 1970-ndate alguses
paistab kasv olevat olnud kaige kiirem. Miks just siis?

Rahvastiku muutumisest parema Ulevaate saamiseks oleks kaval joonistada rahva-
arvu muutumise graafik. Kui soovime naha, kui mitme inimese vérra rahvaarv
aasta jooksul muutus, siis voiksime iga aasta rahvaarvust lahutada eelneva aasta
rahvaarvu.
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Kui teeme seda iga aasta kohta ja tdmbame saadud punktidest labi ilusa joone,
saame sellise graafiku:

RAHVAARVU AASTANE MUUTUS

20000}
0 o X s a ~ AASTA
o R =T S+ - oW
EEEE822888888¢8
2000012 V|22 TSRS

-40000 1 v

See graafik ongi juba peaaegu rahvaarvu kirjeldava funktsiooni tuletise graafik!
Tuletis annab meile Ghe funktsiooni muutumise kiiruse igas punktis, tdpsem defi-
nitsioon on kill pisut keerukam.

Lisakeerukus tuleneb sellest, et rahvaarvu puhul peame muutumise kiiruse leidma
mingite ajavahemike abil, nagu aasta voi kuu voi nadal - liiga [Ghikeses ajavahe-
mikus (naiteks Uks nanosekund) ei juhtu ju tihti midagi. Lisaks peame valima, kas
vaatame muutust ldhitulevikus voi Iahiminevikus. Matemaatikas juhtub aga kogu
aeg midagi ja nii kirjeldab tuletis funktsiooni vaartuse hetkelist muutumise kiirust —
muutumist, mis toimub kiiremini kui mistahes nano- voi pikosekund ja seda nii
mineviku kui tuleviku suunal.

Kaesolevas peatikis uurimegi, kuidas sellest hetkekiirusest siis ikkagi motelda ja
kuidas teda etteantud funktsioonide jaoks ka leida.

TULETISE DEFINITSIOON

Tuletis on ajast soltuva funktsiooni jaoks justkui spidomeeter — iga ajahetke kohta
naitab ta funktsiooni muutumise hetkekiirust. Aga kuidas leida spidomeetri nditu,
kui teada on ainult labitud tee pikkus?

Vastates sellele kisimusele jduame ka tuletise range definitsioonini, kdike seda
Uhe talvise loo saatel.
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TALVINE LUGU

Kujutle, et oled metsa vahel suusatades joudnud korgele mae otsa ning void niid
hakata vabakaigul alla kihutama. Sind huvitab vdga, kui suur on Su kiirus naiteks
kimnendaks sekundiks. Kuidas voiksid seda hinnata?

Uks véimalus oleks lihtsalt mo6ta, kui kaugele oled kimnendaks sekundiks jud-
nud ning kaua see aega on votnud. Jagades tee pikkuse ajaga, voiksid leida esimese
kimne sekundi keskmise kiiruse ning selle abil oma kiirust ka kimnendal sekundil
hinnata. Kogemuse pohjal aga teame, et kiirus kasvab paris hoogsalt ning ilmselt
see poleks eriti hea hinnang.

Tapsema hinnangu saaksid aga naiteks siis, kui teaksid, kui kaugele oled jéudnud
ka viiendaks sekundiks. Voiksid oma kimnenda sekundi kiirust hinnata vahemikus
viiendast kimnenda sekundini toimunud laskumise keskmise kiirusena. Kui aga
teaksid, kaugele oled joudnud Uheksandaks sekundiks, voiksid vaadata, palju labi-
sid veel viimasel sekundil, ning vastus oleks veelgi tapsem. Ja nii edasi — kui teak-
sid oma labitud tee pikkust 9,99-ndal sekundil, oleks Su vastus juba peaaegu sama
tapne nagu GPS-il. GPS-gi peab ju kiiruse kuidagi arvutama!

Leitud kiirus laheb jarjest lGhemat ajavahemikku kasutades aina tapsemaks,
ent mis on see tdpne vastus? Tapse vastuse nimi ongi tuletis ehk hetkekiirus. Kui
tahame teda leida, peame keskmise kiiruse leidma jarjest vaiksemate vahemike
jaoks ning lootma, et 16puks koorub valja ks kindel vastus.

Sellist jarjest vaiksemate vahemike uurimist nagime eelmises peatikis piirprot-
sesside all. Tuletis ongi maaratud piirprotsessiga [k 313]: tuletis teatud hetkel on
vordne keskmise kiiruse piirvaartusega, kui uuritava ajavahemiku pikkus muutub
olematult vaikeseks. Matemaatilistes sumbolites tahendab see jargmist:

labitud teepikkus vahemikus ¢ — h kuni t

Hetkekiirus ajahetkel ¢ = }zl—r}(l) ajavahemiku pikkus ehk h

KONKREETNE NAIDE

Praktikas on kill hetkekiiruse leidmine véimalik ainult juhul, kui oma liikumist juba
kuidagi matemaatiliselt kirjeldame —on ju voimatu, et leiame tee pikkuse iga nano-
sekundi tagant. Ise mootes jaame alati Iahendusteni.



Tapsuseni aitab meid aga naiteks fuUsika. Maest alla soitu véime fiisikatunni tar-
kuse abil lihtsalt matemaatiliselt kirjeldada. Nimelt kui kallak on Ghtlase nurga all,
kui hoordejou, liikumisele vastu voitleva tuulejou ja muu tihja-tahja dra unustame
ning kui alustad mde otsast nullkiirusega, siis on laskumisel labitud tee pikkus
antud ruutfunktsiooniga ajast: kujus ct?.

Konstant ¢ peaks olema konkreetne reaalarv, mis soltub gravitatsioonikonstandist
jakaldenurgast, aga lihtsuse huvides Utleme, et valisid kdige ilusama mae siin maa-
ilmas ning ¢ = 1. Sel juhul saame labitud tee pikkuse funktsiooniks s = t2 ehk néi-
teks 10 sekundit parast laskumise algust oled joudnud 100 meetri kaugusele.
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Selle valemi pohjal véime nuUd kergesti leida ka oma hetkekiiruse. Kusjuures enam
ei ole vahet, kas teeme seda ainult 10 sekundi voi iga Uldise ajahetke t jaoks. LGhi-
kese ajavahemiku pikkust kirjeldame sumboliga At, aga nagu ikka on see kokku-

leppeline.

Teame, et suvalisel ajahetkel t oleme jdudnud t2 meetri kaugusele.
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Ajahetkeks t — At oleme samas jéudnud (t — At)? kaugusele:

N

’Q:N
A

T
Dy

&
A

— 73! >t

NUUd on meil olemas kdik keskmise kiiruse leidmiseks ajavahemikus t — At kuni t:

t? — (t — At)?
At '

Edasi voime saadud valemit pisut lihtsustada. Korrutades ruudus oleva liikme lahti,
koondades sarnased liikmed ning taandades murru, saame jargmise hinnangu:

_ 2= (t—Ab)?

B At

t% — t% + 2tAt — At?
At

_ 2tAt — At?

At

= 2t — At.

Markame, et ajavahemiku pikkus At mojutab Usna selgelt meie kiiruse hinnangut.
Samas, kui muudame selle ajavahemiku jdrjest vaikesemaks, kahaneb tema moju
jarjepanu. Viimaks on ta nullist paris eristamatu ning alles jaabki ainult 2¢. Jarelikult
funktsiooni t2 muutumise hetkekiirus ehk tuletis suvalisel hetkel t on v = 2t.

Seega meie fuusikalise kirjelduse pohjal suureneb sellest ideaalsest mdest alla las-
tes laskumiskiirus iga sekundi kohta 2 m/s vorra. Seega nditeks viiendal sekundil on
kiiruseks 10 m/s ning kimnendal sekundil juba 20 m/s ehk Gle 70 km/h — kui kiirust
kardad, ara pikka laskumist ette vota.



MATEMAATILINE DEFINITSIOON

Matemaatikud ei viitsi muidugi iga kord nii pikalt sonu seada ning seega on tuletise
leidmine voimalik ka lihtsalt mdne rea simbolitega. Visates tee pikkuse ja aja ase-
mele ka tavaparasema funktsiooni nime f ning argumendi x, saame funktsiooni
y = f(x).Voime esmalt uhkelt vélja kuulutada jargmist.

Funktsiooni f (x) tuletis kohal x on defineeritud kui:

£100) = lim f(x+Ax) — f(x)
Ax— )

0 Ax

Markame, et kui lugulaulus defineerisime tuletise Uhel kohal argumendist vasakule
jaavate vahemike abil, siis nlUd nduame muutumise vahemikult Ax ainult seda, et
ta koonduks nulli. Ta voib olla nii positiivsete (tulevikku vaatav), negatiivsete (mine-
vikku vaatav) kui vaheldumisi vaartustega. Nagu hiljem ndeme, on selline Uldisus
oluline, et voiksime tuletisest Uheselt radkida.

Eelneva arutluskiigu funktsiooni y = x? tuletise leidmiseks vdiks seetdttu kom-
paktselt kirja panna ka tulevikku vaatavalt:
!

. (x + Ax)? — x2
Y = o Ax
x? + 2xAx + (Ax)? — x?
Ax—0 Ax
_ 2xAx + (Ax)?
= lim ————
Ax—0 Ax
= lim (2x + Ax)
Ax—0

= 2x.
Tore, et vastus on samal!

Igaks juhuks mainime, et tahistused f'(x)ja y’ tahendavad tapselt sama asja. Tihti
tahistatakse reaalarvulisi funktsioone y abil, sest meile meeldib ju funktsiooni
graafikuid joonistada x- ja y-telje abil. Sel juhul unustatakse tihti Gldse markida,
et argumendiks on x — seda loetakse vaikimisi teadmiseks. Vahel nimetatakse
funktsioone f(x)-ks, kuna f on ju sdna funktsioon esimene taht. Siis margitakse
segaduse valtimiseks ka dra, et funktsiooni argumendiks on ikkagi just nimelt x.
Margi ' vottis tuletise tahistamiseks alles 18. sajandi [6pus kasutusele itaallane
J. L. de Lagrange.
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TULETISE GEOMEETRILINE TOLGENDUS

Funktsiooni tuletisest saab mdelda ka funktsiooni graafikule tdmmatud puutuja-
sirgete abil. Nimelt on funktsiooni tuletis igas punktis vordne seal punktis funkt-
siooni graafikut puudutava sirge tdusuga.
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Miks see peaks nii olema? Keskmise kiiruse idee ise on juba seotud sirge tomba-
misega: selle asemel, et uurida, kuidas tee pikkus detailselt muutub, vétame aja-
vahemiku otspunktid ning Ghendame need sirgega. Selle sirge tous on siis ka selle
vahemiku keskmine kiirus.
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Tuletise leidmiseks teeme aga ajavahemiku I6pmatult vdikeseks ehk teisisénu
muudame ajavahemiku ots- ja alguspunkti samaks: nii saab sirgest puutujasirge.

Vaatame naitena veel siinusfunktsiooni graafikut, mille abil saab kirjeldada palju-
sid perioodilisi protsesse, sealhulgas naiteks ka pendli liikumist [Ik 236]. Tombame

siinusfunktsiooni graafikule lahkesti erinevaid puutujasirgeid: E
=
) =
4 » © . ©
— . . >
N 2J¢ X
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Nende puutujasirgete tousudest uut joonist tehes ndeme, et see ei paista eelmi-
sest sugugi vaga palju erinevat —ainult nihutamise vorra. Natukene malus sobrades
leiame, et saadud joonis sarnaneb vadga koosinusfunktsiooni graafikule:

A

4'0 ...
ENEIFA R
_4 ..n -

Toepoolest, tulebki valja [k 251], et siinusfunktsiooni tuletis on koosinusfunktsioon
ning koosinusfunktsiooni tuletis omakorda horisontaalteljest peegeldatud sii-
nusfunktsioon. Seega on trigonomeetrilised funktsioonid Usna eraldihoidev pere.
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EKSTREEMUMID

Graafiline motteviis aitab ka aru saada sellest, miks tuletise nullkohad on nénda
olulised. Nimelt ndeme, et tuletis on vordne nulliga tapselt kohtades, kus puutuja-
sirge on paralleelne x-teljega — ehk teisisonu kohtades, kus funktsioonil on kogu
oma Umbrusest suurem voi vaiksem vadrtus. Selliseid kohti nimetatakse ekstree-
mumiteks. Ekstreemumit, mis on mingil vaiksel alal kdige suurema vdartusega,
nimetatakse maksimumpunktiks ning madalamat punkti miinimumpunktiks.
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MAKS.iMUM

-2 MiiNiIMUM

Ekstreemumite uurimine on paris oluline, kuna tanapdeval on ikka kombeks koike
kas maksimeerida vdi minimeerida: majandusteadlased tahavad maksimeerida
kasumit, vormeli-insenerid tippkiiruseid ja 6pilased uneaega.

Kuidas see tapsemalt kdib, radgime lahendades vagagi olulist probleemi naiteks
tutipdevaks: mis nurga alt visata ratta seljast veepomme [lk 333]? Enne aga veel
midagi pisut matemaatilisemat.
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MILLAL TULETIS EKSISTEERIB?

Sissejuhatuses raakisime rahvaarvu muutumisest — see oli tuletise kontekstis pisut

eksitav, kuna rahvaarvu tapselt kirjeldavale funktsioonile ei saagi igal pool tuletist
leida.

Nimelt, tegelikult ei ole ju rahvaarvu muutumine sugugi pidev protsess, vaid toi-
mub konkreetsete juhtumite kaupa, keegi sinnib, keegi sureb. Nii meenutab
rahvaarvu graafik sissesuumitult treppi:

RAHVAARV
A
1286 5527

12865511
12865501
1286 549-
1286 5487
1236 5477

“AEG

Seega on piisavalt vaikesel ajavahemikul rahvaarvu muutus alati kas null voi abso-
luutvaartuselt vahemalt Uks — just on keegi sindinud voi surnud. Esimesel juhul
on tuletis null ning teisel juhul hoopis defineerimata. Téepoolest, kui muutu ei ole
Uheski suunas, on tuletis definitsiooni jargi null. Teisalt, kui muut on aga Ukskdik
kui vaikese ajavahemiku jaoks fikseeritud, siis ju keskmine kiirus vahemiku vahe-
nedes aina kasvab voi kahaneb ning jouabki Idpmatusse. Kui see jdi segaseks, voib
moelda naiteks puutujasirgetele — hUppepunktis muutub ta Ghe suunas hoopis ver-
tikaalseks ehk tous saab I6pmata suureks voi vdikeseks:

RAHVAARV
A
1286 55271

12865511
1286 5501
1286 549- oo
1286 5487
1236 5477

“AEG
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Seega ei kanna tuletis rahvaarvu muutuse kohta tegelikkuses eriti mingit teavet.
Teda ei saaisegiigal poolilusasti defineerida ning peame rahvaarvu uurimisel kasu-
tama ebatapsemaid hinnanguid, nagu tegime seda sissejuhatuses — peame uvurima
muutust Uhe aasta, Uhe kuu voi muu I6pliku ajavahemiku valtel.

Nii monelgi teisel funktsioonil ei saa osades kohtades tuletist leida ja tuleb vilja, et
leidub lausa funktsioone, mis on kill pidevad, aga kus ei saa Uheski kohas tuletist
leida! Need on parajad monstrumid ning mdned neist meenutavad moéningal maa-
ral fraktaalset lumehelvest, mille kohta saab lugeda juba jargmisest osast [Ik 377].

Jaisegi kui fUusikud tegelevad peaaegu alati funktsioonidega, millel tuletis leidub —
nagu naiteks juba nahtud ruutfunktsioon vai siinusfunktsioon — on oluline kisida,
millal Gldse on tuletisest moistlik rédkida. Seda jargnevalt arutamegi.

Meenutame, et defineerisime funktsiooni tuletise mingil kohal piirprotsessi kaudu.
Seega leidubki funktsiooni tuletis sellel kohal tépselt siis, kui sellel piirprotsessil
toepoolest leidub piirvaartus.

Seda tingimust veidi lahemalt uurides selgub naiteks, et iga funktsioon, millel lei-
dub mingis punktis tuletis, peaks olema tingimata sealsamas punktis ka pidev. See
oli tapselt probleem, mida kohtasime moni lehekilg tagasi rahvaarvu kirjeldavat
funktsiooni uurides — hippekohale ei saa tuletist joonistada.

Tuleb vélja, et tuletise olemasoluks ei piisa ka lihtsalt pidevusest — nditeks ei leidu
absoluutvaartuse funktsioonil y = |x| tuletist punktist 0. Ka sellest on lihtne aru
saada just geomeetriliselt. Teravikule on jallegi vdaga raske joonistada puutuja-
sirget. Paremalt poolt Idhenedes tundub, et puutujasirge peaks olema vordne
sirgega y = x, vasemalt poolt |dhenedes sirgega y =—x. Kumma peaksime
valima?

Voi hoopis mdne keskmise? Ukski sirge ei kirjelda funktsiooni muutumist Ghe-
aegselt nii negatiivses kui positiivses suunas.



Uldiselt kehtib, et kui Ghel funktsioonil leidub igas punktis tuletis, on ta konaruste
ja teraviketa. Proovi ise — ainult siis saad igasse punkti joonistada Gheselt puutuja-
sirge. Puutujasirge olemasolu aga tdhendab, et funktsioon muutub vahemalt ime-
pisikeses piirkonnas Usna lineaarselt ehk sirgjooneliselt mélemas suunas, umbes nii
nagu kerajas Maa pind tundub koduimbruses igati lame.

@
[
Ll
|
]
st

TEINE TULETIS, KOLMAS TULETIS JNE )

Tuletis on ponev, kuna oleme teatud moéttes asunud teisendama keerulisemaid
objekte kui arve.

Kui Ghel funktsioonil leidub igas punktis tuletis, siis véime tuletise votmisest moelda
kui Ghe funktsiooni teisendamisest uueks funktsiooniks: funktsioonist y = f(x)
saab tuletise votmisel uus funktsioon, mida tavaliselt tahistatakse y’ = f’'(x) ning
mille vaartus igas punktis annabki algse funktsiooni tuletise vaartuse selles punktis.

g

44 /

" 1 2 37X
1

¥(><)=2x 27
.3]

NGUd ka y" on funktsioon ning seega véime ju samamoodi uurida tema muutumist.
Kui ta muutub piisavalt kenasti, vdime votta temastki tuletise ning saada funkt-
siooni y"'. Kui nGid omakorda funktsioon y"’ on kena ning sile, vdime leida veel
kolmandagi tuletise ja nii edasi.
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Funktsioonid, millest saame palju tuletisi votta, on eriti sujuvad ja siledad. Heaks
naiteks on jalle polinoomid voi trigonomeetrilised funktsioonid siinus ja koosinus.
Nagu mainisime, muutub siinusfunktsioon tuletist vottes koosinusfunktsiooniks
ning koosinusfunktsioon x-teljest peegeldatud siinusfunktsiooniks. Nii véime tule-
tise votmist |6putult jatkata:

%
Tous=0

# .\
N B o %
11
3’/\
4.

Tavs=

5 2¢ %

A
A8
4.
4 \l a 25¢
-4 .

FuUsikas esineb teine tuletis vdga sagedasti ning tdhistab kiirendust ehk kiiruse
muutumise kiirust. Newtoni teine seadus on ju kirja pandud just kiirenduse abil:
F = ma ehk keha kiirenduse ja massi korrutis on vordne talle mojuva jouga! Tea-
des, et kiirendus on kiiruse esimene tuletis, voiksime kirjutada F = mv' ja niud,
lisades, et kiiruse enda leiame tee pikkuse tuletisena, vdiks ka kirjutada F = ms"".
FUuUsikas kasutatakse kill tihti Glakoma tahistuse asemel hoopis punkte: nditeks
F =mvningF = ms.

Nii saame naiteks pendli liikumist Usna tdpselt kirjeldada kolme funktsiooniga:
esiteks pendli kaugus nullpunktist, seejarel tuletis sellest funktsioonist ehk pendli
liilkumise kiirus ning viimaks tuletis kiirust kirjeldavast funktsioonist ehk pendli lii-
kumise kiirendus.



HOO PEALT VEEPOMMI VISKAMINE*

Oled gangsterifilmidest saanud natukene halba inspiratsiooni ja otsustad jalg-
rattalt veepomme pilduda. Mis nurga all peaksid viskeid sooritama, et veepommid
voimalikult kaugele lendaksid?
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Tanaseks on vist Usna levinud tarkus, et seisult on kdige kasulikum palli voi ka vee-
pommi visata tdpselt 45-kraadise nurga alt. Aga kuidas muutub see nurk siis, kui
soidad samal ajal ratta voi autoga voi hoopis jooksed?

Jargnevalt Uritamegi Uheaegselt leida pohjendust rahvatarkusele ning arvutada ka
valja parima nurga hoo pealt viskamiseks. Selle jaoks peame esiteks leidma olukor-
rale sobiva fuUsikalise kirjelduse, seda veidi matemaatiliselt analGisima ning siis
jareldustesse ruttama. Seejuures tahendab analGisimine siinkohal mingi optimaal-
se vaartuse leidmist ja mangu tulebki tuletis, mis vérdub nulliga just funktsiooni
maksimumpunktis.

FUUSIKALINE KIRJELDUS

Hea fuUsikalise kirjelduse aluseks on otsus, milliseid faktoreid veepommi viskel
arvesse votta ning mida eirata.
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Veepommi langemist pohjustab gravitatsioonijoud, nii et sellest me loobuda ei
saa. Tahistame gravitatsioonijoust tulenevat kiirendust tahega g. Samuti mangi-
vad kindlasti rolli jalgratta kiirus ning veepommile meie poolt antav algkiirus.
Kuna nende tapseid vaartuseid me ei tea, tahistame ratta kiirust tahega r ning palli-
viske kiirust tahega p. Viimaks on oluline muidugi otsitav viskenurk ise — tahistame
teda 6-ga.

Selline Uldkujus lahendamine véimaldab meil ka hiljem proovida, kuidas vastus sol-
tub naiteks s6idu- voi viskekiirusest.

Koike muud aga otsustame esmajoones eirata — kui veepomm on piisavalt kom-
paktne, siis tuuletakistus ei tohiks liialt suurt rolli mangida. Samuti nditeks eirame
fakti, et vise ei toimu paris maapinnalt, vaid veidi kdrgemalt.

Newtoni teise seaduse pohjal véime keha liikkumist kirjeldada temale mojuvate jou-
dude abil — ainult joudude maéjumisel muutub ka keha liikumise kiirus. Kdnealuses
olukorras on meil ainult Uks joud, gravitatsioonijoud, mis mojub vertikaalselt alla-
poole. Horisontaalselt ei moju Uhtegi joudu ning seega jaab horisontaalkiirus ka
terve lennu ajal samaks.

V6ime need kiirused ka trigonomeetriliste funktsioonide abil kirja panna:
N
|

psin©),




Horisontaalkiirus on konstantselt v, = p cos(8) + r.

Vertikaalkiirus on algselt antud v, = p sin(8), hakkab seejérel tanu gravitatsioo-
nijoule vahenema, kuni jouab nulli (kdrgeim punkt!), ning seejarel jalle suurenema,
kuni veepomm prantsatab maapinnale.

Just selle vertikaalkiiruse kirjelduse abil saame leida ka lennuaja.

Leiame esmalt lennuaja, mis kulub veepommi tdusmiseks kuni kdrgeima punktini.
Teame, et vertikaalkiiruse tuletis ehk kiirendus on Glesviskel vordne - g-ga. Seega
voime kiiruse ajahetkel t kirjutada kujus:

vy, (t) = psin(8) — gt.

Kdrgeimas punktis on vertikaalkiirus tapselt null ning saame vérrandi tdusmiseks
kulunud aja T suhtes:
0 =psin(@) — gT.

Siit voime avaldada Uleslennule kulunud aja:
T = Bsin(@)_
g

Natuke mdeldes selgub, et ka allalennule kulub tépselt sama aeg. Uks viis selles
veendumiseks on kasutada energia jadvuse seadust. Nii viske kui maandumise het-
kel peab palli koguenergia olema sama. Kuna potentsiaalne energia on neil hetke-
del vérdne ning samuti ka horisontaalne kiirus, peavad suuruselt vordsed olema ka
vertikaalsed kiirused — ainult vastupidises suunas. Seega langemisel muutub verti-
kaalkiirus sama palju nagu tdusmisel. Kuna kiiruse muudu maarab endiselt ainult
raskuskiirendus, kulub ka kiiruse muutumiseks tapselt sama aeg.

Seega peame kogu lennuaja leidmiseks korrutama tdusule kulunud aja kahega.
Tahistades kogu lennuaega lihtsalt t-ga, saamegi:

2
t= —psin(e).
g

NUUd voime horisontaalkiiruse abil leida ka viske pikkuse. Kuna horisontaalses
suunas on kiirus konstantne, peame selle jaoks lihtsalt korrutama kiiruse ning aja-
pikkuse.

Saame:
s=(pcos(@)+7r)-t

s=(pcos(0) +r) '%sin(H)

2p® . 2pr
s = 7cos(9) sin(@) + 7sm(9)_
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Kasutades siinusfunktsiooni topeltnurga valemit [lk 245] sin(28) = 2cos(6) sin(0),
saame seda veel veidi lihtsustada:

2 2pr
s = p—sin(29) + isin(@),
g g

Ikkagi pdris dudne valem! Vahemalt ndeme, millest viskepikkus soltub: viskekii-
rusest p, jalgratta kiirusest r, viskenurgast 8 ning gravitatsioonilisest kiirendusest
9. Just nagu ootasime. NUUd asume seda viskepikkust analGisima!

MATEMAATILINE ANALUUS

Eesmark on viskepikkust nurgast 8 s6ltuvalt maksimeerida.
Voime esmalt vaadata, mis juhtub mingil konkreetsel juhul.
Teame, et gravitatsiooniline kiirendus on g = 9,8 22

N

Eeldame naiteks, et veepommi viskekiirus onp = 10 ?ning rattasoidu kiirus nai-
teksr =5 ?

Sel juhul voime viskekauguse soltuvust viskenurgast kirjeldada jargmisel graafikul:

KAUGUS
\
45..
10¢
5..
VISKENURK
20° u40° 60° 80° 90°

Yy =102 stn(x) +10,2 sin(2x)
Naeme, et veepomm lendab koige kaugemale, kui viskenurk on veidi suurem kui
55°ja veidi vaiksem kui 60°.

Kui tahame aga optimaalse viskenurga leida Uldjuhul séltuvuses viskekiirusest
ning sdidukiirusest, peame lahendama ekstreemumilesande: maksimaalse kau-



guse korral on kauguse tuletis viskenurga suhtes vordne nulliga. Toepoolest, nagu
nagime, on funktsiooni maksimumis ja miinimumis puutujasirge paralleelne x-tel-
jega ja seega on tuletis null [lk 328].

Samas, sellest, et punktis on tuletis null, ei selgu kill kohe, et tegemist on maksi-
mumiga, sama hasti voiks tegemist olla ka miinimumiga. Siiski, vaadeldes eelnevat
joonist voi usaldades fuUsikalist intuitsiooni, vdime selle mure korvale jatta — konk-
reetsel juhul annab ekstreemum meile just nimelt maksimumi.

Leiame siis selle tuletise. Teame, et siinusfunktsiooni tuletis on koosinusfunkt-
sioon [lk 251] ning analoogiliselt saab naidata, et funktsiooni sin(20) tuletis on
2 cos(280). Seega saame:

2 2pr
s’ = 'p_2 cos(260) + Lcos(@)_
g g

Ekstreemumi ning sel juhul just nimelt maksimumi leidmiseks peame tuletise nul-
liks seadma ehk lahendama vorrandi:

p? 2pr
0 =—2cos(20) + —cos(H).
g g

V6ime seda vorrandit lihtsustada, korrutades molemad pooled labi likmega ﬁ:
p cos(20) + rcos(f) = 0.

NGUd on meil trigonomeetriline vorrand optimaalse viskenurga suhtes ning oleme
juba heas seisus — parameetritena on mangus ainult viskekiirused ja viskenurk. Kas
pole pisut huvitay, et gravitatsioonilise kiirenduse vaartus ei mangigi mingit rolli
ehk et Kuu peal on optimaalne tapselt sama viskenurk, mis Maa peal!

Edasi peame veidi kavaldama, et leida lahend nurga 6 suhtes.

Kasutame topeltnurga valemit [lk 245] cos(26) = 2 cos?(8) — 1 ja saame sarna-
seid liilkmeid koondades:
2p cos?(8) +rcos(8) —p = 0.

NuUUd jaab veel vaid lahendada ruutvorrand cos(6) suhtes, mille lahendame ruut-
vorrandi lahendivalemi abil [Ik 275]:

—r+/r?+ 8p?
cos(9) = I )

Maistliku vastuse annab ilmselt ainult Uks kahest lahendist. Naiteks voime
eeldada, et vise ja lilkkumine on samas suunas ning et liilkkumine on positiiv-
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ses suunas. Seega peaks viskenurk olema 0 ja 90 kraadi vahel. Kuna selles piir-
konnas on koosinusfunktsioon positiivne, peame valima ka positiivse lahendi:

-1+ /1% + 8p?
4p '

cos(0) =

See ongi Uldkujul lahend. Iga konkreetse juhu jaoks voiksime niiud siia arvud sisse
visata ning jareldusi teha.
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MIDA JARELDADA?

Jareldusi saame aga kaardistada ka Gldisemalt.

Nimelt kuna teame, et 0 ja 90 kraadi vahel on koosinusfunktsioon rangelt kaha-
nev, vdime graafikult iga koosinusfunktsiooni vadrtuse kohta leida ka nurgavaar-
tuse. Seost, mis selle annab, nimetatakse ka arkuskoosinuseks ning tahistatakse
arccos 8. Nii voiks lahendi lausa valja kirjutada:

(—r +r? + 8p2)
6 = arccos .

4p

NUUd voime selle lahendi abil koostada pildi, mis naitab, kuidas optimaalne viske-
nurk soltub viskekiirusest ning liikumiskiirusest.

MAKSIMAALSE ViSKEKAUGUSE SAAVUTAV NURK

20 85°
: .
17 80
16 3
15 75
I
3 12 0
g 26 65
W9
0 8 60°
=3
5 55°
4
3 50°
2
1

12345678910 MAZ13M45461474849202122232425
RATTA KiiRUS
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Nagu ndeme, tuleb suurte kiiruste korral toesti oma strateegiat muuta. Naiteks
kui ratta kiirus on 20 %ja viske kiirus on 5 %, siis pikima viske saavutaks umbes 77°
puhul, mis on juba paris erinev 45 kraadist. Samas vaikeste kiiruste puhul suurt
vahet pole.
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INTEGRAAL

Parast pikka talve on kdes kevad, viskad suusad nurka ja asud rattaga arkavat loo-
dust avastama. Soidad hoogsalt kodust eemale, kuid sooviksid siiski teada, kui
kaugele oled joudnud — joudu peab ju jatkuma ka naasmiseks. Sul on voimalik igal
hetkel naha ratta spidomeetri nditu ehk hetkekiirust. Kuidas saaksid leida kogu
labitud tee pikkuse?

Kui soidaksid esimesed kaks tundi muutumatu kiirusega 30 km/h, siis selle ajaga
jouaksid labida 2 - 30 = 60 kilomeetrit. Seda voib ka graafiliselt kujutada, joonis-
tades kiiruse soltuvuse ajast. Sellel graafikul on esimese kahe tunniga labitud tee
pikkus antud tapselt kiiruse ning ajatelje vahele jadva ristkiliku pindalaga:

Kii R>J<‘S M)

40

30
201
101

T 5 AWM

Tapselt Ghtlase kiirusega sdidetakse vaga harva. Tegelikult muutub Su kiirus ilmselt

peaaegu kogu aeg. Kuidas sellisel juhul leida |abitud tee pikkus?

Ka seda olukorda voime kirjeldada graafiliselt, just nii nagu enne. Tuleb ka vdlja, et
jallegi on labitud tee pikkus antud kiiruse ning ajatelje vahele jadva piirkonna pind-
alaga. Labitud tee pikkuse ehk funktsiooni graafiku alla jdava ala pindala aga annabki

integraal. )
KuR;J\S(“m/'\)
40t
30t
20t
|
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INTEGREERIMINE

Kui tuletis oli ajast soltuva funktsiooni spidomeetriks ning naitas funktsiooni het-
kelist muutumise kiirust, siis integraali tdhendus on vastupidine: integraal leiab
funktsiooni spidomeetri pohjal tema kogumuudu. Jargnevalt alustame integraali
idee selgitamisest ja loodame jouda I6puks siiski ka integraali matemaatilise defi-
nitsioonini [1k 44].

LUGULAUL

Kuna integraal ja tuletis on tihedalt seotud, alustame ka sarnase lugulauluga —
kihutad maest alla. Muidugi, nagu sissejuhatuses juba mainisime, on niidd kaes
kevad ning suuskade asemel oleme andnud Sulle hoopis ratta. Lisaks on meil see-
kord kaeparast spidomeeter ja tahame arvutada hoopis labitud tee pikkust.

Kuidas seda teha? Oskame tee pikkust kiiruse ja aja abil leida siis, kui kiirus on kons-
tantne. Sellisel juhul on ka kiiruse graafiku alla jadv kujund kenasti ristkilik ning
pindala valem Ghtib tapselt tee pikkuse leidmise valemiga: s = vt

mmyf@w@

40

30
2071
1071

; ! 5 = AEG(h)

Probleem on aga selles, et maest alla veeredes kiirus aina suureneb. Seega kim-
nendaks sekundiks labitud tee pikkuse leidmiseks ei piisa enam sellest, kui vaa-
taksime spidomeetrit nditeks alles viimasel sekundil ning kasutaksime seda kii-
rust oma labitud tee pikkuse leidmiseks. Probleemi lahendus on siiski Usna lihtne:
jagame aja [Ghikesteks vahemikeks ehk vaatame spidomeetrit Usna tihedalt.

Idee peitub selles, et vaga luhikese ajavahemiku jooksul kiirus véaga ei muutu.
Seega voime igas lUhikeses ajavahemikus labitud tee pikkuse leida Usna tapselt,
kui korrutame lihtsalt ajavahemiku pikkuse ning spidomeetrilt saadud kiiruse.
Liites seejarel kokku igas IGhikeses ajavahemikus labitud tee pikkused, saamegi
paris tapse vastuse.
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Nagu tuletisegi peatUkis — mida vaiksemad ajavahemikud votame ehk mida tihe-
damalt spidomeetrit vaatame, seda tdpsem on ka meie vastus. Seekord annab
integraal selle tapse vastuse, mida otsime — tapse tee pikkuse — ja taas kord tule-
vad matemaatiliselt mangu ka piirprotsessid [lk 308]. Nagu hiljem ndeme, on nad
seekord ainult veidi keerulisemad kirja panna.

Koike seda voib ette kujutada ka geomeetriliselt.
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Esiteks, aja lGhikesteks vahemikeks jagamine tahendab geomeetriliselt lihtsalt kii-
ruse graafiku alla jadva kujundi jagamist vdikesteks tiukkideks.

KiiR;J\s@m)
4ot
30t

2071
10t

T 5 T AEGH

Teiseks, igas vahemikus tavalise teepikkuse valemi kasutamine tdhendab, et iga
vdikese tiki pindala lahendame ristkilikukujulise tiki pindalaga.

R )
4ot
30t
201
101

; > AEG(h)

Lopuks liidame koik need pindalad kokku.

Joonist lahemalt vaadates on Usna selge, et mida vaiksemad ajavahemikud, seda
tapsem vastus. Kasutades ristkilikutega lahendamist, teeme iga vaikese pindala
arvutamisel teatava vea, aga mida vdiksem vahemik, seda vahem oma hinnangus
eksime.
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Seega kokkuvdttes, tapne labitud tee pikkus ongi kiirusfunktsiooni integraal ning
omakorda on see antud kiirusfunktsiooni alla jadva kdvertrapetsi (nii nad seda kut-
suvad...) pindalaga.

Taas kord on praktikas, spidomeetri abil tdpse tee pikkuse ehk integraali leidmine
voimatu — I6pmatult tihedalt ei ole véimalik spidomeetrit vaadata. Niipea kui meil
on kaest votta matemaatiline kirjeldus, saame aga kohe asuda integreerima.

KONKREETNE NAIDE

Tapsustame niud, et tuiskad rattaga jallegi alla meile juba tuntud ideaalsest maest.
Tuletame meelde ka tuletise peatikist, et sel juhul on Su kiirus ajas antud valemiga
v = 2t. Kuna laskumised pole vaga pikad, mdodame jalle aega sekundites.

Nagu juba markasime, véime kiiruse ja aja suhet kirjeldada graafiliselt:

N
e

— 5 3 > ¢

Nii on kahe sekundi méodudes juba saavutatud kiirus 4 m/s. Kui tahame niid leida
nende kahe sekundiga labitud tee pikkust, peame lihtsalt leidma joone alla jadva
kujundi pindala.
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Kavalpead voivad kohe ndha, et voime seda teha naiteks kolmnurga pindala vale-

mist ning saada vastuseks

2-4

Teine ning levinuim viis selle integraali leidmiseks on kasutada seost tuletise ja
integraali vahel — kuna integraal ja tuletis on teatud mottes podrdoperatsioonid,
voime integraali leidmise taandada tuletise teadmisele ning vastupidi. Sellest pike-
malt integraali ja tuletise peatikis [lk 352].

Viimaks naitame aga, kuidas integraali leida ndppudel, kiiruse graafiku alla jaavat
kujundit vaikesteks tukkideks jagades ning nende pindalasid kokku liites, ehk |Ghe-
malt — kuidas kasitsi integreerida:

Jagame oma lGhikese ajavahemiku 2 sekundit n vaikeseks vahemikuks, millest iga
pikkus on tapselt %

Vahemiki ulatub siis ajahetkest @ kuni ajahetkeni %
V/\
5..
L|,..
3.
2.
14

— R : —_—
s 5 >t
Igas selles vahemikus hindame kiirust vahemiku I1&ppkiiruse abil.
Kasutades valemit v = 2t, on meie hinnang vahemiku i |6ppkiiruse jaoks %i.

Selles vahemikus labitakse seega hinnanguliselt tee pikkus %.

Liites need vdikesed tee pikkused kokku, saame
n

n .
g 8i 8 z )
= —_— — l_
n ] nz nz .
=1 =1

See koverik on juba varem kirjeldatud [lk 50] summa mark, aga meeldetuletuseks
kirjutame summa ka pikalt valja:
8xv 8
Sn=ﬁ 1=F(1+2+---+n—1+n).
i=1



Me juba teame (naiteks aritmeetilise jada summavalemist), et

Zn:i _ n(nz— 1)’

i=1
seega

g _ 8 n(n—l)_4n—1_4 4
T2 2 T n n

|
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Meie hinnang séltub selgelt ajavahemike arvust n likme - kaudu.

Samas kui n viia ldpmatult suureks, muutub see liige imepisikeseks ning piirprotses-
sis kaob hoopis. Seega saame kogu tee pikkuseks ehk integraaliks vastuse 4. Uhikud
tuleks muidugi eraldi juurde sobitada, et saada nagu enne vastus 4 meetrit.

Integraali tihis ja matemaatiline kirjapanek

Matemaatilisemaks kirjelduseks on kunstilembesed matemaatikud integraalile
andnud ka tahise, mis on lihtsalt Uks valja venitatud s.

J

S on ta just sellepdrast, et integraal ise on [oputult paljude asjade kokkuliitmisel
justkui Uks valja venitatud summa.

Sellises kdverikus endas on aga veel Gsna vahe informatsiooni. Et teda moistlikult
kasutada, on veel vaja ara markida, mida me integreerime, mille suhtes ja kui pikas
vahemikus.
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Kui meil on antud mingi muutumist kirjeldav funktsioon f (x), siis tema integraali
vOi kogumuutust x-i suhtes vahemikus[a, b] tahistame:

fbf(x) dx.

Graafiliselt on see integraal vastavuses siis x-telje, joonte x = a ning x = b ja
funktsiooni f (x) graafiku vahele jadva piirkonna pindalaga:

¢

N\
/\%y
A Sb%(x)dx
> X

Ulaltoodud néites integreerime kiirust v(t) aja t suhtes, vahemikus ajahetkest 0
kuni ajahetkeni 2, sel juhul véime integraali kirja panna kujus:

jo 2v(t)dt.

Meie konkreetse naite korral leidsime siis jargmise integraali:

2
J 2t dt = 4.
0

KUHU JAAB DEFINITSIOON?

Aga kuhu jaab integraali matemaatiline definitsioon?

Lihtne vastus: suur osa tapsest definitsioonist jaab Ulikooli. Integraali moistlikuks
defineerimiseks tuleb olla péris hoolas.

Tuletame meelde, et integraal modtis spidomeetri pohjal tee pikkuse kogumuutu
mingis vahemikus. Tema leidmiseks jagasime vahemiku vaikesteks tukkideks
ning leidsime muudu neis vahemikes. Liites need muudud kokku, saime hinnangu
integraalile. Piirprotsessis, kus vahemikke oli aina rohkem ning nad olid aina lGhe-
mad, saimegi integraali enda.

Konkreetses naites kasutasime tee pikkuse leidmiseks Uhepikkuseid ajavahemikke
ning modtsime igas vahemikus kiirust ajavahemiku otspunkti pohjal.



Véttes sellest kdigest malli, voiksime matemaatiliselt defineerida, et integraal
tahendab just seda, et jagame ajavahemiku jarjest rohkemateks osadeks, valime
alati pisikeste ajavahemike otspunktid ning arvestame neid tee pikkuse leidmiseks.
Integraali saame piirprotsessis, kus n tormab [6pmatusse.

-
SUmbolite keelde tolkides tahendaks see, et defineeriksime: :E
b 5
[ reoax - !
“ <
1 b—a b—a
= 7111_1)1305<f(a+7) +f(a+ ZT) + ~-+f(b)).

Ent stopp! Siin teeme kaks Usna suvalist valikut. Esiteks on suvaline see, et jagame
kogu vahemiku vordseteks tukkideks. Teiseks, miks peaksime muutu hindama just
vahemiku parema otspunkti pohjal?

Uhtegi vaga head pdhjust kummakski ei ole ja see peaks juba valvsaks tegema —
kas me tegime diged valikud? Kas teised valikud annaksid ikka sama integraali?
Kas leidub moni ,6ige” valik? Kas saab kuidagi Uldisemalt integraali defineerida, nii
et ei tdpsustagi tapselt, kuidas vahemikke votame ning millise punkti neis valime?

Koik need on ponevad kiUsimused, kahjuks jadvad aga sellest raamatust juba kau-
gemale. Integraali rangeks defineerimiseks leidubki tegelikult mitu erinevat viisi
—intuitsiooni jaab aga alati samaks, selleks, mille Glalpool ka esile tdime. Kusjuures
voibolla on ka oluline lisada, et konkreetsed siin tehtud valikud pole just parimad —
neid kasutades voime integreerida ainult Usna ilusaid funktsioone, koik keerulisem
toob juba kaasa probleeme.

Viimaks, kui siiski definitsiooni puudumine teeb tdesti tuska, voib integraali defi-
neerida tuletise ja integraali vahelise seose toel. Nii teeme seda juba tuletise ja
integraali peatukis [lk 352].

INTEGRAAL JA ULDISEMAD PINDALAD j

Arutlesime, et integraalist voib moelda ka kui mingi kindla joone ja x-telje vahele
jadva ala pindalast. Tegelikult voime pisut kavaldades leida integreerimise abil ka
paljude teiste kujundite pindalad.

Uks viis kavaldada polegi nii vaga keeruline. Vaatame naiteks Ght kena valjavenita-
tud ringjoont ehk ellipsit.

347



|
<
<
o
L)
L
[
zZ

348

Kuidas integraali abil selle ellipsi pindala leida? Esiteks peame ta muidugi asetama
koordinaatteljestikule. Nagu ndeme, tekib siis tegelikult kaks kaart — Glemine ja
alumine —, mida mélemat voiksime vaadata funktsioonina x-st:

4

!

Leides Ulemise kaare integraali, saame vastuseks ellipsi Glemise osa pindala. Aga
ellips on ju kenasti simmeetriline ja nii vdime saadu lihtsalt kahega korrutada ning
saadagi kogupindala!

Uldisemalt, isegi kui kena summeetriat abiks pole, véime mdne kdvera kujundi
pindala leidmiseks jagada kujundi horisontaalteljega kaheks, leida Glemise ja alu-
mise kaare integraalid ning |16puks lahutada Ulemise kaare integraalist alumise
kaare integraali. Lahutama peame seetottu, et alumise kaare integraal annab
meile negatiivse vastuse — allpool x-telge asuv osa téhendab ju negatiivset muutu.

¢

|




See pole aga koik! Tegelikult ei ole alati loomulik jagada kujundit just ristkilikute
abil tukkideks. Naiteks ringi pindala leidmiseks voiksime ta ju jagada hoopis vaikes-
teks rongasteks ning seelabi leida ringi pindala. Sellest aga pikemalt juba pindalade
peatukis [lk 367].

Viimaks ei ole muidugi mingit pdhjust piirduda ainult pindalade ehk kahem6dtme-
liste mahtudega. Integreerimist voime kasutada ka naiteks ruumalade leidmiseks.
Osas 8 leiamegi sel viisil naiteks kera ruumala valemi [lk 375].

KUIDAS INTEGREERIB ARVUTI?

Eluliste Ulesannetega maadeldes kohtame vahel ka funktsioone, mille integreeri-
mine on paras piin. Ei saa nende integraali leida mdne kavala pindala valemiga ega
ole abi ka seosest tuletisega — me lihtsalt ei tea, millise funktsiooni tuletiseks nad
on. Nii peame maaramata integraali leidma kasitsi integreerimisega.

Paris kasitsi oleks see muidugi paras 6udus, ent 6nneks on meil tanapdeval olemas
arvutid, kes oskavad teha miljoneid vaikseid tehteid sekundis. Nii vdime eeltoodud
mooduse integraali leidmiseks — jagada piirkond paljudeks vahemikeks, leida muut
igas vahemikus ning need muudud kokku liita — arvutile selgeks teha.

Naiteks voime lasta arvutil jagada integreerimisvahemiku miljoniks vordseks osaks,
leida nende osade pikkused ning kogumuudud ja arvutadagi ldhenduse integraalile.

Muidugi saame seelabi alati natuke ebatdpse vddrtuse, ent samas voime selle eba-
tapsuse teha nii vaikseks kui vahegi soovime.
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See viis ei ole aga integraalide arvutamiseks kdige efektiivsem ning praeguseks on
valja arendatud kimneid algoritme, mis on tdpsemad, usaldusvaarsemad ja efek-

tiivsemad.
- Naiteks vdga mitmemadotmeliste ja keeruliste funktsioonide puhul osutub vahel
3 koige paremaks algoritmiks niinimetatud Monte Carlo meetod. Tutvustame seda
o lihtsa nditega: oletame, et soovime leida vaartuse integraalile
E 2
= RZ:
0
2\
2-.
151
4.-
051
: : X N N >~
05 1 15 2 25 3 - %X

Monte Carlo meetodi idee on kasutada niinimetatud geomeetrilist tdendosust:
[lk 402] kui me votaksime mdne juhusliku arvu ruudust [0; 2] x [0; 2], siis tde-
ndosus, et ta jaab funktsiooni/x graafiku alla, on tipselt vérdne graafiku alla jadva
pindala ning kogupindala suhtega.

2

2 .
15 .
1 e
051 . .
05 1 15 2 25 & X
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Edasi on meil vajalihtsalt juhuslikke arve genereerida ning seda tdendosust hinnata.
Sobivate juhuslike arvude genereerimine on aga Usna vahendudev ning samuti on
kiire ka kontrollimine, kas arv jaab funktsiooni graafiku alla. Nii saamegi Ghe Usna
efektiivse meetodiintegraalide ligikaudseks arvutamiseks. Seekord on meie vastus
seda tdpsem, mida rohkem juhuslikke arve kasutame.
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INTEGRAAL JA TULETIS

Poordoperatsioonid on matemaatikas Usna levinud. Koéige lihtsam naide tulebki
voibolla podretest endast: kui podrame oma joonist tasandil 90 kraadi paripdeva,
siis teda seejarel 9o kraadi vastupdeva keerates on ta jalle algseisus tagasi. Samuti
voime liitmisest ja lahutamisest moelda kui podrdoperatsioonidest: kui liidame
monele arvule kolm ja siis jalle lahutame, jduame algpunkti tagasi.

Teineteisele vastupidiselt kaituvad ka integraal ja tuletis. Naiteks voib mdelda,
et tuletis arvutab funktsiooni muutumise kiirust, integraal aga liidab funktsiooni
muute kokku.

Liikumise kirjeldamise korral on lugu naiteks jargmine:
e tuletis annab meile etteantud tee pikkuse abil liikumise kiiruse

* ning integraal arvutab liikumise kiiruse pdhjal omakorda labi-
tud teepikkuse.

Seega on tdesti tegemist justkui teineteise pdordoperatsioonidega. Tapne seos
integraali ja tuletise vahel on ainult veidi segasem, veidi tahelepanu vajab naiteks
madratud ja maddramata integraali eristus.

Tuletise ja integraali seos on ka praktiliselt kasulik. Uhelt poolt on kasu puhtalt
arvutuslik: voime integraalide leidmise taandada tuletise teadmisele ja vastupidi.
Teisalt annab see seos teatava mottelise aluse Usna suurele osale looduse kirjel-
damisest: selle jaoks, et kirjeldada mingi suuruse kogumuutu ehk integraali ajas,
piisab sellest, kui kirjeldame tema hetkelist muutumise kiirust ehk tuletist. Selle
lihtsa motte rakenduseks on diferentsiaalvorrandid, mis panevad aluse suurele
osale klassikalisest fiusikast. Neil me siiski pikemalt ei peatu.



(

ALGFUNKTSIOON JA MAARAMATA INTEGRAAL

)

Meenutame, et kui meile on antud piisavalt sile funktsioon, millele saame igas
punktis tuletise leida, voime tuletisest moelda kui teisendusest, mis seab (he
funktsiooniga F (x) vastavusse tema tuletise funktsiooni F'(x).

Nagu maletame, tdhendab see geomeetriliselt, et sinine graafik on kokku pandud
helerohelise graafiku puutujasirgete téusudest:

I

Al /

2 -1 7 X

F)=2x/\ 2]

NUUd voib moelda ka selle teisenduse podrdteisendusele — ehk kisida, mis juh-
tub siis, kui tahaksime hoopis alustada sinisest joonisest ja leida funktsiooni, mille
graafiku puutujatousudest moodustuks see sinine joon?

Teisisonu tahaksime leida funktsiooni, mille jaoks igas punktis kehtib F' (x) = f(x).

Iga voimalikku vastust sellele nimetatakse funktsiooni f () algfunktsiooniks ning
mitmust kasutame siin Usna asjakohaselt — voimalikke vastuseid on palju!

Toepoolest, kui F(x) on mdne funktsiooni f(x) algfunktsioon, siis on seda ka
F(x) + Ciga konstandi C jaoks. Konstandi C lisamine ju ainult nihutab funktsiooni
F(x) Ules-alla, ent ei muuda tema muutumise kiirust — puutujad jaavad paral-
leelseks. Oigupoolest tuleb vilja, et midagi muud teha ei vdigi — kdikvdimalikud
algfunktsioonid saamegi Uhteainsat Ules-alla nihutades.

353

L
-
Ll
-l
o
|
<
=
-
<
<
o
O
Ll
|
=




v - }

|_

(N1 ]

|

=)

|_

= ’ . :

—I !

<

= S
(U] ~Z X
Ll

|_

b4

NUUd funktsiooni f(x) madramata integraal kogubki kdikvaimalikud vastused ehk
teisisdnu algfunktsioonid Uhte ja samasse avaldisse F(x) + C. Siin F(x) tahistab
Uhte voimalikest algfunktsioonidest ning C suvalist konstanti. Maaramata integ-
raali tahiseks on integraali kdverik ilma Ulemise ja alumise rajata. Seega kirjutak-
sime:

ff(x) dx =F(x)+C.

[ ALGFUNKTSIOON JA MAARATUD INTEGRAAL

Algfunktsioonide abil voiksime tegelikult defineerida ka maaratud integraali.

Nimelt voiksime Gelda, et funktsiooni f (x) maaratud integraal vahemikus[a; b]on
vordne mone tema algfunktsiooni muuduga selles vahemikus. Ehk siis:

b
[ reax=r@) - Fe@,

kus jallegi F (x) on uks f (x) suvaliselt valitud algfunktsioon.

Oluline on margata, et sellest, millise algfunktsiooni me valime, vaartus ei muutu.
Toepoolest, konstant taandub ju lahutamistehtes valja. Geomeetriliselt mdeldes:
kui nihutame funktsiooni F (x) graafikut, nihutame vordselt nii tema vaartust vahe-
miku alg- kui [6pppunktis, nende vahe jaab samaks.
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INTEGREERIMINE TULETISE ABIL

Leitud seosest saame ka Usna lihtsa viisi integreerimiseks — meil on vaja lihtsalt ara
arvata vastav algfunktsioon ehk tunda tuletisi!

Toepoolest, nditeks integraali peatikis kasitletud integraali

2
j 2tdt
0

leidmiseks piisab teadmisest, et lineaarfunktsiooni 2t Gheks algfunktsiooniks on t2.
Seejarel voime kirjutada

2 2
f 2tdt = t?
0

=22-0%=4
0

V6i naiteks, kuna siinusfunktsiooni tuletiseks on koosinusfunktsioon, vdiksime kir-
jutada:
T

= sin(m) — sin(0) = 0.

fﬂcos(t) dt = sin(t)
0 0

Seda on muidugi véimalik ndha ka graafikult, teades koosinusfunktsiooni sim-
meetrilisust ja meenutades, et x-telje alla jadv pindala nditab negatiivset kogu-
muutu:

|
=1
|
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[ NEWTONI-LEIBNIZI SEOS

Newtoni-Leibnizi seoseks nimetatakse juba toodud seost funktsiooni f(x), tema
madratud integraali ning algfunktsiooni muudu vahel:

b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

See ongi koige tapsem ja kasulikum sdnastus integraali ja tuletise vahelisele seo-
sele. Selle seose alusepanijad Isaac Newton ja Gottfried Leibniz ei suutnud omava-
hel kuidagi kokku leppida, kumb on ikkagi rohkem tunnustust ara teeninud. Méle-
mad pidasid just oma panust olulisemaks ja nii nad jaidki Leibnizi surmani tilli.
Usna tuhine toli ilusa matemaatika Umber.
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Kui madratud integraal ise selle kurikuulsa seose kaudu defineerida, ei ole seda
seost muidugi vaja toestada, tegemist oleks pigem siis seaduse voi aksioomiga.

Samas ei ole ju sugugi selge, miks peaks selle seose kaudu defineeritud maaratud
integraal ikkagi olema seotud pindalade ning nende jupitamisega.

Seose olemasolus on kdige lihtsam ennast veenda geomeetriliselt. Vaatame nai-
teks Uhte ilusat pidevat funktsiooni f (x) vahemikus [0, b]ja alustame teadmisest,
et maaratud integraal

fobf(x)dx

annab meile f(x) graafiku ning x-telje vahele jdava pinnatiki pindalaga kuni punk-
tini b. Tahistame seda pindala F(b)-ga.

¢

F®)

T
I
I
I
% X

Funktsiooni F (x) tuletis punktis b tdhendab niid pindala hetkemuutu. Tuletame
meelde definitsiooni:
F(b + h)-F(b)

F'(b) = }lli_rpo h
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Geomeetriliselt voime murru lugejast seega moelda kui funktsiooni f (x) graafiku
alla jaavate pindalade vahest vastavalt punktidenib + h ja b:

4

A
| S |
il
| =&
Fe) 2 -
b &+h = X

Ehk siis parempoolse osa pindala on F(b + h) — F(b). Vaga véikese h vaartuse
jaoks on aga see pindalade vahe peaaegu nagu ristkilik. Seega kuna ristkuliku laiu-
seks on h ise, siis annab jagatis

F(b+h)—F(b)
h

meile ristkliku kérguse.

Mis aga on see kdrgus? Jooniselt ndeme, et kdrguseks on funktsiooni f vaartus b
ja b + h vahel. Kui h vaartus muuta |opmatult vdikeseks, siis saab sellest muidugi
f-ivaartus kohal bise. Nii ndemegi, et

F'(b) = }li_f}(l) F(b+ h})l — F(b) _ F(b).

Ehk teisisdnu annab pindalade pohine integraal meile kenasti Uhe algfunktsiooni
ja koik klapib.
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Ringjoonel ei ole [6ppu.

Isaac Asimov
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UMBERMOOT, PINDALA JA
RUUMALA

Alustame vdikese matisklusega teemal, mida Uldse tdhendab m&otmine. Mida me
tapselt teeme, kui igapdevaelus asju moddame?

Uks véimalus on mddtmisest mdelda kui teatavast vérdlusest mingite kokkulepi-
tud suurustega. Joonlauale voi mdodulindile on tapselt kirja pandud, mida véime
lugeda Uheks sentimeetriks ja mida Uheks meetriks, ning nende kokkulepitud nai-
dissuurustega vorreldes leiamegi oma jala- voi ninapikkuse. Sarnaselt voime kasu-
tada mootmiseks ka monda noori, mille pikkuseks teame Ght meetrit, keraamika-
plaati pindalaga sada ruutsentimeetrit voi miks mitte ka poolt liitrit vett: idee on
ikka ja jalle sama, leiame, kui palju kordi meile juba teatud suurus mingit pikkust,
pinda voi ruumala katab.

Seega on meil vaja modtmiseks monda moistlikku ,etaloni”, mille suurust tema
lihtsuse tottu teame, ja seejarel vilumust temaga hasti katta erinevaid pikkuseid
vOi pindu. Jargnevalt nditame, millised on matemaatilised ,etalonid” ja kuidas neid
kavalalt kasutada.

Pariselus kaib iga méotmisega kaasas ka teatav modteviga — oleme ise mootmisel
ebatdpsed ja ka kehad ise pole paris ideaalse kujuga. Siin peatikis tegeleme aga
matemaatikaga, kus saame kdik mdotmised absoluutse tdpsuseni viia.

MATEMAATILISED ETALONID:
SIRGLOIK, RUUT, KUUP

Umberm&ddu voi joonepikkuse mddtmiseks on meil varnast vétta suur hulk haid
moodutikke: pisikesed sirgldigud erinevate pikkustega. limselgelt piisab neist, et
mOoota iga sirgloikudest koosneva murdjoone pikkust:



Aga tegelikult ei valmista muret ka kdverjooned, kui oleme nous vaikest viga sal-
lima: nimelt jagades kdverjoone vdga pisikesteks tikkideks on iga tikk peaaegu
sirgjoon:

Sellisele Iahendamisele annab matemaatilise tahenduse integreerimine [lk 340] ja
tuleme selle juurde veel hiljem tagasi.

Pindalade leidmisel valime samuti kéige lihtsama véimalikest etalonikomplekti-
dest: erineva kiljepikkusega ruudud. Esmalt peaksime end aga veenma, et teame
iga etaloni enda pindala.
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Onneks pole see vaga keeruline: niipea kui teame, et naiteks Ghikruudu pindala on
1, voime teisi ruute vorrelda Ghikruuduga ja joonis aitab meil veenduda, et kiljepik-
kus a annab pindalaks a?:

2

3 3-3=3

1
Matemaatilise toestuse tarvis peaks muidugi olema pisut hoolikam.

* Naturaalarvuliste kiljepikkustega ruutude jaoks voime kasu-
tada joonisel toodud strateegiat.

* Naturaalarvude péérdarvude - jaoks kasutame joonisel toodud
strateegiat vastupidi: taidame Uhikruudu ruudukestega kilje-

1

pikkusega .

e Kasutades niud seda teadmist, vdime jallegi joonist jargides
leida pindala koikide ratsionaalarvuliste kiljepikkuste %jaoks.

e Viimaks peame midagi tegema ka irratsionaalarvuliste kilje-
pikkustega. Siin on tarvilik pisut teistlaadi, kuid Usna levinud
strateegia, millest kirjutame Uldisemalt funktsioonide pidevuse
all [lk 319] — idee on selles, et kui mdni reaalarvuline suurus
muutub pidevalt, siis tema maaramiseks piisab ainult ratsio-
naalarvuliste vaartuste teadmisest.
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Selle argumendi vdib aga siinjuhul kergesti ka Uksipulgi kirja
panna.

Idee on selles, et iga irratsionaalarvu a jaoks voime leida rat-
sionaalarvude jada q,, mille piirvddrtuseks on meie valitud
irratsionaalarv. Kuid iga ratsionaalarvulise kiiljepikkusega gy,
ruudu pindala me juba teame — see on q, Lépuks, kui arvud g,
koonduvad arvu a, siis nende arvude ruudud koonduvad arvu
a? mis annabki soovitud tulemuse.

Voib ka kusida: miks peaks Uhikruudu pindala olema 1? Pragmaatiline lugeja voib
siinkohal otsustada, et see tundub maistliku valikuna, ja las filosoofilisem lugeja
motleb, mis ta motleb.
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Ruumalade tarvis kasutame kuupe ning ndeme sarnaselt eelnevaga, et kuubi kilje-
pikkusega a ruumalaks on a®.

/2/

|
| 9.2.2-8
2 ]
4
-——
2
( HULKNURKADE PINDALAD

RUUT JA RISTKULIK

Motleme niiid, kuidas oma ruudukujulise jupi abil vélja nuputada ristkiliku pindala.
Kui kiljepikkused on piisavalt sdbralikud, on see lihtne: nditeks jooniselt naeme, et
kulgedega 3 ja 5 ristkiliku pindalaon3 -5 = 15 ning kUIgedegag ja % ristkoliku
pindala on %.

5
——"—

3 3-5=15
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lImselt pole raske margata, et naiteks kdik ratsionaalarvuliste kiljepikkustega rist-
kulikud on sébralikud: saame alati leida mingi imepisikese ruudu, mille abil ristkilik
ruudukestega taielikult katta. Iga kord saame tulemuseks, eta - bristkiliku pindala
ontapseltS = a-b.

Edasi peame taas kasutama ruudu kuljepikkuse leidmisel mainitud , pidevuse print-
siipi” —kui meil on mingi pidevalt muutuv reaalarvuline suurus, siis piisab sellest, kui
me teame tema vaartusi ainult ratsionaalarvulistes kohtades. Nii voimegi vaita, et
igaa - bristkiliku pindala on

S =a-b.

KOLMNURK

Kolmnurkadest on kdige lihtsam alustada tdisnurksete kolmnurkadega — neid kaks
tUkki kokku pannes saame tapselt ristkiliku:

VORDSED

\[ KOLMNURGAD
- /

b

]

a

Siit pole muidugi raske jareldada, et taisnurkse kolmnurga pindala on pool moo-
dustunud ristkiliku pindalast ehk S = az;b, kus a ja b on tema kaatetite pikkus.

Aga niid voime ju etalonina juba kasutada ka tdisnurkseid kolmnurki ja see teeb
iga teise kolmnurga pindala leidmise vaga lihtsaks: tdmbame lihtsalt kolmnurka
mone korguse ja jagame ta kaheks taisnurkseks kolmnurgaks!
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Isegi kui joonised on erinevad, ndeme, et jareldus on nii kolmnurga sisse kui kolm-
nurgast valja jadva kdrguse puhul sama — iga kolmnurga pindala on § = %, kus a
on moni kolmnurga kiljepikkus ja h tema vastastipust tommatud kdrguse pikkus.

ROOPKULIK JA TRAPETS

Roopkiliku voime jagada lihtsalt kaheks kolmnurgaks. Nii ndeme, et rodpkiliku
pindala on S = a - h, kus a on tema vaadeldav kiljepikkus ning h nende kilgede
vaheline kaugus. See tuleneb muidugi sellest, et molema kolmnurga pindala on
eelmise osa pdhjal az—h Nagu jooniselt ndeme, voime roopkiliku pindala tuletada
veel vahemalt kahel erineval moel:

V3iB KA Niii/—\

Ja trapets? Sama lugu, kasutame seniseid etalone, tdisnurkseid kolmnurki ja rist-
kilikut, ning saamegi vaikese kavaluse abil 6petaja valjakuulutatud tulemuse.

V3iB KA Nii:

o Am—




Tegelikult saame ju niUd leida ka iga viisnurga, kuusnurga voi ka kakssadanurga
pindala, kui ainult kannatust jagub: véime nad ju alati jagada Ghel voi teisel viisil
kolmnurkadeks (nii kuidas mugavam on) ja kolmnurkade pindalad kokku liita.

VA
[\

RINGI UMBERMOOT JA PINDALA

Ring on oma olemuselt Uks lihtsamaid ja ilusamaid kujundeid. Nagu nagime kuul-
sate arvude peatikis, voib teda ka mitmel moel defineerida ning temast mitmel
moel mdelda [lk g6]. Siiski, hoolimata sellest, et ring on peale vaadates ilus ja lihtne
kujund, peab temaga matemaatiliselt Umber kdima teistmoodi ja isegi pisut keeru-
lisemalt kui hulknurkadega.

Ringi Umbermodduga pole asi siiski liiga hull. Kuna  on juba defineeritud kui
Umbermoddu ja diameetri suhe (m = g), siis Umbermoodu P saabki sealt lihtsalt
avaldada:

P =mnd.
Traditsiooniliselt kirjutatakse see valja ringi raadiuse abil:
P = 2nr.
Kuidas aga leida ringi pindala?

Meie seniseid pindalade etalone on siin raskem ara kasutada — koik nad olid nurge-
lised, samas kui ringjoon on ju kenasti kaardus. Seega peame olema kavalamad.

Uks vdimalus on siiski kasutada juba teadaolevaid etalone, kuid seda koos integ-
raaliga. Tuletame meelde, et integraali abil saame Idhendada kujundite pindalasid,
jagades kujundi 6hukesteks ristkilikukujulisteks juppideks ning liites nad kokku.
Piirprotsessis, kus 6hukesi tikke on jdrjest enam, saamegi vastuseks tdpse pindala.
Sellest on meil natuke pikemalt juttu integraali peatUkis [lk 347].
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Siin kasutame vdgagi sarnast ideed, ainult loobume kujundi ristkilikuteks jagami-
sest ning jagame ta hoopis vdga paljudeks peenikesteks rongasteks paksusega h,
mis on dige sarnased juba ringidele. Nende raadiused muutuvad siis 0-ist kuni r-ini

@ @@@@ ‘

Iga vaike réngas panustab algringi pindalasse umbkaudu 2mxh, kus x on naiteks
ronga valimise ringi raadius. Toepoolest, kui paksus h on vaga vaike, siis ei pearonga
sise- ja valisraadiust eristama. Pindala leidmiseks peame seejarel liitma kokku koik
need I6pmata paljud imbermoddud ja saame

S =2nx h + -+ 2nx,h

Siin x4, ...x, moodustavad aritmeetilise jada vahega h ja seega ldahendavad
lineaarfunktsiooni. NUUd peaks meenuma, et see on jubavaga sarnane meie madara-
tud integraali kirjeldusele. Toepoolest, piirprotsessis, kus ketaste paksus h — 0,
voimegi pindala kirja panna madratud integraali abil [Ik 340]:

T
S=f2ﬂxdx.
0

Edasi jaab vaid integreerida ja leiamegi kuulsa ringi valemi:

T
1 s
S =f27rx dx = [2n§x2] =nr?—0=mnrz
0
0

Kui tahame lugu veel enam integraali ja tuletise raamistikus naha, voib moelda, et
ringi pindala muutumise kiiruse annab just tema Umbermod6t. See on Usna loomu-
lik, kuna ringi raadiust dige pisut, h vorra suurendades, muutub ringi pindala umbes
hP vorra. h oleks selles kontekstis seega ,aja parameetriks” ning kiiruse annakski
Umbermaot P.



Voib korraks ka motiskleda, kas see valem meile Uldse usutav ndib. Jargnev
joonis, kus on antud neli ruutu kiljega 1 ning ring raadiusega 1, voib veenda, et ringi
pindala vdiks tdesti olla umbes 3 kuni 4 korda (ja seega umbes i korda) suurem Ghe

ruudu pindalast.
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RUUMILISTE KUJUNDITE PINDALAD )

Lisaks kahemdotmelistele kujunditele voib meid muidugi huvitada ka mdne kolme-
modtmelise kujundi valispinna suurus.

Hulktahukate ehk igasugu erinevate risttahukate ja puramiididega, mille tahud on
hulknurksed, kaib asi Usna lihtsalt: I6ikame kujundi m66da servasid lahti ning arvu-
tame iga tahu pindala eraldi valja. Liites need koik kokku, saamegi kogu pindala.

Naiteks kolmnurkse pdhjaga piuramiidi kilgpindala leidmiseks peame kokku liitma
nelja kolmnurga pindala.

KOONUSE PINDALA

Uldiselt 1aheb kumeramate kehadega olukord keerulisemaks, aga koonuse kor-
ral aitab siiski Usna sarnane strateegia. Alustuseks vdime koonuse pinna jagada
kaheks — saame ringikujulise pohja ning teatava kujuga kilgpinna.
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Kuna ringi pindala juba oskame leida, on pohja pindala arvutamine kerge. Aga kui-
das leida selle allesjadnud koonuselise tiki pindala?

Seegi kord aitab meid veel Id6ikamine ning tasandile asetamine. Nimelt kui I6ikame
koonuse kilgpinna médda moodustajat — ehk modda suvalist koonuse tippu ja
pohja dart Ghendavat sirgldiku —lahti ja laotame tasandile, saame ilusa ringi sektori.

See sektor moodustab teatava osa suurest ringist raadiusega m, kus m on siis nii-
nimetatud koonuse moodustaja. Selle algse ringi pindala oskame jalle lihtsalt leida:

m2m.
T T
d NQ
/7
/ \

/ \
/ \
| \
I /’/\\\ l
\ W}/ -y ]

\ /’ \\\’
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Seega oleks vaja lihtsalt aru saada, kui suure osa moodustab laiali laotatud sektor
kogu ringist. Ringjoone sektori pindala suhe kogu ringi pindalasse on aga tapselt
sama kui sektori kaarepikkuse suhe kogu ringjoone Umbermdoa6tu. Kuna kogu ringi
Umbermo06t on meile teada (2mm), siis piisab lihtsalt sektori kaare pikkusest. Sek-
tori kaare pikkus on aga tapselt koonuse pohja imbermoat! Seega, kui pohja raa-
diuseks on nditeks r, siis saame pdhja Umbermodduks ja ka kaare pikkuseks 2rm.

-
N
/ \

/ \

/! \

| \

l m /”\\\ l

- A ]

\\ ’// \\\\/

Kui jagame saadud tulemused, ndeme, et sektori pindala moodustab kogu pindalast
2rm T

2mm m’

NGUd voime kilgpindala leida, korrutades saadud suhte labi suure ringi pindalaga:
— r 2 —
Skilg = Zm T = rmrm.

Liites pohja pindala:

S

— 2
pohi — re,

Voime leida ka koonuse tdispindala

S =nr?+ mmr.
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KERA PINDALA

teegiat.

rongaste pindalad osavalt kokku liita.

Kera pindala leidmiseks aga monest I6ikamisest enam tdesti ei piisa. Voite proovida
apelsinikoort maoistlikult laua peale laiali laotada, nii et Ukski koht dhus ei oleks —
lihtne see ei ole. Tuleb kasutada juba ringi pindalast tuttavat integreerimise stra-

Intuitiivselt tahaksime ka seekord pinna rongasteks jagada ning seejarel nende

Ringi pindala leidmisest on olukord pisut keerulisem, kuna réngaste pindalad ise ei

muutu enam ilusalt Uhtlaselt.

¢

\  MEIE OLUKORD

e

UHTLANE
MUUTUMINE
\ ~
= X
\ /

~——

Seega piirdume siinkohal lihtsalt kera pindala valemiga:

P = 4nr2

Kera ruumala juures anname siiski ka Ghe viisi selle pindala leidmiseks.
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MONED RUUMALAD

Laias plaanis véime ruumalade leidmisel kaituda Usna analoogiliselt pindalade
juhule: alustame kuubi ruumalast, siis leiame risttahuka ruumala, seejarel r6op-
tahuka ruumala ja nii edasi.

” A
~a
s //
V=5ph

Natuke keerulisemaks laheb pUramiidide korral, aga siiski aitab natukene kavalust
meid hadast valja.
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Naiteks toodud jooniselt ndeme, kust tuleb vahemalt ruutpiramiidi korral kurikuu-
lus Uks kolmandik: nimelt saame taita Uhikkuubi kuue vordse ruumalaga puramii-
diga, mille korgus on tapselt pool kuubi kiljest.

Koikide véimalike eripiramiidide jaoks samasuguste konstruktsioonide vdljanupu-
tamine osutub juba aegandudvaks, kuigi on ilmselt voimalik nii kaua, kuni aluspin-
naks on moni hulknurk. Jallegi on idee alustada lihtsamatest pUramiiditiUpidest
ning samm-sammult minna Uldise kuju poole — see osutub Usna pikaldaseks, kuna
peame sisuliselt iga pUramiidi kilge Ukshaaval lihtsamast keerulisemaks muutma.

Voib siiski kinnitada, et piramiidi ruumala valem jaab samaks: V = % * Speni - hy kus

Sp

gus. Seesama valem jaab kehtima ka siis, kui aluseks on hoopis ring.

shi On seekord piramiidi aluse pindala ning h tema vastastipust tommatud kor-
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Toodud valemi sarnasus kolmnurga pindala valemiga voib m&tlema panna, kas neil
kahel on mingi seos — radgime mdlemal korral ju alusest ja kdrgusest ning eesolev
kordaja paistab tapselt seoses olevat ruumimdotmete arvuga. See seos pdhineb
tegelikult vaga lihtsal méttel, mida juba ka mainisime.

Nimelt ndgime ringi pindala juures, et ringi raadiust suurendades voime moelda,
et ringi pindala kirjeldava funktsiooni tuletiseks on tema Umbermoét.

Samamoodi voime moelda, et m6dtes kolmnurga kdrgust, on kolmnurga pindala
muutumise kiiruseks tema alumise kilje pikkus. Kui aga leiame puramiidi ruumala
korgusest soltuvalt, on muutumise kiiruseks hoopis tema pohja pindala:

RUUDUS
LINEAARSELT VAIKSEM

S VAIKSEM

NUUd on lihtne veenduda, et kolmnurga aluse pikkus soltub tema kdrgusest
lineaarselt — ehk seda voib kirjeldada funktsiooni ax abil. PGramiidi pindala aga
muutub kdrguse suhtes nagu ruutfunktsioon ax?. Esimese integreerimisel saame
ette kordaja %, sest kui seame integreerimisega kaasaskaiva konstandi nulliks,

saame
[ran=3
xdx = —
2
ning teise integreerimisel leiamegi kordaja g:
3
x
2
x“dx = —.
=3

Tapsemat naidet esimesest viisist ndgime ringi pindala leidmisel, teise ndite teeme
|abi nGUd kera ruumala arvutamiseks.



KERA RUUMALA

Kera ruumala on jallegi raske leida lihtsalt nurklike etalonide abil. Peame kasutama
ringi pindala puhul abiks olnud strateegiat — integreerimist. Teisisonu lahendame
kera paljude 6hukeste ketastega, leiame nende ruumalad ning liidame nad kokku.
Piirprotsessis saame integraali, mis annabki meile koguruumala [lk 347].

Tahistame tahega x horisontaalset kaugust kera keskpunktist ning tahega y kera
pinnal asuva ringjoone raadiust tollel kaugusel. Ketta, mille valimine aar on kaugu-
sel x ning mille paksus on h, ruumala on umbkaudu h - Ty? ehk Thy?.

¢

Selle ringjoone raadiuse ¥, mis soltub x-ist ja kera raadiusest r, saame avaldada
Pythagorase teoreemi kaudu: y? = r? — x2

¢
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Neid kettaid aina vaiksema paksuse korral kokku liites saame nagu kera pindala
leidmiselgi integraali [k 340], seejuures vasemalt darelt paremale vélja joudmiseks
muutub horisontaalne kaugus x vahemikus[—7, r]. Seega v6ime ruumala kirjutada
jargmise integraalina:

T

V= fﬂ'(TZ —x?)dx,

—r

Seda oskame koolidpiku abil juba arvutada:

r

1 r
V= fn(rz —x¥)dx=m- (rzx ——x3)
3
r —r
1 1 4
= n(r3 - §r3) - n(—r3 + §r3) = §nr3.

Tulemuseks saamegi kera ruumala valemi

4
V=c=nrd
3
Huvitav on see, et sellest kera ruumala valemist saame tegelikult niUd tuletada ka
kera pindala valemi. Nimelt voiksime ju ka mdelda, et kera koosneb mitte ketas-

test, vaid hoopis sfaarilistest kihtidest:

Seega saaksime kera ruumala, kui liidaksime kokku nende sfaariliste kihtide ruum-
alad. Keskpunktist kaugusel x asuva peenikese sfaarilise kihi ruumala oleks nidd
umbes S, h, kus S, on raadiusega x kera pindala ning h siis 6hukese sfaari paksus.
Seega voiksime analoogiliselt eelnevaga kirjutada ruumala integraalina Ule nende
sfadriliste kihtide:

r
V=f5xdx,
0



See aga tdhendab tapselt, et kui vaatame kera ruumala kui funktsiooni raadiusest,
siis on kera pindala selle funktsiooni tuletis! Seega kui teame juba kera ruumala,
voime leida tema pindala, kasutades integraali ja tuletise vahelist seost.

Toepoolest, ndgime ju tuletise ja integraali vahelise seose peatikis [lk 352], et Ghe
funktsiooni f(x)integraal annab meile vastuseks Ghe niinimetatud algfunktsiooni:
funktsiooni, mille tuletis on igas punktis vordne funktsiooniga f (x).

NUUd aga, vaadates kera pindala funktsioonina raadiusest, annabki ruumala Uhe
voimaliku algfunktsiooni. Seega peame pindala leidmiseks Uhes punktis lihtsalt
leidma ruumala tuletise samas kohas. Valemites:

S=V = (gnr3)l = 4mr?.
KOCHI LUMEHELVES )

Muidugi tahaksime, et matemaatikas oleks kdik nii, nagu meie vaist seda digeks
peab. Siiski selgub, et niipea kui mdne definitsiooni rangelt matemaatiliselt kirja
paneme, alustab ta justkui oma ely, libiseb meie kae alt vilja ja korraldab midagi
Ullatavat. Tihti peame seejarel matemaatikaga paremaks [abisaamiseks oma intuit-
siooni Umber kujundama.

Kirjeldame jargnevalt Ghte kujundit, mis naibki algul pigem mdistusevastane: tal
on I6plik pindala, aga I6putu Umbermdot. Seda kujundit kutsutakse Kochi lume-
helbeks.

Kochi lumehelbe saamiseks peame labima jargmise protsessi:
e alustame vordkilgsest kolmnurgast,

e esimesel sammul jaotame iga kUlje kolmeks vordseks osaks ja
ehitame iga kilje keskmisele kolmandikule valjapoole vord-
kulgse kolmnurga,

nagu jooniselt ndha, voib nuld eristada kuut vaiksemat kolm-
nurka, millest igal on kaks valjapoole avatud kilge,

* edasi konstrueerime analoogselt eelnevaga iga valjapoole ava-
tud kilje keskele uue kolmnurga,
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* aina jatkame ja jatkame protsessi uute, vaiksemate kilgedega...
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Nagu jooniselt ndeme, tekib nii midagi lumehelbe sarnast. Kui protsessi kange-
kaelselt jatkata, ndeb tekkiva kujundi piirjoon iga suurusega luubi all vdlja umbes
Uhesugune (alati paistab, et on Uks kilg, mille keskele on konstrueeritud kolmnurk,
ja siis veel natukene vdikest mura):
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Mis voiks olla tekkiva kujundi Umbermo6t? Kui alguses on kolmnurga Ghe kilje
pikkus 1, siis pérast esimest etappi oleme kilje asendanud 4 I6iguga, millest iga-
Uhe pikkus on - ehk kokku on tema p|kkusé Igal jargmisel etapil on 4 korda rohkem
[6ike, kuid iga I0|k on 3 korda lihem ehk I6ikude kogupikkus suureneb korda.

100
Seega parast sajandat konstruktsiooni on l6ikude kogupikkus juba (g) ~ 3,1- 1012
ning protsessi Idpmatult jatkates muutub ka kujundi Umbermd6t I6pmata suureks:

4 n
i (5) ==

Lahemalt vaadeldes selgub samas, et pindala ei saa sellel kujundil vaga suur olla ja
kindlasti peab ta olema I6plik. Nimelt mahub Kochi lumehelves naiteks alati jooni-
sel toodud sinisesse ristkilikusse:

Parast moningat arvutustood selguks, et tema pindala on tapselt %g

Kui nudd jarele motleme, miks meile toodud olukord paradoksaalne tundub, siis
ilmselt on pohjus vaga lihtne: igapaevaelus me ilmselt sellist kujundit kohanud
pole, kus Umbermdot oleks I6pmatu ning pindala 16plik. Meie masinavark ei luba
lihtsalt selliseid pikkuseid moota: pariselus ei ole meil tegelikult ju kasutada 16p-
matu suurendusega luupe ning iga |6pliku suurusega luubi korral tunduks ka Kochi
lumehelbe Umbermo6t I16plik. Samuti paistab, et tanane fisika ei tahaks hasti sel-
liseid kujundeid lubada.

Siiski, matemaatikat need kaalutlused ja kitsendused ei sega — vdime sama vabalt
leida ka naiteks |dpmatu pindala ja 16pliku ruumalaga kujundeid (naiteks niinime-
tatud Gabrieli pasun) ning teisi sarnaseid veidrikke.
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PERMUTATSIOONID
JA FAKTORIAAL

[ PERMUTATSIOON

Permutatsioon on lihtsalt mingite fikseeritud objektide kindel Glesrivistus. Naiteks
on jalgpallimeeskonna tapne reastus hUmni laulmise aegu Uks véimalik pohikoos-
seisu permutatsioon. Samuti on permutatsioon nelja tinasdduri Ulesrivistus akna-
laval ning koikvoimalikud laused, mida voib moodustada kolme sénaga — mulle,
meeldib, matemaatika.

Pohiliselt huvitab meid siin peatiikis permutatsioonide arv, mida n objekti korral
tahistatakse P,. Muidugi ei ole siin objektide enda tapne olemus oluline — meil on
sama palju reastusi 10-st tinasddurist kui 10-st tdsisest kaitsevdelasest.
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PERMUTATSIOONIDE ARV

Kui palju lauseid véib moodustada kolme sonaga mulle, meeldib, matemaatika?
R66muks ja motivatsiooniks paneme nad esiteks muidugi kirja:

Mulle meeldib matemaatika.

Mulle matemaatika meeldib.

Meeldib mulle matemaatika.

Meeldib matemaatika mulle.

Matemaatika mulle meeldib.

Matemaatika meeldib mulle.

Neid lauseid on seega tapselt kuus. Eesti keel on vahva, kuna paljudes teistes keel-
tes ei oleks koik toodud kuus lausest grammatiliselt voimalikud, meil aga teatud
moondustega on.

Siiski oleks olnud ilmselt meeldivam, kui ei oleks pidanud koiki lauseid loetlema
ning oleksime voinud kohe mone valemi abil 6elda, palju erinevaid lauseid leidub.

Kuidas sellist valemit leida?

e Markame, et esimese sona valikuks on meil kolm voimalust:
mulle, meeldib v6i matemaatika.

e Kui oleme esimese sona valinud, jdab tapselt kaks voimalust
teise sona valikuks.

* Kui aga teinegi sdna on valitud, vdoime kolmanda sinna vaid
[Oppu visata.

Esimesel sammul oli meil 3 voimalust, teisel 2 ja kolmandal ainult 1 véimalus. Kuna
koik valikud on Uksteisest séltumatud, on véimalusi kokku tépselt3 -2 -1 = 6.

Oleks meil neli sona, ei oleks kdik moodustatavad laused ilmselt enam gramma-
tiliselt korrektsed, ent sarnase arutelu kaudu naeksime siiski, et moodustada on
voimalik4 -3 -2 -1 = 24 erinevat lauset.

Sama mottemustrit edasi viies ndeme, et n sona jaoks oleks lausete arv
n-(m—1)-..3:2: 1ehkteisisonu

Pb=n-n—1)-..-3-2-1
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FAKTORIAAL

Selgub, et jarjestikuste arvude korrutamine on nii mdnus ja nii tihti ettetulev tege-
vus, et sellele tasub ka paris oma tahistus anda.

Nii tahistabki 10-faktoriaal esimese kimne positiivse tdisarvu korrutist1 - 2 -...- 10
ning n-faktoriaal seega korrutist1 - 2 -...- (n — 1) - n. Kuni 19. sajandini tahistati
n-faktoriaali simboliga 1. Varsti leidis dnneks esteetilise tunnetusega prantsuse
matemaatik Christian Kramp, et tegemist ei ole teab mis kena simboliga, ning toi
kasutusele tanapédevase tahistuse: n!.

Nagu &sja lugesime, ongi n objekti permutatsioonide arv tapselt vordne n-fakto-
riaaliga ehk, kuna matemaatikud simbolitega ei priiska: P, = n!.

FAKTORIAALI KASV*

Faktoriaali juures on muljet avaldav tema kasvukiirus. Kui hakkame jarjest fakto-
riaali vdlja arvutama, oleme varsti pigis — taskuarvuti Gtleb Ules!

Juba 20!annab meile arvu 2 432 902 008 176 640 000. Kui faktoriaali meile juba
tuntud funktsioonidega vorrelda, siis faktoriaal kasvab kiiremini kui Gkskdik milline
polGnoom [lk 266] ja isegi kiiremini kui Ukskdik milline eksponentsiaalfunktsioon
[lk 280].

Eks lihtsaim viis Ulevaate saamiseks on ikka oma silmaga mond ndidet uurida. Jalgi,
kuidas kolm erinevat funktsiooni (lilla on polinoom, tumesinine eksponentsiaal-
funktsioon ning helesinine faktoriaal) kasvavad:




Faktoriaal kihutab juba Usna varakult polinoomist modda ja veidi hiliem méodub ka
eksponentsiaalfunktsioonist. Kui ainult pilt pole veel piisavalt veeney, siis voib lugeda
ka jargnevat selgitust, mis kill rangele matemaatilisele tapsusele ei pretendeeri.

Markame, et ...

1. Poltnoomiy = x1%kasvust véime mdelda jargmiselt: kui tema
argumenti (muutuja x vaartust) 2 korda suurendame, siis funkt-
sioon kasvab 210 korda.

2. Eksponentsiaalfunktsiooni y = 10* kasvust véime mdelda
jargmiselt: kui tema argumenti ehk x-i suurendada 2 korda, siis
on see vordvaarne funktsiooni ruutu téstmisega.

Kumb neist kasvab kiiremini? Motleme juhule, kui meil on argumendiks vaga suur
arv, naiteks 3°°.

Selle argumendi vaartuse kahekordistamisel suureneb polinoomfunktsioon ainult
210 korda, eksponentsiaalfunktsioon aga tervelt 3°° korda — seega kasvab ekspo-
nentsiaalfunktsioon vdhemalt selles vahemikus palju kiiremini. Kiire métisklus nai-
tab, et kUllap ta siis rebib varem voi hiljem ette.

Aga mida tahendab faktoriaali jaoks argumendi kahekordistamine?

Arvust m!saab (2m)! ja seega argumendi 3°° jaoks saame argumendi kahekordis-
tamisel algse faktoriaali3%! asemele faktoriaali (2 - 35°)!. See tahendab, et korru-
tame kokku 2 - 350 esimest naturaalarvu.

Seega faktoriaal kasvab tapselt
B%0+1)-(3°°+2)-..-(2:3°0-1)-(2-3%)

korda. See arv on aga palju suurem kui 359 — meil on kokku 3°° tegurit, millest iga

on suurem kui 3°%. Teisisénu, argumendi kahekordistamisel suureneb faktoriaal

veel mitu korda rohkem kui ruutuvétmise korral. Jallegi, varem vai hiljem rebib ta
ka eksponentsiaalfunktsioonist ette.

Niisiis peaks olema tdiesti usutay, et faktoriaal kasvab kiiremini kui eksponentsiaal-
funktsioon ja seega ka kiiremini kui polGnomiaalfunktsioon.

Jarelikult kui keegi raagib oma varade eksponentsiaalsest kasvust, tuleb muidugi
Ule kelkida ja vastata: see pole veel midagi, minu varandus kasvab faktoriaalselt!
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KOMBINATSIOONID JA
VARIATSIOONID

Kui permutatsioonid olid seotud teatud objektide jarjekorraga, siis kombinatsioo-
nid ja variatsioonid on seotud objektide valikuga.

Uks kombinatsioon on naiteks kodupeenralt sidamekaaslasele valitud kolm lille-
nuppu voi pokkerimangus jagatud viis kindlat kaarti v6i kolm &pilast, kes tahvli ees
vastama peavad.

Ehk teisisonu on Uks kombinatsioon kindla arvu objektide valik mingi kindla arvu
objektide hulgast. Kombinatsioonide puhul valime objektid valja ilma kindla jar-
jestuseta.

Variatsioonide puhul on samuti tegemist samasuguse objektide valikuga, aga sel
juhul huvitab meid ka nende jarjekord — me valime kolm opilast, kes tahvli ees vas-
tama peavad, ning anname neile lisaks ka vastamisjarjekorra.
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Variatsioonid ja kombinatsioonid on omavahel tihedalt seotud.

Variatsioonist saame kombinatsiooni siis, kui votame variatsiooni ning seejarel
unustame elementide jarjekorra. Naiteks 6petaja voib tunni jaoks valja valida kolm
jarjestikust vastajat, seejarel imber moelda ja lasta neil korraga kirjalikult vastata,
nii et jarjekorral ei ole enam tahtsust.

Kombinatsioonist saame aga variatsiooni, kui vdtame Ghe kombinatsiooni ning siis
anname valitud elementidele ka jarjekorra. Naiteks dpetaja voib valida kolm vasta-
jat ja siis anda neile vastamisjarjekorra.

KOMBINATSIOONIDE JA VARIATSIOONIDE ARV

Pokkerihaisid (kui nad tahavad olla ohtlikud haid) huvitab muidugi, kui palju leidub
erinevaid pokkerikasi Uhest pakist — see voimaldab naiteks arvutada, kui suur on
toendosus, et mdnel teisel sdbral lauas on paremad kaardid.

Kui mangid pokkerit, kus igale mangijale jagatakse viis kaarti, huvitab meid 5-kaar-
diste kombinatsioonide arv 52 kaardi hulgast. Seda arvu tahistatakse C2,. Uldise-

malt tahendabki C} voi (Z) voimaluste arvu valida n objekti hulgast k erinevat.

Naiteks leidub C2, = 2 598 960 erinevat pokkerikatt.

Variatsioonide arvu tihistatakse omakorda V. Naiteks kui tahaksime mingil
pohjusel leida koikvoimalike jarjestatud pokkerikdte arvu, siis voib arvutada:
VS, = 311 875 200.

Vaikeste arvude korral véime kdik kombinatsioonid ja variatsioonid muidugi Ules
lugeda, aga nagu nagime, on juba pokkerikate korral tegemist paris suurte arvu-
dega ning neid jdrjest lauale seades voime markamatult pdris vanaks saada.

Seega Uritame jargnevalt moelda, kuidas leida kombinatsioonide ja variatsioonide
arvu koiki véimalusi labi vaatamata.

VARIATSIOONIDE ARV

Leiame koigepealt variatsioonide arvu. Arutelu on analoogne permutatsioonide
arvu leidmisega — jarjestuse esimese kolme elemendi kindlaks maaramine ongi ju
tapselt kolme jarjestatud elemendi valjavalimine.
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Ehk siis kui meil on nditeks vaja valida 5 jarjestatud kaarti 52-st, siis valime nad Uks-
haaval, jargemdoda. Esimese valik on tapselt 52 voimalust, teise valikuks jaab siis
51voimalust, kolmanda valikuks 50, neljanda valikuks 49 ja viienda valikuks 48 voi-
malust. Kuna kdik valikud on sdltumatud, nieme, et V5, = 52 - 51 - 50 - 49 - 48,
mis annab toesti arvu 311 875 200.

Uldjuhul saame siis samasuguse arutelu abil, etV =n-(n —1) - ...- (n — k + 1).
Selle korrutise voime ka faktoriaalide abil kirja panna: murru lugejasse seame kogu
korrutise ning murru nimetaja abil taandame ara korrutise I6puosa:

!

n!
Vk=n-n-1 .. n-k+1)=—.

Tegelikult oleksime voinud variatsioonide arvu leidmiseks kasutada ka teistsugust

arutelu ja lahtuda otse permutatsioonide arvust. Nimelt n-elemendi reastamisest

(ehk Uhest permutatsioonist) voime moelda jargmiselt:

1. Koigepealt seame ritta mingid k esimest elementi ehk valime
n elemendist k elementi, arvestades ka jarjekorda, milleks ongi
variatsioon: 1.

2. Seejarel reastame sinna jarele koik Ulejadnud n — k elementi
ehk valime permutatsiooni: P,,_.

Kuna need sammud on soltumatud, on n-permutatsioonide arv kokku

b = Vnk'Pn—k

ehk
B, n!

k _ _ :
Vn N Pn_k_(n_k)!'

See annabki aga tapselt eelmise valemi, seekord koos intuitiivse selgitusega.

KOMBINATSIOONIDE ARV

Leidmaks |6petuseks kombinatsioonide arvu, tuletame meelde enne mainitud
seose kombinatsioonide ja variatsioonide vahel: igast k-variatsioonist voime teha
k-kombinatsiooni, kui elementide jarjekorra ara unustame.

k-elemendi jarjekordade arv on aga tdpselt vordne permutatsioonide arvuga k!.
Seega on iga kombinatsiooniga seotud tdpselt k! erinevat variatsiooni. Nii peame
kombinatsioonide arvu saamiseks jagama variatsioonide arvuga k! ehk



vk n!

k——:—
Cn = k! (n—k)k'

Eelmises alapeatikis leidsime, et 5 kaardi votmiseks (kui jarjekord on oluline) on
meil V3, = 52 - 5150 - 49 - 48 = 311 875 200 vdimalust.

Kui meil on 5 kaarti, siis kaartide permutatsioon nditab erinevaid voimalusi nende
kaartide jarjestamiseks, milleks on 5! = 120.

Kui jarjekord ei ole tahtis, siis kokku on kaardipakist 5 kaardi votmiseks

s V& 311875200 c
C=—2; =30 = 2598960

voimalust.
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Ei ole kindel, et midagi kindlat
pole olemas.

Blaise Pascal



392

TOENAOSUSTEOORIA
TAHENDUS JA KASUTAMINE

Téendosus tundub lihtne ja intuitiivne maiste. Uhe kindla sindmuse tdendosus
voiks tahendada tapselt seda, kui tihti see konkreetne sindmus juhtub voérreldes
teiste, temaga konkureerivate sindmustega.

Teisisonu tahaksime simbolite keeles lihtsalt defineerida:

P(stindmus §) = stindmuse S juhtumise sagedus.

See definitsioon on siiski Usna hagus, sest ta jatab vastamata pdris paljudele kisi-
mustele.

e Milliseid teisi sindmuseid me sageduse arvutamiseks arvesse
peaksime votma? Kodudues taringuga kuue viskamine ei ole ju
kuidagi seotud naiteks kaardipaki segamisega Austraalias, aga
on seotud sama taringuga kahe voi kolme viskamisega.

* Kui palju vaatlusi on vaja teha, et voiksime sindmuse sageduse
moistlikult valja arvutada? limselt Ghest vaatlusest ei piisa — sel
juhul voiks ju tdenaosus olla ainult null voi Uks. Aga kas nditeks
kolmesajast on kill?

e Mida teha sindmustega, mis voivadki juhtuda ainult maksi-
maalselt Uks kord? Tahaksime ju vorrelda toendosuseid, et Uks
vOi teine meie sdber saab presidendiks, voi isegi radkida toe-
ndosusest, et maavaline elu eksisteerib. Sageduse abil tdendo-
susest motlemine on sel juhul Usna selgelt raskendatud.

Selgub, et hoolimata nendest kisimustest on téendosus igati moistlik idee vaga
paljudes erinevates olukordades. Tema kasitlus nduab kull tdesti natuke rohkem
tapsust, kui alguses vilja pakutud idee. Jargnevalt selgitame mone loo abil, kuidas
toendosusest voiks moelda, kuidas teda voib elu kirjeldamisel rakendada ning mil-
liseid ohte molemal juhul silmas tuleks pidada.



VAIKE MUNDILUGU EHK MIDA TOENAOSUS
IKKAGI TAHENDAB?

Hans ja Grete istuvad keset metsa pimedavoitu onnis. Hans, keda pimeduses istu-
mine jarsku dra tUUtab, sUUtab salaja kaasa voetud kiiunla, votab taskust vilja
sarava muUndi ning hakkab Gretet toendosusteooriaga kiusama.

Hans: Grete, mis on tdendosus, et ma niid viskan oma mindiga kulli ja mitte kirja?

Grete: Kallis Hans, kindlasti hakkad mind niud kavaldama, aga praegu arvan kdll,
et kull ja kiri on taiesti vordvaarsed ning seega on téendosus tapselt pool.

Hans viskab sdnagi lausumata muinti, aga kohe, kui mint kdeseljale maandub,
katab ta teise kdega, nii et tulemust ei nde ei Grete ega Hans isegi.

Hans: Aga nidd, Grete, mis on tdendosus, et siin kae all varjus olev mint varjab
kulli?

Grete: Ma ei ole harjunud niimoodi tdendosusest motlema — mint on ju juba visa-
tud, nid tal kas on kull pealpool véi ei ole. Kuidas ma nii toendosusest ldse raa-
kida saan?

Hans: Aga kas sa oleksid ndus nditeks kihlveoga, kus ma annan sulle kaks Soko-
laadi, kui tegemist on kulliga, ning sina mulle Ghe, kui tegemist on kirjaga?

Grete: See tundub sinust palju lahkem kui tavaliselt. Ma oleksin nous kill. Sa tead
sama vahe kui mina, meie mdlema meelest voiks praegu mindi peal olla sama
hasti nii kull kui kiri... Seda sa vist motlesidki toendosuse all? Minu meelest on toe-
ndosus, et mint on kull, endiselt pool.

393

(%)
=)
)
Z
L
=
=
<
24
o)
o
Ll
-
(7)]
>
(%)
le)
<
z
L
O
|—




(%2)
)
=)
=
Ll
2
=
<
o
o
o
Ll
-
(%2)
)
(%]
o
1<
z
Ll
O
|_

394

Hans: Vdga hea, Grete, vdga hea.

Hans piilub niid ise miunti ja Utleb Gretele, et tegemist on kulliga, ent ei ndita seda
veel Gretele.

Hans: Mis on Sinu meelest niid tdéendosus, et mint on kull?

Grete: MUnt ise on ammu juba visatud ja niud sa ju just Utlesid, et see on kull, kui-
das ma siis saan veel tdendosusest radkida?

Hans: Aga Grete, enne Utlesin ma ka sulle, et mul Ghtegi kiiinalt ei ole, sest tahtsin
natuke aega sinuga pimedas olla.

Grete: Seega sa voiksid jalle valetada nagu enne?
Hans: Voiksin.

Grete: MUnt on visatud, ta on kas kull voi kiri, sina juba tead tulemust, Gtled mulle,
et tegemist on kulliga, ja niiud peaksin mina Utlema, mis on tdendosus, et tegemist
on kulliga. Ma ei saa enam midagi aru.

Hans: Matle, Grete, muidu kustutan kiinla jalle ara!

Grete: Ma proovin ju. Kui sa mulle kunagi ei valetaks, siis oleks tegemist kindlasti
kulliga ja tdendosus oleks seega Uks. Kui sa kogu aeg valetaksid, oleks tegelikult kiri
Ulalpool ning kulli tdendosus oleks null. Kui sa ajaksid kogu aeg taiesti suvalist juttu,
siis voiksin sinu Utlust ignoreerida ja tdenadosus oleks jalle pool. Aga...

Hans: Aga vahepeal ma ikka rdaagin tott ka. Naiteks siis, kui Gtlesin, et oleme kadu-
nud.

Grete: Jah, kahjuks voi 6nneks kill. Seega tdendosus, kas mint on kull voi mitte,
on nUudseks hoopis tdendosus, kas sa raagid tott voi mitte.

Hans: Vaga tubli, Grete. Kas sa seda tdenadosust tead?
Grete: Ei tea.
Hans: Aga kas sa saaksid seda kuidagi leida?

Grete: Kui ma oleksin kdik meie jutuajamised lindistanud ning seejarel loeksin
parast kokku, kui palju kordi sa oled valetanud ning kui palju tott raakinud, siis voik-
sin seda toenadosust vahemalt hinnata.

Hans: Grete, lindistamine ei ole ilus, Edgar korra juba proovis.

Grete: Tosi, Hans, aga mis on see tdendosus, et ka mina vahele jadaksin?



JARELNOODID

Toendosustest radkides peab olema vdga hoolikas, mis sindmuse tdendosusest
just parasjagu raagime. Iga téenaosuslik kirjeldus on tegelikult lihtsustus maail-
mast — me ei tea tapselt, mis juhtub, aga tahame seda ennustada voi kirjeldada.
Toendosusliku kirjelduse jaoks loetleme sindmused, mis juhtuda vdiksid, ning
anname neile hinnangud, kui tihti Uks voi teine neist juhtub. Need hinnangud ongi
sisuliselt niinimetatud toendosused.

Nagu ndgime, soltub nende hinnangute voi tdendosuste maaramine meie enda
teadmistest. Kui teame, et mint on sUmmeetriline, voiksime hinnata, et kulli voi
kirja viskamine on tapselt pool.

TOENAOSUS
KuLL 05
KiRi 05

Kui aga teaksime, et ta on natukene vildakas, on selle hinnangu andmine palju
raskem — peaksime ilmselt tegema enne sadu viskeid ning selle pohjal téendosust
hindama. See hinnang jaaks aga alati ligikaudseks ja peegeldaks lihtsalt meie tolle
hetke teadmist.

ViSKEiD
TSENAOSUS
™yl ? 300
200

N__SKiRi ? 100

" KULL KiRi

TOENAOSUSTEOORIA ALGUS
EHK KUIDAS VALED ARVUTUSED VIIVAD PANKROTTI

Toendosusteooria algusloo kohta on liikvel huvitav legend. Selle legendi kohaselt
ei ole tdendosusteooria aluskiviks sugugi intellektuaalne huvi, vaid hoopis kirglik
hasartmang. Nimelt hakkas paadunud ja tunnustatud hasartmangur ning ama-
toormatemaatik Chevalier de Méré (1607-1684) enda loodud reeglitega jarsku
taringumangus pidevalt kaotama.
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Probleemile lahenduse leidmiseks otsustas ta kirjutada Uhele oma heale sobrale,
kuulsale prantsuse matemaatikule ja filosoofile Blaise Pascalile (1623-1662). See
17. sajandil kirjutatud murekiri panigi praeguse arusaama kohaselt aluse toendo-
susteooria arengule.

Oma kirjas kurtis Chevalier de Méré Blaise Pascalile, et taringutepaar, mis oli talle
sisse toonud hulgaliselt raha, on niid jarsku hakanud alt vedama.

Alguparaselt oli kihlvedu jargmine: Chevalier de Méré vaitis, et ta suudab nelja vis-
kega raudselt vdhemalt korra kuue visata. Kirja autorile tundus loogiline, et sellise
kihlveoga peaks rohkem voitma kui kaotama, ning aja jooksul saadud voidud aina
sUvendasid seda uskumust. Kui alguses leidus tublisti huvitunud mangijaid, kes
olid oma kuueviskamisandes kindlad, ei jatkunud kihlvedusid siiski kuigi kauaks —
Chevalier de Méré pidevad vdidud kahandasid kiiresti nende inimeste arvu, kes
manguga soostusid.

Nii otsustas Chevalier de Méré mangureegleid muuta. NGUd vaitis ta, et suudab 24
taringupaari viskega saada vahemalt korra topeltkuued. Ta oli veendunud, et siingi
peaks kihlvedu tema kasuks olema. Ometigi hakkas aga vaene Chevalier de Méré
aina kaotama...

Kuna temagi argumendid olid ta enda meelest isna matemaatilised, laks ta oma
tusatujus nii kaugele, et kuulutas matemaatika ja pariselu vahelise suhte olema-
tuks. Nagu kohe ndaeme, matemaatika temaga siiski paris nous ei ole.



MIDA ARVAB CHEVALIER DE MERE
KIHLVEDUDEST MATEMAATIKA

Chevalier de Méré vaitis, et ta suudab:
1) visata nelja taringuga vahemalt Ghe kuue,

2) visata kahekimne nelja taringupaariga vahemalt korra topelt-
kuued.

Esimese kihlveoga oli ta rikkaks saamas, ent teisega mangis oma varanduse kar-
melt maha. Chevalier de Méré oleks nende kihlvedudega raha kokku ajanud para-
jasti siis, kui ta oleks rohkem kui pooltel kordadel suutnud oma lubatut téita.

Kuidas oleks ta vdinud ette juba aimata, kui tihti ta voidab voi kaotab?

Uks vaimalus oleks olnud leida taringuviskele tdendosuslik kirjeldus. Nimelt, ks
toendosuse tdlgendus on ju just nimelt sageduslik — tdendosus naitab, kui tihti Uks
vOi teine sindmus meie kirjelduse kohaselt pikas perspektiivis juhtub. Rohkem
kui pooltel kordadel tdhendab seega, et selle sindmuse tdendosus on suurem kui
pool.

Naeme, et armas hasartmangur pidanuks rikkaks saama parajasti siis, kui tal oleks
olnud taringuviskest tapne kirjeldus ning mélema tema lubaduse tdenaosus selles
kirjelduses oleks olnud poolest suurem.

Taringuviske tdendosuslik kirjeldamine on Usna lihtne. Nii kava kui mang on aus
(ja vaevalt et petturiga keegi taringuid viskaks!) on moistlik eeldada, mdelda voi
postuleerida, et koik taringu kiljed on vordvaarsed — on vordne voimalus, et viskel
tuleb Ukskoik milline kilgedest. Seega on koikide nende tdendosus tapselt %.

Esimese kihlveo korral on soodsaks sindmuseks see, et visatakse nelja viske jook-
sul vahemalt korra Uks kuus. Selgub, et lihtsam on aga arvutada selle sindmuse
vastandsindmuse toendosust — ehk siis sindmuse, et igal viskel visatakse Uks kuni
viis silma, tdendosust. Nimelt piisab sel juhul iga viske eraldi uurimisest ja nende
sidumisest sdltumatute sindmuste reegli abil.

— .. . . .. Lo 5 ..
T6endosus, et Uhel viskel viskame Uks kuni viis silma, on =. K&ik visked on aga oma-
vahel séltumatud ning véime nende téendosused kokku korrutada, leidmaks tde-
naosus, et me ei viska Uhtegi kuut. See on parasjagu

5555 /5\*
——————— :<g> ~ 0,482.
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Kuna vastandsindmuste téendosuste summa on ks, siis jareldame, et védhemalt
Uhe kuue viskamise tdendosus on umbes 0,518 ehk rohkem kui pool. Siit tulevad
voidud!

Ka teise kihlveo korral on lihtsam valja arvutada vastandsindmuse tdendosust —
toendosust, et igal taringupaari viskel ei saada topeltkuut. Iga sellise viske tdendo-
suson tépselt%, kuna kokku on36voimalikku paari. Seega leiame, kasutades jallegi

sOltumatute sindmuste reeglit, et mitte Uhegi kuute paari viskamise tdendosus on

35

24
(Q) ~ 0,51. See on aga rohkem kui pool! Seega on Uhe 12 silmaga taringupaari

viskamise tdendosus omakorda vahem kui pool ning selge see, et hdrra de Méré
oma rahast ilma jai.

Matemaatika igal juhul sGidi pole!

Mille vastu Chevlier de Méré siis eksis? Selle asemel, et hoolsalt arvutada (peab
tunnistama, et tol ajal ei olnud muidugi arvude 24. astme leidmine nii vdga lihtne),
uskus ta oma intuitsioonil pohinevat métteviisi. Ta arutles, et kahe kuue viskamine
kahel viskel on 6 korda vahem toendoline kui Ghe kuue viskamine Ghel viskel ja et
seega tuleb 6 korda rohkem viskeid teha, et seda kompenseerida. Kdlab isegi paris
usutavalt?

KAS MU SOBRANNAST SAAB RIIGIKOGU LIIGE
EHK TOENAOSUSTE MAARAMISE RASKUSTEST

Tore oleks vahel Toompeal teed juua. Uks véimalus selle unistuse realiseerumiseks
on see, kui parimast sobrannast saab Riigikogu liige. See ei ole sugugi kindel, aga
paris voimatu ilmselt ka mitte. Kas sellele on véimalik mingi mdistlik tdendosuslik
hinnang anda?

Selle jaoks oleks meil vaja jallegi mingit tdendosuslikku kirjeldust. Kdige lihtsam
voimalik kirjeldus tegelebki ainult I6pptulemusega: meie sdber kas saab voi ei saa
Riigikogu lilkmeks, seega on meil tapselt kaks elementi, millele tahaksime téendo-
sused kilge pookida. Lisaks peaks nende tdendosuste summa olema veel Uks —
seega sisuliselt jaab hinnata ainult Uks arv.

Kogu raskus on aga neile voimalustele tdendaosuste madramises. See ongi ju tap-
selt meie kiisimuse Umbersonastus! Kuidas neid tdendosuseid maarata?

Vordvaarsuse eeldus siin kehtivat ei paista — tundub siiski toendolisem, et sdbran-
nast ei saa Riigikogu liige. Seega pool ja pool peame ilmselt vdlja jatma.



Ka statistika ei paista kohe kaasa aitavat: meil on ju Uks konkreetne sébranna ja
temaga saame katset teha tapselt Uhe korra ja see katse saab labi alles mitme-
kUmne aasta parast!

Seega selgub, et meie matemaatiline mudel on liiga tdpne — peame seda hajusa-
maks muutma, et Gldse midagi 6elda voi ennustada.

Uks viis selle tegemiseks on sdbra unikaalsusest loobuda. Vdiksime kisida hoopis:
mis on téendosus, et moni neiu saab Riigikogu lilkkmeks? Siin voiksime kill kaik
Eesti naiskodanikud kokku arvata ja vaadata, paljud neist on saanud Riigikogu liik-
meteks, ning hinnang olekski kaes!

Aga ometi, meie sdbranna ei ole ju lihtsalt Uks tavaline eestlanna. Tal on naiteks
punane pea. Ehk mangib see olulist rolli, ehk peaksime ka seda arvesse votma? Voi
seda, et ta on vaga tark? Kuidas seda otsustada?
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Ideaalis tuleks teha statistikat! Otsustada, millised omadused (juuksevarv, haridus,
jalanumber jpt) mangivad rolli Riigikogusse valimisel ja millised ei mangi. Liiga
palju omadusi arvesse votta ei saa — muidu jouaksime jalle olukorda, kus ainult
meie sdbrannal ongi kdik need omadused. Samas, liiga vdhe omadusi arvesse vot-
tes oleksime liiga ebatapsed.

Hea tdenaosusliku kirjelduse ning sinna sobivate tdendosuste leidmine on vaga
raske. Monikord Uritatakse sellest Gle hUpata ja mitte tapsustada, mille kohta tapselt
toendosuslik kirjeldus kaib, voi jatta teatamata, kust on tdendosused ise voetud —
on nad padrit eeldustest, on nad parit mingitest andmetest, millistest andmetest
nad parit on.

Naiteks kui reklaam Utleb, et hambapasta tapab 999% bakteritest, siis mida see
tahendab? Mis on see téendosuslik kirjeldus seal taustal?

Kas see tahendab, et bakterikultuuridele pandi mitmeid kordi peale hambapastat
ning 99% juhtudest tapeti kdik bakterid? Milliseid baktereid sel juhul Uldse kasu-
tati, kas neid, mis on suus, voi suvalisi, mis ehk kannatavad vahem fluori? Millises
keskkonnas neid kasvatati? Miks see peaks Uldistuma suukeskkonnale?
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Voi akki moodeti toesti bakterite arvu suus enne hambapesu ja parast hambapesu
ning iga kord oli parast pesu alles 1% baktereid? Kas alati just tapselt 1% voi kesk-
miselt 1%?

Arv99% on ilus, aga mida ta ikkagi tdhendab?

Kuigi kdigesse maksab suhtuda optimistlikult — Uks korralik inimene ju niisama
petuaktsiooni ei korralda —, tuleb siiski olla ettevaatlik. Niipea kui 6hku tdusevad
protsendid ja tdendosused, tasub mdelda, mis on ikkagi peidus olev kirjeldus.

Ja kui tahad ikka Toompeal teed juua, on Sul ilmselt vaja rohkem kui Uhte sébran-
nat.

KES ON KORGEMA IQ-TASEMEGA
EHK JAOTUSTE VORDLEMINE

Oletame, et mingil kummalisel pohjusel tahaksime omavahel vorrelda mehi ja
naisi v&i noori ja vanu. Uldiste jarelduste tegemiseks ei piisa sel juhul mdne konk-
reetse paari tulemuste voi modtude vordlemisest. Naiteks selle jaoks, et delda,
kas mehed voi naised on pikemad, ei saa ju votta luhimat meest ja pikimat naist.
Tuleb ikka Uhte patta panna andmeid paljude meeste kohta, teise andmeid paljude
naiste kohta ning vorrelda nende padade sisusid.

Koiki andmeid Uhes pajas koondabki endas tdendosus- voi sagedusjaotus. Tihti
esitatakse neid jaotuseid graafiliselt, histogrammi abil, mis naitabki, kui sagedasti
Uks voi teine sindmus juhtus. Naiteks siin on hirmutamiseks toodud matemaatika
eksamitulemuste jaotus eraldi poiste ning tidrukute jaoks:
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Kuna jaotuste kdrvutamisel ei vordle me enam kahte arvu, vaid kahte pajatait arve,
pole see kdrvutamine ega selle pdhjal jarelduste tegemine enam sugugi nii lihtne
ja Uhene.

Naiteks oletame, et meil on kaks héimu ,tartlased” ja ,tallinlased” ning meil on
teada molema hoimu koikide liikmete [Q-testi tulemus. Hoimus ,tartlased” on20%
inimestest 1Q200ning 80% 1Q 80. Hoimus ,tallinlased” on koikidel vordselt 1Q 100.

Kumb héimudest on kdrgema |Q-tasemega?

Uhelt poolt on hdimus ,tartlased” keskmine 1Q-tase: 0,2 - 200 + 0,8 - 80 = 104
ning hdimus ,tallinlased” vaid 100. Teiselt poolt on kdik héimu ,tallinlased” liikmed
korgema 1Q-tasemega kui tervelt 80% hoimu ,tartlased” likmetest.

Selgub, et meie kisimus on liiga ebatapne: mida me Uhe hdimu kérgema 1Q-ta-
seme all silmas pidasime? Seda, et tema keskmine 1Q-tase on kdrgem? Et suurema
osa tema liikmete 1Q-tase on korgem? Et hoimu minimaalne v6i maksimaalne
|Q-tase on kdrgem? Voi et kdik need parameetrid on kérgemad? Need on kdik eri-
nevad kisimused ning vastused voivad olla vastukdivad.
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Nii ei olegi alati voimalik kdike Uheselt omavahel vorrelda ja ega vist ei maksagi
seda tingimata Uritada. Tallinn on tore ja Tartu ainult natuke toredam.

(%2
= Konkreetsel juhul oleksime ka jaotuste graafikutelt voinud ndha, et lihtne kesk-
E miste vordlus ilmselt palju ei tdhenda:
B % 7
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S 1001 400-
8 801 80T
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Tihti ongi kdige lihtsam jaotuseid vorrelda nende graafikute pohjal. Nii on lihtne
margata, kummas jaotuses on suuremad maksimumtulemused, kuhu umbes jaab
keskmine tulemus ja nii edasi. Kohe voib ka silma jaada, et mingit maistlikku vord-
lust ei saagi teha.

GEOMEETRILINE TOENAOSUS EHK KUIDAS LEIDA
TOENAOSUSE ABIL m VAARTUST

Koolipingis raagitakse ka millestki, mille nimi on geomeetriline téendosus. Geo-
meetriline tdendosus ei ole matemaatilise tdendosuse alternatiiv, tegemist on liht-
salt veel Uhe viisiga, kuidas tdenaosust tdlgendada ning mille raames ka kisimusi
esitada. Ka siin Uritame teatud sindmusi kirjeldada ja nende mahtu mdota, teeme
seda lihtsalt geomeetria abil.

Kahemodtmelises maailmas pohineb geomeetriline tdendosus pindaladel. Tolgen-
dame koike véimalikku, mis juhtuda voiks, mingi piiratud tasanditikiga ning meid
huvitavat sundmust mingi kujundiga selle tiki piires. Selle sundmuse tdenaosuse
saaksime siis tapselt, leides meid huvitava kujundi ning kogu tasanditiki pindalade
suhte.
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Seda meetodit voi tolgendust Umber poodrates voiksime naiteks leida hea Iahen-
duse m [k 9g9] vaartusele. Nimelt joonistame ruudukujulisele pérandajupile moot-
metega 1 m korda 1 m siseringjoone nii nagu joonisel ndidatud.

Sel juhul on ringjoone sisse jaav pindala % ning ruudu pindala tapselt 1.

Oletame niild, et meil 6nnestub lae alt kukutada paberitUkikesi, nii et nad kukuvad
selle ruudu raames enam-vahem Uhtlaselt juhuslikult. Kui ruut on piisavalt vaike
ning lagi piisavalt korge, peaks see Usnagi voimalik olema.

NUd, Uhelt poolt teame, et ringi ja ruudu pindalade suhe on = ning seega on ring-
. . . ~ - o Vs . ~ 4 ~ - .
joone sisse kukkumise toendosus tapselt —. Teisalt vdime seda toendosust hinnata,
niipea kui oleme kukutanud moned paberilipakad. Neid piisavalt palju kukutades
saame tegelikult vdga hea hinnangu ka m vaartusele!

Joonisel vaib seda kdike kujutada umbes nii:

Fi=L x

+ SiNiSED TUKiD

Seesama protseduur ja idee on ka aluseks Monte Carlo integreerimisele [Ik 349].
Sel juhul ei visata lihtsalt enam paberilipakaid, vaid juhuslikud punktid genereeri-
takse arvuti abil.

403

(%)
=)
)
Z
L
=
=
<
24
o)
o
Ll
-
(7)]
>
(%)
le)
<
z
L
O
|—




404

TOENAOSUS JA INTUITSIOON

Eelmises peatikis nagime, et tdendosusteooriast mdtlemine ning téendosuslike
kirjelduste ja vahendite kasutamine praktikas ei olegi alati nii lihtne, kui ainult
taringute ja mintide baasil mdelda voiks. Saame lugejat réomustada — tegelikult
on asi veel hullem! Téendosusteooria Ullatab juba enne matemaatilistesse ja filo-
soofilistesse sigavustesse piilumist.

MONTY HALLI PROBLEEM

Oletame, et oled teleméngus ning pead valima kolme ukse vahel. Uhe ukse taga
on soliidne sportauto, Ulejaanud kahe ukse taga seisab aga kurvameelne kits. Kuna
koik uksed on tapselt Uhesugused, valid ilmselt alustuseks Ghe neist ustest Usna
suvaliselt. Enne veel, kui kdike teadev mangujuht Monty Hall selle ukse lahti teeb,
avab ta kahest allesjaanud uksest veel Ghe ukse. Kusjuures ta avab just sellise, mille
taga peidab end kurvameelne kits. NUUd pakub mangujuht Sulle valiku: kas Sa soo-
viksid muuta oma ukse valikut?



Loomulik kiisimus on: kas oleks kasulik see vahetus teha?

Esimene reaktsioon voiks olla, et kui parast on kaks ust alles, siis ei ole vahet, kas
vahetada voi mitte —on ju Uhe avamata ukse taga kits ja teise taga auto ning seega
auto voitmise tdendosus tapselt pool. Sellist esmast intuitsiooni jagavad paljud,
sealjuures ka uhkete doktorikraadidega matemaatikud ja teadlased.

Siiski tuleb valja, et see intuitsioon on ekslik —tegelikult tuleb alati ust vahetada, sel
juhul on auto voitmise tdendosus tervelt kaks kolmandikku.

Toepoolest, oletame, et valisid alguses suvalise ukse. Kolmandikul juhtudel valisid
Sa kohe ukse, kus oli auto. Sellisel juhul on ukse vahetamine kahjulik — teise ava-
mata ukse taga peidab ennast kits.

Kahel kolmandikul (66,7%) juhtudest valid aga alguses ukse, mille taga seisab kits.
Kuna méngujuht avab iseseisvalt veel teisegi ukse, mille taga on kits, jadb viimase
avamata ukse taha auto. Sel juhul on vahetamine kasulik.

Seega, kui Sa mitte kunagi ust ei vahetaks, siis voidaksid alati esimesel juhul ehk
kolmandikul kordadest. Kui Sa aga alati vahetaksid ust, siis voidaksid kahel kol-
mandikul kordadest.

Segaduse valtimiseks on ilmselt kdige targem kohe alguses valja kirjutada, mis on
kogu olukorra téendosuslik kirjeldus. Seejarel jarge ajades ei saa intuitsioon meie
kulul nalja teha.

Edasiseks motlemiseks jatame jargmise kisimuse: kuidas muutuksid toendosu-
sed, kui telejuht ise ei teaks, mis uste taga on, ning avaks kogemata ukse, mille
taga on kits?

SIMPSONI PARADOKS

Jargnevalt toome tdesti sindinud loo neerukivide vastaste ravimite katsetamisest.
1980-ndatel katsetati kahte erinevat ravimit, molemat eraldi vaikeste neerukivi-
dega ja suurte neerukividega patsientidel.

Saadud tulemused voib koondada jargmisesse tabelisse, kus on toodud igas rih-
mas paranenud juhtumite protsent, sulgudes on veel lisaks kirjas tapselt, kui palju
katsealuseid Uhte voi teise rihma kuulus.

REVT WA Ravim B

Viiksed kivid 93% (81/87) 87% (234/270)
Suured kivid 73% (192/263) 69% (55/80)
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Nagu ndeme, nditavad esmapilgul tulemused, et nii vaikeste kui suurte neerukivide
korral toimib ravim A paremini. Kui jatta aga suurte ja vaikeste kivide eristamine
ara, naeksid kokku liidetud tulemused valja jargnevad:

Ravim A Ravim B |
Neerukivid 78% (273/350) 83% (289/350)

NUUd osutub paremaks hoopis ravim B! Seda on ehk raske uskuda, kontrolli parem
arvutused hoolega Ule ja veendu, et me Sulle vingerpussi ei mangi.

Selles veendunud, on muidugi maistlik kisida, kumba ravimit Sa ise eelistaksid.
Kas see, kui Sa teaksid, et sul on vdikesed neerukivid, peaks Su otsust muutma?
Paris raske otsustada!

Sellise paradoksaalse olukorra tagamaa ise ei ole vdga keeruline. Nimelt ravimi B
jaoks oli meil lihtsalt tunduvalt rohkem katseisikuid vaikeste neerukividega, kellel
on paremad ravivaljavaated ning seega ka parem paranemisprotsent. Need paljud
onnelikud patsiendid viivad ka ravimi B Uldise paranemistdendosuse Ules. Ravimi
A korral oli kUll vaikeste neerukividega patsientidel veelgi suurem paranemise toe-
naosus, kuid neid patsiente oli ise dige vahe ning seega kogu paranemisprotsenti
mojutasid eelkdige suurte neerukividega patsiendid.

See tagamaa selgitus ei anna muidugi veel head vastust sellele, milline peaks
olema dige otsus. Otsus oleneb sellest, kumba toendosuslikku kirjeldust peame
tapsemaks ja tahame rakendada. Esimeses tabelis toodud tulemused vastavad
tapsemale kirjeldusele: siin on eraldatud vaikesed ja suured neerukivid. Teine tabel
vastab Uldisemale kirjeldusele: kdiki neerukivisid kasitletakse Uhtlaselt.

Uurides neid tabeleid [dhemalt, tundub, et neerukivide suurus siiski mangib ravis ja
paranemises teatavat rolli. Seega tundub loomulik, et kui oma neerukivide suurust
teame (ja seda teadmist pole keeruline hankida), peaksime kasutama spetsiifilise-
mat kirjeldust ning valima ravimi A.

Ainus probleem voiks olla selles, et voibolla on liialt vahe katseisikuid naiteks
vaikeste neerukividega. Voibolla on saadud protsent seeldbi liiga ebatdpne? Kui
kardame seda, peaksime valima ravimi B. Nagu juba varemgi, oleme valiku ees: kas
spetsiifilisem kirjeldus ja vahem andmeid vo6i vahem spetsiifiline ja rohkem and-
meid. Tegelikult on véimalik igati ka vélja arvutada, kas ebatdpsus kaalub spetsiifi-
lisuse Ules voi mitte, siit raamatust jaab see aga valjapoole.
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Kui klassis on 36 opil
samal paeval? Enne k

Ja niid motle, mida

ast, siis kui suur on téenaosus, et kahel neist on sinnipdev
ui arvutusteni ldheme, tee oma pakkumine!

see toendosus tapselt tdhendab. Nagu oleme terves osas

rohutanud, viitab sdna téendosuse kasutamine kohe, et meil on mdottes mingi

lihtsustatud kirjeldus.

moned eeldused.

Naiteks seekord eeld
Kuigi tegelikult stnn

Lihtsustatud tahendab seda, et peame tegema ja teemegi

ame, et igal aasta pdeval on sindimise téendosus vordne.
ib nadala sees rohkem lapsi kui nadalavahetusel ning koik

kuud ei ole aasta jooksul paris Uhtlased, ndeme Uhe internetist leitud valimi graafi-
kust, et tegemist on paris moistliku eeldusega.

SUNDE

43 000 1
42 000 1
44 000 1
40000 1
39000 1
38000 1
37000 1
36000 -

35000
34000
33000

>

KUY
O V@ '? ,o'p/ 000(@ O‘,} 0@73
4’ & ok,
o3 R

407

=z
o
<
wn
—
)
-
=
<
-
(%)
)
(%)
(@)
<L
=z
wl
O
—




=z
o
)
(V)]
=
-}
l—
Z
<
-
(7)]
2
(7)]
o
>
Z
(N1 ]
O
|_

408

Teiseks, kui opilaste hulgas pole just kaksikvendasid, voime eeldada julgelt, et kdi-
kide opilaste téendosus sindida Uhel voi teisel pdeval on soltumatu.

Seega voime moelda, et veeretame lihtsalt 36 taringut, millel igal on 365 vordvaar-
set kilge. Meie kiisimus, mis tdendosusega on kahel dpilasel samal paeval stnni-
paey, on siis tdlgendatav kui kiisimus, mis tdendosusega jaab kahel taringul peale
sama kilg 365-st kiljest.

Lihtsam on leida selle sindmuse vastandsindmuse tdenaosus: tdendosus, et koik
taringud annavad erineva tulemuse.

Selle tarvis hakkame jarjepanu arvutama. Kui meil on ainult 1 tdring, siis ta annab

kindlasti eelnevatest erineva tulemuse. Kui niid veeretada jargmine taring, siis

toenaosus, et tulemus tuleb erinev, on %. Kui votta ette kolmas taring, siis juhul,

kui esimeste téringgte tulemused on erinevad, on tdendosus, et tema silmade arv
36

erineb molemast =—.
365

Nii voime jatkata kuni 36. taringuni valja ning leida tdendosuse, et kdik taringud
andsid erineva tulemuse

364 363 331 330

1365 365 365 365

~ (0,168.

Seega on vastandsindmuse toendosus, selle, et vahemalt kaks taringut 36-st
andsid sama tulemuse, tervelt 1 — 0,168 = 0,832. Teisisonu, selle kirjelduse ning
nende eelduste pohjal on toendosus, et Ghes 36 opilasega klassis on kahel inimesel
samal paeval sinnipaev, rohkem kui 0,8 ehk rohkem kui 80%! See on ikka péaris
korge!

Sama kirjeldust kasutades voib ka ndidata, et juba 23 &pilasega klassis on tdendo-
sus, et kahel dpilasel juhtub sUnnipédev tapselt samale paevale, rohkem kui pool.
Kuidas on lugu Sinu klassis? Kui see tulemus Gllatav tundub, siis Urita valja moelda,
miks see ikkagi Ullatav tundub!

Palju onne!
Kust iganes Sa ka ei alustanud, oled niiidseks jsudnud ,,Ohtudpiku” [6ppu.
Suur aitdh lugemast!



