-

P
brought to you by .. CORE

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk
provided by Theses en ligne de I'Université Toulouse Il - Paul Sabatier

i
-
It — &.-—-A;. AT )

Université

de Toulouse T H E s E

En vue de I'obtention du
DOCTORAT DE L'’UNIVERSITE DE TOULOUSE

Délivré par :
Université Toulouse Il Paul Sabatier (UT3 Paul Sabatier)

Discipline ou spécialité :
Mathématiques appliquées

Présentée et soutenue par
Fabien MONFREDA
le : 12 juillet 2013

Titre :
Etude et résolution d'équations différentielles algébriques avec applications en
génie des procédés

Ecole doctorale :
Mathématiques, Informatique et Télécommunications de Toulouse (MITT)

Unité de recherche :
UMR 5219

Directeurs de theése :
Jean-Claude YAKOUBSOHN Professeur a I'université Paul Sabatier de Toulouse
Francois LEMAIRE Maitre de conférences a |'université de Lille

Rapporteurs :
Moulay BARKATOU Professeur a I'université de Limoges
Pablo SOLERNO Professeur a I'université de Buenos Aires
Membres du jury :

Francois BOULIER Professeur a I'université de Lille
Marc GIUSTI Directeur de recherche au CNRS - LIX école Polytechnique
Jean-Marc LE LANN  Professeur a 'ENSIACET
Bruno SALVY Directeur de recherche a I'INRIA - ENS Lyon



https://core.ac.uk/display/20391281?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1




A Liam



v



Remerciements

Je remercie tres chaleureusement mes directeurs de these Jean-Claude YAKOUBSOHN et
Frangois LEMAIRE pour m’avoir permis de vivre cette expérience scientifique et humaine. Ces
trois dernieres années furent passionnantes et je n’aurais pas pu mener a bien ce projet sans
leur accompagnement. Se sentir autonome dans son travail tout en pouvant compter sur leur
expérience fut un privilege plus que confortable. Merci a Jean-Claude et a Francois pour leurs
conseils, leur disponibilité et leur écoute face a mes sempiternels doutes.

Je remercie sincérement mes rapporteurs Moulay BARKATOU et Pablo SOLERNO pour avoir
pris le temps de lire avec attention ce mémoire. La qualité de leurs rapports a apporté un appui
important a mon travail ; je leur en suis tres reconnaissant.

J’exprime toute ma gratitude a Francois BOULIER, Marc GIusTI, Jean-Marc LE LANN et
Bruno SALVY qui ont accepté de faire partie de mon jury.

Je tiens a saluer mon complice Karim ALLOULA, avec lequel j’ai pu expérimenter la méthode
de déflation sur des exemples concrets provenant du génie chimique. Que nous avons déflaté
ensemble! Un grand merci pour toutes ces heures passées a travailler, a échanger et a rire. Je
me souviendrai longtemps de nos pérégrinations londoniennes. J’adresse un clin d’ceil amical a
Jean-Pierre BELAUD mais aussi & Guillaume CHEZE pour des mots doux dont il a seul le secret.

Comme un doctorant est également un enseignant, je salue particulierement Patrick HiLD
et Guillaume avec lesquels j’ai eu le plaisir d’accompagner pendant trois ans les éleves de I'TUT
Génie Chimique Génie des Procédés dans le difficile apprentissage des mathématiques.

Un immense merci & mes camarades de I'Institut de Mathématiques de Toulouse. Je pense
tout d’abord aux courageux doctorants qui ont partagé mon bureau : Stan, Usain, Pépito,
Marion, Minh et Rémi. J’adresse une pensée particuliere a Mathieu pour nos innombrables
discussions et pour notre amour commun des oiseaux. Je pense également & nos voisines plus ou
moins éloignées : Elissar, Lien et Anne-Charline. Un deuxiéme immense merci & mes complices
Delphine et Marie-Laure.

Mes pensées affectueuses se tournent vers mes amis. Jamais ils n’ont cessé de m’encourager
tout au long de ces années. Ce soutien sans faille a été une chance ; j’espere sincérement en avoir

été digne.

J’embrasse tendrement mes parents.



vi



Table des matieéeres

Introduction 1
1 Résolution d’EDAs 5
1.1 EDAs linéaires & coefficients constants . . . . . . . . ... ... ... ... .... 5
1.1.1 Structure des solutions des EDAs linéaires . . . . . . .. ... .. ... .. 6

1.1.2  Solvabilité des EDAs linéaires a coefficients constants . . . . . . . .. .. 6
1.1.2.1 Premiercas . . . . . . . . . . . e e e 7

1.1.2.2 Deuxiéme cas : le cas régulier . . . . . . . .. .. ... ... ... 7

1.1.2.3 Troisieme cas . . . . . . . . o o e e 9

1.1.3 Un exemple de probleme régulier . . . . . . .. .. ... ... ... .. 10

1.2 Méthode des systemes augmentés . . . . . . . . ... ... 11
1.2.1 EDAs linéaires a coefficients constants . . . . . . . . .. ... ... .... 12

1.2.2 EDAS linéaires a coefficients variables . . . . . . . ... ... ... .... 14

1.2.3 EDAsnon linéaires . . . . . . . . . . .. ... 15

1.3 Méthode de Kunkel-Mehrmann . . . . . . . . . . . . . . .. .. 16
1.3.1 Motivation . . . . . . . . . . e e e 16

1.3.2 Formes canoniques généralisées . . . . . . . . . . . ... ... ... 17
1.3.3 Résolution du probleme linéaire a coefficients variables . . . . . . . .. .. 18
1.3.4 Illustration de la méthode de Kunkel-Mehrmann . . . . . .. ... .. .. 19

1.4 Méthode des projections . . . . . . . . . . L 20
1.4.1 EDAs linéaires a coefficients constants . . . . . . . ... ... ... .... 20
1.4.1.1 Indice de Kronecker égala 1 . . . ... ... ... .. .. .... 20

1.4.1.2 Exemple . . . . . . . . 22

1.4.1.3 Indices supérieurs . . . . . . . . . . . . 23

1.4.2 Cadre linéaire a coefficients variables . . . . . . . . ... ... ... .... 24

1.5 Méthode de Jacobi-Pryce . . . . . . . . . e 24
1.5.1 DMotivation . . . . . . . . . . e e 24
1.5.2 Probleme initial . . . . . . . . ... 25
1.5.3 Probleme dual . . . . . . . . .. 25
1.5.4 Résolution du probleme initial . . . . . ... ... ... ... ... ..., 26
1.5.5 Illustration avec le pendule simple . . . . . .. .. .. ... ... ..... 27

1.6 Méthode de Rabier-Rheinboldt . . . . . . . . . . . . . . . .. .. . ... ..., 29
1.6.1 Méthode globale de réduction - EDAs quasi-linéaires . . . . . . ... ... 29
1.6.2 Indice géométrique . . . . . . . . . ... 30
1.6.3 Ilustration . . . . . . . . . . . e e 30

1.7 Elimination différentielle . . . . . . . . . . 31
1.7.1 Contexte . . . . . . . . e 31
1.7.2  Algorithme de Rosenfeld-Grobner illustré . . . . . . . ... ... .. ... 32

vil



TABLE DES MATIERES

1.8 Autres méthodes . . . . . . . . .. 35
2 Meéthode de réduction de 1’indice par déflation 37
2.1 EDAs linéaires a coefficients constants . . . . . . ... ... ... ... ...... 37
2.1.1 Mécanisme de déflation . . . . . ... ..o 37
2.1.2  Algorithme de déflation . . . . . . ... ... ..o oL 39
2.1.3 Propriétés de lalgorithme . . . . . . . .. ..o Lo 41
2.1.3.1 Transmission de la régularité . . . . . ... ... ... ... ... 41

2.1.3.2 Invariance durang . . . . . . . .. ... 41

2.1.3.3 Réduction de I'indice . . . . . ... ... ... ... .. ..... 42

2.1.3.4 Borne du nombre d’étapes de la méthode . . . . . . .. ... .. 47

2.1.4 Solution du probleme linéaire a coefficients constants . . . . . . .. .. .. 48

2.1.5 Exemples . . . . . .. 48

2.2 EDAs linéaires a coefficients variables . . . . . . .. ... ... ... .. ..... 52
2.2.1 Meécanisme de déflation . . . . . ... ... L 52
2.2.2  Algorithme de déflation . . . . . . . . ... ... oL 53
2.2.3 Solution du probleme linéaire a coefficients variables . . . . . . .. .. .. 55
224 Exemple . . . . .. 55

2.3 EDAs quasi-linéaires . . . . . . . .. L 58
2.3.1 Mécanisme de déflation . . . . . .. ..o 58
2.3.2  Algorithme de déflation . . . . . . ... ... oL 59
2.3.3 Application aux probléemes mécaniques . . . . . . .. ... ... 61
2.3.3.1 Pendule en dimension 2 . . . . . .. ... ... ... ... 61

2.3.3.1.1  Modélisation et résolution formelle . . . . . . . ... .. 61

2.3.3.1.2 Coordonnées polaires . . . . . . .. .. .. ... .... 65

2.3.3.1.3  Résolution numérique . . . . . . .. ... ... 65

2.3.3.2 Pendule en dimension 3 . . . . . . ... ... ... 68

2.3.3.2.1 Résolution formelle . . ... ... ... ... ...... 68

2.3.3.2.2 Coordonnées sphériques . . . . . . . . .. ... ... .. 69

2.3.3.2.3 Résolution numérique . . . . . . .. ... 69

2.3.3.3 Problemes multi-corps et pendule en dimension n . . . . . . .. 71

2.3.4 Caractére géométrique . . . . . . . . . ..o 77
2.3.4.1 Coordonnées sphériques . . . . . . .. ... ... ... ... .. 7

2.3.4.2 Lagrangien en coordonnées sphériques . . . . . . .. .. .. ... 7

2.3.4.3 Equations fournies par la méthode de déflation . . . . . . . . .. 80

3 Application a la résolution de modeles de distillation de Rayleigh 85
3.1 Présentation . . . . . . . . .. e e 86
3.2 Notations . . . . . . . . e e e 87
3.2.1 Schéma de déflation . . . . . . . . . ... ... 87

3.2.2 Nomenclature métier . . . . . . . . . . . ... 88
3.2.3 Nomenclature des sous-expressions communes . . . . . . . . . . . . . . .. 89

3.3 Distillation de Rayleigh non réactive . . . . . . . ... ... .. ... ....... 92
3.3.1 Phases liquide et vapeur idéales . . . . . . . .. . ... ... ... ... 92
3.3.1.1 Régime monophasique . . . . . .. .. ... 92

3.3.1.2 Régime diphasique . . . . . .. ... oo 96

3.3.2 Phase liquide non idéale et phase vapeur idéale . . . . . . . ... ... .. 100
3.3.2.1 Régime monophasique . . . . . .. ... Lo 101

3.3.2.2 Régime diphasique . . . . . . ... Lo o oo 101

3.3.3 Transition entre les régimes monophasique et diphasique . . . . . . . . .. 105

viii



TABLE DES MATIERES

3.4 Distillation de Rayleigh réactive . . . . . . . .. .. .. . o L. 105
3.4.1 Réactions chimiques controlées par la cinétique . . . . . . . . ... .. .. 105

3.4.1.1 Phases liquide et vapeur idéales . . . . . . .. ... . ... ... 106

3.4.1.2 Phase liquide non idéale et phase vapeur idéale . . . . . . . . .. 112

3.4.2 Réactions chimiques instantanément équilibrées . . . . . . . . . . ... .. 116

3.4.2.1 Phases liquide et vapeur idéales . . . . ... .. ... ... ... 117

3.4.2.2 Phase liquide non idéale et phase vapeur idéale . . . . . . . . .. 124

3.5 Quelques remarques . . ... L.l 129
3.5.1 Sommation des fractions molaires dans la phase liquide . . .. .. .. .. 129

3.5.2 Détermination initiale du débit vapeur V. . . . . .. .o oo 130

A Pendule 133
Al Dimension 2. . . . . . . . e 133
A2 Dimension 3. . . . . . .. e 136
Conclusion 141

X



TABLE DES MATIERES




Introduction

Les équations différentielles algébriques (EDAS en abrégé) sont des équations faisant inter-
venir un vecteur inconnu X ainsi que sa dérivée X, ot la notation X désigne la dérivée de X
par rapport & une variable indépendante ¢ (qui désigne le plus souvent le temps). Ces équations
sont du type

FC&X)zQ (1)

ou la fonction F' est une donnée du probleme. Le terme algébrique indique que des équations
du type 0 = G(X) peuvent intervenir dans (1). Ces équations algébriques peuvent apparaitre
explicitement dans le systeme étudié, ou bien de maniere implicite. Les équations différentielles
ordinaires (EDOs en abrégé) sont des EDAs particulieres, pour lesquelles il est possible de passer
de la forme générale (1) a la forme

X = f(X), (2)

ou f est une fonction continue. Le passage entre (1) et (2) s’effectue lorsque la différentielle de
F' par rapport a X est une matrice inversible. Dans cette these, nous nous concentrons sur le
cas ou la différentielle de F' par rapport a X est singuliere.

Dans la plupart des ouvrages consacrés aux EDAs (par exemple [10], [28] ou encore [51]),
I'aptitude de ces dernieres a modéliser de nombreux phénomenes physiques ou chimiques est
largement soulignée. Dans cette these, les EDAs modélisent plus particulierement des systemes
étudiés en génie des procédés : la distillation de Rayleigh et la distillation de Rayleigh réactive.
Par ailleurs, la modélisation de phénomenes physiques ne conduit pas nécessairement a 1’ob-
tention d’EDOs. En effet, un probleme physique peut étre modélisé dans différents systemes de
coordonnées (par exemple, un systéme de coordonnées sphériques ou cartésiennes) ; ces diverses
configurations peuvent engendrer des EDOs ou des EDAs, comme dans le cadre du pendule
simple. En dimension d’espace n = 2, les équations modélisant le mouvement d’un pendule
simple, exprimées dans les coordonnées cartésiennes (z,y), forment 'EDA du second ordre

T=-Az
y=9—-X\y (3)
0=a+y* -1,

ou g désigne l'accélération de la pesanteur (g ~ 9 81 m.s‘z) et A (qui est une fonction de t)
désigne le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte 0 = z% + y?> — 1 (la masse du
pendule ainsi que sa longueur sont ici égales a 1). En revanche, si les coordonnées polaires sont
considérées, il est bien connu que le mouvement du pendule est décrit par PEDO du second
ordre

§ = —gsin, (4)

ou 0 représente I’angle entre la verticale et le fil du pendule. Dans le cadre du pendule simple, il
est ainsi possible de choisir le systeme de coordonnées et de privilégier les coordonnées polaires
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(ou sphériques d'un point de vue plus général) fournissant (4), car on dispose de méthodes
numériques robustes pour traiter les EDOs.

Qu’en est-il lorsque seules les coordonnées cartésiennes sont envisageables? La réponse ne
laisse guere le choix ; on doit étre en mesure d’étudier PTEDA obtenue.

Nous allons essentiellement étudier des EDAs quasi-linéaires du type
E(X)X = f(X), (5)

ou la matrice E(X) est singuliere. Ce type d’équations couvre notamment ’ensemble des
problemes du monde de la physique modélisés par le principe de Lagrange ou de Hamilton, et en
particulier les problemes de la mécanique du solide (comme le pendule simple). Les équations
modélisant les phénomenes de distillation rentrent également dans le cadre des EDAs quasi-
linéaires ; leur étude constitue un des buts premiers de cette these.

Les phénomenes de distillation font partie intégrante du génie des procédés. Cette disci-
pline étudie et met en ceuvre au sein d’un ensemble d’appareils (réacteurs, colonnes & distiller,
mélangeurs, etc.) des phénomenes physico-chimiques, dans le but de produire de maniére indus-
trielle un ensemble de produits de caractéristiques voulues. Les EDAs décrivant ces phénomenes
nous ont été fournies par une équipe du laboratoire LGC de Toulouse !, et sont extraites des tra-
vaux de K. ALLOULA [1] et de R. THERY HETREUX [57]. Par exemple et de fagon synthétique,
considérons deux especes chimiques composant un mélange liquide placé dans une cuve sans
couvercle. On note x1 et o les fractions molaires des especes dans le liquide. On porte celui-ci a
ébullition. L’évolution de la quantité de liquide U;, du débit vapeur V, des fractions molaires des
deux especes dans la phase vapeur y; et 49 ainsi que des enthalpies molaires liquide et vapeur
du systeme h et H est décrite par 'EDA quasi-linéaire

U =-V
iU + U = =V
zoU; + JTQU[ =—Vyo

WU+ hU;=Q — VH (6)
0=y — K21
0=y — Koxo
\ 0=z1+x2— 11 — Y2

Le systeme (6) modélise une distillation ot les especes chimiques ne réagissent pas entre elles.
Cela étant, il est possible de modéliser des phénomenes ou des réactions chimiques entrent en
jeu. Ces réactions peuvent entre outre s’équilibrer instantanément ou de maniére plus progres-
sive (on parle de réactions chimiques contrdlées par la cinétique). Les EDAs induites par de
tels phénomenes ne sont pas gouvernées par un principe de Lagrange. Elles sont composées
de bilans de matiere et d’énergie, d’équations d’équilibres thermodynamiques, éventuellement
d’équilibres chimiques ainsi que de contraintes liées aux processus physiques. Par ailleurs, ces
équations sont habituellement résolues de maniere numérique. Grace a de nombreux échanges
avec I’équipe du LGC, nous sommes parvenu a la conclusion qu'une analyse mathématique de
ces équations était nécessaire pour plusieurs raisons. Il était tout d’abord important de vérifier
la validité mathématique des modeles mis en jeu. Il était ensuite intéressant d’exhiber des pro-
priétés structurelles communes a ces systemes, afin d’en établir une classification. Il était enfin

1. Laboratoire de Génie Chimique - Institut National Polytechnique de Toulouse - Ecole Nationale Supérieure
des Ingénieurs en Arts Chimiques Et Technologiques (ENSIACET).



pertinent d’approfondir la connaissance formelle de ces systemes afin d’améliorer leur intégration
numérique selon un ou plusieurs des points de vue suivants : le calcul des conditions initiales
cohérentes, la stabilité et la performance.

La résolution des EDAs se présente généralement en deux étapes : une étape symbolique
suivie d’une étape numérique. L’étape symbolique a pour but de transformer 'EDA en une
EDO contrainte par des équations algébriques. L’étape numérique consiste alors a intégrer une
EDO sous contraintes. La littérature mathématique actuelle traitant des EDAs propose diverses
méthodes de résolution, mais leur mise en ceuvre dans le contexte du génie des procédés nous
semblait délicate. Nous proposons pour cette raison d’étudier une méthode de résolution, dite
de déflation, qui a partir de 'EDA initiale fournit une suite d’EDAs de tailles décroissantes et
une suite d’équations algébriques, pour finir par obtenir soit une EDO sous contraintes, soit un
systeme uniquement composé d’équations algébriques. La méthode de déflation s’inscrit ainsi
dans la lignée des méthodes de réduction (puisqu’elle réduit la taille du systéme a étudier), et
son application aux équations modélisant la distillation de Rayleigh ainsi qu’au probleme du
pendule généralisé a donné des résultats satisfaisants et encourageants.

Nous présentons dans cette these quatre résultats :

1. Un algorithme formel de déflation appliqué aur EDAs linéaires et quasi-linéaires.
La méthode de déflation est un processus symbolique itératif qui, a chaque étape, découple
une EDA en une EDA de taille réduite (et de méme forme que la précédente) et un
ensemble d’équations algébriques. Pour cela, on sépare I’EDA initiale en deux parties : une
partie différentielle et une partie algébrique. La partie algébrique est dérivée, puis utilisée
pour exprimer un jeu de variables en fonction d’un autre. On substitue ensuite un de ces
jeux de variables dans la partie différentielle pour parvenir & 'EDA réduite. Au bout d’'un
nombre fini d’étapes, on obtient soit une EDO accompagnée d’un ensemble d’équations
algébriques, soit uniquement un ensemble d’équations algébriques. Nous appliquons la
méthode de déflation aux EDAs linéaires & coefficients constants EX = AX + f et &
coefficients variables E(t)X = A(t)X + f, ot les matrices E et E(t) sont singulieres, ainsi
qu’aux EDAs quasi-linéaires (5). L’étude du cas non linéaire général (1) n’est pas abordée.

2. Une preuve concernant la baisse de lindice d’une EDA par la méthode de déflation dans
le contexte linéaire a coefficients constants.

La multiplicité des techniques d’étude et de résolution des EDAs est probablement due a
la notion centrale d’indice. Le premier indice rencontré dans I’étude des EDAs est ’indice
de Kronecker; il est défini dans le cadre linéaire a coefficients constants et il corres-
pond & l'indice de nilpotence de la matrice nilpotente extraite de (AE + A)_1 E, pour
un certain A € R, via la décomposition de Jordan. Si la notion d’indice de Kronecker
dans le contexte des EDAs linéaires a coefficients constants est un concept commun aux
différentes méthodes de résolution, il n’en est rien dans le contexte des EDAs linéaires a
coefficients variables. Plusieurs notions d’indice apparaissent selon le point de vue adopté
par les auteurs; les travaux de S. L. CAMPBELL, C. W. GEAR et L. R. PETZOLD ([10],
[21]) utilisent I'indice de différentiation, la vision géométrique de P. J. RABIER et W. C.
RHEINBOLDT ([46], [50], [561] p. 93 — 129) observant les EDAs en tant qu’EDOs sur des
variétés différentielles définit I'indice géométrique, les méthodes de projections considérées
par E. GRIEPENTROG et R. MARz ([17], [18]) introduisent I'indice de tragabilité ou en-
core la généralisation de l'indice de différentiation a des problemes sous-déterminés ou
sur-déterminés par P. KUNKEL et V. MEHRMANN [28] passe par la définition de l'in-
dice d’étrangeté. Ces indices, coincidant dans le contexte des EDAs linéaires & coefficients
constants, ne sont plus égaux pour des coefficients variables. On peut également citer
I'indice de perturbation [21] et I'indice structurel ([40], [44]).
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La méthode de déflation produit une suite I’EDAs dont les tailles sont réduites a chaque
étape, de méme que les rangs des matrices coefficients. On montre que chacune de ces
étapes produit une EDA dont I'indice de Kronecker est diminué de un par rapport a celui
de PEDA précédente.

Une preuve du caractére géométrique de la méthode de déflation par [’étude du pendule
simple en dimension n.

Les premieres études du mouvement d’un pendule simple pesant furent réalisées par Galilée
[15]. Nous nous devions de traiter cet exemple fondamental de la physique, incontournable
dans le monde des EDAs. En appliquant la méthode de déflation aux équations (écrites
en coordonnées cartésiennes) modélisant 1’évolution du pendule et en effectuant un chan-
gement de variables sphériques a postériori, nous retrouvons bien les EDOs classiques
du pendule. Ceci traduit le caractere géométrique de la méthode de déflation. Le cas du
pendule en dimension n est traité, ainsi qu'une généralisation de ce dernier concernant les
systémes contraints & corps multiples [47].

. La résolution, via la méthode de déflation, de trois modeéles de distillation de Rayleigh.

Nous appliquons la méthode de déflation a trois EDAs quasi-linéaires modélisant la distil-
lation de Rayleigh ([1], [57]) : une distillation sans réactions chimiques, une distillation ol
les réactions chimiques s’équilibrent progressivement et une distillation ou ces réactions
sont instantanément équilibrées. D’un point de vue général, la distillation consiste a faire
chauffer un mélange, jusqu’a évaporation, afin de séparer et récupérer les différents consti-
tuants du mélange. Au cours de la distillation, les quantités mises en avant dans ’étude
telles que le volume de liquide, la température ou encore les concentrations des diverses
especes chimiques varient. On est en présence d’un systeme dynamique. La méthode de
déflation fournit en une ou deux étapes une EDO et des contraintes algébriques, permet-
tant ainsi de déterminer aisément des conditions initiales cohérentes. Nous montrons de
plus que le modele de distillation de Rayleigh non réactive est un cas particulier de la
distillation aux réactions chimiques controlées par la cinétique.

Cette these a été menée dans le cadre du projet ANR LEDA? qui tente d’établir le lien
entre différentes approches permettant de résoudre certaines classes d’EDAs :

I’approche de J. RITT qui utilise I'algebre différentielle ;

les approches décrites par S. L. CAMPBELL, P. KUNKEL et V. MEHRMANN, initiées par
R. MARZ et E. GRIEPENTROG qui procedent & une réduction d’indice du probleme initial ;
les approches décrites par P. J. RABIER et W. C. RHEINBOLDT, orientées vers la géométrie
différentielle ;

I’approche de C. G. JACOBI, reprise par J. D. PRYCE, basée sur une analyse structurelle
des EDAs.

Le premier chapitre de cette these propose une description des principales méthodes de
résolution des EDAs, notamment de celles citées ci-dessus. Nous présentons la méthode de
déflation dans le second chapitre, en décrivant son déroulement pour les EDAs linéaires et
quasi-linéaires. La méthode est mise en pratique sur les équations modélisant le pendule simple
pour les dimensions 2, 3 et n ainsi que sur des problemes de mécanique plus généraux. Enfin,
nous étudions dans le troisieme chapitre des modeles de distillation de Rayleigh.

2. Logistique des Equations Différentielles Algébriques.



Chapitre 1

Résolution dA’EDASs

Dans ce chapitre, nous rappelons les méthodes de résolution les plus significatives de cer-
taines classes d’EDAs comme les EDAs linéaires, ou encore les EDAs quasi-linéaires qui sont
des problemes non linéaires structurés. L’inventaire présenté dans ce chapitre ne se veut pas
exhaustif. Nous mettons en parallele différentes approches permettant de résoudre les systemes
différentiels implicites.

I1 est démontré qu’il n’existe pas de méthode générale pour résoudre ’ensemble des EDAs (on
peut se rapporter a l'ouvrage de Y. V. MATIYASEVICH [30], p. 176). L’investigation de méthodes
de résolution des EDAs a donné naissance a de multiples techniques, empruntant de nombreux
chemins mathématiques. Les premiers travaux pouvant s’appliquer a la résolution des EDAs
linéaires a coefficients constants sont dus & K. WEIERSTRASS et L. KRONECKER. Il s’agit de
résultats d’algebre linéaire qui étudient les propriétés de la paire matricielle (E, A) apparaissant
dans PEDA EX = AX + f. Quant aux EDAs non-linéaires, on trouve dans les travaux de
C. G. JACOBI les premieres idées pouvant permettre d’appréhender ces systemes différentiels
implicites. Durant la seconde moitié du vingtieme siecle, la recherche sur la thématique des
EDASs s’est considérablement développée. Nous proposons dans ce chapitre d’explorer différentes
techniques de résolution d’EDAs, en parcourant cette période jusqu’au début de la décennie
actuelle. Les ouvrages de P. KUNKEL et V. MEHRMANN [28] et R. RiazA [51] sont parus
récemment, mais ne couvrent pas ’ensemble des techniques de résolution des EDAs, notamment
les aspects d’algebre différentielle (développés par J. RITT) et les travaux de J. PRYCE [44]
(initiés par C. G. JACOBI).

Dans toute la suite de 1’étude, n et m désignent deux entiers naturels non nuls.

1.1 EDAs linéaires a coefficients constants

On se propose d’étudier le probléeme linéaire a coefficients constants
EX = AX + f, (1.1)

ou FE € R™*" A € R™" et f : Z — R™, avec Z un intervalle ouvert de R. On suppose
que X € CY(Z,R") et que f est une fonction suffisamment réguliere (on peut supposer que
f € C=®(Z,R™), méme si cette hypothese sera affaiblie par la suite). On dit que X est une
solution de (1.1) si EX(t) = AX(t) + f(t) pour tout ¢t € Z. La configuration (1.1) rassemble
les probléemes sous-déterminés (n > m), les problémes sur-déterminés (m > n) ainsi que les
problemes carrés (n = m).
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1.1.1 Structure des solutions des EDAs linéaires

Nous débutons 'analyse du probléeme (1.1) en remarquant que la différence entre deux
solutions de (1.1) est une solution du probléeme homogene associé

EX = AX. (1.2)

Proposition 1
Soient X1 € CY(Z,R") et Xy € CY(Z,R") deux solutions du probléme (1.1). La fonction
Y € CY(Z,R") définie par Y (t) = X1(t) — Xa(t) pour tout t € T est solution du probléme
homogene (1.2).

Preuve - Il suffit d’écrire 'EDA satisfaite par Y. Pour tout t € Z, on a

EY (1) = E (Xu(t) - Xa(t))

= EX1(t) — EXa(t)

= AXi(t) + f(t) — AXa(t) — f(2)
= A(Xa1(t) — Xa(t))

= AY (t).

Ainsi, Y satisfait ’équation homogene (1.2). O

Le résultat précédent est également valable pour des matrices dépendant du temps FE(t)
et A(t). Du point de vue de la structure des solutions, on note ici le parallele entre les EDAs
linéaires et les EDOs linéaires; la solution générale est obtenue en sommant les solutions du
probleme homogene (1.2) et une solution particuliere du probléeme non-homogene (1.1).

On ne cherche pas par la suite a expliciter les expressions des solutions de (1.1). Dans
le contexte carré, si la matrice E est inversible, 'EDA (1.1) devient 'EDO X = E~'AX +
E~1f. On détermine les expressions des solutions de cette EDO grace aux formules habituelles
(disponibles par exemple dans E. HAIRER, S. P. HGRSETT et G. WANNER [20]). En revanche,
si la matrice E est singuliere, divers travaux portant sur les inverses généralisés de F ont été
effectués, en utilisant U'inverse de Drazin (S.L. CAMPBELL, C.D. MEYER et N.J. ROSE, [13])
ou encore l'inverse de Moore-Penrose (S.L. CAMPBELL [11], P. KUNKEL et V.L. MEHRMANN
[27]). L’ouvrage de A. BEN-ISRAEL et T.N.E. GREVILLE [5] aborde en détail la thématique
des inverses généralisés.

1.1.2 Solvabilité des EDAs linéaires a coeflicients constants

On consideére une solution z du probleme (1.1). On remarque aisément que la fonction
y = ez est solution de I’équation

EX = (AE + A)X + eMf. (1.3)
En effet,
Ej=E ()\e)‘tx + e)‘tj;>
= eMEx + ME
= \eMEx 4 M (Ax + f)
= (\E + A)eMx + AN
= (\E+ Ay + M f,
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ce qui montre bien que y satisfait (1.3). Travailler avec 'EDA (1.1) revient ainsi & travailler
avec 'EDA (1.3). Dans le cas particulier ou A = 0, les équations (1.1) et (1.3) sont identiques.
Discutons & présent des différentes hypotheéses envisageables sur la matrice F4 := AE+ A €
R™*™ afin d’étudier la solvabilité de (1.3).

1.1.2.1 Premier cas

Théoréeme 1
Si rang E4 < n pour tout A € R et s’il existe une solution particuliére =, de (1.1), alors

pour tout v € ker Ey4, la fonction T = e~ v +x, est solution de 'EDA (1.1). En particulier,
le probléme homogéne (1.2) a une solution non triviale.

Preuve - Soit v un vecteur non nul de R” appartenant & ker 4. Posons 4 = e~ . Puisque
v € ker B4, on a AEv = —Av. Ainsi, on a clairement

Ey=F (—)\e*/\tv>
= e M(—\Ewv)
= e M(Av)
= Ay.

On en déduit que le probleme homogene (1.2) admet une solution non triviale. Soit x, une
solution particuliere de (1.1). On obtient alors le résultat escompté.

E(y+ip) = Ay + Az, + f
:A(g+$p)+f-

1.1.2.2 Deuxiéme cas : le cas régulier

Théoréme 2
S’il existe un scalaire A € R tel que rang E4 = n = m, alors 'EDA (1.1) posséde une
solution générale si la non-homogénéité f est suffisamment réguliére.

Preuve - La matrice 4 est ici inversible. Dans ce contexte, un résultat fondamental de F.
R. GANTMACHER ([16], p. 28) assure l'existence de deux matrices inversibles P € R™" et
Q € R™™™ telles que (1.1) est équivalent au probléeme
Ial 0 —1vy \7 0 -1 r
X = X+ P 1.4
|: O N:| Q 0 In—al Q + f7 ( )
ou I,, € R"*% avec a3 < n, N € ]R(”_‘“)X("_‘“), J e Ruxa [, . € R(n—a1)x(n—a1) of
f= Eglf. La matrice N est une matrice nilpotente d’indice v < n — ay. Les matrices J et N/
sont de plus sous forme réduite de Jordan. En effet, en partant de la paire matricielle (F, A),

on obtient
(E,A) = (E,AE+A—)\E)=(E,E4— \E).

On note < ~ > ! lorsque 1'on passe d’une paire de matrices & une autre en multipliant toutes les
matrices par des matrices inversibles, i.e. (E, A) ~ (E71, A;) s'il existe deux matrices de passage

1. On montre aisément qu’il s’agit d’une relation d’équivalence entre paires matricielles.
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Q1 et Qo telles que = Q1 F1Q2 et A = Q1A1Q>. Ainsi

(B,A) ~ (Ey'E, I, — \E,'E) .

En décomposant la matrice EglE grace a la forme réduite de Jordan et en simplifiant les
expressions, on parvient a montrer que

e~ ([ X[ L)),

ce qui permet de passer de 'EDA (1.1) a 'EDA (1.4).

Le probleme (1.4) se scinde en deux équations en posant Q' X = <§1> et Pf = (f1> :
2

f2
{ X1 =JX1+ f (1.5a)
NXs = Xo+ fo (1.5b)

L’équation (1.5a) est une EDO. La formule de Duhamel fournit I’expression de la solution de
cette équation différentielle, couplée a la condition initiale X (tp) = X; :

t
Xi(t) =70 X, + / eI 4=3) £y (s)ds. (1.6)
to

L’équation (1.5b) est quant & elle une EDA, mais sa forme spécifique permet de la résoudre.
Cette équation peut se réécrire comme (N'D — I,,_,,) Xo = fo, o D correspond a l'opérateur
de dérivation par rapport a t. Il ne reste plus qu’a inverser N'D — I, _, :

oo vi—1 vi—1 .

. . -
ND—1I, ) '==-Y WD) = — ND)' = — Ni—.
( ) Zz;( ) z; (ND) z; o

Ainsi, on obtient :
l/K—l .
Xao(t)=— Y NP (@) (1.7)
=0

On remarque ici que fy doit étre dérivable v fois pour pouvoir satisfaire I’équation (1.5b). [

Définition 1 (Paire matricielle réguliére)

Une paire de matrices carrées (E, A) est dite réguliere s’il existe un scalaire A € R tel que
la matrice E 4 est inversible. Par extension, le probleme (1.1) est alors qualifié de régulier.

Le théoreme 2 s’inscrit dans le contexte de la régularité définie ci-dessus. Dans ce cadre
précis, il suffit de supposer que f est une fonction de classe CY% (Z,R™) (et non plus de classe
C*>®(Z,R™)). L’indice vk, appelé indice de Kronecker, a donc une influence déterminante au
niveau de la résolution du probleme régulier (1.1).

Remarque 1

Cet indice, indépendant du scalaire A, est caractéristique de la paire matricielle (E, A) ; si
(E,A) ~ (E', A", alors les deux paires matricielles ont le méme indice de Kronecker. La
forme du systeme (1.4) est par ailleurs qualifiée de forme canonique de Kronecker [28].
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Dans la théorie des EDOs, 'existence et 1'unicité des solutions sont assurées par la résolution
du probléme de Cauchy couplant 1’équation différentielle et la condition initiale [20]. Pour chaque
condition initiale, il y a unicité d’une solution maximale. A la différence des EDOs, les conditions
initiales d’'une EDA ne sont pas libres car elles doivent satisfaire les contraintes algébriques du
probleme.

Exemple - Considérons 'EDA suivante :

{Cb1:l‘1+2$2

0=x1 — x2.

(1.8)

La forme matricielle de cette EDA est L0 :.El = L2 1) La paire de matrices
0 0| \a9 1 —1| \z9

([(1] 8] , B _21}> est ici réguliere. Les solutions de (1.8) sont :

:cl(t) = $17063(t7t0)
xg(t) = .CCl(t).

La condition initiale x(t9) = x1,0 est libre tandis que la condition initiale z2(tg) = xg20 ne

I'est pas. En d’autres termes, seules les conditions initiales de la forme <x1’0> font sens. Par
1,0

1
exemple, le probleme (1.8) couplé de la condition initiale <

2> n’admet aucune solution.

L’exemple précédent illustre le caractere non suffisant de la condition de régularité de la
paire de matrices quant & l'existence et I'unicité des solutions du probleme (1.1). En revanche,
en considérant la fonction f de classe CY5(Z,R"™), la régularité de la paire matricielle ainsi
que la consistance des conditions initiales (ces derniéres doivent satisfaire (1.7)) fournissent des
conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir I'existence et 'unicité des solutions de (1.1).

1.1.2.3 Troisiéme cas

Supposons enfin qu’il existe un scalaire A € R tel que rang E4 = n < m. Il existe alors une
matrice de permutation P telle que 'EDA (1.3) s’écrive

Bl v _ [Ea f1>
X = X+ , 1.9
[EJ [EAJ (fz (1.9)
ou [El] = PE, [EAl] = PE, avec Ey1 € R™ " inversible et <f1> = Pef. Le probleme
E2 EA2 f2
(1.9) s’écrit également
ElX =FEnX+fi (110&)
EyX = EqpX + fo, (1.10b)

ou (1.10a) est une EDA réguliere puisque la matrice E4; est inversible (il suffit de prendre
A = 0 pour que AE; + Ey4; soit inversible). Le contexte de régularité indique que cette EDA
possede une solution générale (si f1 est suffisamment réguliere). Il faut cependant tenir compte
de la deuxieéme équation (1.10b). Le probleme (1.1) posseéde une solution générale si la solution
de ’EDA (1.10a) vérifie "EDA (1.10b). Dans le cas contraire, 'EDA (1.1) ne posseéde aucune
solution. On résume ce dernier cas dans le résultat suivant :



Chapitre 1. Résolution d’EDAs

Théoréme 3

S’il existe un scalaire A € R tel que rang E4 = n < m, alors 'EDA (1.1) posséde une solu-
tion générale si la solution de 'EDA (1.10a) satisfait ’EDA (1.10b). Dans le cas contraire,
I'EDA (1.1) n’admet aucune solution.

1.1.3 Un exemple de probléeme régulier

Observons un exemple d’EDAs provenant de la théorie des circuits électriques ([28], p. 8).

I3 o

F1GURE 1.1 — Circuit RC

Modélisation - On souhaite modéliser la charge d’un condensateur de capacité constante C' # 0
au travers d’un conducteur ohmique de résistance constante R # 0 (figure (1.1)). Durant cette
phase de charge, la tension source U appliquée au circuit est également constante. Cette tension
correspond a la différence entre les potentiels x1 et x3; on obtient donc la premiere équation :

U=ux —z3.

En appliquant la loi des noeuds (premiere loi de Klrchhoff ), on obtient ip = ic. La loi d’Ohm
fournit la valeur de ir : Ur = Rig ie. i = R™! (21 — x2). Quant & ic, on utilise la relation
caractéristique d’un condensateur, a savoir go = CUc = C (z2 — x3). Or ic = ¢ ; on obtient
ainsi ic = C (&2 — #3). La deuxieéme équation est :

C (i’g - iig) = R_l (l‘l — 1'2) .
Enfin, comme U est une différence de potentiels et donc mesure un écart, on peut imposer
0= Zs3.
On parvient ainsi au systeme
C (ij — i?g) —R! (1‘1 - xg)
O:x1—$3—U (111)
0= xIs3.

Résolution - On commence par écrire le systeme sous la forme matricielle. On considere un
systeme de la forme (1.1) en posant

0 C —-C R' —R' 0 x1 0
E=10 0 0], A=1|1 0 —1|, X=|n et f=|-U
0 0 0 0 0 1 T3 0

Puisque la matrice A est inversible (det A = R™!), pré-multiplions 'EDA (1.1) par A~'; on
obtient .
AT'EX = X + ALy

10



1.2 Meéthode des systemes augmentés

La décomposition de Jordan de la matrice A~'E assure l’existence d’une matrice inversible Q
ainsi que des matrices J et N telles que ’équation précédente devienne

J 0] o1y -1 -1 4-1

X = X A

[0 N] QX =Q ' x+Q Ay,
ou la matrice J est une matrice inversible sous forme réduite de Jordan et N est une matrice
nilpotente, également écrite sous forme réduite de Jordan. De simples calculs permettent de
déterminer les expressions des matrices @, J et N :

0 1 -1 0 0
Q=1[-11 0], J=—(RC)™' et N:[O o]'
0 1 0

En posant <§1> =Q 'X et <f1> = Q 'A1f, le probleme s’écrit
2

~RCX, =X+ fi
0= X2 + f?a

avec

0
X1 = x3 — 2, Xz—( s >, fi=U et f2—<U>-

€r3 — X1

Autrement dit, )
X; = —(RC)™'X; — (RC)"'U

On trouve alors

Les solutions du systeéme (1.11) sont de la forme

:L’l(t) =U
xo(t) = Ke 'O LUy KeR
.’L‘3<t) =0.

1.2 Meéthode des systemes augmentés

La complexité des EDAs réside entre autres dans l’existence des contraintes algébriques,
dont certaines sont par ailleurs implicites (on parle de contraintes cachées). On peut les obtenir
par des manipulations algébriques comme dans le paragraphe précédent, mais également par
différentiation. Les travaux portant sur les systémes augmentés sont axés sur cette dernieére
idée, qui consiste a dériver soit les contraintes algébriques seules, soit ’EDA dans son ensemble,
le but étant d’exprimer X comme une fonction continue de X. Ce nouveau systeme est alors
étudié et permet de résoudre 'EDA initiale.

11
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1.2.1 EDAsSs linéaires a coeflicients constants

Ey Ey

0 0 } (E est une matrice

On considere le probleme régulier (1.1). En écrivant £ = G [

de rang r), A = G [Al AZ} et f=G <f1>, ou G € R™™ est une matrice inversible, E; et
Az Ay f2

A e R™" By et Ay € }Rrx(n—r)7 As € R(n—r)xr’ Ay € R(n—r)x(n—r)’ fieR et fo e R, le
systeme (1.1) devient

E, B . Ay Ay fi

B B [ A (4), a1

La matrice [El Eg] est de rang plein par construction. La contrainte algébrique exhibée est
ainsi 0 = A3 X + A4 Xo + fo. En dérivant cette contrainte puis en injectant ’expression obtenue
dans (1.12), on parvient au nouveau systéme

E, B, [4 A f
[A; Ai]X:[Ol 02}X+<_}2). (1.13)

On réitére ce processus jusqu’a ce que la matrice coefficient de X dans (1.13) soit inversible (K.
E. BRENAN, S. L. CaMPBELL et L. R. PETZOLD [10], p. 20).

Théoreme 4
On considére le probléme régulier (1.1) écrit sous la forme (1.4). Soit vk Ilindice de
nilpotence de la matrice N exhibée dans (1.4). La méthode précédemment décrite s’achéve

alors en v étapes. Plus précisément, chaque étape du processus de résolution fait diminuer
Pindice de 1.

Preuve - Sans perte de généralité, on peut supposer que le systeme régulier (1.1) est écrit sous
la forme (1.4). En considérant sa forme développée (1.5), on se concentre sur 'EDA (1.5b) dont
le coefficient A/ est une matrice nilpotente :

N - 0
o --- N’p

ou chaque bloc Ny, k € [1,p] est écrit sous forme réduite. On obtient de ce fait p EDAs ayant
la méme forme :

NiXog = Xog + for

11 suffit ainsi d’appliquer le processus de résolution & un probleme de la forme MY =Y + h, ou
M € R™*™ est une matrice nilpotente sous forme réduite. On désigne par h; la ™ coordonnée
du vecteur h, ou ¢ € [1,m]. On dérive les contraintes algébriques et on réécrit ces équations
dérivées dans le systeme; on a

0 1 1 h1
0 1 1 hm_1
1 0 i,

12
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Une premiere étape est achevée. En appliquant (par exemple) la décomposition LU sur le
coefficient de Y, on obtient

1 hy
MY =| Y + ‘
1 hmfl
-1 0 —hm—1—hm
En reportant les contraintes dérivées dans M, on trouve
0 1 1 hy
0 1 1 hm—1
-1 0 0 hm—l + hm

Une deuxieéme étape est achevée. On observe ainsi qu’au fil des itérations de la méthode, le 1
présent dans la derniere ligne de la matrice coefficient se déplace vers la gauche en alternant de
signe. Au bout de m étapes, on a
h1
0 1 1 )
. Y — ‘. Y + hm_l
0 1 1 mo
(-1t 0 o] {mXoa
i=1

On arrive donc a une matrice inversible au bout de m étapes. Or, puisque la matrice M est
sous forme réduite, son indice est égal a sa taille, c’est-a-dire m. En appliquant ceci aux p EDAs
précédemment obtenues, on retrouve que 'indice de (1.1) est égal a la plus grande dimension
vk des matrices Ny, pour k € [1, p], ¢’est-a-dire & I'indice de nilpotence de la matrice N'. Quant
a la diminution de l'indice d’une unité a chaque étape, elle découle clairement de la structure
réduite de la matrice nilpotente. ]

A la fin de ce type de processus, on obtient une EDO qui possede davantage de solutions
que (1.1) ([10], p. 20). Il faut donc faire un tri grace aux contraintes algébriques pour obtenir
les solutions du probleme de départ. D’une maniere générale, on ajoute des solutions lorsqu’on
dérive une équation. Par exemple et sans considérer de condition initiale, I’équation X = 0
n’admet que la solution nulle tandis que les solutions de ’équation X = 0 sont les constantes.

Ezemple - Reprenons l'exemple (1.11) de la section précédente. Le systéme est directement
sous la forme (1.12) avec E; = 0, Ey = (C —C’), Al =R Ay = (—R*1 O), As = (é),

10 -1 _ (U . E, Es
Ay = [0 1],f1—Oetf2— ( 0 ).Pulsque As A
bout de la premiere étape et montre ainsi que le probleme (1.11) posséde un indice égal a 1.
L’EDO donnant X est obtenue :

= —C # 0, la méthode s’arréte au

-1

‘ 0o C -C Rt —-Rt O
X=1|10 -1 0 0 0|X (1.14)
0 0 1 0 0 0
a
Les solutions du probleme (1.14) sont les fonctions de la forme X (t) = | Ke #BO) ™" 4 o |, avec
p

(K, a, B) € R3. On retrouve les solutions du probléme original en prenant o = U et 3 =0. [

13
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Indice de différentiation. Le nombre d’itérations de la méthode relative au théoreme 4 est
appelé indice de différentiation, noté vp, car il correspond au nombre de différentiations ef-
fectuées sur les contraintes. Plus précisément, il indique le nombre de dérivations nécessaires
pour pouvoir exprimer de maniere continue l'inconnue X en fonction de X et t. Il coincide
évidemment ici avec I'indice de Kronecker. A la différence de ce dernier, il fait également sens
dans le contexte linéaire a coeflicients variables. Nous donnons dans la section suivante une
définition plus formelle de cet indice.

1.2.2 EDAs linéaires a coeflicients variables

La méthode des systémes augmentés prend une forme plus générale dans le cadre linéaire a
coefficients variables. On travaille maintenant sur des équations de la forme

Et)X = At)X + f, (1.15)

ou E : T — R™™ est une matrice singuliere de rang constant sur T C R, A : T — R™ "™ et
f:Z — R™ On suppose que les fonctions E, A et f sont suffisamment régulieres. Cette fois-ci,
c’est 'ensemble du systeme (1.15) qui est dérivé autant de fois que nécessaire [12]. Grace a ces
EDAs dérivées en chalne, on construit le systéme augmenté suivant :

E(t)X; = 4(t) X, + fi, (1.16)
ou
B(t) 0
B(t) — A(t Bt 0
| EO-A0 0 |
BO() — 1A (@) 1B0-D () - WD AED@) . B(t)
At) 0 0 X f
At) 0 0 X f
Ai(t) = : s XK= et fi=1] .
AD@ 0 - 0 X o

On s’intéresse plus particulierement & la matrice Ej(t). On cherche a factoriser cette matrice
dans le but d’extraire une EDO portant sur X. Le concept de matrice smoothly 1-full est
introduit par S. L. CAMPBELL dans cette optique.

Définition 2 (Matrice smoothly 1-full)

Soit My(t) : T — RI™¥!" une matrice par blocs. M;(t) est dite smoothly 1-full s’il existe une
matrice R(t) : T — R"™¥" inversible sur T ainsi qu’une matrice H(t) : T — RU-Dnx(=1)n
telles que

R@Mﬁ%:ﬁ’;by Ve T,

Définition 3 (Indice de différentiation)

Le plus petit entier vp pour lequel la matrice E,,(t) issue de (1.16) est smoothly 1-full et
de rang constant est appelé indice de différentiation du probléme (1.15).

La matrice augmentée E,,, (t) est toujours singuliere par construction. En conséquence, il n’est

pas possible de déterminer X, en fonction de X, et t. En revanche, si E,,(t) est smoothly
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1.2 Meéthode des systemes augmentés

1-full et de rang constant, elle contient suffisamment d’informations pour déterminer de maniere
unique X en fonction de X et t ([28], p. 97). L’équation (1.16) devient

I, O

R()E,, (t)XyD = R(t)Av, )Xo, + R(t) fup, & [O H(t)

] Xy = R(t)Aup ()Xo + R(E) fon.

Seules les n premiéres lignes sont importantes. Par un simple développement de la précédente
expression, on obtient une EDO de la forme

X=At)X + f. (1.17)

Remarque 2

L’équation différentielle (1.17) est dite sous-jacente, relativement au probléme (1.15). Comme
dans le cas linéaire a coefficients constants, ’ensemble des solutions de (1.15) est inclus
dans l’ensemble des solutions de (1.17) puisque une autre partie différentielle est ajoutée
au probleme. On retrouve les solutions du probléme initial en tenant compte des équations
algébriques.

Solvabilité du probléme (1.15). L’équivalence entre la régularité de la paire matricielle (E, A)
et la solvabilité du probleme (1.15) est perdue par rapport au cadre linéaire a coefficients
constants. Les notions deviennent méme indépendantes. Les raisons de cette difficulté seront
détaillées dans la section suivante. En tout état de cause, il est nécessaire de définir une ca-
ractérisation convenable de la solvabilité du probleme (1.15). Le théoréme 2.4.7 ([10], p. 30)
apporte cette caractérisation, basée entre autres sur le critere 1-full, ainsi que sur la constance
du rang de E(t).

1.2.3 EDAs non linéaires

Dans le contexte non linéaire, la méthode précédemment décrite est également appliquée
([10], p. 32). L’étude est ici portée sur des problemes de la forme (1). D’un point de vue général,
Pabsence de forme spécifique sur (1) rend la résolution symbolique et numérique difficile. C’est
pourquoi on se concentre sur des problemes dits structurés comme les EDAs semi-explicites
([10], p. 36) ou encore les EADs sous forme d’Hessenberg ([10], p. 34).

Ezemple (EDAs semi-explicites) - Considérons le systéme suivant :

&= a(z,y)

0=0b(z,y).
Au lieu de construire un systeéme augmenté, tirons avantage de la structure particuliere du
probleme précédent. Par dérivation de la contrainte algébrique, on obtient

_ Obzy) . Ob(zy)

0 Ox oy

En substituant & par a(z,y) dans Pexpression précédente et en supposant 'inversibilité de

b
E?(aas,y)’ on parvient a 'EDO
Y

~ Ob(z,y) ' Ob(,y)

15



Chapitre 1. Résolution d’EDAs

Par résolution du systeme différentiel

& =a(x,y)
_ Ob(x,y) " Ob(x,y)
- 8y ax a(l‘,y),

on aboutit aux solutions = et y, en prenant garde a ce que ces dernieres satisfassent 1’équation
algébrique 0 = b(x,y). Obtenu apres une dérivation des contraintes algébriques, ce probléeme
possede un indice de différentiation égal a 1.

Ezxemple (EDAs sous forme d’Hessenberg) - Observons le cas autonome d’un systeme sous forme
d’Hessenberg d’indice 2, qui s’écrit de la maniere suivante

&= a(z,y)
0= 0b(z).
Contrairement a I'exemple précédent, 1’équation algébrique ne dépend plus de l'inconnue y.

On remarque rapidement qu’une seule dérivation de cette contrainte ne permettra pas de faire
apparaitre la dérivée de y. En effet, on obtient par dérivation

0= b(z)i.
En revanche, en remplagant & par a(z,y) et en dérivant 1’expression obtenue, on a

da(x,y)

0= (Bedate) + b 2 ) -4y 202D

dy

1 aG’(mv y)

-1
Sous réserve de 'existence de (b(:v) 5 ) , on parvient &
Y

&= a(z,y)

j=— <b(x)(%g3y’y)) B (z;(a;)a(x, y) + b(x)aag‘;y)> i

Les expressions de = et y peuvent étre établies apres deux dérivations; I'indice de différentiation
est par conséquent égal a 2. Notons que la contrainte algébrique 0 = b(z) doit étre satisfaite a
la fin de cette résolution.

1.3 Méthode de Kunkel-Mehrmann

1.3.1 Motivation

On propose dans cette section une généralisation de la notion de formes canoniques aux
EDAs linéaires a coefficients variables, éventuellement sous ou sur-déterminées. La forme cano-
nique de Kronecker est un outil puissant mais limité aux EDAs linéaires a coefficients constants.
Le but des formes canoniques est de transformer 'EDA afin de faciliter sa résolution tout en
conservant ses quantités caractéristiques. Dans le cas des coefficients constants, le rang de la
matrice F (qui est un point fondamental de par la nature méme d’une EDA) ainsi que Iindice
de Kronecker sont des invariants, c’est-a-dire qu’ils sont préservés par la forme canonique de
Kronecker ([28], p. 18). Pour pouvoir appliquer cette forme canonique, la régularité de la paire
matricielle (E, A) est nécessaire. Or, dans le contexte des coefficients variables, les notions de
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1.3 Méthode de Kunkel-Mehrmann

régularité de la paire matricielle (E(t), A(t)) et de solvabilité du probléme ne sont pas liées ([28],
p. 56).

Ezxzemple (Paire matricielle réguliere & infinité de solutions) - Soit le probleme de la forme

(1.15), avec
o E(t):[j ﬂ A(t)Z{_o1 —01] “ f:<8>’ e

ou t € R. La paire matricielle est réguliere puisque det(AE(t) + A(t)) = 1, mais le probléme

possede une infinité de solutions du type X (t) = a(t) , pourvu que la fonction o« soit

t
1
continiment dérivable sur R et satisfasse a(ty) = 0. O

Ezxzemple (Paire matricielle singuliére & wunique solution) - Soit le probleme de la forme

(1.15), avec
. E<t>=[§) _OJ, A(t)z[‘ol {ﬂ et f=(£>,

ou t € R. La paire matricielle est singuliere pour tout ¢ € R, pourtant de simples calculs

conduisent a 'unique solution ‘
tfo —1
X(t):<f2 fl“i‘fl)'
fo=f1
O
La régularité de la paire matricielle ne fournit plus d’informations utiles a la résolution de

(1.15) ; le coeur de cette difficulté réside dans le choix de la relation d’équivalence permettant
de transformer la paire matricielle.

1.3.2 Formes canoniques généralisées

Puisque les coefficients E(t) et A(t) sont variables, la transformation < ~ > définie dans la
section 1.1.2.2 doit pouvoir tenir compte de leurs dérivées. Ce probleme ne se posait évidemment
pas dans le cas des coefficients constants car si (Fy, A1) ~ (E2, Ag), alors

EIX =AX+fi & QEQaX = QrAsQeX + fi & EY =AY + fy,
ouY =@Q2X et fo = Ql_lfl. Dans le contexte variable, Y = Q2(t)X et par conséquent
Y = Qa(H)X + Qo) X.
On note ainsi une nouvelle relation d’équivalence < ~4 > 2 ([28], p. 57) telle que

(Er(t), A1(t)) ~g (Ea(t), A2(t))
& Ei(t) = Qi) Ex(t)Qa(t) et Ap(t) = Q1()Ax(£)Q2(t) — Q1 (t) Ea(t)Qa(t).
On obtient ainsi
EWX =A )X+ i & BHY =A0)Y + f,

ou fy = Qfl(t) f1. Pour des raisons techniques de recherche d’invariants, on définit une autre
relation d’équivalence notée < ~; >3 ([28], p. 58) telle que

(E1, A1) ~ (B, A) & Ep = Q1E2Q2 et A = Q1A42Q2 — Q1 E2W,

2. g pour global.
3. [ pour local.
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Chapitre 1. Résolution d’EDAs

ou W € R™ ", Cette relation d’équivalence regarde le comportement local de la paire de matrices
(E1(t), A1(t)) (autour d’un point t); on suppose que localement, les fonctions Fy(t) et Aj(t)
sont constantes.

— Dans le cadre de la relation < ~; >, on établit que

I 0 0 0] [0o 0 0 O
0 I.s 0 0] [0 0 0 O
(E@t),At))~ | |0 0 0 0f,|0 0 I, O (1.19)
0 0 00| [, OO0 O
0O 0 00 |00 0O

Cette forme de la paire de matrices permet de déterminer les invariants locaux r (le rang
de FE), a (le nombre d’équations algébriques) et s (I’étrangeté).
— Dans le cadre de la relation < ~, >, on établit que

g
I, 0 0 0] [0 Bi(t) 0 By(t)
0 I, 0 0] [0 0 0 Bs)
(E(t),At) ~y [ [0 0 0 0|, |0 0 I, o0 (1.20)
0O 0 00| [I, 0 0 0
0O 0 00/ [0 0 0 0

Les expressions (1.19) et (1.20) sont des formes canoniques généralisées. Elles sont utilisées
afin de résoudre (1.15). Notons qu'il est possible d’exhiber d’autres formes canoniques (on peut
consulter par exemple les travaux de M. P. QUERE et G. VILLARD [45]).

Remarque 3

L’étrangeté est une notion qui permet de généraliser I'indice de différentiation. L’intérét de
cette notion sera abordé dans la section suivante.

1.3.3 Résolution du probleme linéaire a coefficients variables

On commence par transformer la paire matricielle (E(t), A(t)) (éventuellement non carrée)
via (1.19), puis on transforme cette nouvelle paire obtenue via (1.20). Observons la forme
développée de (1.20)

X, =Bi(t) X+ By() X4 + f1 (1.21a)
Xy = B3(t) X4 + fo (1.21b)
0=X;3+f3 (1.21c)
0=X1+fu (1.21d)
0=fs. (1.21e)
En dérivant (1.21d) et en injectant ceci dans (1.21a), on a
0= By(t) X2+ Ba(t) X4 + f1 + fu
Xy = B3(t) X4 + fo
0=X;3+ f3 (1.22)
0=X1+ fa
0= fs.

On vient de définir une étape d’'une méthode itérative. A chaque pas de ce processus, on exhibe
un triplet (ry, ag, s;). On peut montrer que la suite (7, ap, Sp)pen+ mise en avant par la méthode
devient stationnaire a partir d’un certain rang, noté vg ([28], p. 73).
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1.3 Méthode de Kunkel-Mehrmann

Théoréeme 5

On considére le probléme (1.15) (éventuellement sa version sous ou sur-déterminée). La
méthode précédemment décrite s’achéve en un nombre fini d’étapes. Plus précisément, la
méthode, qui se termine au bout de vg itérations, ot vy désigne le rang a partir duquel la
suite (rp, ap, sp)pen+ devient stationnaire, fournit une EDA de la forme

X1 =A() X3+ fi
0= Xs+ fo (123)
0= f3>

ou les f; sont déterminés par les dérivées de f.

Remarque 4

Pour des problémes carrés, la partie libre X3 ne figure plus dans (1.23). Dans ce cas, la
condition de compatibilité 0 = f3 disparait également et sous réserve de la consistance des
conditions initiales, le probléme posséde une unique solution ([28], p. 74 - 75).

Indice d’étrangeté. La quantité vg est nommée indice d’étrangeté [26]. Cet indice généralise
la notion d’indice de différentiation pour des systemes rectangulaires (quand il n’y a donc plus
unicité de la solution), c’est-a-dire qu'’il correspond au nombre de dérivations nécessaires pour
écrire X comme fonction continue de X. Il posséde une autre propriété : il donne un indice qui
sera égal tant pour les EDOs que pour les équations algébriques. L’indice de différentiation vaut
toujours 0 pour une EDO et 1 pour un systeme algébrique. Cette différence est gommeée avec
I'indice d’étrangeté; il est nul pour les EDOs et pour les équations algébriques.

1.3.4 Illustration de la méthode de Kunkel-Mehrmann

Observons l'exemple (1.18) :

—tx1 + 7525'62 = —I (124&)
iy oty = —, (1.24b)

1t -1
par t et en comparant par rapport a (1.24a), on obtient I’équation algébrique 0 = —x1 + txo.
Le probleme (1.24) est équivalent a

_ 2 —
ou la paire matricielle (E(t), A(t)) = ([_t t ] , [ 01 0 ])En multipliant I’équation (1.24b)

—21 +txo = —x9
0= —x1 + txo,

c’est-a-dire (E(t), A(t)) ~yq <[_01 é] , [ 01 _tl] > On pose a présent y; = x1 —txg et yo = 2.
Ainsi, (1.24) devient

1 =0
0=uw1,

ot (E(t),A(t)) ~g (B 8] , [(1) 8]) Le passage de (1.21) a (1.22) fournit ’équation 0 = y;.

L’indice d’étrangeté vaut donc 1.
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Chapitre 1. Résolution d’EDAs

1.4 Meéthode des projections

La méthode des projections consiste, comme son nom tend a l'indiquer, a décomposer le
vecteur X solution de (1.1) (respectivement (1.15)) en une somme de projetés par rapport aux
noyaux (et aux images) de matrices particuliéres, la premiére étant la matrice coefficient de X
dans (1.1) (respectivement (1.15)).

Par souci de clarté, nous détaillerons la décomposition effectuée pour un probléme du type
(1.1) d’indice de Kronecker v = 1, puis nous indiquerons la généralisation aux problémes
(1.15) d’indice de Kronecker vk > 1. Enfin, nous donnerons les résultats obtenus dans le cadre
de problemes linéaires a coefficients variables ou la notion d’indice de tracabilité sera introduite.

1.4.1 EDAs linéaires a coeflicients constants
1.4.1.1 Indice de Kronecker égal a 1

On regarde le systeme linéaire & coefficients constants régulier (1.1), en commengant par un
probleme d’indice de Kronecker v = 1. Le principe de la méthode des projections peut en effet
étre extrait de ce contexte fondamental.

On se munit d’'un projecteur @ (i.e. une matrice idempotente) sur le noyau de E.

Remarque 5

La propriété d’idempotence permet de montrer que pour tout projecteur @, la relation de
transversalité R™ = ker Q @ im @) est satisfaite. On peut notamment se référer a I'ouvrage
de C. D. MEYER ([31], p. 394).

On établit un lien entre la régularité de la paire matricielle (E, A) et la régularité de la matrice
E = F + AQ. Commencons par démontrer le résultat suivant :

Proposition 2 ([18])

L’indice de la paire matricielle (E, A) relative au probléme (1.1) est égal a 1 si et seulement
Si
xekerE et AreimFE = x=0.

Preuve - Supposons que la paire matricielle (F, A) est d’indice 1, autrement dit I'indice de la
matrice £ := E ;' E vaut 1. Cela se traduit par la relation de transversalité (C. D. MEYER [31],
p. 394) R™ = ker £ @ im €. On consideére d’'une part z € R" tel que x € ker E. Par définition de
&, on a également

x € ker&. (1.25)

D’autre part, soit y € R" tel que Az = Fy. Puisque Fax = A\Ex + Ax = Az, on a Eax = Ey
et par inversibilité de F4, on obtient z = £y, autrement dit

z €imé. (1.26)

La relation de transversalité ainsi que les résultats (1.25) et (1.26) fournissent x = 0.

Réciproquement, on considere que I'implication (z € ker Fet Ax € im E = x = 0) est satis-
faite. Supposons que l'indice de la paire matricielle (F, A) est strictement supérieur & 1. En
utilisant la forme de Jordan, on établit

_pl|d 0] o
a7 e
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1.4 Meéthode des projections

ol J est une matrice inversible, A est une matrice nilpotente et R une matrice de passage. On
sait donc par hypothése que la matrice nilpotente N n’est pas la matrice nulle. De ce fait, il
existe y # 0 tel que :

0 2.0
[‘07 N]y#O et [{) Nz]y:().

On pose z = ERy. Par construction, x = R [‘07 ﬁ[} y # 0. Or

Ex = EERy
= EAFE'EE'ERy

. J 0 5T 0 1
_EAR[O /\/’]R R[O N]R Ry

2.0
:EAR[{) ./\/'2}'@

=0.
Ainsi,
x € ker E. (1.27)
De plus, Ax = Fax = FAERy = EAEATlERy = FRy. Autrement dit,
Az € im E. (1.28)

Grace aux résultats (1.27) et (1.28), on en déduit que = = 0, ce qui est en contradiction avec la
définition de x. Par conséquent, l'indice de la paire matricielle est inférieur a 1. Mais il ne peut
étre nul car la matrice £ n’est pas inversible; il vaut de fait 1. ]

Nous pouvons a présent montrer le résultat suivant :

Proposition 3

Soit (E,A) une paire matricielle réguliére et (Q un projecteur sur ker E. On a alors la
caractérisation suivante :

(E, A) est d’indice 1 < E est inversible.

Preuve - Grace a la proposition 2, il suffit de montrer que z € ker E et Ax € imFE =z =0
équivaut a det £ # 0.

On commence par supposer que la matrice E est singuliere. Soit x un vecteur non nul
de son noyau. On pose zg = Q. Clairement, zg € ker £ (par définition de Q). De plus,
Azg = AQx = —FEx; ainsi Azg € im E. Il reste a remarquer que xg ne peut étre nul. Si tel
était le cas, alors x € ker Q. Comme Fr = —AQxr = —Axg = 0, x appartient également a
ker ' = im Q. On en déduit que x = 0 ce qui contredit I'hypothese initiale. Ainsi, zg # 0. Par
contraposition, une premiere implication est prouvée.

Démontrons la seconde implication également par contraposition. Soit ¥ un vecteur non nul
tel que Ey = 0 et Ay = Exz. Puisque y est déja dans le noyau de F, on a Qy = y. 1l reste a
fournir un vecteur yg non nul tel que EyQ = 0. On pose pour cela yg =y — (I — Q)z. Un tel yg
ne peut étre nul. En effet, si tel était le cas, alors y € im(I — @). Or y appartient déja & im @ ;
en conséquence y = 0, ce qui contredit I'hypothese initiale. Ainsi, Eyg = By — E(I — Q)x +
AQy — AQ(I — Q)x = —Ex + Ay = 0. La matrice E est donc singuliere. O

Cette caractérisation permet de découpler le probleme (1.1).
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Théoréme 6 (R. Mdarz [35])

On considére le probleme régulier (1.1). Soit @Q un projecteur sur ker E, P = I — Q,
Xg = QX, Xp = PX et E = E + AQ. Si la paire matricielle (E, A) est d’indice de
Kronecker 1, alors (1.1) est équivalent a

{ Xp=PE 'AXp+ PE'f (1.29)

Xo=-QE'AXp - QE'f.

Preuve - On commence par écrire X = I-Q+Q)X =(P+Q)X = Xp+ Xg. En pré-
multipliant (1.1) par E~! et en y injectant la nouvelle expression de X, on parvient &

E'EXp+ E'EXg=FE'AXp+ E7'AXg + E7f. (1.30)

Par définition de Q, ona FQ =0et QP = Q(I — Q) = Q —Q? = 0. Ainsi, EP = (E+ AQ)P =
EP+AQP =E(I-Q)=FEet EQ = (E+AQ)Q = EQ+ AQ? = AQ. On en déduit E~'E = P
et E=1AQ = Q. (1.30) devient alors

Xp = E_IAXP—FXQ—FE_lf. (1.31)

En pré-multipliant (1.31) par P (respectivement par @), on obtient la premiere (respectivement
la deuxieme) équation de (1.29). O

L’équation (1.31) est appelée EDO sous-jacente du probleme (1.1) (bien qu’elle differe de
I’équation (1.17) pareillement nommée).

Si I'inconnue X est suffisamment réguliere, le théoreme précédent devient en réalité une
caractérisation (R. R1aza [51], p. 30 — 33).
1.4.1.2 Exemple

La théorie des circuits électriques fournit de nombreux exemples d’utilisation des EDAs (S.
SCHULZ [54]).

FI1GURE 1.2 — Circuit URC

Modélisation - On ajoute au circuit RC (figure 1.1) une source de tension u(t). La capacité C
du condensateur est supposée strictement positive. La loi des nceuds appliquée au circuit URC
(Figure 1.2) se traduit par iy = ig = i¢. Quant a la loi des mailles, elle fournit u(t) = ug + uc.
Par analyse du circuit, on écrit
u(t) =1
UR = X1 — T2

uc = x2.
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1.4 Meéthode des projections

En appliquant les mémes regles que pour le circuit RC (figure 1.1), on parvient au systeéme
Ci’z = R_l (3}1 — I‘Q)
0=ir— R (21 — ) (1.32)
0=z —u(t).

Appliquons la méthode des projections & 'EDA précédente : le probleme (1.32) est modélisé
par une EDA du type (1.1), ou

0 C 0 R —R1 0 z1 0
E=10 0 0|,A=|-R' R' 1|, X=|z]| etf= 0
0 0 O 1 0 0 iR —u(t)
On note
1 00 ) 000 0
Q=100 0|,Xg=10 ,Plo 1 0| et Xp= [
0 0 1 iR 000 0

Un simple calcul montre que la paire matricielle (E, A) est réguliere d’indice 1. Par conséquent,
la matrice E est inversible (det £ = C) :

0 0 1
El=|ct 0 —(RC)™!
0 1 R!

On utilise ensuite les résultats du théoréeme précédent ; la premiere équation de (1.29) fournit

Quant a ’équation algébrique de (1.29), elle devient

x1 = u(t)

xo  ul(t)
iR=——"+—>
"R TR

11 suffit alors de résoudre I’équation différentielle en o, puis d’injecter 'expression obtenue dans
la seconde équation algébrique pour exprimer ig.

1.4.1.3 Indices supérieurs

On peut généraliser ce procédé au probleme (1.1) d’indice de Kronecker vg quelconque (R.
MARZ [36]). On commence par définir une suite de paires matricielles (E,,, Ap)nen telle que
(E[), Ao) = (E, A) et (E’i-‘,-la Ai-‘,—l) = (El + A;Q;, AZQZ) pour tout %, ou ); est un projecteur sur
ker E;. On obtient une caractérisation similaire entre l'indice de la paire matricielle (F, A) et
les projecteurs :

Proposition 4

Soit (E, A) une paire matricielle réguliére. On considere la suite (E,, Ap)nen précédemment
définie. On a alors la caractérisation suivante :

(E, A) est d’indice vk < Ej est singuliere pour tout i < v et E,,. est inversible.

Cette proposition permet d’établir le résultat suivant :

23



Chapitre 1. Résolution d’EDAs
Théoréme 7 (R. Riaza [51])

On consideére le probléeme régulier (1.1). Soit (Ey,, Ap)nen la suite précédemment décrite.
On pose X =U + Vi +---+V,, 1. Si la paire matricielle (E, A) est d’indice de Kronecker
vk, alors (1.1) est équivalent a

U=Py...Py1G, AU+ Py... Py 1G,)}

l/K—l
. 1.33
Vi = —-KLU + Z N}WVJ + L f, ( )

j=k+1
pour tout k =vg —1,...,1, avec

Kr=PF... PklekPk+1 - P,/K_lG;;A,
Nij=PFo... Po1QrPiyr ... Pi1Qj,
Liy=F...Pr1QxPr11-.. P,,KflG_l

VK

—1 2 . -1
G, €tant une correction de E,, .

Le théoreme précédent permet ainsi de résoudre le probléme régulier (1.1) ; on résout en premier
lieu 'EDO portant sur U dans (1.33), puis on détermine V,, 1, Vi, —2, ..., Vi.

1.4.2 Cadre linéaire a coefficients variables

La méthode des projections peut s’étendre, non sans effort, aux EDAs linéaires a coefficients
variables (1.15). En suivant le méme type de raisonnement, on parvient a un résultat de forme
similaire & celui obtenu pour l’équation (1.1). L’indice de Kronecker n’étant plus défini dans
le contexte a coefficients variables, on 1’étend par la notion d’indice de tracgabilité (on peut se
référer & R. Riaza [51], S. ScHuLZ [54] p. 14 — 19).

1.5 Méthode de Jacobi-Pryce

1.5.1 Motivation

On souhaite étudier un probleme général de la forme F(X,Y) = 0. On sait que si la
différentielle de F' par rapport a Y est inversible, alors on peut écrire ¥ comme une fonction
continue de X. L’ensemble {(X,Y) | F(X,Y) = 0} définit dans ce cas une variété différentielle.
Reprenons I'exemple (1.11)

C(.i’Q-i?g) = R! (l‘l—xg)
0:x1—$3—U
O:x37

qui peut s’écrire comme F(X,Y) =0, ou

" X1 Rfl (3?1 — 332) —C (j?Q — .fg)
X:<$2>,Y: iy | et F(X,Y) = 1 —x3—U
’ T3 3
Il n’est pas possible ici d’exprimer Y comme une fonction continue de X car la différentielle
R! —C C
DyF(X,)Y)=| 1 0 0] n’est pas inversible. L’ensemble {(X,Y") | F(X,Y) = 0} n’est
0 0 0
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1.5 Meéthode de Jacobi-Pryce

pas une variété différentielle.

La méthode de Pryce [44] propose une analyse structurelle des EDAs. Cette analyse consiste
a déterminer les variables et les équations qui doivent étre dérivées afin de réduire ’ensemble
{(X,Y) | F(X,Y) =0} a une variété différentielle. On pourra alors modifier X, Y et F(X,Y) a
cet effet. La méthode de Pryce est une généralisation de la méthode de Pantelides [41] et retrouve
la méthode de Jacobi (on peut consulter [40]). Cette méthode est utilisée pour déterminer les
solutions des EDAs via les séries de Taylor; on peut se référer aux travaux de J.D. PRYCE [43],
de J.D. PRYCE et N.S. NEDIALKOV ([37], [38] et [39]) et de S. ILES [25]. Nous nous concentrons
uniquement dans cette section sur 'aspect de réduction des EDAs par la méthode de Pryce.

1.5.2 Probléme initial
On pose f1(X,Y) =R (21 —x9) — C (i2 — i3), fo(X,Y) =21 —25 — U et f3(X,Y) = x3.

On cherche deux vecteurs ¢ € R3 et d € R? tels que I'on puisse réduire ’ensemble

{(X,)Y)]| f1=0,f2=0, f3 =0}

a une variété différentielle du type

T = {(x1,... 7$gdl),x2, . ,x§d2)73;37 o ?m:(;ds)) |

fl:o""’fl(61):Oaf2:07'--7f2(62):O,fgzo,...,f3(63):()}_

On cherche par ailleurs a ce que la dimension de ¥ soit minimale, a condition que d; — ¢; soit
supérieur ou égal a l'ordre de la dérivée de la variable j dans I’équation f;(X,Y) = 0 (sans
quoi il y aurait une contradiction). On note cet ordre o;;. On doit considérer en définitive le
probleme de minimisation sous contrainte suivant

3

3
min Zdj—Zci

dj —ci 2 oy \ 73 i—1

1.5.3 Probléme dual

Pour résoudre le probleme initial qui est un probleme d’optimisation discrete, on passe par
le probleme dual suivant :

mCaXZO'Z'jfij, C= &j =0 | Zglj = Z&J =1
i J

On commence par établir la matrice d’ordre des dérivées ¥ = (04j)1<ij<3- Cette matrice
détermine le poids de chaque variable dans chaque équation en fonction de son degré de
dérivation (quand la variable n’apparait pas, 0;; = —00). On obtient
0 1 1
21 = 0 —o0 0

—o00 —oo 0

On résout ensuite le probleme dual en considérant les différentes facons de sommer les coefficients
de la matrice d’ordre des dérivées (pour respecter la contrainte C). Ceci revient a considérer les
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Chapitre 1. Résolution d’EDAs

six matrices (de permutation) suivantes, en leur associant les coefficients correspondants de la
matrice Y1 et en sommant ces derniers :

1 00 [0 1 1

01 0] —|] 0 —-o0 0] —=0—00+0=—00,
10 0 1] |—oo —oo 0]

[1 0 0] 0 1 1]

0 0 1] —] 0 —-00 0] —=040—00=—00,
10 1 0] |—oo —oo 0]

[0 1 0] [0 1 1]

100 —]|0 —oco Of —140+0=[1],
10 0 1] |—oo —oo 0]

[0 0 1] [0 1 17

1 0 0| — ] 0 —oc0o O] —=1+0-—00=—00,
10 1 0] |—00 —oo 0]

[0 1 0] [0 1 1]

00 1] —| 0 -0 0] —140—00=—00,
11 0 0] |—00 —oo 0]

[0 0 1] [0 1 1]

01 0] — 0 —00 O0f —m1—00—00=—00.
11 0 0] |—o00 —oo 0]

Le maximum (égal & 1) est atteint en faisant 012 + 091 + 033, soit pour le jeu de coordonnées
S1 = ({1,2},{2,1},{3,3}). Le probleme dual est ainsi résolu.

1.5.4 Résolution du probleme initial

En considérant le jeu de coordonnées Sy, on trouve les vecteurs ¢ et d (qui ne sont pas

uniques en général) en appliquant la procédure suivante : on commence par ¢’ = 0, puis on

définit les vecteurs d'! et c! tels que djl = max; (U,;j + cll) et cil = djl- —0j;. En itérant ce procédé,
on décrit deux suites c¢¥ et d¥. Ces suites deviennent toujours stationnaires. En notant ko le
rang & partir duquel ces suites sont stationnaires, on récupere ¢ = cko et d = d*o.
Ainsi,

& =(0,0,0),

d' = <H12TCLX (0i1) , max (0i2) , INax (0i3)> =(0,1,1),

' = (dy — o12,dy — 091,d3 — 033) = (0,0,1),

& = (max (Uil + Ci) , max (O'Z‘Q + Ci) , max (O'ig + Cz)> = (0, 1, 1),

(3 K3 1

¢ = (dz — 012,dy — 01, d3 — 033) = (0,0,1) = "

Le probleme initial est résolu, les valeurs recherchées sont :

d= (d17d2>d3) = (07 17 1) et c= (01762763) = (0707 1)

La méthode de Pryce indique ensuite la construction du systéeme tenant compte des équations
dérivées. De par les indices précédemment trouvés, on en déduit qu’il faut dériver la derniere
équation une fois, et que toutes les variables apparaissent ainsi que leurs premieres dérivées sauf
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1.5 Meéthode de Jacobi-Pryce

Z1. On obtient
C(ig —d9) — R Hzg —21) =0

r1—x3—U=0
.CC3=O
x3 = 0.

On réserve I’équation x3 = 0 et le reste du probleme s’écrit

C(.%"g — :i'Q) — R_l(wg — xl) =0

xr1 — U=0
3 = 0.
Tl .
On remarque qu’il est maintenant possible d’exprimer Y = | @2 | en fonction de X = (;) :
i3 3
en posant
~ C(SEg — {L‘Q) — R_l(l‘Q — xl)
F(X, Y) = 1 —U )
T3
on a
R' —C C
DyF(X,Y)=| 1 0 0
0 0 1

qui est inversible. On est parvenu au but escompté.

Remarque 6
Les calculs sont simplifiés puisque ’exemple est linéaire. En toute généralité, il faut utiliser
le théoréme des fonctions implicites pour pouvoir exprimer certaines variables en fonction
d’autres.

1.5.5 Illustration avec le pendule simple

Reprenons les équations modélisant les oscillations d’un pendule simple en dimension n = 2 :
& T+ Az

ona F(X,Y)=0,ou X = (ac)’ Y=19]|et F(X,Y)=| 4+ Ay—g |. On remarque que la
y A 2 4+y? -1
1 0 =«
matrice Dy F(X,Y) = [0 1 y| estsinguliere. Appliquons la méthode de Pryce : commencons
00 0

par écrire la matrice d’ordre des dérivées :

2 -0 0
Yo=|—-c0 2 0
0 0 —00
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Chapitre 1. Résolution d’EDAs

Résolvons le probleme dual :

1 0 0
01 0] —
10 0 1]
[1 0 O]
00 1] —
10 1 0]
[0 1 0]
1 0 0] —
10 0 1]
[0 0 1]
1 0 0] —
10 1 0]
[0 1 0]
00 1] —
|1 0 0]
[0 0 1]
01 0] —
|1 0 0]

2 —o0 0
—oc0 2 0| —2+2—-00=—00,
0 0 —oc]
—00 0 ]
—o0 2 0| —24+0+0=]2],
0 0 —oo)
—00 0]
—oco 2 0 | — —0c0o—00—00=—00,
0 0 —oc]
—00 0]
—o0 2 0 | —0—-00+4+0=—o00,
0 0 —o0]
—00 0 ]
—o00 2 0 | ——-00+0+0= —o0,
0 0 —oo]
2 —o0o 0

—c0 2 0 | —0+2+0=][2].

Le maximum (égal a 2) est atteint pour les jeux de coordonnées S1 = ({1,1},{2,3},{3,2}) et
So = ({1,3},{2,2},{3,1}). Utilisons par exemple S; pour résoudre le probléme initial :

& =(0,0,0),

d' = (max (0i1) , max (0;2) , max (ai3)> = (2,2,0),

¢! = (di — o11,d3 — 093,d2 — 032) = (0,0,2),

d2 = <max (Uil + Ci) , max (O'Z‘Q + Ci) , max (0’,‘3 + Cl)> = (2, 2,0),
i i i

¢ = (dy — o11,d3 — 093, dy — 032) = (0,0,2) = .

Le probleme d’optimisation est résolu, les valeurs recherchées sont :

d= (dl,dg,dg) = (2,2,0) et c= (61,02763) = (0,0,2).

On construit le systeme tenant compte des équations dérivées :

Le systéme se résout en commencant par I’équation z? + y?

,

T+ =0
i+Ay—g=0
2?+y2-1=0
2z 4+ 2yy =0

2xd 4 2uij + 247 4 2% = 0.

— 1 = 0 (utilisation du théoreme

des fonctions implicites pour exprimer 'une des variables en fonction de I'autre). On exprime
par exemple y en fonction de x. On utilise en suite ’équation 2z& + 2yy = 0, oul on exprime g
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en fonction de x et . On termine avec les trois derniéres équations
T+ =0

J+Ay—g=0
2xi + 2y + 242 + 29 = 0.

On pose
T+ Ax
223 + 2y + 242 + 292
1 0 =z
La matrice Dy F(X,Y) = | 0 1 y| est inversible (det Dy F'(X,Y) = —2). On peut donc
2¢ 2y O

exprimer (Z, ¢, A) en fonction de (z,,y, ).

1.6 Méthode de Rabier-Rheinboldt

Nous adoptons dans cette section un point de vue géométrique ; nous considérons les EDAs
comme des équations différentielles définies sur des variétés différentielles [50]. Les EDAs sont
des équations différentielles sous contraintes; il est donc possible et naturel d’envisager leur
étude vis-a-vis des variétés différentielles. Nous décrivons essentiellement les travaux de P. J.
RABIER et W. C. RHEINBOLDT [48] repris par R. R1AzA [51] concernant une méthode globale
de réduction des problemes quasi-linéaires

E(X)X = f(X), (1.34)

ou E : T — R™™ est une matrice singuliere de rang constant r sur Z C Ret f : 7T — R™.
On suppose que les fonctions F et f sont suffisamment régulieres. L’accent est porté sur des
problemes autonomes bien qu’'une généralisation aux problémes non-autonomes soit possible
([51], p. 123 — 129).

Remarque 7

‘ Nous omettrons les détails trop techniques de la méthode par souci de concision.

1.6.1 Meéthode globale de réduction - EDAs quasi-linéaires

Commencons par remarquer que si X, solution de (1.34), est une fonction de classe C!(Z, Oy),
ol Oq est un ouvert de R”, alors

XeO ={ze0| f(z) € imE(x)}.

Pour pouvoir manipuler ’espace O1, il est nécessaire d’en connaitre la structure. Il se trouve
que sous certaines hypotheses générales, O; est une sous-variété de dimension r de Oy.
Définissons ensuite 'application A : TOp ~ Oy x R" — R™ telle que A(z,p) = E(x)p— f(x).
On désigne par TOq le fibré tangent de Oy qui correspond a 'union disjointe des espaces
tangents en tous les points de Op. On pose My = A1(0) et 7 : R® x R® — R" la projection
sur la premieére composante, de sorte que 7 (My) = O;. Il est clair que si X est une solution de
(1.34), alors
(X, X) € M. (1.35)
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On a mis ainsi en avant deux variétés différentielles Oy et My. Le mécanisme de la méthode
globale de réduction va construire, par un jeu de restrictions, deux suites de variétés (O);cn
et (M}),cn, dont les premiers termes sont précisément Op et Mp. Il est nécessaire de requérir
aux deux hypotheses suivantes :

1. La matrice E(x) est de rang constant r < n, pour tout z € O;.
2. L’application A(z,p) est une submersion sur M.

La seconde hypothése impose & la dérivée A d’étre de rang maximal n (de rang plein) pour
chaque point de M. Ceci permet 'utilisation du théoreme des fonctions implicites, notamment
pour exhiber des paramétrisations locales des variétés.

L’idée est de procéder par restrictions successives. Le vecteur X doit étre tangent & O (de
méme qu’a Op). Par conséquent, puisque X € Oy, on doit avoir

(X,X)eTO. (1.36)
Les conditions (1.35) et (1.36) imposent
(X,X) € My =TO; N My = A7, (0).
On vient de déterminer les termes Oy et M; des suites (Og),cy €t (My),en- Par ailleurs,
XeOy=na(M)={zxec O f(z) € imE(x)|1,0,}

Si le méme type d’hypotheses s’appliquent sur les restrictions E(x)|1,0, et Alro,, alors O
définit une sous-variété de O; de dimension ri, ot r; est égal au rang de la matrice E(x)|r,0,-
En itérant ce procédé, on parvient a construire les suites de variétés différentielles (O ), cp et

(Mg) gen :
Orr1 ={z € O | f(z) € im E(2)|1,0,}

et
M1 = Az, (0).

1.6.2 Indice géométrique

Dans de telles conditions (validité des hypotheses précédemment décrites), les deux suites
exhibées deviennent stationnaires pour un certain entier v¢, vérifiant

M() MDD Myg = MVG“Fl? 00 D 01 DD OVG D) Ol/c—i-l = OVG+2'
Définition 4 (Indice géométrique)

Le rang vg a partir duquel la suite (M},), oy devient stationnaire (dans le sens d’égalité entre
variétés) est appelé indice géométrique du probleme (1.34).

Pour retrouver les solutions de (1.34), on peut faire appel aux paramétrisations locales. Il est
ainsi possible de décrire les solutions de (1.34) en terme d’équations réduites.
1.6.3 Illustration

Observons le probleme sous forme d’Hessenberg suivant

= a(x’ Y, Z)
= b(z,y) (1.37)

= c(y).

o e &
|
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On se place directement sur la variété définie par I’équation 0 = ¢(y). On peut bien entendu
écrire cette variété comme Oy = {(z,y,2) € R3 | 0 = c(y)}. Par simple dérivation de la
contrainte 0 = ¢(y), on obtient 0 = ¢(y)y = ¢(y)b(z,y). Le fait de dériver puis de substituer
y par b(z,y) correspond a la phase de restriction précédemment évoquée. On obtient ainsi
O1 = {(z,y,2) €R3| 0= c(y),0 = &(y)b(z,y)}. De la méme maniere, on a Oy = {(x,7,2) €
R [0 = c(y),0 = é(y)bla,y),0 = &(y)b*(z,y) + () (be(z,y)alz,y, 2) + by(z,y)b(z, y)}. En
supposant que ¢(y)bz(x,y)a.(z,y, z) est inversible, on est en mesure d’exprimer Z en fonction
de x et y; en effet, on a

b33 + 3bé (aby, + bby) + ¢ (a%bgy + 2abbyy + b2byy + aby (ag + by) + b (aybs + b2y))
a,bzc

=
=d(x,y, 2).
La solution du probleme (1.37) doit donc satisfaire 'EDO

T =a(x,y,z)
y = b(z,y)
2 =d(z,y,2),

tout en vivant sur la variété Oy. Pour pouvoir exprimer cette solution, on passe par les cartes
locales de la variété.

1.7 Elimination différentielle

L’algebre différentielle, initialement développée par J. RITT [52], fournit des outils per-
mettant la résolution de systemes polynomiaux différentiels. Un processus symbolique, ap-
pelé algorithme de Rosenfeld-Grébner, permet entre autres de traiter certaines EDAs [56] par
des techniques relatives a I’élimination différentielle. Cette derniere peut étre vue comme une
généralisation de I’élimination gaussienne aux systemes d’équations différentielles polynomiales.

1.7.1 Contexte

Dressons un rapide portrait des différentes techniques d’élimination (on peut se référer a F.
BOULIER [6]) :
— Elimination gaussienne : On souhaite résoudre un systeme linéaire possédant n équations.
A Daide du pivot de Gauss, on triangularise le systéme afin de faciliter sa résolution : on
élimine par exemple x; dans les n — 1 dernieres équations, xs dans les n — 2 dernieres, etc.
On arrive ainsi a un systeme triangulaire de la forme

a117°1 + a1ore + - - + a1pxy = by

a20%9 + + + - + agnTy = bo

ApnZn = bp.

Cette technique revient a déterminer une base triangulaire avec laquelle il est possible
d’exprimer les solutions du systeme.

— Elimination algébrique : Pour un systeme polynomial, on peut généraliser le principe
précédent d’au moins deux facons. La premiere consiste a utiliser les bases de Groébner
[14]. Dans ce cadre, on classe les monémes entre eux suivant un ordre dit admissible.
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Une base de Grobner est ainsi un systeme de réécriture confluent qui rééerit un monome
en une combinaison linéaire de monémes plus petits pour 'ordre admissible fixé. En
un certain sens, on obtient un systeme triangulaire, si I'on voit les monomes comme
des variables indépendantes. La deuxiéme consiste a fixer un ordre sur les variables et
calculer un ou plusieurs ensembles triangulaires dont la réunion est équivalente au systeme
initial. On peut se référer & M. MORENO MAzA [34]. Ces ensembles sont triangulaires
dans le sens ou deux polynomes ont toujours des variables principales différentes. Ces
ensembles triangulaires sont plus précisément des chaines régulieres ([3] et [9] ainsi que
leurs références).

Elimination différentielle : Dans le contexte des systémes polynomiaux différentiels, les
bases de Grobner ne sont pas adéquates car elles ne constituent pas nécessairement des
bases engendrées par un nombre fini d’éléments. Elles sont généralisées par la notion de
chaines différentielles régulieres [6], dont le but est, comme pour I’élimination gaussienne,
d’obtenir des systeémes « triangulaires > afin de résoudre le probléeme initial.

C’est dans ce dernier contexte que prend source ’algorithme de Rosenfeld-Grobner, mis au
point par F. BOULIER, D. LAZARD, F. OLLIVIER et M. PETITOT ([7] et [8]), et notamment
amélioré par F. LEMAIRE [29] et E. HUBERT [24]. Sans rentrer dans son analyse, nous utilisons
directement cet algorithme sur deux exemples afin d’en extraire les idées principales.

1.7.2 Algorithme de Rosenfeld-Grobner illustré

Ezemple 1 - Reprenons le cas (1.11)

C(:ﬁg—jjg) :R_l (%2—1‘1)
O:.Z‘l—aj‘g—U

OZZL‘g.

On commence par fixer un ordre sur les variables. Considérons par exemple 'ordre

T3 < To <1 <T3<To <] <"+

Puisque nous effectuons les calculs a la main, nous tachons de les rendre aussi simples que
possible. On choisit la troisieme équation du systeme

Ozl’g.

Elle est simple et ne peut se simplifier. Poursuivons avec la seconde équation 0 = 1 — xz3 — U.
En la combinant avec ’équation 0 = x3, elle se simplifie en donnant

0=z —U.

Quant & la premiere équation C (i3 —i9) = R~ (x9 — 1), on peut la réduire en utilisant
0=2x1 — U et 0 = #3. On obtient ainsi

—Ci‘g = R_l({rg — U)

Les solutions du systéme initial (1.11) sont exactement les solutions du systéme réduit

—Ciy =R Y (zy - 1)
0= T — U
0:.263.

Remarque 8
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1.7 Elimination différentielle

Les constantes U, R et C' sont considérées non nulles dans ’exemple. En supposant qu’elles sont
déclarées de la sorte pour 'application de I'algorithme, ce dernier ne fait pas de distinction de
cas. En revanche et ce d’une maniere générale, Rosenfeld-Grébner distingue toutes les configu-
rations possibles, a savoir si les variables et les constantes sont nulles ou non. On obtient ainsi
un scindage qu’il est parfois facile de représenter par un arbre [6].

Ezemple 2 - Traitons 'exemple du pendule simple en dimension n = 2

I =—-\z
i=9g—\y
0=a’+y* - 1.

En raison de la structure des équations a étudier, on souhaite éliminer le multiplicateur de
Lagrange A (on obtiendra ainsi un systéme différentiel ordinaire sur les variables x et y). On
choisit ainsi 'ordre* d’élimination

Y<T<Y<E<GT<E<<A<KASA< -

Choisissons la premiere équation & = —Az. Si ’on souhaite exprimer la plus grande variable par
rapport aux autres, a savoir A (suivant l'ordre fixé au départ), il faut étre en mesure de diviser
par x. Une premiere distinction de cas intervient a ce niveau : z = 0 (cas dégénéré) et = # 0
(cas non dégénéré). Le cas dégénéré conduit au systeme réduit

0==x
O:y2—1
0=Ay—g
0#y.

En omettant les détails techniques, précisons que I'inéquation sur y ne peut étre omise (entre
autres parce que si y = 0, alors g = 0, ce qui est absurde). Quant au cas non dégénéré

_ T

I
i=9—\y
O:zr:2+y2 1
0 +# x,

il fournit par substitution de A = ~Z dans Jy=g—\y
x

PR

T
yTr = gTr + TY
0=a+y* -1
0 +# x.

De la méme maniere que pour le multiplicateur de Lagrange A, on doit supposer que y # 0
pour pouvoir exprimer & en fonction des autres variables (# étant la plus grande variable de

4. Nous devrions employer le terme < classement > pour étre tout a fait exact.
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léquation jzr = gr + Zy). Il y a donc deux nouvelles configurations

respectivement a

Remarque 9

PR
T
0=gz
0=2a%—-1
0#x
\O:ya

et

0#x
0 #y.

Le cas y = 0 contient clairement une contradiction.

:y =0 et y # 0 menant

On poursuit de fait avec le cas y # 0. En dérivant deux fois I'équation 0 = 22 +y?> —l et en y

injectant ’expression & =

yr — gr

, on obtient apres simplification

y+yx'2+yy'2—ga:2:0.

Puisqu’une premiere dérivation de 0 = 22 + y? — 1 donne &z + ¢y = 0, on obtient i2x? = ¢%y>.

Ainsi, en multipliant expression §j + yi? + yi®> — gz? = 0 par z
disparaitre la variable % :

2

, on est en mesure de faire

z? (y + ydv2 + yg'/2 — ga:2) =0« :E2gj + x2ym'2 + z2yy2 — gm4 =0

o 225+ 9?2y + 2%yy? — gzt =0
2., 22 (2 9 4_
S j+97y (2 +y?) —gat =0
s 2%+ 9?y —gat =0

. 2
e 1-y)i+iy—a(l-y*) =0

S y=

a(1-9")" -y
1—9y2

En combinant les équations précédentes, on finit par obtenir le systeme réduit

)\:

ay(1 —y?) + 32

1 — 92
o(1-9%)° - 3%y
1 — 2

1—y2.

0

En menant les calculs différemment, on trouve A = gy + @2 + ¢? (il suffit pour cela de dériver
a deux reprises la contrainte 22 +y% — 1 = 0 et d’y injecter les expressions de & et jj), ce qui

fournit le second systeme

=gy + &%+ ¢?

j=g— (gy+3*+3%)y
33'2:1—1/2,

qui est également une chaine différentielle réguliere. A Theure actuelle, on ne sait pas si une
modification de Rosenfeld-Grébner permettrait de trouver ce second systeme.
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1.8 Autres méthodes

Etant particulierement riche, la littérature au sujet des EDAs propose d’autres approches
permettant de traiter ces systémes différentiels implicites, notamment lorsqu’ils sont linéaires.

Un algorithme de réduction des EDAs linéaires ou les coefficients sont holomorphes est
proposé par W. A. HARRIS, Y. SIBUYA et L. WEINBERG [23], généralisant le point de vue
abordé par R. J. HANSON [22]. Le systeme linéaire (1.15) est découplé en une EDA et des
équations algébriques de la forme

E1(t) X1 = A1 () X1 + A () X2 + f1
0= A3(t) X1 + As(t) X2 + fo,
ou la matrice Fj(t) est inversible. Une étude des coefficients A;(t) est alors entreprise; dans
un cas favorable (si A4(t) est inversible), une injection de la partie algébrique dans la partie
différentielle est mise en avant, permettant ainsi de résoudre le systéme. Si A4(t) = 0 ou si
A4(t) # 0 mais non inversible, on peut se ramener au systéme de la forme

E\(t)X1 = Ai() X1 + As() Xo + f
0= A3(t) X1 + fo.

Si A3(t) est inversible, on peut exprimer X7 et il reste & résoudre une équation de la forme
A1 Xo = fi.

Dans le cas contraire, on répete toute la procédure précédemment décrite tant que Asz(t) # 0.
Supposons donc que A3(t) = 0; on regarde le probleme

E\(t) X1 = Ai() X1 + A() X2 + fi. (1.38)

Si Ay(t) est inversible, on peut exprimer X» en fonction du reste (X est pris arbitrairement).
Si A(t) = 0, on obtient une EDO. Enfin, si A(t) n’est pas inversible, on peut se ramener &
un probleme de la forme (1.38), mais de taille réduite. Cet algorithme considére ainsi toutes les
configurations possibles vis-a-vis des matrices coefficients du probleme (1.15).

Plus récemment, un nouvel algorithme de réduction motivé par les travaux de W. A. HARRIS
est décrit par M. A. BARKATOU, C. EL BACHA et E. PFLUGEL [4], permettant entre autres
la classification des singularités de P’EDA.

La diversité des techniques permettant d’appréhender les EDAs illustre notamment la ri-
chesse mathématique de ces objets en méme temps que leurs subtilités. Dans le chapitre suivant,
nous présentons une nouvelle méthode de réduction tirant avantage d’une structure générale
simple et applicable a la fois aux EDAs linéaires et quasi-linéaires.
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Chapitre 2

Méthode de réduction de I’'indice
par déflation

Ce chapitre met en lumiere une nouvelle méthode de réduction des EDAs linéaires et quasi-
linéaires [32] et [33]. Nous mettons au point un algorithme formel capable de réduire, dans
certains cas, ces systemes différentiels algébriques. Cet algorithme, nommé méthode de déflation,
est un processus symbolique itératif dont le principe consiste & déterminer une suite d’EDAs de
tailles strictement décroissantes (le terme < déflation > qualifie cette décroissance des tailles).
Il existe deux alternatives envisageables & la fin de ce procédé : soit on obtient un systéme
différentiel ordinaire auquel s’ajoutent des équations algébriques, soit on parvient a un systeme
uniquement composé d’équations algébriques. Le coeur de 'algorithme de déflation est un jeu
de dérivation des contraintes algébriques et de substitution de certaines variables adéquates.
Cette méthode de déflation a été initialement introduite dans le but de résoudre des EDAs
quasi-linéaires intervenant dans le domaine du génie des procédés et modélisant entre autres
les phénomenes de distillation. Nous présentons 1’étude de ces cas dans le troisieme chapitre de
cette these.

Nous décrivons dans la suite la méthode de déflation, ainsi que tous les résultats s’y rappor-
tant tels que la baisse de I'indice de Kronecker a chaque étape de I'algorithme pour les EDAs
linéaires a coeflicients constants, ou le caractere géométrique de la méthode. Nous appliquons
I’algorithme & de nombreux exemples dont celui du pendule simple en dimension n.

2.1 EDAs linéaires a coefficients constants

2.1.1 Meécanisme de déflation

Nous commencons par étudier le probleme linéaire a coefficients constants, i.e. de la forme
EX = AX + . (2.1)
Notre objectif étant de séparer la partie différentielle de la partie algébrique, il convient de

trouver une forme canonique générale de la paire matricielle (F, A). En écrivant £ = G [ 0} et

A=G [ﬁl}, ou G € R™" est une matrice inversible, F' € R™*™ est telle que rang F' = rang
2
E=r, Al e R™" et Ay € RO=1)%n op g
B F Aq . AN+ Ay
s f] <o A] e A -
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Si la paire matricielle est réguliere pour un A donné (i.e. si AE' 4+ A est inversible pour ce \), on
voit immédiatement que la matrice As est nécessairement de rang plein.

Proposition 5

Soient E' et A deux matrices carrées de taille n telles que rang E = r. Si le probleme (2.1)
est régulier, alors
AMS+H N+ K

AE+A=G Y N

P (2.3)

ou G € R™™ est une matrice inversible, P € R™" est une matrice de permutation, S et
He R Tet KeR*0) N eROXr of N ¢ RO-1X(=7) oy N est une matrice
inversible.

Remarque 10

En d’autres termes, on extrait un bloc matriciel inversible N de la matrice Ay par permu-
tations des colonnes de cette derniére. Notons également que cette décomposition n’est pas
unique.

Preuve - 1l suffit de procéder aux transformations sur les matrices en utilisant les notations

issues de (2.2) : ]
)
I 2

oG]+ [)
<

s T] [H K\,
A 0 0]+[M NDP

[AS+H AT+K]

I
@

p1

G

O
Définition 5 (Transformation réguliére)

La forme de la matrice \E + A exhibée dans (2.3) est appelée transformation réguliere de
(E,A) et par extension de (2.1).

La transformation réguliere de (2.1) donne

[g ﬂ PlX = L\Z ﬂ PlX + <g> : (2.4)

oil (Z) =G-1f.

Remarque 11

Il est possible de faire un paralléle avec (1.12). Nous utilisons davantage le caractére de
régularité de (E, A) en extrayant un bloc inversible N, tandis que la matrice A, présente
dans (1.12) n’est pas nécessairement inversible.

En posant <)§ > P~1X, on développe (2.4) :
1

[S T} <X1>_{H K} <X1>+(g)<:> SX1+TYi=HX1+KYi+g
0 0]\1 M N|\Y h 0=MX;+NY;+h.
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2.1 EDAs linéaires a coefficients constants

Puisque la matrice N est inversible, on a Y; = —N~! (M X7 + h). Ainsi,
SX,+TV, = HX, + KYi + g
& SX, — TN7! (MX1 + h) —HX, — KN"Y(MX, +h) +g
& (S—TN'M)X,=(H-KN'M)X,+TN 'h— KN 'h+g.
On note

Ey=S—TN'M, Al=H—-KN'M e fi=TN 'h—KN 'h+g.

Via le changement de variable (§1> = P~'X, le probleme régulier (2.1) est équivalent &
1

Ele =A1 X7+ f1 (25&)

Y =-N"1(MX,+h). (2.5b)

La transformation réguliere de (2.1) permet ainsi d’obtenir le systeme (2.5) composé de TEDA

(2.5a) et des contraintes algébriques (2.5b). L’équation (2.5a) est une EDA linéaire & coefficients
constants, de taille r inférieure a celle de (2.1).

Définition 6 (EDA linéaire a coefficients constants déflatée)

L’EDA (2.5a) obtenue en opérant la transformation réguliere est appelée EDA déflatée,
relativement a 'EDA réguliére (2.1).

Remarque 12

L’EDA déflatée (2.5a) n’est pas unique car elle dépend de la transformation réguliére.

Le passage de 'EDA (2.1) au systéme (2.5) constitue le mécanisme principal de la méthode de
déflation.

2.1.2 Algorithme de déflation

L’algorithme de déflation prend en entrée la paire matricielle (F, A), la non-homogénéité f,
le vecteur inconnu X ainsi que la taille du systeme n. Il effectue la décomposition générale (2.2)
de maniere & tester la régularité de la paire matricielle (E;, A;) courante. Dans I'affirmative, il
transforme (2.1) en (2.5), passant ainsi d’une matrice coefficient E; & une matrice coefficient
Ej11. 11 se dessine alors trois possibilités :

1. La matrice Ej4 est singuliere; (2.5a) est une EDA et 'algorithme se poursuit.
2. La matrice E; 1 est inversible; (2.5a) est une EDO et I’algorithme s’acheve.
3. La matrice E;1; est nulle; (2.5a) est un systeme algébrique et I'algorithme s’acheve.

Une fois achevé, I’algorithme de déflation fournit soit une EDO et un ensemble de contraintes,

soit uniquement des équations algébriques. Il est présenté sous le nom LTI_Deflation'.

Remarque 13

La troisieme configuration est beaucoup plus rare que les autres. En effet, un tel systéme
décrit uniquement par des équations algébriques est stationnaire. Par conséquent, sa for-
mulation initiale contenant des dérivées est trés certainement inappropriée. En revanche, il
existe des exemples mathématiques illustrant cette troisiéeme configuration.

1. Pour <« Linear Time-Invariant Deflation >.
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40

LTI_Deflation
begin

Input : EOZE, AU:A, fozf, XOZX, r-1=mn.
Step j+1,57>0:
if E; est singulicre,
then
Calculer le rang r; de Ej.
Déterminer les expressions des matrices G, Fj, A1j et Ag; exhibées dans la
factorisation (2.2), relativement aux matrices Ej et A;.
if Ao n’est pas de rang plein,
then
| Stop
else
Déterminer les expressions des matrices P;, S;, T}, H;, K;, M; et N; exhibées
dans la transformation réguliere (2.3) de (Ej, 4;).
Déterminer le triplet (Ejq1, Aj+1, fj+1) & partir des formules précédentes.
Effectuer le changement de variable i(/];l) = ijl X, ou la dimension de
Xj41 est égale a r;. ’
Déterminer les contraintes algébriques 0 = M; X1 + N;Y; 11 + hj.
end

else
| Stop
end
Output : Soit k le nombre d’étapes de 'algorithme.
if (Ej, Aj) est réguliére pour tout j € [0,k — 1],

then
if Ej. est inversible
then
Fournir ) .
Xy =E, (Ax Xk + fr)
0= My 1 X+ Nep1Yy + hg—1
0= MyX;1 + NoY1 + ho.
else
Fournir
0= ApXk + fr
0= M1 Xy + Np_1Yy + hp—1
0 = MyX1 + NoY71 + hy.
end
else

| Le systeme possede une infinité de solutions ou bien il n’en possede aucune.
end

end



2.1 EDAs linéaires a coefficients constants

2.1.3 Propriétés de l’algorithme

Analysons a présent différentes propriétés qui découlent de l'algorithme dans le contexte
linéaire a coefficients constants. La notation <« ~ > introduite dans le chapitre précédent pour
les paires matricielles est employée pour des matrices ; deux matrices M et My sont équivalentes
s’il existe deux matrices de passage R; et Rs telles que M; = R1MsRs. On note My ~ Ma.

2.1.3.1 Transmission de la régularité

Théoréme 8

Si le probleme (2.1) est régulier, alors L’EDA déflatée (2.5a) est également réguliere.

Preuve - Puisque le probleme (2.1) est régulier, il existe par définition un réel A tel que la
matrice AE + A soit inversible. En utilisant la proposition 5, on a

AS+H MM+ K
AE+ A~ .
* { M N
Or, la matrice N est inversible. Par conséquent, on peut utiliser la décomposition relative au
complément de Schur par rapport a la matrice N :

NS+ H MNT+K

| M N
L, WT+EK)NY[AS+H-M+K)NM 0 I, 0
|0 L, N 0 N||N"'M I,
L, WT+EK)NY[AS=MN'M+H-KN'M 0 I, 0
0 L || 0 N| |[NT'M I,
[, WT+K)N-Y [AE1+A; 0 I, 0
o L, 1L o0 N||N"'M I,.|

AE1+ A1 0 .
1§ ! N]. Ainsi det (\E + A) = det (\E; + A;) det N.
On en déduit que la matrice AE; + A; est inversible; TEDA (2.5a) est réguliere. O
La propriété de régularité se transmet ainsi d’'une EDA linéaire & coefficients constants a
une EDA déflatée. Par conséquent, si la premiere paire de matrices est réguliere, alors toutes
les paires matricielles obtenues en chaine par la méthode de déflation le seront également.

On obtient de ce fait AE + A ~ [

2.1.3.2 Invariance du rang

La transformation réguliere (2.3) utilisée par 'algorithme préserve les rangs matriciels.
Théoréme 9
On considére deux EDAs déflatées du probléme régulier (2.1), représentées respectivement
par les paires matricielles (Eq, A1) et (Eb Al). Alors les relations

rangE) = rangEl et rangA; = rangfh

sont satisfaites.
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Preuve - On suppose qu’il existe deux transformations régulieres différentes donnant d’une
part pour la matrice FE :

S T

—ac! -1 _
E=GG EPP G[O 0

] Pl et E=GG'EPP'=G [‘g T} p1

Autrement dit,

S T S T

[0 O}N{o 0]. (2.6)
D’autre part,

K H

—ac! -1 _
A=GG "APP _G{M N

]pl ot A— GG APP =G []{j Ef} =

ce qui donne
K H K H

En utilisant (2.6) et (2.7), on montre que
S T S T
M N M N|°
Puisque les matrices N et N sont inversibles, on obtient en utilisant le complément de Schur

3 3-8

A1 0 A 0
0 N 0 N|’
ce qui se traduit par rang E'y +rang N = rang FEy4rang N et rang A;+rang N = rang A;+rang N.

Or, les matrices N et N sont de plus de méme taille; elles sont par conséquent de méme rang.
On parvient ainsi a rang Fy = rang ] et rang A} = rang A;. O

et

2.1.3.3 Réduction de l’indice

Dans le contexte linéaire a coefficients constants, nous employons le terme indice pour
désigner 'indice de Kronecker de la paire matricielle (E, A).

Théoréeme 10

L’indice de la paire matricielle (E, A) relative au probléme (2.1) est égal a 1 si et seulement
si la matrice Ey obtenue dans 'EDA déflatée (2.5a) est inversible.

Preuve - On suppose pour débuter que la paire matricielle (F, A) est d’indice 1. Soit = € R™

tel que = € ker {S

T . (oo .
M N]’ ou les matrices S, T, M et N sont définies par la transformation
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réguliere (2.3). On a

i3

3

2 € ker | M N}

T € ker 1EP)

p=—
€ ker M N}.

On note O = G~ 'EP. Puisque rang Op =

(1
{
{xeker ¢ 1
{
)

H K
. . _1 o o
Ainsi, GT'APzx = [M N} T = <

rang F = r, il existe y € R" tel que < 0 > OFgy. On obtient alors

G 'APz = Opy € im Op.
En posant z = Px, on a d’'une part
T €EkerOp < Opr =0
< EPx =0
S Ez=0
& z € ker E.

D’autre part,
G 'APz ¢ imOp & G 'APz = Opy

< APx = EPy
& Az = FEPy
& AzeimE.

D’apres la proposition 2, on en déduit que z = 0 et par conséquent x = 0. Ceci démontre que

la matrice [ est inversible, de méme que son complément de Schur Fj.

T

M N

Réciproquement, on suppose que la matrice E7 est inversible, ce qui revient a supposer que
M N

matricielle (GilEP, GflAP), autrement dit a la paire matricielle (@ E, GflAP). Notre but est
de montrer I'implication suivante :

T € kerOf
G 1APx € imOp

S T . N . . - I R .
[ ] est non-singuliere. Clairement, la paire matricielle (F, A) est équivalente a la paire

=x=0.

Or, Ogz = 0 implique que [S T] z =0et G'APx € im O implique que [M N] z =0,

T
ce qui se traduit par [ ] x = 0. La matrice [S

M N M N
signifie que l'indice de la paire matricielle (E, A) vaut 1. O

] étant inversible, on a z = 0 ce qui

Le théoreme 10 se généralise pour n’importe quel indice. Le passage entre I'indice 1 et I'indice
0 (une matrice inversible est d’indice 0) n’est que le reflet d’'un mécanisme plus global. Avant
de démontrer cette baisse générale de I'indice, montrons les deux résultats techniques suivants.
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Proposition 6

B

s . A
>
On considére la matrice par blocs [C’A C’B} . Pour tout k > 1, on a

A B1" [(A+BC)*'A (A+BC)*'B
CA CB| ~— |C(A+BO)'A C(A+BO)'B|-

Preuve - Le cas k = 1 est évident. Pour le cas général, supposons qu’il existe un entier p tel
que

A B’ [(A+BOyP'A (A+BC)'B
CA CB| ~— |C(A+BC)'A C(A+BC)y-'B|"

- . A B .

En post-multipliant par la matrice [ CA C B} , on obtient

A BV [(A+BCY»1'A (A+BCY'B][A B

CA CB IC(A+ BC)P'A C(A+BC)Y'B| |CA CB

[ (A+ BC)P—1 (A2 + BCA) (A+ BC)P~!' (AB + BOB)

C(A+ BC)P—t (A2 + BCA) C(A+ BC)P~! (AB + BCB)
[ (A+BC)»A (A+ BC)’B
- |C(A+BC)PA C(A+BC)YB|"

La propriété est héréditaire ; le raisonnement par récurrence nous fournit le résultat escompté.
O

Proposition 7

On considére les notations issues de la transformation réguliere (2.3) du probléme (2.1) et
on pose C; = \Ej + Aj pour j € N*. Pour tout k > 1, on a

(PJ‘_lc'_lEij>k

k-1 _1 k=1
B ( hE CrinSi (C]-HE]'H CinTi
= k— k-1
—N lM (C IEJ+1> C_+IIS.7 N lMJ <C +11Ej+1> CJ'_+11TJ'

Preuve - Commencons par le cas k = 1.
—1 -1
P C T E;P;
1 (\G,G'E; PP + G,G A PP P
(/\jj PPy + GG jjj) b

—1
_plp S; T H; K, —1p p.
= P; PJ<A{ J Gt M, N G;'E;P;
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2.1 EDAs linéaires a coefficients constants

AS;+Hy AT +K;17'[S; T,
M; N; 0 0

I Ty + KNP ][ ABjor + Ajyr 0 I oN'[s T
0 I 0 N; 0 0

I AT+ KON V[ Ca 0 I oN'[S T
0 I 0 N;j || N'M; I 0 0

[T 0] [ G 0 ][I OGHE)NT S T
CLNTM T 0 N 0 I 0 0
- 9 F =1 -1
_ {1 0 Cin O1 I —(MT; + Kj)N; S; T
| -N7IM; T 0 NS 0 I 0 0
_[ r 0771 Crhy olHSj T]}
| -N;'M; T 0 N 0 0
- 11 -1 -1
— I1 0 Oj+15j Cj+1Tj
| -N'M; T o 0
r -1 -1
— _C;jﬂSj_l _C;j+1Tj_1 ] '
L _Nj MjCj+1Sj _Nj MjCj+1Tj
Quant au cas k > 2, il suffit d’appliquer la proposition 6. O

On est a présent capable de démontrer la généralisation du théoreme 10.

Théoréme 11

On considére une EDA déflatée, représentée par la paire matricielle (Ejy1,Ajy1), d’une
EDA réguliere représentée par la paire matricielle (E;, A;), pour j € N. Si E;y est
différente de la matrice nulle, alors I'indice de Kronecker de (Eji1,Ajy1) est égal a ce-
lui de (Ej, Aj) diminué de 1.

Preuve - Par commodité, I'indice de Kronecker de la paire matricielle (Ej, A;) est noté v, .
Le cas vk; = 1 est traité par le théoreme 10. Supposons donc maintenant que v, > 2. On pose

Op, = G, 'E;P;
@A]- = G;lAij
& = (\Ej+ A) ' E;.

Puisque &; = P; ()\@E]. + @Aj)_l @Eij_l, on observe que les paires de matrices (Ej, A;) et

(@ E;»© Aj) sont équivalentes et qu’ainsi elles ont méme indice. La matrice ()\9 B +© Aj)_l Op,
est alors d’indice vk, et vérifie

ker (A0p, +04,) " 05,) " @im (A0, +04,) " Op,) " =R (2.8)
Prouver que vg; , = vk; — 1 revient a montrer 'implication suivante
VK].fl X VK].fl
rekerf, ] NimE ;] =z=0 (2.9)
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. VK.—l
D’une part, si x € ker 5j+{ , alors

l/Kjfl VK. —2

r=0&¢&

J
& 41

i+ Eit1z =0
& é:m’ (AEj41 + Aji1) ' Ejpiz =0
& €T B+ Aj) ! (85— TN, 'M;) 2 =0
& €897 (\Bjar + Ay) ! (S0 = TN M) =0,
Par simple produit, on obtient

vi.—1 _ _
gj_ﬁ (AEj 1+ Ajy1) ! (ij —T;N; 1Mj:c> =0.

En notant Cj11 = AEj11 + Aj11, la proposition 7 donne

—1 VK, x
(()‘@Ej +04,) @Ej) ’ <—N-‘1ij>

k= -1 k=1

_ (CJ+1E ) C]+IS (Cj+1Ej+1> CinTy < T >
- _ k— k=1 N lM-x

|-G (CJ-HE ) CrinSy =N M, (C +11Ej+1) CihT) !

B VK.— VK. —
= £ Cy+15 i1 C]+1T o )

|- N 5]“ ‘orls, —NSE T e ) \ Ny Mye

vi.—1 — —

_ €t (AEJH + Aj) (ij —T;N; 1Mjﬂf)

—N 1M g]+17 ()\Ej+1 + Aj+1)71 (S]:L‘ - T’ij_lel’)

xr —1 VK .
(—Nj—lex> e ker (A0, +04,) ' 0p,) . (2.10)
. . l/K,—l . . . N VK.—l
D’autre part, si x € 1m€j+{ , alors il existe y € R™, ou r; € N* tel que x = €j+{ Y.
Puisque le rang de ©p; vaut rj, il existe deux vecteurs v € R et v € RV=17"7, ou 7
correspond a la dimension de Op,, tels que y = (AEj11 + Aj) 7 (Sju+ Tju). Alors, z =

l/K.—l

il (AEjm+ AjH)_l (Sju+ Tju). La proposition 7 fournit également

((h0n, +04,) " 08, <z>

k— _1 k—1 1
B (G ) il sj (CihE)  CEATy "
B -1 1 -1 -1 =L v
~NM; (CRAE 1) 1S =N (CRL B CRAT

< ’ )
= -1 )
—N; Ma

c’est-a-dire

(_N‘fﬁM.J eim ((AOp, +04,) " O5,) . (2.11)

i J

46



2.1 EDAs linéaires a coefficients constants

Les expressions (2.10), (2.11) et (2.8) assure que <_ = 0, et par conséquent xz = 0.

x
N M
La propriété (2.9) est alors satisfaite. O

Un parallele important doit étre souligné a ce stade de ’étude. En effet, 'EDA déflatée
(2.5a) correspond a la réduction via le complément de Schur de 'EDA (1.13). Si la matrice Ay
est inversible dans (1.13), alors en développant le systéme par rapport aux matrices par blocs,
on parvient a 'EDA déflatée (2.5a).

2.1.3.4 Borne du nombre d’étapes de la méthode

Une des particularités de la méthode de déflation réside dans le lien entre le rang des matrices
et la taille des systémes réduits. Concretement, si r; désigne le rang de la matrice Ej, alors r;
est par définition la dimension de F; 1, autrement dit du systeme déflaté. On s’attend ainsi a ce
que le(s) rang(s) matriciel(s) intervienne(nt) dans la borne du nombre d’étapes de la méthode.

Proposition 8

On considére une EDA déflatée, représentée par la paire matricielle (Fjy1,Ajy1), d’une
EDA réguliére représentée par la paire matricielle (E;, A;), pour j € N. On note vk, l'indice
de (Ej,Aj). On a les trois propriétés suivantes

1. Sivk; > 1 alors rang E; > rang Ej1.
2. Sivk, =1 alors rang Ej = rang Ej;.

3. Sivk; > 1 et rang E; =1 alors Ej1 = 0.

Preuve - Démontrons les trois propriétés.
1. On suppose que vk, > 1. Par construction, r; = rang F; > rang Ej;1, ot Ej1 € R"7*",
Si rang Eji1 = rj, alors la matrice Fj11 est inversible, autrement dit vg, =1 ce qui est
absurde. En conséquence, rang F; > rang Ej 1.
2. On suppose que vi; = 1. La matrice Fj;; est alors inversible, de taille 7; donc de rang
rj. On a bien rang E; = rang F; .
3. Supposons vg; > 1 et rang Ej = 1. Par construction, E;+1 € R. Si Ej11 # 0, alors Ejq
est inversible. Ainsi, vk, = 1, ce qui est en contradiction avec I'hypothese. En conclusion,
E]‘+1 - 0 D
L’ensemble des précédents résultats nous indiquent qu’a chaque étape, l'indice est diminué, de
méme que le rang des matrices coefficients. Ceci meéne naturellement au résultat suivant.
Théoréme 12

Supposons que ’'EDA (2.1) est réguliére et notons r = rang E. Le nombre d’étapes k de la
méthode de déflation satisfait
k < min (r,vk),

ot vi est I'indice de Kronecker de la paire matricielle (E, A).

b ol ()= () (),

qui est un probléme nilpotent d’indice vix = 2. Ainsi,

p-[ acn x=(2) w 1= (2)

Ezxemple - Considérons ’EDA
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Chapitre 2. Méthode de réduction de I'indice par déflation

La méthode de déflation fournit en une seule étape
E1 =0, A1:1, X1 =x1 et f1:g+h.

Le rang de la matrice E vaut 1 ce qui indique que le nombre d’étapes est aussi égal a 1, méme
sivg = 2.

O

2.1.4 Solution du probleme linéaire a coefficients constants

On résume maintenant les résultats précédents en décrivant la solution de (2.1) obtenue par
I’algorithme de déflation.

Théoréme 13

On suppose que ’EDA (2.1) est réguliére et on note k le nombre d’étapes de la méthode
de déflation. Les coordonnées de la solution de (2.1) sont données par le vecteur

1. Si la matrice E, est inversible, alors X, satisfait 'EDO
Xp =B (AeXp + fi) -
2. Si la matrice E}, est identiquement nulle, alors
X = —A; fi.

De plus,
Yigr = =N, (M Xj41+hy),

pour tout j =k —1,...,0.

2.1.5 Exemples

Nous illustrons a présent la méthode de déflation a travers divers exemples, notamment
fournis par la théorie des circuits électriques. Nous utilisons pour cela 'algorithme de déflation
LTI_Deflation (codé grace au logiciel MAPLE), qui donne & 'image du théoréme précédent soit
une EDO, soit une équation algébrique (suivant 'inversibilité ou la nullité de la matrice Ey),
puis une liste d’équations algébriques correspondant aux contraintes exhibées a chaque étape.
On note £ = (AE+ A) "' E.

EDA d’indice 1 (G. REISSIG, W. S. MARTINSON et P. I. BARTON [49]) - Soit le probleme
régulier
(9 +d3=—21+ f1

To + T3 = —x2 + fo

Ty + o5 = —x3+ f3
Ty + o5 =—x4+ f4
0:—:E5+f5.
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2.1 EDAs linéaires a coefficients constants

On note

et A= —I5.

o O O O
OO ==
S O = =
O = = O O
—__=0 O

@)
@)
)
)

La matrice E est de rang 2. Pour déterminer I'indice de Kronecker, on prend A = 0 (la matrice
A est inversible) et on obtient

o O O
o O O
o O O

L’indice de Kronecker vaut 1 puisque le bloc nilpotent est nul.

> E[0] := <<0[1]1]0]10>, <0[|1]1]0]10>, <0l0l0Ol1]11>, <0l0lOl1]11>, <0l0[0]0]0>> :
> A[0] := - IdentityMatrix(5)
> £[0] := <f[1]1(t), f[2]1(t), £[31(t), £[4](t), £[B1(t)> :
> X[0] := <x[1], x[2], x[3], x[4], x[5]> :
> LTI Deflation(E[0], A[0], f£[0], X[0]) ;
[ diff(x[2](t), t) + diff(x[4]1(%), t) = - x[2](t) + £[2](t) - diff(£[3]1(t), t)
+ diff(£[41 (v), ©),
diff (x[4]1(t), t) = - x[4]1(t) + f[4]1(t) - Aiff(£f[5]1(t), t) ]
[ [ x[1] = x[2] + £f[11Ct) - f[2](2),
x[3] = x[4] + £[3]1(t) - £[4](v),
x[5] = £[5]1(t) 11

L’algorithme de déflation s’achéve en une étape (un seul jeu de contraintes extraites).
EDA d’indice 1 (P. KUNKEL et V. MEHRMANN [28]) - Soit le probléeme régulier

C(i‘g—ig) =R! (xg—.’L'l)
0=$1—$3—U

0:$3,
ou C' # 0 et R # 0. On note
0 -C C -R~Y R7L 0
E=10 0 O et A= 1 0o -1
0O 0 O 0 0 1

La matrice E est de rang 1. Pour déterminer I'indice de Kronecker, on prend A = 0 (la matrice
A est inversible) et on obtient

0 0 0 —RC
=10 —RC RC| ~ 0 0
0 0 0 0 0

Ainsi, 'indice de Kronecker vaut 1.
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Chapitre 2. Méthode de réduction de I'indice par déflation

> E[0] := <<0]|- C|C>, <0[l0]0>, <0|0]0>> :
> A[0] := <<- 1/R|1/R|0>, <1|0|- 1>, <0|0|1>> :
> f[0] := <0, - U, 0> :
> X[0] := <x[1], x[2], x[3]> :
> LTI_Deflation(E[0], A[0], £[0], X[0]) ;
[ diff(x[2](t), t) = - (1/(R*C))*(x[2](t) - U) 1]
[ [ x[11(t) = x[3]1(t) - U,
x[3](t) =01 ]

L’algorithme de déflation s’achéve en une étape (un jeu de contraintes extraites).

EDA d’indice 3 (K. E. BRENAN, S. L. CAMPBELL et L. R. PETZOLD [10]) - Soit le probléeme
semi-explicite

T = —x3+ f1
Ty = —x1+ fo
0=—x2+ f3.
On note
1 0 0 0 0 -1
E=10 10 et A=|[-1 0 0
0 0 O 0O -1 0

La matrice E est de rang 2. Pour déterminer I'indice de Kronecker, on prend A = 0 (la matrice
A est inversible) et on obtient

0 -1 0 010
E=10 0 0Of~1]0 0 1
-1 —X 0 0 0O

Ainsi, I'indice de Kronecker vaut 3.

> E[0] := <<1]|0]0>, <0]1]0>, <0|0]0>> :

> A[0] := <<0]0]|- 1>, <= 1]0]0>, <0|- 1]0>> :
> £[0] := <£f[1]1(¢), £[2]1(t), £L3]1(L)> :

> X[0] := <x[1], x[2], x[3]> :

> LTI _Deflation(E[0], A[0], f£[0], X[0]) ;

[ x[3]1(t) = £[1]1(t) - diff(£[21(t), t) + diff(£[3]1(L), t, t) 1]

[ [ x[1]1(
[ x[2] (£

f[2]1 () - diff(f[3]1 (L), t) 1,
f[31(t) 1 1]

Le nombre d’étapes peut étre vu comme le nombre de jeux de contraintes algébriques (et
non directement le nombre d’équations algébriques). Par conséquent, 1’algorithme de déflation
s’acheve ici en deux étapes.
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2.1 EDAs linéaires a coefficients constants

EDA d’indice 3 ([19], [55]) - Soit le probleme régulier

T3+ a7 =0
Gy — g =0
LZ'U7:136
Cig = 29
0=—21 — 2
0= —ax; — x3
0=—z4+ V(1)
0=—z5 + xg,
ou L #0,C #0 et a0. On note
0 01000 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0001000 —1 0O 0 0 0 0 000
0000O0GO0TL 0 0O 0 0 0 0 100
0000O00O0TO0 C 0O 1 0 0 0 000
E=1lo000000 ol 4721 21 0 0 0 00 0
0000O0O0TO 0 0 —a 0 -1 0 0 000
0000O0O0TO 0 0 0 0 0 -1 0 000
0000O0O0TO0 0] 0 0 0 0 -110 0

La matrice E est de rang 4. Pour déterminer l'indice de Kronecker, on prend A = 1 pour
simplifier et on obtient

00 0 —-C 0000 1000000 O
00 0 C 0000 01000000
00 0 aC 000 O 00010000
g_ 000 0 0 0000 00001000
00 —L aCL 0 0 0 0 0000O0O0TO0O
00 —L aCL 0 0 0 0 0000O0O0GO0O
00 1 —aC 00 1 0 0000O0O0TO0O
o0 0o -1 0001 [000O0O0GO0GO0 O

Ainsi, I'indice de Kronecker vaut 3.

> E[0] := <<0|0]1|0]0|0]1]0>, <O|0O|O|1]0lO]|O|- 1>, <O|O|O|OIO|O|IL|O>,

> <olololololololc>, <olololololololO>, <OlOlOlOlOlO|Ol0>,

> <010101010101010>, <01010101010]0]0>> :

> A[0] := <<0|0l0|0lO|0OlO|0O>, <O|O|O|O]O|OlO|O>, <O|0O|OlO|O]1]0]0>,

> <olilololololOlO>, <= 1]- 1]0l0OlOlOIOIO>, <= alOl- 1]OlOlOlO]O>,
> <0lolol- 1l0l0l0l0>, <Ol0OlOlO]= 1]11]0]10>> :

> f[0] := <0, O, O, O, O, O, V(t), O> :

> X[0] := <x[1], x[2], x[3], x[4]1, x[5], x[6], x[7], x[7]> :

> LTI _Deflation(E[0], A[0], f£[0], X[0]) ;

[ diff(x[7]1(t), t)
diff (x[8](t), t)

- axCxdiff (V(t), t, t),
diff (V(t), t) ]

[ [ x[1]() = - (1/2)*x[3](v),
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Chapitre 2. Méthode de réduction de I'indice par déflation

x[2] (t) = (1/2)*x[3] (L),
x[4] (t) = V(v),
x[5](t) = x[6](t) 1,
[ x[3](t) = a*xCxdiff(V(t), t) 1,
[ x[6](t) = - a*CxLxdiff(V(t), t, t) 1 ]

L’algorithme de déflation s’achéve en trois étapes.

2.2 EDAs linéaires a coefficients variables

D’un point de vue structurel, la méthode est similaire au cas linéaire a coefficients constants.
On adapte simplement le mécanisme de substitution (injection de la partie algébrique dans
la partie différentielle) car de nouveaux termes provenant de la dérivation apparaissent. En
revanche, le passage aux coefficients variables fait perdre la propriété de transmission de la
régularité. Cette différence est somme toute attendue puisque nous savons que les notions de
régularité et d’unicité des solutions deviennent indépendantes dans le contexte variable.

2.2.1 Meécanisme de déflation

On regarde le probleme de la forme
Et)X = A)X + f. (2.12)

La régularité n’étant plus automatiquement transmise, on est dans ’obligation de la considérer
comme telle pour pouvoir appliquer la méthode de déflation. Nous adaptons ainsi la notion de
régularité au probleme a coefficients variables. Cette nouvelle notion a été introduite sous une
autre forme dans la définition 3.1 de [46].

Définition 7 (Régularité géométrique)
Le probleme (2.12) est dit géométriquement régulier sur un intervalle ouvert Z € R™ si

— le rang de la matrice E(t) est constant sur T ;
— la transformation (2.3) s’applique.

En d’autres termes, puisqu’il n’est plus possible de s’appuyer sur la régularité de la paire ma-
tricielle, on est contraint de supposer 'existence de la transformation. On exige ainsi que la
matrice Ay (dans sa version dépendante du temps) soit de rang plein quitte & permuter les
colonnes de cette derniére pour extraire un bloc inversible.

La régularité géométrique de (2.12) donne

[su) T<t>] g {H(t) K(t)] Py +<Z)’ (2.13)

0 0 M(t) N(t)
ol (Z) = G(t)~1f. En posant @f) P~1X, on développe (2.4) :
o I6) - R)-
o { S(H) X1+ T(t HH)X1+ K(t)Y1+g¢
M(H)X; + N(t)Y1 + h.
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2.2 EDAs linéaires a coefficients variables

La matrice N(t) est inversible par I'hypothese de régularité géométrique. On peut ainsi extraire
une expression de Y; de I’équation algébrique 0 = M (¢t) X7 + N(¢)Y1 + h. De plus, en dérivant
cette derniere par rapport a la variable ¢, on obtient

0=M®X, +MH)X; + NH)Y; + NE)Y; + h.
Par conséquent,
Vi = —N(0)F (M(0)X0 + M@)X0 + N0+ )

— N (M(t)X1 FMOX: — NON@© ™ (M(#)X1 + h) + h) .

Ainsi,
S(H) X, +T(t)Y1
— S(H)X; — T(t)N L <M(t)X1 FMOX) — NON@® ™ (M(#)X1 +h) + h)
= (S(t) = T()N ()" M(t)) X1 — T(£)N ()" (M(t) - N(t)N(t)_lM(t)) X
TN () (h - N(t)N(t)—lh)
et
HO)X, + K(t)Yi +g
= Ht)X; — K(t)N(t)"" (M(t)X1 4+ h) +g
= (H{t) -~ KO)N@#)'M®) X1 + T)N({t)"'h — KN () h +g.
On note

Ey(t) = S(t) — T(t)N(t) " M(t),
Ay(t) = H(t) = K@ON®) M) + TN (M) ~ NON@© ™ M(D) |

fi=TENE) ™ (h - N(t)N(t)_lh) ~K()N@#)h+g.

X3

Via le changement de variable (Y
1

) = P7!'X, le probleme géométriquement régulier (2.12)
équivaut a
{El(t)Xl = A(O)X1+ fu (2.14a)
Yi=-N@t) "' (MH)X; +h). (2.14b)
Définition 8 (EDA linéaire a coefficients variables déflatée)

L’EDA (2.14a) obtenue en opérant la régularité géométrique est appelée EDA déflatée,
relativement a 'EDA (2.12).

2.2.2 Algorithme de déflation

On adapte 'algorithme LTI_Deflation aux coefficients variables. Cette version de 1’algo-

rithme est nommée LTV_Deflation 2.

2. Pour « Linear Time-Varying Deflation >.
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LTV_Deflation
begin

Input : Eo(t) = E(t), A()(t) = A(t), fo = f, X() = X, r—-1=mn.
Step 7+1,7>0:

if E;(t) est singuliére,

then
if (Ej(t),A;(t)) est géométriqguement réguliére,
then
Calculer le rang r; de Ej(t).
Déterminer les expressions des matrices Pj, S;j(t), Tj(t), H;(t), K;(t), M;(t) et
Nj(t) exhibées dans la transformation (2.13) de (E;(t), A;(t)).
Déterminer le triplet (E;y1(t), Aj41(t), fj+1(t)) & partir des formules
précédentes.
Effectuer le changement de variable <§(/9:11) = pj*l X, ou la dimension de
Xj41 est égale a r;. ’
Déterminer les contraintes algébriques 0 = M;(t) X1 + N;(t)Yj41 + h;.
else
Stop
end
else
| Stop
end

Output : Soit k le nombre d’étapes de I'algorithme.
if (E;(t),Aj(t)) est géométriquement réguliére pour tout j € [0,k — 1],

then
if Ex(t) est inversible
then
Fournir ) )
Xip = Ep(t)” (Ae() Xk + fr)
0= My_1(t) Xy + Np—1(t) Y + hi—1
0= Mo(t)Xl + No(t)Yl + hg.
else
Fournir
0= Ak(t) Xk + fx
0= Mp_1(t)Xg + Ng—1(t) Y + hg—1
0= Mo(t)Xl + No(t)}/l + hg.
end
end
end
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2.2.3 Solution du probleme linéaire a coefficients variables

A T'image du contexte linéaire & coefficients constants, rassemblons les résultats donnant la
solution de (2.1) obtenue par I’algorithme de déflation LTV_Deflation.

Théoréme 14

On suppose que les EDAs E;(t)X; = A;(t)X; + f; sont géométriquement réguliéres pour
tout j € [0,k — 1], ou k désigne le nombre d’étapes de la méthode de déflation. Les
coordonnées de la solution de (2.12) sont données par le vecteur

Xk
Yy
v
1. Si la matrice Ey(t) est inversible, alors X}, satisfait ’EDO
Xy = Bp(6)"! (Ap() Xk + fi) -
2. Si la matrice Ey(t) est identiquement nulle, alors
X = —Ap() " fi-

De plus,
Yigr = —N;j(t) ™" (M;() Xjp1 + hy),

pour tout j =k —1,...,0.

2.2.4 Exemple

On résout les systemes de la méme maniere que dans le contexte des coefficients non variables.
Le terme indice fait ici référence a I'indice de différentiation ; on observe que dans cet exemple, il
coincide avec k. On omet d’écrire la dépendance en t pour ne pas alourdir les notations, mais on
garde en mémoire que toutes les quantités manipulées dépendent du temps. L’exemple suivant,
décliné en trois cas, est extrait de R. RIAZA [51], qui le traite par la méthode des projections.

EDA d’indice 1 - Soit le probleme homogene géométriquement régulier suivant

(Chi1 = —Char + a4 — a5
Cog = —Cowg — 23 — 14
Li‘g = X9 — L.%'3

O0=x1 —29+ Rix4

\ 0= Tr1 — R2$5,

ouC; #0,Cy#0, L #0, Ry #0 et Ry # 0. On note

C; 0 000 -, 0 0 1 -1
0 Cy, 0 00 0 -C, -1 -1 0
E=|10 0 L 0 0] e A=1| 0 1 —-L 0 0
0 0 000 1 -1 0 R O
0 0 0 00 1 0 0 0 —-Ry
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On applique a présent ’algorithme au systeme précédent :

> E[0] := <<C[1]lol0l0l0>, <0lC[2]l0l0O|0O>, <OlO|L|O|O>, <Ol0OlO|O|O>,

> <ololololo>> :

> A[0] := <<- diff(C[1], t)I0l0l1]- 1>, <O|- diff(C[2], t) |- 1|- 1]0>,

> <0|1]- diff(L, t)1010>, <1|- 1|0IR[11]10>, <1|0]0l0]|- R[2]>> :

> f[0] := <0, 0, 0, 0, 0> :

> X[0] := <x[1], x[2], x[3], x[4], x[5]1> :

> LTV_Deflation(E[0], A[0], £[0], X[0]) ;

[ L¥diff (x[3]1(t), t) = - diff(L, t)*x[3]1(t) + R[1I*x[4](t) + R[2]*x[5](t),
C[2]1*R[1]1*diff(x[4]1(t), t) + C[2]*R[2]1*diff(x[5](t), t) = - x[3](t)

- (1 + diff(C[2], t)*R[1] + C[2]*diff(R[1], t))*x[4] (t)

- (diff(C[2], t)*R[2] + C[2]*diff(R[2], t))*x[5](t),
C[1]*R[2]*diff (x[5](t), t) = x[4]1(t) - (1 + diff(C[1], t)*R[2]
+ C[1]*diff(R[2], t))*x[5](t) ]

[ [ x[1]1(e
x[2] (£)

R[2]1*x[5] (t),
x[1](t) + R[11*x[4](t) ] ]

L’algorithme de déflation s’achéve en une étape (un jeu de contraintes extraites). La solution
du probleme satisfait

Lis = —Lxs + Ryxy + Roxs
CoRyiyg + CoRods = —x3 — (1 + CyRy + CQRl) T4 — (C2R2 + C2R2> 5
C1Ra%5 = x4 — (1 +C1Ry + C1Rz> x5

1 = Raxs

To = 11 + Rix4.
EDA d’indice 2 - Soit le probleme homogene géométriquement régulier suivant
Ciiy = —Chzy + x4 — 5
CQI"Q = —021'2 — T3 — T4
Lig =x9 — L$3

0=x1 — 29

02561 —R:C5,

ouCy#0,Cy #0, L#0et R+#0. On suppose que Cy + Cy # 0 et on note

C, 0 0 00 -¢; 0 0 1 -1
0 Cy 0 00 0 -Cy, -1 -1 0
E=10 0 L 00| e A=1] 0 1 —-L 0 0
0 0 0 00 1 -1 0 0 O
0 0 0 00 1 0 0 0 -R

L’algorithme appliqué au systeme précédent donne :

> E[0] := <<C[1]l0l0l0l0>, <0|Cc[2]]0]0|0>, <Ol|OIL|O|O>, <O|OlO|0O|0O>,
> <0lolol0l0>> :
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> A[0] := <<= diff(C[1], t)I0l0I1l- 1>, <O|- diff(C[2], t) |- 1|- 1]O>,
> <0|1|- diff(L, t)|1010>, <1|- 1]0l0|O>, <1]0l0|O|- R> > :

> £f[0] := <0, 0, 0, 0, 0> :

> X[0] := <x[1], x[2], x[3], x[4], x[5]> :

> alias(a = - C[2]*diff(R, t) - diff(C[2], t)*R) :

> alias(c = C[1]/C[2])

> alias(b = - 1 - diff(C[1], t)*R + diff(C[2], t)*Rxc)

> LTV_Deflation(E[0], A[0], £[0], X[0]) ;

[ Lx(1 + c)*cxdiff (x[4](t), t) + bkcxLxdiff(x[5](t), t) =
- (diff (L, t)*(c + c~2) - Lxdiff(c, t))*x[4](t) - (R*c"2 + diff(L, t)*bx*c
+ Lxcxdiff (b, t) - Lib*xdiff(c, t))*x[5](t),
CL1]*R*diff(x[5](t), t) = x[4](t) + (a*c + b)*x[5](t) 1]

[ [ x[11(t) = R[2]*x[5] (t),
x[2](t) = x[11(t) 1,
[ 0= (1 + c)*x[4](t) + b*x[6](t) + c*x[3](t) ] ]

L’algorithme de déflation s’achéve en deux étapes. En effet, la matrice Fy correspondante s’écrit

L(1+c¢)c Lbc
[ 0 CiR
tisfait

} et son déterminant vaut LRCFCy 2(Cy + Cy). La solution du probleme sa-

L(1 + ¢)ciy + Lbeis = —(L(c + ) — Lé)wy — (Ryc® + Leb 4+ Leb — Léb)as
C1Rats = x4 + (ca + b)xs
1 = Roxs
Tr9 = I1
23 =—c ' ((1+c)wy + bas).

EDA d’indice 3 - On reprend le probleme précédent en supposant Cq + Cy = 0. Une troisiéme
étape est nécessaire pour achever l'algorithme qui fournit ainsi

E[0] := <<C[1]l0l0l0l0>,<0|C[2]101010>,<0|0|L|0|0>,<0|0|0/0/0>,<0|0|0|0|0>> :

A[0] := <<- diff(C[1], t)I0l0l1]- 1>, <O|- diff(C[2], t) |- 1]- 1]0>,
<0l1]- diff(L, t)10l0>, <1|- 1]0]l0l0>, <1l0l0l0|- R> > :

f[0] := <0, 0, 0, 0, O> :

X[0] := <x[1], x[2], x[3]1, x[4], x[5]> :

alias(a = - C[2]*diff(R, t) - diff(C[2], t)*R) :

alias(c = C[1]/C[2])

alias(b = - 1 - diff(C[1], t)*R + diff(C[2], t)*R*c :

alias(d = 1 + diff(C[1], t)*R + C[1]*diff(R, t))

alias(e = C[1]*R"2 + C[1]*R*diff(L, t) - L - diff(C[1], t)*Rx*L

- C[1]*diff (R, t)x*L)

LTV_Deflation(E[0], A[0], f[0], X[0]) ;

vV VV V V V V V V V V.YV

[ LxC[1]*R*diff(x[5]1(t), t) = - (L*d + e)*x[5](t) ]

[ [ x[11¢t) = R[2]*x[5](t),
x[2](v) = x[1]1(¢) 1,
[ x[3]1(t) = - x[6](t) 1,

[ Lxx[4](t) = - exx[6](¢) ] ]

o7
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La solution du probleme satisfait par conséquent

(i5=— (LC1R)"' (Ld + e)xs
r1 = Rxs
T2 = 21
T3 = —T5
x4 = —L 'exs.

2.3 EDAs quasi-linéaires

2.3.1 Meécanisme de déflation
On généralise a présent la méthode de déflation au contexte quasi-linéaire
B(X)X = f(X), (2.15)

déja rencontré dans le premier chapitre. En raison de la non-linéarité des expressions et en
particulier du vecteur f(X), la méthode fait appel au théoreme des fonctions implicites pour
exprimer a partir des contraintes algébriques un jeu de variables par rapport a un autre. Dans
le cas linéaire, la méthode exige l'inversibilité de la matrice coefficient N(¢) dans la contrainte
algébrique
0=M(t)X; + N(t)Y1 + h(t).
Dans ce nouveau contexte, le théoreme des fonctions implicites exige 'inversibilité de la matrice
Jacobienne Jy, (h), ou
0=nh(X1,Y1),

ce qui revient a considérer la linéarisation de la contrainte, i.e.
0=Jx, (h) X1 + Jy, (h) Y1.

On commence par supposer que le rang r de la matrice £ (X) est constant sur un intervalle
7 € R. Cette hypothese permet de décomposer la matrice via les transformations usuelles de
'algebre linéaire. En posant £ (X) = G (X) {F E)X)] et f(X)=G(X) <;ql gg), on a

s e '] - eon ()

o[- ()

L’attention se porte maintenant sur la contrainte algébrique 0 = h (X). On suppose qu’il existe
une matrice de permutation P, éventuellement égale a la matrice identité, induisant

_ (X1
rx=(y).

et telle que la matrice Jacobienne Jy, (h) est inversible. Ainsi

FOO] 4 - (900 o [F (P (3))] oo () - (P
e (i) - S 6) (g

[T TG - (
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2.3 EDAs quasi-linéaires

ou

[S(Xé,Yl) Y(Xthl)}: F(P_l()();f)) P,

s =0 (P (7)) e Ao =a (P (7)),

Définition 9 (1-Régularité)
Le probleme (2.15) est dit 1-régulier sur un intervalle ouvert 7 € R si
— le rang de la matrice E (X) est constant sur Z ;

X1

— il existe une matrice de permutation P telle que PX = (Y
1

) et la matrice Jacobienne

Jy, (h) est inversible.

Dans le cadre de la 1-régularité, il existe une fonction @1 : Z, — Z,,_, telle que
Yl = @Y1 (Xl) .

En injectant ceci dans 'expression transformée de (2.15) et en développant cette derniere, on
parvient au systeme

{ (5 (Xasir (X)) = T (Ko (X)) ()7 () Ky =g (i (X)) o
0=h(Xy,Y1) '
On note
E1 (X1) = 8 (X1,01 (X1)) = T (X1,1 (X1)) Iy (B) ™ Tx; (),
J1(X1) =g (X1, 1 (X1)).
Le probleme (2.15) est alors équivalent a
{El (X1) X1 = f1(X1) (2.17a)
Y1 = o1 (X1). (2.17b)

Définition 10 (EDA quasi-linéaire déflatée)

L’EDA (2.17a) obtenue en opérant la 1-régularité est appelée EDA déflatée, relativement a
'EDA (2.15).

Remarque 14

L’utilisation du théoréme des fonctions implicites est une difficulté pratique de la méthode
de déflation quasi-linéaire, notamment parce qu’il faut manipuler des fonctions implicites
emboitées. Dans certains cas concrets comme pour I’exemple du pendule simple, il est cepen-
dant possible d’exprimer & moindre coup les fonctions implicites (qui en conséquence ne le
sont plus). De plus, I'utilisation du théoréme des fonctions implicites introduit des difficultés
algorithmiques car les logiciels de calcul formel peuvent difficilement gérer ce théoréme.

2.3.2 Algorithme de déflation

On applique en chaine le mécanisme précédemment décrit en supposant qu’a chaque étape,
le probleme déflaté obtenu est 1-régulier. L’algorithme QL_Deflation? s’en suit.

3. Pour < QuasiLinear Deflation >.
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QL_Deflation
begin
Input : Xo = X, Ey (Xo) = E(X), fo(Xo) = f(X) et r_1 =n.
Step j+1,57>0:
if E;(X;) est singuliéere,
then
Calculer le rang r; de E; (Xj).
Déterminer les expressions des matrices G; (X;) et Fj (X;), ainsi que des vecteurs
94 (Xj) et hj (Xj).
if Le théoréeme des fonctions implicites ne s’applique pas sur la contrainte
algébrique 0 = h; (Xj),
then
| Stop
else
Déterminer les expressions des matrices P;, Sj (X;), T; (X;), Hj (X;).
Xjt1

v = P;X;, ou la dimension de
Jj+1

Effectuer le changement de variable (

Xj41 est égale a r;.

Déterminer la matrice Ej1 (Xj4+1) et le vecteur fj1 (Xj41) & partir des
formules précédentes.

Appliquer le théoreme des fonctions implicites sur la contrainte algébrique
0= Bj (Xj41,Yj41) et extraire formellement une fonction ;41 telle que
Yit1 = @1 (Xjp1)-

end

else
| Stop
end
Output : Soit k le nombre d’étapes de 'algorithme.
if E;(X;)X; = f;j(X;) est 1-réguliére pour tout j € [0,k — 1],

then
if Ej(Xy) est inversible
then
Fournir ] .

X = Ep (Xi)™ fr (Xg)
0= hr—1(Xg, Yz)
0=ho(X1,Y1).

else

Fournir

0= fr (Xg)
0= hp_1 (Xp, Y%)
0=ho(X1,Y1).

end

end
end
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2.3 EDAs quasi-linéaires

2.3.3 Application aux problemes mécaniques

On utilise I'algorithme QL_Deflation pour étudier des problémes issus de la mécanique. On
commence par réduire via ’algorithme les équations modélisant le mouvement d’un pendule
simple pesant en dimension 2 et 3. Ces équations réduites (EDOs sous contraintes) sont de plus
traitées numériquement. On étend enfin I’étude a des systemes dynamiques plus généraux. Ceci
permet en outre de retrouver et de résoudre le probleme du pendule en dimension quelconque
n.

2.3.3.1 Pendule en dimension 2

2.3.3.1.1 Modélisation et résolution formelle On s’intéresse a ’étude standard du pen-
dule simple dans le plan. Considérons un mobile P de masse m = 1, relié a un point fixe par un
fil de masse négligeable et de longueur constante [ = 1. Les frottements sont négligés. On utilise
un systéme de coordonnées cartésiennes (x,y), ou 'axe des abscisses est orienté vers la droite
et I'axe des ordonnées vers le bas. Ainsi, on établit aisément les expressions des énergies de ce
systeme, a savoir I’énergie cinétique E. et I’énergie potentielle E, :

B, - v @4y
2 2
On désigne par g 'accélération de la pesanteur. On choisit I’énergie potentielle de telle sorte
qu’elle soit nulle lorsque le pendule est a sa position d’équilibre stable, c’est-a-dire quand y = 1.
On est dans le cadre d’un probleme sous contrainte ; posons ho(z,y) = 22 + 32 — 1. Puisque la
longueur du fil est supposée constante, les coordonnées (x,y) de P vérifient ho(z,y) = 0. On
peut alors écrire le Lagrangien de ce probleme :

et E,=g(1-y).

. 1. .
L(xa'ray?y?)‘):EC_EP_)\hO(‘Tay):g(xQ—i_yQ) —g(l—y)—)\($2+y2—1),

ol A € R est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte du probleme. Il ne reste plus
qu’a obtenir les équations du mouvement :

d (oL _oL d (oL _oL . 9L
d\oi) " ar dt\ay) oy O oA

De simples calculs aménent a :
F=-2\x, j=g—2\y et 0=a>+¢y>—1.
On modélise donc le mouvement d’'un pendule simple par le systéme dynamique suivant :

T =-2\z
J=g9—2\y (2.18)
0=a?+y*—1.

On introduit les variables x1, z2, 3, ¥4 et x5 pour mettre (2.18) sous la forme (2.15) :
r1=x, T9o=Y, XT3=x, T4=17 et x5=2\

Le systeme (2.18) devient donc :

.%"1 = I3
ig = X4
.’1.2’3 = —I5T1 (219)

Ty =@ — X522
0=a3+a23-1.
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Chapitre 2. Méthode de réduction de I'indice par déflation

On note
T1 1 0 0 0 O T3
9 01 0 00 Ty
Xo=1=2z3]|, Eo (Xg) =10 0 1 0 O et fo (Xo) = —I5T1
Ty 00 010 g— T5T2
s 00000 3 +a3 -1

Théoréme 15

La réduction de (2.19) est obtenue aprés trois étapes de la méthode de déflation.

1. Si |xzo| > |z1], alors la solution générale de (2.19) satisfait I’EDO sous contraintes

suivante :
(zfl’a) N (- [9@1(961) + (Zj(xl)lﬂfz%ﬂ 331) ’ (2:20)

— x9 = @1(x1) tel que 0 = 22 + 22 —1;
—wg = —pi(a1) s ;
— x5 = gp1(r1) + (@1($1)_1$3)2-
2. Si |x1] > |z2|, alors la solution générale de (2.19) satisfait PEDO sous contraintes

suivante :
T2\ L4
()= (o fom - i 2] ) 2
avec

— I :¢1(3§'2) tel queO:x%+$%_1’
oy = —bia) e
— x5 = gro + (¢1($2)_1m4) .

Preuve - On applique directement ’algorithme de déflation.
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1. Etape 1 - La matrice Ey (X() est déja éerite sous forme décomposée. Puisque |za| > |21],
on sait que xo # 0. Par le théoréeme des fonctions implicites, il existe une fonction ¢ telle
que x5 = p1(z1), ot 0 = 22 + 23. On applique le mécanisme de déflation et on obtient le
systeme déflaté :

1 0 0 0 1 T3
0 1 0 0 .%"3 —T5T1
. = . 2.22
0 0 1 0| |4 g — z501(71) (2.22)
—@1(.%1)711'1 0 0 0 T5 X4
On note
A 1 0 00 I3
T3 0 1 00 —T5T1
X; = , FEi1(Xyp)= et X)) =
N L) 0 010 i PR
T —p1(z1) ™tz 0 0 0 Ty

Puisque la matrice F (X7) n’est pas inversible, on iteére le processus.

Etape 2 - Le complément de Schur fournit :

1 000 1 00 0]t 00O
0 10 0 0 1 00[f0100
0 01 0| 0 01 0[/]|0010

—p1(r1)"tz; 0 0 0 —p1(r1)"tey 0 0 1] |0 0 0 O
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Apres de simples calculs, (2.22) devient :

1 0 0 O T zs3
01 0 0f [a3] —T51
00 1 0| |dy g — z501(21)
00 0 0] \dis hi (x1,23,74)

ou hy (z1,23,24) = wl(xl)*lxla:g + x4. Par le théoreme des fonctions implicites, il existe
une fonction ¢y telle que x4 = @o(x1,x3), ou 0 = hy (z1, 3, z4). Dans le cas présent, cette
fonction est explicite. En dérivant la contrainte et en injectant cette nouvelle expression
dans le précédent systeme, on arrive a

1 0 0 i T3
o o 1 0l (&3] = —T51 : (2.23)
z1x3901 (T .
o (‘qui‘;l) o lcp%(;l)l > _Lplaéil) 0 ZE5 g - ZE5QOI(.’L‘1)
On note
€1 €3
Xo=|x3|, fo(X2)= —T5T1
5 g — 5p1(21)
et
1 0 0
By (X,) = 0 1 0
_ ( 3 rlrssbl(fvl)) __m
w1(z1) ©3 (1) p1(z1)
Encore une fois, le processus continue.
Eta,pe 3 - Le complément de Schur fournit :
1 0 0
0 0
. < z3 0:1933%(11)) __x 0
e1(z1) PHEN) p1(e1)
1 0 0 10 0
_ 0 1 Ol 1o 1 0
_ x _ mz3pi(wn) oz
<e01(?9)51) ©3(x1) ) 501(31731) 000

Apres de simples calculs, (2.23) devient :

1 0 0 jﬁl T3
010 T3 | = —T5T1 )
0 0 0] \#5 ha(xy,x3,75)
ou ha(x1,x3,25) = («pﬁil) — :612?(&;1(;01)) — %xml + g — x5¢1(21). Le théoreme des

fonctions implicites permet d’exprimer x5 en fonction de z; et x3 via une fonction @3 : x5 =
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w3(x1,x3). Comme a 'étape précédente, cette fonction est explicite. Plus précisément :

x3 $1333¢’1($1)> x1
— T3 — T5T1 + 9 — T501 a:l) =0
<<P1(961) ©3(x1) ©1(71) (

2

o —supten) == (0
* (5t )2<¢1<m>+$> E S )
(

< ) 901:§il)+gzo

2
i
< > >—w5+9¢1931) 0

p1(z1)
& x5 = gor(z1) + (901(951) x3)2.

+901(ar1)> fg=0

On termine la troisieme étape en obtenant 1’équation différentielle :

1\ T3
(553> a <— [9@1(901) + (@1(901)_15'33)2} ZE1> ‘

2. Le déroulement de la méthode étant similaire, on ne donne pas les résultats intermédiaires.

Etape 1 - Puisque |z1| > |x2|, 1 # 0. Par conséquent, il existe une fonction ¢, telle que
= ¢1(x2), ot 0 = 2% + 22. La premiere étape de la méthode fournit :

T9 1 000 T4
N o 0 1 0 0 . —x5q§1 (.%'2)
X1 = N E By (Xq) = 0 01 0l ¢ N (X1) = g — T5T2
x5 —P1 (wg)flwg 0 0 0 xrs3
E’ta,pe 2 - La nouvelle contrainte algébrique obtenue est x3 = —¢1($2)*1x2x4. La seconde
étape fournit :
) T4
Xo=|za|, fo(Xo)=| g— o572
x5 —x5¢1(x2)
et ~
1 0 0
By (X)) = 0 . 1 0
_ ( T m2r4¢1($2)> _ @
L #1(z2) 2 (x2) o1 (z2)

Etape 3 - La dernicre contrainte algébrique est 0 = ( ¢>1%02) - IQZ‘%(EZSQ)> x4+ ¢1ﬁ2) (g —
x5x2) — T5¢1(x2). Elle permet d’exprimer la variable x5 en fonction des variables x2 et
Ty : )

x5 = gr2 + (¢1(22) 'wa)” .

(ii) B (g ~ ooz + (;ch)—lm)ﬂ m) -

On récupere ’EDO
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Remarque 15

On montre aisément que les deux expressions de x5 (fournies par les points 1 et 2 du
théoréme 15) sont égales.

2.3.3.1.2 Coordonnées polaires Il est possible de retrouver 'EDO du pendule simple en
dimension n = 2. Montrons-le par exemple pour le premier point du théoreme précédent. Soit

RS ]—g,g[ On pose 1 = sinf. On a alors :

-z =1(x1) = \/1—50% =cosf #0;
— x5 =1 =0cosb;
— 43 = 0cosf — §%sind.

On a donc d’une part :

i1 =60cosf — 02sin 6. (2.24)
D’autre part, le systeme (2.20) fournit :

i =— {9901@1) + (901(551)_1903)2} 1.

On remplace dans 'expression précédente les valeurs de x1, ¢1(x1) et x3. On obtient apres
simplifications :
#1 = —gsinfcosd — 6% sin 6. (2.25)

En comparant (2.24) et (2.25), on parvient a :
6 = —gsin6.

On retrouve bien 1’équation classique du pendule simple.

2.3.3.1.3 Résolution numérique Nous avons écrit une procédure, nommée simulation
(disponible en annexe, programmeée grace au logiciel MAPLE), qui permet d’exploiter de maniere
numérique les équations fournies par le théoreme 15. Ce théoréme donne en réalité les équations
du mouvement du pendule sur les deux cartes locales nécessaires pour décrire ’ensemble du
cercle d’équation 0 = a?% + sc% — 1. Le point d’intérét de simulation consiste a se positionner sur
la bonne carte locale au moment adéquat. La procédure simulation commence par déterminer
la carte locale (|x1] > |z2| ou |xe| > |z1]) correspondant aux conditions initiales fournies.
L’intégrateur démarre et s’exécute sur un petit pas de temps fixé au départ. Il s’agit d’intégrer
IEDO mise en avant par la méthode de déflation, et non une EDA (via un schéma de Runge-
Kutta d’ordre 4 et 5). La position du point courant obtenu est analysée : s’il appartient a la
méme carte locale, 'intégrateur s’exécute sur un pas de temps supplémentaire, sinon il bascule
sur la deuxieme carte avant de s’exécuter. Tout au long de 'intégration, simulation bascule
d’une carte locale a ’autre et décrit ainsi ’ensemble du systeme.

La procédure simulation prend en entrée les deux systémes a intégrer (correspondants aux
deux cartes locales), I'intervalle d’intégration, le pas d’intégration et les conditions initiales. Elle
fournit en sortie les temps discrétisés ainsi que les itérés des x1, ..., x5.

On commence par lacher le pendule de la position (1,0) avec une vitesse initiale nulle (0, 0).

_ 2 R . , .
On prend z5 = grs + (xl 1x4) = 0. Les systemes sys1 et sys2 sont donnés par les équations
du théoreme 15. On trace les solutions grace a la commande traceSimulation.

> L := [sysl, sys2]

>CI :=[1, 0, 0, 0, O]

> P := simulation(L, 5, 0.01, CI)
> traceSimulation(P)
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11

0,54

=

-0,5

FIGURE 2.1 — z1(t) en fonction de ¢

14
0,84
0,6
0,4+

0,2

-0.2

-0,4-

-0,6

-0,84

FIGURE 2.3 — Courbe paramétrée (z1(t), z2(t))

On prend un autre jeu de conditions initiales. Cette fois-ci, on donne une vitesse non nulle (0, 5)

au pendule. On prend x5 = gao + (xf1x4)2 = 25.

> L := [sysl, sys2]

>CI :=[1, 0, O, 5, 25]

> P := simulation(L, 5, 0.01, CI)
> traceSimulation(P)
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On obtient alors les courbes suivantes :

14

0,59

o

0,59

=3

VY

FIGURE 2.4 — z1(t) en fonction de ¢

-0,54

-1

FIGURE 2.5 — z2(t) en fonction de ¢

0,5

-0,54

FIGURE 2.6 — Courbe paramétrée (z1(t), z2(t))

La vitesse initiale est ici suffisante pour que le pendule effectue une révolution.
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2.3.3.2 Pendule en dimension 3

On ne donne ici que les résultats obtenus par la méthode de déflation, les calculs étant

similaires a ceux de la dimension n = 2. On effectue par ailleurs le changement de coordonnées
sphériques afin de retrouver les équations classiques du pendule 3D.

2.3.3.2.1 Résolution formelle Le mouvement d’'un pendule simple pesant en dimension
n = 3 est décrit par P'EDA (2.15), ou

1 1000 00O T4

T2 010 00O0O0O0 Ts5

3 0010O0O0GO0 6
Xo=1|z4|, Ep (Xo) =10 001 0 0 O et fo (Xo) = —X7T1

Ts 000O0OT1TO0F® O —ZT7x2

Te 00 00 O0OT1TDO g—T7x3

T7 0 000 0 0 0 o3+ a3 +a2% -1

Théoréme 16
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La réduction du probléeme précédent est obtenue apres trois étapes de la méthode de
déflation.

1. Si|zs| > |x1| et |zg| > |x2|, alors on obtient ’'EDO sous contraintes suivante :

iy 4
. I5
2= 2, .2 —1 2 (2.26)
o — (g1 (w1, 22) + 2% + 25 + (801(951,962) (w124 + 9329?5)) x|\
. _ 2
5 — |op1 (w1, 22) + af + 22 + (@121, 22) w124 4 w225)) | 22
avec r3 = p1(x1,x2) tel que 0 = :c% + x% + x% —1, z¢ = —@12(:1:1,332)_1(331374 + x9x5)
et x7 = g1 (1, 22) + 25 + 2% + (gol(:vl,asg)_l(xllq + 56‘2335)) .
2. Si|xa| > |z1] et |za| > |z3|, alors on obtient 'EDO sous contraintes suivante :
i 4
. Zg
= 2 -1 2, .2 (2.27)
o — [g:ng +ai+ (qbl(:nl, x3) (124 + m3x6)) + xﬁ} 1 | :
. _ 2
T6 g- [9933 + 23 + (¢1(z1, 23) (w124 + 2376)) " + 56(2;] T3
avec T3 = ¢1(x1,73) tel que 0 = 22 + 23 + :c% —21, w5 = —¢1 (2, 23) " (2124 + 376)
et x7 = grs + 23 + (¢1 (w1, 23) " H@124 + 3376)) " + T3
3. Si|z1| > |z2| et |x1| > |z3|, alors on obtient 'EDO sous contraintes suivante :
o 5
is e
_ _ 2
is | 7| - [gxg + (1 (22, x3) " (wows + 3w6))” + 2% + x%} 2o | (2.28)
: _ 2
L6 g— [9963 + (Y1 (w2, x3) " Hwows + w376)) " + 2 + x%} 3
avec 11 = 1 (z2,13) tel que 0 = 2?2 + 3 + {L‘% —1, w4 = —1 (22, 23) " (2225 + 376)

_ 2
et x7 = gug + (V1 (22, x3)~ Hwows + x3w6))” + 22 + 3.




2.3 EDAs quasi-linéaires

2.3.3.2.2 Coordonnées sphériques Observons par exemple le changement de coordonnées
m™ T

sur le premier point du théoreme précédent. Soit 6 € ]—5, 5[ . On pose :
— x1 =sinfsiny;
— x9 = sinf cos 1.
On a alors :
— 13 = @1(21,12) = /1 — (sinfsine))2 — (sinfcos))? = cosb;
— x4 = i1 = 0cosfsiny + sinb cos;
— x5 = d9 = O cos B costh — sin O sin .
On a donc d’une part :

#1 =6 cosfsint + sinb cosp — (02 + ¢2> sin @'sin ¢ + 264 cos 0 cos ¢ (2.29a)
Fo = 6 cosfcosty — 1hsinfsiny — (92 + wZ) sin 6 cos ¥ — 264 cos O sin 1. (2.29b)
D’autre part, le systeme (2.26) fournit apres simplifications :
i1 = —0%sinOsin — ? sin® O siny — gcosHsinfsin v (2.30a)
{dv'g = —62sinf costp — Y% sin® O cos ) — gcos Osin b cos 1h. (2.30b)
En comparant (2.29a) a (2.30a) et (2.29b) a (2.30b), on parvient apres simplifications & :
6 cos 0 sin v + 1 sin 6 cos ¢ — 1% cos? 0 sin 6 sin 1) + 26 cos O cos P + gcosfsinfsiny =0 (2.31)
écos@cosdJ — ﬁsiné’sin@b — 1}2 cos? 0sin 0 cos ¢ — 29w cosfsiny + gcosfsinfcosip =0 (2.32)
On multiplie (2.31) par sin), (2.32) par cos® puis on somme les deux. On obtient :
6 cosf — 2 cos® fsinf + g cos O sin f = 0.
Enfin, on multiplie (2.31) par cos, (2.32) par — sint puis on somme les deux. On obtient :
P sin@ + 26¢ cos = 0.
On retrouve bien les équations classiques du pendule sphérique, a savoir :

6 = )% cosfsinf — gsin 6
= —20 tan"1 4.

2.3.3.2.3 Résolution numérique On adapte la procédure simulation pour le pendule
en trois dimensions (on garde les mémes notations par souci de simplicité). Il est & propos de
considérer cette fois trois systemes. Ces derniers sont décrits dans le théoreme 16. Il faut donc
jongler entre trois cartes locales. On part pour commencer de la position initiale (1,0,0) et de
la vitesse initiale (0,0.3,4).

L := [sysl, sys2, sys3]

cI := [1, 0, O, O, 0.3, 4, 16.09]
P := simulation(L, 10, 0.01, CI)
traceSimulation(P)

vV V V V
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17
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Les trois courbes ci-dessus représentent les coordonnées x1(t), x2(t) et x3(t). On termine par la
représentation paramétrique donnant le mouvement du pendule sur la sphere :
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FIGURE 2.7 — Courbe paramétrée (x1(t), x2(t), z3(t))

2.3.3.3 Problémes multi-corps et pendule en dimension n

Les équations du mouvement des systemes contraints multi-corps peuvent étre obtenues par
le formalisme d’Euler-Lagrange [2]. Si les coordonnées cartésiennes sont utilisées, les équations
engendrent alors une EDA quasi-linéaire de la forme

p=v
M (p)i = a(p,v) — Dpg(p) " A (2.33)
0=g(p),

ou p € R" est le vecteur position, v € R"™ est le vecteur vitesse et A € R™ représente le
multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte 0 = g(p) € R™. Soit m < n. Supposons que
la matrice de masse M (p) est symétrique définie positive et que la matrice Jacobienne D,g(p)
est de rang plein. La forme matricielle du systéme correspond au probleme (2.15), ou

P I, 0 0 v
Xo=|v], Eo(Xo)=|0 I, 0| et fo(Xo)=[M®p) ' (alp,v)— Dpg(p)TA)
A 0 0 0 9(p)

On applique le méthode de déflation & cette EDA. On introduit dans ce but les notations
suivantes : X1 := T1.p—m €t X2 1= Tp_my1.n OU x € R™.

Théoréme 17

Supposons que la matrice Dag(p1,p2) est inversible et introduisons les fonctions py =
v1(p1) telle que g(p1,p2) = 0 et pa(p1,vi) = Dy1(p1)vi. Introduisons également les
M -1
matrices [M(p)~'], € R(=m)xn ot [M(p)~], € R™*™ telles que M (p)~' = GMEZI;;A%)’
2
et pour terminer la matrice A := [M(p)~'], — Daga(p1,v1) [M(p)~'], € R™*". Alors
— Ia matrice AD,g(p)" est inversible;
— le nombre d’étapes de 'algorithme de déflation appliqué a 'EDA (2.33) est égal a 3.
De plus, la solution générale de cette EDA satisfait 'EDO

Vi

pl - avec =
<V1> a <[M(p)1]1 (a(p, ) —ng(p)n)> ) p=(p1,1(p1)), (2.34)

avec v = (v1,p2(p1, V1)) et A = (Ang(p)T)il (Aa(p,v) — D1p2(p1,v1)Vv1).
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Preuve - Commencgons par démontrer que Ang(p)T est une matrice inversible. Puisque
Dapa(p1,v1) = Dyp1(p1), on a

ADyg(p)" = ([M(p)~'], — Daga(p1,v1) [M(p)~'],) Dpg(p)
= ([M(p)~'], — Der(p1) [M(p)~'],) Dpg(p) "
(D291, 2] Diglpr, po) M) '], + (M) 7],) Dyge)T

= [Dag(p1.p2)] ' (D1g(p1.p2) [M(p) '], + D2g(p1,p2) [M(p)~'],) Dpg(p) "
= Dag(p)” ' Dpg(p)M(p) ' Dpg(p) "

)"
)"

—

Par un résultat classique d’algebre linéaire ([31], 210), on observe

rang (Ang(p)T> = rang <ng(p)M(p)_1ng(p)T>

— vang (ng(p)r) _ dim (ker (Dpg(p)M(p)~Y) Nim (ng(p)T>> .

Montrons & présent que ker (ng(p)M(p)_l) N im (ng(p) ) = {0}. Soit un vecteur z tel
que D,g(p)M(p)~tz = 0 et 2 = D,pg(p)"y. Alors 2" M(p) ™tz = y" D,g(p)M(p) 'z = 0. Soit
x = M(p)z; ceci est équivalent & z' M(p)z = 0. Puisque M(p) est une matrice symétrique
définie positive, on déduit que z = 0 et ainsi x = 0. On obtient alors rang (Ang(p)T) =
rang (ng(p)T) = m puisque D,g(p)" est de rang plein. La matrice AD,g(p)" est ainsi non
singuliere.

On applique lalgorithme QL_Deflation au probléme (2.33) :
FEtape 1 - Par le théoreme des fonctions implicites, on peut écrire

p2 = ¢1(p1) et g(p1,p1(p1)) = 0.
On écrit des lors pa pour désigner ¢ (p1). Il s’en suit pe = Dpi(p1)p1, i.e.
Dei1(p1)p1 = va,

avec Dp1(p1) = —D2g(p1, p2) ' D1g(p1, p2). Alors, PTEDA déflatée est

Infm 0 0 pl Vi
0 I of [ o |=|M®» " (ap,v) — Dyglp)'N) (2.35)
Dng (pl) 0 0 A V9

et la premiere contrainte algébrique est ps = 1(p1).

Etape 2 - On a

T_m 0 0 T_m 0 0 Iy—m 0 O
0 I, 0| = 0 I, 0 0 I, O
Doi(p1) 0 0 Doi(p1) 0 Inp 0 0 0

L’équation (2.35) est alors équivalente a

In_m 0 0] /P1 vy
0 I, 0f | & |=|Mp) " (alp,v) — Dpg(p)™A)
0 0 0] \ A —Dyi(p1)v1 + v2
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La contrainte vo = Dy (p1)vi := ¢2(p1, v1) implique
Vo = D1pa(p1, v1)P1 + Dawa(p1, Vi) V1.

Des calculs directs ameénent a

Dipa(p1,v1) = Dag™! ((Da1gD2g ' D1g — Di1g)vi + (D12g — D22gDag™ ' D1g)viDag™ ' D1g),
Dayga(py,vi) = —Dag™ ' Dyg,

ou g signifie g(p1,p2). La seconde équation déflatée est alors

In—m 0 0 151 Vi
0 I 0| [v1 ] = [B,0,00 |, (2.36)
Dipa(p1,vi) Dapa(pi,vi) O A h(p,v, \)2

ott h(p,v,X) = M(p)~" (a(p,v) — Dpg(p) " A).
E’tape 3-0n a

I—m 0 0 In—m 0 0 In—m 0 0
0 In_m O = 0 I, O 0 Iy OF,
Dipa Daps 0 Dips Doy I, 0 0 O

ot D;ps signifie D;p2(p1, V1), pour i = 1,2. I’équation (2.36) est ainsi équivalente a

In—m 0 0 P1 \4!
0 Infm 0 "’tl — h(p,U,)\)l )
0 0 0| \\ A(p1, V1, A)

ou
A(p1,v1,A) = —Di1p2(p1,vi)vi — Dawa(p1, vi)h(p, v, A)1 + h(p, v, A)2

= —D1p2(p1,vi)vi + A (Oé(p’?f) - ng(P)T)\) .
Puisque la matrice Ang(p)T est inversible, on déduit 'expression de A de A(p1,vi,A) =0:

A= (Ang(p)T) - (Aa(p,v) — D1pa(p1,Vv1)vi).

On peut enfin conclure par la derniere équation déflatée

(2) - ([M(p)‘lh (a(p‘jz) - Dw@)”)) '
O

Le besoin de régularité dans la méthode de déflation exige l'inversibilité de la matrice
Dyg(p1,p2) OU P2 = Pn—m+1:n- Dans un cas plus général, considérons une matrice de per-
mutation vy telle que vyp =p = (f);r, 1‘);r )T, ou la matrice D2g(p1,Pp2) est inversible. En utilisant
p=7"'pet v =717, le systeme (2.33) devient

yto0 o 0] /p vl
0 7t ol [v]=[Mp) " (alp,v)— Dpglp)™A) |- (2.37)
0 0 0] \\ 9(p)
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v 0 0
En pré-multipliant (2.37) par |0 ~ 0 |, on obtient
0 0 I,
I, 0 0] /p v
0 Iy O] [9]=[+M(p)" (alp,v) = Dpg(p)"A)
0 0 0] \\ 9(p)

Par conséquent, le théoreme 17 s’applique avec

_ P1
p=7p=<

)
())

7

My (p) =My 'p)y " =yM(p)y*
oy (P, 0) = va(y'p,77'0) = va(p,v)
Dyg(p) = Dpg(v'p)y ™" = Dpg(p)y "

On retrouve par application du théoreme 17 le cas du pendule simple en dimension n,
modélisé par le systeme
T1:p = Tnil:2n
Tpt1:2n—1 = —T2n+101m—1

j2n:g_

n
0= Zx? -1
i=1

Ton+1Tn (238)

Théoréme 18

La réduction de (2.38) est obtenue aprés 3 étapes de 'algorithme de déflation.

1. Si |xy| > |x;| pour tout i # n, la solution générale de (2.38) satisfait le systeme
différentiel ordinaire

Tln—1 = Tp4+1:2n—1
. (2.39)
Tn41:2n—1 = —L2n+1TL1:n—1,
n—1
_ 2
avec Tont1 = §Tn + E a:nﬂ, Top = —— E TiTpti €t Tp,=2E,]1— g x5,
i=1 "oi=1 i=1

2. S’il existe k < n tel que |xg| > |x;| pour tout i # k, la solution générale de (2.38)
satisfait le systeme différentiel ordinaire

2
avec Top4+1 = 9Ty + g Tptis Ttk = —
i=1

g TiTnti €t T = £
i1=1,i#k

T1p—1 = Tn+lm+k—1
x"k—i—l:n = Tn+k+1:2n
Tptlmtk—1 = —T2n+1T1:k-1 (2.40)
Tptkt1:2n—1 = —L20+1Tk+1in—1
Ton = @ — Toan+1Tn,
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Preuve - Le premier point est une application directe du théoreme 17. Précisément, m = 1 et

pb=2x1.pn avec P; = Tin-—1,

U = Tn+1:2n aAVEC V1 = Tp41:2n—1,

T2n+1
A = .
2
De plus, on a
-
a(p,’l)) - ( 0 0 g ) ’
n
glp)=> a1

Clairement,

Tp =p2=¢1(p1) = £

n—1 n—1
1
l—zlxl?;é() et x9, = vy = pa(pP1,v1) :—xn;l’i:ﬂn+i.
1= 1=

Le théoreme 17 fournit une expression du multiplicateur de Lagrange. Tout d’abord, on a

- - —1
(Ang(p)T) = ng(p)ng(p)T} Dsg(p)

_ -1

= ( 2r1 -+ 2z ) ( 2¢1 -+ 2xn )T} 22,
con 1

= 423:22] 2z,
L =1

2

Ensuite, on obtient
2 2
Dipa(py,v1) = < B xlm;”rl et S x”’li%_l > .

T xy, T xy

Ainsi,

/= 2z
n+1 i b+
Diga(py, vi)vi = ) (— R >$n+i
n x
1

T
i=1 n
n—1 n—

_ AN AN 20
=T Lyti 3 L L4
=1 no=1

n—1
R U 1
T e g
=1
n
1 2
= Ln+i
Tn
=1

Ceci conduit a

Aa(p,v) — Dips(py,vi)vi = Dag(p) ' Dpg(p)e(p,v) — D1ga(py, vi)vi

2z,

1 n
Tn i

1 n
——(2:U1 s 21 2xn)(0 - 0 g)T—l—?inH
" i=1
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Enfin,
T 1 — -
=1 i=1

On en déduit le systeme différentiel ordinaire

< T1p—1 ) _ <p1>
x.n+1:2n—l Vl

~\[M()], (alp,v) - ng(p)TA)>

Tn+1:2n—1
= T
(In-1 Oin—1 ) ( —%2np121 -+ —Z2nt1%Tp—1 0 — Tonp1Zn )

Tn+1:2n—1
—T2n+1T1:n—1

Pour le second point, on utilise une simple permutation des variables. Considérons la matrice

Ir.qy 0 O
de permutationy= | 0 0 I, r|.On a toujours m =1 et
0 1 0
L1:k—1
= _ — [ T1k—1
P=79P = | Tk+1n avec Pp; = ( ) )
Tltln
T
Tn+ln+k—1 Tt Lom k1
V=7V = | Tptk+1:2n avec Vi = ( bk )
Tn4k+1:2n
Ln+k
Ton41
A= .
2
De plus, on obtient apres permutation
M’Y(p) = 'VITL'Y_I = Im
_ T T
Od«/(p,’l)):’)/(o 0 g) :(Olkfl Oirznfkfl g 0) ’
n
9(p) =9(p) =D =i —1,
i=1
Dpg(p) = (221 - 220 )y = ( 205y 20040, 27k ).

Clairement

n n
_ o 1
1—4 E 22 #0 et $n+k:=V2=<P2(P1,V1)=—xfk' E T Tt
i=1,i#k i=1,i#k

T = P2 = p1(P1) = £

Le méme procédé s’applique pour exprimer le multiplicateur de Lagrange. Apres calculs, on

parvient a

n
2
Ton41 = §Tn + Z Lpti-

=1
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On termine par le systeme différentiel ordinaire :

T1:p—1
jjk—ﬁ—l:n
j:n—&—l:n—l—k—l
i:n+k+1:2n—l
i'Qn

-()

Vi
([warlh (ay (P, 0) — ng(pﬂ))

Tn+1:n+k—1
_ Tn+k+1:2n
kal 0 0 ( . T . T . . )T
0 I 0 Ton+121.5—1 Lon+1Tp11:p—1 9 — L2n+1Tn Ton+1Tk
n—k
Tn+1m+k—1
Tn+k+1:2n

= —T2n+1L1:k—1
—X2n+1Tk+1:n—1
g — Toan+1Tn

2.3.4 Caractere géométrique

Pour clore ce deuxieme chapitre, nous montrons le caractere géométrique de la méthode de
déflation. En effet, nous allons établir que la méthode conserve la géométrie du systeme étudié
en comparant les équations du pendule simple en dimension n fournies par cette derniére et
celles provenant du formalisme d’Euler-Lagrange en coordonnées sphériques.

2.3.4.1 Coordonnées sphériques
T
272

cp =cosby, ke[l,n—1],

Soient X € S"Let 0 € } — [ % 10, 27[" 2. On pose

cp =1,

sp=sinfg, ke[l,n—1].

Le changement de variable x = F'(f) (que nous noterons simplement F') suivant établit une
équivalence entre les coordonnées sphériques et les coordonnées cartésiennes :

n—=k
xp = F) = H sp | cn—ig1, k€ [1,n].
p=1

2.3.4.2 Lagrangien en coordonnées sphériques

On commence par écrire les équations d’Euler-Lagrange en coordonnées sphériques, via
I’étude du lagrangien £. En notant (,) le produit scalaire usuel, le lagrangien s’écrit

c (0, 0’) = % <D9F9, D9F9> —g(1—e).
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On pose v(A) = DgF' T DgF. Ainsi,

c(0.6) = %9‘%(0)9‘ —g(l—a). (2.41)

Théoréeme 19

L’équation d’Euler-Lagrange appliquée a I'expression (2.41) fournit les équations suivantes :

n—1

. C _ .
91 = 571 kak(e)ez — @51
P 242
. 1 c; . . Ck -
92‘ = — | — Vkk 0 92 — 22)”' 0 91‘ —Hk y
;i (0) (82' kzlgﬂ. (©)6% ©) ; Sk

pour tout i € [2,n — 1].

Preuve - En injectant le lagrangien défini par (2.41) dans I’équation d’Euler-Lagrange

d . .
—DyL (9, 9) — Dyl (0, 9) —0,
on obtient )
N 1. . () - \ .
0 =0t =0"Dguv(0) — o )Qk 0 — gsie |, (2.43)
2 P o0y,
oue = (1,0,... 7O)T. Il faut & présent procéder au calcul de (2.43). Nous opérons celui-ci en

plusieurs étapes :
1. Détermination de v(0).
n—1
ov(d) -\ -
2. Calcul d 0 | 0.
alcul de (; a6, k)
3. Calcul de 6 Dgv(6)8.

Détermination de v(0) - Par définition, v(6) est une matrice symétrique et on a

= OF; OF,
vis(0) =2 5g. 89
k=1

pour tout (i,5) € [1,n]?. Les fonctions F}, satisfont

Rt ielin—#]

OFy, SzSi .
=4 —F,—, i=n—-k+1
aez C;
0 sinon.
De plus,
n—i n—i [n—k n—1 n—i [n—k i+1 )
2 _ 2 2 _ 2 2 2 _ 2 2 2
Fk: - Sp Cn—k+1 = H Sp + E : H Sp Cn—k+1 = Sp + Sp Cit1-
k=1 k=1 \p=1 p=1 k=2 \p=1 p=1 p=1
Ainsi
n—1i 7 i
2 2 2 2 _ 2
E Fy = (cia+sia) Lo =115
k=1 p=1 p=1
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On commence par déterminer les termes diagonaux de v(). Pour tout i € [1,n — 1] , on a

(RN P& (oRN\Y R (0RN? | (0F i \?
wi®) =3 (5) = 2 (%) E(a&) ()

k=1

Par conséquent

62 n—i 2 i—1 1—1 i—1
N G 2 2 2 2 _ (.2 2 2 __ 2
i =55 Sr- (I @+ (4] #- @+ l4- 114
v k=1 7’ p=1 p=1 p=1

On détermine ensuite les termes sur-diagonaux (on récupere les autres par symétrie). Pour tout
i1#j,i<jona

o (0) = S~ Tk OFk _ " oF,0F, 2 oF, 0F, \ OFui OFjn
& 00; 89 00; 00; 00; 00; 00; 00;
k=1 = T k=1 J J
Alors
cic cis
;5 (6 —Slsjglﬂ ]FQ J_H:5%...82-...sjcicj—5%...si...s§_1sjcicj:O.

En résumé, on obtient

1 0 0
0 1252 0
v(f) =
0 0 - Zs?...s% .,
n—1
0) .\ . i (0
Calcul de Z Ou( )Gk f - On note cette expression . Comme 9vis(9) = 0 pour tout k > i,
— 00y, 00y,
on a :
o)\ | = ova(6) — Ovii(0) < Ck
’ [(k:l 00 k) ]l = % ’ ; " i) kzzlsk ’

Calcul de éTng(Q)é - On note cette expression /. Pour tout ¢ € [1,n], on obtient

n—1 n—1 n—1
; ; vk (8) ; 3 ok (0) 5o _ ) Ci S o
k=1 k=1+i k=1+1

En rassemblant les trois informations récoltées et en les remplagant dans (2.43), on parvient au
résultat attendu

kak —981
1 . n—1 i—1 c
’ viiw)( 2 O ) ’“)

Si /. —
k=141 k=1

pour tout i € [2,n — 1]. O
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2.3.4.3 Equations fournies par la méthode de déflation

A présent, on utilise les équations différentielles du pendule simple en dimension n (2.39)
exhibées par I’algorithme. En effectuant le changement de variable sphérique, on obtient d’une
part

1
:"E. = ..
Tn—1
Tn
—Z2n4171
a TPl dn-1
0" D3F,0 + DpF,0
—Ton+1F1 0o 0 ---0
_ : N - g
_$2n+1Fn—1 0o 0 --- 0
—619% S1 0O --- 0
00 --- 0
GO - |- - g
©) 0 0 0
S1 0 0
D’autre part : ‘ ‘ )
i=0"D2F0 + DyFé.
On compare les deux expressions de & et on a :
0 0 --- 0
wO)+DF | P - | |d=DjF (G(e) - éTDgFé) .
0 0 --- 0
s1 0 -+ 0
Ainsi,
2 0 o 17!
. 0 Vo2 v 0 . .
i=|. = , DJF (G(e) - eTDgFe) . (2.44)
0 0 - Vp_in—1
Théoréme 20
L’expression (2.44) est égale a
c n—1
. 1 .
91 = g kak(e)ez — @51
k=2
X . i (2.45)
. Cs . . CL -
0, = = vk (0)02 — 20(0)0; Y~ =0 | .
pour tout i € [2,n — 1].
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Preuve - On part de l'expression (2.44)

c? 0 . 0 -1
0 wa(®) - 0 . .
i=| 22(6) . , (D; FG(0) — D FOTD§F¢9>.
0 0 te Un—ln—l(e)

Il suffit de développer ’expression précédente en procédant comme suit :
1. Calcul de D, FG(6).
2. Calcul de D, FOT D2F.

Calcul de DJ FG(6) - On note cette expression v. On introduit le symbole de Kronecker &; tel
que 0t =1sii=1etd =0sii##1. Pourtout i € [1,n — 1], on obtient

i = [DTFG(@)} |

)

— 8Fk oF,
= F —

321 20, (—2on1Fy) — 1oy 20, "0
= <x2n+1%Fn 80 0 ) 51

= [gZZLFn (x2n+1 - 9%)] 5%

= —c1s1 [ (|l + gan) — 03] o}

e (z ekm—e‘%) ;

1

1 . .

= —(C181 <Z Ukk(e)ez + 901> 51
k=2

Calcul de DJF@TDgFé - On note cette expression 7. Pour tout i € [1,n — 1], on a

- [D; FéthFé] |
n—i+1
=Yy OF b0T D2FL6
20;
k=1
Y am( OF 9’)
= ' mUp
£ 90; \ &= 90,,00,
n—i+1 n—1 n—2n—p—1 2
OF, 0%F, - o%F, .
- 62, +2 e
2 99, \ 2= o0z, z:: Z 30,00, 0
n—1 n—i+1 8Fka Fk n—2n—p—1n—i+1 8Fk a Fk

|
M

96; 862 QZ Z Z 80; 90,00, p@ mn—p

1 k=1 p=1 m=1 k=1
n—1 min(n—i+1,n—m+1)

- . 2 "m
= — 00; 002,
+2n 2n—p— 1m1np—&i7:1 i+1) 8Fk 82Fk 9 9
90; 90, 00,_, ™ " P
p=1 m=1
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i n—i+l1 8F 8 F n—1 n—m+1 8F 8 F
_Zl ; aef aa2k m Zl kz aek ae?k
m= = m=i+ =

i—1 /n—i+1 ) n—i—1n—p—1p+1 2
oF, 0°F, \ , & oF, O*F, . .
Ombi + 2 —— 0,00,
t2) ( 96; 96 ae> T2 DL D56 90,00,

=+ G+ ¢+ 0+

On montre aisément que :

Y G0

Détaillons a présent les calculs des ¢, [ € [1,5] séparément :

1.
i n—i+1 n—i+1
F OF
3y G-y (S G <o
m=1 k=1 k=1 0;
carm<n—=k-+1.
2.
n—1 n—m+1 n—1 n—m+1 n—1
02 Fk _ G 0? Fk Ci 72
-5 S enile 0 5 (Y aSk i - S o,
m=1+1 k=1 m=1+1 m=1+1

cari<n—=k+1.

i—1
1 8’0” ; Cm

m=1

car m < ¢ — 1.

4.
n—i—1n—p—1 p+1
=2 > o ( %};k a?)Fk >9m9n—p
=1 m=1 °m \}=; 9V Pn-p
n—i—1n—p—1 n—(n—p)+1
5m 90; 00,_, | "
p=1 m=1 k=1

car n —p > 1.

C c nfiJrlaFk o
G =2 Z Z P ( aef’“)emen_p:&

Sm S
pnz—l—lmlmnp k=1

carm<n—-k+letn—p<n—k+1.
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En résumé, on a pour tout i € [1,n — 1]
o ol . Ciml
mi=—— % Umm(0)07 +20:(0)0; Y 0.

S; S
v m=1+1 m=1"™

En conclusion, on arrive a

.1
01 = = (1 —m)
1

c
1 [ (n—l ) ¢ n—1 " ]
= — | —c151 Zv Gk +gcr | +— Z Umm (0)07,
“ k=2 51 m=2
. S @+ g0 ) + - S (0)62
o S1 2 vk (0)0) + ge1 B Vkk k

k=2
5 n—1
‘1
= — 0)0; —
e > vrk(6)07 — 951
k=2
c n—1
1 .
= — vkk(9)9i — 951
S1
k=2
t
¢ 1 C‘ n—1 i—1 C
0; = = Upm (0)02, — 20;:(6)6;
) <3i m§1 o il Zmzl P
pour tout i € [2,n — 1]. O

Grace aux théoremes 19 et 20 fournissant les mémes expressions, on vient de prouver que la
méthode de déflation conserve la géométrie des systemes étudiés.

Dans ce chapitre, nous avons introduit une nouvelle méthode de résolution des EDAs linéaires
et quasi-linéaires. De par sa structure, la méthode de déflation peut ainsi s’appliquer a une
grande variété d’EDAs. L’architecture de la méthode est décrite par des algorithmes dont di-
verses propriétés ont été étudiées.

Dans sa version linéaire, la méthode de déflation est proche de I'algorithme introduit par
W. A. HARRIS, Y. SIBUYA et L. WEINBERG [23]. A la différence de cet algorithme, la méthode
de déflation se concentre sur les problemes réguliers. La méthode de déflation partage certaines
propriétés avec les méthodes des systemes augmentés et des projections comme la baisse ca-
ractéristique de I'indice (diminution de 1 a chaque étape quand les coefficients sont constants)
ou encore l'invariance du rang et de I’indice de Kronecker. Elle conserve une structure identique
pour les EDAs linéaires et quasi-linéaires comme la méthode des systémes augmentés, mais en
revanche diminue la taille des systemes au lieu de les augmenter.

Dans sa version quasi-linéaire, la méthode de déflation peut faire écho a une traduction algo-
rithmique de la méthode globale de réduction géométrique de P. J. RABIER et W. C. RHEIN-
BOLDT [48], bien que cette derniere ne contienne pas une phase de substitution des variables.
Enfin, la proximité entre la méthode de déflation et la démarche d’élimination différentielle

83



Chapitre 2. Méthode de réduction de I'indice par déflation

mise en ceuvre dans ’algorithme Rosenfeld-Grobner doit étre soulignée. L’algorithme Rosenfeld-
Grobner est capable de traiter des EDAs générales (& condition qu’elles soient polynomiales)
mais également des équations aux dérivées partielles. Son approche n’est pas matricielle : il ana-
lyse une liste d’équations. La méthode de déflation conserve et manipule la structure matricielle
des problemes étudiés. De plus, elle ne nécessite pas de fixer un ordre sur les variables, comme
I’exige 'algorithme Rosenfeld-Grobner.

On applique dans le troisieme chapitre la méthode de déflation a des EDAs quasi-linéaires
modélisant des phénomenes de distillation.
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Chapitre 3

Application a la résolution de
modeles de distillation de Rayleigh

Dans ce chapitre, nous étudions grace a la méthode de déflation trois systéemes quasi-linéaires
extraits des travaux de K. ALLOULA [1] et de R. THERY HETREUX [57] modélisant la distillation
de Rayleigh. La distillation de Rayleigh réactive, qui fait intervenir des réactions chimiques,
est aussi étudiée. Apres avoir présenté les principes physiques, nous introduisons les systemes
différentiels algébriques et nous analysons ces derniers.

Les EDAs rencontrées dans le domaine du génie des procédés sont généralement traitées par
des méthodes numériques. Si ces EDAs conduisent & la plupart des difficultés rencontrées lors
de la résolution numérique dans d’autres domaines (tels que la mécanique), elles ont néanmoins
quelques particularités :

— la modélisation d’installations industrielles composées de plusieurs opérations unitaires
reliées en un réseau complexe (au sein desquelles ont lieu divers phénomenes physico-
chimiques entre plusieurs constituants) conduit toujours & des EDAs de grande taille;

— des événements de temps et d’état peuvent survenir en cours de l'intégration numérique
et notamment conduire a un nouveau calcul de conditions initiales cohérentes ;

— la diversité de nature des équations composant le systeme rend difficile une formulation
évitant a priori ’écriture d’EDAs d’indice élevé.

Ces particularités rendent les difficultés d’intégration numérique des EDAs encore plus aigiies
dans le domaine du génie des procédés. La recherche dans cette discipline s’est entre autres
concentrée sur 'analyse des structures des EDAs afin de mieux appréhender ces difficultés.
Comme le souligne P. ROUCHON [53], les méthodes de résolution numériques font généralement
défaut pour les EDAs d’indice élevé. Dans ces travaux, il propose une méthode de résolution
formelle qui réduit les EDAs d’indice élevé en EDAs d’indice un. Ces EDAs réduites sont
ensuite traitées d’un point de vue numérique. Pour cette étape d’intégration numérique, au-
dela des codes déja utilisés pour I'intégration des EDOs, des intégrateurs numériques basés sur
les méthodes a pas multiples sont utilisés (se reporter notamment aux travaux de L. PETZOLD,
[42]) afin de disposer d’outils efficaces (au niveau de la stabilité et de la convergence). D’autres
processus similaires de résolution des EDAs ont été mis en ceuvre ; on peut consulter les travaux
de C. C. PANTELIDES [41] et J. UNGER [58].

La méthode de déflation propose une réduction d’indice complete puisque les EDAs réduites
sont d’indice zéro, c’est-a-dire des EDOs, pour lesquelles il est possible d’utiliser des méthodes
numériques classiques tres performantes, et de contourner les difficultés d’intégration des EDAs.
Nous présentons dans ce chapitre le pré-traitement des équations, soit la phase formelle de la
résolution. Rappelons que notre analyse conduit a la production de modeles équivalents aux
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modeles de départ, pour lesquels 'intégration numérique sera améliorée, notamment du point
de vue du calcul des conditions initiales cohérentes.

3.1 Présentation

La distillation est un procédé chimique qui consiste a séparer les différents constituants
d’un mélange liquide par un processus de vaporisation puis de condensation. Cette technique
de séparation exploite le fait que les especes chimiques qui constituent le mélange ont des
températures d’ébullition différentes. Le mélange est chauffé dans un bouilleur au dessus duquel
est placée une colonne a distiller. Les constituants se vaporisent au fur et & mesure, le bouilleur
s’appauvrissant d’abord en constituants les plus volatils. Ces différents gaz vont ensuite étre
condensés a des hauteurs différentes dans la colonne. On parvient ainsi a séparer les constituants
avec une certaine pureté. Les produits de cette distillation sont nommeés distillats.

La distillation de Rayleigh est une distillation sans reflux (les gaz condensés ne retombent
pas dans le bouilleur) et discontinue (le bouilleur n’est pas alimenté pendant le processus). Elle
est qualifiée de réactive quand les constituants du mélange réagissent entre eux dans la phase
liquide (et éventuellement dans la phase vapeur). La distillation de Rayleigh est notamment
utilisée dans le domaine de la chimie de spécialité, par exemple dans la chimie pharmaceutique,
afin de synthétiser des produits a haute valeur ajoutée, pour un faible tonnage.

Nous considérons deux types de réactions chimiques :

— les réactions chimiques dites instantanément équilibrées : a tout instant ¢, les réactions
chimiques sont a I’équilibre. Cette hypothése est retenue quand 1’échelle de temps des
réactions chimiques est tres petite devant celle des autres phénomenes ;

— les réactions chimiques dites contralées par la cinétique assurent une transition progressive
vers un état d’équilibre chimique. Les vitesses des réactions chimiques controlées par la
cinétique dépendent notamment de la température. Le cas précédent peut étre envisagé
comme un cas limite pour lequel les vitesses de réactions sont tres rapides.

On peut également considérer une distillation de Rayleigh réactive ou certaines réactions chi-
miques sont équilibrées instantanément et d’autres sont controlées par la cinétique. Nous ne
prenons pas en compte cette configuration dans nos travaux.

Dans notre étude, nous distinguons deux étapes du procédé de distillation de Rayleigh :

— P’étape monophasique qui correspond a la période de chauffe avant 1’ébullition. Bien que
nous considérions une mince pellicule de phase vapeur en équilibre avec la phase liquide,
c’est principalement cette derniere qui est mise en avant pendant le régime monophasique.
Durant cette étape, le débit vapeur reste nul;

— ’étape diphasique qui débute au moment de I’ébullition. Il existe alors un flux de vapeur
alimenté par la phase liquide. Les phases liquide et vapeur co-existent et sont supposées
étre a I’équilibre thermodynamique.

Remarque 16
Une troisiéme étape pourrait étre considérée ; au moment ot la phase liquide disparait, le
systeme devient uniquement une phase vapeur. Cette étape monophasique vapeur n’est pas
abordée dans cette étude.

Enfin, nous considérons pour la phase liquide deux classes de comportements thermodyna-
miques :
— le comportement idéal, dans lequel les interactions entre les différentes especes du mélange
sont négligées. Ce dernier se comporte alors comme un corps pur;
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— le comportement non idéal, dans lequel des interactions existent entre les différentes
especes selon leur nature.
Dans cette étude, la phase vapeur est toujours considérée comme un gaz parfait, c’est-a-dire
une phase idéale.

3.2 Notations

Les systemes modélisant le phénomene de distillation de Rayleigh étudiés dans ce chapitre
sont des EDAs quasi-linéaires, c’est-a-dire de la forme

Eo(X0)Xo = fo(Xo). (3.1)

Dans la partie 3.2.1, nous donnons la liste des notations intervenant lors de la premiere
étape de l'algorithme de déflation. Ces notations se généralisent pour les étapes de déflation
suivantes. Ainsi, I’étape k produit elle le systeme Ek(Xk)Xk = fr(Xk), & partir du systéme
Ek:—l(Xk—l)Xk;—l = fr—1(Xk—1). Dans la partie 3.2.2, nous fournissons une nomenclature métier
des symboles utilisés dans les différents modeles. La partie 3.2.3 liste des sous-expressions com-
munes présentes dans les modeles obtenus par déflation, et leur associe des notations.

3.2.1 Schéma de déflation

On commence naturellement par écrire les vecteurs X et fo(Xp) ainsi que la matrice
Eo(Xo) :

‘Xo,Eo(Xo) et fo(Xo)‘

On exhibe la sous-matrice de rang plein Ey(Xp) de Eo(Xo) telle que

Eo(Xo) 0 ] 7

Eo(Xo) = [ 0 0

ainsi que le sous-vecteur fO(XO) de fo(Xp) correspondant aux contraintes algébriques explicites
1.€. f(](X(]) =0:

Ey(Xo) et fo(Xo)

Remarque 17

La matrice EO(XO) n’est pas nécessairement carrée. De plus, exhiber cette matrice peut
nécessiter au préalable la transformation de la matrice Ey(Xo) via des décompositions
usuelles (décomposition LU par exemple).

On fixe également le vecteur go(Xo) tel que fo(Xo) = (?Ug();)‘
o(Xo

90(Xo)

On détermine ensuite, si nécessaire, la matrice de permutation P; des variables; cette matrice

. X
définit deux nouveaux vecteurs X; et Y tels que P; Xy = < 1).

Y;

On note Go(X1,Y1) = go(Py'P1 Xo) et fo(X1,Y1) = fo(Pflpl Xp). Le théoreme des fonc-
tions implicites appliqué aux contraintes algébriques fo(Xi,Y1) = 0 nous permet d’écrire
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Yi = ¢1(X1). Par dérivation, Yi = ¢1(X1) X1 = —Jy; (fo) " Jx, (fo) Xi. Le choix de la matrice
de permutation est fait pour assurer I'inversibilité de la matrice Jacobienne Jy, ( fo). Les deux
matrices Jacobiennes ont besoin d’étre déterminées :

Jyv, (fo) et Jx, (fo)

En appliquant la matrice de permutation P; au systeme de départ, on définit deux nouvelles
matrices [Ag(X1,Y1) Bo(X1,Y1)] = [Eo(Py P1 Xo) 0] Pyl

‘Ao(Xl,Yl) et BQ(Xl, Yi) ‘

Remarque 18

La matrice Ag(X1,Y1) est nécessairement carrée.

Remarque 19

On exhibera souvent des structures par blocs des quatre matrices précédentes pour simplifier
les calculs.

L’étape de déflation s’acheéve en calculant la nouvelle matrice coefficient Eq(X) :

E1(X1) = Ag(X1,1(X1)) — Bo(X1,1(X1)) Iy (Fo) ™ Ixo (fo) -

ainsi que le nouveau membre de droite f1(X1) = go(X1,¢(X1)) :

X1, By (X)) et f1(X) |

3.2.2 Nomenclature métier

Etant donné un mélange composé de N constituants, on définit les notations suivantes :
— U, : Rétention liquide en Mole (quantité totale de moles présentes dans le liquide).
— V : Débit vapeur en Mole par seconde (variation de la rétention liquide au cours du temps).
— z; (pour tout ¢ € [1, N]) : Fraction molaire du constituant ¢ dans la phase liquide. On
note = (z1,...,zn)".
— y; (pour tout ¢ € [1,N]) : Fraction molaire du constituant i dans la phase vapeur. On
note y = (y1,...,yn) .
— T : Température supposée homogene du systeme en Kelvin.
— P : Pression imposée au systéeme en Bar. En pratique, nous considérons dans nos travaux
cette pression égale a la pression atmosphérique.
— h(T, P,z) : Enthalpie molaire de la phase liquide en Joule par mole.
— H(T, P,y) : Enthalpie molaire de la phase vapeur en Joule par mole.
— @ : Puissance de chauffe en Wait. La variation de ) en fonction du temps définit la
politique de chauffe.
— K(T, P) ou K;(T, P,x) (pour tout i € [1, N]) : Constante d’équilibre thermodynamique.
On note K = (Ky,...,Kn)".
— Yinerte : Fraction molaire de l'air.
Soit R le nombre de réactions chimiques et R le nombre de réactifs :
— & (pour tout j € [1, R]) : Avancement de la réaction chimique j en Mole par seconde.
— v;; (pour tout i € [1,N] et j € [1,R]) : Coefficient steechiométrique du constituant 4
dans la réaction j.
— Qr;(T) (pour tout j € [1, R]) : Chaleur de la réaction j en Joule par mole.
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— a;(T, P,z) (pour tout i € [1, N]) : Activité du constituant 7 en phase liquide.
— K, (T) (pour tout j € [1, R]) : Constante cinétique de la réaction j.
— k;(T') (pour tout j € [1, R]) : Constante de vitesse de la réaction j.

Remarque 20

— v;,; = 0 lorsque le constituant ¢ n’apparait pas dans la réaction j.
— v;; > 0 si le constituant ¢ est un produit de la réaction j.
— v;,5 < 0 si le constituant i est un réactif de la réaction j.

A Dexception des constantes d’équilibres thermodynamiques (K;(T, P), K;(T, P,z), K(T, P)
ou K(T,P,x)), nous omettrons dans la suite les variables dont dépendent les expressions
précédemment définies.

3.2.3 Nomenclature des sous-expressions communes

Lors de 'application de la méthode de déflation, des sous-expressions génériques par rapport
aux constituants et/ou aux réactions apparaissent. Ces expressions ont des formes similaires,
quelles que soient les hypothéses retenues (régime monophasique ou diphasique, phase liquide
idéale ou non, réactions chimiques instantanément équilibrées ou contrdlées par la cinétique).
Il est donc intéressant d’en définir une nomenclature, a la fois pour alléger les expressions
manipulées et pour mieux analyser les similitudes et les différences entre les modeles obtenus par
application de la méthode de déflation. Il faut noter que les notations du type & correspondent
a une hypotheése de non idéalité de la phase liquide, par opposition aux notations du type &
adoptées lorsque ’on suppose la phase liquide idéale.

Distillation de Rayleigh non réactz"ve‘

D;=1— Ki(T,P), Viel[l,N] (3.2)

Dy =1 Ki(T, P.)— Va, K(T, P,a) -z, Vie[l,N], ol Vaf= @J;l 8@{7) (3.3)
Ki=-Dy'Di, Vie[l1,N] (3.4)

Ki=-DyN'D;, Vie[l,N] (3.5)

H, = gz + ;:;jvlc“ Vi e [1,N] (3.6)

Hi = SHZ + gjvlc“ Vi € [1,N] (3.7)

L= g; + Dy aa}jv (V7 K(T,P) - x) (3.8)

[— g;‘ + Dyt ;C‘V (VrK(T,P,z) - z) (3.9)
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al LD;
Q_—H—h+§: Hi + £D; 1 - Ki(T, P,x))z;
N ' VrK(T,Px)-x ( s 5 BT

i=1

‘Réactions chimiques contrélées par la cinétique‘

R 1 N
i (T [T &' | v, vielLAl
i=1 T i=R+1

Aj) xi, Vi€ [[1,N]]

N R N
Q=0Q-> Q, (ZZ%AJ) h=Y (VTK T.P) +Hi> M;
j=1 i=1 j=1 i=1
N £D; )
Q=0aQ .X;QT’ (Z;z;Vi,jAj) h_z;<VTK(T Pa)w +Hi> M;
J= 2 Jj= =

‘Réactions chimiques instantanément équilibrées‘

N
Aj=][a" - K, Vi€l[l R
=1
B DNfR . DN 7
dA, A,
drN-R drn (R+1)x(R+1)
I'= X ) eR
O AR O AR
LOTN_R oxrn J
" Dn-r Dy ]
0A; 0A;
_ OTN_R Orn R
O AR OAR
—afoR a’L‘N_
) n o]
Aij =U |T;{Dj + ZF;,;HW . V(i,j) €[1,R+1] x [1, Ng]
L k=1 J ]
_ e e OA
Aij =U |T;{D; + ngk}ﬂ% . V(i,j) € [1,R+1] x [1,Ng]
L k=1 J

90

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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R
d
Zru,gﬂ a";’“ TN (VrK(T,P)-w)|, Vie[LR+1] (3.21)
& oA
T, = U thgﬂ LT (VrK(T, P,x).a;)] , Vie[l,R+1] (3.22)

5e | Vj e [1,Ng] (3.23)

M /R+1 R R+1 7
- oh -4\ = oh ~-_ 0A, )

R /R+1
oh 0A
S = ] e = (Ve K(T, P) - 2) r ! (3.25)
mzzl (k_l OTNpth ™ H) £ = OTNg+k ol
R /R+1 R+1
_ oh - oA oh -
S = DL | - (VrK(T, Pya) - 2) Y — T8 (3.26)
mzl (k:l 0Nt +1> or 1 CFNR+E ol
- N N -
= via > vir 1 0 0 0
=1 =1
—11 —UV1R I Ul 0 0
Na — I (3.27)
—UNp1  t —UNpR TN 0 . U, 0
—UN-R1 -+ —UN-RR ITNp —Ai1 - —Ain, -T
| -v~a1 - —UNr TN —Art1n o —Agpying —Try |
- N N -
_Zyi’l _ZW,R 1 0 0 0
i=1 i=1
—1/1’1 o« o e _V17R xl Ul .« .. 0 0
N, = (3.28)
UNp1  t —UNpR TN 0 . U 0
—UN-R1 '+ —VUN-RR ZINp —Ai1 - —Ain, —T1
. —wvna - —ungr  an —Agpyn o —Arping —Trir |
oh oh oh
—(Qr, - Q, h 22U -H - Uy —Hy, —U—S .
Ny (Q , Qrp oz, 0t~ Fon, 1 v Gl ) (3.29)
_ oh oh — oh -
—(Q, --- Q,. h = |, --- _m| 2 -8 .
Np (Q 1 Qrr ox1 U —Hy Dy Uy Ng 8TUl ) (3.30)
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

3.3 Distillation de Rayleigh non réactive

Nous nous intéressons successivement a deux hypotheses thermodynamiques, donnant lieu
a deux modeles mathématiques. Dans un premier temps, les phases liquide et vapeur sont
considérées comme étant idéales, puis on suppose que la phase liquide est non idéale. La méthode
de déflation peut s’appliquer localement a chacun des modeles obtenus sous réserve de certaines
hypotheses, dont la principale est la nullité ou la non nullité du débit vapeur. La discussion
distingue donc tout naturellement le régime monophasique du régime diphasique. Nous montrons
également que la méthode ne peut pas étre déroulée au point de bulle, point de transition entre
les deux régimes.

3.3.1 Phases liquide et vapeur idéales

Le probleme de la distillation de Rayleigh non réactive pour lequel les deux phases sont
considérées comme idéales peut étre décrit par le systeme suivant :

U =-V (3.31a)
w0, = —Vyi, Yie[l,N] (3.31D)
W =Q-VH (3.31c)

0=y, — K;(T,P)x;, Vie][l,N] (3.31d)
N

0= Z (xz - yz) — Yinerte (3316)
=1

0 = V¥inerte- (331f)

Ce modele est présenté dans [1]. L’équation (3.31a) constitue le bilan matiére global. Elle indique
que toute variation du nombre de moles en phase liquide se traduit par une variation, égale en
valeur absolue, mais de signe opposé du nombre de moles en phase vapeur. Au lieu de considérer
la variation du nombre total de moles dans la phase liquide, il est possible de considérer la
variation du nombre de moles de chaque constituant dans la phase liquide. On obtient ainsi les
N bilans matiere partiels (3.31b). Le bilan énergétique (ou enthalpique) est quant a lui décrit
par (3.31c). Les équilibres thermodynamiques entre la phase liquide et la phase vapeur pour
chaque espece chimique sont fournis pas (3.31d). L’équation de sommation (3.31e) caractérise
les fractions molaires des constituants étudiés. (3.31f) caractérise I’état de la vapeur juste au
dessus de la phase liquide : lorsque le débit vapeur est nul, en régime monophasique, ce film de
vapeur contient une certaine concentration de vapeur de gaz inerte (air) ; avec I’ébullition, cette
concentration devient nulle et un débit vapeur non nul peut s’établir.

3.3.1.1 Régime monophasique

Le régime monophasique correspond a la montée en température du systeme, jusqu’a I’appa-
rition de la premiere bulle caractérisant le début du changement de phase. Pendant le régime mo-
nophasique, on suppose qu’il n’y a pas de débit vapeur ; ’énergie fournie par la chauffe fait mon-
ter le liquide en température. Tant que la température d’ébullition n’est pas atteinte, I’énergie
s’accumule mais n’est pas suffisante pour 'apparition d’un débit vapeur. Puisque V = 0, on a
Yinerte 7 0. On considere la notation définie par (3.2).

Théoréme 21

oh
Supposons que Yinerte # 0, Up # 0 et T # 0. Alors 'EDA (3.31) est équivalente au
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3.3 Distillation de Rayleigh non réactive

systeme différentiel

: 0
Ui 0
I .
x" - 0
N —
- oh
T LU
(aT l)

1
Q

avec

Ki(T, P)xy
Y1 .
: | KEn(T, P)zy
YN - 0
|4 N
Yinerte szxz
i=1

Dans ces conditions, le probléeme (3.31) est une EDA d’indice 1.

Preuve - On écrit le systeme (3.31) sous la forme matricielle (3.1), avec

-V
U, Q-VH
X yl—Kl(T,P)xl
Xo=| T |erve Jo(Xo) = : e R2VH
J yn — Kn(T, P)axy
14 N
Yinerte Z (l’z — yz) — Yinerte
i=1
Vyinerte
et ~ _
1 0 0 0 0 0
1 U; 0 0 0o - 0
TN 0 U, 0 0O --- 0
Eo(Xo)=| ,  Oh, Oh o Ohp | EREVHOXENHD,
dx1 ! dxn | OT !
0 0 0 0 0O --- 0
00 0 0 0 - 0
) Ooh . .
Puisque U; # 0 et 9T # 0, le rang de la matrice Fy(Xp) vaut N + 2. Ainsi,
[ 1 0 0 0 |
x1 U 0 0
Eo(Xo)=| * : | e RWVEDX(NVH)
TN 0 U, 0
Oh Oh oh
h —U, —U; —=U
dxy ! drn ' oT ']
et
y1 — K1(T, P)xy
~ — Kn(T, P
fO(XO) _ ]?\JIN N( ) )Z’N c RN+2.

Z (xl - yz) — Yinerte

i=1

Vyinerte

(3.32)
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

De plus, on a
-V
go(Xo)=| -Vy | eRV
Q-VH

Il n’est pas nécessaire de permuter les composantes du vecteur X dans ce contexte. X7 et Y3
s’écrivent :

De U Yy
on( 1), onXi=|2 ]| eRVNZetyi=| VvV | eRN*2
Y
T Yinerte

Ainsi, par dérivation de (3.32) par rapport a Y7, on a

v, (fO) = 0o --- 1 0 0 c RIN+2)x(N+2)
L 0 0 Yinerte %4 i

On peut aisément établir que

det Jy; (f()) = Yinerte-
De ce fait, on est en mesure d’appliquer le théoreme des fonctions implicites au systeme
algébrique fo (Xo) = 0, ou fp (Xo) est définie par (3.32). Plus précisément, il existe une fonction
1 telle que :

K(T, P)x;
Y1 .
: Kn(T, Py
Vi=o(X)e | gy | = ( 0 ) (3.33)
Vv N
Yinerte szxz
i=1

Par ailleurs, on obtient
AQ(Xl, }/1) _ Eo(Xl, }/1) e R(N+2)><(N+2)7
ainsi que
N L D
0 --- 0

La nouvelle matrice coefficient Ey(X) est alors la matrice Eo(X1,¢1(X1)). La premitre étape
de la méthode de déflation se termine en fournissant

[ 1 0 0 0 ]
(L'l Ul .. 0 0
Ey(Xy)=| O U 0 € RVH2)X(N+2)
N ]
oh oh oh
ool e eV
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3.3 Distillation de Rayleigh non réactive

0

U 0
Xi=1\|=x S RN+2 et fl(Xl) = S RN+2,

T 0

Q

Comme la matrice E1(X7) est inversible, le processus de déflation s’achéve. Le probleme (3.31)
est alors équivalent au systeme

‘ - 4-1
10 - 0 0 0
T U 0 0
o I :
v 0 U 0 0
oh oh Oh
h —U --- —U ==U,
L o0x1 ! oxn Loar!
0 = fO (Xlan) N

Les calculs étant simples dans ce cas, il est possible d’écrire explicitement le systeme :

: 0
U 0
T
.. - O ’
TN -1
: oh
T —Uj
(o) ©
avec
K\(T, P)x
Y1 .
C || Kn(T, P)ay
YN - 0
v N
Yinerte szxz
i=1
Le processus de déflation ne comporte qu'une seule étape. Nous sommes en présence d’un
probleme d’indice 1. O

Remarque 21

— Quand il n’y a pas de permutation des composantes du vecteur X, les calculs sont
grandement simplifiés grace a la nullité de la matrice Bo(X1,Y7). Il n’est pas nécessaire
de calculer la matrice Jacobienne Jx, ( fg). De plus, I'expression explicite de la matrice
Jacobienne Jy, ( f_()) ne sert qu’a donner son déterminant.

— Les composantes du vecteur Y71, a savoir y, V et Yinerte Sont exprimées en fonction de
celles du vecteur X1, a savoir Uy, x et T grace a (3.33).

— D’un point de vue structurel, le systéme (3.31) satisfaisant les hypothéses du théoréme
précédent est un probleme semi-explicite d’indice 1, c’est-a-dire de la forme

0=g(z,y),
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

ou la matrice Jacobienne g,(x,y) est inversible.

3.3.1.2 Régime diphasique

Observons a présent le comportement du systeme a I’ébullition, lorsque les deux phases
coexistent et que le débit vapeur est non nul. Puisque V # 0, on a yinerte = 0. On considere les
notations définies par (3.2), (3.4), (3.6), (3.8) et (3.10).

Théoréme 22

oh
Supposons que V # 0, U; # 0, 9T #0,Dy #0,VrK(T,P)-x # 0 et G # 0. Alors 'EDA
(3.31) est équivalente au systéme différentiel
) -G7'Q
U U7'G7'Qxi Dy
T .
T U '67'Qen 1Dy ’
IN-1 N
T U7 (VeK(T,P) - 2) " G7'Q )Y Dl
i=1
avec
N-1
> K
TN i=1
Y1 K\(T, P)zy
Lol = : etV =0-1Q.
YN-1 Kn-1(T, P)zn-1
N—1
YN
Yinerte Kn (T’ P) Z Kizi
i=1
0
Dans ces conditions, le probléeme (3.31) est une EDA d’indice 2.

Preuve - On est amené a déterminer I'expression de la variable V' ; or la seule équation purement
algébrique dans laquelle cette derniere figure est I’équation (3.31f). Cette équation ne permet
pas d’exprimer V en fonction des autres variables. Ainsi, il est nécessaire de procéder a une
permutation des variables afin de faire figurer V' dans les variables différentielles. Précisons que
les expressions Xo, Eo(Xo), fo(Xo), EO(XO), fg(Xo) et go(Xo) sont bien entendu les mémes que
dans le régime monophasique.

Soit Py € REN+H*2N+4) 19 matrice de permutation telle que

Ui
X1
X . TN
P X = <Y1> ot X = 3 eRM 2ty = vy | eRVF2
1 TN-1
T
1%

Yinerte

D’une part, par dérivation de (3.32) par rapport a Y7, on a

Jy, (fo) _ [ ’>(’)1 ’(/2 ] c R(N+2)><(N+2)7 (3.34)
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3.3 Distillation de Rayleigh non réactive

avec
0 1 -0 0
"= k) o T | eRNI D= | ] e RV
k(T
1 1 1 1

On peut aisément montrer que det Jy; ( fg) = (=1)V V Dy. Le théoréme des fonctions implicites
s’applique donc au systeme algébrique fo (Xo) = 0, ou fp(Xo) est définie dans (3.32). Plus
précisément, il existe une fonction ¢; : Zg € R¥+2 - RNV*2 telle que :

N—-1
> K
IN i=1
Y1 K1(T, P)
Vi—e(X) e | | = : (3.35)
YN-1 Kn (T, P)xy_1
YN Nl
Yinerte Ky (T’ P) Z Kiw;
i=1
0
D’autre part, par dérivation de (3.32) par rapport & X, on obtient
7 o 0 (N+2)x (N+2)
Ix, (fo) = eR , (3.36)
0 Yinerte
o i oK1 T
1
0 —Kl(T,P) 0 —ainL'l
5= |o 0 Ky (T, P) _Olg;q ono1| € RN+ X(N+1)
0Ky
0 0 ~ o7 TN
L 0 -
Par ailleurs, on obtient
Ag(X1,Y1) = [ oY } e RIVFIx(N+2), (3.37)
az 0
avec
1 o -~ 0 O
o] = 15.1 UIVZ 0 000 c RNX(N+1)
IN-1 0 Ul 0
et
TN 0 ‘e 0 0 o (N4 D)
= h h h x(V+
as h 8—Ul .. 9 . 87[][ €R
8901 8.%']\[_1 oT
ainsi que
Bo(X1, Y1) = [ 5 0 ] € RIVFX(N+2), (3.38)
3
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

ou
U 0 0 2x (N+1)
— X
Bs=| Oh U 0 o | €R .
Orn

Déterminons a présent la matrice F1(X;) grace aux matrices (3.37), (3.38), (3.34) et (3.36) :

- 1 - 17 -1
o (651 0 . 0 0 Y2 (51 0
El(Xl)__Oég 0] [B 0]l0 V 0 0
_Ja 0] [0 0)[xw' =iV i][&a 0
__Oég 0_ _53 0__0 V-1 0 0
_-Oél 0-_-0 0--’)/1_1(510
o L Qa3 0 | L 53 0 1L 0 0
C[an 0] B [ 0 0 ]
L ag 0] [ Bsyia 0
o [ a1 0 1
o i as 0 | ’
ol a3z = ag — (3 71_1 01. Par de simples calculs, on montre que
_ 1 —1 -1 -1 T
Dy Dy Dy Dy
1 0 0 0
Vfl = : : : :
0 1 0 0
| Dy Kn(T, P) Dy Kn(T,P) Dy Dy Kn(T,P) |
On obtient ainsi
oo | ENn KU Kno1U DN (Vo K(T,P) - z) U,
T oh HU Hy-1U, LU
La premiere étape de la méthode se termine avec
U
x1
. TN
Xi=| * [eRYPPetvi=| y | eRV?,
$];:1 Yinerte
%4
[ 1 0 0 0 0]
1 U, 0 0 0
El(Xl) — : : . .
TN-1 0 U 0 0
zny K10 Kn-1U; Dﬁl (Ve K(T,P) -z)U; 0
| HIU Hyn_1U; LU 0 |
et
-V
~V K\(T, P)m
fl(Xl) — c RN+2.
—VKn_1(T,P)zn_
~V En(T, P)zn
Q—-VH
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3.3 Distillation de Rayleigh non réactive

La matrice E; étant singuliere, on itere le processus de déflation.

On considére maintenant le probleme quasi-linéaire F1(X) X1=f (X1). Procédons en pre-
mier lieu & la transformation de la matrice coefficient Ey(X1) en appliquant la décomposition
LU & cette derniére. Le probleme précédent est alors équivalent au systeme Uy (X)X, =
L1(X1)7! f1(X1). En gardant les mémes notations (E;(X1) et f1(X1)), on a

1 0 --- 0 0 0
u --- 0 0 0
El(Xl): . . .
0 0 U, 0 0
0 0 0 Dy (V7 K(T,P)-z)U; 0
[0 0 0 0 0
et
-V
Vxll)l
fiX)=| Van1Dyoy | e RVF2,
N
—VZIClDZxZ
i=1
Q-GV

c RAVF2)x(N+2)

Puisque G # 0 par hypothese, il est possible d’extraire une expression de V'; il existe une
fonction ¢y : Iy € RVTL 5 R telle que

Ainsi, il n’est pas nécessaire de permuter les inconnues de X7 :

Xo

La matrice Bi(X2,Y3) étant nulle, on a

By (X2) = A1(X2, p2(X2))

[ 1
0

U

X1

: et Yo=V =
TN-1

T
0 0
0 0
U, 0

pa(X2).

~z) Uy |

e RIVFX(N+1)
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

Cette matrice est inversible par hypothese. La méthode de déflation se termine en fournissant
I’EDO sous contraintes suivante

N-1
B ]C .
, -G7'Q TN ; -
1, -
gl U 'G71'Qx Dy Y1 K(T, P)x;
) :
: _ o . ’ : _ .
xN U '67'Qxn_1Dn-1 N YN-1 Kn-1(T, P)zn-1
1 N—-1
7 U (VoK(T, P)-2) ' 6-1QS " D2, N <
VIR P) ) 6TQ) Dini |\, Kn(T.P) ) Kiai
i

0

et V =G 1Q. Deux étapes du processus de déflation sont nécessaires pour résoudre le probleme ;
ainsi nous sommes en présence d’'une EDA d’indice 2. O

Remarque 22

— Dans la premiére étape de la méthode, on peut toujours supposer que la variable x
est amenée dans la partie algébrique, quitte a changer la numérotation des indices. On
se place ainsi dans le cadre le plus général possible.

— Seule la premicere ligne de la matrice vy, L est en réalité utilisée. I est donc possible
d’éviter le calcul complet de I'inverse de ;.

A partir de I’ébullition et contrairement au cas monophasique, les fractions molaires de chaque
constituant dans chaque phase peuvent varier au cours du temps. C’est le cas en général, a
I’exception des mélanges azéotropiques pour lesquels les proportions des fractions molaires dans
chaque phase sont constantes.

L’hypothese d’idéalité de la phase vapeur est fréquemment utilisée. Elle correspond a la
modélisation des gaz parfaits. En revanche, la phase liquide est en général considérée comme
non idéale. En nous appuyant sur les résultats précédents, nous pouvons généraliser 1’étude au
cas d’une phase liquide considérée comme non idéale.

3.3.2 Phase liquide non idéale et phase vapeur idéale

Le probleme de la distillation de Rayleigh non réactive pour lequel la phase liquide est
considérée comme non idéale est décrit par le systeme suivant :

/

U =-V
inl = —Vyz-, Vie [[I,N]]
W, =Q-VH
0=y, — K;(T,P,x)x;, Yie][l,N] (3.39)
N
0= Z (%5 — Yi) — Yinerte
i=1
0 = V¥inerte-

Dans ce contexte de phase liquide non idéale, les équilibres thermodynamiques K; deviennent
également dépendants de x.
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3.3 Distillation de Rayleigh non réactive

3.3.2.1 Régime monophasique

Théoréme 23

Oh
Supposons que Yinerte # 0, Up # 0 et 9T # 0. Alors 'EDA (3.39) est équivalente au
systéme différentiel
. 0
Ui 0
Z1
x" R 0 |
N -1
. oh
T — U,
v e
avec
K\(T, P,z) 21
Y1 .
: . Ky (T7 P7 1‘) TN
YN - 0
Vv N
Yinerte Z(l - Kz(Ty P,.%')) X
i=1
Dans ces conditions, le probleme (3.39) est une EDA d’indice 1.

Preuve - La preuve est en tout point similaire a celle dans le cas idéal. O

3.3.2.2 Régime diphasique
On considéere les notations définies par (3.3), (3.5), (3.7), (3.9) et (3.11).

Théoréme 24

oh _ _
Supposons que V # 0, U; # 0, T #0, Dy #0, VP K(T,P,z) -x #0 et G # 0. Alors il

existe une fonction ¢ : Z C RN = R ot any = ¢y (T, z1,...,xn_1) telle que 'EDA (3.39)
soit équivalente au systéme différentiel

A
[‘]l Ul_l gille (I_Kl(Tvpux))
T .
o - U ' G Qanoy (1 — Ky-a(T, P, x)) ’
IN-1 _ N
T U7 (Ve K(T,Pa) - o) G71Q Y Di(1— Ki(T, P,w))
i=1
avec
TN (Z)l(T,J}‘l,...,IL’N_]_)
Y1 Kl(Ta P7:I;) X1
L] = : etV =0"Q.
YN—1 Kn_1(T,P,x)xN—1
YN Kn(T, P,xz) 1(T,1,...,2N-1)
Yinerte 0

Dans ces conditions, le probleme (3.39) est une EDA d’indice 2.
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

Preuve - Le processus de résolution dans le cas non idéal est en tout point similaire au cas
idéal jusqu’a la détermination de la matrice Jacobienne Jy, ( fo). En effet, on a

y1 — Ki(T, Px)

r3 YN — KN Tu P7 )TN
fo(Xo) = | " ( )
Z (‘TZ - yz) — Yinerte

=1

€ RN*2, (3.40)

V Yinerte
Par dérivation de (3.40) par rapport & Y7, on a

Jy, (JEO) _ [ T2 ] c ]R(N+2)X(N+2),

. (3.41)
avec
i OK+(T, P ]
_ 1(; , P, z) I 1 - 0
l"N 0
n= OKN(T, P, x) . et vy = : e RN+,
CONS ) oy — KN(T,Pz) 0 - 1 0
0rN
i 1 -1 - =1 ] —1

c RIVHFLX(N+1)

On peut facilement montrer que det Jy, ( fo) = (=1)N VDy. Le théoreme des fonctions impli-

cites s’applique donc au systéme algébrique fo (Xo) =0, ou fo (Xo) est définie dans (3.40). Plus
précisément, il existe deux fonctions ¢ : Zyg C RV*2 — R¥*2 et ¢y : 7 € RN — R telles que :

TN ¢1(T7x17"'7$N—1)
Y1 Ky\(T, P,w) 7,
i=e(X)e| | = : (3.42)
YN—1 Kn (T, P,w)xn
YN Kn(T,Px) 1 (T, 21,. .., 2N 1)
Yinerte 0
Egalement, par dérivation de (3.40) par rapport & X;, on obtient
7 o 0 (N4+2)x (N+2)
JIx, (fo) = eR , (3.43)
0 Yinerte
ol
B 8K1 8K1 6K1 1
0 — Lo Ky - _ iadelal ¥
82171 o ! 8xN_1 o or e
DKy KN DK n_
si=1lo — N-1 EN_q e — N 1$N?1 “ Ky, - N lfol ER(NH)X(NH)’
0xy OrN_1 oT
0 —8KN3: _8KN . —8KN33
oz N dry_y or N
10 1 e 1 0 |
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3.3 Distillation de Rayleigh non réactive

ou les K; dépendent de T', P et z. Déterminons a présent la matrice E;(X1) grace aux matrices
(3.37), (3.38), (3.41) et (3.43) :

- - - - -1
o 0 100 Y2 01 0
EI(XI)__ag o] | B o]0 V 0 0
Ja 0] _JOo 0)[w! eV i][a 0
T laz 0] | B O] O y-1 0 0
Jar 0] [0 0][~te O
S las O] | B3 O] 0 0
far 0] [ 0 o]
a3 0| [ Byt O
_-Oél 0-
__0_43 0_’

ou a3 = a3 — 37, L5,. Par de simples calculs, on montre que la premitre ligne de la matrice
-1
Y, oest:

Dy [1 - 11 1].
On obtient ainsi
G — | ZN /§1U1 @N—lUl Dy (Ve K(T,P,z) - z) U,
ST h MU - AN U LU,

La premiere étape de la méthode se termine avec

U
€1
. TN
Xi=| * [eRPPetvi=| y |eRV?,
TN-1 .
ylnere
T t
Vv
1 0 0 0 0]
I Ul 0 0 0
El(Xl) — e R(N+2)><(N+2)
IN_1 70 SR U, B 0 0
ey KU - Ky U Dy (Ve K(T,P,z) - z) U 0
h H1U -+ Hyn U LU 0 |
et
-V
—VKl(T,P,x)xl
fl(Xl) = S RN+2.

-V KN*l(Ta P7£U) TN-1
~V En(T, P,z)zn
Q—-VH

La matrice E1 n’est pas inversible, le processus de déflation se poursuit.
On considére maintenant le probléme quasi-linéaire £ (X1) X1 = f1(X1). Procédons en pre-
mier lieu a la transformation de la matrice coefficient F4(X;) en appliquant la décomposition
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

LU a cette derniere. Le probleme précédent est alors équivalent au systeme U;(X;1) X; =
L1(X1)™! f1(X1). En gardant les mémes notations (E;(X1) et f1(X1)), on a

[1 0 0 0 0
0 U 0 0 0
Ei(X)) = R : : c RIVF2)x(N+2)
00 - U 0 0
0 0 0 Dy (VrK(T,P,z)-x)U; 0
0 0 0 0 0 |
et
-V

Vo (1 - K(T,P,x))

fiX) =| Vano1 (1= KEn1 (T, P,z)) | e RVF2,
N
~V> Kizi(1- Ki(T,P,x))
=1
Q-GV

Puisque G # 0 par hypothese, il est possible d’extraire une expression de V ; il existe une
fonction o : Iy € RNTL = R telle que

Ui
x1
V =2 : =G'Q
TN-1
T
Ainsi, il n’est pas nécessaire de permuter les inconnues de X7 : Xo = (Ul 1 ... TN_1 T)T

et Yo =V = po(X3). Comme la matrice By (Xs,Y3) est nulle, on a

Er(X2) = A1(Xa2, p2(X2))
0 --- 0 0

1
0 U 0 0
— - : : e RAVHDX(NHD),
o o0 --- U 0
0 0 -+ 0 Dy (VoK(T,Pz) ) U |

La méthode de déflation se termine puisque la matrice précédente est inversible. On obtient
I’EDO

| T
l:]l Ul_l gilel (1 —KI(T7 Pa l’))
T1 :
) : = U G 'Qan_1 (1 - Ki(T, P,x)) ’
ITN-1 al
T ) \U7 (Ve K@ Pa) ) G7Q YD1~ KT Pa))a
i=1
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3.4 Distillation de Rayleigh réactive

avec
TN o1
Y1 Ky\(T, P,w) 7,
: = : etV=g6"10.
YN-1 Ky 1(T,Px)xn_1 ¢
YN Kn(T, P, z) ¢1
Yinerte 0

Deux étapes du processus de déflation sont nécessaires pour résoudre le probleme ; ainsi nous
sommes en présence d’'une EDA d’indice 2. O

Remarque 23

— Ce modele, pour lequel la phase liquide est considérée comme non idéale, généralise
le cas idéal; si les K; ne dépendent plus de x, les expressions D;, K;, Hi, L et G
deviennent D;, KC;, H;, L et G.

A partir de 'expression (3.42), la dépendance des K; passe aussi par la fonction ¢y ;
Ki(T, P,.I) = KZ‘(T, P,aj1, ey IN_1, ¢1(T,$1, ey Z‘Nfl)).

3.3.3 Transition entre les régimes monophasique et diphasique

Les modeles des sections 3.3.1 et 3.3.2 ne traitent pas de la transition entre le régime mono-
phasique (avant 1’ébulition) et le régime diphasique (pendant 1’ébullition) qui est nommée point
de bulle. Ce point de bulle correspond au cas ou V' et ¥inerte sSont nuls simultanément. Contrai-
rement aux configurations étudiées dans les sections 3.3.1 et 3.3.2, la méthode de déflation ne
peut s’appliquer si les variables V' et yinerte sont toutes les deux nulles. En effet, la matrice
Jacobienne Jy,(fo) ne peut plus étre de rang plein :

I OK\(T,P 1
0 —K(T,P) --- 0 —la(T’)ml 1 -~ 0 0 0
. : : : i
Xo(fo) 0 0 .. —Kn(T,P) 8NO(T,)$N 0 -~ 1 0 0
0 1 1 0 -1 - -1 0 -1
0 0 0 0 0O -+ 0 0 0 |

¢ RIN+DX(2N+4)

Il est ainsi impossible d’extraire, via des permutations de colonnes, un bloc matriciel inversible
de taille IV 4 2. Les conditions requises pour appliquer le théoréme des fonctions implicites ne
sont alors pas réunies; la méthode de déflation reste muette. Cette derniere ne s’applique que
si 'une des deux variables V' ou ¥inerte €st différente de 0.

3.4 Distillation de Rayleigh réactive

3.4.1 Reéactions chimiques controlées par la cinétique

Dans toute la suite de ce chapitre, nous nous concentrons sur le régime diphasique (la
période d’ébullition), ou rappelons-le, V' # 0 et Yinerte = 0. Puisque nous ne regardons que
cette configuration, nous ne faisons plus apparaitre la variable yinerte dans les systémes que
nous considérons. Etudions & présent un modele de distillation de Rayleigh réactive en régime
diphasique, issu de [57].

Dans cette modélisation, les réactions chimiques sont dites controlées par la cinétique.
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

3.4.1.1 Phases liquide et vapeur idéales

En faisant appel aux notations recensées en (3.2), (3.4), (3.6), (3.8), (3.10), (3.12), (3.13) et
(3.14), on considere le modele suivant :

Théoréme 25

Supposons que U; # 0,

87;#0, Dy #0,Vr K(T, P) -

N R
Ul:ZZVi7jAj_V

i=1 j=1

(3.44)

x#0etG#0. Alors 'EDA (3.44)

est équivalente au systéme différentiel

avec

et

U

N R
MY ugA -Gt
=1 j=1
Ut (Gt Q£U1D1+./\/l1)

(G Qan- 1DN 1+ Mny_1)

(Vo K(T,P) - 12 (61 OD;a; + M;) D
=1
N-1
Z ICi x4
TN i=1
Y1 Kl(T, P) I
YN-1 Kn1(T, P)zy -y
YN Nl
T,P)Y Kz
i=1
vV =¢glo.

Dans ces conditions, le probleme (3.44) est une EDA d’indice 2.
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3.4 Distillation de Rayleigh réactive

Preuve - On écrit le systeme (3.44) sous la forme matricielle (3.1), avec

N R
DD i —V
i=1 j—1
R
S niA =V
=1
v > N A= Vyn
R
Yy
4 Q_VH_ZQTjAj
=1
n _KI(T,P)wl
N
> (@i — )
i—1
et
[ 1 0 0 0 0 0]
T U 0 0 0 0
ey 0 U 0 0 - 0
Eo(Xo) = h %U L U %U N c R(N+3)x(2N+3).
0y : ox N Looar !
0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 -+ 0

oh
Puisque U; # 0 et T # 0, le rang de la matrice Ey(Xg) vaut N + 2. Ainsi,

[ 1 0 . 0 0 7]
x1 U a 0 0
Eo(Xo)=| : : : c RIN+2)x(N+2)
TN 0 U 0
oh oh oh
h 87951 Ul axN Ul aiT Ul

et
y1 — K1(T, P)

fo(Xo) = | yn — Kn(T,P)ay | € RVF2. (3.45)
N
> (zi—wi)
=1
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

De plus, on a

N R
ZZI/Z‘J‘A]'—V

i=1 j=1
R

Y vl =V
j=1

go(Xo) = € RN+2.
R
Z VN Aj =V uyn

j=1

R
Q—VH—ZQTJ.AJ-

Jj=1

A ce stade, nous sommes dans 1’obligation de permuter les composantes du vecteur Xy car la
variable V' n’apparait pas dans la partie algébrique (3.45). Soit P; € REN+3)x(2N+3) 14 matrice
de permutation telle que

U

I1
PXo= (XY onxi= | | erRM ety = (PN e V4L
Y1 ITN-1 Yy

T
Vv

D’une part, par dérivation de (3.45) par rapport a Y7, on a

- I
Iy (o) = { 711 N ] € RIVFDX(N+1) (3.46)
V4
avec
0
v = 0 ERNet'M:(—l —1)6R1XN.
_KN(Ta P)

On peut aisément établir que det Jy, ( fo) = (=1)" Dy. Le théoréme des fonctions implicites
s’applique donc au systeme algébrique fo(Xo) = 0, ou fo(Xo) est définie par (3.45). Plus
précisément, il existe une fonction ¢y : Zg € R¥+2 — RNFL telle que

N-1
> K
TN i=1
Y1 Kl (T, P) T
Vi=pi(Xh) & | = : : (3.47)
YN-1 Kn_1(T,P)xn_1
YN Nl
KN(T,P) Y Kiz;
i=1

D’autre part, par dérivation de (3.45) par rapport a Xj, on obtient

z 0 o
Ix, (fo) = [ 0 5i ] e RINFDx(N+2), (3.48)

108



3.4 Distillation de Rayleigh réactive

ou
I OK(T, P T
—K\(T,P) - 0 16(T)x1 0
5o — K v TP c RVx(V+1)
2 0 oo —Kn_1(T, P) _Naljg’)le 0
KN (T, P)
0 0 —ar v 0]
et
Si=(1 -+ 1 0 0)eR>XVFD,
Par ailleurs, on a
Ao(X1,Y1) = [ Z; gj ] € RN+IX(N+2) (3.49)
avec
1 o --- 0 00
a = “"1 ERY, oy = Uf v 0 0 e RVX(N+1),
IN-1 0 Ul 00
" 0 0 0 0
043:<év>€R2etOé4: % oh o %U 0 Gsz(NH)’
oy ! drn_y | oT !
ainsi que
0 O
By(X1,Y1) = [ 8, 0] e RINF2)x(N+1) (3.50)
ou
Uy
B3 = Oh e RQX(N+1)
7Ul
81‘]\]

Déterminons a présent la matrice F1(X1) & partir des matrices (3.49), (3.50), (3.46) et (3.48) :

(a1 as] [0 01[m In]1'[O &
e b P I R
Jar ax ] O 0][m 0 do
T las s | | B3 O] V4][0 54]
[ @] [O 0]]O 71524-7254]

L az ag | | B3 0] [0 Y302+ 75404
__041 Oéz_ _0 0
Tlaz ag| |0 53(7152-1-7254)]
o]
T lag as |’

ol &y = ayy — P3 (1 62 + 2 44). Pour calculer ce terme, on commence par déterminer les expres-
sions 71 et 72 a ’aide du complément de Schur :

- (N+1)

F1=—1—ym)" " 4 € R etjo=(1—vm) 'R
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

On parvient aisément a simplifier I’expression de as :
ay=as—Ps(1—yumn) " (64— 742).
Déterminons a présent les expressions de chaque terme :
(1-— 7471)71 = Dx,l eR
et

bp—md=(1 -+ 10 0)—(K(T,P) -+ Kya(T,P) VoK(T,P)-z 0)
=(D1 -+ Dy —(VrK(T,P) - x) 0)eRXVHD,

On établit ainsi
KiUy - KnoaUp DN (Vo K(T,P) - z)Up 0
HlUl fHN,lUl [,Ul 0

Qy =

La premiere étape de la méthode de déflation s’acheéve en fournissant

M1 0 0 0 0
T U, 0 0 0
B : S : 5 : (N+2)x (N+2)
EX)=1,.. o . 0 0 0| €R )
N /ClUl ]CN—lUl D&l (VTK(T,P)-w) Ul 0
h MU - Hya U LU, 0
Uy
T
X, = : c RV+2
TN-1
T
1%

et

N R
ZZW,]’AJ’—V

i=1 j=1

R

Zyl’j Aj - VKl(T, P) T
7=1
fl(Xl) = ERN+2.

R
ZVN’jAj —VKN<T,P)$N

j=1

R
Q-VH=Y Qnd;

J=1

Comme la matrice £(X;) n’est pas inversible, la méthode de déflation se poursuit.
On considere a présent le probleme quasi-linéaire Fq(X1) X1 = f1(X1). Transformons la
matrice coefficient £ (X7) via une décomposition LU. Le probléme précédent est alors équivalent
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3.4 Distillation de Rayleigh réactive

au systeme Uy (X1) X1 = L1(X1)~! f1(X1). En gardant les mémes notations (E1(X1) et f1(X1)),
on a

(1 0 0 0 0]
0 U 0 0 0
Ei(X1) = 0 0 U ; ; e RINF2)x(N+2)
l
0 0 0 Dy (VrK(T,P)-z)U; 0
[0 0 0 0 0

et

N R
ZZVi’j Aj -V
=1 j=1

V1 Dy + M,y

fi(Xy) = :
Van_1Dn_1+ My

N
=1
Q-gVv

Puisque G # 0 par hypothese, il est possible d’extraire une expression de V'; il existe une
fonction o : Ty € RNTL = R telle que

Il n’est par conséquent pas nécessaire de permuter les inconnues de X; (i.e. la matrice de
permutation est la matrice identité) :

U
x]

X et Yo :V:ch(XQ).

Comme la matrice B;(Xa2, Y2) est nulle, on a directement

By (X2) = A1(X2, p2(X2))

(1 0 0 0 1
0 U 0 0
— : . c RIVFDX(N+1)
0 0 U, 0
[0 0 0 Dy (VrK(T,P) - ) U
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

Cette matrice est inversible par hypothese. La deuxiéme étape de la méthode de déflation clot
le processus itératif et donne P’EDO sous contraintes

N R N-1
- >.D mghi—g7le > Kiwi
U z:l j=1 TN i=1
I (¢ 1QmD1 + M;) (0 Kiay
TN Ut (g_lQI‘NADNA + Mn_1) YN-1 Ky-1xN-1
T N YN N-1
U7 (VrK o) 'S (671 QD + M;) D Ky Y Kix;
i=1 i=1
et
V=¢glo.
La méthode de déflation est achevée en deux étapes; PEDA considérée est d’indice 2. O

Remarque 24

— La structure de ce probléme réactif est assez similaire a celle du modéle non réactif
étudié précédemment. Une des raisons de cette similitude réside dans le caractére non
différentiel des termes régissant I’évolution des réactions chimiques. De plus, le nombre
de réactions chimiques R n’influe pas sur le nombre d’équations du systéme.

— Sion supprime les termes Aj, c’est-a-dire si on supprime les réactions chimiques, Q de-
vient simplement @ et les termes M; disparaissent. Par ailleurs, sans les réactions chi-
miques, on retrouve les résultats du modéle non réactif en régime diphasique (Yinerte =

0).

3.4.1.2 Phase liquide non idéale et phase vapeur idéale

Les constantes d’équilibres thermodynamiques dépendent désormais de T', de P et de z. On
considere le modele suivant en tenant compte des notations définies par (3.3), (3.5), (3.7), (3.9),
(3.11), (3.12), (3.13) et (3.15).

N R
:ZZVZ‘J‘A]'—V

i=1 j=1
. R
inl:ZVi,jAj_Vyiv ViE[[l,N]]
j=1
- R (3.51)
AU =Q-VH=-> QA

j=1
0=y, — Ki(T,P,xz)z;, Yie][l,N]

N
0= (2 — ).

=1

Théoréme 26

h _ _
Supposons que U; # 0, gT #0,Dn #0,Vp K(T,P,x) - x # 0 et G # 0. Alors il existe une

112



3.4 Distillation de Rayleigh réactive

fonction ¢1 : T C RNV — R telle que PEDA (3.44) soit équivalente au systéme différentiel

N R o
) ZZVi,jAj )
U =1 =1
i U7 (G71Qur (1= Ky (T, Pw)) + My)
EN-1 U (G71Qen—1 (1 — Kn1(T, Pz)) + My _1)
T N
U (VoK(T,Poa)-2)"' > (G7'Q(1 — Ki(T, P, x)) z; + M;) D;
i=1

avec
N gf)l(T,IL’l,...,CEN,l)
Y1 Kl(T, P, l‘) I
= : etV=Gg1Q.
YnN-1 Kn-1(T, Pz) N1
YN Kn(T, Pz) o1 (T, 21, ..., oN-1)

Dans ces conditions, le probléme (3.51) est une EDA d’indice 2.

Preuve - Jusqu’a la détermination de la matrice Jacobienne Jy, ( fo), le mécanisme de déflation
est identique. Dans ce contexte non idéal, on a :

Yy — KI(T7 P,HT) T

fo(Xo) = [ yv = KEN(T, Pz) oy | € RVF2. (3.52)

N
> (@i — i)
=1

Par dérivation de (3.52) par rapport & Y7, on a

= I
JY1 (f()) _ |: f}]’_l ,Y]Z :| e R(N+1)X(N+l)’ (353)
avec
ORI P)
orN !
M= _8KN*1(T"P’:C)HC ERNetfy4:(_1 —1)6R1XN.
OKn(T PaxN o
—MxN—KN(T,P,x)

a:EN

On a naturellement det Jy, ( fo) = (=1)N Dy. Le théoreme des fonctions implicites s’applique
donc au systéme algébrique fo(Xo) = 0, ou fo(Xo) est définie par (3.45). Plus précisément, il
existe deux fonctions ¢ : Zy C RN*2 5 RN*L et ¢ : Z C RY — R telles que

TN ¢1(T,£C1,...,$N_1)
U1 Kl(T, P, l’) T
Vi=p(Xy)e [ ¢ | = : : (3.54)
YN-1 Kn_(T,P,x)xn—1
YN Kn(T, P,x) o1 (T, 21, ..., oN-1)
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

De plus, par dérivation de (3.52) par rapport a X1, on obtient

= 0 o
Jx, (fo) = [ 0 (i ] e RINFDX(N+2), (3.55)
ol
B 8K1 aKl a-[{l 1
PR K _ _
8561 " ! 81‘]\[,1 " 8T e 0
b= | 9Ky COKn o 0Ky ) | ERVOEY,
By N Dang UV N-1 o7 N1
0K N 0K N . 8KN$ 0
—_ l’ DTS —_— —_
L 8.%'1 N 6acN_1 N oT N
avec K; = K;(T, P, x) et
bg=(1 - 1 0 0)eR>XNFD,

Déterminons & présent la matrice F1(X1) & partir des matrices (3.49), (3.50), (3.53) et (3.55) :

far as] [0 01[m In] '[O &
N N R I R I kY

:_041 ag ] [0 0] 'Y2:||:0 52]

Laz ag | [ B3 0] [ Y 0 44

[ ] [0 0]]0 ’_7152-1-’7254]

S laz ag | [ B3 0 [0 A3da+ T4y

_-Oél OQ- -O 0 :|

T las s | |0 B3(F1d2+7204)

o ]

:_Oé3 ag |’

ou ay :Oé4—,83(’7152+’7254). On a :
ag=as—PBs(1—yumn)" (64— 74 82).
Déterminons a présent les expressions de chaque terme :

(1 — Y4 ")/1)_1 = 'D;[l eR

et
(54—’)/452: ( @1 @N—l —(VTK(T,P,$) . 33) 0 ) GRlX(N+1).
On établit ainsi
KiU; -+ KyaaUp Dy (Vo K(T,P,x) - 2)U; 0
oy = | _ _ _
Hq Ul <o Hy_1 Ul EU[ 0
La premiere étape de la méthode de déflation s’acheve en fournissant
[ 1 0 0 0 0]
1 u - 0 0 0
El(Xl): : : : . . GR(N+2)X(N+2)
TN-1 0 U, 0 0 ’
ry KUy -+ KyoaaU Dy (VrK(T,Pz)-2)U; 0
h HiU - HnU LU, 0 |
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3.4 Distillation de Rayleigh réactive

et

N R
ZZVZ"]'AJ'*V

i=1 j=1

R
ZVL]‘ Aj — VKl(T, P,.%') Il
7=1

fl(Xl) = S RN+Z,
R
> N Aj =V EN(T,Pz)zy
j=1

R
Q-VH-Y Qnh;
j=1
Comme la matrice E1(X1) n’est pas inversible, la méthode de déflation se poursuit.

On considere & présent le probléme quasi-linéaire Eq (Xl)Xl = f1(X1). Transformons la
matrice coefficient £ (X) via une décomposition LU. Le probleme précédent est alors équivalent
au systeme Uy (X1) X, = L1(X1)7! f1(X1). En gardant les mémes notations (F1(X7) et f1(X1)),
on a

(1 0 0 0 0
0 U 0 0 0
BxX)= | 5 || erOEx
T
00 -+ 0 Dy (VrK(T,Px)-2)U 0
[0 0 0 0 0

et

N R
ZZVi’jAj_V

i=1 j=1
le (1*K1(T,P,$))+M1

f1(X1) = :
Vay_1 (11— Kny_1(T,P,x)) + Mn_1

N
=Y (Vi (1 - Ki(T, P,x)) + M;) K
i=1 L
Q-gVv
Puisque G # 0 par hypothese, il est possible d’extraire une expression de V; il existe une
fonction ¢y : Iy € RVTL 5 R telle que
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

Il n’est par conséquent pas nécessaire de permuter les inconnues de X; (i.e. la matrice de
permutation est la matrice identité) :

U
x]

X et Yo :V:@Q(XQ).

Comme la matrice Bi(Xa,Y2) est nulle, on a directement

Er(X2) = A1(Xa, p2(X2))
0O --- 0 0

1
0U - 0 0
= : : e RIVFDX(N+1)
0 0 U, 0
0 0 0 Dy (Vo K(T,P,z) - 2) Up |

Cette matrice est inversible par hypothese. La deuxieme étape de la méthode de déflation clot
le processus itératif et donne PEDO

N R o
) ZZVz‘,jAj—g_lQ
U =1 =1
1 U™t (G671 Qa1 (1 - Ki(T, P,x)) + M)
TN-1 Ut (671 Qan—1 (1 — Kn_1(T, P,z)) + Mn_1)
T N
U (Ve K(T,Px) - 2) ' > (G71Q (1— Ki(T, Px)) @i + M) D
=1
avec
TN o1(T,z1,. .., oN-1)
(7 K\(T, P,z) xy
Yn-1 Kn(T, Pyx) xn—1
YN KN(T7P7x)¢1(T7m1>"'71'N—1)
et
V=¢1o.
La méthode de déflation est achevée en deux étapes; 'EDA considérée est d’indice 2. O

3.4.2 Reéactions chimiques instantanément équilibrées

Terminons I’étude par un type de modélisation axé sur les réactions chimiques instan-
tanément équilibrées. La encore, ce modele de distillation de Rayleigh réactive est considéré
en régime diphasique. Les réactions chimiques ont toujours lieu dans la phase liquide. On pose
Nrp=N-R-1.
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3.4 Distillation de Rayleigh réactive

3.4.2.1 Phases liquide et vapeur idéales
On considere le modele réactif suivant :
( R N
-3 (L) = v
j=1 \i=1

. R .
inl*ZVi,jgj:*Vyia ViG[[l,N]]
7j=1

] R
W+ Qné=Q-VH (3.56)
j=1

O:yi—KZ-(T,P)xZ-, VZE[[LNH

N
0=> (x;i— )

i=1
0=A;, ¥jel[LR]

On utilise les notations définies par (3.2), (3.16), (3.17), (3.19), (3.21), (3.23), (3.25), (3.27) et
(3.29).

Théoréme 27

oh
Supposons que U; # 0, T #0,detT #0, det N, # 0 et H— N, Nt <31/> # 0. Alors il
existe des fonctions ¢; : T C RN~ — R pour tout j € [1, R+ 1] telles que 'EDA (3.56)
soit équivalente au systéme différentiel
¢
U
i ) AN A
D (m-ma () ef)).
: ) Y
ENg
T
avec
TN—-R ¢1($17-"733NR7T)
TN dr+1(z1,. - Ny, T)
(7 Ky(T, P)r N
: = : etV = <H—/\/bj\/a_1 <y>> Q.
YNgr KNR(T7 P) TNg
YN-R Kn_g(T,P) ¢1(z1,..., 2N, T)
YN KN(TaP)¢R+1(x1a-"a:ENR)T)
Dans ces conditions, le probleme (3.56) est une EDA d’indice 2.
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

Preuve - On écrit le systeme (3.56) sous la forme matricielle (3.1), avec

3
U

c R2N+R+3’

<< 98

Eo(Xo) 0

avec
TN N
_ZV“ _ZW:R 1 0 0
i=1 i=1
. —vip1 ot —WR T u - 0
Eo(Xo) =
—UN1 -+ —UNR  ZN 8h() 8}?[
; ; r Uy ... U
c RIN+2)x (N+R+2)
et

Vy
Q—-VH
y1 — Ki(T, P)xy

fo(Xo) = | yv — En(T\ P)an | ¢ R2N+RT3,
N

(i — yi)
=1

A

Ar
, Oh . o
Puisque U; # 0 et 9T # 0, le rang de la matrice Fy(Xp) vaut N + 2. Ainsi,

Yy — Kl(T,P) T

YN — KN(T7P)xN
N
fo(Xo) = Z(iﬁz —Yi) € RN+A+L

i=1
Ay
Agr

De plus, on a
-V
go(X()) = —Vy (S RN+2.
Q-VH
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3.4 Distillation de Rayleigh réactive

Soit P; € REN+E+3)x2N+E+3) 19 matrice de permutation telle que

PlXO = <§(/11> 5 ou Xl =

§
U
x]

TNp
T
14

D’une part, par dérivation de (3.57) par rapport a Y7, on a

. I
i (fo) = [ 3:13 ’YJZ

avec

§a!

V3=

!
>
i
g
=
=

Y4 =

0

TN-R
eRN 2ot Y] =
TN
Yy
] € RVHR+1)x(N+R+1)
0 i
0 c RVX(R+1)
_KN(Ta P) _
e
0A;

aﬂfN c RBHD*(R+1)

O AR
oxn |

-1

0 c R(BFDXN

0

c RN—&-R—&-I‘

(3.58)

On établit aisément que v3 — 41 = I' € REFDXEHD) 63 T est une matrice inversible par
hypothese, définie par (3.17). Puisque I" est le complément de Schur de la matrice Jy, ( fo) relati-
vement au bloc Iy, on en déduit que Jy, ( fo) est inversible. De ce fait, on est capable d’appliquer
le théoreme des fonctions implicites au systeme algébrique (3.57). En d’autres termes, il existe
des fonctions ¢y : Zy C RVT2 - RNTRFL ot . : 7 ¢ RV~ — R pour tout j € [1, R+ 1] telles

que :

Y1 =¢1(X1) &

IN-R

TN
Y1

YNg
YN-R

YN

(bl(l’l, .. 'a:ENR7T)

¢R+1($17 DR xN}pT)
Ki(T, P) x:

KNR(T7 P) xNR
KN_R(T, P) qﬁl(xl, e ,mNR,T)

KN(T7 P) ¢R+1(l‘17 cee ,.’I)NR,T)

(3.59)
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

D’autre part, par dérivation de (3.57) par rapport a X;, on obtient

z 0 o
Jx, (fo) — 2| e R(N+R+1)X(N+R+1)7
0 64
ou )
i K(T,P T
—K; (T, P) 0 _18(T’) z1 0
K T P _
0y = 0 —KNR(T, P) _aNg;’)xNR 0l e RVX(N—R+1)
0Ky (T, P)
i 0 0 —T N 0 i
et ) i
1 1 0 0
0A; 0A1  0A; 0
0y = 8?1 8@3 ?T c REBFDX(N=R+1).
0 An 0An  0An 0
L 01 8$NR oT ]
Par ailleurs, on obtient
Ao(X1,Y7) = { ap o ] € RIVF2X(N+2),
a3 Oy
avec
- N N ;
_ZVZ71 oo _Zyl,R 1
i=1 i=1
a1 = V1 —V1,R x| e RV-B)x(BE+H),
—VNg,1 —VNg,R INgp |
0 0 0 O
= ql 000 e RV-R)x(N-R+1),
0 U, 0 0
—VUN-R,1 —UN_RR ®TNg |
g = : : : c R(B+2)x(R+1)
VN1 —VUN,R TN
QTI QTR h ]
et ) i
0 0 0 0
ay = O 0 0 0 e R(B+H2)X(N-R+1)
oh oh oh
U U —=U; 0
L ox1 ! 83:NR ! oT ! ]
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3.4 Distillation de Rayleigh réactive

ainsi que
Bo(X1,Y1) = [
ol
_ U,
B3 = 0
oh
Uy
| Jzn_Rr

0 0 :| c R(N+2)X(N+R+1), (362)
B3 0
0 -
(:fz € ROBFDX(R41)
oh
a.%'N Ul

Déterminons a présent la matrice E1(X1) & partir des matrices (3.61), (3.62), (3.58) et (3.60) :

Ei(Xy) =

o

Qs
o
[ @3
o

a3
o
[ @3
o

a3

(5] 1
Qg

[(6%) 1
(%) i
(6] 1
Qg4

(6%) 1
Qg |

062_

Q4

)
| B3
[0

OO O o oo

[ 72]1[0 52}
Y3 4 0 64

izl 72][0 52}
V3 Y4 0 04

0 102+ 204 }
0 362+ 7404

0
| 0 B3(71 02 +7204) ]

o ay = ay — B3 (J102 +204). On dételimine ensuite les expressions ;1 et 72 en utilisant le
complément de Schur de la matrice Jy, ( fo) :

= -T "1y € RRHDXN o 5 =T"le R(RHX(R+1)

L’expression de a4 devient :

ay =y — B3 (04 — 74 02).

Explicitions davantage 1’expression précédente ; tout d’abord

1
0A;

Oy
04 — Y402 = :
OAR
8561
D1
0A;

Oy

dAR
B 83:1

1 0 0

04 0A
Ozn, OT

0An 9Ar
Ozn, OT ]
Dy, -VrK -z 0]
A, DA, 0
Oxn, or

0An  0Ag .
Oxn, or

K - Ky, ViK-z 0
0 - 0 0 0
0 0 0 0

c REBH)*(N=R+1)

)
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

oh K = K(T, P) et K; = K;(T, P) pour tout i € [1, Ng]. En posant (™), =T} pour tout

(i,5) € [1, R + 1]?, on obtient apres calculs

[ —Agg —A1 Ny -T 0
o= : ' : L | e REFDX(N-RY)
4 BEARHJ o ARt Ng a;’]TRH 0 :
N A U-Hy, 20,-5 0
L axl ! ! 8SUNR ! Nr oT ! |

La premiere étape de la méthode de déflation s’achéve en donnant

Na O

§
Uy
1
X1 = S RN+2

TNg

T

|4

et
v
fl(Xl) = —Vy € RN+2.
QO-VH

On regarde maintenant le probleme quasi-linéaire F1(X) X1 =f (X1). On transforme la ma-

trice coefficient £ (X1) a I'aide du complément de Schur :
_ IN+1 0 Na 0
IMX”_[Mmgl1][o 0"

1
-V L8 s R
> , on est amené a étudier le probleme

()

Ainsi, en écrivant f1(X1) =
Q-VH
(1
Q-V|H-MN, y

£ 1]

Sans permutation des inconnues de X1, on pose :
£
U
1
C | eRY et Yo =V

Xo

TNg
T
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3.4 Distillation de Rayleigh réactive

Puisque H — Ny N ! (;) = (0 par hypothese, il est possible d’extraire une expression de V; il

existe une fonction @9 : 71 C RN*L 5 R telle que

1
Yo = pa(Xo) &V = (H_NbNa_l (;)) Q.

Comme la matrice By(Xo2,Y3) est nulle, on a E9(X3) = N,. La méthode de déflation s’achéve
ainsi. On obtient ’'EDO

¢
U
. -1
X1 1 1
v (m-ai () e ).
: ’ y @ Y
N
T
avec
IN—-R ¢1($1,...,1’NR,T)
TN dr+1(x1,. .. Ny, T)
Y1 K\(T, P) x, NG
: = : etV:(H—/\/l,Nf(y)) Q.
YNgr KNR(T7 P) ITNg
YN-R Kn_r(T,P) ¢1(z1,....,2Nng,T)
YN KN(Tu-P) ¢R+1($1,...,$NR,T)

La méthode de déflation est exécutée en deux étapes : le probleme est une EDA d’indice 2. [

Remarque 25

— Les activités chimiques A;j sont modélisées par des équations purement algébriques.
Elles fournissent donc des équations supplémentaires reliant les fractions molaires en
phase liquide x; entre elles. Il est donc cohérent d’obtenir davantage d’expressions
implicites décrivant ces fractions molaires.

— A partir de la fin de la premiére étape, les fractions molaires en phase vapeur y; sont
normalement exprimées en fonction de T, P,x1,...,xN,. Afin de ne pas alourdir les
notations, nous laissons I'expression y, mais il faut clairement la considérer comme
une fonction implicite des variables précédentes.
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

3.4.2.2 Phase liquide non idéale et phase vapeur idéale
On considere le modele réactif suivant :
R N
-3 (Sua) 6=V
j=1 \i=1

. R .
inl*ZVi,jgj :—Vyi, Vi e [[1,Nﬂ
7j=1

. R
MU+ Qré=Q-VH (3.63)
7j=1

0

yZ—KZ(T,P,l')(IZZ, Vi € [1,N]]

N
0=> (xi—u)

i=1
0=A; ¥jel[LR].

On utilise les notations définies par (3.3), (3.16), (3.18), (3.20), (3.22), (3.24), (3.26), (3.28) et
(3.30).

Théoréme 28

oh _ - -
Supposons que U; # 0, T #0,detT #0, det N, # 0 et H— N, Nt <31/> # 0. Alors il
existe des fonctions ¢; : T C RN~ — R pour tout j € [1, R+ 1] telles que 'EDA (3.63)
soit équivalente au systéme différentiel
¢
U
1 _— o (1)), (1
e e ) o)
: ) Y
x'NR
T
avec
IN—-R ¢1($17-"733NR7T)
TN dr+1(z1,. - Ny, T)
Y1 Kl(T,P,QT) x1 1 -1
| = : etV:<H—NbN,;1 <y>> Q
YNy Ky, (T, P, x) xny,
YN-R Kn-r(T, P,z) p1(x1,. .., oNg, T)
YN KN(T,P,J/')¢R+1($1,...,$NR,T)
Dans ces conditions, le probleme (3.56) est une EDA d’indice 2.
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3.4 Distillation de Rayleigh réactive

Preuve - Le début de la preuve est similaire a celle du cas idéal, jusqu’au calcul de la matrice
Jacobienne Jy, ( fo). On écrit ici

y1 — Ko(T, P, x)

yN_KN(T7P7$)mN
N

fo(Xo) = > (@i — i) e R+, (3.64)
i=1
Al
Ar
D’une part, par dérivation de (3.64) par rapport a Y7, on a
Jy, (fo) _ [ 7 In ] € RIVFRIDX(N+R+1) (3.65)
Y3 V4
avec
i 8K1(T,P,x) 8K1(T,P,x) ]
—_————— xl “ .. —_— xl
O0TN_R Oz
OKN_gr(T, P,z OKpN_ T,P,ac
m=| X Al )foR — Kn-r(T, P, x) _OKn-rl )foR
81‘1\[7}% 81‘]\7
OK (T, P  OKN(T,Px)
—M$N —MJJN—KN(T,P,SL')
L a.%'N_R 6:BN i
c RNX(R-{-I),

r 1 1

0A; 0A; -1 - -1
by = aw]Y—R &Ij‘N € RUBFDX(RHD) o = 0 - 0 € RE+DXN
3AR aAR 0 0
L &rN,R 8$N J

On établit aisément que y3—74 1 = L' € RFDX(AEH) o4 T est définie par (3.18). Cette matrice
est supposée inversible. Puisque I est le complément de Schur de la matrice Jy, ( fo) relativement
au bloc Iy, on en déduit que Jy, ( fo) est inversible. De ce fait, on est capable d’appliquer le
théoreme des fonctions implicites au systéme algébrique (3.57). En d’autres termes, il existe des
fonctions ¢y : Zy € RN*2 — RVFEFL of ¢, : T ¢ RVY~ — R pour tout j € [1, R + 1] telles
que :

TN-R d1(x1, . 2Ny, T)
TN ¢rt1(x1, .. Ny, T)
Y1 K\(T,P,x) x,
Y1 =¢1(X1) & : = : : (3.66)
yNR KNR(T, P, l’) xNR
YN—R Kn_g(T,P,x) p1(x1,...,xNng, T)
YN KN(T,P,.’L‘)(bRJrl(.Tl,...,$NR,T)
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

D’autre part, par dérivation de (3.64) par rapport a X;, on obtient

= 0 o
JX1 (f()) — |: 2 :| e R(N+R+1)X(N+R+l)

ol
B BKl
SO oK
92y 1 1
0Ky,
2= | T g, “Na
K n
— X
83}1 N

avec K; = K;(T, P, x) et

0y =

Par ailleurs, on obtient

R
6$NR

0 6, ’
_ 8K1 . _(9K1 " 0 7
Oz, or
0K N
QCNR—KNR — 8TR Ng 0
0Ky i 9Ky I
Oz, or "N
1 0 0
0 OA
drn, 0T € RBFDX(N=R+1)
OAn OAR .
8.%'NR oT

Ag(X1, 1) = [ o a2 ] e RW+2)x(N+2),

avec

a1

Il

|
<
[,
=

—UN-R,1

a3 =
—UN,1
Qry
et

oy = O

126

a3 Oy
N -
=1 € RIV-R)X(R+1).

—V1.R T1

—VNp,R TNy |

0 0 O
000 e RV-R)X(N-R+1).
U 00
7VN*R,R xNR 1
: : c R+ X(R+1)
—VN,R TN
Qrpg h |
0 0 0]
(:) 0 0 ¢ ROBFDX(N-R+1)
oh oh
Uu, —=U; 0
837NR ! oT ! i

(3.67)

e RVX(N=R+1)

(3.68)



3.4 Distillation de Rayleigh réactive

ainsi que

ou

B3

] € RVHDX(N+R+1).

0 0
Byo(X1, Y1) = [ B 0
[ U 0
- 0 U,
Oh Oh
U .. —
L axN—R : 8xN ! ]

c RBF2)X(R+1)

(3.69)

Déterminons a présent la matrice £1(X1) & partir des matrices (3.68), (3.69), (3.65) et (3.67) :

Ei(Xy) =

o

Qs
o
[ @3
o

a3
o
[ @3
o

a3

042_ _0 0__’)/1 Y2 -1 0(52
ag | [ Bs 0| 74] [0 04
ag ] [0 0][™m 72][0 52}
as | | B3 O || ¥ M 0 64
] [0 0]]o0 71624—ﬁ264}
as | | B3 0] 0 A3d2+7404

as | [0 0 ]

as | [0 B3 (5162 +7204)

062_

074_’

|

ol ay = ay — B3 (71 92 + J2 94). On détermine les expressions 47 et 42 en utilisant le complément

de Schur de la matrice Jy; ( fo) :

Ba!

Tl e RRHDXN o 5 =T"le R(RHX(R+1)

L’expression de a4 devient :

ay =y — B304 — 74 02).

Explicitions davantage 1’expression précédente ; tout d’abord

04 — 7402 =

1
0A

Oz

DAR
8$1
Dy

0A;

Oz

OAR

L 81‘1

1
0A

0r N,

dAR
0r Ny,
Dny,
0A,

Oxny,

dAR
Oxny,

0 0
0A;
a7 Y

OAR

8T0

~VrK -z 0]

04
oT

O AR
aT

0

1—-D,
0 0

c RIBHDX(N=R+1)

0

1—'15NR VrK -z 0

0
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

ou K = K(T, P,x). En posant (f‘_l)ij = 1_“;]-1 pour tout (i,7) € [1, R + 1]?, on obtient apres
calculs ’

—Aqq —Aj np —Ty 0
_ v _ - : (R+2)x(N—R+1)
1= —Api1,1 aZAR—H,NR ;TR—H 0|€Rk :
— U -H U -H U—-S 0
0z ! ! TN, ! Ne a7 ™! ]

La premiere étape de la méthode de déflation s’acheve en donnant

By(X)) = { /\:[zz 8 ] € RINFDX(N+2),
b

3

U

T -V

X; = . ERN+2 et fl(Xl) = —Vuy ERN+2.

TNg Q_ VH

T

vV

On regarde maintenant le probleme quasi-linéaire E7(X1) X1 = f1(X1). On transforme la ma-
trice coefficient £ (X1) a I'aide du complément de Schur :

El(Xl):|: Ing1 0] {/\‘/a 0].

Ny N1 0 0
-V 1
Ainsi, en écrivant f1(X1) = Y , on est amené a étudier le probleme
Q-VH

1
[ 0] ()
X = e 1
-V (H ~ NN <y>>
Sans permutation des inconnues de X1, on pose :

3
U
€1
Xo=| . | eRV ety =V
TNg
T
Puisque H — Ny N, 1 (;) = 0 par hypothese, il est possible d’extraire une expression de V; il

existe une fonction @9 : 77 C RN+ 5 R telle que

—1
YQI(,OQ(XQ)@V: <H—/\_fb/\_fal <;>> Q
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3.5 Quelques remarques

Comme la matrice Ba(Xa2, Y2) est nulle, on a
Ey(X3) = N,.

La méthode de déflation s’achéve ainsi. On obtient 'EDO

¢
U
. -1
X1 _ R 1 1
=AM <H—NbNal( )) Q < >
. Yy Yy
ENg
T
avec
IN-R d1 (1, xNg, T)
N QZ)RJrl(CUl,...,I'NR,T)
Y1 Kl(T,P,.CE) X1 1 -1
: = : etV—(H—/\_be\_fa1 (y)) Q
yNR KNR (T, P, a:) JINR
YN-R Kn_g(T,P,x) p1(x1,..., 2N, T)
YN Kn(T,P,z) ¢py1(x1, ..., 2Ny, T)

La méthode de déflation est exécutée en deux étapes : le probleme est une EDA d’indice 2. O

Remarque 26

— Comme pour le cas idéal, la variable y est a substituer par les expressions faisant in-
tervenir T, P, x1, . ..,z N, données par (3.66) a partir de la fin de la premiere étape. De
plus, il faut comprendre que les expressions des constantes d’équilibres thermodyna-
miques ne dépendent plus explicitement des xN_Rg, . .., N, mais de ¢1(z1, ..., TN, T),
oy Or41(21, ..., xNg, T'). La encore, nous n’écrivons pas explicitement ce changement
de dépendance afin de ne pas alourdir les notations.

— La matrice N, est supposée inversible. Cette hypothése devient coiiteuse si R est grand
car on a Ng + 1 < rang N}, < N + 1. Ceci s’applique bien évidemment & la matrice

Np.

3.5 Quelques remarques

3.5.1 Sommation des fractions molaires dans la phase liquide

Les trois modeles de distillation de Rayleigh (3.31), (3.44) et (3.56) (ainsi que leurs versions
non idéales) ont une propriété commune : la somme des fractions molaires z; est conservée au
cours du temps. Cette propriété se retrouve aisément en manipulant les équations des modeles.

1. Distillation non réactive - On commence par sommer les N bilans matiére partiels

(3.31b) pour obtenir
N

N N
U, ZCCZ + Ul ZCCZ =-V Zyi.
=1 =1

i=1
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Chapitre 3. Application a la résolution de modéles de distillation de Rayleigh

En utilisant (3.31a), on a

N N
Uy ai—V Y (wi—u)=0.
=1 =1

En considérant (3.31e), (3.31f) et U; # 0 , on parvient a

N
Zx =0.
=1

Ainsi, la somme des fractions molaires x; est constante. Par définition des fractions mo-
laires, on prend comme valeur initiale 1 et par conséquent

N
Zl’i =1.
i=1

Cette information peut bien entendu étre utilisée afin de simplifier les expressions obtenues
dans les théoremes 21 - 24.

. Réactions chimiques contrélées par la cinétique - Dans ce contexte réactif, on

parvient aisément & montrer que

N N
U S i+ (Ul + V) (Z i — 1) —0. (3.70)
=1 =1

N
On observe a présent Z x; en tant que fonction suffisamment réguliere de la variable ¢;

i=1

N
on note s(t) = sz De ce fait, si s(0) = 1, on obtient bien par (3.70) que s'(0) = 0. En
i=1
dérivant une premiere fois (3.70), on montre de plus que s”(0) = 0. Ainsi, en procédant
par dérivations successives, on établit en utilisant le développement de Taylor de s(t) en
t =0 que s(t) = s(0). Puisque s(0) = 1, on en conclut le résultat escompté.

. Réactions chimiques instantanément équilibrées - Cette configuration réactive agit

de la méme maniere sur la somme des fractions molaires x; ; le schéma de la preuve est
en tout point similaire.

3.5.2 Détermination initiale du débit vapeur V

Pour initialiser la valeur de V en début de régime diphasique, on prend habituellement

comme approximation la valeur (H — h)~! Q. La méthode de déflation améliore cette approxi-
mation en fournissant des expressions plus précises tenant compte du contexte d’étude :
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— distillation non réactive idéale

V=00

— distillation non réactive non idéale

V=00

— réactions chimiques contrélées par la cinétique - Cas idéal

V=610,



3.5 Quelques remarques

— réactions chimiques contrélées par la cinétique - Cas non idéal
V=G"¢;
- )

— réactions chimiques instantanément équilibrées - Cas idéal

—1
o ()

— réactions chimiques instantanément équilibrées - Cas non idéal

(o) o

Dans ce chapitre, nous avons étudié trois modeles d’EDAs quasi-linéaires modélisant des
phénomenes de distillation de Rayleigh. L’application de la méthode de déflation & ces modeles
a permis de mettre en avant différentes configurations physiques. Mis a part le modele de
distillation non réactif en régime monophasique qui est un probléme d’indice 1, nous avons
montré que toutes les autres configurations sont des EDAs d’indice 2.

En tenant compte des remarques concernant la sommation des fractions molaires x;, il est

possible d’exprimer de fagon explicite les équations obtenues dans les théoremes 21 - 26 puisqu’on
N-1

peut écrire zy = 1 — Z x;. De ce fait, on peut se passer d’'un calcul effectif des fonctions
implicites dans l’applic:itii)n de la méthode. Par ailleurs, la structure particuliere de ces deux
configurations (distillation non réactive et distillation ou les réactions chimiques sont controlées
par la cinétique) évite d’inverser dans sa globalité la matrice Jacobienne Jy, ( fg). Dans le cas
réactif, il suffit d’inverser un scalaire (Dy ou Dy ). Dans le cas non réactif, le calcul de I'inverse est
simple (car la matrice Jacobienne est creuse) et au demeurant, il suffit de déterminer la premiére
ligne de cette matrice. En revanche, ces simplifications sont impossibles pour la distillation ou
les réactions chimiques sont instantanément équilibrées. Le calcul des fonctions implicites ainsi
que la détermination de I'inverse de la matrice Jacobienne sont nécessaires.

Pour terminer, soulignons le fait que la distinction entre les régimes monophasique et dipha-
sique est nécessaire pour 1’étude des modeles. En effet, il existe une discontinuité entre ces deux
configurations. Dans le régime monophasique, le débit vapeur V est nul tandis que sa valeur
devient strictement positive en régime diphasique. Il est donc cohérent de traiter séparément
les deux régimes. La méthode de déflation prend ici son sens en décrivant deux cartes locales
d’intersection nulle.
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Annexe A

Pendule

A.1 Dimension 2

On présente la procédure simulation dans le contexte du pendule en dimension 2.
1. sys1 décrit la deuxieme configuration (deuxieme point du théoreme 15) :

(a) estEtatValide décide si le point courant appartient ou non a cette configuration
(lza] > [z2]) 5
(b) calculeSolution inteégre le systéme (2.21);

(c) evalSolution fournit le nouveau point a évaluer.

2. sys2 est le miroir de sys1 pour la premiere configuration (|za| > |z1|).
3. trouveBonSysteme décide a quel systeme affecter le nouveau point calculé.

4. simulation procede a 'intégration sur l'intervalle choisi initialement en basculant d’une

configuration a 'autre

5. traceSimultaion permet d’obtenir les différents graphes.

HEFHAFHEH RS H RS H AR

# Cas Ix1| > [x2]| #

HEFHAFHAH RS H B H AR

> sysl := module()

> export estEtatValide, calculeSolution, evalSolution :
> estEtatValide := proc(x)

> return evalb(abs(x[1]) >= 0.9*abs(x[2]))

> end :

>

> calculeSolution := proc(t0, x)

> local sys, IC, sol, sub :

> sys := [diff(x2(t), t) = x4(t), diff(x4(t),t) = 9.81 - x5(t)*x2(t)]
> sub :=

> x5(t) = 9.81*x2(t) + (x4(£)/x1(¢))"2,

> x3(t) = (-1/x1(£))*(x2(t)*x4(t)),

>  x1(t) = sign(x[1])*sqrt(1 - x2(t)"2)

> sys := subs(sub, sys)

> IC := [x2(t0) = x[2], x4(t0) = x[4]]

> sol := dsolve([op(sys), op(IC)], numeric)
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> return [eval(sol), [sub]]

> end :

>

> evalSolution := proc(solution, t1)

> local sol, sub, soltl, etat, valautres, toutesval
> sol, sub := op(solution)

> soltl := sol(tl)

> soltl := soltl [2..-1]

> valautres := subs(soltl, sub)

>  toutesval := [op(soltl), op(valautres)]

> etat := subs(op(toutesval), [x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t)]1)
> return etat

> end :

> end module :

HHHHHHHHHH R HHH R RH

# Cas [x2| > |x1| #

HHHHHHHHHH R B RS R HH

sys2 := module()

export estEtatValide, calculeSolution, evalSolution :
estEtatValide := proc(x)

return evalb(abs(x[2]) >= 0.9*abs(x[1]))

end :

calculeSolution := proc(t0, x)

local sys, IC, sol, sub :

sys := [diff(x1(t), t) = x3(t), diff(x3(t), t) = -x5(t)*x1(t)]
sub :=
x5(t)

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

> 9.81xx2(t) + (x3(t)/x2(t))"2,
> x4(t) = (-1/x2(£))*(x1(£)*x3(t)),

> x2(t) = sign(x[2])*sqrt(1l - x1(t)~2)
> sys := subs(sub, sys)
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

IC := [x1(t0) = x[1], x3(t0) = x[3]]
return [eval(sol), [subll]
end :

evalSolution := proc(solution, t1)
local sol, sub, soltl, etat, valautres, toutesval
sol, sub := op(solution)
soltl := sol(tl)
soltl := soltl [2..-1]
valautres := subs(soltl, sub)
toutesval := [op(soltl), op(valautres)]
etat := subs(op(toutesval), [x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t)]1)
return etat
end :
end module :
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V VV V V V V Vv YV

trouveBonSysteme := proc(L, etat)
local sys :
for sys in L
do if sys :-estEtatValide(etat)
then return sys
fi
od :
error "L’état n’est valide pour aucun systéme"
end :

HUHHHHBHFHHAFHHBRFH R AR} HH

#

Systémes a considérer #

HHHHHHHHHHHAFHHBRFH R AR} S

> L := [sys1, sys2]

HAHHAHBHHAHHAHH

# Intégration #

HAHHAHBHHAHHAHH

> simulation := proc(L, tfin, Delta, IC)

> local t0O, sys, P, etat, solution :

>t0 :=0 :

> sys := trouveBonSysteme(L, IC)

> solution := sys:-calculeSolution(t0, IC)
>P :=[]

> etat := IC :

> while (t0 < tfin)

> do while (tO < tfin) and sys :-estEtatValide(etat)
> do

> P := [op(P), [t0O, etat]]

> t0 := t0 + Delta :

> etat := sys :-evalSolution(solution, tO)
> od :

> sys := trouveBonSysteme(L, etat)

> solution := sys :-calculeSolution(tO, etat)
> od :

> return P :

> end :

HAHHAHBHHHH

# Graphes #

H#HHAHBHHHH

> traceSimulation := proc(P)

> local Coorl, Coor2, Param, Energie

> Coorl := map(u -> [ul1], u[2][1]], P)

> print(plot(Coorl))

> Coor2 := map(u -> [ul1], u[2][2]], P)
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print (plot(Coor2))

Param := map(u -> [u[2][1], -u[2][2]], P)

print(plot(Param))

Energie := map(u -> [ul1], 1/2x(ul[2][3]1"2 + u[2][4]1"2) - 9.81xu[2][2]], P)
print(plot (Energie))

end :

V V V V VvV V

Il est possible de tracer ’énergie F,,(t) du systéeme au cours de l'intégration. Cette énergie
est théoriquement constante pour le pendule (conservation de 1’énergie mécanique). Pour le
premier exemple (point de départ [1,0,0,0,0]), on observe :

-0,000024

-0,00004+

-0,00006

-0,00008+

-0,00010

-0,00012

FIGURE A.1 — E,,(t) en fonction de ¢

Il faut se référer a ’échelle pour voir que cette énergie est quasi-constante (diminution de
0.00012 sur lintervalle [0,5]). Les paliers observés correspondent a lintégration sur une des
cartes locales. Le passage d’un palier a I’autre correspond au basculement d’une carte a ’autre.

A.2 Dimension 3

On étend la procédure précédente a la dimension 3. Ici, trois systemes sont a considérer.

####HH S S H S HHHHHHHHT
# Cas |x1| > [x2]| et [|x3]| #
#H###HH S SRS

> sysl := module()

> export estEtatValide, calculeSolution, evalSolution :
> estEtatValide := proc(x)

> return evalb(abs(x[1]) >= 0.9*abs(x[2]) and abs(x[1]) >= 0.9*abs(x[3]))
> end :

>

> calculeSolution := proc(t0, x)

> local sys, IC, sol, sub :

> sys := [

>  diff (x2(t), t) = x5(t),

> diff(x3(t), t) = x6(t),

>  diff(x5(t), t) = —x7(t)*x2(t),
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>  diff(x6(t), t) = 9.81 -x7(t)*x3(t)]

> sub :=

>  x7(t) = 9.81*%x3(t) + x4(£)"2 + x5(t)"2 + x6(t) "2,

> x4(t) = (-1/x1(£))*(x2(t)*x5(t) + x3(t)*x6(t)),

> x1(t) = sign(x[1])*sqrt(l - x2(t)"2 - x3(t)"2)

> sys := subs(sub, sys)

> IC := [x2(t0) = x[2], x3(t0) = x[3], x5(t0) = x[6], x6(t0) = x[6]]
> sol := dsolve([op(sys), op(IC)], numeric)

> return [eval(sol), [sub]l]

> end :

>

> evalSolution := proc(solution, t1)

> local sol, sub, soltl, etat, wvalautres, toutesval :
> sol, sub := op(solution)

>  soltl := sol(tl)

> soltl := soltl [2..-1]

> valautres := subs(soltl, sub)

>  toutesval := [op(soltl), op(valautres)]

> etat := subs(op(toutesval), [x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t), x6(t),
> x7()]1)

> return etat :

> end :

> end module:

#HHHHHHHHHH R HHHHH
# Cas |x2] > |x1| et [x3| #
Hi SRS S T R TR

sys2 := module()
export estEtatValide, calculeSolution, evalSolution :
estEtatValide := proc(x)
return evalb(abs(x[2]) >= 0.9%abs(x[1]) and abs(x[2]) >= 0.9%abs(x[3]))

end :

calculeSolution := proc(t0, x)
local sys, IC, sol, sub :

sys := [

diff(x1(t), t) = x4(v),

diff (x3(t), t) = x6(t),

diff (x4(t), t) = -x7(t)*x1(t),
diff(x6(t), t) 9.81 - x7(t)*x3(t)]

sub :=

x7(t) = 10*x3(t) + x4(t)"2 + x5(£)"2 + x6(t)"2 ,
x5(t) = (-1/x2(t) ) *(x1(t)*x4(t) + x3(t)*x6(t)),
x2(t) = sign(x[2])*sqrt(l - x1(t)"2 - x3(t)"2)

sys := subs(sub, sys)

IC := [x1(t0) = x[1], x3(t0) = x[3], x4(t0) = x[4], x6(t0) = x[6]]
sol := dsolve([op(sys), op(IC)], numeric)

return [eval(sol), [sub]]

VvV VVVV VYV VYV VYV VYV VYV VYV VYVVYV
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> end :

>

> evalSolution := proc(solution, t1)

> local sol, sub, soltl, etat, wvalautres, toutesval :
> sol, sub := op(solution)

>  soltl := sol(tl)

> soltl := soltl [2..-1]

> valautres := subs(soltl, sub)

>  toutesval := [op(soltl), op(valautres)]

> etat := subs(op(toutesval), [x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t), x6(t),
> x7(t)])

> return etat :

> end :

> end module :

HiHH ST R T R
# Cas |x3| > Ixl| et |x2| #
Hi RS TR TR

sys3 := module()
export estEtatValide, calculeSolution, evalSolution :
estEtatValide := proc(x)
return evalb(abs(x[3]) >= 0.9%abs(x[1]) and abs(x[3]) >= 0.9*abs(x[2]))

end :

calculeSolution := proc(t0, x)
local sys, IC, sol, sub :

sys := [

diff(x1(t), t) = x4(v),
diff (x2(t), t) = x5(t),
diff (x4(t), t) = -x7(t)*x1(t),
diff(x5(t), t) = -x7(t)*x2(t)]

sub :=

x7(t) = 9.81%x3(t) + x4(t)"2 + x5(£)"2 + x6(t)"2,
x6(t) = (-1/x3(t))*(x1(t)*x4(t) + x2(t)*x5(t)),
x3(t) = sign(x[3])*sqrt(l - x1(t)"2 - x2(t)"2)

sys := subs(sub, sys)

IC := [x1(t0) = x[1], x2(t0) = x[2], x4(t0) = x[4], x5(t0) = x[5]]
sol := dsolve([op(sys), op(IC)], numeric)

return [eval(sol), [sub]]

end :

evalSolution := proc(solution, t1)

local sol, sub, soltl, etat, wvalautres, toutesval :
sol, sub := op(solution)

soltl := sol(t1)

soltl := soltl [2..-1]

valautres := subs(soltl, sub)
toutesval := [op(soltl), op(valautres)]

VvV VVVV VYV VVVVVVVVVVVVV VYV VYV VYVYVYVVYV
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V V V VvV V

V V V V V V V Vv V

etat := subs(op(toutesval), [x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t), x6(t),

x7(t)1)
return etat
end :

end module :

trouveBonSysteme := proc(L, etat)
local sys :
for sys in L
do if sys :-estEtatValide(etat)
then return sys
fi
od :
error "L’état n’est valide pour aucun systéme"
end :

HHHHHHBHHH R AR HBR SR AR H

#

Systémes a considérer #

HHHHHH B HHASHHBR R AR

> L := [sysl, sys2, sys3]

HEHHAHBHHBHHAHH

# Intégration #

HEHHAHHHHAHHAHH

> simulation := proc(L, tfin, Delta, IC)

> local tO, sys, P, etat, solution :

>1t0 :=0 :

> sys := trouveBonSysteme(L, IC)

> solution := sys:-calculeSolution(t0, IC)

>P :=[]

> etat := IC :

> while (tO < tfin)

> do while (tO < tfin) and sys :-estEtatValide(etat)
> do

> P := [op(P), [tO, etat]]

> t0 := t0 + Delta :

> etat := sys :-evalSolution(solution, t0)
> od :

> sys := trouveBonSysteme(L, etat)

> solution := sys :-calculeSolution(tO, etat)
> od :

> return P :

> end :

H#HHAHBHHAH

# Graphes #
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HHUHSHH AR

traceSimulation := proc(P)

local Coorl, Coor2, Coor3, Param, Energie :
Coorl := map(u -> [ul1], ul[2][1]1], P)
print(plot(Coorl))

Coor2 := map(u -> [ul1], u[2][2]], P)
print(plot (Coor2))

Coor3 := map(u -> [u[1], u[2][3]], P)

print (plot(Coor3))

Param := map(u -> u[2][1..3], P)

print (spacecurve (Param))

Energie := map(u -> [u[1], 1/2*(u[2][4]"2 + u[2][5]"2 + u[2][6]"2) -
9.81*u[2] [3]], P)

print(plot (Energie))

end :

VvV VV V V V V V V V VYV V.YV

Comme pour la dimension 2, il est possible de tracer ’énergie E,,(t) du systéme au cours
de l'intégration. Pour le point de départ [1,0,0,0,0.3,4,16.09], on observe :

8,0450

8,0449

8,0448+

8,0447

FIGURE A.2 — E,,(t) en fonction de ¢

On peut faire le méme genre de remarque que dans le cas de la dimension 2 concernant
I’erreur.
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Conclusion

Dans cette theése, nous avons mis en avant une nouvelle méthode de résolution des EDAs
linéaires et quasi-linéaires. Cette méthode, dite de déflation, est un processus de résolution
symbolique; elle fournit dans le cas des modeles de distillation de Rayleigh des EDOs sous
contraintes. Cette réduction a des EDOs est le coeur de la méthode étudiée. En effet, a I’heure
actuelle, les méthodes de résolution numérique les plus performantes concernent les EDOs. Il
existe des méthodes numériques applicables aux EDAs, mais elles sont généralement mises en
défaut pour des indices élevés. En réduisant les EDAs a des EDOs sous contraintes, on évite
ainsi les problemes d’intégration numérique des EDAs.

Dans le premier chapitre, nous avons parcouru les méthodes majeures de résolution des
EDAs, en se focalisant sur 'aspect formel. La méthode de déflation a été introduite et étudiée
dans le second chapitre. Nous avons décrit I'algorithme appliqué aux EDAs linéaires a coeffi-
cients constants et variables, puis aux EDAs quasi-linéaires. Nous avons notamment résolu les
équations modélisant le mouvement du pendule en dimension 2 et 3. Afin de vérifier la validité
de la méthode, la résolution formelle a été dans ce cas complétée d’une résolution numérique. Les
résultats obtenus illustrent la pertinence de la méthode de déflation. Le caractere géométrique
de cette derniere a été démontré par ’étude du pendule en dimension n. Ce probleme est en
réalité un cas particulier des systemes mécaniques contraints a multi-corps. Dans le troisieme
chapitre, nous avons effectué le pré-traitement de trois modeles de distillation de Rayleigh.
Cette résolution formelle a fourni a elle seule plusieurs résultats sur les systemes étudiés. Grace
aux équations réduites, on peut notamment déterminer les conditions initiales cohérentes. Par
ailleurs, on connait mieux la structure mathématique des modeles. On sait a présent que la
distillation de Rayleigh non réactive n’est qu'un cas particulier de la distillation de Rayleigh
aux réactions chimiques contrélées par la cinétique. De méme, d’un point de vue mathématique,
le cas ou la phase liquide est considérée idéale n’est qu’un cas particulier du cas ou elle n’est pas
idéale. On sait aussi qu’il n’est pas possible de traiter en une seule fois les phases monophasique
et diphasique ; elles doivent étre traitées séparément.

Plusieurs points sont encore a 1’étude : nous travaillons actuellement avec K. ALLOULA sur
la résolution numérique des équations de la distillation réduites par la méthode de déflation.
Cette phase est bien plus subtile que pour le pendule car il faut pouvoir gérer convenablement
les fonctions implicites au cours de l'intégration. La méthode de déflation, en tant que pré-
traitement, nous a permis d’obtenir de nombreuses informations sur les modeles mis en jeu. Nous
prolongeons ainsi I’étude par un traitement numérique afin d’exploiter d’un point de vue pratique
les résultats fournis par la méthode de déflation. Nous souhaitons de plus rendre le traitement du
processus de déflation automatique. Il est envisageable de s’appuyer sur la structure méme des
matrices (la matrice coefficient E, les matrices Jacobiennes intermédiaires, etc.) pour améliorer
I’exécution de la méthode de déflation.

141



Conclusion

142



1]

EORS)

[14]

[15]

Bibliographie

K. Alloula. Modéle de coopération entre calcul formel et calcul numérigue pour la simulation
et Uoptimisation des systemes. PhD thesis, Institut National Polytechnique de Toulouse,
2007.

V. I. Arnold. Mathematical methods of classical mechanics. Springer, 1989.

P. Aubry, D. Lazard, and M. Moreno Maza. On the Theories of Triangular Sets. Journal
of Symbolic Computation, 28 :105-124, 1999.

M.A. Barkatou, C. El Bacha, and E. Pfliigel. Simultaneously row and column reduced
higher order linear differential systems. In International Symposium on Symbolic and Al-
gebraic Computation, pages 45-52, 2010.

A. Ben-Israel and T. N.E. Greville. Generalized inverses. Theory and applications. Cana-
dian Mathematical Society, 2003.

F. Boulier. Réécriture algébrique dans les systemes d’équations différentielles polynomiales
en vue d’application dans les sciences du vivant. Habilitation a diriger des recherches,
Université des sciences et technologies de Lille, LIFL, 2006.

F. Boulier, D. Lazard, F. Ollivier, and M. Petitot. Representation for the radical of fini-
tely generated differential ideal. In International Symposium on Symbolic and Algebraic
Computation, pages 158-166, 1995.

F. Boulier, D. Lazard, F. Ollivier, and M. Petitot. Computing representations for radicals
of finitely generated differential ideals. Applicable Algebra in Engineering, Communication
and Computing, 20(1) :73-121, 2009. (1997 Techrep. IT306 of the LIFL).

F. Boulier, F Lemaire, and M. Moreno Maza. Well known theorems on triangular sys-
tems and the D® principle. In Proceedings of Transgressive Computing 2006, pages 79-91,
Granada, Spain, 2006.

K.E. Brenan, S.L. Campbell, and L.R. Petzold. Numerical solution of initial-value problems
in differential-algebraic equations. Society for Industrial and Applied Mathematics, 1996.

S.L. Campbell. Linear systems of differential equations with singular coefficients. SIAM
Journal on Mathematical Analysis, 8 :1057-1066, 1977.

S.L. Campbell. A general form for solvable linear time varying singular systems of diffe-
rential equations. SIAM Journal on Mathematical Analysis, 18 :1101-1115, 1987.

S.L. Campbell, C.D. Meyer, and N.J. Rose. Applications of the drazin inverse to linear
systems of differential equations with singular constant coefficients. SIAM Journal on
Applied Mathematics, 31 :411-425, 1976.

D. Cox, John Little, and D O’Shea. Ideals, varieties and algorithms. An introduction to
computational algebraic geometry and commutative algebra. Springer, 2007.

Galileo Galilei. Dialogue sur les deux grands systéemes du monde. Seuil, 2000.

143



BIBLIOGRAPHIE

[16]
17)
18]
19]
[20]
21]
[22]
23]
[24]

[25]

[26]

[35]

[36]

144

F.R. Gantmacher. The theory of matrices, volume 2. American Mathematical Society
Chelsea publishing, 1959.

E. Griepentrog and R. Mérz. Differential-algebraic equations and their numerical treatment.
BSB Teubner, 1986.

E. Griepentrog and R. Méarz. Basic properties of some differential-algebraic equations. Z.
Anal. Anwendungen, 8 :25—41, 1989.

M. Giinther and P. Rentrop. The differential-algebraic index concept in electric circuit
simulation. Zeitschrift fir angewandte Mathematik und Mechanik, 76 :91-94, 1996.

E. Hairer, S.P. Horsett, and G. Wanner. Solving ordinary differential equations I. Nonstiff
problems. Springer, 1993.

E. Hairer and G. Wanner. Solving ordinary differential equations II. Stiff and differential-
algebraic problems. Springer, 2010.

R.J. Hanson. Analytic linear systems of differential equations in implicit form. Funkcialaj
Ekvaciog, 10 :123-131, 1967.

W.A. Harris, Y. Sibuya, and L. Weinberg. A reduction algorithm for linear differential
systems. Funkcialaj Ekvacioj, 11 :59-67, 1968.

E. Hubert. Etude algébrique et algorithmique des singularités des équations différentielles
implicites. PhD thesis, Institut National Polytechnique de Grenoble, 1997.

S. Iles. Computational complexity of numerical solutions of initial value problems for dif-
ferential algebraic equations. PhD thesis, Faculty of Graduate Studies, The University of
Western Ontario, London, Ontario, 2005.

P. Kunkel and V.L. Mehrmann. Canonical forms for linear differential-algebraic equations
with variable coefficients, volume 56. 1994.

P. Kunkel and V.L. Mehrmann. Generalized inverses of differential-algebraic operators.
SIAM Journal on Matriz Analysis and Applications, 17 :426-442, 1996.

P. Kunkel and V.L. Mehrmann. Differential-algebraic equations : analysis and numerical
solution. European Mathematical Society, 2006.

F. Lemaire. Contribution a l’algorithmique en algébre différentielle. PhD thesis, Université
des sciences et technologies de Lille, LIFL, 2002.

Y. V. Matiyasevich. Hilbert’s tenth problem. The MIT Press, 1993.

C.D. Meyer. Matriz analysis and applied linear algebra. Society for Industrial and Applied
Mathematics, 2000.

F. Monfreda and J.C. Yakoubsohn. On an index reduction method by deflation for linear
differential-algebraic equations. Submitted to Applicable Algebra in Engineering, Commu-
nication and Computing (AAECC), 2013.

F. Monfreda and J.C. Yakoubsohn. On an index reduction method by deflation for quasi-
linear differential-algebraic equations. Preprint, 2013.

M. Moreno Maza. On Triangular Decompositions of Algebraic Varieties. Technical report,
NAG Ltd, Oxford, UK, 2000. Presented at the MEGA2000 conference. Technical Report
TR 4/99.

R. Mérz. On linear differential-algebraic equations and linearizations. Applied Numerical
Mathematics, 18 :267-292, 1995.

R. Mérz. Canonical projectors for linear differential-algebraic equations. Computers and
Mathematics with applications, 31 :121-135, 1996.



BIBLIOGRAPHIE

[37]
[38]
[39]
[40]
[41]
[42]
[43]
[44]

[45]

[46]

[47]
(48]

[49]

N.S. Nedialkov and J.D. Pryce. Solving daes by taylor series (i) : Computing taylor coeffi-
cients. BIT Numerical Mathematics, pages 1-30, 2005.

N.S. Nedialkov and J.D. Pryce. Solving daes by taylor series (ii) : Computing the system
jacobian. BIT Numerical Mathematics, 2005.

N.S. Nedialkov and J.D. Pryce. Solving daes by taylor series (iii) : the daets code. Journal
of Numerical Analysis, Industrial and Applied Mathematics, 1 :1-30, 2007.

F. Ollivier. Jacobi’s bound and normal forms computations. a historical survey. Arziv
preprint arXiw : 0911.2674, 2009.

C. C. Pantelides. The consistent initialization of differential-algebraic systems. Society for
Industrial and Applied Mathematics, 9 :213-231, 1988.

L. R. Petzold. A description of dassl : A differential /algebraic system solver. R. S. Steple-
man et al., editors, IMACS Trans. Scient. Comp., 1 :65—68, 1983.

J.D. Pryce. Solving high-index daes by taylor series. Numerical Algorithms, 19 :195-211,
1998.

J.D. Pryce. A simple structural analysis method for daes. BIT Numerical Mathematics,
41 :364-394, 2001.

M.P. Quéré and G. Villard. An algorithm for the reduction of linear differential algebraic
equation. In International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation, pages 223—
231, 1995.

P.J. Rabier and W.C. Rheinboldt. Classical and generalized solutions of time-dependent
linear differential-algebraic equations. Linear algebra and its applications, 245 :259-293,
1996.

P.J. Rabier and W.C. Rheinboldt. Nonholonomic motion of rigid mechanical systems from
a DAFE viewpoint. Society for Industrial and Applied Mathematics, 2000.

P.J. Rabier and W.C. Rheinboldt. Theoretical and numerical analysis of differential-
algebraic equations. 8 :183-540, 2002.

G. Reissig, W.S. Martinson, and P.I. Barton. Differential-algebraic equations of index 1
may have an arbitrarily high structural index. SIAM Journal on Scientific Computing,
21 :1987-1990, 2000.

W.C. Rheinboldt. Differential-algebraic systems as differential equations on manifolds.
Mathematics of computation, 43 :473-482, 1984.

R. Riaza. Differential-algebraic systems : analytical aspects and circuit applications. World
Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., 2008.

J. F. Ritt. Differential Algebra. American Mathematical Society, 1950.

P. Rouchon. Simulation dynamique et commande non linéaire des colonnes a distiller. PhD
thesis, Ecole Nationale Supérieur des Mines de Paris, 1990.

S. Schulz. Four lectures on differential-algebraic equations. Department of Mathematics -
Research Reports, 497, 2003.

M. Takamatsu and S. Iwata. Index reduction for differential-algebraic equations by substi-
tution method. Linear Algebra and its Applications, 429 :2268-2277, 2008.

G. Thomas. Contributions théoriques et algorithmiques o [étude des équations
différentielles algébriques. Approche par le calcul formel. PhD thesis, Institut universitaire
polytechnique de Grenoble, 1997.

R. Théry. Analyse de faisabilité, synthése et conception de procédés de distillation réactive.
PhD thesis, Institut National Polytechnique de Toulouse, 2002.

145



BIBLIOGRAPHIE

[58] J. Unger, A. Kroner, and W. Marquardt. Structural analysis of differential-algebraic equa-
tion systems. theory and applications. Computers Chemical Engineering, 19 :867-882,
1995.

146






RESUME :

Cette these propose d’étudier et de résoudre certaines classes d’équations différentielles
algébriques (EDAs), intervenant notamment dans le domaine du génie des procédés.

Les EDAs sont des systemes différentiels généraux qui englobent en outre les équations
différentielles ordinaires. On met au point dans cette thése une nouvelle méthode de résolution
des EDAs linéaires et quasi-linéaires. Cette méthode, nommée méthode de déflation, est un
processus symbolique itératif dont le but consiste a transformer une EDA, pour obtenir soit une
équation différentielle sous contraintes, soit un systeéme d’équations algébriques. La méthode de
déflation est donnée par le biais d'un algorithme formel ; on analyse les propriétés de ce dernier
en détail.

Le premier chapitre de cette these parcourt les méthodes de résolution des EDAs les plus
significatives de la littérature. Ces méthodes de résolution sont présentées et illustrées. Dans
le second chapitre, la méthode de déflation est décrite et analysée. On montre notamment le
caractere géométrique de la méthode, a savoir qu’elle préserve la géométrie des systemes étudiés,
a travers ’étude des équations modélisant le mouvement d’un pendule simple en dimension
n. La méthode de déflation est mise en pratique sur des systémes mécaniques contraints a
corps multiples. On montre également la baisse caractéristique de I’ indice de Kronecker durant
I'application de la méthode de déflation. Plus précisément, on prouve que I'indice de Kronecker
diminue de un entre chaque étape de la méthode. Enfin, nous résolvons formellement dans
le troisieme chapitre des EDAs quasi-linéaires modélisant des phénomeénes de distillation de
Rayleigh.

ABSTRACT :

This thesis deals with the study and the resolution of several classes of differential algebraic
equations (DAEs), especially involved in the process engineering field. DAEs are general diffe-
rential systems which include ordinary differential equations. We establish in this work a new
resolution method for linear and quasilinear DAEs. The method, called the deflation method, is
an iterative symbolic process which transforms DAEs into either constrained differential equa-
tions or algebraic equations. The deflation method is provided by a symbolic algorithm. We
analyse properties of this algorithm in detail.

The first chapter of the thesis describes the most significant resolution methods of DAEs
known in the actual literature. These methods are presented and illustrated. In the second
chapter, the deflation method is studied. We show the geometric aspect of the deflation method
(the method preserves the geometry of the studied systems) through the study of the equations
of the n-pendulum. The deflation method is used on constrained multibody systems. We also
show how the Kronecker index decreases during the application of the method. In the last
chapter, we solve quasilinear DAEs provided by Rayleigh distillation models.
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