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Sommario 

Lo scopo del presente lavoro è quello di studiare il comportamento 

micromeccanico dei materiali compositi unidirezionali in resina epossidica 

mediante un'analisi agli elementi finiti con il software commerciale ABAQUS.  

L'obiettivo principale è quello di indagare sull'interazione tra fibra e matrice 

in un materiale composito, e sull'influenza della loro risposta a sollecitazioni 

esterne sulle proprietà meccaniche dello stesso. Nello specifico, è stato 

analizzato quanto accade a livello microscopico in un materiale composito, 

focalizzando l'attenzione sulla ripartizione del carico, sul calcolo della 

matrice di rigidezza omogeneizzata e sul comportamento elasto-plastico 

della cella elementare del materiale stesso. 

IŶ pƌiŵis ğ stato ƌealizzato uŶ ŵodello agli eleŵeŶti fiŶiti peƌ l’estƌapolazioŶe 
della ŵatƌiĐe di ƌigidezza del Đoŵposito, ĐoŶ l’ipotesi Đhe fiďƌa e ŵatƌiĐe 

fossero materiali omogenei, isotropi ed elastici. 

Una volta validato tale modello con le più avanzate teorie di calcolo [6], si è 

passati all’aŶalisi della ƌisposta del Đoŵposito iŶ esaŵe iŶ teƌŵiŶi di Đuƌǀe 
sforzo-deformazione. Il comportamento non lineaƌe dell’iŶteƌo Đoŵposito, 
specialmente nel caso di stati di sollecitazione in cui la matrice sopporta la 

maggior parte del carico, ha ƌiĐhiesto l’ottimizzazione della risposta della 

matrice stessa ŵediaŶte l’attƌiďuzioŶe di un comportamento elasto-plastico, 

poi implementato nel modello agli elementi finiti creato.  

Il nuovo modello elastoplastico della matrice è stato dunque calibrato al fine 

di riprodurre le curve sperimentali sforzo deformazione della matrice e, una 

volta verificato, è stato introdotto in un modello completo di materiale 

composito. Da Ƌuest’ultiŵo soŶo state estƌapolate le curve sforzo-

deformazione del composito, da confrontare con dati di letteratura [9]. 
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CAPITOLO 1 

 

Introduzione 

 

1.1 Concetti base 
 

Si definisce materiale composito un materiale ottenuto dalla combinazione 

di due o più materiali distinti che si mantengono tali nel nuovo composto. Il 

materiale siffatto presenta solitamente proprietà meccaniche, chimico-

fisiche e/o di fabbricazione migliori di quelle dei suoi costituenti considerati 

separatamente. Come tipico esempio di composito si può considerare il 

calcestruzzo, derivato dall'unione di rocce e cemento, che risulta essere più 

resistente delle rocce nonché più facilmente lavorabile del cemento. Tra i 

vari tipi di materiale composito si annoverano anche quelli ottenuti 

dall'unione di fibre o particelle altoresistenziali tenute insieme da un 

allegante. In quest'ultima grande categoria rientrano alcuni materiali 

compositi reperibili in natura (Fig. 1.1) quali il legno, composto da fibre di 

cellulosa immerse in una matrice di lignina, e le ossa, derivate dall'unione di 

osteoni immersi in un matrice ossea. 
 

 

Fig. 1.1: Esempio di materiale composito naturale 
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Tra i primi materiali compositi di tale tipologia fabbricati dall'uomo si ricorda 

invece la vetroresina, ottenuta dall'unione di una resina di poliestere 

rinforzata con fibre di vetro e largamente utilizzata per la produzione nautica 

da diporto. 

Le elevate prestazioni dei materiali compositi hanno fatto sì che questi 

trovassero impiego nelle strutture più avanzate e, in modo particolare, in 

campo aeronautico (Fig. 1.2), soprattutto per le loro elevate proprietà 

meccaniche e il loro basso peso. In tale ambito, con il termine composito si fa 

riferimento ad un materiale ottenuto dall'unione di fibre altoresistenziali di 

origine organica (es.: fibre di carbonio) o inorganica (es.: Kevlar) immerse in 

una resina termoplastica o termoindurente. Tali compositi vengono realizzati 

sottoforma di lamine impilate l'una sull'altra in modo da formare laminati, 

cioè piastre o gusci, dalle ottime proprietà meccaniche. 

 

 

 

Fig. 1.2: Impiego dei materiali compositi nel Boeing-787 
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1.2 Classificazione dei materiali compositi 
 

I materiali compositi possono essere classificati in vari modi, ma i principali 

fattori su cui si effettua la distinzione sono: 
 Tipo di rinforzo: 

o Fibre continue lunghe: 

- unidirezionali 

- bidirezionali (woven,...) 

- con orientazione casuale 

o Fibre corte: 

- con orientazione casuale 

- con orientazione preferenziale 

o Particelle e whiskers: 

- con orientazione casuale 

- con orientazione preferenziale 

 Configurazione del laminato 

o Lamina unidirezionale: singola lamina (chiamata anche ply o 

layer) o sovrapposizione di più lamine in cui l'orientazione del 

materiale è la stessa. 

o Laminato: unione di più lamine impilate e unite insieme in cui 

non tutte le lamine hanno la stessa orientazione del materiale. 

Solitamente si preferisce utilizzare rinforzi sotto forma di fibre in modo da 

conferire al composito maggiore resistenza rispetto alla forma grezza. La 

struttura a fibra porta infatti ad una riduzione del numero di difetti presenti 

nel materiale e, al contempo, ad un allineamento con l'asse della fibra dei 

cristalli o dei polimeri costituenti (il che assicura un incremento della 

resistenza) [1]. 

Le fibre, sebbene abbiano ottime proprietà meccaniche in direzione assiale, 

non possono essere utilizzate da sole in quanto non sono in grado di 

sopportare né carichi di compressione né carichi trasversali. A tale carenza si 

provvede utilizzando un allegante o una matrice che tenga unite le fibre, 

assicuri la resistenza a carichi trasversali e garantisca un supporto elastico 

per le stesse incrementandone la resistenza a compressione. A queste 

funzioni principali si sommano la protezione della fibra da agenti atmosferici 

e la prevenzione di fenomeni corrosivi del composito. 
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1.3 Impiego dei materiali compositi in campo 

aeronautico 
 

I materiali compositi, date le loro eccellenti proprietà, stanno via via 

conquistando il mercato mondiale dell'industria aeronautica e non solo. Tale 

impiego crescente è legato al fatto che questi non hanno niente da invidiare 

alle migliori leghe attualmente impiegate in termini di caratteristiche di 

rigidezza e resistenza; essi godono fra l'altro di basso peso, ottima resistenza 

alla corrosione e possibilità di ridurre il numero di componenti da 

assemblare per realizzare uno stesso prodotto  rispetto ad una classica 

soluzione in lega metallica. 

Il basso peso dei materiali compositi deriva dal fatto che sia le fibre che le 

matrici impiegate hanno bassa densità, e ciò li rende ideali per l'impiego 

nell'industria aeronautica e aerospaziale (in cui si mira alla riduzione dei pesi 

al fine di massimizzare i profitti). 

La possibilità di ridurre il numero di parti grazie a tali materiali è inoltre 

garantita dal fatto che possono essere facilmente modellati in forme 

complesse, evitando spese superflue inerenti i costi di assemblaggio. 

In Fig. 1.3 si riporta la struttura di un generico materiale composito e, 

analizzando nello specifico questi materiali, si evince subito come essi siano 

realizzati con fibre ad altissima resistenza e rigidezza specifica immerse in 

una matrice con 

proprietà di 

resistenza e rigidezza 

molto più modeste. 

La presenza della 

matrice fa si che si 

ottenga un materiale 

con proprietà 

meccaniche inferiori 

a quelle della sola 

fibra e fortemente influenzate dal quantitativo di matrice impiegata. Tuttavia 

la presenza della matrice, come già accennato, è necessaria in quanto la fibra 

da sola non contribuisce in alcun modo alla resistenza in direzione 

trasversale all'asse; la matrice però non è comunque sufficiente a garantire 

Fig. 1.3: Microstruttura di un generico materiale composito 
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al composito una resistenza accettabile in tutte le direzioni il che rende 

obbligatoria, in caso di componenti soggetti a forti sollecitazioni multiassiali, 

la sovrapposizione di lamine con diversa orientazione delle fibre. Tale 

soluzione, se ben congeniata, permette di far fronte a tutte le possibili 

condizioni di caricho [1]. 

1.4 Approccio multiscala 
 

La produzione di un componente realizzato in materiale composito obbliga il 

progettista ad affrontare problematiche di varia natura. Tra queste è 

possibile annoverare: 

 la scelta del materiale sulla base dell'impiego richiesto e, quindi, 

l'individuazione del tipo e della quantità di fibra e matrice da utilizzare 

per la produzione delle lamine; 

 lo schema di impilamento delle varie lamine, poiché si vuole ottenere 

una struttura capace di resistere a tutte le possibili sollecitazioni di 

esercizio; 

 la definizione della forma del componente che più si avvicini al 

connubio perfetto tra risposta strutturale globale e comodità 

produttiva. 

E' dunque evidente come l'impiego di tali materiali non sia affatto banale, 

anche perché le problematiche ad essi correlate devono essere risolte 

attraverso scale di analisi diverse come si evince dalla Fig. 1.4. 

 

 
Fig. 1.4: Idea di approccio multiscala 
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Se, per esempio, si focalizza l'attenzione sulla scelta del tipo di fibra e di 

matrice, o su quale debba essere il loro rapporto ottimale, bisogna affidarsi 

alla micromeccanica. 

Quest'ultima ci consente di descrivere l'interazione tra fibra e matrice, e la 

loro risposta alle varie sollecitazioni, anche in presenza di fenomeni di 

danneggiamento. Attraverso la micromeccanica si effettua quindi un'analisi 

dei singoli costituenti, studiandone il comportamento microscopico e 

attuando così un'analisi di microscala. 

Se si vuole invece valutare la risposta di un laminato in composito ai possibili 

schemi di impilamento delle singole lamine o ai vari tipi di sollecitazione, 

anche in presenza di danneggiamenti o irrigidimenti, è necessario analizzare 

il più piccolo componente strutturale; si parla in tal caso di analisi di 

mesoscala, in cui il problema viene affrontato da un punto focale intermedio 

tra la struttura globale e i singoli costituenti. 

Infine, se si vuole studiare la risposta globale di una struttura complessa 

realizzata in composito, quale il cassone alare di un velivolo o lo scafo di una 

barca da diporto, bisogna allontanare ulteriormente il punto focale e 

analizzare il problema globalmente; si parla dunque di analisi di macroscala. 

Un'analisi che comprenda tutti e tre i tipi di approccio al problema si 

definisce analisi di multiscala [2]. 
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CAPITOLO 2 

 

Micromeccanica dei materiali compositi 

 

2.1 Introduzione alla micromeccanica 
 

Con il termine micromeccanica si intende la scienza che studia i materiali non 

omogenei con l’oďďiettiǀo di ƌiĐaǀaƌŶe le pƌiŶĐipali gƌaŶdezze iŶgegŶeƌistiĐhe 
omogeneizzate note che siano le proprietà dei singoli costituenti (Fig. 2.1). 

 
Fig. 2.1: Idea di approccio micromeccanico 

 

Nell'ambito dei materiali compositi tale approccio permette di valutare nel 

dettaglio l'interazione tra i vari costituenti (fibra e matrice) e l'interfaccia tra 

gli stessi, al fine di ricavare delle proprietà omogeneizzate. Tale processo è 

quindi molto importante per il progettista, in quanto permette di studiare il 

materiale composito nella sua natura anisotropa con una modellizzazione in 

un materiale omogeneo trasversalmente isotropo equivalente. 

L'analisi micromeccanica da un punto di vista teorico fornisce le proprietà di 

rigidezza (con buoni risultati) e resistenza (con risultati qualitativamente 

peggiori) di un materiale composito, note che siano le proprietà dei suoi 

costituenti. 

 

Eterogeneità locale 

Omogeneità globale 
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2.2 Fondamenti teorici della micromeccanica 
 

Per una corretta comprensione dell'approccio micromeccanico è necessario 

focalizzare l'attenzione sulle basi teoriche che lo governano.  

Nel paragrafo si riassumano alcune delle più affermate teorie in campo 

ingegneristico, la trattazione è preceduta dalla analisi delle definizioni chiave 

della micromeccanica.  

 

2.2.1 Definizioni fondamentali 

Le proprietà di un composito sono controllate dai volumi di fibra e matrice 

impiegati; le frazioni volumetriche di ciascun costituente sono definite come 

[1]: 

 

 Frazione volumetrica della fibra: 

                                    

 

i cui valori possono oscillare tra lo 0% (matrice pura) e il 70% (limite 

tecnologico); 

 Frazione volumetrica della matrice: 

                                       
 

La relazione esistente tra le frazioni volumetriche suddette è esprimibile 

nella forma:         

 

A tali definizioni si aggiunge il concetto fondamentale di Representative 

Volume Element (RVE). L'RVE corrisponde al più piccolo volume di materiale 

che conserva tutte le caratteristiche base dei costituenti e, al contempo, ne 

descrive il comportamento globale. Nell'RVE compaiono tensioni e 

deformazioni non uniformi associate all'assenza di omogeneità e isotropia, 

dovuta a sua volta alla struttura intrinseca del materiale composito; tuttavia 



9 

 

l'RVE ha il vantaggio di poter essere sostituito da un volume equivalente di 

materiale omogeneo senza alterare lo stato di stress attorno all' RVE stesso. 

Questo particolare comportamento è legato al fatto che lo stato di tensione 

nella restante parte della struttura non varierà quando si conducono analisi 

ad una scala superiore a quella dell'RVE. 

 

2.2.2 Costituenti isotropi 

Si ipotizzi che sia la fibra che la matrice, prese singolarmente, siano dei 

materiali isotropi. Un materiale isotropo è un materiale avente infiniti piani 

di simmetria, cioè le cui proprietà si mantengono inalterate in tutte le 

direzioni spaziali. 

Per tali materiali è possibile definire il comportamento elastico note due sole 

costanti: il Modulo di Young (E) e il numero di Poisson ( ). Quest'ultime sono 

ottenibili mediante un'unica analisi sperimentale, e vengono utilizzate per il 

calcolo di altre proprietà meccaniche quali, ad esempio, il modulo elastico a 

taglio (G) ottenibile dalla seguente relazione: 

            

 

Il legame tra sforzi e deformazioni per un materiale isotropo è dato dalla 

seguente relazione: 

 

{  
              }  

               [  
            

          
          

         
         

         ]  
  
{  
              }  

  
 

 

2.2.3 Modello elementare per il calcolo della matrice di 

rigidezza 

Molte sono le teorie sviluppate al fine di effettuare un'analisi 

micromeccanica; uno degli approcci più largamente usati permette di 

dimostrare, in modo semplificato, come la combinazione di due materiali 
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assunti isotropi dia luogo ad un materiale ortotropo equivalente per cui vale 

la relazione seguente [3]: 

 

{  
              }  

   [  
               

            
            

        
        

        ]  
   {  
              }  

  
 

 

e in cui i coefficienti     sono esprimibili in funzione delle seguenti costanti 

elastiche: 

 

                                       

                                     

                                        

                                              

                                 

 

Queste saranno a loro volta funzioni di: 

 

                                

                                  

                                  

                                    

                                     

                                        

 

2.2.3.1 Calcolo delle costanti elastiche 

Di seguito si illustra il metodo di calcolo delle varie costanti elastiche per un 

materiale composito [1]. 
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 Modulo elastico longitudinale    

Il modulo elastico longitudinale, detto anche modulo elastico in direzione 

della fibra, può essere facilmente calcolato sfruttando la nota regola della 

miscela (Rule Of Mixtures (ROM)). L'assunzione principale su cui si basa 

questa formula è che la deformazione in direzione della fibra sia la stessa 

tanto nella matrice quanto nella fibra. Ciò equivale ad assumere un 

incollaggio perfetto tra fibra e matrice, in modo che all'allungamento del 

materiale in direzione della fibra corrisponda un uguale allungamento della 

fibra e della matrice come mostrato in Fig. 2.2. 

 

 

Fig. 2.2: RVE soggetto a deformazione uniforme longitudinale 

 

Tale assunzione è fondamentale affinché si possa considerare un corpo 

eterogeneo, come l'RVE, in uno omogeneo che soddisfi le equazioni di 

compatibilità con la restante parte del corpo; grazie ad essa è anche 

possibile dimostrare la validità delle relazioni riportate di seguito. 

Dalla definizione di deformazione si ha: 

        

dove:                                            

 

Poiché sia la fibra che la matrice sono materiali isotropi elastici, la legge che 

lega tra loro tensione e deformazione assume la forma: 
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in cui i pedici f ed m fanno rispettivamente riferimento alla fibra e alla 

matrice. 

La tensione media    agisce sulla sezione trasversale dell'RVE pari a: 

         

Il carico totale applicato è esprimibile tramite la relazione:                    

Sfruttando poi le relazioni:        e        

si ricava:                     

A tal punto è sufficiente osservare che per il materiale omogeneizzato 

equivalente si ha:          

Per cui dal confronto con le due relazioni precedenti si ottiene:                

che può essere riscritto nella forma:                    

nota come regola della miscela e riscrivibile come: 

 

 

E' dunque evidente come il modulo di elasticità longitudinale      dipenda 

linearmente dalla frazione volumetrica della fibra      e dalle proprietà dei 

costituenti. 
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Nella stragrande maggioranza dei casi il modulo elastico della fibra è circa 

due ordini di grandezza più grande di quello della matrice e, pertanto, il 

modulo elastico longitudinale del materiale composito è fortemente 

dominato da quello della fibra (fibre-dominated property). 

 

 Modulo elastico trasversale    

Per la determinazione del modulo di elasticità in direzione trasversale 

rispetto all'asse delle fibre, si assume che la tensione sia la stessa nella fibra 

e nella matrice. Tale ipotesi è necessaria per assicurare l'equilibrio in 

direzione trasversale e, ancora una volta, implica che si abbia un incollaggio 

perfetto tra fibra e matrice. In tal caso l'RVE sarà soggetto ad una tensione 

trasversale uniforme, come mostrato in Fig. 2.3. 

 

 

Fig. 2.3: RVE soggetto a deformazione trasversale uniforme 

 

Le deformazioni di fibra e matrice, essendo quest'ultimi materiali elastici 

lineari, sono esprimibili come:         e         

Tali deformazioni, calcolate nello spessore (W) dell'RVE, possono essere 

scritte come      e      rispettivamente per fibra e matrice. 

L'elongazione totale (o deformazione media) è invece espressa come segue:                      
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Dividendo entrambi i membri per W e utilizzando la legge di Hooke per i due 

costituenti si ottiene:                    

ma, avendo assunto la tensione identica sia nella fibra che nella matrice, si 

ha:          

Quindi l’equazione si riduce a:                    

e, poiché per il materiale omogeneizzato equivalente vale ancora la legge di 

Hooke, si ottiene:          

 

Il modulo elastico trasverso    è quindi esprimibile mediante la seguente 

relazione: 

 

 

 

 

 

Tale equazione, nota come regola della miscela inversa (Inverse rule of 

mixtures (IROM)), dimostra che le fibre non contribuiscono in modo 

apprezzabile alla rigidezza trasversale del composito a meno che la frazione 

volumetrica di fibra non sia molto elevata. La rigidezza delle fibre è infatti 

nettamente superiore a quella della matrice e il primo rapporto tende ad 

essere generalmente inferiore del secondo; il modulo di elasticità trasverso    sarà dunque una proprietà dominata dalla matrice (matrix-dominated 

property). 
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 Modulo di Poisson nel-piano     

Il modulo di Poisson è definito come l'opposto del rapporto tra la 

deformazione risultante e la deformazione nella direzione del carico 

applicato: 

           
Si tratta di un numero ottenuto sperimentalmente mediante test in cui il 

carico è applicato in direzione i e la deformazione risultante è indotta, per 

effetto Poisson, nella direzione j perpendicolare a quella del carico. 

Analogamente a quanto fatto per il modulo elastico longitudinale, è possibile 

dimostrare come il modulo di Poisson nel piano risponda alla regola della 

miscela e rispetti la seguente relazione: 

 

 

 

 

Quest'ultima, seppur approssimata, è più che sufficiente in sede di progetto 

dal momento che i moduli di Poisson della fibra e della matrice sono 

solitamente molto simili. 

 

 Modulo di elasticità a taglio nel piano     

E' noto che una tensione pura di taglio nel piano            deforma un 

RVE di materiale composito nel modo rappresentato in Fig. 2.4. 

 
Fig. 2.4: RVE soggetto a deformazione a taglio nel piano 
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E' possibile dimostrare, analogamente a quanto fatto per il modulo di 

elasticità trasversale, come il modulo di elasticità a taglio nel piano rispetti la 

regola inversa della miscela [4]; si ottiene infatti: 

 

 

 

 

 

Qualora si abbiano fibre molto rigide il modulo elastico è dominato dalle 

proprietà della matrice; in tal caso infatti       e la relazione precedente 

può essere riscritta approssimativamente nella forma: 

            

 

 

 Modulo di elasticità a taglio trasversale     

Per il calcolo del modulo di elasticità a taglio trasversale o intralaminare     

bisogna considerare che le tensioni intralaminari   =   =    agiscono sullo 

spessore del composito come mostrato in Fig. 2.5. 

 

 
Fig. 2.5: RVE soggetto a deformazione a taglio trasversale 

 

In tal caso però non è possibile ricavare il valore del modulo sfruttando la 

regola della miscela ma, in prima approssimazione, si dovrà sfruttare la 

seguente relazione semiempirica basata sullo stress partitioning parameter 

(SPP) [5]: 
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dove: 

                       

 

Nel caso invece delle tensioni intralaminari            si ha una 

deformazione a taglio nello spessore del composito analoga a quella vista 

nella Fig. 2.4. 

Risulterà quindi ragionevole asserire che: 

         

 

 

2.2.3.2 Risultati del modello elementare 

Le relazioni suddette descrivono l'andamento dei vari moduli elastici in 

funzione delle frazioni volumetriche di fibra e matrice, come riportato in Fig. 

2.6 [1]. 

 
Fig. 2.6: Andamenti delle costanti elastiche in funzione della frazione volumetrica di fibra 

                      (    ൯          
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L'analisi effettuata sinora fornisce buoni risultati solo nei casi in cui è 

possibile applicare la regola della miscela diretta; nei restanti casi la stima 

delle rigidezze, condotta sulla base di tali relazioni, risulta troppo 

approssimata ed è necessario introdurre teorie più complesse per ottenere 

valori più affidabili. 

Tra le varie teorie proposte è opportuno prendere in considerazione la teoria 

del Periodic Microstructure Model (PMM) sulla quale si basano gli studi 

analitici del presente lavoro. 

 

 

2.3 Periodic Microstructure Model (PMM) 
 

La teoria del Periodic Microstructure Model (PMM) [6,7] è una teoria 

particolarmente affidabile per il calcolo della matrice di rigidezza del 

materiale equivalente derivato dall'omogeneizzazione di un materiale 

composito a fibra lunga. Tale teoria è stata presa a riferimento in quanto 

presenta un'elevata accuratezza di calcolo delle proprietà elastiche di 

materiali a struttura periodica. Secondo tale teoria infatti, se il composito ha 

una microstruttura periodica, o se la sua microstruttura è approssimabile ad 

una periodica, è possibile utilizzare degli sviluppi in serie di Fourier per 

calcolare tutte le componenti della matrice di rigidezza. Il calcolo delle 

proprietà di un composito unidirezionale a fibra lunga permette una 

notevole semplificazione del problema generale. In particolare, i calcoli 

vengono condotti facendo riferimento ad un materiale composito costituito 

da fibre cilindriche e per un'assegnata frazione volumetrica   ; si ipotizza 

inoltre un comportamento elastico lineare per la matrice ed un 

comportamento elastico trasversalmente isotropo per la fibra. E' necessario 

ricordare che un materiale trasversalmente isotropo è definito come un 

materiale avente un solo asse di simmetria (per esempio l'asse della fibra); in 

tali materiali per una descrizione completa del comportamento elastico sono 

necessarie cinque costanti: 
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                                  

                                      

                                           

                                             

                               

 

Nel caso specifico si ricavano le varie componenti della matrice di 

cedevolezza come segue: 

                                                  ቆ                                                     ቇ  
 

                 ቆ                  ቇ 

                 ቆ                                                    ቇ  
 

                     ቆ                                     ቇ 

                 ቆ                                                    ቇ  
 

                 ቆ                                     ቇ 

                ቆ                                                    ቇ  
 

                 ቆ                (            )     ቇ  
 

                 (                )  
 

 



20 

 

Dove: 

                                                              
                                           

                                                                                                                                                                                                          
+                                              

 

                                                      

                                                         

                                                                                

 

I coefficienti    per la fibra, che compaiono in tali espressioni, sono i 

coefficienti della matrice di rigidezza per un materiale trasversalmente 

isotropo; essi si esprimono in funzione delle proprietà elastiche della fibra 

stessa come segue: 
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Le costanti di Lamè della matrice, che compaiono nelle precedenti equazioni, 

possono essere calcolate attraverso le seguenti espressioni: 

                      

                    

 

I coefficienti            tengono conto della geometria della microstruttura, 

includendo la geometria delle inclusioni e la loro disposizione geometrica. 

Per fibre cilindriche disposte a pattern esagonale si ha: 

                                 

                                 

                                 

 

Alla luce di quanto riportato, le proprietà elastiche del materiale composito 

risultano determinate essendo [ ]  [ ]  : 
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Capitolo 3 

 

Modello agli elementi finiti per il calcolo 

della matrice di rigidezza 

 

3.1 Introduzione 
 

Nel presente capitolo si riportano in modo dettagliato le scelte e le 

procedure sviluppate per la realizzare un modello di calcolo FEM delle 

componenti della matrice di rigidezza di un materiale composito 

unidirezionale.  

La creazione di un simile modello ha innanzitutto richiesto la definizione del 

volume elementare rappresentativo (RVE); per farlo, è stato necessario 

iŶdiǀiduaƌŶe la geoŵetƌia e i ŵateƌiali Đostitutiǀi. L’RVE ƌealizzato ğ stato 
quindi preso come riferimento nel calcolo della matrice di rigidezza e, 

pertanto, ad esso sono state applicate le condizioni al contorno necessarie 

per la risoluzione del problema. 

Ottenuti i risultati dal modello FEM così creato si è passati, attraverso un 

processo di omogeneizzazione volumetrica, al calcolo dei termini della 

matrice di rigidezza omogeneizzata, dai quali sono state poi ricavate le 

costanti elastiche del composito. 

Al fine di accertare la validità del modello FEM creato, tali proprietà sono 

state infine confrontate con quelle ottenute attraverso la teoria del Periodic 

Microstructure Model (PMM) [6,7] (non è tuttavia stato possibile effettuare 

uŶ ƌaffƌoŶto ĐoŶ dati speƌiŵeŶtali a Đausa dell’iŶdispoŶiďilità di ƋuestiͿ. 
 

ϯ.Ϯ RealizzazioŶe dell’RVE 
 

Gli step principali seguiti per la generazione del modello sono: 

- Definizione della geometria 

- Scelta dei materiali 

- Creazione della griglia di calcolo 
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3.2.1 Definizione della geometria 

La sĐelta della geoŵetƌia dell’RVE ğ stata foƌteŵeŶte influenzata dal fatto 

Đhel’oďiettivo finale è quello di verificare la validità del modello FEM creato, 

confrontandolo con risultati derivanti da calcoli teorici [6,7]. 

Con riferimento a dati di letteratura [9] è stato scelto un modello in 

materiale composito costituito da: 

 Fibre circolari con diametro metro di 5   ; 

 Frazione volumetrica di fibra nel composito pari al 60%. 

Tali grandezze non sono però sufficienti a definire univocamente la 

geometria del modello, pertanto è stato scelto un pattern interno coerente 

con la Teoria del Periodic Microstructure Model, e quindi esagonale, e una 

stƌuttuƌa dell’RVE Đhe ƌipƌoduĐesse fedelmente il volume di riferimento 

utilizzato nel calcolo teorico. La struttura a pattern esagonale è stata 

preferita solo per riprodurre il modello teorico [6,7]; una qualsiasi altra 

scelta (con ripetitività interna o casuale) darebbe risultati analoghi, anche se, 

l’eǀeŶtuale sĐelta di una geometria random darebbe risultati confrontabili 

solo se inserita in un modello di dimensioni maggiori. 

Tenendo conto della struttura scelta e di alcune grandezze principali, è stato 

possibile ricavare molto semplicemente le dimensioni dell'RVE: 

                              Fig. 3.1: Modello di RVE utilizzato 

 

Il modello ottenuto è mostrato in Fig. 3.2. 

 

a1 = 0.76    

a2 = 3.07    

a3 = 5.32    
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Fig. 3.2: Modello completo di RVE 

 

in cui è possibile notare la distinzione tra le zone occupate dalle fibre e 

quelle destinate ad accogliere la matrice.  

A tale campione è stato poi associato un sottomodello (Fig. 3.3) pari ad un 

ottavo dell'originale; si tratta di un volumetto ottenuto sfruttando la 

simmetria del modello di partenza rispetto ai piani paralleli a quelli del 

sistema di coordinate  rettangolari. 

 

 

La sua introduzione permette di semplificare ulteriormente il problema in 

presenza di simmetrie del sistema e di snellire il calcolo dei termini delle 

prime tre colonne della matrice di rigidezza omogeneizzata. 

 

 

 

Fig. 3.3: Sottomodello di RVE 
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3.2.2 Scelta dei materiali 

Per attribuire  alle varie aree del modello il materiale opportuno, sono stati 

usati i dati  pertinenti al caso di letteratura preso a riferimento [9].  

Si riportano in tabella 3.1 le proprietà elastiche dei costituenti, ricordando le 

ipotesi di omogeneità, isotropia ed elasticità da cui sono caratterizzate. 

 

Materiale Modulo di young [Mpa] Modulo di Poisson 

Fibra di Vetro 74000 0.2 

Resina Epossidica 3760 0.39 
 

 

3.2.3 Creazione della griglia di calcolo 

Volendo esaminare la sola risposta elastica del composito, è stato sufficiente 

richiedere al programma una semplice analisi lineare; ciò ha permesso di 

realizzare una griglia non particolarmente fitta, rendendo in tal modo più 

rapido il calcolo. 

La griglia utilizzata per il modello globale è rappresentata in Fig. 3.4. 

 

 

Fig. 3.4: Mesh dell’RVE Đoŵpleto 

caratterizzata da: 

o numero di nodi = 2569 

o numero di elementi = 1968 

o tipo di elementi = C3D8R 

Tab. 3.1: Proprietà elastiche dei costituenti 
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Per il sottomodello ridotto si è ottenuta invece la seguente griglia (Fig. 3.5). 

 

 

Fig. 3.5: Mesh del sottomodello di RVE 

 

caratterizzata da: 

o numero di nodi = 892 

o numero di elementi = 576 

o tipo di elementi = C3D8R 

 

3.3 Applicazione delle condizioni al contorno e 

analisi del modello 
 

Realizzato il modello di riferimento, sono state definite le condizioni al bordo 

periodiche, con le quali è stato possibile ricavare i coefficienti della matrice 

di rigidezza del composito omogeneizzato. 

 

3.3.1 Condizioni al bordo periodiche e omogeneizzazione 

numerica 

Si consideri un materiale composito contenente fibre cilindriche di lunghezza 

infinita all’iŶteƌŶo di uŶa ŵatƌiĐe elastiĐa, come mostrato in Fig. 3.6 [3]. 
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Fig. 3.6: Macro RVE a pattern esagonale 

 

La sezioŶe del Đoŵposito, otteŶuta dall’iŶteƌsezioŶe ĐoŶ uŶ piaŶo oƌtogoŶale 

all’asse della fiďƌa, ŵostƌa la microstruttura periodica riportata in Fig. 3.7. 

 

 

      Fig. 3.7: Sezione del macro RVE a pattern esagonale 

 

La scelta di un pattarn esagonale è una semplificazione del modello dettata 

dal fatto che qualsiasi microstruttura si prenda in esame, anche quella con 

una distribuzione random di fibre, può essere considerata come una 

microstruttura fittizia periodica equivalente senza alterare i valori dei 

risultati cercati. In ogni caso l'unione di una matrice con delle fibre  

unidirezionali darà luogo ad un materiale il cui legame tra sforzi e 

deformazioni conduce direttamente ad una matrice di rigidezza C 

trasversalmente isotropa:  
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{  
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ }  

   [   
              

            
            

                   
        

        ]  
   
{  
    ̅  ̅  ̅ ̅  ̅  ̅ }  

  
 

 

iŶ Đui l’asse ϭ ğ Ƌuello aǀeŶte la stessa diƌezioŶe dell’asse della fiďƌa, e la 

barretta, che soprassegna sforzi e deformazioni, indica che le grandezze sono 

ŵediate sul ǀoluŵe dell’RVE. 
Al fiŶe di ǀalutaƌe l’iŶteƌa ŵatƌiĐe di ƌigidezza C del Đoŵposito, l’RVE ǀieŶe 
soggetto ad una deformazione media   ̅. Le sei componenti di deformazione      vengono applicate imponendo le seguenti condizioni al contorno sulle 

componenti di spostamento: 

                                                     {                   

                                                     {                   

                                                     {                   

 

CoŶ l’apiĐe Ϭ si fa ƌifeƌiŵeŶto alla defoƌŵazioŶe appliĐata, e con          allo 

spostamento necessario per dar luogo alla deformazione      su una 

lunghezza     . 

La deformazione      applicata al contorno tramite le condizioni sopra 

ƌipoƌtate, ƌisulta iŶ uŶo stato Đoŵplesso di defoƌŵazioŶe all’iŶteƌŶo dell’RVE. 
Tuttavia la deformazione mediata sul ǀoluŵe dell’RVE ğ paƌi alla 
deformazione applicata [10]: 

   ̅                   

 

Per un materiale composito omogeneo, la relazione tra le tensioni e le 

deformazioni medie è data da: 
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 ̅        ̅ 

 

Le componenti elastiche del tensore C vengono quindi determinate 

risolvendo sei modelli elastici di RVE, soggetto di volta in volta alle condizioni 

al contorno sopra riportate; per ogni problema solo una componente di 

deformazione     sarà diversa da zero. 

Scelto un valore unitario per la deformazione applicata, e una volta risolto il 

problema definito dalle condizioni al contorno, è possibile calcolare, una 

colonna alla volta, il campo di tensione   , il cui valor medio coincide con la 

componente della matrice elastica cercata: 

       ̅    ∫             
                    

 

dove  Ƚ,Ⱦ = 1…6 . 

Tali iŶtegƌali ǀeŶgoŶo ĐalĐolati all’iŶteƌŶo di ogŶi eleŵeŶto fiŶito usaŶdo la 
quadratura di Gauss-Legendre. 

I coefficienti in C vengono calcolati impostando un problema differente per 

ogni colonna della matrice come riportato nel seguente paragrafo 3.3.2 [3].  

 

3.3.2 Calcolo della matrice di rigidezza dell’RVE  

 

 Calcolo della prima colonna di C 

Per determinare le componenti    , con        , si applica la seguente 

defoƌŵazioŶe peƌ alluŶgaƌe l’RVE Ŷella diƌezioŶe della fiďƌa ;diƌezioŶe   ): 

                                    

 

Tale defoƌŵazioŶe si tƌaduĐe Ŷell’iŵpoƌƌe le segueŶti ĐoŶdizioŶi al ĐoŶtoƌŶo 
in termini di spostaŵeŶto all’RVE: 
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                                                                                        {                                                          

                                                          {                   

                                                          {                   

 

Tali condizioni equivalgono a vincoli sullo spostamento relativo delle tre 

facce opposte del volumetto in esame. A causa delle simmetrie geometriche 

e di vincoli imposti, solo un ottavo di RVE necessita di essere modellato 

Ŷell’aŶalisi agli eleŵeŶti fiŶiti. AssuŵeŶdo Đhe solo la fƌazioŶe fƌoŶtale iŶ alto 
a destƌa dell’RVE ;ƌappƌeseŶtata iŶ Fig. 3.8) venga modellata, le condizioni 

imposte sulle componenti di spostamento diventano: 

                                                     

                                                      

                                                      

                                                       

                                                      

                                                       

 

 

Condizioni al contorno simmetriche sono applicate sui piani                    e, quindi, uno spostamento uniforme è applicato sul piano      . Le componenti di spostamento appena riportate rappresentano dunque 

delle deformazioni diverse da zero lungo la direzione    e nulle nelle due 

restanti direzioni. 

I coefficienti della colonna 1 saranno a questo punto dati dalla relazione: 

 

Fig. 3.8: Modello di riferimento 

per deformazioni estensionali 
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      ̅     ∫              
         

 

Nello specifico i risultati ottenuti sono: 

 

 Tensione media volumetrica nella direzione della fibra (Fig. 3.9):      ̅     ∑              
              

 

       

Fig. 3.9: Tensione in direzione 1 per deformazione estensionale unitaria in direzione 1 

 

 Tensione media volumetrica nella direzione ortogonale alla fibra; in 

particolare si riportano quelle in direzione 2 (Fig. 3.10): 

      ̅     ∑              
             

 

1 

2 

3 
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Fig. 3.10: Tensione in direzione 2 per deformazione estensionale unitaria in direzione 1 

 

 Calcolo della seconda colonna di C  

Le componenti    , con        , si determinano imponendo una 

deformazione unitaria nella direzione ortogonale alla fibra e parallela al lato 

corto del modello:                                    

 

Si possono quindi utilizzare le seguenti condizioni di spostamento: 

                                                      

                                                      

                                                     

                                                       

                                                      

                                                       

 

I coefficienti della colonna 2 saranno a questo punto dati dalla relazione: 

 

1 

2 

3 
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      ̅    ∫              
         

 

I risultati ottenuti sono: 

 

 Tensione media volumetrica in direzione della deformazione applicata 

(Fig. 3.11): 

     ̅     ∑              
              

 

 

Fig. 3.11: Tensione in direzione 2 per deformazione estensionale unitaria in direzione 2 

 

 Tensione media volumetrica in direzione 3 (Fig. 3.12): 

      ̅     ∑              
             

 

1 

2 

3 
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          Fig. 3.12: Tensione in direzione 3 per deformazione estensionale unitaria in direzione 2 

 

 

 Calcolo della terza colonna di C 

A Đausa dell’isotƌopia tƌasǀeƌsale del ŵateƌiale, le ĐoŵpoŶeŶti della teƌza 
colonna della matrice C potrebbero essere ottenute direttamente da quelle 

della prima e della seconda colonna senza ulteriori sforzi computazionali. Se 

si pƌefeƌisĐe l’appƌoĐĐio diƌetto, le condizioni al contorno da imporre per il 

calcolo delle componenti    , con        , sono: 

                                    

 

cioè una deformazione unitaria nella direzione ortogonale alla fibra e 

paƌallela al lato luŶgo dell’RVE. 
Le condizioni di spostamento corrispondenti saranno: 

                                                      

                                                      

                                                      

 

1 

2 

3 
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I coefficienti della colonna 3 saranno a questo punto dati dalla relazione: 

       ̅    ∫              
         

Il risultato ottenuto dal modello,  cioè la tensione nella direzione della 

deformazione applicata, è il seguente (Fig. 3.13):      ̅     ∑              
              

 

 

Fig. 3.13: Tensione in direzione 3 per deformazione estensionale unitaria in direzione 3 

 

 

1 

2 

3 
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 Calcolo della quarta colonna di C  

Per un materiale trasversalmente isotropo solo il termine     è diverso da 

zero. Questo può essere calcolato in funzione delle altre componenti 

attƌaǀeƌso l’espƌessioŶe:                 

 

Tuttavia, se si pƌefeƌisĐe l’appƌoĐĐio diƌetto, bisogna considerare che sia per 

il calcolo della quarta colonna che della sesta, non è possibile sfruttare la 

simmetria delle condizioni al contorno ma bisogna far ricorso al modello di 

RVE completo precedentemente definito. 

La necessità di utilizzare il modello completo è dettata dal fatto che, per 

ottenere la deformazione desiderata, bisogna imporre delle particolari 

condizioni al contorno in termini di campi di spostamento che sfruttino le 

cosiddette equazioni di vincolo accoppiate (coupled constraint equation, CE). 

Tali equazioni tendono però a vincolare tutti e 3 i gradi di libertà traslazionali 

dei nodi posti sulla superficie esterna del volume, pertanto spigoli e vertici 

non possono essere vincolati dalle condizioni sulle facce poichè 

risulterebbero sovravincolati. Risulta quindi necessario non includere nelle 

equazioni delle facce gli spigoli e i vertici, e sviluppare nuovi blocchi di 

equazioni che definiscano in modo opportuno i campi di spostamento in talli 

zone al fine di riprodurre la deformazione desiderata.  

Per il calcolo delle componenti     si è quindi imposto per le facce:                                              

 

cioè una deformazione di scorrimento a taglio unitaria nel piano ortogonale 

all’asse delle fiďƌe. 
Si noti che          è applicato tra        e tra       . Il tutto si 

traduce nelle seguenti condizioni di spostamento:                                                                                       {                                                          
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                                                                                                         {                                                                    
 

                                                                                                           {                                                                    
 

“i Ŷoti Đhe tali ĐoŶdizioŶi soŶo appliĐate su puŶti opposti delle faĐĐe dell’RVE 
ma non su spigoli e vertici. Negli spigoli saranno imposte le seguenti 

condizioni che sono corenti con i campi di spostamento imposte sulle due 

facce che generano ciascuno spigolo: 
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Le condizioni imposte sui singoli vertici saranno invece coerenti con i campi 

di spostamento imposti sulle tre facce e i tre spigoli che generano ciascun 

vertice: 

                                                                                                

                                                                                                 

                                                                                                

                                                                                                 

 

I coefficienti della colonna 4 saranno a questo punto dati dalla relazione: 

       ̅    ∫             
         

Il risultato ottenuto dal modello, cioè la tensione di taglio risultante, è invece 

la seguente (Fig. 3.14):      ̅     ∑          
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Fig. 3.14: Tensione di taglio in direzione 23 per scorrimento a taglio unitario nel piano 23 

 Calcolo della quinta colonna di C 

Per un materiale trasversalmente isotropo solo il termine     è diverso da 

zero e uguale a    . Il suo valore può essere ottenuto quindi dai calcoli 

effettuati sulla colonna 6. 

 Calcolo della sesta colonna di C 

Analogamente a quanto fatto per il calcolo della quarta colonna, le 

condizioni al contorno devono essere imposte usando equazioni di vincolo 

accoppiate; per il calcolo delle componenti     si imporrà quindi: 

                                                

 

Si noti che          è applicato tra        e tra       . Il tutto si 

traduce nelle seguenti condizioni di spostamento: 

                                                                                        {                                                          

 

 

1 

2 

3 
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                                                                                                          {                                                                   
                                                                                                          {                                                                    
 

“i Ŷoti Đhe tali ĐoŶdizioŶi soŶo appliĐate su puŶti opposti delle faĐĐe dell’RVE 
ma non su spigoli e vertici. Negli spigoli saranno imposte le seguenti 

condizioni: 
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Le condizioni imposte si traducono nello stato di deformazione presente 

nella Fig. 3.15 iŶ si ƌipoƌta uŶa ǀista dall’alto dell’RVE, guaƌdaŶdolo dal lato 

positivo di   , e si mostra che i due spostamenti verticali e orizzontali 

devono essere applicati agli spigoli (indicati con A,B,C e D) per imporre una 

deformazione a taglio. 

 
Fig. 3.15: Scorrimento a taglio nel piano 22 

 

Le condizioni imposte sui singoli vertici saranno invece le seguenti: 
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Il valore del termine     si ottiene dall'espressione: 

       ̅    ∫             
                       

 

Il modello fornisce quindi la seguente tensione media di taglio (Fig. 3.16): 

      ̅     ∑              
             

 

 

Fig. 3.16: Tensione di taglio in direzione 12 per scorrimento a taglio unitario nel piano 12 

 

A questo punto tutte le proprietà elastiche del materiale composito risultano 

determinate. 

 

 

 

 

1 

2 

3 
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3.4 Calcolo delle costanti elastiche 
 

Una volta note le componenti della matrice C, le cinque proprietà elastiche 

del materiale omogeneizzato sono state calcolate attraverso le seguenti 

relazioni [3]: 

                     

                

    [                  ]                    

                            

 

         

 

 

dove: 

 

-    e    sono rispettivamente il modulo di Young longitudinale e quello 

trasversale; 

 

-     e     sono rispettivamente il modulo di Poisson longitudinale e quello 

   trasversale; 

 

-     è la rigidezza a taglio longitudinale. 

 

Infine la rigidezza a taglio nel piano trasversale è stata ottenuta come segue: 
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3.5 Verifica del modello 
 

I risultati ottenuti dal modello agli elementi finiti sono stati inizialmente 

comparati con quelli ottenuti dal calcolo analitico fondato sulla Teoria del 

PMM [11,12]. Tale ĐoŶfƌoŶto ha eǀideŶziato l’affidaďilità del calcolo basato 

su FEM, grazie al fatto che i risultati ricavati dalle due procedure sono 

sostanzialmente identici.  

In tabella 3.2 si ƌipoƌtaŶo i ƌisultati otteŶuti ĐoŶ i due appƌoĐĐi e l’eƌƌoƌe 
percentuale relativo, definito come: 

                     

 

in cui X è il valore della generica costante elastica. 

 

Costanti elastiche PMM Abaqus (FEA) err%     [   ] 45948 45945 0.006     [   ] 14029 13991 1.5      [   ] 4693 4674 0.4      [   ] 4798 4751 0.9     0.267 0.268 0.3     0.461 0.463 0.4 
 

Tab. 3.2: Confronto PMM-Abaqus sulle costanti elastiche 

 

Sebbene non si disponga di dati sperimentali con cui confrontare i risultati 

del modello, i bassi valori dell'errore percentuale rispetto ad una delle più 

valide teorie della micromeccanica garantisce la validità di questo in campo 

elastico. 

 

 

 



46 

 

Capitolo 4 

 

Teoria della plasticità 

 

4.1 Introduzione 
 

Una volta accertata la validità del modello FEM in campo lineare elastico, si è 

passati all'analisi delle curve sforzo-deformazione sperimentali dei generici 

compositi unidirezionali in resina epossidica al fine di riprodurle nella 

maniera più accurata possibile. I comportamenti non lineari riscontrati 

hanno ƌeso ŶeĐessaƌia l’esteŶsione del modello FEM creato al campo non 

lineare, introducendo gli effetti della plasticità. Questa permette di 

desĐƌiǀeƌe l’iŶsoƌgeƌe di defoƌŵazioŶi iƌƌeǀeƌsiďili all’iŶteƌŶo del ŵateƌiale, 
accompagnate da una perdita di proporzionalità diretta tra lo stato di 

tensione e quello di deformazione. 

L'obiettivo del presente capitolo è proprio quello di analizzare e 

comprendere la natura fisica del comportamento non lineare, e di 

individuare le equazioni da adottare in un'implementazione numerica per la 

simulazione di tale comportamento. Verrà così affrontata la teoria della 

plasticità in un modello monodimensionale, per estendere poi la trattazione 

al modello tridimensionale. 

 

4.2 Analisi delle curve sforzo-deformazione 
 

Il fine ultimo del lavoro è quello di sviluppare un modello capace di 

riprodurre, nella maniera più fedele possibile, la risposta del materiale 

composito in esame a generici stati di solleĐitazioŶe. E’ quindi necessario 

analizzare preventivamente le risposte sperimentali dei materiali compositi 

in resina epossidica. 
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Le curve sforzo-deformazione sperimentali prese oggetto di analisi sono 

riportate in Fig. 4.1 e si riferiscono al comportamento di una singola lamina 

di un composito in fibra di carbonio e resina epossidica sollecitato a trazione 

longitudinale, trazione trasversale e taglio puro  [13]. 

 

 

 

 

 

                                         
 

 

 

Fig. 4.1: Curve sforzo-deformazione per un materiale composito in resina epossidica: 

        a) Test a trazione longitudinale  b) Test a trazione trasversale  c) Test a taglio puro 

 

Dalle figure si evince la presenza di  non linearità, specialmente quando il 

materiale è soggetto a stati di tensione in cui la matrice sopporta gran parte 

del carico (quali per esempio la trazione trasversale e, soprattutto, il taglio).  

Alla luĐe di tali ƌisultati ğ stato ƌiteŶuto oppoƌtuŶo ƌisaliƌe all’oƌigiŶe di siŵili 
comportamenti, andando ad analizzare le risposte dei costituenti presi 

singolarmente.  Si può osservare che: 

 

 

 

(a) (b) 

(c) 
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- la fibra presenta curve sforzo-deformazione (Fig. 4.2) di tipo 

prevalentemente elastico lineare sino a rottura ; 

 

 
Fig. 4.2: Curva sforzo-deformazione del test a trazione longitudinale per fibra di vetro 

 

- la matrice manifesta invece un comportamento isotropo fortemente 

non lineare come si vede in Fig. 4.3: 

 

 

 
 

Fig. 4.3: Curva sforzo-deformazione per prova di trazione monoassiale di una resina epossidica 
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E’ Ŷatuƌale ƋuiŶdi ƌiteŶeƌe Đhe sia pƌopƌio la ŵatƌiĐe uŶa delle principali 

cause del comportamento non-lineare del materiale composito. 

La natura delle non linearità all'interno di un materiale polimerico può essere 

associata a due fenomeni distinti [14]: 

 la visco-elasticità: meccanismo di perdita di linearità del materiale 

legato alla velocità di deformazione e al tempo di applicazione del 

carico, in cui si ha un ritorno alla condizione iniziale al cessare delle 

sollecitazioni. Un esempio di risposta visco-elastica è riportato in Fig. 

4.4.  

 
Fig. 4.4: Esempio generico di risposta visco-elastica 

 

 l' elasto-plasticità: meccanismo di perdita di linearità del materiale 

legato al superamento di un suo limite fisico, in cui non si ha un 

ritorno alla condizione iniziale al cessare delle sollecitazioni. Un 

esmpio generico di risposta elasto-plastica è riportata in Fig. 4.5. 

 
 

Fig. 4.5: Esempio generico di risposta elasto-plastica 
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Questi meccanismi tendono solitamente a presentarsi contemporaneamente 

nella realtà evidenziando la cosiddetta visco-plasticità. 

Peƌ uŶ’iŵpleŵeŶtazioŶe ŶuŵeƌiĐa tuttaǀia, ğ geŶeƌalŵeŶte pƌefeƌiďile 
semplificare il problema utilizzando uno solo dei due meccanismi appena 

ǀisti. La pƌefeƌeŶza dell’uŶo o dell’altƌo feŶoŵeŶo ğ stƌettaŵeŶte Đoƌƌelata 
al tipo di aŶalisi Đhe si desideƌa effettuaƌe; Ƌuesta iŶfluisĐe iŶfatti sull’oƌdiŶe 
di grandezza dei gradienti di deformazione che si presentano nel solido. Nel 

caso in cui si vogliano analizzare risposte dinamiche del materiale su scale 

temporali molto ridotte, per esempio risposte a impatti, bisognerà 

pƌediligeƌe l’aspetto ǀisĐo-elastico del problema a causa della presenza di 

forti gradienti di deformazione. Nel caso in esame invece,  volendo realizzare 

uŶ’analisi quasi-statica del fenomeno e, quindi, simulare la risposta a 

sollecitazioni distribuite su un arco temporale sufficientemente lungo con 

piccoli gradienti temporali di deformazione, è stata naturale la scelta di un 

approccio basato su un modello elasto-plastico. Tale scelta ha permesso di 

trascurare la dipendenza del meccanismo di non linearità dai gradienti di 

deformazione, pur conservando la dipendenza dalla variabile temporale per 

la desĐƌizioŶe dell’eǀoluzioŶe del fenomeno.  

 

4.3 La plasticità 
 

Prima di esplicitare le equazioni fondamentali che governano la teoria della 

plasticità, è utile analizzare il fenomeno da un punto di vista fisico. 

Con il termine di plasticità si fa riferimento ad un meccanismo fisico dotato 

di ͞ŵeŵoƌia͟ Đhe deteƌŵiŶa l’iŶsoƌgeƌe di defoƌŵazioŶi iƌƌeǀeƌsiďili doǀute 
al superamento dei limiti di snervamento. 

Si consideri il ciclo di carico e scarico per un generico materiale elasto-

plastico (Fig. 4.6). 
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                     Fig. 4.6: Curva sforzo-deformazione per un ciclo di carico e scarico 

 

L'evoluzione pseudotemporale delle variabili principali del sistema durante 

tale ciclo è riportata in Fig 4.7. 

 

 

Fig. 4.7: Andamento pseudo temporale delle principali grandezze elasto-plastiche 
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Il primo grafico di Fig. 4.7 ŵostƌa l’͞effetto ŵeŵoƌia͟ Đhe ĐoŶtƌaddistiŶgue il 
meccanismo di plasticità; si nota infatti che la tensione di snervamento (linea 

rossa) si mantiene costantemente uguale al massimo valore di tensione 

raggiunto nel ciclo anche durante la fase di scarico. 

Dal secondo grafico si evince invece la natura irreversibile del fenomeno di 

plasticizzazione; la deformazione plastica (linea gialla) assume infatti un 

aŶdaŵeŶto ŵoŶotoŶo ĐƌesĐeŶte ĐoŶ l’aǀaŶzaƌe della plastiĐizzazioŶe. 
Si noti infine come le non linearità legate al progredire della plasticizzazione 

si manifestano ogni qual volta la tensione nominale (linea nera) eguaglia la  

tensione di snervamento. 

 

4.4 Equazioni fondamentali della teoria della 

plasticità perfetta monodimensionale 

 

4.4.1 Concetti fondamentali 

Per risalire alle equazioni che governano la teoria della plasticità, si parte da 

un modello di plasticità perfetta, cioè un modello semplificato in cui non si 

ha incrudimento.  

Si consideri un modello monodimensionale e si valuti cosa accade quando 

questo è soggetto a carichi esterni; in un qualsiasi stato di equilibrio la sua 

defoƌŵazioŶe totale ε saƌà sĐiŶdiďile iŶ [15]:  

            
 

in cui     è la componente elastica e     la componente plastica (Fig. 4.8). 
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Fig. 4.8: Generica risposta elasto-plastica 

 

 

 

Di conseguenza  la nota relazione sforzo - deformazione sarà esprimibile 

come:          (       ൯ 

Fissate tali relazioni è a questo punto possibile esaminare la risposta 

meccanica del solido come segue. 

 

4.4.2 Irreversibilità della risposta plastica 

Si assuma che  ,     e   siano funzioni dipendenti da una variabile pseudo-

temporale e, in particolare, che per [16]: 

       [   ]    

sia definibile:    ̇          
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Si possono dunque avere variazioni nella configurazione del modello solo se    ̇   . Per caratterizzare tali variazioni è necessario effettuare le seguenti 

assunzioni: 

 

1. La tensione   non può superare in valore assoluto la tensione di 

snervamento   ; affinché si abbia uno stato di tensione ammissibile è 

ƋuiŶdi ŶeĐessaƌio Đhe il ǀaloƌe di σ ƌiĐada Ŷell’iŶteƌǀallo Đhiuso [         ]. Per semplicità con la notazione: 

     {              |  |           } 
 

si iŶdiĐheƌà l’iŶsieŵe delle teŶsioŶi aŵŵissiďili. 
Per ragioni che saranno spiegate in seguito, la tensione     saƌà d’oƌa 
in poi chiamata tensione di snervamento. La funzione      , 

definita come: 

         | |           

prenderà invece il nome di funzione di snervamento. 

 

2. Se il valore assoluto della tensione applicata è inferiore alla tensione di 

snervamento non si avranno variazioni di      e, pertanto,    ̇  sarà 

nulla. Questa condizione implica dunque che: 

    ̇                 | |          

Considerando anche le relazioni precedenti segue che: 

           ̇     ̇

 

3. PoiĐhĠ, dall’assuŶzioŶe ϭ, gli stati di teŶsioŶe tali Đhe         | |          sono inammissibili e    ̇     per        dall’assuŶzioŶe Ϯ, 
una variazione della deformazione     può avere luogo solo se       | |         . “e Ƌuest’ultiŵa ĐoŶdizioŶe ğ ǀeƌifiĐata, si 
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assisterà ad uno scorrimento del materiale nella direzione del carico 

applicato σ con un gradiente di scorrimento costante. Si supponga che     sia il valore assoluto del gradiente di scorrimento, allora le 

precedenti assunzioni fisiche prenderanno la forma: 

 {    ̇                           ̇                         

 

   è maggiore o uguala a zero a seconda delle condizioni che tengono conto 

del rateo di deformazione applicato  ̇; queste, identificate con il nome di 

condizioni di carico/scarico, saranno discusse in seguito. Per il momento si 

nota che le condizioni [1] possoŶo esseƌe asseŵďlate iŶ uŶ’uŶiĐa eƋuazioŶe: 
    ̇                         | |                     

 

nota come legge di scorrimento.  

La definizione del gradiente di deformazione plastica può essere derivata 

alternativamente come:    ̇                     
ovvero, il gradiente di deformazione corrisponde alla derivata rispetto a   dalla funzione di snervamento che assume il ruolo di funzione potenziale.  

Il dominio delle condizioni di tensione ammissibili   , indicato con      è 

derivato dalla seguente espressione: 

     {           | |          } 
 

e prende il nome di limite di snervamento. Nel presente modello 

monodimensionale     si riduce a due soli punti pertanto     {       }. 
Per completare la descrizione del modello resta da determinare la legge di 

flusso    ; Ƌuesto ƌiĐhiedeƌà l’iŶtƌoduzioŶe di ĐoŶdizioŶi esseŶziali Đhe 
iŶĐoƌpoƌiŶo l’aspetto di iƌƌeǀeƌsiďilità ĐaƌatteƌistiĐo della ƌisposta fisica del 

sistema. 

 

[1] 

[2] 
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4.4.3 Condizioni di carico/scarico 

E’ stato diŵostƌato [16] che la valutazione di     può essere effettuata per 

ogni stato di tensione ammissibile      con la sola equazione [2]:  

    ̇              
 

tenendo conto che   e   sono soggetti ad opportuni vincoli unilaterali. 

 σ deǀe esseƌe aŵŵissiďile, Đioğ     , (assunzione 1), e    deve 

essere non negativo (assunzione 3). Di conseguenza si richiede che: 

                          (a) 

 

 Dall’assuŶzioŶe Ϯ ƌisulta Đhe               ; dall’altƌa paƌte, peƌ 
l’assuŶzioŶe ϯ,    ̇    e, quindi     , solo se       . Quanto 

appena detto porta alle seguenti condizioni: 

 {                       
Si richiede quindi che: 

                           (b) 

 

Le condizioni a e b si traducono nei requisiti fisici secondo i quali la 

tensione deve essere ammissibile e il flusso plastico    ̇  può essere 

diverso da zero solo se la tensione coincide con il limite di 

snervamento      Queste due condizioni sono note sotto il nome di 

condizioni di Kuhn – Tucher. 

 

 Si esamini ora come evolve nel tempo il fenomeno della plasticità 

considerando note {           } allo pseudo-tempo   [   ], 
cosicché anche      sia nota al tempo t grazie alla relazione:       (             ൯ 
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Si definisca il gradiente di deformazione totale   ̇   all’istaŶte t e si 

supponga di essere nel caso in cui: 

         σ             [    ]      

 

E’ faĐile diŵostƌaƌe Đhe  ̇     , infatti un valore positivo di  ̇    

implicherebbe che           per      il che violerebbe la 

condizione di ammissibilità    . Inoltre specificando che     solo 

se  ̇      e che     se  ̇     , si ottiene: 

 {     ̇    ̇          
 

Si ha così una condizione aggiuntiva, dimostrata in letteratura [35]: 

   ̇                 (c) 

 

Quest’ultiŵa ƌelazioŶe, nota con il nome condizione di consistenza, 

corrisponde al requisito fisico secondo cui per un gradiente di 

deformazione plastica    ̇  diverso da zero (cioè per    ), lo stato di 

tensione   deve mantenersi su   σ di modo che  ̇[    ]   . 

 

4.4.4 Flusso plastico 

Per il modello monodimensionale, l’espƌessioŶe di  , quando la condizione di 

consistenza è soddisfatta, assume una forma particolarmente semplice [16]. 

Dalla regola di derivazione per le funzioni composte e dalle due relazioni 

precedentemente viste: 

          (       ൯       e         ̇            

 

si ha: 

 



58 

 

 ̇                                  ( ̇    ̇ ൯ 

                               ̇                        

 

Peraltro:    | |                        

 

Di conseguenza, da quanto appena riportato e ricordando che [       ]   , si può affermare che:  ̇        ̇         
 

“ostitueŶdo l’espƌessioŶe di    Đosì tƌoǀata Ŷell’espƌessioŶe di    ̇  si ottiene: 

    ̇    ̇                          ̇      

 

Ciò sta a significare che il gradiente di deformazione totale coincide con il 

gradiente di deformazione plastico. 

In Fig. 4.9 viene mostrato un grafico quaitativo del diagramma sforzo - 

deformazioneee per un corpo con comportamento perfettamente plastico. 

 

Fig. 4.9: Esempio di curva sforzo-deformazione in plasticità perfetta 
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4.5 FeŶoŵeŶo dell’iŶcrudiŵeŶto 

 

La teoria della plasticità perfetta non riesce a riprodurre in maniera corretta 

il comportamento delle resine in esame. Analizzando infatti le curve sforzo-

deformazione di una tipica resina (fig. 4.10), è facile intuire come, a seguito 

dell'abbandono del campo elastico, l’aŶdaŵeŶto delle curve sforzo-

deformazione dipende direttamente dalla deformazione a cui è soggetto il 

materiale [17]. 

 
 

               
   Fig. 4.10: Curva sforzo-deformazione completa per una resina epossidica 

 

Questo comportamento, tipico non solo delle resine ma anche di alcuni dei 

più comuni metalli, assume il nome di incrudimento, e la sua evoluzione è 

legata ad una funzione detta legge di incrudimento. 

Esistono principalmente due tipi di incrudimento in campo elasto-plastico: 

 

 Incrudimento isotropo: espansione o contrazione della 

superficie/limite di snervamento in funzione della deformazione 

plastica senza alcuna traslazione o variazione di forma della stessa; la 

sua rappresentazione nello spazio delle tensioni principali è mostrata 

in Fig. 4.11. 
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                  Fig. 4.11: Incrudimento isotropo nello spazio delle tensioni principali 

 

 Incrudimento cinematico: traslazione rigida della superficie/limite di 

snervamento in funzione della deformazione plastica senza alcuna 

variazione di dimensione e forma; la sua rappresentazione nello spazio 

delle tensioni principali è riporta in Fig. 4.12. 

 
                Fig. 4.12: Incrudimento cinematico nello spazio delle tensioni principali 

 

Questi due tipi di incrudimento si manifestano solitamente accoppiati nel 

cosiddetto incrudimento isotropo/cinematico.  

Volendo foĐalizzaƌe l’atteŶzioŶe su pƌoǀe di carico progressivo sino a rottura 

del materiale, e trascurare la sua risposta ad eventuali sollecitazioni cicliche, 

è possibile trascurare la componente cinematica dell'incrudimento. Si tratta 

di una semplificazione resa ragionevole dal fatto che, in questo tipo di 

analisi, tale componente risulta particolarmente ininfluente. 
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4.6 Equazioni fondamentali della teoria della 

plasticità con incrudimento isotropo 

monodimensionale  

 

Compresa la necessità di definire un modello di incrudimento isotropo 

capace di riprodurre le curve tipiche di una resina epossidica, si passi alla sua 

definizione matematica. 

La differenza sostanziale tra il modello di plasticità perfetta e quello di 

plasticità con incrudimento isotropo risiede nel fatto che nel primo, 

l'intervallo delle tensioni ammissibili  σ si mantiene costante, mentre nel 

secondo,  σ può espandersi in maniera proporzionale alla deformazione 

plastica accumulata nel corpo, il che porta a curve sforzo-deformazione del 

tipo mostrato in Fig.4.13: 

 
Fig. 4.13: Esempio di curva forzo-deformazione in presenza di incrudimento 

 

Analogamente a quanto fatto per il modello di plasticità perfetta, si iniziererà 

col considerare la deformazione monodimensionale nella forma [16]: 

             
 

Di conseguenza la nota relazione sforzo-deformazione sarà ancora 

esprimibile come: 



62 

 

          (       ൯ 

 

In questo caso però la condizione di ammissibilità dello stato di tensione  σ  

non è costante, ma deve rispettare le seguenti condizioni: 

 

-  l’incrudimento è isotropo nel senso che il centro di  σ ƌiŵaŶe Ŷell’oƌigiŶe 

   qualunque sia lo stato di sollecitazione applicato; 

 

-  l'incrudimento è proporzionale ad una variabile interna del sistema  : 

                                   [   ]    

      

    correlata direttamente alla deformazione plastica dalla relazione:  ̇  |   ̇ | 
Da queste due condizioni si evince subito che la funzione di snervamento 

assume la forma:           | |   [        ]      

 

dove:                             

 

La legge di incrudimento       permette di definire l’eǀoluzioŶe della 
superficie/limite di snervamento di un solido a seguito di una deformazione 

plastica e, quindi, di governarne le curve sforzo-deformazione. 

Questa variazione della funzione di snervamento fa sì che si abbia una 

variazione implicita della condizione di ammissibilità descritta dalla seguente 

relazione:  σ  {           |           } 
A questo punto, ripercorrendo i passi fondamentali descritti per la plasticità 

perfetta, si può dimostrare che: 
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 il meccanismo irreversibile che governa il fenomeno della plasticità è 

legato alla legge di flusso secondo la relazione:    ̇            

 la natura irreversibile del flusso plastico è ancora una volta regolata 

dalla condizione di carico e scarico di Kuhn-Tucker espressa dalla 

relazione:           

 il fatto che la regola i flusso sia sempre positiva,      è governato 

dalla condizione di consistenza espressa come:   ̇      

Definite le equazioni che governano il flusso plastico, non rimane che 

esplicitare la regola di flusso  ; questa, come visto nel caso della platicità 

perfetta, è estrapolabile dalla condizione di consistenza sfruttando la regola 

di derivazione per le funzioni composte: 

 ̇                                                    

                ( ̇    ̇ ൯            ̇ 

                                   ̇               ̇            ̇ 

in cui:               (| |   [        ]൯            

              (| |   [        ]൯           

  ̇  |   ̇ |  |         |     
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Ragion per cui la  ̇      si riduce a: 

  ̇                 ̇                      

                  ̇                

Una volta giunti alla condizione di snervamento, data la validità della 

condizione di Khun-Tucker e di quella di consistenza:                ̇        

si ricava direttamente il valore della legge di flusso dalla seguente relazione: 

                    ̇ 
Sarà dunque possibile definire la variazione di tensione associata alla 

variazione di deformazione durante uŶ’incipiente plasticizzazione come: 

 ̇   ( ̇     ̇ ൯   ( ̇           ൯   ൮ ̇                    ̇       )   

 

   ቌ  ̇             ̇         ቍ 

Che si riduce alla relazione: 

 ̇                 ̇ 
dove:  
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4.7 Teoria della plasticità tridimensionale 

 

Viste le equazioni fondamentali della teoria della plasticità relative ai casi 

monodimensionali, si vada ad esaminare cosa accade quando il problema 

viene esteso al campo tridimensionale.  

Le grandezze non sono più semplicemente scalari, ma subentrano più 

componenti di tensione e deformazione; in particolare, tensioni e 

deformazioni diventano grandezze tensoriali e, quindi, anche il coefficiente 

di proporzionalità tra le due si trasforma in un tensore del quarto ordine. 

Il concetto finora esaminato di tensione di snervamento si traduce, in campo 

tridimensionale, in termini di superficie di snervamento. 

Il primo passo per definire un modello elasto-plastico tridimensionale è, 

ancora una volta, la scissione di ciascun termine del tensore di deformazione 

nelle due componenti [18]:                
 

 

Per calcolare il tensore degli sforzi associato al campo di deformazione, si 

può sfruttare la matrice di rigidezza che lega le due grandezze, ottenendo 

così: 

                     (         ൯ 

dove:  

                                             

 

Per verificare che il solido in esame si trovi in campo plastico o elastico, noto 

il tensore degli sforzi, si dovrà: 
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 Definire una superficie di snervamento, cioè una superficie che 

rappresenti nel piano delle tensioni principali la condizione per cui il 

materiale entra in campo plastico. Tale scelta influenzerà anche il 

calcolo della tensione equivalente da confrontare con la superficie di 

snervamento. 

 

 Definire la legge di incrudimento isotropa, cioè una legge che descriva 

l’espaŶsioŶe della superficie di snervamento dovuta all'incremento 

delle deformazioni plastiche: 

       (     ൯            (     ൯ 

 

La conoscenza di questi due elementi permette di calcolare il valore della 

tensione di snervamento in funzione della deformazione plastica del solido: 

      (               ൯ 

e, di conseguenza, anche il valore di una tensione equivalente, funzione delle 

componenti tensoriali, da confrontare con quella di snervamento: 

        (              ൯ 

 

Le due tensioni vengono poi confrontate tra loro nella cosiddetta funzione di 

snervamento che, in un modello tridimensionale, assume la seguente forma:  (      ൯           

 

Nel caso in cui ci si trovi in campo elastico, il campo di tensione è espresso 

dall’eƋuazioŶe Đostitutiǀa pƌiŵa Đitata. IŶ pƌeseŶza di defoƌŵazioŶi plastiĐhe 
invece, è necessario modificare i valori delle variabili del sistema, tenendo 

conto degli effetti procurati dalla plasticizzazione. 

Analogamente a quanto fatto per il caso monodimensionale, è possibile 

dimostrare la validità sia della condizione di Kuhn-Tucker: 

   (      ൯    
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che della condizione di consistenza: 

   ̇(      ൯    

 

 Grazie a tali condizioni il gradiente di deformazione può essere espresso 

come: 

   ̇      [ (      ൯]     (      ൯     

 

Tale relazione implica che la deformazione plastica è sempre ortogonale alla 

funzione di snervamento. 

Risolvendo infine l’eƋuazioŶe ƌiĐaǀata dalle ĐoŶdizioŶi di ĐoŶsisteŶza, si 
otterrà il  valore della legge di flusso  , che varia al variare dalla superficie di 

snervamento scelta. 
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Capitolo 5 

 

Superfici di snervamento e leggi di 

incrudimento per matrici epossidiche 

 

5.1 Introduzione 
 

Nel presente capitolo si illustrano le leggi di incrudimento e i criteri di 

snervamento maggiormente utilizzati nei modelli numerici predittivi della 

risposta meccanica dei materiali strutturali. Essi rivestono infatti un ruolo 

foŶdaŵeŶtale Ŷell’aŵďito della sĐieŶza dei ŵateƌiali e del lavoro oggetto 

della tesi, poiĐhĠ peƌŵettoŶo di deteƌŵiŶaƌe l’eǀoluzioŶe dei feŶoŵeŶi 
plastici. Saranno riportate inoltre le ragioni Đhe haŶŶo poƌtato all’adozioŶe 
della superficie di snervamento di Von Mises e della legge di incrudimento 

esponenziale di Voce [19]. 

 

5.2 Superfici di snervamento 
 

QuaŶdo si paƌla di supeƌfiĐie di sŶeƌǀaŵeŶto, si fa ƌifeƌiŵeŶto all’eƋuazioŶe 
di una superficie nello spazio delle tensioni principali che individua le 

condizioni di innesco della deformazione plastica in un materiale soggetto ad 

un certo stato di sollecitazione.  

La forma matematica più generale con cui è possibile descrivere una 

superficie di snervamento è la seguente: 

   ቀ             ቁ    

 

dove con     si indicano le tensioni, con     le proprietà legate al primo 

snervamento del materiale, e con       le deformazioni plastiche. La 
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dipendenza della superficie dalla deformazione plastica si traduce nel fatto 

che, nel corso della plasticizzazione, la superficie cambia forma e dimensioni.  

Molte sono le superfici di snervamento che si possono creare, ma solo 

alcune assumono il corretto significo fisico per la descrizione di fenomeni 

plastici più comuni.  

La scelta della superficie più opportuna da prendere a riferimento dipende 

dal tipo di materiale iŶ esaŵe, e dall’aspetto più significativo della sua 

risposta meccanica. I  criteri variano per esempio a seconda che il materiale 

assuma un comportamento fragile o duttile; nel caso specifico dei materiali 

polimerici il comportamento è prevalentemente duttile ma la componente 

fragile non può essere completamente trascurata. 

Nei paragrafi che seguono, si passano in rassegna le superfici di snervamento 

più utilizzate esplicitandone le equazioni e i principali campi di applicazione. 

 

5.2.1 Superficie di Tresca 

Tale criterio, conosciuto anche come criterio della massima tensione di 

taglio, individua nello spazio delle tensioni principali una superficie a forma 

di prisma (Fig. 5.1) il Đui asse ĐoiŶĐide ĐoŶ l’asse idƌostatiĐo ;diƌezioŶe          ), e la cui sezione retta è un esagono regolare.  

La supeƌfiĐie di sŶeƌǀaŵeŶto ğ defiŶita attƌaǀeƌso l’equazione [20, 21]: 

            |     | |     | |     |               

 

in cui: 

       tensione tangenziale massima; 

     tensioni principali in direzione   , con        , corrispondenti 

agli autovalori del tensore degli sforzi;  

          tensione di snervamento a taglio; 

     tensione di snervamento a trazione monoassiale. 

 

Dalla relazione suddetta si evince che tale criterio assume, come parametro 

determinante, la tensione tangenziale massima, e si ha snervamento quando 

questa eguaglia un valore limite. 
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Fig. 5.1: Superficie di snervamento di Tresca nello spazio delle tensioni principali 

 

Tale criterio è indipendente dalla pressione idrostatica ed è utilizzabile nel 

caso di materiali isotropi duttili con uguale resistenza sia a trazione che a 

ĐoŵpƌessioŶe; Điò lo ƌeŶde paƌtiĐolaƌŵeŶte adatto all’aŶalisi del 
comportamento dei metalli.  

In ambito computazionale la superficie di Tresca non trova un largo impiego; 

esso risulta infatti molto simile al criterio di Von Mises il quale, essendo 

caratterizzato da una più semplice rappresentazione del dominio elastico, 

viene spesso preferito.  

 

5.2.2 Superficie di Von Mises 

Tale criterio, individua nello spazio delle tensioni principali una superficie a 

forma di cilindro di raggio √      il Đui asse ĐoiŶĐide ĐoŶ l’asse idƌostatiĐo 

(direzione          ), e la cui sezione retta è un cerchio che risulta 

ĐiƌĐosĐƌitto all’esagoŶo di TƌesĐa (come mostrato in Fig. 5.2) [21]. 

       

Fig. 5.2: Confronto tra il criterio di Von Mises e quello di Tresca 
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Il criterio di Von Mises ğ ŵolto siŵile a Ƌuello di TƌesĐa, iŶfatti aŶĐh’esso fa 
riferimento a materiali duttili con uguale resistenza a trazione e a 

compressione, e non tiene assolutamente conto della componente 

idrostatica del tensore degli sforzi.   

La superficie di snervamento, riportata nello spazio delle tensioni principali 

in fgura 5.3, ğ defiŶita attƌaǀeƌso l’eƋuazioŶe [21, 22]: 

                                 

 

 

 
Fig. 5.3: Superficie di snervamento di Von Mises nello spazio delle tensioni principali 

 

Tale relazione permette di definire la tensione equivalente     (detta di Von 

Mises) per lo stato di tensione triassiale da confrontare con quella di 

snervamento: 

     √       √  [                          ] 
 

che, espressa nelle singole componenti di tensione diventa: 

      √  [(     ൯  (     ൯                            ] 
 

Pertanto il parametro di riferimento risulta essere il secondo invariante della 

parte deviatorica del tensore delle tensioni    . 
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Il criterio di Von Mises è conosciuto anche come criterio della massima 

tensione tangenziale ottaedrale, in quanto la relativa condizione di 

snervamento può essere interpretata come il raggiungimento di un valore 

limite della tensione tangenziale ottaedrale       : 

      √      

 

cioè la componente della tensione sul piano ottaedrale (piano equiorientato 

rispetto alle tre direzioni principali).  

 

5.2.3 Superficie di Mohr – Coulomb 

Tale criterio individua una superficie a forma di piramide a base esagonale 

irregolare il cui asse coiŶĐide ĐoŶ l’asse idƌostatiĐo (Fig. 5.4). 

La superficie di snervamento è definita attraverso le equazioni che 

definiscono nel piano delle tensioni principali le sei facce della piramide [23]: 

 |     |                                                  

 

In cui   è il parametro di coesione e   l’aŶgolo di attƌito iŶteƌŶo. 

 

 

Fig. 5.4: Superficie di snervamento di Mohr-Coulomb nello spazio delle tensioni principali 
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Il criterio di Mohr – Coulomb ha il vantaggio di poter tener conto di un 

diverso comportamento tra la trazione e la compressione, e ciò fa sì che 

particolarmente idoneo per materiali quali il calcestruzzo e terreni. 

Tuttavia, analogamente al criterio di Tresca, esso presenta sugli spigoli delle 

foƌti disĐoŶtiŶuità Ŷella supeƌfiĐie, il Đhe Ŷe ƌeŶde diffiĐile l’iŵpleŵeŶtazioŶe 
numerica. 

 

5.2.4 Superficie di Drucker – Prager 

Tale criterio individua una superficie a forma di cono il cui asse coincide con 

l’asse idƌostatiĐo, Đoŵe ƌipoƌtato iŶ Fig. 5.5. 

L’eƋuazioŶe Đhe desĐƌiǀe la supeƌfiĐie di sŶeƌǀaŵeŶto può esseƌe sĐƌitta iŶ 
termini di tensioni principali come [24]: 

 √  [                          ]                

 

dove A e B sono proprietà del materiale definite dalle seguenti espressioni: 

    √ ቆ              ቇ                                √ ቆ               ቇ 

 

in cui     e     sono rispettivamente la tensione di snervamento a 

compressione e a trazione. Si noti come risĐƌiǀeŶdo l’eƋuazioŶe della 
superficie di Drucker – Prager in termini di invarianti del tensore degli sforzi e 

di quello deviatorico, essa si presenta come: 

 √           
 

in cui     è la traccia del tensore degli sforzi.  

Da questa relazione si deduce immediatamente la dipendenza di tale criterio 

dalla pressione e, quindi, dalla componente idrostatica del tensore degli 

sforzi. 
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Fig. 5.5: Superficie di snervamento di Drucker - Prager nello spazio delle tensioni principali 

 

Analogamente a quanto avviene nella superficie di Mohr – Coulomb, si nota 

Đhe all’iŶĐƌeŵeŶto della pƌessioŶe idƌostatiĐa si ha uŶ auŵeŶto della 
resistenza a taglio.  

Il seguente criterio può essere inteso come una versione priva di 

discontinuità sugli spigoli (ma non sul vertice) del criterio di Mohr – 

Coulomb, infatti oltre ad avere il vantaggio di poter descrivere un diverso 

comportamento tra lo stato di trazione e quello di compressione nel solido, 

può anche essere implementato più semplicemente nei codici di calcolo. 

Il criterio di Drucker – Prager trova largo impiego in materiali come rocce, 

polimeri e calcestruzzo, cioè materiali il cui comportamento è influenzato 

dalla componente idrostatica del tensore degli sforzi. 

 

5.2.5 Superficie di Tschoegl 

Tale criterio individua una superficie di forma parabolica con asse 

ĐoiŶĐideŶte ĐoŶ l’asse idƌostatiĐo, come mostrato in Fig. 5.6.  

L’eƋuazioŶe Đhe desĐƌiǀe la supeƌfiĐie di snervamento può essere scritta in 

funzione delle tensioni principali come segue [25]: 

  [                          ]                      

 

che in termini di invarianti diventa: 
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       (       ൯          

 

 
Fig. 5.6: Superficie di snervamento di Tschoegl nello spazio delle tensioni principali 

 

Tale superficie, analoga a quella di Drucker – Prager, ha inoltre il vantaggio di 

non avere discontinuità il che la rende preferibile nell’aŵďito di ĐalĐoli 
numerici.  

 

5.3 Scelta della superficie di snervamento per il 

modello numerico 
 

La superficie di sŶeƌǀaŵeŶto sĐelta peƌ l’implementazione numerica del 

modello è quella di Von Mises. Sebbene tale superficie venga 

preferibilmente impiegata nel caso di materiali duttili come i metalli, è 

ĐoŵuŶƋue utilizzaďile Ŷell’aŵďito di ŵateƌiali poliŵeƌiĐi Ƌualoƌa si ǀoglia 
esaminare il solo comportamento a taglio. 

Il vantaggio di usare il criterio di Von Mises non risiede solo nella sua 

capacità di cogliere il comportamento duttile dei materiali, ma anche nella 

sua semplice implementazione numerica. Inoltre a questi aspetti si aggiunge 

il fatto che, tra tutte le superfici sopracitate, questa è quella caratterizzata da 

una più immediata interpretazione dei risultati, poiché facilmente verificabili 

gƌazie all’esperienza pregressa nel campo dei materiali metallici. 

Tuttavia la scelta della superficie di Von Mises comporta anche degli 

svantaggi, in quanto non permette di distinguere la tensione di snervamento 
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tra il caso di trazione e quello di compressione; inoltre, non tiene conto della 

ĐoŵpoŶeŶte idƌostatiĐa del teŶsoƌe degli sfoƌzi. Quest’ultiŵo aspetto ğ di 
rilevante importanza e non dovrebbe essere trascurato, poiché è stata 

verificata sperimentalmente la sensibilità dei materiali compositi a detta 

componente idrostatica. Da tale punto di vista sarebbe quindi preferibile la 

scelta della superficie di Tschoegl, ma i contro inerenti la più difficile 

implementazione e comprensione dei risultati, ci hanno indotto a riservarla 

per gli sviluppi futuri. 

 

5.4 Leggi di incrudimento 
 

Quando si parla di legge di incrudimento si fa riferimento alla legge fisica che 

governa la crescita della tensione di snervamento in funzione della 

deformazione plastica. La notazione utilizzerata per identificare tale legge è 

la seguente:                            

 

dove   è la variabile interna di plasticità. Tale variabile è associata al 

gradiente di deformazione plastica secondo la relazione: 

  ̇  |   ̇ |    

   sarà quindi nulla fino a che non insorgeranno deformazioni plastiche nel 

solido ovvero non si avrà il superamento del primo limite di snervamento   .   

“i potƌà iŶ geŶeƌale defiŶiƌe la legge Đhe desĐƌiǀe l’eǀoluzioŶe della teŶsioŶe 
di snervamento nella forma: 

                 

 

In letteratura esistono molte e diverse leggi di incrudimento sviluppate nel 

tempo da vari autori, ma in questa sede si foĐalizzeƌà l’atteŶzioŶe solo su 
quelle che risultano più appropriate per le resine epossidiche; per farlo si 

riportano in Fig. 5.7 i risultati sperimentali prodotti da B. Fiedler [26], 

ottenuti da prove condotte su provini di resina soggetti a diverse condizioni 

di carico. 
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Fig. 5.7: Curve sforzo-deformazione sperimentali al variare dello spessore per resina epossidica soggetta a 

diverse condizioni di carico:  a) Compressione   b) Taglio   c) Trazione 

 

 

(a) 

(c) 

(b) 
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In tali curve è possibile osservare come, dopo il superamento del tratto 

lineare, si abbia un fenomeno di perdita di linearità progressiva fino al 

raggiungimento di una tensione di saturazione; da questo punto in poi le 

tensioni tendono a mantenersi praticamente costanti sebbene la 

deformazione plastica continui a incrementare. Questo andamento non si 

verifica però nel caso delle prove a compressione per i provini di elevato 

spessore, per i quali si osserva un incremento delle tensioni anche nel tratto 

conclusivo. Nel modello Đhe s’iŶteŶde sǀiluppaƌe quest’ultiŵo 
comportamento verrà trascurato, in quanto complicherebbe notevolmente 

lo schema di calcolo senza fornire alcun beneficio in termini di risultati (si 

tratta infatti di un fenomeno che si manifesta solo per tensioni molto elevate 

rispetto a quelle di impiego della resina una volta inserita nel composito). 

Le leggi di incrudimento analizzate per la descrizione della risposta della 

resina epossidica sono: 

 Legge di Ramberg – Osgood 

 Legge esponenziale di Voce 

 

5.4.1 Legge di Ramberg – Osgood 

La legge di Ramberg – Osgood è una legge di incrudimento [27] sviluppata 

per descrivere il comportamento non lineare delle curve sforzo-

deformazione di materiali metallici in cui si ha una transizione graduale dalla 

zona elastica a quella plastica. 

La sua forma originale esprime la deformazione totale del materiale come:  

                   ቀ  ቁ 
 

 

dove:  

-                          

-                           

-                                              

-            

-                   

-                                            
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In Fig. 5.8 si riportano le componenti elastica lineare ed esponenziale con 

tratto discontinuo, e la curva risultante di Ramberg – Osgood con tratto 

continuo. 

 

 
Fig. 5.8: Tipica curva sforzo – deformazione con legge di incrudimento di Ramberg - Osgood 

 

Secondo tale legge la componente plastica di Ramberg – Osgood tenderebbe 

a presentarsi sin da subito ma, poiché ha valori trascurabili fino al 

superamento della prima tensione di snervamento del materiale, è 

ragionevole pensare che questa subentri solo quando si entra in campo 

plastico. Grazie a tali considerazioni, la legge di Ramberg – Osgood può 

essere espressa come: 

            

 

in cui   e n sono costanti del materiale. 

 

5.4.2 Legge esponenziale di Voce 

La legge di Voce [19] è una legge esponenziale sviluppata per descrivere 

l’aŶdaŵeŶto ŶoŶ liŶeaƌe delle Đuƌǀe sforzo-deformazione dei metalli, 

sottolineando il fatto che un materiale non può presentare resistenza 

indefinita a deformazioni molto grandi. Tale modello infatti, a differenza del 
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precedente, prevede una saturazione della tensione  a seguito di importanti 

deformazioni plastiche, il che fornisce risultati più realistici. 

L’espƌessioŶe ŵateŵatiĐa della legge di iŶĐƌudiŵeŶto di VoĐe ğ: 

       (      ൯(      ൯ 

 

dove    è la tensione di saturazione della condizione di snervamento, e   è 

un valore caratteristico associato alla deformazione, che determina la forma 

della curva della legge di incrudimento (Fig. 5.9). 

 

 
        Fig. 5.9: Tipica curva sforzo – deformazione con legge di incrudimento di Voce 

 

5.5 Scelta della legge di incrudimento per il modello 

numerico 
 

Da quanto appena riportato si evince che, sebbene entrambe le leggi di 

incrudimento riproducano abbastanza fedelmente il primo tratto di non 

linearità nella risposta delle resine epossidiche, la legge di Ramberg – 

Osgood tende a riprodurre un incrudimento indefinito nel campo delle 

grandi deformazioni, mentre la legge di Voce permette di cogliere il 

fenomeno della saturazione della tensione. La scelta è quindi ricaduta su 

Ƌuest’ultiŵa proprio a causa della sua capacità di riprodurre in modo 

affidabile le curve sforzo - deformazione nella loro totalità e, soprattutto, nel 

range delle deformazioni di esercizio della resina epossidica una volta 

inserita nel composito.  

TeŶsioŶe [σ] 
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Capitolo 6 

 

Implementazione numerica della teoria 

della plasticità 

 

6.1 Introduzione 
 

Nel pƌeseŶte Đapitolo si foĐalizzeƌà l’atteŶzioŶe sulla disĐƌetizzazioŶe 

numerica delle equazioni differenziali che governano il meccanismo fisico 

della plasticità, e sulla possibile applicazione di queste ad un modello 

tridimensionale.  

Si riporteranno in particolare i risultati ottenuti per un particolare modello di 

plasticità implementato mediante il software MATLAB. Tale approccio è 

stato sviluppato per i casi che adottano la superficie di Von Mises come 

superficie di snervamento, al fine di ottenere una soluzione delle equazioni 

della plasticità senza incorrere in particolari problemi di singolarità 

numeriche; lo schema di seguito riportato sarà quindi caratterizzato da 

semplificazioni peculiari derivanti della scelta del criterio di Von Mises.  

 

 

6.Ϯ Modello Ŷuŵerico per l’iŶcrudiŵeŶto isotropo 
non lineare 
 

La struttura base di un programma di calcolo, che riproduca il 

comportamento elasto-plastico di un generico materiale, si compone dei 

seguenti blocchi fondamentali [16]: 

 

 Ciclo principale: macrociclo con cui si verifica la condizione di plasticità 

e si calcolano le variabili di uscita. 
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 Algoritmo di ritorno radiale: sottoparte del ciclo principale che 

permette di modificare le variabili del modello qualora si abbia il 

superamento del limite elastico. 

 

 Ciclo correttivo elasto-plastico: microciclo annidato nell'algoritmo di 

ritorno radiale, in cui si ha la correzione vera e propria dei parametri 

legati alla plasticità. 

 

Nel seguente diagramma di flusso (Fig. 6.1) si riporta in breve la struttura del 

modello numerico utilizzato: 

 

 
Fig. 6.1: Diagramma di flusso del modello numerico elastoplastico 

 

“i passa oƌa all’aŶalisi dettagliata dei siŶgoli ďloĐĐhi e delle loƌo iŶteƌazioŶi. 

                                

Conferma delle tensioni calcolate 
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6.2.1 Ciclo principale 

Il ciclo principale permette di stabilire quando si raggiunge la condizione di 

snervamento in un solido e, una volta raggiunta, di calcolare le variabili in 

usĐita dal sisteŵa; all’iŶteƌŶo del ŵaĐƌoĐiĐlo ğ iŶĐluso l'algoƌitŵo di ƌitoƌŶo 
radiale, il quale interviene solo in caso di avvenuta plasticizzazione. 

Il punto di partenza del macrociclo è la definizione del campo di 

deformazione totale per un generico incremento [16]: 

             
 

Si passa poi al calcolo della sola parte deviatorica attraverso l’espƌessioŶe: 
                          

in cui con    si indica la matrice identità. 

La componente elastica del tensore di deformazione  deviatorico si ottiene 

sottraendo, componente per componente, la parte deviatorica del tensore di 

deformazione plastica     (se diverso da zero) a quella del tensore di 

deformazione totale:                            
 

 

dove:                   (    ൯  

 

Una volta nota questa grandezza, è possibile calcolare un valore di primo 

tentativo delle componenti deviatoriche del tensore degli stress, 

considerando il solido come caratterizzato da un comportamento puramente 

elastico. Si ottiene quindi: 

                              (                ൯ 

 

A questo punto la validità della condizione di plasticità può essere verificata 

ŵediaŶte l’iŶtƌoduzioŶe di uŶa teŶsioŶe eƋuiǀaleŶte, defiŶita peƌ Đoŵodità 
come: 
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     ||             || 
 

in cui con il simbolo || || si indica la norma quadra di una matrice definita 

come: || ||  √    

 

La tensione così calcolata dovrà essere confrontata con la tensione di 

snervamento, come previsto dal criterio di Von Mises e dalla legge di 

incrudimento scelta.  

Il valore della funzione di snervamento sarà dato dalla seguente espressione: 

           ||             ||  √   ቀ        ቁ 

 

E' da notare come alla norma della parte deviatorica del tensore degli sforzi 

venga sottratta non la sola tensione di snervamento, ma la tensione di 

snervamento moltiplicata per il coefficiente  √   ; ciò è legato al fatto che tale 

norma non è altro che l'equivalente della tensione di Von Mises moltiplicata 

per lo stesso fattore: 

||             ||  √       

Una volta calcolata la funzione di snervamento sarà possibile stabilire se lo 

stato di tensione è tale da far sì che il solido in esame si trovi in campo 

plastico o meno; infatti, in perfetto accordo con la condizione di 

complementarità di Kuhn – Tucker, se:                                                                                               

dove:        
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Se si ricade in campo elastico, è sufficiente considerare come variabili di 

uscita le variabili di ingresso in termini di tensioni e deformazioni, senza 

alterare quindi i valori delle variabili plastiche del sistema. Se invece si ricade 

in campo plastico, prima di aggiornare le variabili del sistema bisogna 

passare attraverso i cicli correttivi collegati al fenomeno di plasticità 

(descritti in seguito). In entrambi i casi il calcolo delle componenti del 

tensore degli sforzi viene effettuato attraverso la relazione: 

                     ̅                     

 

In cui  ̅ è il bulk modulus del materiale e      è un versore che indica la 

direzione di evoluzione del tensore degli sforzi. 

 

6.2.2 Algoritmo di ritorno radiale 

L'algoritmo di ritorno radiale consente di correggere le variabili di tensione e 

deformazione plastica del modello, a seguito del superamento del limite 

elastico del materiale. La correzione apportata sarà tale da far sì che i nuovi 

valori soddisfino la condizione di consistenza senza mai approdare in campi 

di tensione non ammissibili. 
Si consideri la variabile interna di plasticità   e si indichi con [16, 28]: 

             ‖    ‖ 

 

il versore normale alla superficie di snervamento di Von Mises al termine 

dell’iŶteƌǀallo teŵpoƌale [       ]. 
Le equazioni generali della teoria della plasticità assumeranno quindi la 

seguente forma:                                

                  

 

e lo stato di tensione di tentativo sarà dato da: 
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Dove            è la componente deviatorica dello stato di tentativo e   è il 

modulo di rigidezza a taglio.  

Si può dimostrare che la risoluzione delle equazioni generali della plasticità si 

ƌiduĐe alla ƌisoluzioŶe di uŶ’eƋuazioŶe sĐalaƌe peƌ il paƌaŵetƌo di 
consistenza   . Si vede infatti che         è espresso in termini di              

 

attraveƌso l’espƌessioŶe: 
                                

 

da cui di deduce che, nello spazio delle tensioni principali, la parte 

deviatorica del vettore tensione allo step n+1 viene corretta mediante una 

sua riduzione nella direzione perpendicolare alla superficie di snervamento, 

come si evince da quanto schematizzato in Fig. 6.2. 

 

 
             Fig. 6.2: Algoritmo di ritorno radiale 

 

Peƌ aƌƌiǀaƌe all’espƌessioŶe algoƌitŵiĐa della ĐoŶdizioŶe di ĐoŶsisteŶza, si 
nota che per definizione          ‖    ‖ e, di conseguenza varrà anche: 

                   ‖             ‖ 

 

Moltiplicando quindi      peƌ l’eƋuazioŶe teŶsoƌiale ǀista: 
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e sostitueŶdo l’espƌessioŶe di ‖       ‖  a nella condizione di ammissibilità 

dello stato di tensione in campo plastico √   ‖       ‖           , si 

ottiene la seguente equazione scalare con cui determinare il parametro di 

consistenza   : 

         ቀ          ቁ  √   ‖       ‖         

 

dove:                    

 

Tale equazione si risolve molto semplicemente con il metodo iterativo di 

Newton locale, come si vedrà nel paragrafo seguente. 

 

6.2.3 Ciclo correttivo elasto-plastico 

“i tƌatta di uŶ ĐiĐlo Đoƌƌettiǀo, ĐoŶteŶuto all’iŶteƌŶo dell’algoƌitŵo di ƌitoƌŶo 
radiale, che adotta il metodo iterativo di Newton locale per calcolare la 

soluzioŶe dell’eƋuazioŶe      , e ottenere quindi il valore del parametro di 

consistenza    (detto anche moltiplicatore plastico). Tale schema iterativo 

viene preferito in quanto la funzione       è una funzione convessa e, 

pertanto, la convergenza è garantita [16]. 

Per eseguire il calcolo è innanzitutto necessario inizializzare i valori delle 

variabili del ciclo come segue:                    

dopo di che si passa a fissare un valore di tolleranza TOLL, e si ripete il ciclo 

iterativo fino a che non si ha il soddisfacimento della condizione di 

convergenza: 

 | (     ൯|       



88 

 

Il ciclo iterativo sarà così strutturato: 

 (     ൯  √   ||         ||  (    ቀ       ቁ)    (     ൯ 

   (     ൯      ቌ    ቀ       ቁ  ቍ 

                (     ൯          

 

Al termine del ciclo si aggiornerà non solo il valore del parametro di 

consistenza   , ŵa aŶĐhe il ǀaloƌe della ǀaƌiaďile iŶteƌŶa di plastiĐità α Đoŵe 
segue:                           
Il ciclo si ripeterà fino al raggiungimento della convergenza. 

 

6.3 Realizzazione di un modello tridimensionale di 

plasticità in ambiente MATLAB 

 
Sulla base dello schema di calcolo appena trattato, è stato realizzato un 

modello monodimensionale di plasticità con incrudimento isotropo per la 

sola matrice [29], successivamente esteso al caso di solido tridimensionale 

isotropo, da includere in un modello agli elementi finiti che simulasse le 

curve sforzo-deformazione del materiale composito in modo più realistico.  

Lo script è stato realizzato in ambiente MATLAB e successivamente provato 

con tre campi di deformazione: la trazione monoassiale, il taglio puro e la 

loro combinazione. Il modello è rappresentativo del comportamento di un 

solido elasto-plastico per il quale è stata scelta arbitrariamente come 

superficie di snervamento la superficie di Von-Mises, e come legge di 

incrudimento quella esponenziale di Voce.  
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Le proprietà della matrice inserite all'interno del modello sono state reperite 

in letteratura [26], e caratterizzano una resina epossidica; i loro valori sono 

riportati in tabella 6.1. 

 

 

Proprietà Valore 

Modulo di Young     3760 Mpa 

Modulo di Poisson     0.39 

Tensione di snervamento (  ൯ 29 Mpa 

Tensione di saturazione      122 Mpa 

Esponente caratteristico     180 
 

Tab. 6.1: Proprietà della resina epossidica utilizzata nel programma 

 

Di seguito si riportano i risultati ottenuti dal modello numerico nei due casi 

presi a riferimento. 

 

6.3.1 Trazione Monoassiale 

Nel caso di trazione monoassiale l'input dato al programma consiste in un 

vettore di deformazione che riproduce una deformazione monoassiale pura 

in direzione 1 (Fig. 6.3). Matematicamente questo è espimibile come: 

 

              

               

               

           

           

           

 

in cui   è uno scalare associato 

all'entità della deformazione e   è il modulo di Poisson del materiale 

aggiornato via via col progredire della plasticizzazione. 

Si riportano in Fig. 6.4 i grafici degli andamenti delle singole componenti del 

tensore degli sforzi. 

 

Fig. 6.3:  Deformazione a trazione monoassiale 
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Fig. 6.4: Componenti del tensore degli sforzi nel caso di trazione monoassiale 

 

Da tale grafico si evince come il modello riesca a fornire come output in 

termini di tensioni la trazione monoassiale pura desiderata, rispettando le 

tensioni di snervamento e di saturazione caratteristiche del materiale. 

Oltre a tale risultato è necessario riportare anche i risultati ottenuti in 

termini di tensione di Von Mises e il confronto di questa con quella di 

snervamento. 

Si ricordi che nel caso di trazione monoassiale pura la tensione di Von Mises 

si riduce a:      √    

 

Dal grafico di Fig. 6.5 si osserva che il modello numerico non viola la 

condizione di consistenza durante l'intera evoluzione della plasticità, ovvero 

la tensione equivalente di Von Mises non supera mai quella di snervamento. 
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Fig. 6.5: Confronto tra la tensione di snervamento e la tensione di Von Mises nel caso della trazione 

monoassiale 

 

6.3.2 Taglio puro 

Nel caso di taglio puro l'input dato al programma consiste invece in un 

vettore di deformazione che riproduce una deformazione di scorrimento a 

taglio sul piano 12 (Fig. 6.6). Matematicamente questo è esprimibile come: 

 

            

            

            

            

           

                 

 

in cui   è uno scalare associato all'entità della deformazione. 

I grafici degli andamenti delle singole componenti del tensore degli sforzi 

sono riportati in Fig. 6.7. 

 

Fig. 6.6: Deformazione di taglio puro 
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Fig. 6.7: Componenti del tensore degli sforzi nel caso di taglio puro 

 

Dal grafico mostrato in Fig. 6.7 si nota che il modello, anche nel taglio puro, 

riesce a riprodurre la risposta attesa. 

E' necessario inoltre riportare i risultati ottenuti in termini di tensione di Von 

Mises, e il confronto di questa con quella di snervamento. 

Si ricordi che nel caso di taglio puro la tensione di Von Mises assume 

un'espressione differente rispetto al caso di trazione ed è pari a: 

      √      

 

             Fig. 6.8: Confronto tra la tensione di snervamento e la tensione di Von Mises nel caso di taglio puro 
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Anche nel caso di taglio puro si può osservare come il modello numerico non 

viola la condizione di consistenza durante l'intera evoluzione della plasticità. 

6.3.3 Trazione monoassiale e taglio puro combinati 

Infine il programma è stato testato con un campo di deformazione che 

riproducesse la combinazione di una trazione monoassiale con un taglio 

puro.  

In questo caso il vettore di deformazione è stato definito come segue: 

 

 

 

 

 

 

 

 

in cui   è ancora una volta uno scalare associato all'entità della deformazione 

e   è il modulo di Poisson del materiale aggiornato col progredire della 

plasticizzazione. 

Il test numerico è stato realizzato per confermare la validità del modello 

anche nel caso di uno stato di deformazione generico, per il quale è atteso 

sia un valore di deformazione più basso a cui si manifesta il primo 

snervamento, sia una riduzione dei valori di saturazione delle varie 

componenti di tensione.  La conferma di quanto atteso è data dagli 

andamenti ottenuti per le componenti del tensore degli sforzi ome mostrato 

in Fig. 6.9. 
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Fig. 6.9: Componenti del tensore degli sforzi nel caso di trazione monoassiale combinata con il taglio puro 

E' necessario riportare anche per quest'ultimo caso i risultati ottenuti in 

termini di tensione di Von Mises, e il confronto di questa con quella di 

snervamento. 

Anche nel caso di una condizione di carico misto si ha il rispetto della 

condizione di consistenza. 

Per il caso in esame la tensione di Von Mises assume  la seguente 

espressione: 

      √          

 

e il suo andamento rispetto a quello della tensione di snervamento è 

riportato in Fig. 6.10. 

 
Fig. 6.10: Confronto tra la tensione di snervamento e la tensione di Von Mises nel caso di trazione 

monoassiale e taglio puro combinati 
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6.4 Verifica del modello numerico con i risultati 

sperimentali 

 

Il modello numerico è stato applicato per varie condizioni di carico e, in 

particolare, a quelle per cui si dispone di dati sperimentali di confronto cioè 

trazione monoassiale e taglio, precedentemente visti, e compressione. 

I risultati ottenuti con il modello elasto-plastico attraverso 

l’iŵpleŵeŶtazioŶe ŶuŵeƌiĐa iŶ aŵďiente MATLAB, e riproducono 

l’aŶdaŵeŶto atteso delle Đuƌǀe sfoƌzo-deformazione.  

Tuttavia, come si evince dalla Fig. 6.11, lo schema creato (i cui risultati sono 

rappresentati in linea continua) riesce a descrivere fedelmente solo il 

comportamento a taglio e compressione. 

 

 
Fig. 6.11: Confronto delle curve sforzo-deformazione numeriche con i valori sperimentali 

 

I dati sperimentali di confronto sono dati di letteratura [26] e ad una resina 

epossidica pura.  

L’iŶĐapaĐità del ŵodello di Đoglieƌe la diffeƌeŶza ĐoŵpoƌtaŵeŶtale tƌa 
trazione e compressione è intrinseca nella scelta della superficie di 

snervamento di Von Mises. Il programma risulta essere comunque valido per 

l’aŶalisi di solleĐitazioŶi a taglio del materiale. 
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Capitolo 7 

 

Implementazione FEM del modello di 

elastoplasticità 

 

7.1 Introduzione 
 

Nel presente capitolo viene descritto lo sviluppo e la verifica di un modello 

agli elementi finiti capace di riprodurre il comportamento elasto-plastico di 

una resina epossidica. Il modello creato deriva dalla conversione del modello 

di plasticità precedentemente implementato in ambiente MATLAB, in una 

UMAT (User MATerial) in linguaggio di programmazione FORTRAN; tale 

passaggio risulta essere necessario poiché è il linguaggio FORTRAN che 

peƌŵette all’uteŶte di defiŶiƌe ƌoutiŶe esteƌŶe Ŷel softǁaƌe agli eleŵeŶti 
finiti ABAQUS [30].  

IŶfiŶe, si ƌipoƌteƌaŶŶo i ƌisultati deƌiǀaŶti dall’iŶseƌiŵeŶto del ŵodello di 
elasto-plasticità Đƌeato all’iŶteƌŶo di oppoƌtuŶi ŵodelli agli eleŵeŶti fiŶiti. 

 

7.2 Creazione della UMAT elasto-plastica 
 

UMAT è l'acronimo di User MATerial con cui si fa riferimento a una routine 

esterna in linguaggio FORTRAN che permette di definire le equazioni 

caratteristiche della fisica del materiale da modellizzare in ABAQUS. Tale 

routine deve inoltre rispettare una ben definita struttura di interfaccia 

input/oput con il software ABAQUS. 
La creazione della routine per un modello elasto-plastico ha richiesto [31]: 

 la traduzione dello script realizzato dal linguaggio MATLAB a quello 

FORTRAN;  
 

 la compilazione della nuova routine ottenuta;  
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 il confronto dei risultati forniti dai diversi linguaggi; 
 

 la realizzazione della UMAT da introdurre nel solutore agli elementi 

finiti gƌazie all’utilizzo della stƌuttuƌa logiĐa sǀiluppata iŶ FORTRAN. 

 

Il passaggio dallo script in FORTRAN classico a quello necessario per 

l’iŶteƌfaĐĐia ĐoŶ il softǁaƌe ABAQU“, ha ƌiĐhiesto la ŵodifiĐa sostaŶziale di 
veri e propri blocchi del programma e la definizione della matrice jacobiana. 

Per quel che riguarda le modifiche da apportare, bisogna considerare il fatto 

che nello script MATLAB, e nel suo corrispondente FORTRAN, il campo di 

deformazione di ingresso può essere definito dall'utente; nel software agli 

elementi finiti invece le cose si complicano, in quanto il campo di 

deformazione ad un certo incremento deriva dal campo di deformazione 

otteŶuto Đoŵe output dell’iŶĐƌeŵeŶto pƌeĐedeŶte. Nell’aŵďito degli 
elementi finiti quindi, lo stato di deformazione da imporre al solido è 

funzione delle condizioni al contorno inserite nel modello; queste sono 

infatti responsabili delle deformazioni che si generano a seguito della ricerca 

delle condizioni di equilibrio da parte del solutore. Sarà quindi compito 

dell'utente definire delle condizioni al bordo idonee che permettano di 

riprodurre i campi desiderati.  

Nello specifico, i campi di deformazione che si vogliono riprodurre sono gli 

stessi utilizzati nella verifica dello script elasto-plastico in MATLAB, relativi 

cioè a stati di trazione monoassiale e taglio puro. 

Per quanto concerne la definizione della matrice jacobiana, detta anche 

matrice di rigidezza elasto-plastica tangente consistente, essa riveste un 

ruolo fondamentale nel software agli elementi finiti poiché permette la 

realizzazione di una User MATerial. La matrice viene valutata alla fine di ogni 

incremento; in ciascuno di questi si riĐhiede Đhe ǀeŶga espƌesso, all’interno 

di qualsiasi UMAT, uŶ teŶsoƌe del Ƌuaƌt’ordine, noto come matrice Jacobiana 

di materiale, fondamentale per individuare la direzione di calcolo durante le 

iterazioni numeriche della matrice di rigidezza non lineare del materiale fino 

a convergenza. 

La matrice Jacobiana è definita come la derivata parziale di un incremento 

infinitesimale del tensore degli sforzi causato da un tensore delle 

deformazioni a variazioni infinitesimali [32]:  
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L’iŵpleŵeŶtazioŶe di tale matrice può non essere necessariamente esatta, 

infatti anche una versione approssimata fornisce risultati attendibili ma con 

un prolungamento dei tempi di  simulazione. 

Presi in considerazione questi due passaggi fondamentali, si è proceduto alla 

realizzazione della UMAT. 

 

7.3 Verifica della UMAT 
 

La UMAT è stata provata su due modelli agli elementi finiti che 

riproducessero i campi di tensioni con cui è stato precedentemente validato 

lo script MATLAB, cioè il caso di trazione monoassiale e quello di taglio puro. 

L’appliĐazioŶe di tali solleĐitazioŶi ha ƌiĐhiesto la geŶeƌazioŶe di due modelli 

agli elementi finiti distinti, nei quali le condizioni al contorno sono state 

imposte in modo da generare, in alcuni elementi, il campo di deformazione 

desiderato.  

 

7.3.1 Verifica della UMAT a trazione monoassiale 

Per la generazione del campo di deformazione di trazione monoassiale, è 

stato creato un modello a forma di parallelepipedo a base quadrata e con 

altezza pari a cinque volte il lato del quadrato di base. Questo elemento è 

stato poi suddiviso in 3 parti in modo tale da poter individuare un blocco 

centrale di lunghezza pari a tre volte il lato del quadrato di base. La 

geometria ottenuta è mostrata in Fig. 7.1. 
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Fig. 7.1: Geometria e definizione dei materiali del modello FEM di trazione monoassiale 

 

Nei due blocchi laterali (in colore grigio scuro) è stato inserito un materiale 

omogeneo isotropo elastico le cui proprietà corrispondessero a quelle della 

resina epossidica in esame. Nel blocco centrale è stata invece inserita la 

UMAT, aŶĐh’essa Đaƌatteƌizzata dalle stesse proprietà della resina epossidica 

ma, questa volta, comprensive di quelle necessarie alla corretta riproduzione 

del suo comportamento elasto-plastico. 

Il modello è stato poi meshato e sottoposto alle opportune condizioni al 

bordo. Dalla Fig. 7.2 si evince che è stato posto un incastro ad una base, 

mentre l'altra è stata messa in trazione in modo da imporre un campo di 

spostamento ben definito lungo la direzione dell'asse del parallelepipedo. 

 

 

Fig. 7.2: Condizione di vincoli del modello FEM di trazione monoassiale 
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La scelta della geometria, della disposizione dei materiali e delle condizioni al 

contorno è stata effettuata con il fine di realizzare nel tratto centrale e, in 

particolare, negli ele--menti disposti lungo l'asse del parallelepipedo, uno 

stato di deformazione tale da indurre un campo di tensione il più possibile 

monoassiale (che non risentisse cioè né dei vincoli applicati e, soprattutto, 

dell'incastro di base, né di eventuali disturbi di tipo numerico (ad esempio 

nelle zone di transizione)). 

Il modello così generato, è stato quindi provato ŵediaŶte uŶ’aŶalisi statiĐa 
non lineare e la deformata ottenuta è rappresentata nella Fig. 7.3. 

 

 

Fig. 7.3: Deformata del modello FEM di trazione monoassiale 

 

Si evince come nel tratto plastico si evidenzi il fenomeno di strizione legato 

all'insorgere delle deformazioni plastiche. Tale fenomeno è reso visibile 

mediante un ingrandimento, a fattore di scala incrementato (Fig. 7.4), di una 

delle due zone di congiunzione del materiale elastico con quello elasto-

plastico. 
 

  

Fig. 7.4: Particolare amplificato della strizione del modello FEM di trazione monoassiale 
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In Fig. 7.5 e 7.6 si riporta la risposta del modello in termini di tensioni di Von-

Mises e di tensioni lungo l'asse del parallelepipedo. 

 

 

Fig. 7.5: Andamento della tensione di Von-Mises nel modello FEM di trazione monoassiale 

 

 

 

Fig. 7.6: Andamento della tensione assiale nel modello FEM di trazione monoassiale 

 

Si nota come entrambe le tensioni tendano a mantenersi uniformi lungo 

tutto il modello a meno di due zone specifiche: l'incastro di base, in cui si ha 

un'intensificazione delle tensioni a causa dei vincoli, e le sezioni, in cui si ha 

la transizione dalla matrice elasto-plastica a quella puramente elastica a 

seguito della discontinuità del materiale. In particolare, si osserva come le 

due mappe a parità di scala, siano praticamente identiche, il che è indice di 

un effettivo stato di tensione monoassiale poichè la tensione di Von-Mises 

coincide con la tensione lungo l'asse del solido. 
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In Fig. 7.7 si mostra l’eǀoluzioŶe della plastiĐizzazioŶe Ŷel tƌatto ĐeŶtƌale del 
modello. 

 

 

Infine si riportano i risultati e il loro confronto con quelli ottenuti dallo script 

in MATLAB, in termini di componenti del tensore degli sforzi (Fig. 7.8). Si noti 

che tali valori sono quelli relativi ad uno degli elementi posti nella zona in cui 

è ragionevole supporre una condizione di trazione monoassiale. 

Fig 7.7: Evoluzione della superficie di snervamento del modello FEM di trazione monoassiale 
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        Fig. 7.8: Confronto delle componenti del tensore degli sforzi nel modello FEM di trazione monoasssiale 

con output MATLAB 

 

I risultati forniti dalla UMAT e quelli ottenuti mediante lo script MATLAB 

appaiono praticamente indistinguibili, ragion per cui è possibile asserire che 

il modello elasto-plastico implementato nel software agli elementi finiti 

descrive in maniera accettabile il comportamento desiderato per la matrice, 

quantomeno nel caso di trazione monoassiale.  

 

7.3.2 Verifica della UMAT a taglio puro 

Per la generazione del campo di deformazione di taglio puro è stato invece 

creato un modello a forma cubica di sola matrice elasto-plastica. Il modello è 

stato poi meshato in modo uniforme e sottoposto alle opportune condizioni 

al bordo. Dalla Fig. 7.9 si evince che sono stati imposti degli specifici 

scorrimenti paralleli alle facce (analogamente a quanto visto nel capitolo 5 in 

cui tale condizione è utilizzata per il calcolo delle componenti della matrice di 

rigidezza del composito omogeneizzato), al fine di riprodurre un campo di 

deformazione a taglio puro.  
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Fig. 7.9: Condizione di vincolo del modello FEM di taglio puro 

 

La scelta della geometria e delle condizioni al contorno è stata effettuata con 

il fine di realizzare nel cubo e, in particolare, negli elementi centrali, uno 

stato di deformazione tale da indurre un campo di tensioni di taglio puro. 

Il modello così generato è stato quindi provato tƌaŵite uŶ’aŶalisi statiĐa ŶoŶ 
lineare; la deformata ottenuta è mostrata in Fig. 7.10. 

 

 

Fig 7.10: Deformata del modello FEM di taglio puro 

 

I risultati ottenuti vengono di seguito riportati in termini di tensioni di Von-

Mises (Fig 7.11) e, successivamente, della tensione a taglio principale (Fig. 

7.12): 
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Fig. 7.11: Andamento della tensione di Von-Mises nel modello FEM di taglio puro 

 

 

Fig. 7.12: Andamento della tensione di taglio nel modello FEM di taglio puro 

 

Si nota come il valore della tensione di taglio sia in perfetto accordo con 

quella di Von-Mises nel caso di taglio puro. 

Infine, si osservi in Fig. 7.13 l'evoluzione della superficie di snervamento 

durante il processo di plasticizzazione del cubo. 
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A conferma del rispetto della risposta elasto-plastica a taglio puro prevista 

per il modello, si riportano i risultati in termini di componenti del tensore 

degli sforzi e il loro confronto con quelli ottenuti dallo script in MATLAB (Fig. 

7.14). Si noti che tali valori sono quelli relativi ad uno degli elementi posti 

nella zona in cui è ragionevole supporre una condizione di taglio puro. 
 

 

 
Fig. 7.14: Confronto delle componenti del tensore degli sforzi nel modello FEM di taglio puro con output MATLAB 

Fig 7.13: Evoluzione della superficie di snervamento del modello FEM di taglio puro 
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Anche per la deformazione a taglio è possibile notare come i risultati della 

UMAT e quelli dello script MATLAB siano praticamente indistinguibili, ragion 

per cui è possibile affermare che il modello elasto-plastico implementato nel 

software agli elementi finiti descrive in maniera accettabile il 

comportamento desiderato per la matrice. Tale risultato è indice della 

validità del modello di elasto-pasticità creato anche per la condizione di 

taglio puro.  

 

7.4 Conclusioni 
 

Alla luce di quanto esposto, la validità del modello elasto-plastico inserito 

nella User MATerial risulta essere confermata. E' inoltre ragionevole pensare 

che la routine sia capace di riprodurre, in maniera sufficientemente accurata, 

il comportamento elasto-plastico anche in condizioni di carico generiche. Si 

ritiene infine che questa possa essere utilizzata per simulare in modo 

realistico il comportamento di una matrice in resina epossidica contenente 

fiďƌe di ĐaƌďoŶio uŶidiƌezioŶali e, ƋuiŶdi, dell’iŶteƌo Đoŵposito. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 



108 

 

Capitolo 8 

 

Modello elasto-plastico di materiale 

composito unidirezionale in resina 

epossidica 

 

8.1 Introduzione 

 
Nel presente capitolo verrà innanzitutto trattata la realizzazione di un 

modello agli elementi finiti di un composito unidirezionale in resina 

epossidica, basato su uno analogo di letteratura preso a riferimento [8, 9].  

Si esaminerà poi la risposta del modello ad una sollecitazione di taglio 

tƌasǀeƌso. La sĐelta di tale stato di teŶsioŶe ğ assoĐiata al fatto Đhe l’iŶteƌa 
realizzazione del modello si ispira al quello di letteratura, per il quale 

risultano note le risposte a tale stato di sollecitazione. Le tensioni che si 

ottengono in output, verranno infatti sottoposte ad un processo di 

omogeneizzazione volumetrica, al fine di ottenere delle curve sforzo-

deformazione mediate e confrontabili con i risultati  di letteratura [9] del 

modello di riferimento. 

 

8.2 Scelta del modello di riferimento 
 

L’oďiettiǀo di ďase ğ Ƌuello di ƌealizzaƌe uŶ ŵodello agli eleŵeŶti fiŶiti dotato 
di una certa validità statistica nel riprodurre le curve sforzo-deformazione di 

un materiale composito in fibra unidirezionale e resina epossidica.  

La validità statistica del modello di riferimento è assicurata dal fatto che 

questo è stato generato tramite un algoritmo capace di realizzare volumetti 

elementari di materiale composito in fibra continua, con una distribuzione 

casuale delle fibre all'interno della matrice. I dati di letteratura [33, 34] 
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mostrano come tale tipo di distribuzione, una volta fissati il raggio e la 

frazione volumetrica di fibra, riesca a produrre dei risultati realistici in 

termini di rigidezze del modello.  

“fƌuttaŶdo l’algoƌitmo sopracitato, sono stati generati 5 modelli minori e un 

macromodello; ciascuno di essi è stato provato numericamente sotto varie 

condizioni di carico, al fine di evidenziare la bassa dispersione dei risultati 

ottenuti per ogni test. In Fig. 8.1 si riportano le sezioni trasversali  dei modelli 

di riferimento [9] ottenuti impostando una frazione volumetrica media del 

60% e un raggio della fibra pari  a 2.5  . 

 

 

Fig. 8.1: Modelli di letteratura 
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I modelli completi non sono che una semplice estrusione di tali sezioni lungo 

la direzione dell'asse della fibra. Questi sono stati poi sollecitati sotto diverse 

condizioni di carico tra cui quella di taglio trasverso (Fig. 8.2).  

               

 

In Fig. 8.3 vengono riportati i risultati ottenuti in letteratura [9] per tale 

condizione di carico. 

 

Fig. 8.3: Curve sforzo-deformazione per i modelli a taglio trasverso 

Risulta evidente come la dispersione delle curve sforzo-deformazione  per i 

vari modelli sia bassa, il che giustifica la volontà di prendere ad esempio uno 

Fig. 8.2: Deformazione a taglio trasverso imposta 
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dei risultati, e implementarlo per la verifica del modello elasto-plastico 

sviluppato. 

I risultati considerati per il futuro confronto con il modello elasto-plastico, 

sono quelli ottenuti per i modelli privi di elementi coesivi (curve verdi e blu). 

Verrà inoltre trascurato il tratto finale delle curve sforzo-deformazione, in cui 

si ha il drastico abbattimento delle rigidezze del composito in esame; il 

modello creato infatti, a differenza di quello di riferimento [9], non ingloberà 

alcun meccanismo di danneggiamento della matrice. 

 

8.3 Realizzazione del modello elasto-plastico per il 

materiale composito 
 

Per la realizzazione del modello elasto-plastico, si è partiti dalla scelta del 

modello di riferimento da riprodurre. Nello specifico, tra i cinque modelli 

sopra citati, è stato scelto il caso A; in Fig. 8.4 si riporta un confronto tra 

questo e quello riprodotto. 

 

 

 

 

 

 

 

 

I modelli, oltre ad avere geometria simile, sono stati realizzati in modo tale 

da presentare un numero di elementi confrontabile, così da non avere 

particolari differenze nelle risposte. Nello specifico, per ogni sezione il 

numero si elementi è quello riportato in tabella 8.1. 

 

Fig. 8.4: Confronto tra il modello di letteratura di riferimento (a sinistra) e il modello realizzato (a destra) 
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Modello CASO A Riproduzione 

Numero di elementi 19000 16000 
 

Tab. 8.1: Confronto del numero di elementi tra i due modelli 

 

Nel modello è stata riservata particolare attenzione alla modellizzazione dei 

meati più sottili tra le fibre (zone critiche per la soluzione), in cui è stato 

inserito un numero minimo di 3 elementi, al fine di poter rilevare anche 

eventuali gradienti delle grandezze di interesse in tali zone. In Fig. 8.5 si 

mostra un ingrandimento di un meato per comprendere meglio la taglia 

degli elementi utilizzati nel calcolo. 

 

 

 

 

 

 

 

Per quanto concerne i materiali, la matrice, realizzata in resina epossidica, è 

stata definita attraverso una UMAT (User MATerial) che ne riproducesse il 

comportamento elasto-plastico, la fibra di vetro invece è stata trattata come 

un materiale omogeneo isotropo elastico. In tabella 8.2 si riportano le 

proprietà di entrambi i materiali. 

 

 Fibra di Vetro Resina Epossidica 

Modulo di Young 74000 Mpa 3760 Mpa 

Modulo di Poisson 0.2 0.39 

Tensione di snervamento - 29 Mpa 

Tensione di saturazione - 122Mpa 

Esponente di incrudimento - 180 
 

Tab. 8.2: Proprietà dei materiali impiegati 

Fig. 8.5: Zoom della griglia di calcolo in un meato tra due fibre 
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8.4 Risultati del modello elasto-plastico per il 

materiale composito 
 

Definite le proprietà dei materiali e la geometria del modello, si è proceduto 

all’appliĐazioŶe dei ǀiŶĐoli ŶeĐessaƌi peƌ la ƌipƌoduzioŶe della defoƌŵazioŶe 
di taglio trasverso desiderata. Tali vincoli sono stati espressi in termini di 

campi di spostamento imposti su facce, spigoli e vertici del modello.  

L’aŶalisi effettuata sul solido ğ stata di tipo statiĐo ŶoŶ liŶeaƌe; la ƌisposta ğ 
stata osservata per un tempo sufficientemente lungo da permettere 

l’osseƌǀazioŶe dell’eǀoluzioŶe delle gƌaŶdezze di iŶteƌesse dal campo elastico 

lineare iniziale a quello elasto-plastico finale. 

In Fig. 8.6 si osserva come il solido tende a distorcersi a causa 

dell’iŵposizioŶe dei ǀiŶĐoli ;teŶeŶdo peƌò ĐoŶto del fatto Đhe Ŷell’iŵŵagiŶe 
sottostante la deformata è stata moltiplicata per un fattore di scala 20 al fine 

di renderla più evidente). 

 

 

Fig. 8.6: Deformata del composito a taglio trasverso 

 

Un risultato di particolare interesse è fornito dal confronto qualitativo tra le 

mappe della tensione di Von-Mises nel tratto puramente elastico, ad uno dei 

primi incrementi, e quelle della stessa tensione nel tratto elasto-plastico 

(consideraŶdo, iŶ Ƌuest’ultiŵo Đaso, l’iŶĐƌeŵeŶto fiŶale avvenuti prima che il 
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software agli elementi finiti desse problemi di convergenza e interrompesse 

la simulazione); tale confronto è riportato in Fig. 8.7. 

 

Dai risultati mostrati in Fig. 8.7 si nota come il fenomeno di plasticizzazione 

produca nel solido una ridistribuzione degli sforzi tra i vari elementi, al fine di 

rispettare la condizione di equilibrio. A conferma di ciò, si osserva (Fig. 8.8) 

che le varie componenti di tensione si ridistribuiscono a seguito 

dell’aǀǀeŶuta plastiĐizzazioŶe di alĐuŶi eleŵeŶti e, iŶ paƌtiĐolaƌe, tale 
ridistribuzione risulta particolarmente marcata nella tensione di taglio 

trasverso ovvero la    . Tale componente viene presa come parametro di 

confronto con il modello di riferimento, e sarà espressa in funzione della 

deformazione a taglio    , al fine di poter estrapolare la curva sforzo- 

deformazione di relativa.  

 

 

   Fig. 8.7:  CoŶfƌoŶto tƌa l’aŶdaŵeŶto delle teŶsioŶi di VoŶ Mises iŶ Đaŵpo elastiĐo ;a siŶistƌaͿ e plastiĐo ;a destƌaͿ 

Fig. 8.8: CoŶfƌoŶto tƌa l’aŶdaŵeŶto delle teŶsioŶi di taglio tƌasǀeƌsali      in campo elastico (a sinistra) e plastico (a destra) 
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Una volta appurato il raggiungimento della condizione di plasticizzazione, si è 

passati alla ǀalutazioŶe dell’eŶtità di tale fenomeno fisico; in Fig. 8.9 si 

desĐƌiǀe l’eǀoluzioŶe della supeƌfiĐie di sŶeƌǀaŵeŶto durante la simulazione.   

 

Dai risultati in Fig. 8.9 è possibile notare come, a seguito della deformazione 

di taglio trasverso, le porzioni di matrice che tendono a plasticizzare per 

prime e in modo più marcato soŶo Ƌuelle addeŶsate Ŷell’iŶtoƌŶo della 
diagoŶale iŶ tƌazioŶe. Tale ĐoŵpoƌtaŵeŶto, data l’asseŶza di uŶa 

Fig. 8.9: Evoluzione temporale della superficie di snervamento durante la plasticizzazione 
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differenziazione nel criterio di snervamento tra il caso di trazione e quello di 

compressione, è da attribuire presumibilmente al fatto che, lungo tale 

diagonale, sono posizionati meati particolarmente sottili in cui si ha  un 

fattore di intensificazione delle tensioni più elevato. La plasticizzazione in tali 

zoŶe paƌtiĐolaƌŵeŶte ͞sfoƌtuŶate͟ dà luogo ad una ridistribuzione delle 

tensioni, che provoca una rapida propagazione dei meccanismi di plasticità  

lungo la diagonale. 

 

8.5 Confronto dei risultati del modello elasto-

plastico per il materiale composito 
 

La fase finale del lavoro è stata dedicata all’estƌapolazioŶe delle Đuƌǀe sfoƌzo-

defoƌŵazioŶe ŵediate sia peƌ l’iŶteƌo Đoŵposito Đhe peƌ la sola ŵatƌiĐe. 
In particolare è stata estrapolata una sola curva di riferimento 

ƌappƌeseŶtatiǀa dell’aŶdaŵeŶto delle Đuƌǀe sfoƌzo-deformazione proposte 

Ŷell’aƌtiĐolo [9] per il modello scelto. Ottenuta tale curva, si è passati 

all’estrapolazione di quella realizzata nell’aŵďito della simulazione; in 

particolare è stato attuato, per ogni incremento temporale della 

simulazione, un processo di omogeneizzazione  volumetrica della tensione di 

interesse  ̅   attraverso la relazione: 

  ̅     ∫                     
 ∑          

   
    

Analogo processo di omogeneizzazione è stato messo in atto per la 

deformazione associata  ̅  , attraverso la relazione: 

 ̅      ∫                     
 ∑          

   
    

Eseguiti tali ĐalĐoli, le Đuƌǀe otteŶute peƌ l’iŶteƌo modello sono mostrate in 

Fig. 8.10. 
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Fig. 8.10: Confronto tra le curve sforzo-deformazione medie del modello creato e di letteratura 

 

Nel grafico sono rappresentate le curve sforzo-deformazione, relative alla 

deformazione a taglio imposta, del modello creato e di quello di letteratura, 

inoltre è stata rappresentata la curva sforzo deformazione relativa ad una 

ƌisposta puƌaŵeŶte liŶeaƌe del ŵodello. Dall’aŶalisi del gƌafiĐo si eǀiŶĐe 
come sia il modello elasto-plastico proposto (curva rossa) che quello di 

letteratura presentino la risposta elasto-plastica attesa, in quanto si 

distanziano in maniera più o meno evidente dal comportamento lineare 

preso a riferimento. Le differenze fondamentali che si evincono tra la curva 

calcolata e quella di letteratura risiedono Ŷel fatto Đhe Ƌuest’ultiŵa, nel 

tratto lineare, presenta una rigidezza più elevata, mentre in campo plastico 

mostra una non linearità più pronunciata. Quest’ultiŵa discrepanza è 

pƌesuŵiďilŵeŶte da attƌiďuiƌe all’iŶsoƌgeƌe, a seguito della Đoŵpleta 

plasticizzazione di alcuni elementi, di meccanismi di danneggiamento che 

tendono ad abbattere drasticamente e in maniera rapida la rigidezza di 

questi elementi, il che si ripercuote in termini di risposta globale in un 

abbattimento sensibile della rigidezza media del modello. Poiché il modello, 

attualmente, non prevede alcun meccanismo di danneggiamento, tale 

comportamento rimane presumibilmente non riproducibile. 

A conferma di queste considerazioni si osservi cosa accade alla sola matrice 

duƌaŶte l’appliĐazione della deformazione a taglio. Anche in questa 

circostanza, la curva sforzo-deformazione per la sola matrice [26] viene 

ottenuta attraverso il processo di omogeneizzazione prima citato, applicato 

però ai soli elementi di questa. 
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Fig. 8.11: Confronto tra le curve sforzo-deformazione della matrice nel modello creato e in quello di 

letteratura 

 

IŶ Ƌuest’ultiŵo Đaso la Đuƌǀa sfoƌzo-deformazione della matrice è stata 

confrontata sia con quella associata al comportamento lineare a taglio, che 

con i dati sperimentali del comportamento a taglio puro (Fig. 8.11). Si noti 

come le non linearità della matrice siano più marcate rispetto a quelle del 

Đoŵposito; Điò ğ oǀǀio iŶ ƋuaŶto la ŵatƌiĐe ğ l’uŶiĐa ƌespoŶsaďile delle ŶoŶ 
liŶeaƌità dell’iŶteƌo ŵodello. “i osseƌǀa iŶfiŶe Đhe l’aŶdaŵeŶto della Đuƌǀa 
sforzo-deformazione a taglio tende a riprodurre, in modo abbastanza 

aĐĐettaďile, l’eǀoluzioŶe di Ƌuella speƌiŵeŶtale peƌ uŶ test di taglio puƌo.  

 

8.6 Conclusioni 
Alla luce dei risultati ottenuti, è possibile affermare che il modello elasto-

plastico realizzato per la sola matrice è capace di riprodurre una componente 

non lineare nelle curve sforzo-deformazione del composito, che risulta 

essere in accordo con la natura dei costituenti.  

Aspetto positivo di tale modello è che il comportamento medio della matrice 

non si discosta molto da quello osservato sperimentalmente per la sola 

matrice; ciò è una prima verifica della correttezza della UMAT introdotta. 

Per quanto concerne il confronto diretto con il modello di letteratura [9], si 

nota subito che il primo limite del codice sviluppato ƌisiede Ŷell’asseŶza di uŶ 
modello di danneggiamento nella matrice che permetta di definire una 
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condizione di collasso del materiale. Un altro limite riguarda la scelta della 

superficie di snervamento che, come già accennato, non tiene conto, per 

definizione, della componente idrostatica del tensore degli sforzi. Tale limite, 

oltƌe a ŶoŶ peƌŵetteƌe uŶ’affidaďile ƌipƌoduzioŶe dei ƌisultati peƌ i ŵateƌiali 
polimerici (in cui la componente idrostatica non è trascurabile), non  

consente di estrapolare le curve sforzo-deformazione nei casi in cui le 

condizioni al bordo periodiche diano luogo ad una variazione volumetrica del 

volume di riferimento. Ciò rende inapplicabile il modello al calcolo delle 

curve sforzo-deformazione legate ai campi di deformazione estensionale; 

tuttavia esso conserva la sua applicabilità a tutti quei casi in cui i campi di 

deformazione portano a  variazioni volumetriche  intrinsecamente nulle, 

quali tutti i modelli di taglio.  
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Conclusioni e sviluppi futuri 
A ĐoŶĐlusioŶe del laǀoƌo pƌeseŶtato e iŶ seguito all’aŶalisi e 
all’iŶteƌpƌetazioŶe dei risultati delle simulazioni effettuate, è possibile trarre 

delle considerazioni finali in merito, evidenziando caratteristiche positive e 

limitazioni del modello costitutivo elasto-plastico non lineare sviluppato.  

E’ stata aŵpiaŵeŶte diŵostƌata, gƌazie al ĐoŶfƌoŶto ĐoŶ uŶa delle più Ŷote 
teorie di letteratura [6,7] per il calcolo delle costanti elastiche di un 

composito unidirezionale, la capacità del modello puramente elastico di 

riprodurre perfettamente il comportamento elastico lineare di un materiale 

composito in resina epossidica e fibre unidirezionali.  

Risulta inoltre evidente che, al fine di riprodurre nella loro totalità le curve 

sforzo-deformazione dei materiali in esame, è necessario definire un 

modello di comportamento meccanico non lineare dei costituenti; nel caso 

di proprietà dominate dalla matrice, in particolare, è sufficiente introdurre il 

comportamento elasto-plastico della sola resina epossidica.  

Il comportamento non lineare della matrice è stato descritto attraverso la 

costruzione di un modello elasto-plastico che avesse come superficie di 

snervamento quella di Von Mises e, come legge di incrudimento, una legge 

espoŶeŶziale. E’ Ŷoto Đhe la sĐelta del Đƌiterio di Von Mises non è 

particolarmente idonea alla modellazione di materiali polimerici, poiché non 

tiene conto della componente idrostatica del tensore degli sforzi, 

componente non trascurabile per tali materiali. Si prevede pertanto un 

futuro ampliamento dell’attuale ŵodello, ŵediaŶte l’iŶtƌoduzioŶe e 
l’iŵpiego di supeƌfiĐi di sŶeƌǀaŵeŶto più ĐoŶsoŶe al ŵateƌiale iŶ esaŵe, 
quali la superficie di Tschoeg. 

Realizzato e validato il suddetto modello numerico di plasticità, si è passati 

all’iŵpleŵeŶtazioŶe di una subroutine che permettesse di riprodurre tale 

ĐoŵpoƌtaŵeŶto iŶ uŶ softǁaƌe agli eleŵeŶti fiŶiti ;ABAQU“Ϳ. Dall’aŶalisi 
FEM condotta sulla sola matrice si è dimostrato come questa rispetti 

abbastanza fedelmente i dati sperimentali, almeno per quanto concerne il 

suo comportamento elasto-plastico a taglio e a compressione.  

L’iŶseƌiŵeŶto del ŵodello ŶoŶ liŶeaƌe della sola ŵatƌiĐe iŶ uŶ ŵodello FEM 
di materiale composito unidirezionale, ha permesso la generazione di un 

modello complessivo geometricamente identico ad uno di letteratura [], ma 

differente nel modello di plasticità adottato e nel meccanismo  di 
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daŶŶeggiaŵeŶto. Dal ĐoŶfƌoŶto fƌa i due ŵodelli, effettuato Ŷell’aŵďito di 
uno stato di sollecitazione di taglio puro, si è dedotto che, sebbene entrambi 

foƌŶisĐaŶo peƌ l’iŶteƌo Đoŵposito una risposta non lineare, sono comunque 

presenti delle differenze nella risposta complessiva. La causa di tale 

discrepanza è da attribuirsi alla presenza di un modello di danneggiamento 

nel caso di letteratura attualmente non implementato; infatti se si analizzano 

le curve sforzo-deformazione medie per la sola matrice nel modello 

complessivo, si ottengono dei risultati in accordo con quelli sperimentali. 

L’iŶĐeƌtezza iŶeƌeŶte la ƌagioŶe dei due diǀeƌsi ĐoŵpoƌtaŵeŶti, ha richiesto 

la pianificazione di future modifiche che permettano di inglobare un 

opportuno modello di danneggiamento. Una volta ottenuta la struttura del 

modello elasto-plastiĐo defiŶitiǀo sia peƌ la ŵatƌiĐe Đhe peƌ l’iŶteƌo 
composito, si dovrà provvedere alla validazione dello stesso su tutti i possibili 

campi di deformazione al fine di garantirne la versatilità di impiego 

necessaria. 

Nell’aŵďito degli sǀiluppi futuƌi del ŵodello di ŵateƌiale Đoŵposito, uŶ 
passo fondamentale verso la completezza dello stesso sarà inoltre la 

ŵodellizzazioŶe dell’iŶteƌfase tƌa fiďƌa e ŵatƌiĐe ŵediaŶte l’iŶtƌoduzioŶe di 
elementi.  
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