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Se presenta y se ilustra un marco de referencia de un estudio en curso para ob-
tener el titulo de Maestria en Docencia de la Matematica de la Universidad Pe-
dagbgica Nacional (Colombia); estudio sobre la conexion entre las acciones de
definir y argumentar, que puede contribuir a la practica de profesores en ejerci-
cio y en formacion. La habilidad para construir una definiciéon es un posible in-
dicio de comprension, mientras que saberla de memoria no garantiza la com-
prension del concepto (Vinner, 1991). Por ello, se ha criticado la ensefianza de
definiciones de geometria que no haga énfasis en el proceso subyacente de de-
finir, lo cual favorece la argumentacion. Segiin Kublikowski (2009), la defini-
cion y la argumentacion estan conectadas.

PROBLEMA

Las evidencias empiricas y los aportes tedricos de investigadores en educacion
matematica ponen de manifiesto la necesidad de un nuevo enfoque en el tra-
tamiento de las definiciones en geometria. No se deben presentar a partir de
enunciados previamente construidos por matematicos o autores, como apare-
cen en los libros de texto, y solo utilizarlas posteriormente para argumentar,
sino que se debe dar al estudiante la oportunidad de participar en la formula-
cion y eleccion de las propiedades que definen el objeto o la relacidon, accion
que también favorece la argumentacion. Esta necesidad genera la pregunta:
(qué caracteristicas tienen las tareas para el aula, que propician la argumenta-
cion en torno a la definicion de un concepto?

MARCO DE REFERENCIA CONCEPTUAL

Definicion

En Calvo (2001), una definicion matematica es un enunciado verbal que pre-
determina al concepto de una manera no circular —sus elementos son nociones
primitivas o definidas previamente— y consistente —sin contradicciones 16gi-
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cas. Calvo menciona dos caracteristicas de las definiciones matematicas: con-
vencionalidad y minimalidad.

La convencionalidad se refiere a que las definiciones no estan predetermina-
das sino que las selecciona el matematico, el autor de un libro de texto o el
profesor, atendiendo a dos factores principales: el tipo de caracterizacion del
concepto matematico que se requiera en un momento dado y las convenciones
en el grado de restriccion utilizado para definir un concepto matematico. Con
respecto a este segundo punto, de Villiers (1994) clasifica las definiciones en
jerarquicas y particionales. Una definicion jerarquica permite que los concep-
tos mas particulares sean subconjuntos de los mas generales, mientras que en
una definicion particional, los subconjuntos de conceptos se consideran dis-
yuntos.

La minimalidad se refiere al hecho de que una definicion no incluya informa-
cion redundante. Cuando este es el caso se habla de una definicion economica;
sin embargo, a una definicion se le puede agregar mas informacion de la nece-
saria sin que pierda el formato de definicion matematica. Por ello, Govender y
de Villiers (2002) consideran que una definicidén es incorrecta si contiene una
propiedad incorrecta o si las propiedades mencionadas son insuficientes.

Cada definicion determina un conjunto de objetos, llamado conjunto de ejem-
plos, que cumplen las condiciones dadas en la definicion. Se habla de defini-
ciones equivalentes cuando dos o mas definiciones determinan el mismo con-
junto de ejemplos (Calvo, 2001, p. 30).

Formacién de conceptos

Una de las teorias sobre la formacion de conceptos matematicos en el ambito
educativo, la desarrollé Vinner (1991), quien propone la distincion entre con-
cepto e imagen del concepto. El concepto es el objeto matematico determina-
do por una definicion formal, mientras que la imagen del concepto es algo no
verbal asociado en nuestra mente con el nombre del concepto. Vinner conside-
ra que al desarrollar las matematicas deductivamente en el aula, como ocurre
por lo regular, es posible que el profesor presente en sus clases una secuencia
de definiciones, teoremas y demostraciones que desde el punto de vista peda-
gbgico podria ser incorrecta al no tener en cuenta el proceso de adquisicion de
conceptos y de razonamiento logico. Por esta razon, Vinner pone de manifies-
to que cuando se decide como ensefiar matematicas, es necesario tener en
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cuenta no solo cdmo se espera que los estudiantes adquieran conceptos mate-
maticos sino también, y principalmente, como los estudiantes rea/mente ad-
quieren esos conceptos.

El gran reto para los profesores es favorecer la articulacion entre la definicion
del concepto y la imagen del concepto para avanzar en la construccion de ob-
jetos geométricos. ;Y como se puede favorecer esta construccion?

e Considerar propiedades relevantes e irrelevantes en las representacio-
nes juega un papel importante en la comprension del concepto, como
se evidencio en el estudio de Hershkowitz y Vinner (1982). Por ello, es
conveniente considerarlas dentro del proceso de construccion de un
concepto.

e Construir figuras representativas con diferentes instrumentos puede
apoyar la construccion de un concepto matematico formal teniendo en
cuenta que cada instrumento puede aportar diferentes aproximaciones
al concepto, contribuyendo asi con diferentes caracteristicas de este
(Chassapis, 1998). Por ello, es conveniente disefar actividades en
torno a un mismo concepto que requieran el uso de instrumentos dis-
tintos.

e Convertir la construccidon y el analisis de definiciones en una tarea
consuetudinaria del aula, tal como lo proponen Samper, Molina y
Echeverry (2011), hace posible modificar la imagen conceptual y el
espacio de ejemplos de los estudiantes. También hace posible mostrar
que las definiciones son arbitrarias y que dependen del contexto tedri-
ca en el que se construyen. Tal tarea se puede apoyar con el uso de un
software de geometria dinamica. Hacer propia la propuesta menciona-
da contribuye a responder la pregunta en cuestion.

e Construir un espacio de ejemplos que les permita a los estudiantes fa-
miliarizarse con un concepto y adoptar nuevos conceptos (Watson y
Mason, 2005). Ello ayudara a enriquecer la imagen conceptual.

De Villiers (2004, 1998) distingue dos maneras diferentes de definir los con-
ceptos: descriptiva (a posteriori) y constructiva (a priori). Definir de manera
descriptiva un concepto significa que se define después de haber conocido, por
algn tiempo, propiedades de este. En otras palabras, la imagen del concepto
estd desarrollada antes de formular una definicion del concepto. Una defini-
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cion a posteriori generalmente se hace seleccionando unas propiedades del
concepto a partir de las cuales se pueden deducir las demas. Ese subconjunto
de propiedades se convierte en la definicion, y las propiedades restantes se
derivan como teoremas.

Definir de manera constructiva (a priori) significa que cierta definicion de un
concepto se cambia a través de la exclusion, generalizacion, especializacion,
sustitucion o adicion de propiedades, construyendo un nuevo concepto en el
proceso. En este caso, la definicion del nuevo concepto precede a la posterior
exploracion de las propiedades adicionales y al desarrollo de la imagen del
concepto. Mientras que el objetivo principal de una definicidon a posteriori es
sistematizar el conocimiento existente, la funcion principal de una definicion a
priori es producir nuevo conocimiento.

Argumentacion

Un argumento se considera como una razén que se ofrece a favor o en contra
de una proposicidon u opinion (Boero, Douek y Ferrari, 2008). Leitao (2007)
considera la argumentacion como una actividad discursiva que se caracteriza
por la defensa de puntos de vista y la consideracion de perspectivas contrarias.
Para Boero, Douek y Ferrari, la argumentacioén no solo es el proceso que pro-
duce un discurso conectado de manera logica —no necesariamente deductivo—
sino también el texto producido en ese proceso. Como lo plantea Leitao, cuan-
do se presenta la necesidad de defender un punto de vista se genera un proceso
de negociacion en el cual se formulan las ideas propias y, posiblemente, se
transforman. Este proceso le confiere a la argumentacion el potencial de pro-
mover conocimiento al involucrar al sujeto que argumenta en un proceso de
revision de sus propios puntos de vista y de su conocimiento.

Segun Kublikowski (2009), la argumentacion y la definicidon estan conectadas
de diferentes formas. Algunas de ellas son: argumentacion acerca de la defini-
cion, argumentacion desde la definicion y argumentacion por definicion.

e Una argumentacion acerca de la definicion tiene como fin llegar a una
definicion, que es el punto final, la conclusion de una discusion. El
proceso argumentativo termina cuando se obtiene la definicion.

e En la argumentacion desde la definicion, una definicion es el punto
inicial de una discusion. Ocurre cuando quien argumenta construye ar-
gumentos usando definiciones bien establecidas e indiscutibles.
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e Finalmente, en la argumentacion por definicion, una definicion juega
el papel de una premisa en una estructura argumentativa. Para Kubli-
kowski, este es el uso mas fuerte de una definicion.

EJEMPLO DE CONSTRUCCION A POSTERIORI DE UNA DEFINICION

En una clase de Elementos de Geometria en la Universidad Pedagdgica Na-
cional, se construyo6 la definicidon de altura de un triangulo a partir de propues-
tas de los estudiantes. Inicialmente, los estudiantes, a partir de su imagen con-
ceptual (Vinner, 1991), representaron un tridangulo y una de sus alturas con dos
instrumentos diferentes (Chassapis, 1998): papel y lapiz, y un software de
geometria dinamica. Luego, escribieron su definicion.

A continuacion, se evidencian los argumentos acerca de la definicion (Kubli-
kowski, 2009), que tiene un grupo de estudiantes (argumentar para definir).
22. Estudiante 2: ;Qué es altura?

23. Estudiante 3:  Entonces, la altura es (comienza a escribir) es un segmento. ;Esta-
mos de acuerdo en que es un segmento?

24. Estudiante 1:  Perpendicular a... a un segmento

Después de una discusion sobre la posicion de la altura (horizontal o vertical)
siguen escribiendo:

40. Estudiante 2: La altura es el segmento...

41. Estudiante 1: Perpendicular...

42. Estudiante 3: ;Como se escribe perpendicular?

43. Estudiante 1: [...] Perpendicular a cualquier segmento paralelo (silencio). No. ;Si
me entiende?

44. Estudiante 2: ...a cualquier punto paralelo (silencio). Es que suena rarisimo.
45. Estudiante 1:  Si. ;Si me entiende?

46. Estudiante 2: A cualquier punto de referencia. Ya.

Finalmente escriben la siguiente definicidon: “La altura es el segmento perpen-
dicular a cualquier punto de referencia”.

En la segunda parte de la clase, durante el proceso de socializacion de las de-
finiciones propuestas en los grupos, se evidencian argumentos desde la defini-
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cion (Kublikowski, 2009) (definir para argumentar). Comienza asi la determi-
nacion de las propiedades relevantes para la definicion (Hershkowitz & Vin-
ner, 1982).

68.  Profesora: [...] tengo dos grupos que dicen lo siguiente (escribe las definiciones
en el tablero): La altura de un tridngulo es la medida de su base hasta el
punto comun de los dos lados adyacentes a la base.

[..]

102. Profesora: [...] Bueno. Los demas grupos me dicen que la altura es un segmento
[...] El grupo E me dice que la altura es un segmento (escribe en el
tablero y subraya la palabra segmento). Como digo todos los demas me
hablan de un segmento. Primera cosa importante: es un segmento. (Si-
gue leyendo en voz alta y escribiendo en el tablero)... que se forma a
partir de una base.

[...]

104. Profesora: [...] En el grupo B también hablan de un segmento perpendicular.

Pasa un estudiante del grupo B y muestra su construccion en Cabri. Después
de arrastrar algunos puntos, ven que este grupo defini6 altura para un tipo par-
ticular de tridngulos: los isosceles.

114. Profesora: (Es punto medio? Aja. O sea que tu definicion es: la altura es un
segmento que se forma a partir del punto medio de la base (escribe
la definicion en el tablero). Pero ademas le pusiste que fuera...

115. Estudiante 9:  Puse que fuera perpendicular.

[...]

127. Profesora: [...] Varios grupos mencionan que la altura es un segmento perpen-
dicular (escribe en el tablero) ;T hiciste segmento perpendicular?
(Pregunta a un estudiante). ;Si? Déjame ver (mira el trabajo que
hizo su grupo en la calculadora) Perfecto, pasa un minuto.

El estudiante muestra su construccion y verifica que el segmento construido
como altura si es perpendicular al otro segmento (lado del triangulo). Pero
cuando usa el arrastre para verificar si siempre se cumple esta propiedad, to-
dos los estudiantes descubren que su espacio de ejemplos era reducido (Wat-
son y Mason, 2005).

128. Profesora: LY qué pasa?
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129. Estudiante 11:  Cuando el angulo C es obtuso ya no es perpendicular a ese seg-
mento.

130. Profesora: Se desaparece ese segmento, ;no? Se desaparece el segmento.
Entonces, viene mi primera pregunta. ;Es que la altura no... en
este caso, en esta zona donde se desaparece... no es con vértice en
B sino que la tengo que hacer desde otro vértice?

Luego discuten sobre las razones por las cuales desaparece la altura cuando el
angulo es obtuso y se ve la necesidad de referirse, en la definicion, a la recta
que contiene el lado opuesto. Asi surge la siguiente definicion: “Dado un vér-
tice de un tridngulo y el lado opuesto, la altura es el segmento perpendicular a
la recta que contiene el lado opuesto con extremo en ese vértice”. Al represen-
tar lo que describe la definicion, ven que es una definicion incorrecta (Goven-
der y de Villiers, 2002) porque puede ocurrir el siguiente caso, donde el BD
cumple las condiciones pero no es altura.

B

T

Viendo que es necesario agregarle una condicion que se refiera al otro extre-
mo del segmento, la definicion queda de la siguiente manera: “Dado un vérti-
ce de un tridngulo y el lado opuesto, la altura es el segmento perpendicular a la
recta que contiene el lado opuesto con un extremo en ese vértice y el otro ex-
tremo en un punto de dicha recta”.

El proceso anterior dio lugar a la construccion a priori de una definicion eco-
némica (Calvo, 2001; de Villiers, 1998) porque se fueron anadiendo propieda-
des relevantes, producto de la argumentacion acerca de la definicion y sobre
los contragjemplos. Lo anterior es un ejemplo de una aproximacion a una de-
finicion que favorece la articulacion entre la imagen conceptual y la definicion
del concepto a través de la argumentacion.
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