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Resumen Esta investigacion desarrolla material curricularapla implementacién de algunas
cuestiones de Teoria de Juegos en la Educaciom&sta en el ambito de la Matematica
Discreta. Para ello se disefian actividades de tearfozmativo que potencien valores de
justicia, cooperacion, negociacién y convivencianderatica. Se trata de dar a conocer
algunos modelos estratégicos que se pueden caneertherramientas Utiles para la
resolucién de conflictos en la vida cotidiana Vi, desarrollar las amplias posibilidades
gue aporta esta rama de las Matematicas.

Palabras clave Teoria de Juegos, Resolucion de Problemas, Modi&izaCompetencia Matematica,
Educacién Secundaria.

Abstract We provide an overview of the research conductatiendoctoral thesis “Society, Justize
and Democracy: Mathematical Educational Proposdifected by Dr. M. Espinel
Candelaria Febles. This research aims to devetothe field of Discrete Mathematics,
curriculum material for the implementation of sealeiGame Theory problems in
Secondary School Education. To this aim, we hawigded formative activities in such a
way that students empower values of justice, cadjmer, negotiation and democralic
coexistence. Our intention is to show several sgiatmodels which can become useful
tools for the resolution of conflicts in everydafeland thus, develop the wide range of
possibilities offered by this branch of Mathematics

Keywords Game Theory, Problem Solving, Modeling, Mathemhtieracy, Secondary Education.

1. Introduccion

El principal objetivo de la investigacidon es disefiaralidar material que sirva para desarrollar
contenidos de caracter formativo, utilizando pdi@ aonceptos propios de la Teoria de Juegos en el
ambito de la Matematica Discreta. La implementadéreste tipo de contenidos permite, entre otros
logros, que las matematicas curriculares particggnna manera mas activa en la consecucién de las
Competencias Basicas que un alumno ha de adqoids ale que abandone el sistema educativo
(MEC, 2006; Consejeria de Educacion, Cultura y Depae Canarias, 2007). Ademéas de la
competencia matematica, se promueven contenidoperudten el desarrollo de las competencias de
tratamiento de la informacién y competencia digitld aprender a aprender y la de autonomia e

! Sintesis de la investigacion realizada en la T&sistoral Sociedad, Justicia y Democracia. Propuesta
Educativa desde las Matematicasalizada por Ana teresa Antequera Guerra, daigor la Dra. M. Candelaria
Espinel Febles, en la Universidad de La Laguna.
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iniciativa personal, y también de otras que noesuektar tan relacionadas con la materia, coma es |
competencia social y ciudadana.

La Teoria de Juegos como campo cientifico se odlgpaexaminar el comportamiento
estratégico de jugadores que interactan motivauwsel interés de maximizar sus beneficios
sabiendo que todos son jugadores racionales yrad&imanera similar. El térmif@egopuede llevar
a confusion, pues se asocia normalmente al enireé&smo o a juegos de salon. Sin embargo, esta
teoria, como rama de las matematicas, estudianalyodificil de formalizar mateméaticamente, como
es el comportamiento racional en situaciones ddlicton(Binmore, 1996). En otras palabras, la
Teoria de Juegos da expresion matematica a lageggars de contrincantes y ofrece técnicas para
escoger la mejor estrategia posible para resolweflictos de la vida cotidiana, siendo su principal
éxito que sirve de modelo en distintas y variadeactas, con consecuencias en el campo social,
juridico, politico, econémico y militar, entre o$ro

Dentro de la Teoria de Juegos se distingue ené@ofuno cooperativos y cooperativos. El
enfoque no cooperativo trata de estudiar el corapoento estratégico de los individuos, es decir, se
centra en los detalles del proceso y las reglasigfieen la situacidn; los compromisos acordados no
se pueden hacer cumplir. El segundo enfoque, ébslguegos cooperativos, estudia y analiza las
opciones que son accesibles a los grupos, es decicentra en los aspectos mas generales que
especifican qué puede conseguir una coalicion gier@specificar como lo consigue; es un tipo de
situacion donde los compromisos son totalmenteulamtes y se pueden hacer cumplir.

De los temas de Teoria de Juegos no cooperatieagntespecial interés la idea del Teorema
del Maximin de Von Neumann y el concepto de equdible Nash, en la resolucion de situaciones de
conflicto. Estos dos resultados son especialmegtéfisativos puesto que marcan, en cierto sentido,
el punto de partida para el desarrollo de estaaeba publicacion en 1944 del libiidheory of game
and economical behavioyifeoria de juegos y comportamiento econdéinwar parte de John von
Neumann y Oscar Morgenstern, se toma como fecligidle de esta nueva rama de las matematicas.
La idea de Von Neumann va mas alla de la teoriagiglibrio econdmico, y pretende un proceso de
formalizacion de la toma de decisiones con aplitaen el contexto industrial, militar y politicoen
las técnicas de gestion y administracion, con Blgs implicaciones de esta teoria abarcan un ampli
marco socio-econdmico. El concepto de equilibrisadmllado por John Nash, supuso que se le
concediera el premio Nobel de Economia en 1999padido con otros investigadores en Teoria de
Juegos, John C. Harsonayi y Reinhart Selten.

Uno de los paradigmas mas conocidos en juegos oypecativos es el Dilema del Prisionero.
En este dilema, si los jugadores optan por susregegstrategias individuales, el resultado losallav
una solucién en equilibrio que es peor que la quedsen conseguido al colaborar entre ellos. Este
dilema ha sido extensamente tratado por numerosestigadores desde la época de la Guerra Fria,
con el enfrentamiento de las dos superpotenciata lmactualidad, en la que su aplicacion a ldesre
sociales ha permitido constatar que los jugadomfsaudadores tienden a quedarse aislados.
(Poundstone, 1995).

Entre los temas que se abordan desde los jueg@erativos destaca la idea de indices de
poder para el estudio y disefio de sistemas desameeion justos. La importancia de la distribucion
del poder de decision a través de estos indicgsusde constatar al estudiar la composicion de
distintos foros internacionales. Es el caso deldBoMonetario Internacional o el Consejo de
Seguridad de la ONU y la relevancia que tieneméises miembros con derecho a veto en este Gltimo
organismo (Espinel, 1999), o el Consejo EuropedMitgstros, con la redistribucion del poder a
consecuencia de las sucesivas ampliaciones deifm Buropea. Una descripcién asequible de los
indices de poder se puede encontrar en Taylor J188&ntras que con caracter divulgativo se puede
encontrar en Bilbao (2004).
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Otros temas propios de juegos cooperativos sorpioblemas de Bancarrota, que surgen
cuando hay escasez de recursos en el reparto mesbigste tipo de problemas han tomado especial
vigencia a causa de la actual crisis economica gy isavitables consecuencias. Se intenta dar
respuestas a diferentes maneras de realizar etagpaporcional (Espinel, 2007). Dentro de este
campo de estudio de la Teoria de Juegos, el matenm@bbert J. Aumann (Aumann y Maschler,
1985) fue galardonado con el Nobel de Economia0&%,2por haber ampliado la comprension de
conflicto y cooperacion en esta teoria, premio@praparte con el economista Thomas Schelling.

Desde principios de los noventa, se viene haciaotlr que los contenidos relacionados con la
Matemética Discreta pueden ofrecer una oportunitiadevitalizar la matematica escolar (Rivera-
Marrero, 2007). El acento en los algoritmos disettilizados en los ordenadores ha dado lugar a un
traslado de énfasis de la Matematica actual hachMdteméatica Discreta. Esta traslacion del foco de
investigacion en las Matematicas, asi como el helgthgue algunas cuestiones de la Matemética
Discreta y, en concreto, de la Teoria de Juegas) seficientemente elementales como para poder
formar parte con éxito de un programa inicial detevfgticas, han traido como consecuencias
diferentes intentos por introducir elementos de estha en la ensefianza no universitaria.

En particular, algunos contenidos de Teoria deaBipgoporcionan un marco apropiado para
llevar al aula situaciones reales y de actualidaglp estudio implica el uso de diversos y variados
conceptos matematicos presentes en el curricuBedendaria, como son el diagrama de arbol, el uso
de tablas y matrices, la resolucion de problemishyisqueda de estrategias Optimas. Al tiempo que
se incorporan contenidos que fomentan el desardw®lda capacidad critica, del razonamiento, la
resolucion de conflictos mediante la cooperaci@rgdpacidad de argumentar, de aprender a negociar
y de saber ponerse en el lugar del otro.

La investigacion recogida en la tesis doctoral rmaeta descripcion y resultados de la
experiencia para la implementacion de algunos @iosede Teoria de Juegos en el curriculo de
Mateméaticas de Secundaria, especialmente para eturda Ciencias Sociales. Los principales
contenidos matematicos que se necesitan, presentesl curriculo de secundaria, son: tablas,
matrices, reparto proporcional, fracciones, combiti@, media aritmética y representaciones en arbol
El propdsito a largo plazo es que, a través detnadtdisefiado, se potencie en los estudianteseslo
de justicia, predisposicion a la cooperacién y o@ncia democrética.

En este articulo, resumen de la teSaxiedad, Justicia y Democracia. Propuesta Eduaativ
desde las Matematicasse presenta primero un esquema del marco tedritizado en la
investigacion, al que le siguen los objetivos yeshozo de la metodologia empleada que incluye una
descripcion somera de las diez actividades llevatasla y que dan lugar a las distintas expergnci
En la descripcion de cada una de las experieneiascdge una pequefia presentacion y ademas, a
modo de ejemplo, se detalla una de ellas, quesgmrele al concepto de indices de poder. Se finaliza
con algunas conclusiones del trabajo realizado.

2. Marco Conceptual

El estudio plantea una adaptacion curricular deredg contenidos propios de la Teoria de
Juegos, rama de las matematicas que por sus apfieacse encuentra mas cerca de las ciencias
econdmicas y de las ciencias sociales, y se teatadagar su implementacién en la etapa educagiva d
Secundaria. Para esta investigacion se tiene emacwarias componentes procedentes de distintos
marcos tedricos y, por ello, se recurre al maraweptual como marco de investigacion. Se realiza
una transposicion didactica en la que, partiendootkeeptos tedricos de Teoria de Juegos, se realiza
una modificacion del conocimiento para hacer mad fa ensefianza de los mismos a alumnos de
educacion secundaria. Se siguen pautas de la MatanRealista puesto que se parte de problemas
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contextualizados en el entorno y, también, porqueienen presentes en el disefio de las fases o
trayectorias seguidas al planificar y mejorar lapoiesta curricular, lo que conecta con las
investigaciones realizadas principalmente desdeséituto Freudhental (Gravemeijer, 2004). Para la
experimentacion en el aula de estos contenidosqzrde Teoria de Juegos, se plantean actividades de
resolucion de problemas, ya que este bloque deulvgulos actuales de mateméticas es el que mejor
admite el desarrollo de las mismas y que, adengsceptado y acogido por el profesorado de
secundaria.

La idea de ser competente en matematicas que @dpl8A (Programme for International
Student Assessment) se adapta a esta investigaciGmuchos sentidos. Las siete competencias
matematicas especificas de PISA no son ajenasaatigiglades y los seis niveles de evaluacion girve
de orientacion para evaluar muchas de las pregdethss actividades disefiadas en esta investigacion
Para la ensefianza se sigue un proceso de moda@tizzdéntado en el disefio de la mayoria de las
actividades. En esta adaptacion curricular inteemieconceptos de Matematica Discreta, resaltando
siempre la parte aplicada del contenido que seduate.

En resumen en esta memoria se utilizan cinco coeresn, tanto en el disefio como en el
andlisis de la investigacion: Resolucion de ProbkmModelizacion Matemética, Competencia
Matematica, Matematica Realista y Matematica Dtsc(Eigura 1), que se describen brevemente a
continuacion.

Conceptua

|, J

Figura 1. Marco conceptual

2.1. Resolucion de Problemas

La ensefianza a través de la resolucion de probleanagio uno de los métodos mas utilizados
para poner en practica el principio general detagizaje activo. Con ello se persigue, en lo pesibl
trasmitir de una manera sistematica los procesopatsamiento eficaces en la resolucion de
verdaderos problemas.

La resolucion de problemas se puede entender conuesafio, siendo uno de los principales
objetivos, el disefio de buenas tareas, en el sedéidjue sean originales, no rutinarias y nueves pa
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los estudiantes. También se entiende la resolwddproblemas como una herramienta para pensar
matematicamente. Ello supone formar individuos capacidad autonoma para pensar, siendo criticos
y reflexivos con las soluciones (Schoenfeld, 19825 alumnos deben comprender e interpretar la
informacién disponible y reconocer los elementopdrtantes que representan y conectan con las
situaciones del mundo real (Doorman, Drijvers, [kk/an den Heuvel-Panhuizen, De Lange y
Wijers, 2007).

La importancia de la resolucion de problemas seeflejada en su inclusion en los curriculos
oficiales desde la década de los noventa y, masntemente, en la serie de actividades que
conforman las pruebas de PISA de la Organizaciéa lgaCooperaciéon y el Desarrollo Econémico
(OCDE). Siguiendo la pauta que distingue variaegam la resolucion de problemas (Polya, 1945),
los responsables del estudio PISA en matematicabidéa caracterizan la actividad de hacer
matematicas mediante cinco fases:

e Comenzar con un problema situado en la realidad.

¢ Organizarlo de acuerdo con conceptos matematicos.

« Despegarse progresivamente de la realidad megamtesos tales como hacer suposiciones
sobre los datos del problema, generalizar y fozaali

* Resolver el problema.

» Proporcionar sentido a la solucién, en términogduacion inicial.

La evaluacion en PISA se centra en cdmo los estiedigpueden utilizar lo que han aprendido
en situaciones usuales de la vida cotidiana y t® e&d conocer qué contenidos del curriculo han
aprendido. Se apuesta por entender las matemétoas un conjunto de procesos que proporcionan
respuesta a problemas, lo que implica que las ndditeas escolares deben priorizar las tareas de
encontrar, sobre las de probar.

2.2. Modelizacion Matematica

intimamente relacionada con la resolucion de proate estad la modelizacion matematica,
considerada como un medio para conectar la resolutg problemas al mundo real. Trabajar en clase
situaciones de la vida real es la tendencia u igbjele los modelos y la modelizacidén para aprender
tanto matematicas como resolucion de problemas.

El estudiante debe conocer el mundo que le rodesrgy ello se puede aprovechar el potencial
que tienen los problemas del entorno para constaitocimientos matematicos y modelizar
situaciones. La idea subyacente es la de usar lelipacion para resolver problemas reales,
implicando a los estudiantes en sélo algunas ddakes de las tareas de modelizacion (Stillman,
Brown, Galbraith y Edwards, 2007) (Figura 2). Lasefs del proceso de modelizacion son un factor
que se ha tenido en cuenta para la redaccion declagdades de esta investigacion y a la hora de
realizar las experiencias de aula. Las adaptacidaestas fases se pueden convertir en estratigias
aprendizaje de conceptos matematicos, propiciamdudgracion de la matematica con otras areas de
conocimiento, el interés de la matematica de caaaplicabilidad, la creatividad en la formulacion
resolucion de problemas. Ademas, el conocimiento edgquema de la Figura 2 por parte del
profesorado cuando trabaja con modelos, le peidetdificar las actividades especificas en lasajue
alumno necesita ser competente y, asi, aplicarosocamiento matematico y tecnoldgico en la
resolucion exitosa de problemas. De esta formaprefesor puede identificar y prever posibles
bloqueos e incorporar esta informacién a su practicla ensefianza.
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A. Situacion 1 B. Enunciado 2 C. Modelo 3 D. Solucion
—_— — L e
del mundo real del problema matematico matematica

h ——
problematica del mundo rea|

4
7
6 F.Revisar el 5 E. Significado de
G. Informe<—— modelo 0 aceptar®——la solucion en el
la solucion > mundo real

Entender, estructurar, simplificar e interpretaca@itexto.

Suponer, formular, matematizar.

Trabajar matematicamente.

Interpretar los resultados matematicos.

Comparar, criticar y validar.

Comunicar y justificar (si el modelo es satisfaictpr

Revisar el proceso de modelizacion (si el modelessatisfactorio).

REROIE 0 I

Figura 2. Fases del proceso de modelizacion

2.3. Competencia Matematica

Durante los ultimos afios, se ha introducido emie@anza en general y en las mateméticas en
particular, el desarrollo de competencias, lo gaehécho necesario concentrarse en introducir una
forma de ensefiar matematicas que vaya mas all& dglicacion de los procedimientos para
responder a ejercicios estandar (Niss, 2004). SQiesea formar individuos capaces de resolver los
problemas y retos de su vida privada o profesidaaducacion que se les imparta desde las escuelas
debe seguir una metodologia flexible que permitati@duccién del pensamiento critico, desde el
trabajo con tareas abiertas a diferentes intempostas y soluciones. Se hace necesario utilizar
estrategias flexibles y desarrollar habilidadesedelucion de problemas para hacer frente a lantege
cantidad de informacion que llega a través de nsezhida vez mas variados (OCDE, 2006).

Desde distintos estamentos internacionales se tidos@romoviendo esta nueva vision en la
educacién y que se ha visto reflejada en los exstuglie realiza la OCDE sobre el aprovechamiento de
los estudiantes en matematicas, caso de los posyedstudios de PISA 2003 y PISA 2007.

En los estudios PISA se entiende por competenciemadica la capacidad individual para
identificar y comprender el papel que desempefsmiatematicas en el mundo, emitir juicios bien
fundados, utilizar las matematicas y comprometeeseellas, y satisfacer las necesidades de la vida
personal como ciudadano constructivo, compromeyideflexivo. En definitiva, se desea que los
alumnos, cuando terminen la etapa de educaciégabbiia, sean competentes mateméaticamente, es
decir, sean capaces de pensar matematicamenteldoyresolver problemas matematicos, construir
y utilizar modelos matematicos, razonar matematicds) representar entes matematicos, manejar
simbolos y férmulas matematicas, comunicarse enycobre matematicas, y, por ultimo, hacer uso
de herramientas y recursos (Niss, 2004).
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2.4. Matematica Realista

Las situaciones tomadas del mundo real han sidorigen y el punto de partida para el
desarrollo de los conceptos matematicos que setwmamnovido desde el Instituto Freudhental de la
Universidad de Utrecht, en Holanda, y que igualmenteresan en esta investigacion. El punto de
partida para la educacion matematica es que loeridos matematicos puedan conectarse con el
mundo real. De acuerdo con esto, los contenidoglbagstar organizados de forma que su estructura
manifieste los principios de la educacion realifiato remite a los dos principios basicos de la
Educacion Matematica Realista (Doorman et al., 2007

+ La matematica debe ser vista como una actividacaham
+ La matematica debe estar conectada con el munto rea

La matematica desde un enfoque realista es unépoaeinventado”, en el que las actividades
principales son construir, reflexionar, anticipameegrar. Este punto de vista sobre el proceso de
aprendizaje indica que se debe ayudar a los alumdas significado a las matematicas.

2.5. Matematica Discreta

Distintos investigadores en Educacion Matematicesicieran la Matematica Discreta como una
oportunidad para revitalizar la matematica en lauels. La perciben como una posibilidad para la
innovacién y una oportunidad para descubrir probeno rutinarios. Se alude a cdmo la Matematica
Discreta se utiliza para resolver problemas préstic proporcionar amplias oportunidades para que
los estudiantes investiguen problemas de la vidadiana. Por otro lado, esta rama puede
proporcionar un nuevo punto de partida en la rétaalumno — profesor, permitiendo a los estudiantes
plantear un amplio rango de oportunidades paraddoes de investigacion y descubrimiento en
matematicas, fuera de cualquier actividad rutinddeBellis y Rosenstein, 200&ldin, 2004).

La integracion de la Matemética Discreta en losiculos de secundaria podria traer consigo el
alcanzar metas muy importantes, primero porqueasi& dina imagen de las matematicas como un
area dinamica e interesante pero, también, poregumitiria a los profesores el desarrollar estrategi
innovadoras y a los alumnos el tomar contacto comenidos matematicos no estandarizados,
pudiendo asi resolver problemas del mundo reakfBiarrero, 2007).

La implementacion de actividades de Matematica rBiacen ambientes cotidianos da la
oportunidad al alumno para ser constructivo y réfte Distintos investigadores reconocen la
necesidad de disefiar material curricular a pasdircdntenidos propios de la Matematica Discreta
(Rosenstein Franzblau y Robert, 1997). Los probded® Matematica Discreta recogen un amplio
rango de aplicaciones, siendo de especial intetprioblemas de votacion, reparto y asignacion, y
distintas estrategias de optimizacién (Malaesp2@®7). En el caso de la Teoria de Juegos, son de
especial interés actualmente, los temas de tonteasiones, repartos justos y eleccion social, como
los que aparecen en el lidtas mateméticas en la vida cotidia(@OMAP, 1999), que es un proyecto
que muestra las conexiones de la mateméatica ceodigdad, y cuya publicacion y contenido se
renueva de forma periddica.

3. Objetivos

El proposito fundamental de esta investigacion isteien desarrollar contenidos de caracter
formativo que potencien valores de justicia, coap@n, negociacion,..., fomentando que los
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alumnos perciban la cooperacion como solucion aflicto, al tiempo que se favorece el desarrollo
curricular por competencias.

En este sentido, los objetivos generales que sggpen son los siguientes:

1. Disefiar un material curricular empleando conceptopios de la Teoria de Juegos y que
tiene como fines:

a. Fomentar la interdisciplinariedad, observando céfenguaje matematico resulta
necesario para aclarar la dependencia existere distintas areas.

b. Incentivar el cardcter utilitario de las matem&jcaomo herramienta para la
resolucion de problemas sociales.

c. Establecer habilidades basadas en el didlogo gdpecacion para la resoluciéon de
conflictos, de manera que los alumnos adquieraresly principios propios de las
sociedades democraticas.

d. Reforzar contenidos caracteristicos de las mateasatiitiles en ciencias sociales,
como son el uso de representaciones en &rbol,aldlast y las matrices, la
resolucion de problemas y la busqueda de estrategia

e. Aportar un sistema de herramientas propias de taidele Juegos, que permita
desarrollar el pensamiento estratégico y la tonsésibees.

f. Adquirir la capacidad de ponerse en el lugar del eh situaciones de conflicto, de
manera que se tengan referencias de todos losspimtasta.

2. Observar el comportamiento y rendimiento de losmals en la resolucién de las
actividades propuestas en el material disefiadograglo de comprensién de los nuevos
contenidos.

3. Evaluar el material curricular a través de losasiy dificultades que se observen en las
producciones de los alumnos, para adaptar y mejarao material.

4. Metodologia

Esta investigacion centra su interés en las apones que pudieran hacer los alumnos de la
educacion secundaria, tanto obligatoria como ptigadbria, sobre nuevos contenidos relacionados
con la Teoria de Juegos en el &mbito de la Mateen#tiscreta, distintos de los tradicionales, pero
sobre la base de una herramienta conocida y peeserdl curriculo actual.

Participan alumnos de Educacién Secundaria Obligatde Bachillerato y del grupo de
alumnos de Secundaria del programa ESTALMAT (pnograle deteccidon y estimulacion precoz del
talento matematico) que denominaremos Grupo denitedes de Tenerife. Las edades de los alumnos
estan comprendidas entre los 13 y los 18 afiosalumsnos talentosos son estudiantes con aptitudes
especiales para las matematicas que reciben ref@rzZformacion matematica fuera del horario
escolar (Hernandez y Sanchez, 2008; Reyes-Sanyafaley, 2009).

No se realiza ninguna seleccion previa de los abemgue toman parte en las distintas
experiencias y tampoco se les da ningun tipo deuicon previa sobre los contenidos que se iban a
desarrollar en las actividades, salvo la que y&tam del desarrollo normalizado de las clases en
secundaria.

Participan en la experiencia ocho profesores y @bmnos procedentes de siete centros de
educacion secundaria de la Comunidad Autonoma der@a. Para la eleccion de los niveles que
participan en estas experiencias, se intenta ddenpncia a los alumnos pertenecientes al segundo
ciclo de la ESO (3° y 4°) y al primer afio del bletsdto, puesto que en niveles los alumnos presenta
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la madurez en el desarrollo de las capacidadesnmétites necesaria para afrontar con éxito la
resolucion de las actividades presentadas. Aursagian obtenido resultados interesantes cuando se
ha podido comparar niveles.

4.1. Instrumentos para la recogida de informacion

La base sobre la que se desarrolla esta invesiigags la elaboracion de un dossier de
actividades sobre contenidos propios de la Mateam®iscreta y la Teoria de Juegos. Este dossier,
denominadoMatematicas para el desarrollo del pensamiento aégico y de cooperacion en
alumnos de Secundariaonsta de diez actividades a las que se pueddeargctal como se les presentd
a los alumnos, a través de enlaces web en la FayuEhdossier de actividades, como apoyo para los
profesores de los distintos centros que particgrafa experiencia, lleva una introduccion a modo de
justificacion y las soluciones a las cuestionekdactividades.

Dossier de
Actividades
| |
| | |
Cuestionario W g Juego_s
Cooperativos Cooperativos
|— Actividad 1 — Actividad : — Actividad ¢
— Actividad & — Actividad ¢
— Actividad 4 — Actividad 1(
— Actividad &
— Actividad €
— Actividad 7 Solucione

Figura 3. Estructura del dossier de actividades con enlaeés

El arbol que constituye la Figura 3 consta de tr@dos principales que representan los tres
bloques en los que se divide el dossier de actieislaEl primero es un cuestionario previo sobre el
uso y aplicacién de tablas de doble entrada y dimgs de arbol como herramientas de la Mateméatica
Discreta, mientras que en los otros dos se muestsamloques de actividades sobre juegos no
cooperativos y juegos cooperativos.

El dossier comienza con el cuestionario previoef@akdo, que se recoge como Actividad 1.
Esta actividad esta formada por cinco tareas guesida adaptadas de las empleadas en la evaluacién
de PISA 2003, con alguna ampliacion y modificadi@acuerdo al interés de la investigacion. Con
estas tareas se pretende evaluar la capacidad deifonos para trabajar con dos de las herramientas
de mas utilidad en Matemética Discreta como sotalalas de doble entrada y los diagramas de arbol.
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En el siguiente nodo del arbol de la Figura 3, ttuido por las actividades 2, 3,4, 5, 6y 7 del
dossier, se presentan distintos contextos en lessquadaptan preguntas de la teoria de juegos no
cooperativos, como son las representaciones degumyforma de matriz de pago y arbol de decisién,
o los métodos de resolucién, como el estudio deategias y el calculo de valores maximin y
minimax.

El dltimo nodo del &rbol de la Figura 3 esta form@dr las actividades dedicadas a presentar
ideas propias de la teoria de juegos cooperatiigts. Gltimas tres actividades (actividades 8, 9y 1
introducen situaciones en las que se desarrollaoepbos como los sistemas de votacion ponderada,
los indices de poder y los problemas de bancarrota.

Estas diez actividades, agrupadas como se obseria Fgura 3, conforman la herramienta
fundamental para la recogida de datos necesagatarinvestigacion. Las producciones escritasgle lo
alumnos cuando resuelven las distintas actividantesstituyen la fuente de informacién principal de
la que se ha obtenido los informes necesarios @laemdlisis posterior de cada una de ellas. Se
presentaron a los alumnos como parte complememtatgformacion académica. Y es por eso que, en
la mayoria de las experiencias, los alumnos séleeti una sesion de clase para acometer y resolver
los problemas que se les presenta.

4.2. Andlisis de Datos

Para estudiar las producciones de los alumnog;ipalmente, se realiza un andlisis cuantitativo
de las respuestas de los mismos dadas en cad& lesa @liestiones de las distintas tareas, conoobjet
de medir el grado de éxito alcanzado. Esta cueatiibn no se hace siempre de manera dicotémica
(bien o mal), sino que se trata de graduar la ee#du las aportaciones de los alumnos matizando los
distintos grados de consecucion del objeto propuésit bien es cierto que no siempre se pueden
utilizar los mismos criterios de graduacion en flda actividades.

El andlisis de las respuestas escritas y justifioces de los alumnos permite la deteccion de
errores en la comprensién de los enunciados, emjdaucion de procedimientos y en los
razonamientos de las respuestas dadas. Muchogateegsores tienen su origen en la adquisicion
deficiente de conceptos y procedimientos basicoma&tematicas. Este andlisis cualitativo realizado
sobre las respuestas escritas dadas por los aluman@srmitido hacer hincapié, no sdélo en el cuanto,
sino en cdmo han contestado los alumnos a lasicoest

Por ultimo, se destaca por significativamente mligfi el analisis utilizado en la primera
actividad del dossier y cuya metodologia y resolade encuentran publicados en Antequera y
Espinel (2009b; 2011b). Esta actividad, al serwestionario previo a las otras experiencias, ptasen
un nimero de participantes mas elevado que el destas actividades, lo que permite un analisis de
los muchos items respuesta mas exhaustivo. Esestitasifica y ordena los items relacionados con el
uso de tablas segun la dificultad. Para ello, prinse estudia la analogia 0 semejanza que presentan
mediante un analisis de conglomerados, y luego anealiel modelo de Rasch (Callingham y Bond,
2006) se observa la resistencia o dificultad de cam de los items en comparacion con los niveles d
estos mismos en PISA.

4.3. Trayectoria de la experiencia

Cuando se decide la elaboracion del dossier deigadies con objeto de disefiar un material
novedoso sobre contenidos propios de Teoria deogugge utilice herramientas propias de la
Matematica Discreta, se piensa en una situaciéactich basada en un experimento que pase por
distintas fasesdisefio preliminar experimento de ensefiangaanalisis retrospectivdGravemeijer,

110 Vol. 79 + marzo de 2012 NUMERQOS



Propuesta Educativa para ensefiar nociones de Teordiz Juegos en Educacion Secundaria
A. T. Antequera Guerra

2004). Se ha de tener en cuenta que la trayectopatética para el aprendizaje se adapta
gradualmente y de manera ciclica: se corrige, fagarebasandose en la informacion recibida de los
estudiantes y se evalGa su comprension en ese rt@neen cada una de las actividades. El objetivo
de esta situacion es doble: por una parte la iebeién razonada en las situaciones didacticasyy po
otra parte, producir un conocimiento sobre la foamda que se construyen y comunican estos nuevos
conceptos de matematicas en los alumnos de sec@ndar

Como consecuencia de este proceso, se disefiasa relvimaterial didactico elaborado y se
llevan a cabo varios cambios en la mayoria dedagidades. Una de las primeras razones por la que
se introducen cambios fue la necesidad de simgliflos enunciados, reduciendo los conceptos
tedricos abstractos a los estrictamente necesandanteando los problemas descritos dentro de un
proceso guiado de resolucion. La primera experiagéih muestra, como una de las consecuencias
mas significativas, que los alumnos no son capdeedrontar tareas excesivamente abiertas.

La otra razén que lleva a la modificacion de lasvatades esta en la escasez de tiempo para
realizarlas de manera efectiva. Por un lado, lapias actividades, en sus primeras versiones, son
demasiado extensas para que los alumnos pueddwer&sd en un periodo de tiempo que no les
resulte especialmente largo. Y por otro lado, amala necesidad de adecuar la ejecucion de la
experiencia con el horario escolar de cualquiettroeriPor eso, se reducen las actividades hasta
adecuarlas a un periodo de una hora y, en algusmsscse les da la oportunidad a los alumnos de
seguir trabajando en sus casas y recoger lasdad®$ en la siguiente sesion.

5. Experiencias

A continuacion se resumen las experiencias reaizawtn las actividades que conforman el
dossier que se describe en la Figura 3. Cada uedadetiene un titulo doble, que primero alude al
objetivo de la actividad, y luego hace referentieocatexto utilizado en el enunciado de la actidida
Para detallar la experiencia realizada con cadaidad, se recoge la metodologia seguida y los
resultados obtenidos en ella, asi como las refexedonde han sido publicados.

5.1. Actividad 1. Razonamiento estratégico

La Actividad 1 esta constituida por cuatro taredapsadas del programa PISA 2003 y se
considera como una prueba previa al resto de exymasis de aula para conocer el dominio que poseen
los estudiantes sobre el uso y aplicacion de laagaarboles y otros conocimientos de propiosade |
Matemética Discreta.

Participaron en la experiencia de esta actividadl@@inos de de tercero y cuarto de secundaria
obligatoria que tienen entre 15 y 16 afios, losesuadsuelven las cuatro tareas durante cuatrangssio
de clase ordinaria en el curso escolar 2008-09e&8&an dos analisis basados en la experiencia con
esta Actividad 1. El primero andlisis se dedica @dpacidad que los alumnos poseen en el uso y
manejo de tablas. Los resultados obtenidos conoelelo de Rasch como instrumento evaluador,
publicados en Antequera y Espinel (2009b), permatsptar la idoneidad de las tareas en relacion a
los objetivos generales de la investigacion, asiacobservar que los alumnos superan al menos la
puntuacion media y, por tanto, estdn capacitados r@alizar las nuevas actividades en las que se
utilicen tablas de doble entrada. El segundo estumiblicado en Espinel y Antequera (2008) y en
Antequera y Espinel (2011b), se centra en una sidd@easEl Mejor Coche que conforman la
Actividad 1 y que se toma de las actividades deARIS03, donde figura con este mismo titulo. Se
desea observar la diferencia y dificultad entreitesis que conforman la actividad, destacando como
item mas dificil el que consistente en asignhar pesana funcion lineal para alcanzar un objetivo
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concreto. Ademas, se comparan los resultados dbtemion los de PISA, tanto para Espafia como
para la media de la OCDE, observandose, de maeamal, los mismos resultados y dificultades.

5.2. Actividad 2. Buscar el equilibrio. Una guerrade comidas

La Actividad 2,Busca el equilibriptrabaja un contexto de competencia entre doauesites
que plantean diferentes ofertas en sus menus paex a la clientela. El estudio de las estrategiges
tienen los dos empresarios en esta situacion)dea siempre a unas elecciones de las que no les
conviene desviarse, es decir, a una solucion eifilgu En Una guerra de comidase presenta una
situacion de conflicto puro entre dos jugadores,dmpresarios, en la que los beneficios de uno se
corresponden con las pérdidas del otro, es detijuego bipersonal de suma nula con solucién en
equilibrio. La actividad trabaja con la informaciéecogida en tablas de doble entrada, matrices de
pago, donde los alumnos tienen que seguir primerpamsamiento secuencial en busca de la mejor
respuesta para ambos jugadores. Para luego, smwar la matriz de las diferencias de pagos las
estrategias maximin y minimax, y encontrar la sdlucen equilibrio del juego. En resumen, la
actividad muestra una situacién de conflicto purdaeque se aplica el Teorema del Maximin con el
objeto de buscar la solucién en equilibrio de juego

Los resultados alcanzados con esta experienciacgraen Antequera y Espinel (2003a) y en la
Tesina defendida en 2003 (Antequera, 2003). Senabgee muchos alumnos tienen dificultades para
leer en una matriz o tabla de doble entrada.

5.3. Actividad 3. Jugar a engafiar. Juegos cotidiaso

La Actividad 3,Jugar a engafaresta constituida por cuatro tareas cortas y ptasiuaciones
basadas eduegos cotidianggomo son: Pares y nones, Piedra, papel y tijgrguego de contienda y
Hacer parejas con monedas. Estos cuatro juegcserntam como principal estrategia para ganar, el
intentar ocultar la propia estrategia al contrineary asi intentar sorprenderle. Se utiliza como
principal herramienta para representar los juelgsstablas de doble entrada o matrices de pago. Se
representan conflictos puros entre dos jugadouegos bipersonales de suma nula, y que no tienen
necesariamente por qué tener solucién en equilitfartiendo del enunciado de las tareas, los
alumnos han de construir las correspondientes ¢eatde pago e intentar encontrar la mejor esteategi
para cada jugador. No todas las tareas presentaniamo grado de concrecién. En resumen, la
relacién entre los juegos de mesa y los juegosmddieos es la idea de esta Actividad 3. Se plantea,
partiendo de las matrices de pago de algunos jusgyoxcidos, la idea de estrategia mixta y se trata,
como es normal en los juegos de mesa, de ganaiam@mal contrario, de ahi el titulo de la misma.

Esta actividad se experimenta con un total de d@@bs en la investigacion realizada para la
Tesis, aunque también se trabaja en la Tesina ¢Aeta, 2003), y los resultados muestran que los
alumnos no presentan grandes dificultades paraj#matzon las matrices, posiblemente por ser
matrices 2x2. Parece que no tienen problemas endseestrategias de las situaciones que se les
presenta. Algunos resultados se muestran al migmpo que se analiza la Actividad 7, puesto que se
trabaja con los mismos cuatro juegos de mesa. Enassividad se trata la construccidn de las
matrices de pago de cuatro juegos, mientras qua Antividad 7, se trabajan construyendo el arbol
de estrategia de cada uno de los juegos.

5.4. Actividad 4. Cooperar siempre. El dilema del gisionero

El eje conductor de la Actividad 4Cooperar siemprees una de las situaciones mas
paradigmaticas dentro de la Teoria de Juegdsilesha del PrisioneroLa sencillez de enunciado de
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este dilema permite realizar adaptaciones de eardéctulgativo e intentar adaptarlo a niveles de
educacion secundaria, como es el caso de la ptopeesgida en
http://www.iescarrus.com/edumat/taller/dilema/diéehim

Las situaciones descritas en la actividadpperar siemprepresentan la caracteristica de que la
eleccidn de las mejores estrategias de una masteicdamente racional y egoista, llevan a unadibna
en equilibrio que es insatisfactoria si se compara otras posibles. Mientras que optar por una
actuacion altruista (cooperativa) por parte de anjbgadores, lleva a un mejor resultado, pero en un
equilibrio inestable. Se quiere que los alumnostrapan las matrices de pago asociadas a dos tareas
analicen las mejores opciones para los jugadosesdda que se pretende trasmitir es la de quesen la
decisiones que se toman en la vida se obtienemnresajesultados si se coopera, incluso con el ememig

La actividad se experimentd y desarroll6 en la fegiAntequera, 2003) y a partir de estos
resultados se realizan algunos cambios, como &zual enunciado o reducir su tamaiio, a la vez que
se mejora la redaccidén. Si bien el tiempo tranguitia permitido observar que hay suficiente malteri
en la red para experimentar con el paradigma detriai del Prisionero, y por ello se ha preparado una
WebQuest (Antequera, 2010, disponible en http:/ogajuan23.com/mates.html), y se encuentra en
fase de experimentacion, ya que recientemente caldeado en la red para su libre uso.

5.5. Actividad 5. Decidir con arboles. Maquinas deefrescos

La Actividad 5,Decidir con arbolesemplea un diagrama de arbol para representas lada
acciones posibles de dos empresarios, que loattiligzara tomar una decision. En la actividad,
Magquina de refrescoglos empresarios deben decir donde colocar unaingde refrescos y otra de
dulces en un centro educativo, de forma que lo®flleos para ambos sean los mejores posibles
teniendo en cuenta las elecciones del otro.

Esta actividad que comienza con una situacion oha tde decisiones individual, describe en
Teoria de Juegos una situacion de conflicto put@ @los jugadores, juego bipersonal con solucién en
equilibrio, sustentada en el diagrama de &rbol céraoamienta para presentar la informacién
necesaria. Se desea comprobar que los alumnosapanes de leer el arbol, de moverse por él, y de
emplear la induccién hacia atras para encontrarejar respuesta para ambos jugadores, en este caso,
los dos empresarios. La idea que se pretende famestla de conseguir un modo de pensamiento
estratégico, a través del uso de los arboles deidiecen los que se muestran todas las posibéiglad
de una situacion, que estan disponibles para éateel cual ha de elegir para obtener los mejores
beneficios posibles.

Esta actividad se desarroll6 y experimentd en ksinbe(Antequera, 2003) y se ha mantenido
igual a lo largo de la trayectoria de la experiantinicamente se han eliminado algunos arboleasde |
tareas adicionales para acortar la actividad ysgusueda trabajar en una hora de clase. Los rdssilta
que aparecen publicados en Antequera y EspineBf®0®nuestran que muchos alumnos confunden
los arboles de decision con los arboles como mddi@onteo de la combinatoria. Parece que la
mayoria de los alumnos son capaces de leer un, anotiso hay alumnos que, aun cuando no
construyen explicitamente el otro arbol que seids, responden como si lo tuvieran en mente. Sélo
a muy largo plazo se podra saber si los arbolefedssion se convierten en una herramienta a la que
los estudiantes acudan cuando tengan que tomesiaiezs en su vida cotidiana, que es el principal
objetivo de esta actividad.
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5.6. Actividad 6. Optimizar con arboles. El juego €l palo

Se presenta en la Actividad ®ptimizar con arbolesuna situacion de enfrentamiento basada
en el juego tradicional dduego del Pal@anario, en la que dos deportistas se enfrentantando ser
el primero en golpear a su contrincante. La infaigrase recoge primero en un arbol de decisidén con
las distintas opciones y resultados del juego, hesgo reorganizarla en una tabla de doble entvada
matriz. En esta actividad se presentan dos métpdias la busqueda de la solucidon éptima de este
ejemplo de juego bipersonal de suma nula. El prim&tiodo se basa en el estudio de la existencia de
estrategias dominadas y dominantes para los distiptgadores, centrando la atencién en las
estrategias generales de los individuos implica@imsel segundo método se presenta una version
simplificada del Teorema del Maximin de John voruiMann, punto de partida y base del desarrollo
de la Teoria de Juegos.

Participan en la experiencia 16 alumnos que cuesamateria Matematicas A de 4° ESO que
esta orientada hacia las Ciencias Sociales. Emelmgltados presentados en Antequera y Espinel
(2007), se muestra que la mayoria de los alumnopmende la situacion planteada, que distinguen
estrategias dominantes y dominadas, llegan a leiéol del juego. Varios alumnos calculan el valor
del juego usando el maximin y minimax y la may@da capaces de trasladar informacién de un &rbol
a una matriz. Con este tipo de actividad, se haoede herramientas como tablas y arboles, para la
resolucion de problemas que se pueden presenta satiedad. Ademas, se promueve el caracter
utilitario de las matematicas y con ello se ayudargseguir actuaciones racionales y de pensamiento
estratégico, resultados que soélo son observalideg@plazo.

5.7. Actividad 7. Jugar con arboles. Arbol para dedir

La idea de la Actividad 7Jugar con arboleses mostrar que la vida puede ser considerada
como un juego en la que también hay que tomar ideeis, de ahi el tituloArbol para decidir
Algunos juegos de estrategia, que son conocidaspulares, se utilizan para incentivar el desarrollo
del pensamiento estratégico en alumnos de secandlaligatoria. En esta actividad se retoman los
juegos planteados en la Actividad 3, Pares y ndriesira, papel vy tijera, Un juego de contienda y
Hacer parejas con monedas, y se afiade uno nuavania nimeros. En esta variante de la actividad
se muestran todas las posibilidades que tienejufzglores a través del diagrama de arbol. Dicha
representacion permite el estudio de todas lasngmmicias posibles y es también una técnica para
escoger la mejor estrategia posible. La idea aitn@im es como la representacion en arbol supoae un
ayuda en la vida diaria para analizar el compoeatoi humano en situaciones de conflicto de
intereses.

En la experiencia participan un total de 52 alumdesdos institutos de secundaria. Son
estudiantes que tienen edades entre 13 y 16 afestudio recogido en Antequera y Espinel (2011c),
indica que los alumnos de secundaria han sido eapde dibujar el arbol de decision de un juego y
gue sus construcciones son mas correctas y pres&gm aumenta el nivel o la edad de los
estudiantes. Ademas, en sus producciones se obseavduerte influencia de sus conocimientos
previos de los diagramas de arbol en combinatonmofpabilidad. Las principales deficiencias se
observan cuando los alumnos intentan asignar passdistintas estrategias de los jugadores, mue e
parte se pueden entender como un intento de alombuso de ostensivos en sus producciones.

5.8. Actividad 8. Asociarse para ganar. El consejscolar

En la Actividad 8 Asociarse para ganaise presenta una situacion en la que un coledébe
buscar alianzas y llegar a un acuerdo para ejetceontrol en un consejo. Es decir, se trata de un
juego cooperativo. La idea que se quiere trasestique el pacto entre grupos supone una interaccion
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social que ayuda a que todos salgan ganando. Elodde esta experiencia estd en valorar la
importancia de asociarse para lograr mayorias.skmn &tividad guiada de aplicacion de los juegos
cooperativos y del indice de poder se utiliza etexto de la composicion dg consejo escolade un
centro educativo, situacion que es cercana alwsrads. Los cuatro grupos que lo forman, profesores,
padres, alumnos y personal no docente, tienen rabraide representantes que se muestran en la
Tabla 1.

Gruoo Profesores Padres Alumnos | No docentes
P A B C D
Votos 7 3 3 2

Tabla 1. Distribucion del Consejo Escolar en la Actividad 8

A través de esta experiencia se desea indagaaed gie comprensidn de la actividad por parte
de los alumnos y observar su capacidad para apmrealos sistemas de justicia estdn asociados a la
capacidad para negociar mas que a la cantidad tde.vAdeméas que esta diferencia entre votos e
indice se debe a que hay que tener en cuentadéisiaoes, por el beneficio que se adquiere, y que,
ademas, la asignacion justa de beneficios obtemidok cooperacion, sélo se consigue si se dispone
de votos suficientes para poder negociar.

El andlisis y los resultados de la experienciaizadh con esta actividad se presentan
ampliamente en el apartado 6 de este articulo.

5.9. Actividad 9. Poder contra porcentajes. El podede los accionistas

La Actividad 9,Poder contra porcentajepresenta una situacion de eleccién social pooiehd
acento en marcar la diferencia entre el porcerdejevotos y el poder real que posee cualquier
individuo o colectivo dentro de un consejo, yapaiético, empresarial o social. La idea expuestia es
de observar como el poder no respeta la propoiaiacade los votos. El contexto empleado en esta
actividadesel reparto déEl poder de los accionistaan una empresa. Se muestran varios escenarios
posibles que revelan cémo la influencia de losaaisias puede variar de manera significativa, ya qu
ésta depende del reparto de acciones. Se trabajal éodice de poder de Shapley-Shubik, basado en
el poder decisorio de un jugador (pivote) cuandoosesideran todas las permutaciones posibles de los
miembros del consejo.

En esta actividad se trabaja el concepto de irdécpoder, igual que en la Actividad 8 que se
analiza en el siguiente apartado. La experimentagite se realiza de esta Actividad 9, con alumnos
de primero de bachillerato y de cuarto ESO de @esn8ociales, con un total de 31 alumnos, no
aporta mas consecuencias de las ya observadagdrpsrestudios. Los resultados obtenidos con las
otras dos actividades, 8 y 10, que también tragégunehos cooperativos, fueron tan productivos,ajue
compararlos con los resultados preliminares de adigidad, permiten soslayarla ya que se tiene
suficiente informacion sobre la cuestidn para leedtigacion general. Ademas, existe material
anélogo sobre porcentajes e indices de poder.

Como ejemplo de sitio web en el que encontrar ¢esones con caracter divulgativo de los
indices de poder utilizados en las actividades 8, yse proponewww.iescarrus.com/edumat/
taller/poder/poder_02.htm
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5.10. Actividad 10. Bancarrota. El reparto de la nseria

En la Actividad 10Bancarrotg tres empresarias, tras ver fracasar su empresandepartirse
el capital que les queda, que es insuficiente paloar la inversion hecha en un principio. La quéeb
de una empresa lleva emparejado una situacionrimtrata en la que no hay suficientes bienes para
pagar a los acreedores y, aun asi, estos biemkebea repartir aunque no se cubran las demandas de
los acreedoresk| reparto de la miseriaLos antecedentes didacticos que llevan a formesdae
estudio, surgen por un lado, en el excesivo usosgubace de la “regla de tres” para el reparto
proporcional en los curriculos actuales y, por,ghara observar la actuacion de los estudiantes ant
distintas formas de reparto. Las situaciones dedvesta son siempre dificiles, ya que, dicho degor
coloquial, “no hay suficiente pastel para todosgos quieren una parte”. Sin embargo, existen ferma
de reparto, que llegado el caso, pueden considemads justas que otras. En esta actividad seaealiz
una adaptacion de algunas de estas reglas deargpapias de los problemas de bancarrota. En la web
http://www.eumed.net/ce/2006/fjss.htse puede encontrar un resumen teorico de los ipeies
conceptos sobre los juegos de bancarrota, asi c@rios ejemplos que ilustran este tipo de
situaciones.

En el estudio participan en total 74 alumnos quesau tercero y cuarto de secundaria
obligatoria, de entre 15 y 16 afios, y primero dehitlerato, que tienen entre 16 y 17 afios. Los
resultados publicados en Antequera y Espinel (20tftaestran que existen alumnos que presentan
dificultades con el reparto proporcional, cometerairores en el procedimiento de calculo. Esta
dificultad se ha detectado en otros momentos de iesestigacion, resultando preocupante que
alumnos de los ultimos afios de la educacion secandametan errores en un célculo basico de
situaciones de la vida cotidiana. Hay alumnos dgrelen a repartir mas cantidad de la disponible, o
incluso asignan a los acreedores més de lo qustanli Esta circunstancia, no se debe a la ejegucio
incorrecta de la regla propuesta, sino a que agyahonnos no terminan de leer los enunciados donde
se les aclaran los casos particulares. Aceptadidtiatas reglas de reparto, llegandolas a coresider
como justas. Sin embargo, siguen considerandopalte proporcional como el mas adecuado para
realizar repartos. Hay que sefalar que en estadaatilos alumnos de altas capacidades o talentosos
captan mejor la naturaleza del problema y llegaapartar soluciones novedosas que, ademas,
justifican adecuadamente.

6. Analisis de la experiencia con la Actividad 8. #ociarse para ganar. El consejo escolar

En este apartado se describe la experiencia obetiladad 8,Asociarse para ganar. El consejo
escolar como ejemplo y sintesis de la investigacion zedl con el resto de actividades.

6.1. Conceptos teoricos sobre el indice de Poder

Considere una mesa de negociacion formada pogtges politicos distintos, A, By C. La
mesa esta constituida de forma que el grupo A tiemepresentantes o votos, el grupo B tiene 3
representantes o votos, y el grupo C tiene un ggdeesentante o voto, siendo 8 el nimero total de
votos que se pueden emitir. Los tres grupos tieuennegociar para formar coaliciones que les den
mayorias.

Este tipo de situaciones, en Teoria de Juegosrs@minan juegos de votacion ponderada. La
representacion formal de los mismos es [g;wy, ..., W], donde los wson los votos que posee cada
grupo, y g es la cuota para alcanzar la mayoria,dgumanera usual se considera como la mitad mas

W,
uno de la suma de todos los votos (q% +1). En el ejemplo, se tiene un juego de votacion
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ponderada formado por tres grupos, considerados fimgadores, A, By C, con una cuota de mayoria
de 5, siendo la representacion formal del juegd [3; 1].

Se pretende medir la capacidad negociadora dejogddor a la hora de formar coaliciones.
Partiendo de juegos de votacion ponderada, seedefficoncepto de indice de poder como los valores
gque se asighan a los jugadores y que proporciamamedida de su poder o influencia. Existen varios
indices de poder, pero de entre ellos los mas wwo®con el indice de Shapley-Shubik, el de
Banzhaf-Coleman y el de Deegan-Packel (Taylor, 1985 el desarrollo de esta experiencia se
emplea solo este Ultimo indice, cuyo célculo segtnaex continuacion a través del ejemplo anterior.

El indice de Deegan-Packel toma en consideracis$rcdaliciones ganadoras minimales, es
decir, aquellas coaliciones que son ganadoragualar o superar la cuota de mayoria, y que ademas
en ellas todos los miembros son imprescindiblesleEfabla 2 se recogen todas las coaliciones
posibles en este juego. Se resaltan en negritoédiEiones ganadoras y, de entre ellas, se coldasa
coaliciones ganadoras minimales.

1 grupo 2 grupos 3 grupos

A A-B; A-C; A-B-C
B B-C
C

Tabla 2. Coaliciones posibles en el juego de votacion patdie

Luego, las coaliciones minimales son las formadasepgrupo A aliado con el grupo B o con
el grupo C. En estas coaliciones el poder que teesponde a cada grupo o jugador se reparte
equitativamente, como se observa en la Tabla 8e Suma las aportaciones de cada coalicién para
cada jugador y este resultado se divide por la dotahde estas sumas parcialgs=(4/2), el valor
gue se obtiene para cada jugador es el valor deleinle poder. En este caso, al grupo o jugader A |
corresponde 1/2, y al grupo B y al C 1/4 a cada esdalecir, trasladando estos valores a porcentajes
los grupos le corresponden el 50%, el 25%, y el,28%pectivamente.

CGM A B C

A-B 1/2 1/2

A-C 1/2 1/2
Suma 2/2 1/2 1/2 > =4/2
indice 1/2 1/4 1/4

Tabla 3. Calculo del indice de poder

Si se compara el porcentaje de votos con los ajomea cada indice (Tabla 4), la observacion
mas significativa es que, aunque los grupos B y$2en un nimero de votos diferente, sin embargo
poseen el mismo poder o influencia real.

A B C
Votos 50% 37,5% 12,5%
indice 50% 25% 25%

Tabla 4. Comparacion del porcentaje de votos y el del endie poder
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6.2. Resultados de la experiencia

El estudio se desarrolla con un total de 52 alungoestienen entre 15 a 17 afios y que cursan el
altimo afio de secundaria obligatoria (4° ESO) dahillerato de Ciencias Sociales, distribuidos
como se recoge en la Tabla 5.

Nivel Secundaria 4° ESO 1° BACH 2° BACH
Alumnos Total =52 15 30 7

Tabla 5. Numero de alumnos distribuidos por niveles

El hecho de que los alumnos sean de dos etapaatiedscadistintas permite hacer, ademas de
un analisis cualitativo de sus respuestas, un iestamnparativo por nivel educativo. En el marco de
analisis se ha tenido presente los niveles de rizad&in (Henning y Keune, 2005), en especial con
respecto al conocimiento y comprension del modgloa la ejecucion de una modelizacion
independiente por parte de los alumnos. Esta dativesta disefiada especialmente como un proceso
de modelizacién guiada y por ello se tiene en @pata su analisis.

La situacion del consejo escolar que plantea izidatl (Tabla 1) se puede resumir de manera
formal en el siguiente juego de votacion [8; 7332]. En una primera parte de la actividad se les
muestra a los alumnos, de manera similar a la iteessm el ejemplo anterior, el procedimiento de
célculo del indice de Deegan-Packel, hasta lldgasaltado final recogido en la Tabla 6 que corapar
el porcentaje de votos y el del indice de poder.

A B C D
Votos 46,7% 20% 20% 13,3%
indice 37,5% 20,8% 20,8% 20,8%

Tabla 6. Comparacion del porcentaje de votos y el del endie poder

En esta primera parte de la actividad, ademas d&ran@ los alumnos el proceso de célculo del
indice, se plantean cuestiones relativas al prodedio necesario para este célculo. Se pide a los
alumnos que identifique los distintos tipos de icoates, utilizando el conocimiento que ya tienen
sobre combinatoria para introducir la idea de caali término nuevo en matematicas, para luego
identificar y separar las coaliciones ganadoragjquoras y ganadoras minimales. El porcentaje de
respuestas correctas de los alumnos, en cuantm@letar las distintas clases de coaliciones pedidas
se recogen en la Tabla 7.

Coaliciones | Ganadoras| Perdedora Ganadoras
Minimales
Correctas 80,8% 59,6% 77%

Tabla 7. Porcentajes de respuestas correctas dadas puiosos

La mayor dificultad se presenta en la detecciofagle€oaliciones perdedoras, como se observa
en el porcentaje de acierto mostrado en la Tabksfa circunstancia se debe, principalmente, a que
los alumnos so6lo consideran las coaliciones forsagaar dos jugadores o no consideran como
coalicion, y en este caso como coalicion perdedoemjuéllas formadas por un solo individuo, lo que
les lleva a dar una respuesta parcial a esta 6ne§ih estas preguntas, al comparar los resulfzmios
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niveles educativos se observa que éstos son ségitan independencia del nivel al que pertenezca el
alumno.

La comparacion entre porcentajes de los votos yndiite de poder, tal como se recoge en la
Tabla 6, ilustra como jugadores de distinto pesioetn el mismo poder. Asi, la diferencia en votos de
tres grupos (Padres, Alumnos y No Docentes) desepal considerar el indice y se observa como los
Profesores no tienen tanto poder como podria indicanimero de votos. En este sentido, cuando se
pide a los alumnos que comparen el porcentaje s yoel indice, ahora si se detectan diferencias e
las respuestas dadas por los alumnos segun eladuehtivo. Mientras los alumnos de ESO en su
mayoria no contestan y dejan en blanco esta coeti®alumnos de bachillerato, salvo tres, lo hace
bien y de manera razonada.

La segunda parte de la actividad consta de doastaemejantes a la que se presenta como
modelo, en las que se da al alumno la oportunidad gue reproduzca el proceso de modelizacion
anterior y trabaje de forma analoga pero mas aotano

Con la primera de las tareas, Tarea 1, en el msontexto del consejo escolar de la etapa
guiada, se pretende observar si ante un modelonttge analogo, los estudiantes captan el concepto
de coalicion y saben extraer del modelo la idepatdedora y ganadora. Efectivamente, los resultados
de las cuestiones de esta Tarea 1, muestran gxéaks practicamente total, tanto en ESO como en
bachillerato. Si bien se observa cierta diferersggin los niveles de alumnos, ya que los de
bachillerato justifican mejor y de una forma magpkansus respuestas.

La segunda tarea, Tarea 2, utiliza un contextotipolidistinto a la primera relativo a la
constitucion de un ayuntamiento, y se continlaetgmoceso analogo. Se plantea una nueva situacion
de votacion ponderada, [6; 5, 4, 2], en la quealosnnos tienen que realizar el procedimiento de
célculo del indice de Deegan-Packel, contestandsticunes que los orientan en el proceso. El fin
altimo es que los alumnos completen una tabla ¢t@orentaje de votos y el del indice, como la
Tabla 8.

A B C
Votos 45,46% 36,36% 18,18%
indice 33,33% 33,33% 33,33%

Tabla 8. Comparacion del porcentaje de votos y el del enditla Tarea 2

En los primeros apartados de esta tarea y de mgoerda, se pide a los alumnos que calculen
el porcentaje de votos y que busquen los distitifiss de coaliciones: ganadoras, perdedoras y
ganadoras minimales. Los resultados muestran guaguonnos cometen los mismos errores que en la
primera parte de la actividad, es decir, o biensictaran so6lo las coaliciones formadas por dos
jugadores, o bien no consideran como coaliciofolasadas por un solo jugador.

Las producciones escritas por los alumnos muestoamo la primera parte de esta tarea la
completan practicamente todos los alumnos, sinrgreose diferencias entre los alumnos de ESO y
los de Bachillerato. Sin embargo, no ocurre lo migon los Gltimos apartados relativos al célculo de
indice de poder, donde se observan mejores ressltadlos estudiantes de bachillerato que en los de
cuarto de ESO.

En esta Tarea 2 destacan dos resultados principedm®or un lado, el calculo de los
porcentajes de los votos lo completan correctanegietodos los alumnos, anotando como respuesta:
45,45%; 36,36%; 18,18%. Hay algunos alumnos quengshn su respuesta a: 45,5; 36,4; 18,1, que

Sociedad Canarialsaac Nfeyvton Vol. 79 + marzo de 2012' 119
de Profesores de Matematicas



Propuesta Educativa para ensefiar nociones de Teorfiz Juegos en Educacion Secundaria
A. T. Antequera Guerra

se puede aceptar como correcta, ya que suma 100s @umnos dan: 0,45; 0,36; 0,18, pero
posteriormente cuando lo vuelve a utilizar en e¢imad apartado de esta actividad lo pasan a
porcentaje. Algunos apuntan: 45%, 36%, 18%, siremias que asi no suma 100. Hay alumnos de
Bachillerato que calculan el porcentaje utilizaraono cuota 6, en lugar del total 11, por lo que
colocan en la tabla: 83,3; 66,6; 33,3. Evidentemesgstos casos son los resultados mas preocupantes,
ya que son alumnos que no se dan cuenta de qumebtporcentajes disparatados y que no suman
100. En la Tabla 9 se resumen las distintas resgmI€Si se consideran como respuestas aceptables la
cuatro primeras filas de la Tabla 9, se tiene qu85% de los alumnos responde correctamente.

A B C Respuestas
45,45% 36,36% 18,18%. 76%
45,5% 36,4% 18,1% 3%
0,45 0,36 0,18 3%
45% 36% 18% 3%
83,3% 66,6% 33,3% 9%
Blanco Blanco Blanco 6%

Tabla 9. Respuestas de los estudiantes en el calculo deraje

El otro resultado remarcable se encuentra en ellcallel indice, donde se espera que los
alumnos realicen el proceso que se recoge en la T@b

CGM A B C

A-B 1/2 1/2

A-C 1/2 1/2

B-C 1/2 1/2
Suma 2/2 2/2 2/2 > =6/2
indice 1/3 1/3 1/3

Tabla 10.Calculo del indice de poder en la Tarea 2

Los resultados recogidos en la Tabla 11 muestrars@lo realizan el proceso correctamente un
36,4% de los alumnos y lo dejan en blanco un 30E3%lto porcentaje de alumnos que no responden
se debe al alto fracaso observado en los alumndsSd2a Entre los alumnos de bachillerato los
resultados son significativamente mejores, resgonldi correctamente el 55,5%, es decir, completan
de forma correcta el célculo del indice de podereBtos sélo un alumno deja la pregunta en blanco y
el resto comete distintos errores, principalmentetidizar en el proceso mas coaliciones de las
minimales. En las preguntas sobre aportar algunaiéop sobre la comparacion de porcentajes,
aparecen frases como: “Que A y B salen perdiend sale ganando”; “El mas favorecido es el
partido C, mientras que el mas perjudicado es skfuido del B”; “Que todos van a dar lo mismo” y
“33,33% todos son iguales”, lo que sugiere quealomnos que han llegado hasta el final de la tarea,
captan la idea que se les pretende trasmitir.

Bien Mal Blanco
Total 36,4% 33,3% 30,3%
Bachillerato 55,5% 41,8% 2, 7%

Tabla 11.Comparacion del porcentaje de acierto total yeeBdchillerato
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6.3. Conclusiones de la experiencia sobre indice Beder

En sintesis, se puede afirmar que los resultad@staeexperiencia muestran una comprension
aceptable de la actividad por parte de los estteBade secundaria, como se puede observar agertir
que:

» Todos los alumnos comienzan trabajando la activiglasinguno la deja totalmente en
blanco.

e Hacen uso de contenidos béasicos de mateméatica amontbinatoria, fracciones y
porcentajes especialmente en el proceso guiadaiesilos alumnos mas jévenes tienen
dificultades para transponer el proceso a otroestat

» En las respuestas de algunas preguntas hay uadrdlaencia del contexto, pues se observa
como los alumnos aplican mejor la combinatoria €a actividad que cuando se formulan
problemas matematicos en abstracto.

« También se encuentra un aceptable conocimientordemaya que se observa que dominan
el vocabulario del area relevante para el problemiizando términos como consorcio,
afiliado, asociado, colega, accionista,... cuanduficsn sus respuestas.

» Por sus respuestas se puede interpretar que los@ducaptan las ventajas de la cooperacion
y de formar alianzas entre los jugadores y, pototase puede considerar que, al menos
parcialmente, se consiguen algunos de los objetigassta experiencia.

Ademas, se considera que, con respecto a la conggeen modelizacidn segun los tres niveles
propuestos por Henning y Keune (2005), todos logabs alcanzan el nivel 1, en el sentido de que
reconocen y comprenden la modelizacion, puestcegtienden la notacion utilizada. El nivel 2, s6lo
lo alcanzan los alumnos de bachillerato, ya quda®que trabajan con el modelo. En cuanto al nivel
3, ocurre que en la actividad no se puede apreciarmeta — reflexion, aunque hay alumnos que
llegan a criticar el resultado, especialmente ersdgunda tarea y parece que comprenden la
modelizacion y su utilidad en la sociedad.

7. Conclusiones generales de la investigacion

Esta investigacion ha mostrado resultados de umaubgcion de los contenidos propios de la
Matematica Discreta con algunos de los objetivas gpipromueven desde la Educacion Secundaria.
Se trata de fomentar una cultura integral en loiabs, que es, al mismo tiempo, uno de los objetivo
principales de la ensefianza en Secundaria, auagqu@én uno de los que se hace mas dificil de
alcanzar. El proposito fundamental que ha motiveste trabajo es emplear conceptos propios de la
Teoria de Juegos, para desarrollar contenidosrdetea formativo que potencien valores de justicia,
cooperacion, negociacidn, convivencia democratite, desde el &mbito de las matematicas. Este
proposito se desglosa en tres objetivos, disefgeriabcurricular, observar la compresion del mismo
por parte de los alumnos y por Ultinewaluarlo, y asi como en seis fines que, a contibna se
retoman aportando las reflexiones que sobre efidms obtenido.

Con el disefio de material curricular empleando eptas propios de la Teoria de Juegos, que
constituye el primer objetivo de esta investigaci®@ promueve el cardcter utilitario de las
matematicas y con ello se ayuda a conseguir achegiracionales, cuyos resultados sélo son
observables a largo plazo. Al tiempo se hace usbedemientas como tablas y arboles, para la
resolucion de problemas en la vida diaria, y sesigme divulgar conceptos propios de esta teoria,
como son los arboles de decision, las matricesag®,plas votaciones ponderadas, los indices de
poder y el reparto justo.
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En cuanto al segundo objetivo, consistente en wasef comportamiento y rendimiento de los
alumnos en la resolucién del material disefado graflo de comprension de los contenidos, se han
detectado en toda las experiencias, dificultadels @omprension de los enunciados y de parte de la
nueva terminologia. Ello motivé las mejoras hedtrasa redaccion de las actividades a lo largo de la
investigacion. Se detectan, también, errores @alello e interpretacion de porcentajes por pagte d
alumnos de distintos niveles educativos. Esta ogtancia es significativa por tratarse de un caiecep
basico que se debe tener completamente interiariabfinalizar la etapa de educacion obligatoria y
gue, sin embargo, se encuentra que muchos alunoneamalcanzado. Ademas, las respuestas de los
alumnos estan influenciadas por el contexto. Polada, sus aportaciones tienden a ser mejores en
situaciones contextualizadas, que cuando se legmen en forma de ejercicios tedéricos. Y por otro
lado, los alumnos tienen propension a aportar gmias que les parecen justas dentro de un contexto
real, pero que en muchas ocasiones carecen deastin matemética.

De manera general, se detecta en los alumnos dagapara afrontar con éxito las tareas
basadas en procedimientos rutinarios, siendo caphceeconocer y comprender el modelo que se les
plantea en cada actividad y aplicarlo directameBia. embargo, son pocos los alumnos que se
desenvuelven de manera satisfactoria en aquetsstgue requieren de perspicacia y originalidad, e
aquellas en las que deben trabajar con el modetdgaldo dando respuestas originales. Los alumnos
gque alcanzan este nivel pertenecen, en su magdda,grupos de Bachillerato o a los de Talentosos.

Al evaluar el material curricular, tercer objetide la investigacion, a través de los éxitos y
dificultades que se observen en las produccionetslealumnos, para adaptar y mejorar dicho
material, se observa principalmente que para el dip actividades y el tiempo de ejecucion, un
proceso con tareas abiertas y de interpretacionibrés provoca resultados poco satisfactoriosasn |
mismas. Esta circunstancia trajo consigo la neadsde modificar la redaccion de las actividades
hacia una modelizacion guiada, seguida de taredegas. Esta nueva estructura produjo una mejora
significativa de las respuestas de los alumno$) &mla compresién de los conceptos descritoasen |
actividades, como en la calidad de las aportacibaelas por ellos.

En cuanto a los fines que se plantean en estatigaei®n, éstos tienen un caracter mas general
y su consecucion va mas alla de los resultadosidoe en estas experiencias, es decir, se espera qu
con actividades de este tipo se puedan alcanzasadargo plazo. Se presentan a continuacién unas
reflexiones sobre los fines que se pretenden deregperiencia.

« Para fomentar la interdisciplinariedad, consideoamdl lenguaje mateméatico como hilo
conductor entre distintas areas. Se cree que ipst&lé material curricular puede dar una
vision de las matematicas en conexion con difese@tabitos disciplinarios. Se favorece la
adquisicion de las competencias basicas planteadasl curriculo oficial a través de
actividades en contextos de interés para los alapmoono son las competiciones deportivas,
los juegos cotidianos...

» El cardcter utilitario de las mateméticas, comadraienta para la resolucion de problemas
sociales. Se detecta en la introduccion de nuewasewidos de utilidad directa para el
alumnado, asi como en la aplicacibn de contenidasicalares que ya conocen en
situaciones novedosas. Se muestra, asi, la graortemgia que esta adquiriendo las
matematicas en profesiones no cientificas en eitamb las Ciencias Sociales.

» Las habilidades basadas en el didlogo y la coogeraara la resolucion de conflictos, asi
como la adquisicion de valores y principios progledas sociedades democraticas, obtienen
una justificacién desde las matematicas. Ademaspdgeracién social se presenta como
actividad escolar en las clases de matematicagagldi a comportamientos estratégicos y
racionales.
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« Los contenidos caracteristicos de las matematicag,utiles en ciencias sociales, como son
el uso de representaciones en arbol, las tablas matrices, la resolucién de problemas y la
busqueda de estrategias, se refuerzan a lo largmdde las actividades que conforman este
material curricular en su aplicacion en context@s estandarizados que favorecen su
compresion y asimilacion por parte del alumnado.

e Se aporta un sistema de herramientas propiasTholéa de Juegos, que permite desarrollar
el pensamiento estratégico y la toma decisione® fasilita la presentacion de modelos
para la toma de decisiones y el pensamiento rdcjogladominio de la parte emocional del
problema en la busqueda de soluciones mejores ustas.

e La adquisicién de la capacidad de ponerse en at llgj otro en situaciones de conflicto, de
manera que se tengan referencias de todos losspdetwista, permite que los alumnos
alcancen una vision global de las situaciones ddlicto y asimilen que estas no tiene
porqué encontrarse necesariamente en un conteltm,b&ino que aparece de manera
continua en todas las relaciones se establecenleatmiembros de la sociedad.

Se ha demostrado que este tipo de material redeigman utilidad para el desarrollo integral de
los alumnos como medio para la adquisicion de lasg&tencias Basicas necesarias para la vida
adulta. El tipo de actividades que se planteart@aimente asimilables por parte del alumnado al qu
estan dirigidas, puesto que, con los conocimieatiogliridos en la escuela, no tienen dificultadks a
hora de enfrentar los nuevos contenidos que gedsentan.

Nuestra investigacion tiene un caracter novedosBderitacion Matematica en Espafia, puesto
que se ha preparado, experimentado y analizadaiat@&ducativo adaptado a Educacion Secundaria
sobre conceptos como la Matemética Discreta ypenreto, la Teoria de Juegos, de una manera que
hasta ahora no se habia realizado. Ademas, estgiahdila evolucionado durante todo el proceso y
seguira evolucionando como respuesta a las nuevaartlas que plantea la sociedad actual. Con esta
investigacion se ha querido plantear la factibdide introduccion de nociones propias de la Tetgia
Juegos en el curriculo de secundaria. Se siglieda abierta por otros investigadores en estedeenti
de los que destacamos las investigaciones recogiddss librosinsighs into Game Theory. An
Alternative Mathematical Esperien¢2008) de Gura y Maschler en el plano internadjgnRecursos
para el estimulo del talento precoz en Matemat{@@96) de Acosta, Cutillas, Falcon y Freaza sobre
el Programa Estalmat realizado con los alumnostizdes en Canarias.

El proceso de la investigacion, que comenz6 comldiensa de la tesina de licenciatura
Matematicas para el desarrollo del pensamiento a8gico y de cooperacion en alumnos de
Secundariase ha hecho un esfuerzo divulgativo tanto dekratcurricular, como de los resultados
obtenidos en las distintas experiencias. Se hdizada comunicaciones en jornadas de profesores, a
nivel autondmico en las jornadas de la SociedaatIsEewton (Antequera y Espinel, 2007), y nacional
en las JAEM (Antequera y Espinel, 2003b, 2009ageyha participado en congresos de caracter
cientifico en Educacion Matematica, a nivel nadiddantequera y Espinel, 2003c, 2008a, 2008b,
2009b) e internacional (Antequera y Espinel, 2(§pinel y Antequera, 2008). Y ademas se han
publicado resultados de la investigacion en revideaambito nacional (Antequera y Espinel, 2003a) e
internacional (Antequera y Espinel, 2011a, 2010412).
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