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SlOOURY

In this essay we determine the relationship between the right superprime

radical, right strongly prime radical and other well-known radicals and

then characterize the right superprime radical and right strongly prime

radical.

In chapter one we give a summary of radical theoretical results needed

for the rest of the study.

In chapter two we define and characterize the right superprime ring. The

right superprime ideal is defined and then characterized in terms of

sup-systems and supersystems.

In chapter three we define and characterize right strongly prime rings

and right strongly prime ideals. One of the characterizations of the

right strongly prime ideal is given in terms of sp-systems. It is also

shown how a right strongly prime ideal can be found in a ring i.

In chapter four we show the relationship between right superprime rings

and right strongly prime rings.

The right superprime radical is the upper radical determined by the class

of all right superprime rings and the right strongly prime radical is the

upper radical determined by the class of all right strongly prime rings.

In chapter five it is shown that the right superprime radical (u) and the

right strongly prime radical (s) are special radicals. ~e then determine

the relatioliship between these two radicals and other well-known

radicals. It is shown that s is incomparable with all radicals lad such

that K n B, ~ lad ~ U. s is properly contained in (J and properly

contains L. (J is properly contained in Kg and C and properly contains N.



In chapter six we characterize the right superprime radical by using

sup- systems and supersystems. lie then characterize the right strongly

prime radical by using sp- systems and give some properties of both

radicals.

- - - 000- --
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HOOFSTUI 1

INLEIDING

Die gebruik van die radikaal is 'n belangrike tegniek ~at toegepas word

om die struktuur van ringe en algebras en ander algebraiese strukture te

bestudeer.

Cartan het eerste 'n deurbraak gemaak in die bestudering van struktuur

met behulp van radikale deur 'n groot klas van eindig-dimensionale nie

assosiatie~e algebras te karakteriseer.

Vedderburn het vroeg in die 20s t e eeu radikale gebruik in die teorie van

assosiatiewe algebras van eindige rang en assosiatiewe ringe met minima

liteitsvoorwaardes vir eensydige ideale.

In 1945 is 'n groot deurbraak gemaak met die definiering van die

Jacobson-radikaal van 'n algemene ring en in die vroee 1950's het Kurosh

en Amitsur begin om 'n algemene teorie vir radikale te ontwikkel.

In 1965 het DIVINSKY [2J 'n uitstekende oorsig van die resultate verkry

tot dan, gepubliseer.

Ons gee nou 'n kort opsommmg van radikaal- teoret iese resultate uit

hoofsaaklik [2J wat ons gaan gebruik. AIle ringe is assosiatief en besit

nie noodvendig 'n identiteitselement nie. Ons gebruik 1, tensy anders

aangedui, om 'n willekeurige rIng aan te dui.

Laat {, 'n e i enskap vees vat 'n ring besit. 'n Ring I heet 'n {,- ring as

dit die eienskap [, besit . 'n Ideaal J van I heet 'n {,-ideaal as J 'n

[,- ring is. 'n Ring vat geen nie- nul {,- ideale bevat nie, heet {,- half

enkelvoudig.

[, heet 'n radikaaleienskap as dit aan die volgende voorwaardes voldoen:

(A) 'n Homomode beeld van 'n {,- ring is 'n [,-ring.
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(B) Elke ring bevat 'n l-ideaal Swat elke ander l-ideaal van die ring

bevat.

(C) Die faktorring l/S is l-halfenkelvoudig.

Die maksimale l-ideaal S van 'n ring 1, heet die l-radikaal van 1.

Uit (B) is dit duidelik dat 0 'n l-ring is en dus is 'n ring 1 l-half

enkelvoudig as die l- radikaal van 1 gelyk aan nul is. 'n l- ring is sy

eie l-radikaal en heet 'n l-radikaalring.

Laat 6 'n klas van ringe wees wat aan die volgende voorwaardes voldoen:

(D) Elke nie-nul ideaal van 'n ring van 6 kan homomorf afgebeeld word op

'n nie-nul ring van 6.

(E) As elke nie-nul ideaal van 'n ring 1 homomorf afgebeeld kan word op

'n nie-nul ring van 6, dan is 1 E 6.

Ons definieer 'n eienskap lm soos volg:

1 is 'n lm-ring as dit nie homomorf afgebeeld kan word op 'n nie-nul rIng

van 6 nie.

lm heet die boradikaaleienskap bepaal deur 6. Elke ring in 1 is lm-ha1f

enkelvoudig.

As l en r twee radikaaleienskappe is, dan is £ ~ r as elke £-radikaalring

'n f-radikaalring is. Ekwivalent hieraan is l ( f as elke f-halfenkel

voudige ring 'n l-halfenkelvoudige ring is.

Definisie 1

'n Nie-Iee klas 6 van ringe heet 'n spesiale klas van ringe as di t aan

die volgende voorvaardes voldoen:

(a) Elke ring in die klas 6 is 'n priemring.

(b) Elke nie-nul ideaal van 'n ring in 6, is self 'n ring in I.

(c) As 1 'n ring in 6 is en 1 is 'n ideaal van 'n ring 1, dan is

* * *1/1 E I, vaar 1 = {x Ell xi = Lz = O}, dit is, l is die

annuleerder van i.
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Opmerking 1

Laat A 4 1. 1 heet 'n essensiele uitbreiding van A as DnA f ¢ vir elke

nie-nul ideaal B in 1. Vir 'n klas 6 van priemringe, het Heyman en Roos

[6J onder andere aangetoon dat I voor~aarde (c) bevredig as en slegs as N

geslote is onder essens ie l e ui tbreidings, di t is, as elke essens ie l e

uitbreiding van 'n ring van N self tot I behoort.

Definisie 2

'n Boradikaal bepaal deur 'n spesial.e klas van ringe, heet 'n spesiale

radikaal.

Stelling 1 [2]

Laat Sm die boradikaal bepaal deur 'n spesiale klas I ~ees. Die spesiale

radikaal Sm van 'n ring 1, is gelyk aan die deursnede van aIle ideale Ta

van I sodanig dat IITa 'n ring in die spesiale klas I is. Dus is elke

Sm-halfenkelvoudige ring isomorf aan 'n subdirekte som van ringe van N.

Opmerking 2

Ons se dat 'n spesiale klas 6 van ringe voor~aarde I bevredig as dit aan

die volgende voor~aarde voldoen:

As I 'n ring met 'n identiteitselement is, dan is In E 6 as en slegs as

1 E 6.

Stelling 2 [1]

Vir 'n spesiale radikaal rad gedefinieer deur 'n spesiale klas van ringe

6 ~at voor~aarde I bevredig, geld die geIykheid rad(ln) = [rad(l)]n, ~aar

1 'n ring met 'n identiteitselement is.

- - - 000- --
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HOOFSTUI 2

DIE REGS- SUPERPRIEIRING EN REGS- SUPERPRIElIDEill

2.1 Inleiding

Die begrip "superpriemring" is deur Van der Valt in [13] ingevoer.

Veldsman definieer in [15] 'n regs- superpriemring en regs- superpriem

ideaal. In hierdie hoofstuk karakteriseer ons regs-superpriemringe. Ons

definieer verder 'n sup-stelsel en superstelsel en karakteriseer

regs-superpriemideale in terme daarvan.

Definisie 3 [15]

B is 'n regs-superpriemring (links-superpriemring) as elke nie-nul ideaal

in 1 'n nie-nul element c bevat sodanig dat die regter- annuleerder

(linker-annuleerder) van c gelyk aan nul is.

Definisie 4 [15]

'n Ideaal I in I is 'n regs- superpriemideaal as 1/1 'n regs- superpriem

ring is.

2.2 larakterisering van regs-snperpriemringe en regs

snperpriemideale

Stelling 3 [15]

Laat I f O. 'n Element 0 *eEl is links-kanselleerbaar as en slegs as

anna.{c} = O.
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Bewys

Laat 0 :/: eEl. Gestel c is links-kanselleerbaar en cr = 0 ~aar rEB.

Dan is cr = cO en omdat c links-kanselleerbaar is, volg dat r = 0 sodat

anna{c} = o.
Laat, omgekeerd, anna{c} = 0 en cr = ct ~aar r,t E i. Dan is

c(r- t) = 0 en omdat anna{c} = 0, volg dat r - t = O. Dus is r = t sodat

c links-kanselleerbaar is.

Stelling 4 [15]

B is 'n regs-superpriemring as en slegs as elke nie-nul hoofideaal in B

'n nie-nul links-kanselleerbare element bevat.

Bevys

Vir 1 = 0 geld die stelling.

Laat 1 :/: 0 'n regs-superpriemring ~ees en 0 :/: (a) 4 1. Dan bevat (a) 'n

element, se c f 0, sodanig dat anna{c} = o. Volgens stelling 3 is c

links-kanselleerbaar.

Laat 1 :/: 0 en gestel, omgekeerd, dat elke nie- nul hoofideaal III B 'n

nie-nul links-kanselleerbare element bevat.

Laat 0 :f I 4 1 en 0 f bEl. Dan bevat 0 f (b) ~ I 'n nie- nul

links-kanselleerbare element, se c en uit stelling 3 volg dat anna{c} = 0

sodat 1 'n regs-superpriemring is.

Stelling 5

Elke regs-superpriemring 1 is 'n priemring.

Bevys

Die ring 1 = 0 is 'n priemring. Gestel 1 f 0 is 'n regs-superpriemring

en laat 0 f A 4 i en 0 f B 4 1. Dan bevat j 'n element, se c f 0 sodanig

dat as cr = 0, rEI, dan is r =O. Dus is cD f 0 en gevolglik is AD *0

sodat i 'n priemring is.
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Stelling 6

Elke Noetherse priemring I is regs-superpriem.

Bewys

Laat I *0 'n Noetherse priemring wees en 0 t a E I.

Vir elke linkerideaal ItO in I geld dat (a) nIt 0: laat Ito 'n

linkerideaal in I wees.

(a)l ~ (a) n I: laat x E

i = 1,2, ... , v). Dan is

Ons bewys eerstens dat die produk
v

(a)l en se x = ~ aiki (ai E (a) en ki E K vir
i=1

x E (a) en x E I, met ander woorde x E (a) n I.

Omdat I 'n priemring is, volg dat (a)l t 0 sodat (a) nIt o.

Volgens [2], lemma 48, bevat (a) 'n element, se c t 0 sodanig dat c nie

'n regter-nuldeler is nie. c is nie 'n linker- nuldeler nie ( [2] ,

stelling 25). Dus, as cz = 0, z E I, dan is z = O. Volgens stelling 3

is c links-kanselleerbaar sodat I 'n regs-superpriemring is.

Stelling 7 [15]

'n Ideaal I in I is 'n regs-superpriemideaal as en slegs as daar vir elke

a E Ca(I) 'n c E (a) bestaan sodanig dat as cz E I, z E I, dan is z E I.

Bewys

Vir I = I geld die stelling.

Laat I t I 'n regs-superpriemideaal in I wees en a E Ca(I). 1/1 is dan

'n regs- superpriemring en dus bevat die hoofideaal (( a) + I) / Ito ' n

element, se d + I f I sodanig dat ann
1

/
I

{d+I} = O.

v
Laat d + 1= (a+I)(t+I) + (r+I)(a+I) + n(a+I) + ~ (ri+I) (a+I)(ti+I)

i=l
(ti+I, t+I, ri+I en r + IE 1/1 vir i =1,2, ... ,v en n E Z).

v
Dan is d + I = at + ra + na + ~ ri ati + I

i=l

= c + I, se, waar c E (a).

Dus is d - c e L sodat d - c = b, se , vaar bEl.
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Vir c = d - b, c E (a) geld dat as cz E I, Z E I, dan is z E I:

laat Z E I sodanig dat cz E I, met ander ~oorde (d-b)z E I. Dan is

dz - bz E I en nou volg dat dz + I = bz + I =: I, vant bz E I. Dus is

(d+I)(z+I) =: I. z + I = I, omdat anna/I{d+I} = 0 en gevolglik is z E I.

Omgekeerd, laat I ~ I, I f. I en gestel dat daar vir elke a E Ca(I) 'n

c E (a) bestaan sodanig dat as cz E I, z E I, dan is z E I.

i/lis 'n regs-superpriemring: laat ((a) + I)/I~ '/1, (a) + If. I. Dan

is a E Ca(I) en dus bestaan daar 'n element, se C E (a) sodanig dat as

cz E I, z E L, dan is z E I. c + I f. I: gestel c + I =: I, dit is c E I

en laat z' E Ca(I). Dan is cz' E I ~aar z' E Ca(I), 'n teenstrydigheid.

anna/I{c+I} = 0: laat (c+I)(z+I) =: I vir 'n z + lEI/I. Dan is

cz + I =: I en dus is cz E I. Gevolglik is z E I sodat z + I = I.

If. c + I E ((a) + 1)/1 is links-kanselleerbaar volgens stelling 3 en dus

is i/I 'n regs-superpriemring volgens stelling 4 sodat I 'n regs-super

priemideaal in I is.

Definisie 5 [15]

'n Deelversameling G van 1 is 'n sup-stelsel as daar VIr elke a E C, 'n

e E (a) bestaan sodanig dat eG ~ G.

Stelling 8 [15]

'n Ideaal I in 1 is 'n regs- superpriemideaal as en slegs as Ca (1) 'n

sup- stelsel is.

Bevys

Vir I =: I geld die stelling.

Laat I f. 1 'n regs- superpriemideaal in I vees en a E C
l

(I) . Volgens

stelling 7 bestaan daar 'n element, se c E (a) sodanig dat cz E Ca(I) vir

elke Z E Ca(I). Dus is e(Ca(I)) ~ Ca(I) sodat Cl(I) 'n sup-stelsel is.
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Gestel, omgekeerd, dat CR(I) 'n sup-stelsel is ~aar I 4 I, I *1 en laat

a E C
R

(1). Volgens die definisie van 'n sup-stelsel bestaan daar 'n

element, se e E (a) sodanig dat e(CR(I» ~ CR(I). Met ander ~oorde, as

Z E C
R

(1), dan is ez E C
R

(I) sodat I volgens stelling 7 'n regs- super

priemideaal in 1 is.

Definisie 6 [15]

'n Superstelsel in 1 is 'n paar (C,I) ~aar C 'n deelversameling van 1 is

en I 4 1 ~at aan die volgende voor~aardes voldoen:

(i) C n C
1

{O} = ,.

(ii) VIr elke a E C bestaan daar 'n C E (a) sodanig dat cz E C vir elke

Z E C
R
(1) .

Stelling 9 [15]

'n Ideaal I in 1 is 'n regs-superpriemideaal as en slegs as (CR(I),I) 'n

superstelsel is.

Bewys

Vir I =1 geld die stelling.

Laat 1*' 'n regs-superpriemideaal in 1~ees en a E CR(I). Omdat I 'n

regs- superpriemideaal in 1 is, bestaan daar 'n element, se C E (a)

sodanig dat as cz E I, Z E I, dan is Z E I. Dus geld vir elke Z E CR(I)

dat cz E C1(I). CR(I) n I = ~ en gevolglik is (Ci(I),I) 'n superstelsel.

Laat, omgekeerd, (C1(I) ,I) 'n superstelsel vees . Dan bestaan daar vir

elke a E Ca(1), 'n C E (a) sodanig dat cz E C
1

(1) vir elke Z E C
1

(1) .

Volgens stelling 7 is I 'n regs-superpriemideaal in I.

---000---
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HOOFSTUI 3

DIE REGS- STERKPRIEIRING EN REGS- STERIPRIElIDEill

3.1 Inleiding

Die begrip "regs- sterkpriemring" is deur Handelman en Lavrence in [5J

ingevoer. In hierdie hoofstuk karakteriseer ons regs- sterkpriemringe.

Ons definieer verder 'n sp*-stelsel en sp-stelsel en gebruik dit onder

andere om regs- sterkpriemideale te karakteriseer. Ons gee ook veer

waardes waaraan 'n ideaal moet voldoen om 'n regs-sterkpriemideaal in 'n

ring Jl te vees ,

Definisie 7 [5]

Jl is 'n regs-sterkpriemring (links-sterkpriemring) as daar vir elke

o *a E I 'n eindige deelversameling F ~ I bestaan, sodanig dat as

aFz = 0 (zFa = 0), z E I, dan is z = O.

F heet 'n isolator vir a.

Definisie 8 [5]

I heet regs-sterkpriem van orde n as daar vir elke 0 * a E I 'n isolator

met n of minder elemente bestaan.

Definisie 9 [14]

'n Ideaal I in I is 'n regs-sterkpriemideaal as 1/1 'n regs-sterkpriem

ring is.
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3.2 Iarakterisering van regs-sterkpriemringe

Stelling 10 [9]

II is 'n regs- sterkpriemring (links- sterkpriemring) as en slegs as elke

nie-nul ideaal I in I 'n eindige deelversameling F bevat sodanig dat die

regter-annuleerder (linker-annuleerder) van F in 1 gelyk aan nul is. Ons

se die ideaal I bevat 'n isolator F vir 1.

Bevys

Vir 1 = 0 geld die stelling.

Gestel I * 0 is 'n regs-sterkpriemring. Laat 0 * I ~ 1 en 0 * a E I.

Omdat 1 regs-sterkpriem is, bestaan daar 'n eindige deelversameling, se

F ~ 1, sodanig dat as aFz = 0, z E 1, dan is z = o.

v
E s·ai·z. 1 1

2=1

(n E Z en s,t,si,t i E 1 VIr 2 = 1,2, ... ,v).

= o.

f = na + sa + at +

, , ,
Stel F = aF. Dan is F ~ I en anna(F ) =O.

Laat I * 0 en gestel, omgekeerd, dat elke nie-nul ideaal I in I 'n

eindige deelversameling F bevat sodanig dat anna(F) = O. Laat 0 t a E II

en gestel F ~ (a) is 'n eindige deelversameling sodanig dat anna(F) = O.

Daar bestaan 'n y E 1 sodanig dat ay *0: gestel die teendeel, naamlik

dat ay = 0 vir elke y E 1. Laat 0 j z E 1 en f E F, se
v
E s, at,

1 1
i=l

Dan is fz = naz + saz + atz +

Dus is Fz = 0 waar 0 *z E 1, strydig met die keuse van F.

Laat nou y E 1 sodanig dat ay * O. Daar bestaan dan 'n eindige

deelversameling, se C ~ (ay), sodanig dat as Cz = 0, z E 1, dan is z = O.

C kan gekies word s6 dat dit van die vorm {ay, ayr1 , ••• , ayrk} is waar

r 1 , ... , rk E 1:
IJ)

laat t E C en se t = St ay + aY1't + ntay + E St i aY1't i
i=l
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,
Kies C = U {ay, ayrt, ayrt i}.

i, t ,
Ons bewys nou dat as C z = 0, z E " dan is z = 0: laat Z E i sodanig

,
dat C Z = O.

w
Dan is tz = (Stay + aYft + ntay + ~ StiaYfti)z

i=l
w

=Stayz + ayftz + ntayz + ~ Stiayrti z
i=l

= o.

Dus is Cz =°sodat z =o.
Stel nou C = {ay, ayrl' ... , ayrk I rl' r2, ... , r k E I}. Dan is die

versameling {y,yr1, ... , yrk} 'n isolator vir a E 1 sodat i 'n regs

sterkpriemring is.

Ons kan soortgelyk bewys dat I 'n links-sterkpriemring is as en slegs as

elke nie-nul ideaal I in I 'n eindige deelversameling F bevat sodanig dat

die linker-annuleerder van F in 1 gelyk aan nul is.

Opmerking 3

Gestel 1 is 'n regs-sterkpriemring (links-sterkpriemring). Laat

o * I ~ 1 en gestel F ~ I is 'n isolator vir I. Dan is F *0: laat F =

O. Dan is Fz = 0 (zF = 0) vir 0 *z E 1, 'n teenstrydigheid, want die

regter-annuleerder (linker-annuleerder) van F in 1 is gelyk aan nul.

Stelling 11 [15]

I is 'n regs- sterkpriemring as en slegs as daar VIr elke °* a E 1 'n

eindige deelversameling F ~ (a) bestaan sodanig dat as Fz = 0, z E 1, dan

is z = o.

Bewys

Vir 1 = 0 geld die stelling. Laat I *0 'n regs-sterkpriemring wees en

o *a E 1. Volgens stelling 10 bevat (a) *° 'n eindige deelversameling,

se F, sodanig dat anna(F) = 0, met ander woorde, as Fz = 0, z E 1, dan is

z =o.
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Laat 1 f 0 en gestel, omgekeerd, dat daar vir elke 0 * a E 1 'n eindige

deelversameling F ( (a) bestaan sodanig dat as Fz = 0, z E 1, dan is

z = o. Laat 0 :f I <3 1 en 0 * a E I. Dan bevat (a) * 0, (a) C I 'n

eindige deelversameling, se F, sodanig dat as Fz = 0, z E 1, dan is

z = o. Volgens stelling 10 is I 'n regs-sterkpriemring.

Opmerking 4

'n Soortgelyke karakterisering soos gegee in stelling 11 geld nie vir

ringe vat regs- sterkpriem van orde n is ni e, Met ander voorde, al

bestaan daar vir elke 0 * a E 1 'n deel versameling F ~ (a) met n of

minder elemente sodanig dat Fz = 0, z E 1, impliseer dat z = 0, dan is 1

nie noodvend.ig regs- sterkpriem van orde n nie. Ons illustreer dit met

die volgende voorbeeld.

Voorbeeld [15]

Laat T die ring van 2 x 2 matrikse oor die liggaam Z2 = {Ojl} ~ees. Elke

nie-nul hoofideaal in T bevat die versameling met een element,

F= {[ ~ ~]}: laat 0 * (a) <3 T.

Volgens [7], gevolgtrekking 2.27 is T enkelvoudig sodat (a) = T en dus

volg dat [~ ~] E (a). [~ ~] is die identiteitselement van T.

Dus, as Fz =0, z E T, dan is z = o.
T is egter nie regs-sterkpriem van orde een nie: kics die element

o * [g ~] E T en laat F 'n versameling met een element in T vees , se

F ={ [~ ~]}, a,b,c,d E Z2. As c *0 of d *0, stel
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Indien c = 0 en d = 0, dan geld vir elke 0 f z E T dat [~ ~] Fz = O.

Vir die element 0 f [~ ~] E T en elke versameling F ~ T met een

element, kan daar dus 'n 0 f z E J gevind word sodanig dat

[~ 6] Fz = O. T is dus nie regs-sterkpriem van orde een nie.

Opmerking 5

Handelman en Lawrence gee in [5J die volgende alternatiewe definisie vir

'n regs-sterkpriemring met 'n identiteitselement: 1 is regs-sterkpriem

as elke nie-nul ideaal in B 'n eindig-voortgebringde linkerideaal waarvan

die regter-annuleerder nul is, bevat.

Ons bewys nou die volgende stelling:

Stelling 12

B is 'n regs-sterkpriemring as en slegs as elke nie-nul ideaal I in B 'n

eindig-voortgebringde linkerideaal waarvan die regter-annuleerder nul is,

bevat.

Bevys

Laat 1 f 0 'n regs-sterkpriemring wees en 0 f I ~ 1. Volgens stelling 10

bevat I 'n eindige deelversameling, se F sodanig dat anna(F) = O.
,

Laat I die linkerideaal vees vat voortgebring word deur F. Dan is

anna(I') = 0: gestel anna(I') f 0 en laat 0 f z E anna(I'). Dan is
,

I z = 0 sodat Fz = 0, strydig met anna(F) = o.
Gestel, omgekeerd, dat elke ni e-nul ideaal In 1 f 0 'n eindig- voort

gebringde linkerideaal t' met anna(l) = 0, bevat . Laat 0 f I ~ 1 en
,

gestel I is 'n eindig- voortgebringde linkerideaal in I met 'n ver-

sarneling voortbringers F = {/1 , / 2 , ••• , In} s6 dat anna(I') = o. Dan IS

anna(F) = 0: gestel die teendeel, naamlik dat anna(F) f 0 en laat

o f z E anna(F).
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I

Dan is I Z = 0:

I m
laat a E I en se a = E (rifi + nifi)

i=l
(ri E I, f i E F, ni E Z vir 1 = 1,2, ... , m).

az = [ .E (rifi + nifd ]z
1=1

m
= E (rifi z + nifiz)

i=l

= O.
I I

Dus volg dat I z = o. Dit is egter strydig met anna(I ) = 0 en gevolglik

is anna(F) = o. Volgens stelling 10 is 1 'n regs-sterkpriemring.

Stelling 13 [4]

I is 'n regs-sterkpriemring as en slegs as 'n 'n regs-sterkpriemring is.

Bevys

Gestel I *0 is 'n regs-sterkpriemring.

Laat B = (bi j ) E In met bpq = b *0 en gestel F = {t 1 , t 2 , ••• , t y } is 'n

isolator vir 0 *bEl.

Laat (vir u = 1,2, ... , y) eq r tu = (gfj) die matriks wees met

g~r = tu E F en elke ander posisie gelyk aan nul.

Vir v =1,2, ... , Y volg dat

B(eq r t u ) = (bi j ) (gYj)

n
= ( }; bilcg~j)

k=l
= (cfj)' se ,

(cfj) is die matriks vaar elke kolom verskillend van kolom r slegs

nul-li'aardes het en die ~de kolom die volgende waardes het: c~r = b1qt u;

c~r = b2qtu , .... Dus is c~r = bpqtu = btu·

Laat A = (ai j ) met ar s = a *o.
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n
=(~cYeaej)

e=l

= (dYj)' se vaar

dY 1 = b1 q tuar 1

d¥l = b2qtuarl

dY2 = b1qtuar 2

tfi2 = b2qtuar2

dYn = blqtuarn

d¥n = b2qtuarn

Die versameling {t 1,t2, .•. , t y } is 'n isolator vir bEl en dus is

{D(eqrtu)J I u = 1,2, ... , Y} f O. Die versameling

{eq r t u Iu = 1,2, ... , y} is dus 'n isolator vir D en gevolglik is in 'n

regs-sterkpriemring.

Gestel, omgekeerd, dat In j 0 'n regs-sterkpriemring is en laat

o j a E i. Dan bestaan daar 'n isolator, se F = {B1,B2 , ••• , Dr} C En

vir die matriks ella E In'

Laat (vir k =1,2, ... , r) Bk = (bfj) en se dat btl = bk •

Vir k = 1,2, ... , r is (e l1a)(bfj) = (cfj)' se , vaar (cfj) die matriks is

met nulvaardes in elke ry verskillend van ry een, t ervyl ry een die

volgende li'aardes het:

k _ bk k bk
C12 - a 12 ••••• c1n = a In'

Omdat F 'n isolator vir ella is, volg vir elke 0 j Z E I dat

{(e 11a)(bfj)(e 11z) I k = 1,2, ... , r}

= { el1 abkz I k = 1,2, ... , r}.

f 0

Dus is {abkz I k = 1,2, ... , r} i 0, sodat die versameling

{b1,b 2 , ••• , br } ( I 'n isolator vir a is. Gevolglik is I 'n regs-

sterkpriemring.
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Stelling 14

Elke regs-sterkpriemring B is 'n priemring.

BellY's

Die ring B = 0 is 'n priemring. Gestel I f 0 is 'n regs-sterkpriemring.

Laat 0 f I ~ I en J ~ B sodanig dat IJ = O.

Volgens stelling 10 bevat I 'n eindige deelversameling, se F, sodanig dat

anna (F) = O.

FJ = 0, omdat IJ = 0 en gevolglik is J = 0 sodat I 'n priemring is.

3.3 Iarakterisering van regs-sterkpriemideale

Opmerking 6

Groenewald en Heyman definieer in [4J 'n regs- sterkpriemideaal as volg:

'n Ideaal I in I heet 'n regs-sterkpriemideaal in I as daar vir elke

x E Ca(I) 'n eindige deelversameling F van B bestaan sodanig dat as rEB

en xFr ~ I, dan is rEI.

Ons bewys nOll die volgende stelling:

Stelling 15 [4]

'n Ideaal I in I is 'n regs-sterkpriemideaal in I as en slegs as daar vir

elke x E CB. (1) 'n eindige deelversameling F ~ I bestaan sodanig dat as

xFr ~ I, rEI, dan is rEI.

BellY'S

Vir I = I geld die stelling.

Laat I f I 'n regs-sterkpriemideaal In I vees en x E Ca(1) . 1111 is 'n

regs-sterkpriemring en dus bestaan daar vir x+I E III 'n eindige

deelversameling, se F = {Ii +1, 12+1, ... , In+I} ~ 1/1, sodanig dat as

(x+I)F(r+I) = {I}, r+I E 1/1, dan is r+I = I.
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, ,
Stel F = {f1,f2' ... , fn} en laat rEI sodanig dat xF r ~ I, dit is,

xfir E I vir i = 1,2, ... , n , Dan is (x+I)F(r+I) = {I} en gevolglik is

r + I = I sodat rEI.

Laat, omgekeerd, I <I 1, I *I en gestel daar bestaan. vir elke x E Ca. (I)

'n eindige deelversameling F ~ I sodanig dat as xFr ~ I, rEI, dan is

rEI.

i/I is 'n regs-sterkpriemring:

Laat I f a-L E t] I. Dan is a E en. (I) en dus bestaan daar 'n eindige

deelversameling, se F = {f1'!2' ... , f n} ~ I sodanig dat as aFr ~ I,

rEI, dan is r E 1.
,

Stel I = {f1+I, f2+I, ... , fn+I} en laat r + I E 1/1 sodanig dat
,

(a+I)F (r+I) = {I}, dit is, (a+I) (fi+I)(r+I) = I vir i = 1,2, ... , n.

Dan is afir E 1 vir i = 1,2, ... , n, met ander voorde, aFr ~ 1. Nou volg

dat rEI sodat r-I = I. 1/1 is dus 'n regs- sterkpriemring sodat I 'n

regs-sterkpriemideaal in I is.

Stelling 16 [14]

'n Ideaal 1 in I is 'n regs-sterkpriemideaal as en slegs as daar vir elke

x E CB. (I) 'n eindige deelversameling I C (x) bestaan sodanig dat as

Ez ~ 1, Z E I, dan is Z E I.

Bewys

Vir I = I geld die stelling.

Laat I * I 'n regs-sterkpriemideaal in I vees en x E Ca.(I). 1/1 is 'n

regs-sterkpriemring en volgens stelling 10 bevat «x)+I)/I *0 'n eindige

deelversameling, se F, sodanig dat anna./I (F) =O.

Laat 1= {ft+1, f2+1, ... , !n+ I I f i E (x) vir i = 1,2, ... , n}.
, ",

Stel F = {!t,f2' ... , fn}' F f (x) en vir I geld dat as F z f I,

z E 1, dan is Z E I: laat Z E I sodanig dat I' Z f I. Dan is fiz E I vir
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i = 1,2, ... , n. Dus is Ui+I)(z+I) = I vir i = 1,2, ... , n. Met ander

woorde, F(z+I) = I. z + I = I, omdat annal! (F) =0 en gevolglik is

z E I.

Omgekeerd, laat I <3 B, I j B en gestel dat daar vir elke x E CB. (I) ,n

eindige deelversameling F ~ (x) bestaan sodanig dat as Fz ~ I, z E B, dan

is z E I.

Laat {I} j II I <3 II I en I 1= b+I E II I. Vir b E Ca(I) bestaan daar 'n

eindige deelversameling, se G = {91,92' ... , 9n } ~ (b) sodanig dat as

Gz ~ I, z E B, dan is z E I.

Stel 1 = {91+1, 92+1, ... , 9n+I}. 1 ~ II I en annal! (1) = 0: laat

z + I E III sodanig dat T(z+I) = {I}, dit is (9i+I)(z+I) = I vir i =1,2,

... , n. Dan is 9iz E I vir i = 1,2, ... , n, met ander voorde , Gz ~ I.

Gevolglik is Z E I sodat zs I = I. II I is volgens stelling 10 'n

regs-sterkpriemring sodat I 'n regs-sterkpriemideaal in 1 is.

Definisie 10 [14]

'n Deelversameling C van 1 heet 'n sp*-stelsel as daar VIr eike 9 E G 'n

eindige deelversameling F ~ (9) bestaan sodanig dat Fz n C j ¢ vir eike

z E C.

Stelling 17 [14]

Laat I <3 1. I is 'n regs- sterkpriemideaal in 1 as en slegs as Ca(I) 'n

sp*- stelsel is.

Bevys

Vir I = 1 geld die stelling.

Laat I j 1 'n regs- sterkpriemideaal in 1 vees en x E Ca(I) . Volgens

stelling 16 bestaan daar 'n eindige deelversameling, se F ~ (x) sodanig

dat as Fz ~ I, z E 1, dan is z E I. Dus, as z E Ca(I), dan is

Fz n Ca(I) j 9 sodat Ca (I) 'n sp*- stelsel is.
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Gestel, omgekeerd, dat ClL (I) 'n Sp*- stelsel is. Dan bestaan daar VIr

elke x E ClL(I) 'n eindige deelversameling F ~ (x) sodanig dat

Fz n ClL (I) :f ¢ vir elke z E ClL (I) . Dus bestaan daar vir elke z E ClL (I)

'n eindige deelversameling F ~ (x) sodanig dat as Fz ~ I, Z E B, dan is

Z E I. Volgens stelling 16 is I 'n regs-sterkpriemideaal in B.

Opmerking 7

Groenewald en Heyman gee in [4] die volgende definisie: 'n

Deelversameling S van 'n ring B heet 'n s-stelsel as daar vir elke xES

'n eindige deelversameling F van I bestaan sodanig dat xFr n S :f ¢ vir

elke rES. ¢ word ook gedefinieer as 'n s-stelsel.

Ons gebruik die term sp*- stelsel in plaas van s- stelsel en bevys die

volgende stelling.

Stelling 18

Laat I <l i en S = ClL (I) . S is 'n sp*- stelsel as en slegs as daar vi r

elke XES 'n eindige deelversameling F ~ 1 bestaan sodanig dat

xFr n S :f ¢ vir elke r E 5.

BellY'S

Vir 5 = ¢ en S = 1 geld die stelling.

Laat S :f ;, 5 :f 1 en gestel 5 is 'n sp*- stelsel. Dan is I = ClL (5) 'n

regs- sterkpriemideaal in I. Laat XES, met ander voorde , z E ClL (I) .

Omdat I 'n regs-sterkpriemideaal in 1 is, bestaan daar volgens stelling

15 'n eindige deelversameling, se F ~ 1, sodanig dat as xFr ~ I, rEB,

dan is rEI. Laat r E 5, met ander woorde, r E ClL(I). Dan is xFr ~ I

sodat xFr n 5 :f ¢.

Gestel, omgekeerd, dat daar vir elke XES vaar S :f: 1 'n eindige

deelversameling F ~ 1 bestaan sodanig dat xFr nSf ¢ vir elke rES.
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Laat x E CR(I) = S. Dan bestaan daar 'n eindige deelversameling, se

F ~ i sodanig dat xFr nSf ~ vir elke rES. Dus, as r E CR(I) = S, dan

is xFr { I, sodat I volgens stelling 15 'n regs-sterkpriemideaal in i is.

Gevolglik is S 'n sp*-stelsel.

Definisie 11 [14]

'n sp-stelsel in 1 is 'n paar (C,P) waar C 'n deelversameling van 1 is en

P 4 i sodanig dat C n P geen nie-nul elemente van 1 bevat nie en daar vir

elke gEe 'n eindige deelversameling F ~ (g) bestaan sodanig dat

Fz n C f ~ vir elke z E Ca(P).

Stelling 19 [14]

Laat 141. I is 'n regs-sterkpriemideaal in 1 as en slegs as (Ca(I),I)

'n sp-stelsel is.

Bevys

Laat I 'n regs- sterkpriemideaal in 1 vees , Dan bestaan daar volgens

stelling 16 vir elke x E Ca(I) 'n eindige deelversameling F ~ (x) sodanig

dat as Fz ~ I, Z E " dan is Z E I. Dus bestaan daar vir elke x E Ca(I)

'n eindige deel versameling F ~ (x) sodanig dat Fz n C
R

(1) f ¢ vir elke

Z E Ca(1) .

Ca(I) n 1= , en dus is (CR(I),I) 'n sp-stelsel.

Gestel, omgekeerd, dat (Ci(I),I) 'n sp-stelsel is. ~an bestaan daar VIr

elke x E CR(I) 'n eindige deelversameling F ~ (x) sodanig dat

Fz n C
1

(I) *, vir elke Z E C... (I) . Dus bestaan daar vir elke x E Ca (I)

'n eindige deelversameling F ~ (x) sodanig dat as Fz ~ I, z E 1, dan is

z E I. Volgens stelling 16 is I 'n regs-sterkpriemideaal in 1.



F ={f1,f2 , ..., f p } vir 1 .
I

Stel F = {J 1+-', J2+ I, ... , J p+ l}.
,

Ons bewys nou dat F ~ J/ I 'n isolator vir 1/1 is:

21

3.4 Ideale in I vat regs-sterkpriem is

Stelling 20 [8]

Laat I *0 en gestel I is 'n maksimale element van die versameling

t' = {I ~ 1 I I bevat nie 'n isolator vir 1 n ie}. Dan is I 'n regs

sterkpriemideaal in 1.

Bevys
,

Ons bevys eerstens dat I volgens Zorn se lemma 'n maksimale element

bevat:

I' *¢, want (0) E I': die versameling {O} is nie 'n isolator vir I nie,

want Or = 0 waar 0 *rEI.
, I

Laat f die vereniging van 'n ketting, se I, in I wees. f E I: gestel

die teendeel, naamlik dat daar 'n eindige deelversameling, se

F = {i1,i2 , ••• , in} ~ f bestaan sodanig dat as Fr = 0, rEI, dan is

r = O. Vir i = 1,2, ... , n is ii bevat in 'n element, se Ii van t. Kies

IF E I sodanig dat Ii ~ IF vir i = 1,2, ... , n. Dan is F ~ IF E I, 'n

teenstrydigheid.
,

Volgens Zorn se lemma bevat I nou 'n maksimale element, se I.

Laat 0 *J/I ~ 1/1. Ons bewys dat 1/1 regs-sterkpriem is, deur aan te

toon dat J/I 'n isolator vir 1/1 bevat:

I ( J is maksimaal met betrekking tot die eienskap dat dit nie 'n

isolator vir 1 bevat nie. Dus bevat J 'n isolator, se

gestel die teendeel,

naamlik dat daar 'n element, se I * r + I E 1/1 bestaan sodanig dat

i(r+l) = {I}. Met ander voorde, (Ji+l)(r+l) = 1 vir i = 1,2, ... , p •

Dan is fir + I = I vir i = 1,2, ... , P sodat fir E I vir i = 1,2, ... , p.
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Omdat r + 6 f 6, is r ~ 6. Dus is 6 ( (r) + 6. 6 is maksimaal met

betrekking tot die eienskap dat dit nie 'n isolator vir i bevat nie, en

dus bevat (r) + 6 'n isolator, se C, vir i.

Ons be~ys nou dat C gekies kan ~ord s6 dat dit van die volgende vorm is:

aj E I vir j = 1,2, ... , s.

v
Laat 9 E C en se 9 = ngr + sgr + rag + .~ sgiragi + mg

2=1

(Sg' ag, Sgi' agi E I vir i = 1,2, ... , Vj ng Ellen

"« E I).
I

Kies C = .u {mg,r,rag,ragi}.
2, 9

I I

As C z = 0, Z E I, dan is z = 0: laat C z = °vir 'n z E I.
v

Dan is gz = (ngr + sgr + rag + .t Sgi ragi + mg)z
2=1

I

= 0, omdat C z = 0.

Dus is Cz = o sodat z = O.

i = 1, 2 , ...., t en aj E I vir j = 1, 2, ..., s .

U {jirakli = 1,2, ... , P en k =1,2,

Stel H={mi Ii =1,2, ... , t} U {Jirli =1,2, ... ,

. ..,
p}

s} .

H is 'n eindige deelversameling van I en dus is anna(H) f O.

Laat °f x E ann1(H).

Dan is: (i) mix = °vir 2 = 1,2, ... , t

(ii) Ji rx = o vir t = 1,2, ... , P

(iii) J i rakx = 0 vir t = 1,2, ... , p en 'n vaste k,

waar k E {1,2, ... , S}.

Uit (ii) volg dat rx =0, want F = {jl,j2' ... , jp} is 'n isolator VIr B.

Soortgelyk volg uit (iii) dat rakx =0 vir k =1,2, ... , s.
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Ons het dus nou dat mix = 0 vir i = 1,2, ... , tj rx = 0 en rakx = 0 vir

k = 1,2, ... , s. Gevolglik is x = 0, want G is 'n isolator vir B. Dit

is egter strydig met die keuse van x.
,

F ~ J/ K is dus 'n isolator vir 1/1 sodat 1/1 volgens stelling 10 'n

regs-sterkpriemring is. Gevolglik is I 'n regs-sterkpriemideaal in B.

Stelling 21 [4]

As A 'n ideaal in 1 is en P is 'n regs- sterkpriemideaal in 1, dan is

A n P 'n regs-sterkpriemideaal in 1.

Bevys

Vir P = 1 geld die stelling.

Laat P f 1 'n regs-sterkpriemideaal in 1 wees en 1 4 1. Vir A = P geld

die stelling. Laat 1 f P. C
A

(1 n P) = C
R

(P) n 1: laat x E C
A

(1 n P),

met ander woorde, x E 1, maar x t 1 n P. Dan is x t P en dus is

x E CR(P) n 1 sodat CA(1 n P) ~ Ca(P) n 1. Laat x E CR(P) n A, met ander

voorde , x t P en x E 1. Dan is x ;. 1 n P, dit is x E CA(A n P) sodat

CR(P) n J ~ CA(J n P).

CA(J n P) is 'n sp*-stelsel:

Laat b E C
A

(J n P) = C
R

(P) n J. C
R

(P) is 'n sp*- stelsel, omdat P 'n

regs- sterkpriemideaal in 1 is. Vir b E C
R

(P) bestaan daar dus volgens

stelling 15 'n eindige deelversameling, se A = {Zl ,x2 ' ••• , xn} ~ 1

sodanig dat bAc n Ca(P) f , vir elke c E CR(P).

Laat d E CR(P) n A ~ CR(P). Dan is bAd n CR(P) f , en dus bestaan daar

'n element, se xk E A sodanig dat bXkd E CR(P). CR(P) is 'n sp*-stelsel.

Daar bestaan dus volgens stelling 18 vir bXkd E CR(P) 'n eindige deelver

sameling , se

{Zl,Z2' ••• , zm} f 1 sodanig dat

{bxkdzlt, bXkdz2t, .•• , bXkdzmt} n Ca(P) *; vir elke t E Ca(P) n A. Dus
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geld vir elke t E Ci(P) n 1 = CA(l n P), dat

{bxkdzlt, bXkdz2t, , bXkdzmt} n CA(l n P) f ~ want

{bxkdzlt, bXkdz2t, , bXkdzmt} ( 1.

Laat F = {xkdzl' xkdz2' ... , xkdzm}' F ~ 1, want dEl. Vir elke

b E CA(l n P) bestaan daar dus 'n eindige deelversameling F ~ 1 sodanig

dat bFt n C
A(l

n P) f 9 vir elke t = C
A(l

n P). Uit stelling 18 volg dat

C
A(l

n P) 'n sp*-stelsel is, sodat 1 n P volgens stelling 17 'n

regs-sterkpriemideaal in 1 is.

- - - 000- --
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HOOFSTUI 4

DIE VERBAND TUSSEN REGS- SUPERPRIEIRINGE EN REGS- STERKPRIEIRINGE

4.1 Inleiding

Ons gee in hierdie hoofstuk die verband tussen regs- superpriemringe en

regs-sterkpriemringe 500S aangedui in [15J. Verder gee ons 'n voorbeeld

van 'n ring ~at regs-superpriem en regs-sterkpriem is, maar nie

links- superpr.ien of links- sterkpriem is nie, om aan te toon dat die

begrippe regs-superpriem (regs-sterkpriem) en links-superpriem

(links-sterkpriem) nie ooreenstem nie.

4.2 Die verband tussen regs-superpriemringe en regs-sterkpriemringe

Stelling 22

As i 'n regs- superpriemring (links- superpriemring) is, dan is i

regs-sterkpriem (links-sterkpriem).

Bevys

Vir i = 0 geld die stelling.

Laat 1 f 0 'n regs- superpriemring vees en 0 f I <3 I. Dan bevat I 'n

nie-nul element, se c sodanig dat anna{c} = o. Stel F = {c}.

anna(F) = 0 sodat I volgens stelling 10 'n regs-sterkpriemring is.

Ons kan soortgelyk bevys dat as I 'n links- superpriemring is, dan is K

links-sterkpriem.

Stelling 23

As i 'n regs-sterkpriemring van orde een is, dan is I regs-superpriem.



26

Bewys

Vir 1 =0 geld die stelling.

Laat I 4= 0 'n regs- sterkpriemring van orde een vees en 0 4= I <3 fl.

Volgens stelling 9 bevat I 'n deelversameling met een element, se if}

sodanig dat ann
R
{! } = o. ! 4= 0 en gevolglik is I 'n regs-superpriemring.

Ilpaerking 8

'n Regs- superpriemring is nie noodvendig regs- sterkpriem van orde een

nie: ons beskou weer die voorbeeld in opmerking 4 waar 1 die ring van

2 x 2 matrikse oor die liggaam Z2 = {O;l} is.

1 is regs- superpriem, omdat elke ni e-nul hoofideaal In 1 die links

kanselleerbare element [~ ~] (soos aangedui) bevat.

1 is egter, soos bewys, nie regs-sterkpriem van orde een nie.

OpDlerking 9

As I 'n regs-superpriemring is, dan is 1 nie noodwendig links-superpriem

nie, soos wat ons met die volgende voorbeeld aantoon.

Voorbeeld 5 [5]

Gestel 0 = Z2[X1,X2,X3, ••• J, dit is die vrye (nie-kommutatiewe)

Z2-algebra met basis {xl'X2,X3, ••• }. Laat I die ideaal in 0 vees vat

voortgebring \,lord deur die monome van die vorm XiXjX~, i > j > k en stel

I = 0/1.

I is regs-superpriem, \,lant I is regs-sterkpriem van orde een:

laat mi + I 4= I, mi E 0, 'n nonoonneveklas van die vorm Xj lXj 2

vees , S(mj) = {xjbXl+I} is 'n isolator vir mj + I: laat

(mj +I)(xj bX1+I)(Z+I) = I vir 'n z + I E I. Met ander voorde, (xj lXp

Xjb)(XjbXdz + I = I. (Xj 1Xp Xjb)(Xjbxl) ~ I. Gevolglik is Z E I

sodat z-I = I.
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Laat nou I :f. f+I E 1 en se f+I = m1+m2 +.•• + mn + I. Kies mi +I f I uit

een van die monoomneyeklasse m1+I, m2+I, ... , mn+I en laat

mi+I = xilXi2 ... xik+I. Semi) = {xikxl+I} is 'n isolator vir f+I: laat

(f+I)(xikxl+I)(z+I) = I vir 'n z+I E 1, met ander Yoorde,

(mlxikxl+m2xikxl +••• + mixikxl +••• + mnxikxl)z+I = I.

Dan is mixikxlz E I. Dus is (mi+I)(xikxl+I)(z+I) = I sodat z+I = I, want

xikxl+I is soos aangedui 'n isolator vir mi+I.

i is dus regs- sterkpriem van orde een. Uit stelling 23 volg dat i

regs-superpriem is.

i is nie links-superpriem nie, Yant 1 is nie links-sterkpriem nie:

gestel I is links-sterkpriem. Laat I :f. x + I E 1 en gestel F ~ i is 'n

isolator vir x+I. F:f. {I} (opmerking 3). Laat I:f. r+I E F en gestel

r- I = m1+m2 +••• + me+I

Stel I:f. z+I = xn+ 1xn+I E 1 (n > i1 vir i = 1,2, ... , e).

Nou geld dat

( z+ I) (r+ I) (x+ I)

= xn+lxn[xllx12 x1r+ X21X22 ... x2s +••• + xe1xe2 ... xet]x+I

= (xn+lxnxll)(x12 x1rx) + (xn+lxnx21)(x22 ... x2Sx) +

••• + (Xn+lxnxel) (xe2 ... xetx) + I

= I.

Dus is (z+I)(F)(x+I) = I vir 'n z+I :f. I, yat strydig is met die feit dat

F 'n isolator vir x+I is. 1 is dus nie links- sterkpriem nie. Ui t

stelling 22 volg dat 1 nie links-superpriem is nie.

Opmerking 10

As 1 'n regs-sterkpriemring is, dan is 1 nie noodYendig links-sterkpriem

nie: gestel 0 = Z2[X1,x2 , X3 , ••• J, dit is die vrye (ni e-konautat i eve]
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Z2-algebra met basis {x llx2,xp •.• }. Laat I die ideaal in 0 vees vat

voortgebring word deur die monome van die vorm XiXjXk' i > j > k en stel

B = 0/1.

500s bewys in opmerking 9, is I regs-superpriem en dus regs-sterkpriem.

i is egter, soos aangetoon, nie links-sterkpriem nie.

- - - 000- --
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HOOFSTUI 5

DIE VERBAND TUSSEN DIE REGS- SUPERPRIElR.!DILUL, REGS- STERKPRIElliDIlliL

EN ANDER BEIENDE RADIliLE

5.1 Inleiding

Ons bevys in hierdie hoofstuk eerstens dat die klas van regs-superpriem

ringe en die klas van regs-sterkpriemringe elk 'n spesiale klas van ringe

is en toon dan die posisie van die regs-superpriemradikaal en die

regs-sterkpriemradikaal in 'n diagram van bekende radikale aan.

5.2 Die spesiale radikale u en s

Stelling 24 [15]

Laat I = {iii is 'n regs-superpriemring}. Dan is I 'n spesiale klas van

ringe.

Bewys

I bestaan uit priemringe volgens stelling 5.

I is erflik: laat 0 j I ~ i vir 'n 0 j i E I en 0 j a E I. (a)I en

((a)I)l is die ideale vat onderskeidelik deur a in I en (a)I in i

voortgebring word. 1 is 'n regs- superpriemring en dus bestaan daar 'n

element, se 0 feE ((a)I)i sodanig dat as cz = 0, z E i, dan is z = 0.

Volgens [1]' lemma 4, is c3 E ((a)I)~ ~ (a)I . c3 j 0: gestel c3 = 0,

dit is cc2 = 0. Dan is c2 = 0 en hieruit volg dat c = 0, 'n

teenstrydigheid. Laat nOll 0 j z E I. Dan volg soortgelyk dat c3z j 0.

Volgens stelling 3 is c3 E (a)I links- kanselleerbaar sodat I 'n regs

superpriemring is.
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I is geslote onder essens ie l e uitbreidings: laat I E I 'n essens ie Ie

ideaal in 1 vees , Dan is 1 E I: Iaat 0 j a E 1. I is 'n essens ie Ie

ideaal in 1 sodat I n (a)R. j o. Laat dus 0 j bEl n (a)R.. I is 'n

regssuperpriemring en dus bestaan daar 'n element, se 0 j e E (b) I ~ (a)R.

sodanig dat as ey = 0, y E I, dan is y = O. Vir 0 j e E (a)R. geld dat as

ex = 0, x E 1, dan is x = 0: laat ex = °vir 'n x E 1. Dan is e(xI) =°
en dus volg dat z I = o. I is 'n priemring en dus is 1 'n priemring.

Gevolglik is die linker- annuleerder van I gelyk aan 0 (sien [2] bladsy

60.) Dus x = 0 sodat 1 'n regs-superpriemring is.

Laat u die boradikaal bepaal deur die klas van regs-superpriemringe wees.

Dan is u 'n spesiale radikaal en heet die regs-superpriemradikaal.

Volgens stelling 1 is u(l) = n {I ~ 111 is 'n regs-superpriemideaal}.

Stelling 25 [4]

Laat I = {lll is 'n regs-sterkpriemring}. Dan is I 'n spesiale klas van

ringe.

Belry's

I bestaan uit priemringe volgens stelling 14.

I is erflik: laat 0 j 1 E I en 0 j I 4 I.

sterkpriemideaal in 1 omdat 1 'n regs-sterkprie~ring is. Volgens

stelling 21 is (0) n I = (0) 'n regs- sterkpriemideaal in I sodat I 'n

regs-sterkpriemring is.

I is geslote onder essens ie l e uitbreidings: Iaat I E I 'n essens ie l e

ideaal in 1 wees. Uit [5], proposisie IV.1 volg dat 1 E I.
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Laat s die boradikaal bepaal deur die klas van regs-sterkpriemringe wees.

Dan is s 'n spesiale radikaal en heet die regs-sterkpriemradikaal.

Volgens stelling 1 is 8(1) = n {I 4 ill is 'n regs-sterkpriemideaal}.

5.3 Die verband tussen u, S en ander bekende radikale [4], [9], [14]

c

u

IT

I
fJ

fJ is die Baer-radikaal, L is die Levitzki-radikaal, ~ is die nilradikaal,

J is die Jacobson-radikaal, U is die radikaalklas van aIle ringe wat nie

homomorf op enkelvoudige ringe met nie-nul idempotente elemente afgebeeld

kan word nie en C is die Brown-McCoy-radikaal.

Hg is die spesiale radikaal bepaal deur die klas van aIle nie-nul ringe

sonder nuldelers en B¢ is die spesiale radikaal bepaal deur die klas van

aIle subdirek-onherleibare ringe met idempotente harte. (J is die regs

superpriemradikaal en s is die regs-sterkpriemradikaal.
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In [2] word bevys dat fJ ( L ( N ( J ( C en L c B, c C.

1. L ~ s:

Laat 1 'n s-halfenkelvoudige ring weeSe Dan is s(l) = 0 en dus is (0) 'n

regs- sterkpriemideaal in I sodat I 'n regs- sterkpriemring is. Volgens

stelling 14 is 1 'n priemring.

B is L-halfenkelvoudig, want elke nie-nul ideaal in 1 bevat 'n eindige

deelversameling vat 'n ring voortbring vat nie nilpotent is nie: laat

o 1: I4 I en 0 1: a E I. Omdat I regs-sterkpriem is, bevat (a) 'n eindige

deelversameling, se F, sodanig dat as Fz = 0, z E I, dan is z = O.

Volgens opmerking 3 is F j: O. F ~ I bring 'n ring voort vat nie nil

potent is nie: gestel die teendeel, naamlik dat F 'n nilpotente ring, se

5, voortbring. Dan bestaan daar ' n posit Ieve heelgetal, se n, sodanig

dat 5 j: 0, 52 j: 0, ..., sn -1 j: 0 en S" = O.

Omdat sn =0, volg dat pn = O.

Nou is pn =F(pn-l) = 0 sodat fU- 1 = 0

pn-l =F(~-2) =0 sodat fU- 2 = o.

fU-n+2 =F F = 0 sodat F =0, 'n teenstrydigheid.

L ( 3:

Laat Y 'n vektorruimte met 'n aftelbare basis oor 'n liggaam vees en

gestel 5 is die ring van aIle lineere transformasies van eindige rang op

Y.

5 is L-halfenkelvoudig, want 5 is H-halfenkelvoudig: 5 bevat nie-nul

idempotente elemente: laat 0 j: t E 5. Volgens [7J, stelling 7.4,

bestaan daar 'n element, se t' E 5 sodanig dat t = tt't.

tt' is 'n nie-nul idempotente element van 5, want

(tt'Htt') = (tt't)t' = t i: ,
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5 is enkelvoudig ([7J, stelling 7.8) en tt' is nie nilpotent nie. Dus is

5 H-halfenkelvoudig. Gevolglik is 5 L-halfenkelvoudig, ~ant L ( H.

5 is s-radikaal: s(5) *0 ~ant 5 is nie 'n regs-sterkpriemring nie sodat

(0) nie 'n regs-sterkpriemideaal in 5 is nie:

Laat F = {/l ,12 , ••• , I k } ~ 5. Volgens [2J, voorbeeld 11, kan elke

element van 5 voorgestel vord deur 'n oneindige matriks met 'n eindige

aantal kolomme vat nie- nul inskrywings het , Laat nl , n2 , ••• , nk die

"laaste" kolom met 'n nie-nul inskrywing in elk van die matrikse

11 ,/2 , ••• , Ik onderskeidelik aandui. Kies uit {n l ,n2 , ••• , nd die

grootste vaarde , se nr • Laat z die matriks vees met een in posisie

(nr +1 ,1) en 0 in elke ander posisie. Dan is Fz = 0 sodat

o *z E anns(F). Elke eindige deelversameling van 5 het dus 'n nie-nul

regter-annuleerder in 5.

Omdat 5 enkelvoudig is en s(5) *0, volg dat 8(5) = 5.

Vir die bewys van 8 ( u, benodig ons die volgende resultaat.

Stelling 26

Gestel 9 is 'n eindig-voortgebringde ring en F = {X l,X2, ... , xn } is 'n

versameling voortbringers van g. Dan geld vir elke positie~e heelgetal

k, dat gk eindig-voortgebring is met voortbringers:

11 = {a1a 2

12 = {ai a2

ak I ai EFvir i=1,2, , k}U

ak+l I ai E F vir i = 1,2, , k+1} U •••

12k- 1 ={aiai ... aik-l I ai E F vir ~ = 1,2, ... , 2k-1}.
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Bewys
m

Laat 9 E Ck
, en se 9 = .E 9i

t9i 2
••• 9i

k
(9i. E C, mE H).

1,=1 J

r [ 1Elke 9i. E C is van die vorm E ± xl xl··· xl J
J l=l 1 2 P(l)

(Xl E Fen r, pel) EN).
t

d
Dus is 9 van die vorm, 9 = E [± ab ab ••• ab ( )]

b=l 1 2 f b

(a b E 11 U 12 U ... U 12 k - 1 en
e

d, f( b) E H).

II. s £ a:

Elke regs-superpriemring is 'n regs-sterkpriemring en dus is die

boradikaal bepaal deur die regs-sterkpriemringe bevat in die boradikaal

bepaal deur die regs-superpriemringe.

s ( u: [9], Voorbeeld 1

Laat C 'n eindig-voortgebringde nilring wees wat nie lokaal-nilpotent is

nie (Voorbeeld van Golod in [11], §20).

Stel T = {I4 C I Ck ~ I vir elke k =1,2, ... }.

T bevat 'n maksimale element volgens Zorn se lemma:

T f ~, want (0) E T: Ck { (0) vir k = 1,2, ... , want C is nie Iokaal-

nilpotent nie en dus ook nie nilpotent nie.

Laat Y die vereniging van 'n ketting, se 1, III T vees , YET: gestel

die teendeel, naamlik dat daar 'n positiewe heelgetal k bestaan sodanig

dat Ck £ Y. Volgens stelling 26 is Ck 'n eindig- voortgebringde ring.

Laat F = {I1,I2 , ••• ,/s } 'n versameling voortbringers van Ck weeSe Dan

geld vir t = 1,2, ... , s dat Ii E Ii' se , vaar Ii E I. Kies IF E I

sodanig dat Ii ~ IF vir l =1,2, ... , s. Dan is F ~ IF en geld dat
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v
Laat a E Ck en se a = h (± Ii ... Ii (0»)

i=1 1 t 1

t(i), v E H). a ElF' omdat IF geslote is onder optelling en

vermenigvuldiging. Dus volg dat Ck ~ IF E I, strydig.

Laat nou I 'n maksimale element in T'ii'ees en stel q = CII. q is regs-

sterkpriem volgens [10J, voorbeeld 1.12. Dus is q s-halfenkelvoudig.

q E H, 'ii'ant elke homomorfe beeld van 'n nilring is nil. Dus is q E u,

vant N ( (J.

III. K ~ a:

Laat 1 'n (J-halfenkelvoudige ring 'ii'ees. Dan is i ~ i Bi 'ii'aar elke Bi 'n

regs- superpriemring is. As elke ii H- halfenkelvoudig is, dan is Book

N- halfenkelvoudig. Gestel ii vir 'n sekere t is nie H- halfenkelvoudig

nie. Dan bevat Bi 'n nie-nul nilideaal, se I. Laat °* eEl. Daar

bestaan 'n positie'ii'e heelgetal, se n, s6 dat c f 0, c2 *0, ... , cn - 1 f 0

en en = O. Dus e(en- 1 ) = 0, 'ii'aar cn- 1 *O. Gevolglik is ann
li o

{e} f o.
1

Dus is Bi nie regs-superpriem nie, 'n teenstrydigheid.

N ( u:

Laat Y 'n vektorruimte met 'n aftelbare basis oor 'n liggaam 'ii'ees en ge

stel S is die ring van aIle lineere transformasies van eindige rang op Y.

S is (J-radikaal: soos aangetoon in I, is anns{x} f 0 vir elke XES.

S is dus nie 'n regs-superpriemring nie en gevolglik is (0) nie 'n regs

superpriemideaal in S nie. Omdat S enkelvoudig is volg dat u(S) = S.

S is H-halfenkelvoudig soos aangedui in I.



36

IV. s is nie vergelykbaar met K n 6, nie:

N n B¢ ~ s: [9J

Laat C 'n eindig-voortgebringde nilring ~ees ~at nie lokaal-nilpotent is

nie ([11J, §20) en stel T = {I ~ C I Ck ~ I vir elke k = 1,2, ... }. Soos

aangedui in II, bevat T volgens Zorn se lemma 'n maksimale element, se I.

Laat q = CII. Dan is q E N, ~ant elke homomorfe beeld van 'n nilring is

nil.

Ons be~ys nou dat q E B,:

'n Homomorfe beeld van q is van die vorm ql(O) of [l L, vaar 0 :f J <l [,

'n Egte homomorfe beeld van q, naamlik qlJ vaar J :f 0, is nilpotent:

Laat qlJ 'n egte homomorfe beeld van q ~ees. Dan is qlJ = CIII'II, se,

~aar I ( I ~ C. I is 'n maksimale element in T en dus is liT. Daar

bestaan gevolglik 'n posi.t i eve heelgetal, se r sodanig dat (Jf ~ II. Dus

is (Jf + I ~ I en gevolglik is (cr +1)11 ~ III, met ander voorde , qr ~ l,

sodat qlJ nilpotent is.

As ql1 subdirek- onherleibaar is, dan bevat qlJ m e 'n idempotente hart

nie: gestel qlJ is subdirek-onherleibaar en bevat 'n idempotente hart,

se H :f O. Dan is g2 = B en vir elke positie~e heelgetal k geld dan dat

~ = B. Dit is egter strydig met die feit dat qll nilpotent is. Om te

bevys dat q E Bf is dit dus voldoende om te bevys dat q sub

direk-herleibaar is.

Gestel dat q subdirek-onherleibaar is en laat 0 :f H = PII, se, die hart

van q ~ees. Dan is I ( P <l C. Omdat P ~ T, bestaan daar 'n positie~e

heelgetal, se k , sodanig dat Ck ~ P. Gevolglik is (Ck +I) I I ~ PII, met

ander voorde qk ~ H. qk = (Ck+I) I I f 0, vant Ck i 1. Dus is H ~ qk en

gevolglik is B = qk. q2k = (C2k+I )I I f 0, vant C2k ( I. Dus is B ~ q2k

en omdat q2k ~ qk = H, volg dat q2k = H = qk sodat qk = H idempotent is.
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qk = H is 'n nilring, want q is 'n nilring. qk = H 1= 0 is dus 'n

eindig-voortgebringde idempotente nilring.

teenstrydigheid, soos wat ons nou aantoon:

Laat 1I = {Xl ,x2 ' ••• , xn } 'n versameling voortbringers van die eindig-

voortgebringde ring Hwees. Ons bewys eerstens dat

H= Hx! + HX 2 + ••• + Hxn •

Dit is duidelik dat Hx! + HX 2 + ••• + HXn ~ H.

H ~ HX l + HX 2 + ••• + Hxn : laat h E H. Dan is h E H2, want H= H2.
v, ,

Gevolglik is h = ~ hihi (hi' hi E H vir i = 1,2, ... , v).
i=l

,
Laat vir 'n vaste i, hi

w(i) (.)
= ~ x· 1

j=l J 1

D . h Eh [ w(~) (d x( d ] .an 1 S = i xj ' • • j k (J' )
i=l j=l 1

Dus is

+ ••••

+ ••••

+ [ h X(2())
2 w 2 !
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Vir 'n vaste i en vir j

Dus is h E HX 1 + ••• + Hxn •

,
Vir hi =

w(i) (0)
E x· 1

j=l J I
xJ~~j) volg die bewys soortgelyk.

lies nou 'n minimale deelversameling, se {Yt 'Y2' .... , Ym} van

{X 1'X2, .... , xn } sodanig dat H = HYI + HY2 +•.. + Hym• Daar bestaan

elemente, se hi' ... ,
Yl E H. hi j 0, want as hi = 0, dan is Yl = h2Y2 +•.• + hmym, strydig met

die minimaliteit van {Yl' ... , Ym} ·

H is 'n nilring en dus bestaan daar 'n pos i t i eve heelgetal, se 12 ~ 2,

sodanig dat h~ = O. Deur die gelykheid Yl = hl YI + ... + hmYm met h~-l te

vermenigvuldig, volg dat

h~-l(Yl) = h~-l(hlYI) + h~-1(h2Y2) +... + h~-l(hmYm)

=°+ h~-1(h2Y2) + •.• + h~-l(hmYm)'

Dus is h~-l(Yl) E HY2 + ..• + Hym• Laat 0 die kleinste positiewe heelgetal

wees sodanig dat h~Yl E BY2 + •.• + Hym. 8 > 1, want gestel 8 = 1. Dan is
I I

Laat dus h1Yl = h2Y2 + •.• + hmym, waar
I

hi E H vir i = 2, ... , m. Dan is VI = h1Vl + h2V2 + ••• + hmYm
, ,

= h2Y2 + ... + hmYm+ h2Y2 + ... + hmYm

=(h;+h 2)Y2 + ••• + (h~+hm)Ym'

Dit is egter strydig met die minimaliteit van {Yl' ... ,Ym} .



+••• +

39

• •
hmym, ~aar hi e H vir ~ = 2, ... , m.

E HY2 +.•. + Hym•

Dit is egter strydig met die aanname dat 8 die kleinste positie~e ~aarde

8is sodanig dat h1Yl E BY2 +••• + Hym• q is gevolglik subdirek-herleibaar.

Uit q E B¢ en q E N volg dat q E N n Br q t s , vant q IS regs-sterk

priem. Dus is N n B¢ { s.

s { N n B{

Laat Y 'n vektorruimte met 'n aftelbare basis oor 'n liggaam vees en

gestel S is die ring van aIle lineere transformasies van eindige rang op

Y. Soos bevys in I, is S s-radikaal , maar H-halfenkelvoudig. Dus is

S E s, maar S t Hn B~.

V. LcXnl,:

Laat C 'n eindig-voortgebringde nilring ~ees ~at nie lokaal-nilpotent IS

nie ([11], §20) en stel T = {I <l C I c'" { I vir elb k = 1,2, ... }. T

bevat volgens Zorn se lemma 'n maksimale element, se I. Laat q = CII.

Soos be~ys In IV is q E Hn B,.

q is egter s-halfenkelvoudig en dus is q L-halfenkelvoudig.

VI. s en 6; is nie vergelykbaar nie:

s {B,: laat r 'n vektorruimte met 'n aftelbare basis oor 'n liggaam
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wees en gestel 5 is die ring van aIle lineere transformasies van eindige

rang op Y. Soos bevys in I, is 5 E s ,

5 ~ B¢' want 5 is enkelvoudig en dus is S subdirek- onherleibaar met 'n

idempotente hart, naamlik 52 = S.

VII. J ( U:

Die Behrens-radikaal, J
B

, is die boradikaal bepaal deur die klas van aIle

subdirek-onherleibare ringe met idempotente harte wat idempotente

elemente bevat.

JB ~ U: laat 1 'n enkelvoudige ring met 'n nie-nul idempotente element,

se e, weese Die hart van i, dit is i self, bevat die idempotente element

e en 1 is idempotent: 12 i 0, omdat 0 * e = e2 E 1.

Uit 12 ~ 1 volg dat 12 = 1.

Die boradikaal bepaal deur die klas van subdirek-onherleibare ringe met

idempotente harte, vat idempotente elemente bevat, is dus bevat in die

boradikaal bepaal deur die klas van enkelvoudige ringe vat n i e-nul

idempotente elemente bevat. Volgens [2] is J CJ
B

sodat J C U.

VIII. s en U is nie vergelykbaar nie:

s {U: laat Y 'n vektorruimte met 'n aftelbare basi3 oor 'n liggaam vees

en gestel 5 is die ring van aIle lineere transformasies van eindige rang

op Y. Soos bevys in I, is 5 E s , 5 is egter enkelvoudig en bevat

nie-nul idempotente elemente sodat U(5) = O.

U { s, want N n B¢ { s ,

n. (f ~ Kg:

Laat I 'n Hg- halfenkelvoudige ring vees, Dan is i N t Ii' vaar Ii VIr
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elke i 'n nie-nul ring is wat geen nuIdeIers bevat nie.

Elke nie-nul ring Swat geen nuldelers bevat nie, is regs- superpriem:

gestel S * 0 is 'n ring wat geen nuldelers bevat nie. Laat 0 f J 4 S en

o # c E J. anns{c} = 0, omdat S geen nuIdeIers bevat nie, sodat S 'n

regs-superpriemring is.

Nou voig dat I ~ i" 'i' vaar 'i vir elke z 'n regs- superpriemring is.

Gevolglik is I q-halfenkelvoudig.

(T ( Kg:

Laat T die ring van 2 x 2 matrikse oor die liggaam 12 = {O; 1} vees ,

Volgens [2J, bladsy 154 is T Hg- radikaal. T is egter regs- superpriem

volgens opmerking 8. Dus is T q-halfenkelvoudig.

I. fT ~ c:
Laat I 'n ring vees vat C- halfenkelvoudig is. Dan is I ~ i" Ii' vaar Ii

vir elke i 'n enkelvoudige ring met 'n identiteitselement is.

Elke enkelvoudige ring S met 'n identiteitselement is regs- superpriem:

laat S 'n enkelvoudige ring met 'n identiteitselement llees. Dan is S die

enigste nie-nul ideaal in 5 en vir 1 E 5 geld dat as l·z = 0, Z E 5, dan

is z = o.
Dus volg dat I ~ i" Ii' vaar Ii vir elke z 'n regs- superpriemring is,

sodat I q- haifenkelvoudig is.

(T ( C:

Laat Y die ring van aIle rasionale getalle van die vorm 2y2~ 1 wees, waar

x en y heelgetalle is en die ggd van 2x en 2y + 1 gelyk aan een is. Y is

J- radikaal volgens [2], voorbeeld 10. Dus is Y C- radikaal , want J ~ C.

Y is regs- superpriem want die regter- annuleerder van elke element van Y

is nul. Dus is Y q-halfenkelvoudig.
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XI. g en J is nie vergelykbaar nie:

ff t J: laat Y 'n vektorruimte met 'n aftelbare basis oor 'n liggaam wees

en gestel S is die ring van aIle lineere transformasies van eindige rang

op Y. S is u-radikaal soos aangetoon in III, maar J-halfenkelvoudig

([2J, voorbeeld 11).

J ~ ff: laat Y die ring van aIle rasionale getalle van die

wees, waar x en y heelgetalle is en die ggd van 2x en 2y +

2x
vorm 2y + 1

1 gelyk aan

een is. Y is J- radikaal ([2J, voorbeeld 10). Y is egter ff- half-

enkelvoudig (soos aangetoon in II).

XII. genU is nie vergelykbaar nie:

ff { U, want 3 ~ U.

U ~ ff, want J ~ ff (soos aangetoon in I).

XIII. U ~ G:

Laat I 'n C-halfenkelvoudige ring vees , Dan is I ~ i Hi' vaar Hi vir

elke z 'n enkelvoudige ring met 'n identiteitselement is. Vir elke i is

die identiteitselement van Ii 'n nie-nul idempotente element. Dus is

I ~ i" Ii' vaar Ii vir elke i 'n enkelvoudige ring met 'n nie-nul

idempotente element is. 1 is gevolglik U-halfenkelvoudig.

u( C: laat Y 'n vektorruimte met 'n aftelbare basis oor 'n liggaam W'ees

en gestel S is die ring van aIle lineere transformasies van eindige rang

op Y. S is C- radikaal, omdat S volgens I 3- radikaal is.

S is egter U- halfenkelvoudig, want S is enkelvoudig en bevat ni e-nul

idempotente elemente (volgens I).
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Stelling 27

Vir ringe met stygkettingvoor~aarde op linkerideale is fi = L = N = s = u.

Bevys

Laat i 'n ring met stygkettingvoor~aarde op linkerideale ~ees. fi = u:

ons be~ys die volgende:

(i) i is a- radikaal as en slegs as 1 p- radikaal is.

(ii) u(i) =P(l).

(i) i is u-radikaal as en slegs as 1 p-radikaal is: gestel 1 is

u-radikaal. Dan kan 1 nie homomorf op 'n nie-nul regs

superpriemring afgebeeld ~ord nie. 1 kan dus nie homomorf op 'n

nie-nul Noetherse priemring afgebeeld ~ord nie, ~ant volgens

stelling 6 is elke Noetherse priemring regs-superpriem. 1 is dus

P- radikaal.

Omgekeerd, as I p-radikaal is, dan is 1 u-radikaal, ~ant p C u.

(ii) u(l) = fi(l): soos reeds bewys is P(I) C u(I).

u(l) ~ P(I): laat I 'n priemideaal in I wees. Dan is III 'n Noetherse

priemring. Elke Noetherse priemring is regs- superpriem (stelling 6).

Dus is III regs-superpriem en gevolglik is I 'n regs-superpriemideaal in

i.

Soos reeds be~ys is P ~ L ~ s ~ u vir aIle ringe en volgens [2J is

fi = L =K vir ringe met stygkettingvoor~aarde op linkerideale.

Dus volg dat P = L = K = s = u vir ringe met stygket t ingvoorvaarde op

linkerideale.
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Vir kommntatieve ringe is P = L = K = s = ~ = Kg:

Vir kommutatie~e ringe is p = L = K = Kg ([2J, lemma 88). Dus volg dat

p = L = K = s = u = Kg.

- - - 000- --
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HOOFsm 6

liRAKTERISERING VAN DIE REGS- SUPERPRIElRADIIliL EN

DIE REGS- STERKPRIDIB ADIIliL

6.1 Inleiding

In hoofstuk t~ee het ons regs-superpriemideale in terme van 'n

sup-steisel en supersteisel gekarakteriseer en in hoofstuk drie is

regs- sterkpriemideale in terme van 'n sp- stelsel gekarakteriseer. In

hierdie hoofstuk karakteriseer ons nou die regs- superpriemradikaal deur

gebruik te maak van sup-stelsels en superstelseis en die regs-sterkpriem

radikaal deur gebruik te maak van sp-stelsels.

Ons gee verder eienskappe van die regs- superpriemradikaal en die regs

sterkpriemradikaal.

6.2 Iarakterisering van die regs-superpriemradikaal

Stelling 28 [15]

Laat B = {a E 11 as a E Gwaar C 'n sup-stelsel is, dan is 0 E C}. Dan

is B ~ (f(R).

Bewys

Laat a EBen gestel I is 'n regs-superpriemideaal in 1. Dan is Ca(I) 'n

sup-stelsel en dus is a E I, vant as a E Ca(I) , dan is 0 E Ca(I) , 'n

teenstrydigheid. Gevolglik is a E n {I 4 11 I is 'n regs- superpr i em

ideaal}, met ander ~oorde, a E u(l) sodat B ~ u(I).
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Definisie 12 [15]

'n Ideaal I in I is 'n s-priemideaal as Ca(I) 'n deelversameling S bevat

sodanig dat S geslote onder vermenigvuldiging is en (a) nSf ¢ vir elke

a E CB. (I) •

Stelling 29 [15]

Laat B = {a E II as a E 0 ~aar 0 'n sup-steIsel is, dan is 0 E C}.

~(l) = B as en slegs as ~(l) = K(l) , ~aar K(l) die nilradikaal van 1 is.

Bewys

Gestel u(l) = B. Laat x E ~(I) = B en a E (x). Stel

o= {a,a 2,a3,a4
, ••• }.

C is 'n sup-stelsel: laat rEO, se r = an. Dit geld nou dat r E (r) en

rO ~ 0: laat am E C. Dan is ram = anam = an " m E C. C is dus 'n

sup-stelsel en omdat a EBen a E 0, volg dat 0 E O. Daar bestaan dus 'n

pos i.t ieve heelgetal, se t, sodanig dat at = O. a E (x) is met ander

~oorde nilpotent. Gevolglik is (x) 'n nilideaal, sodat (x) ~ N(l). Dus

is u(l) ~ 5(1).

Ons weet dat K(l) ~ u(l) en dus is u(l) = 5(1).

Gestel, omgekeerd, dat ~(l) = 5(1.). Volgens stelling 28 is B C u(l).

Ons toon nou aan dat u(l) ~ B:

Laat x E Ca(B). Dan bestaan daar 'n sup-stelsel, se 0, sodanig dat
I I

X E 0, maar 0 t C. Laat I = {I 4 'IG n I = 9}. 1 bevat volgens Zorn
I I

se lemma 'n maksimale element: I f 9, want (0) E I .
I I

Laat Y die vereniging van 'n ketting, se I in I vees , Y E I: gestel

die teendeel, naamlik dat en Y:f.;, en laat x' E en Y. Dan is z' E C

en x' E I, se, waar I E l. Dus is x' E C n I, 'n teenstrydigheid. Laat
I

P 'n maksimale element in I wees.
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Volgens [12], stelling 9 is H(l) = n {I ~ III is 'n s-priemideaal}. Ons

toon nou aan dat P 'n s-priemideaal is, want dan geld dat

x ¢ N(B) = u(l), omdat x ¢ P.

* *Laat S = CB.(P) en stel C :: {c E llcC ~ c}. C f ¢, want x E C en dus

*bevat (x) 'n element, se e ' sodanig dat e' C c C. C is geslote onder

vermenigvuldiging:

*S =

*laat c p c2 E C. cI C2 C :: C1(C 2 C) ~ clC ~ C. Laat

*{c E llc :: e+p, waar e E C en pEP}.

* * *S C S: laat s* E S en se s* :: e+p, waar e E C en pEP. As s* ¢ S,

dan is s* :: e + p :: P, se, waar pEP. Dus is e :: p - PEP, strydig.

* *S is geslote onder vermenigvuldiging: laat e1+p! en e2+p! E S , waar

*e I , e2 E C en pi,p; E P. Dan is

(e1+pi)(e2+P2*) = e1e2 + e1P; + pi e2 + pip;

*:: e3 + p!, se waar e3 E C en P3 E P.

*P:/:l,wantx¢P. LaataES::CB.(P), Danis(a)nS :/:¢:
I

((a)+P) n C f ¢, ~ant P is 'n maksimale element in I. Laat

9 E ((a)+P) n C en se 9 :: al+Pl' waar at E (a) en Pl E P.

C is 'n sup-stelsel en daarom bestaan daar 'n element, se g* E (g)

*sodanig dat g*C ~ C. Dus is g* E C •

Elke element van die hoofideaal (9) :: (a1+Pl) is van die vorm: a'+p',

vaar a' E (a) en p' E P:

v
={n(a 1+Pl) + s(a1+Pl ) + (a1+Pl)t + t si(a 1 ~Pl)ti

i::1

en s , t ,oSi , tiE i vir i :: 1,2, ... , v}.

v
Dus is (a1+Pl) = {na 1+sa1+a1t + ~ siati + nPl+sPl+Pi t

i=l

I nEZ, v E IN

v
+ E s. P1 t· I n E Z v E IN en s , t , .s i , tiE i. viri::l 1 1 ,

i :: 1,2, ... , v}.

Laat dus 9* :: a2 + P2' se, ~aar a2 E (a) en P2 E P.

* *Dan is a2 = 9* - P2 E S , sodat (a) n S :/: ;.
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P is dus 'n s-priemideaal sodat x t P impliseer dat x t H(i) = u(B).

Stelling 30 [15]

u(B) = 0, waar 0 = {x E i I as x E C waar (C,I) 'n superstelsel VIr 'n

ideaal I in I is, dan is 0 E C}.

Bewys

o ~ u(i): laat x E 0 en gestel I is 'n regs-superpriemideaal in 1. Dan

is (CR(I) ,I) 'n superstelsel en x E I, want gestel x E CR(I). Dan is

o E CR(I) , strydig met 0 E I. Dus is x E n {/ <l 11/ is 'n regs

superpriemideaal}, met ander woorde x E u(i).

u(i) ~ 0: as 0 = B, dan is u(i) ~ o.
Laat x E CR(D) waar 0 f 1. Dan is x E C, se, waar (C,I) 'n superstelsel

vir 'n ideaal I in 1 is, en 0 t C.

Laat t' = {J <l 1 I I ~ J en C n J = ¢}.
, ,

Volgens Zorn se lemma bevat I 'n maksimale element: I f 9, want I ~ I
,

en Cn I = ¢ sodat I E I .
, ,

Laat Y die vereniging van 'n ketting, se 1, in I wees. Y E I: I ~ Y,

want vir elke J E 1, geld dat I ~ J. C n Y = ¢, want gestel UJ E C n Y.
" ,

Dan is W E J , se, waar J E 1. Dus is w E C n J 'n teenstrydigheid.
,

Laat P 'n maksimale element in I wees.

x t P, want x E C en C n P =;. Ons gebruik stelling 7 om te bewys dat P

'n regs-superpriemideaal in 1 is:

Laat a E Ca(P). Dan is C n (P + (a)) f ;, want P is maksimaal met

betrekking tnt C n P =,. Laat 9 E C n (P+(a)), en se 9 =Pl + el, waar

Pt E P en e l E (a).

Soos aangetoon is elke element van die hoofideaal (9) = (Pl+e t ) van die

vorm P + e, waar pEP en e E (a).
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Omdat (C, f) 'n superstelsel is, bestaan daar 'n element, se c E (g),

sodanig dat cz E C vir elke Z E Ca(I). Laat c = p + e waar pEP en

e E (a). Vir die element e E(a), geld dat as ez E P, z E 1, dan is

Z E P: laat z E i sodanig dat ez E P en gestel Z E Ca(P). Dan is

Z E Ca(f) , want I ~ P. Dus is ez E C, omdat (C,I) 'n superstelsel is.

ez = pz + ez E P, want pEP en ez E P. Dus is ez E P n C, strydig met

P n C= ~ en gevolglik is z E P.

P is dus 'n regs-superpriemideaal in i wat nie vir x bevat nie sodat

x t 0-(1).

Opmerking 11 [14]

0-(1) besit die volgende eienskap: laat a E i sodanig dat daar vir elke

C E (a) 'n posi t i eve heelgetal k bestaan vaarvoor geld dat cka E cr(l).

Dan is a E 0-(1): laat 0-(1) * 1 en a E Ca (/T(l)). Dan bestaan daar 'n

regs-superpriemideaal, se I, in i sodanig dat a t f.

(Ca(I),f) is 'n superstelsel, omdat I 'n regs-superpriemideaal in 1 is.

Dus bestaan daar 'n element, se c E(a), sodanig dat as z E Ca(I) , dan is

ezE Ca(I). Dus is ca E Ca(I) , want a E Ca(I). So ook is

c2 a = e(ca) E Ca (f), want ea E Ca (f) . Deur telkens opeenvolgende magte

van c met a te vermenigvuldig, volg dat die produk cka t I vir elke

positiewe heelgetal k. Dus geld vir elke positiewe heelgetal k dat

cka E Ca(o-(X)).

Ons definieer 'n s-nilpotente element as volg: a E I heet s-nilpotent as

daar vir elke C E (a) 'n positiewe heelgetal k bestaan sodanig dat

eka = o. Dit is duidelik dat 0-(1) al die s-nilpotente elemente van I

bevat.

Elke s- nilpotente element is nilpotent: gestel a is s- nilpotent. Dan
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bestaan daar 'n positiewe heelgetal, se k, sodanig dat aka = 0, dit is

ak + 1 = O. u(l) bestaan dus nie slegs uit s-nilpotente elemente nie, want

#(1) ( u(l).

6.3 Iarakterisering van die regs-sterkpriemradikaal

Stelling 31 [15]

s(l) =E, waar E = {x Ell as x E G, waar (G,P) 'n sp-stelsel vir 'n

PAl is, dan is 0 E C}.

Bevys

s(l) (E: laat x E s(l) en x E G, waar (G,P) 'n sp-stelsel VIr 'n P ~ 1

is. Stel K = {I ~ I I P ~ I en G n I = ;}. Laat 0 t G sodat x t E.

Volgens Zorn se lemma bevat K 'n maksimale element:

K j ~, want P E K: P ~ P en Gnp =;.
Laat T die vereniging van 'n ketting, se C, in K wees. Dan is T E K:

P ~ T, want vir elke 1 E Cgeld dat P ~ I. Cn T = ;, want gestel

x E Cn T. Dan is x E T sodat x E L vir 'n L E C. Dus is x E C n L, 'n

teenstrydigheid. Laat q 'n maksimale element in I wees.

Ons toon nou aan dat q volgens stelling 16 'n regs-sterkpriemideaal in 1

is: q f I, want x i q. Laat a E Ci(q). Dan is a E Ca(P), want P ~ q.

(q + (a)) n Cf ;, want q is 'n maksimale element in K. Laat

9 E (q +(a)) n G. Uit die definisie van 'n sp-stelsel, bestaan daar 'n

eindige deelversameling, se F ={!1'!2' ... , in} ~ (9) sodanig dat

Fz n G f ; vir elke z E Ca(P). Gestel Ii = qi + ai waar qi E q en

ai E (a) vir i = 1, 2, .•. , n.

, ,
Stel F = {a1,a2 , ••• ,an } en laat F z ~ q vir 'n Z E I. Z E q: gestel

Z i q. Dan is ziP, want P ~ q en dus geld vir F dat Cn Fz f;. Laat

v E Gn Fz. Dan is v E Gen v E Fz. Fz ~ q: Elke element van Fz is van
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I

die vorm liz = qiz + aiz (qiz E q, aiz E F Z ~ q; i = 1,2, ... , n). Dus

is v E q en gevolglik is vee n q; strydig met Cn q = ,.
I I

Vir F ~ (a) geld dat as F Z ~ q, Z E 1, dan is Z E q sodat q 'n

regs-sterkpriemideaal in 1 is.

Omdat x E C, is x t q, want C n q =,. Dit is egter 'n teenstrydigheid,

omdat x E s(l) en q 'n regs-sterkpriemideaal in 1 is. Gevolglik is 0 E C

sodat x E E.

E ~ s(I):

Laat x E E en gestel I is 'n regs- sterkpriemideaal in L, Dan is

(CR(I),I) 'n sp-stelsel. As x E CR(I) , dan is 0 E CR(I), strydig met

o E I. Dus is x E I sodat x E s(I).

Nou volg dat s(l) = E.

Opmerking 12

Ten einde die regs-sterkpriemideaal te karakteriseer, word die volgende

klasse deur Parmenter, Stewart en Viegandt in [9] gegee:

To = {1 I ann!(F) *0 vir elke eindige deelversameling F ~ 1}.

Vir k =1,2, ... is Tk = {1 I ann!(xl ••• xkF) t 0 vir elke

Xl' •.. , Xk E 1 en elke eindige deelversameling F ~ 1}.

Tf = {1 I vir elke eindige deelversameling G ~ 1 bestaan daar 'n

heelgetal k = k(G) ~ 1 sodanig dat ann!(xl ••• xkF) j 0 vir elke

Xl' •.. , Xk E C en elke deelversameling F ~ 1}.

Volgens [9], stelling 1, is s = 8(10 ) = 8(1k ) = 8(Tf ) vir elke

k = 1,2, ... . . Ons verk nou deur die bevys van stelling 1 soos gegee in

[9] en wys dan daarop dat die riglyne vir die bewys van s ~ To gegee in

[9], nie tot die voltooiing van die bewys van stelling 1 lei nie.
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Eerstens is 0 ¢ To sodat s ~ To onmoontlik is. Laat daarom

To = {A I ann!(F) *0 vir elke eindige deelversameling F ~ A} U {O}.

Bewys

Laat A 'n ring wees, A ¢ To en stel L = {I ~ A I I E To}'

Volgens Zorn se lemma bevat L 'n maksimale element: L f " want (0) E L.

Laat q die vereniging van 'n ketting, se I, in L wees. Dan is q E To:

gestel F is 'n eindige deelversameling van q. Dan is F ~ Ii' se, waar

Ii E I. Laat 0 *z E annK . (F). Dan is 0 *Z E annQ(F).
1

Laat I 'n maksimale element in L vees , Ons wil nou aantoon dat A/Ii

regs-sterkpriem is sodat A ~ s.

Laat 0 * J/I ~ A/6. Dan is 6 C J en omdat 6 'n maksimale element in L

is, volg dat J ¢ To' J bevat dus 'n eindige versameling, se

F = {jl' ... , jn} sodanig dat annJ(F) = O.

Stel l = Ul+6, ... , jn+l}. l ~ J/6 en annJ/M(l) = 0: gestel
I I

annJ/M(F) *O. Laat 0 t r + 6 E annJ/M(F). Dan is r i 6 en

I C (r) + I sodat (r) + 6 i L en dus is (r) + I t To' Daar bestaan dus

'n eindige deelversameling, se G~ (r) + 6 sodanig dat as Gz = 0, z E (r)

+ I, dan is z =O. Ons bewys nou dat Gvan die volgende vorm is:

aj E A vir j = 1,2, .. , s ,

Laat pEG en se p = npr + spr + rap + tspirapi + mp

(sp' Gp' spi' Gpi E J, mp E I en np Ell).
I' I

lies G = i~p {mp,r,rap,rGpi}' As Gz = 0, Z E (r) + I, dan is z = 0:
I

laat Gz =0 vir 'n z E (r) + 6. Dan is
I

pz = (npr + spr + rap + tspirapi + mp)z = 0, omdat G z = O. Dus is

Gz = 0 sodat z = o.
... ,

i = 1,2, ... , t en aj E A vir j = 1,2, ... , s ,
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Stel H= {mi I i = 1,2, ... , t} U Uir Ii = 1,2, ... , n}

U {j i rak I i = 1,2, .•. , n en k = 1,2, ... , 8}.
,

H is 'n eindige deelversameling van I: omdat r + 1 E annJfM(F ) volg dat

(ji+1)(r+I) = 0 vir i = 1,2, ... , n sodat i,« E I vir i = 1,2, ... , n .

As ons 0 f x E annM(H) kies, dan lei die keuse van x soos in die bewys
,

van stelling 20 tot 'n teenstrydigheid sodat annJfM(F) = 0 en AI Ii

gevolglik regs-sterkpriem is. Ons kan egter nie bewys dat I f 0 is nie

sodat ons nie 0 f x E annM(H) kan kies am die bewys te voltooi nie.

Stelling 32 [4]

[8(R)Jn = 8(Rn)·

Bevys

Laat I = {Ill is 'n regs-sterkpriemring}. Soos bewys in stelling 25 is I

'n spesiale klas van ringe. As I 'n identiteitselement het, dan is lEI

as en slegs as In E I (stelling 13).

Dus word voorvaarde I in opmerking 2 bevredig sodat [s(R)Jn = s(B n )

volgens stelling 2.

Gestel 1 het nie 'n identiteitselement nie. Dan kan R volgens [7J, §2

ingebed word in 'n ring, se 1, met 'n identiteitselement. I is 'n ideaal

in 1 en 3 is erflik. Dus is 3(1) = I n 3(1). ([2J, stelling 48).

1 bevat 'n identiteitselement en dus is 8(1n) = [3(J)Jn' In is 'n ideaal

in I n en dus is s(ln ) =In n 3(1n). 'n n [3(J)Jn = [I n 8(J)Jn:

Rn n [8(1)Jn ~ [I n 8(1)Jn: laat (rij) E In en (ri j) E [s(1)Jn'

Dan is rij E I en r i j E sCi) vir i = 1,2, ... , n en j = 1,2, ... , n

sodat rij E I n s(1). Dus is (rij) E [1 n 3(1)Jn'

[1 n s(J)]n ~ t; n [3(1)]n: laat (rij) E [I n 3(J)]n' Dan is rij E 1 en

rij E s(1) vir i, = 1,2, ... , n en j = 1,2, ... , n sodat (ri j) E In en

(ri j) E [ 3 ( j ) ] n. Dus is (r i j) E 'nn [s (j ) ] n •

Nou volg dat 3(ln) = In n s(Jn) =1n n [s(J)]n = [R n 8(J)]n = [s(1)]n'
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Stelling 33 [9]

Laat j 'n regs-sterkpriemring wees. As F 'n isolator vir a E 1 is, dan

is annA(pmafTI) = 0 vir elke heelgetal m ~ 0 en n ~ 1.

Bewys

Gestel .4 is 'n regs- sterkpriemring. Laat 0 f a E .4 en gestel F is 'n

isolator vir a. Laat b E ..4 sodanig dat afTIb = ° vir 'n pos i t ieve

heelgetal n. Dit is, aFfTI- 1b = O. Dan is fTI- 1b = 0, want annA(aF) = 0.

Dus is aFD- 1b = 0.

Uit afll- 1 b = aFFD-2 b = 0, volg dat fTI- 2 b = 0, want ann!(aF) = 0. Dus

is afTI- 2b = 0.

Soortgelyk volg dat afll-3 b = 0,

afTI- 4 b = 0

aF b = 0.

b = 0, want annA(aF) =°sodat ann!(afTI) = O.

Laat C E ..4, m ~ 1 en n ~ 1 sodanig dat FGaFDc = 0. Dan is apmafllc =°en

dus is afTIc = 0, want annA(apm) = o. Uit afTIc = 0, volg dat c = 0, want

annA(afTI) = 0.

Definisie 13 [9]

'n Ring j is 'n lokaal-nilpotente uitbreiding van 'n deelring 1 as daar

vir elke eindig-voortgebringde deelring F van j 'n heelgetal k = k(F) ~ 1

bestaan sodanig dat Fk ~ 1.

Stelling 34 [9]

As i 'n lokaal-nilpotente uitbreiding van 1 is, dan is 3(1) =1 n 3(1).
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BellYs

Gestel 1 is 'n lokaal-nilpotente uitbreiding van I en laat S 4 A sodanig

dat 1 = 1/S regs-sterkpriem is.

Laat 1 = (I+S)/S. 1 = (I+S)IS is regs-sterkpriem: laat S f r + S E I.

Daar bestaan 'n isolator, se F ~ I vir r + S, omdat 1 'n regs-sterkpriem-
,

ring is. Laat F = {!1+S, !2+S, ... , fy+S} en stel F = {!1'!2' ... , !y}.

<!1' !2, ... , !y> is 'n eindig-voortgebringde deelring van 1 en A is 'n

lokaal-nilpotente uitbreiding van I. Daar bestaan gevolglik 'n positiewe

heelgetal, se n, sodanig dat <it ,12, ... , !y>n ~ I. Dus is (l)n ~ s.

Gevolglik is (F)n ~ (I + S)IS = I. Volgens stelling 33 is

annI((r+S)En) = 0 en dus is En 'n isolator vir r + S, sodat 1 ~ II(Il n S)

regs-sterkpriem is.

s(Il) ~ inS: laat U E s(l). Dan is U E I VIr elke I 4 I vaar Il/I

regs-sterkpriem is. Dus is U E InS, want 1/(1 n S) is regs-sterkpriem.

Dit geld dan nou dat s(I) ~ InS vir elke S 4 1 sodanig dat AIS

regs-sterkpriem is.

s(E) ~ s(1): laat v E s(l). Dan is v E InS vir elke S 4 A vaar A/S

regs-sterkpriem is. Dus is v E S vir elke S 4 A waar l/S regs-sterkpriem

is sodat v E s(1). Uit s(l) ( I en s(l) ~ s(l), volg dat s(l) ~ I n s(A).
r

Laat nou P ~ I sodanig dat I = l/P regs-sterkpriem is.

* *Stel I = {I 4 All n I ~ Pl. Volgens Zorn se lemma bevat I 'n maksimale

* *element: I f 0, want (0) E I .

* *Laat V die vereniging van 'n ketting, se C in I vees , Dan is V E I
,

gestel die teendeel, naamlik dat V nit P en laat x E V n I, x i P.
" I I I I

Dan is x Else, waar lEe. Dus is x E I n I waar x i P, strydig
,

met I n I £ P.



56

*Laat q 'n maksimale element in I wees en I 4 j sodanig dat q (I. Dan

is I n I {P. Laat nou x E I n I, x ¢ P. P is 'n regs-sterkpriemideaal

in I en dus bestaan daar volgens stelling 16 'n eindige deelversameling,

se F ~ (x)a sodanig dat as Fr ~ P, rEI, dan is rEP.

Laat 1 = {b E j I Fb ~ q}. 1 is 'n regterideaal in 1: laat k 1 , k2 E 1.

Dan is Fk1 ~ q en Fk2 ~ q. q is 'n ideaal en is dus geslote onder

aftrekking. Dus geld vir elke f E F dat fk 1 - fk2 = f(k1-k2 ) E q. Dus

is F(k 1-k2 ) ~ q sodat k1 - k2 E 1.

Laat a E j. Fk1a ~ q, want Fk1 ~ q. Dus is k1 a E I.

Beskou die ideaal 11 + 1 wat voortgebring word deur I in 1. Gestel C is

'n deelversameling van 11 + I van die vorm:
,

C = {aiki I i = 1,2, ... , oS} U {k j I j =1,2, ... , t} vaar ai E 1, ki E I
,

en kj E I vir elke i =1,2, ... , s en J" = 1,2, ... , to

c2n ~ P vir 'n positiewe heelgetal n: laat Hdie deelring van 1 wees wat

voortgebring word deur

{aili = 1,2, •.. , s] U {kili =1,2, ... , s] U {k; Ii = 1,2, ..• , t}.

Daar bestaan 'n positiewe heelgetal, se n, sodanig dat Ell ~ I, want 1 is

'n lokaal-nilpotente uitbreiding van I.

C
F(I n I) ( q n I: Laat x E F(1 n I). Dan is x = ~ f e Ye , vaar Ie E F·,

c=l

Ye E 1 en Ye E I vir c = 1,2, ... , C. Vir c = 1,2, ... , C, is Ie v: E q,

omdat Ye E I en dus is FYe ~ q.

Vir c = 1,2, ... , e, is feYe E 1, omdat f e E I en s; E 1. Dus is x E q

en x E I en daarom volg dat F(1 n I) ~ q n 1 ~ P.

Vir die eindige deelversameling F, geld dat as Fr ~ P, rEI, dan is

rEP. Uit F(1 n I) ~ P, volg dus dat I n I £ P.
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Elke monoom m E C2n , kan gefaktoriseer word as m =m1m2 , waar m1 E on en

m2 E I n on: 'n monoom, se m E C2n , is van die vorm: m = m1m2 ••• m2n ,

waar ms E Cj S = 1,2, ... , 2n. mn +1 is of van die vorm mn +1 = kf vir 'n

j E {1,2, ... , t} of mn + 1 = aiki vir 'n ~ E {1,2, , s}.

Gestel eerstens dat mn + t = kj' vir 'n JO E {1,2, , t}. Dan kan ons se

dat m = m1m 2 , vaar mt = mtm 2 ••• mn en m2 = mn +1 ••• m2 n •

Nou is mt E on, want ms E H vir s =1, 2, ..., n en m2 E on n I:

m2 E on, omdat ms E H vir S = n + 1, ... , 2n. m2 E I, want
,

m2 = kj mn +2 ••• m2 n en I is 'n regterideaal.

Gestel andersins dat mn + t = aiki vir 'n i E {1, 2, ... , 5}. Dan kan ons

se dat m = m1m 2 , vaar mt = m1 ••• mna i en m2 = kj mn +2 ••• m2n • Dus geld

weer eens dat mt E on en m2 E I n on.
un (1' n un) c 1(1' n I): laat y E un(1' nun). Dan is y van die vorm

,
d , ,

y = E v- v- (Y
d

E gn ~ t, y- E l' en Y- E on C 1 vir
d=l d d d d -

d = 1,
,

2, ..., d ). Dus is v E 1(1 n I).

1(1' n 1) ~ P, want l' n I C P. Dus is m E un(1' n un) C 1(1 n 1) ( P sodat

C2n C P.

Elke eindig- voortgebringde deelring van .41 + l' is bevat in 'n deelring

wat voortgebring word deur 'n versameling met dieselfde vorm as C: laat

L 'n eindig- voortgebringde deelring van .41' + I vees en gestel die

voortbringers van Lis:

n1 ,
II = E adt kd 1 + kt

d=l
n2 ,

l2 = ~ ad2 kd 2 + k2
d=l

ne ,
It = ~ a - k - + k_

d=l dt dt t
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,
Laat C = {adi kdI I d = 1,2, ... , nt} U {ad2 kd2 I d = 1,2, ... , n2}

,
U ••• U {a - k - I d = 1,2, ... , ne } U {k

J
. I J = 1,2, ... , t}. Dan is

dt cit, , ,
L f <C >, die deelring voortgebring deur C , en C is van dieselfde vorm

as C.

(((AI+I) n I) + P)/P is lokaal-nilpotent:

laat 0 'n eindig-voortgebringde deelring van (((11+1) n 1) + P)/P wees en
, , / I I

se 0 = < ai + PI + P, a2 + P2 + P, ... , a- + P- + P >
u u

a~ E (AI+I) n 1 en P~ E P vir i = 1,2, ... , u.
" ,

< aI,a2 , ••• , a- > is 'n eindig-voortgebringde deelring van Al + I en is,
u

soos bewys, bevat in 'n deelring, se <0> waar 0 dieselfde vorm as C het.

(pn £ P, want C2n f P en Ghet dieselfde vorm as C. Dus is <0>2n f P,
,

sodat <a I , a2, ... , a_>2n ( <0>2n ~ P.
u

02n =0:

* 02nLaat d + P E en se

* k* * *d + P = ~ (d * +P)(d * +P)
J• 1 J' 2j * =1

* *(d * +P) waar d.* *E 0
j 2 n J e

k* * *
= ~ (d * d *

J• 1 J' 2j * =1

*d * ) + P.
j 2n

*Vir e* = 1,2, ... , 2n is d * * + P van die vorm
j e

* c*
d + P = ~* * /jj e j =1

( aJ~ 1 + PJ' 1 + P) (aJ~ 2 + PJ' 2 + P) ... (aJ~ . + PJ' + P);
f*<Jl n<jl

(a; * + PJ~ * E ((il + I) n 1) + P, r*(j) en c* E ~).
s s

Dus is d* + P van die vorm a* + P* + P,

Gevolglik is d* + P = P.

..., a' >2n ( P en P* E P•
u
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L(i/P) ~ s(l/P) = 0, want liP is regs-sterkpriem. Dus is

(((AI+I) n i) + P)/P = 0, want (((AI+I) n I) + P)IP is lokaal-nilpotent.

Gevolglik is (AI+I) n 1 ~ P.

I ~ q: vir elke q = q geld dat Fq ~ q. Dus is q ~ I ~ Al + I. q is

*egter 'n maksimale element in I en omdat (11+1) n 1 ~ P en q ~ Al + I,

volg dat q = ,41 + 1. Dus is 1 ~ q. Nou volg dat 1 = q, want q ~ I.

, ,
AIq is regs- sterkpriem: Laat °* J / q <3 1/q. Omdat q ( J , volg dat

, *, ,
J ¢ I sodat J n I { P. Laat e E J n I, e ¢ P. P is 'n regs-

sterkpriemideaal in i en dus bestaan daar volgens stelling 16 'n eindige

deelversameling, se E ~ (e)a sodanig dat as Er ~ P, rEI, dan is rEP.
, , ,

Laat E = {e + q leE E}. Dan is E ~ J Iq.

Laat z + q E Alq sodanig dat E' (z+q) =° Dan is E' z ~ q. Laat
/ I I I

1 = {b E 1 I E b ~ q}. Dan is z E 1. Dus is z E q, want 1 ( q, 5005

bewys vir 1. Volgens stelling 10 is A/q regs-sterkpriem.

Nou volg dat s(A) ~ q, omdat 11q regs-sterkpriem is.

sCi) n I ~ P, want s(1) ~ q en q is maksimaal met betrekking tot die

eienskap dat q n I ~ P. Vir elke P <3 1 waar liP regs-sterkpriem is, geld

dus dat s(1) n 1 ~ P. Dus is s(1) n 1 ~ sCi).

- - - 000- --
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NOTASIE

I is 'n ideaal in I.

Hoofideaal in I, voortgebring deur a E K.

Hoofideaal in I, voortgebring deur.a E I.

Ideaal voortgebring deur a1,a2 , ••• , an'

Ring voortgebring deur a1,a2 , ••• , an.

Regter-annuleerder van S in die ring 1, waar S 'n

deelversameling van I is.

Komplement van I in I, vaar I 'n deelversameling

van I is.

Subdirekte som van 'n familie van ringe {li}iEI.

a i= 0, a E I.

Die matriks (ai j ) met all = a en elke ander

posisie gelyk aan nul.

Ring van n x n matrikse oor I.

Isomorf aan.
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