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SUMMARY

In this essay we detefmine the relationship between the right superprime
radical, right strongly prime radical and other well-known radicals and
then characterize the right superprime radical and right strongly prime
radical.

In chapter one we give a summary of radical theoretical results needed
for the rest of the study.

In chapter two we define and characterize the right superprime ring. The
right superprime ideal is defined and then characterized in terms of
sup- systems and supersystems.

In chapter three we define and characterize right strongly prime rings
and right strongly prime ideals. 0One of the characterizations of the
right strongly prime ideal is given in terms of sp-systems. It is also
shown how a right strongly prime ideal can be found in a ring ZX.

In chapter four we show the relationship between right superprime rings
and right strongly prime rings.

The right superprime radical is the upper radical determined by the class
of all right superprime rings and the right strongly prime radical is the
upper radical determined by the class of all right strongly prime rings.
In chapter five it is shown that the right superprime radical (¢) and the
right strongly prime radical (s) are special radicals. Ve then determine
the relationship between these two radicals and other well-known
radicals. It is shown that s is incomparable with all radicals Raed such
that ¥ n B¢ C Rad C U. s 1is properly contained in ¢ and properly

contains [. ¢ is properly contained in Né and ¢ and properly contains ¥.



In chapter six we characterize the right superprime radical by using
sup- systems and supersystems. We then characterize the right strongly
prime radical by using sp-systems and give some properties of both

radicals.

-~ olo---



HOOFSTUK 1

INLEIDING

Die gebruik van die radikaal is ’n belangrike tegniek wat toegepas word
om die struktuur van ringe en algebras en ander algebraiese strukture te
bestudeer.

Cartan het eerste ’n deurbraak gemaak in die bestudering van struktuur
met behulp van radikale deur ’n groot klas van eindig-dimensionale nie-
assosiatiewe algebras te karakteriseer.

Vedderburn het vroeg in die 20ste eeu radikale gebruik in die teorie van
assosiatiewe algebfas van eindige rang en assosiatiewe ringe met minima-
liteitsvoorwaardes vir eensydige ideale.

In 1945 is ’n groot deurbraak gemaak met die definiéring van die
Jacobson-radikaal van ’n algemene ring en in die vroeé 1950’s het Kurosh
en Amitsur begin om ’n algemene teorie vir radikale te ontwikkel.

In 1965 het DIVINSKY [2] ’n uitstekende oorsig van die resultate verkry
tot dan, gepubliseer.

Ons gee nou ’n kort opsomming van radikaal-teoretiese resultate uit
hoofsaaklik [2] wat ons gaan gebruik. Alle ringe is assosiatief en besit
nie noodwendig ’n identiteitselement nie. 0Ons gebruik 2, tensy anders
aangedui, om ’n willekeurige ring aan te dui.

Laat £ ’n eienskap wees wat ’n ring besit. ’n Ring R heet ’n L-ring as
dit die eienskap £ besit. ’n Ideaal J van £ heet ’n [-ideaal as J ’n
L-ring is. ’n Ring wat geen nie-nul [-ideale bevat nie, heet [-half-
enkelvoudig.

L heet ’n radikaaleienskap as dit aan die volgende voorwaardes voldoen:

(A) ’n Homomorfe beeld van ’n [-ring is ’n L-ring.



(B) Elke ring bevat ’n [-ideaal § wat elke ander L-ideaal van die ring
bevat.

(C) Die faktorring B/S is [-halfenkelvoudig.

Die maksimale £-ideaal § van ’n ring B, heet die [-radikaal van £.

Uit (B) is dit duidelik dat O ’n L-ring is en dus is ’n ring R [-half-

enkelvoudig as die [-radikaal van R gelyk aan nul is. ’n L-ring is sy

eie [-radikaal en heet ’n [-radikaalring.

Laat ¥ ’n klas van ringe wees wat aan die volgende voorwaardes voldoen:

(D) Elke nie-nul ideaal van ’n ring van ¥ kan homomorf afgebeeld word op
’n nie-nul ring van K.

(E) As elke nie-nul ideaal van ’n ring £ homomorf afgebeeld kan word op
’n nie-nul ring van ¥, dan is ¥ € ¥.

Ons definieer ’n eienskap £, soos volg:

£ is 'n Ly-ring as dit nie homomorf afgebeeld kan word op ’n nie-nul ring

van ¥ nie.

Ly heet die boradikaaleienskap bepaal deur ¥. Elke ring in ¥ is Ly-half-

enkelvoudig.

As £ en T' twee radikaaleienskappe is, dan is £ C T as elke [-radikaalring

'n I'-radikaalring is. Ekwivalent hieraan is £ C T' as elke I-halfenkel-

voudige ring ’n L[-halfenkelvoudige ring is.

Definigie 1
'n Nie-le€é klas ¥ van ringe heet ’n spesiale klas van ringe as dit aan
die volgende voorwaardes voldoen:
(a) Elke ring in die klas ¥ is ’n priemring.
(b) Elke nie-nul ideaal van ’n ring in ¥, is self ’n ring in K.
(c) As 4 ’n ring in ¥ is en 4 is ’n ideaal van ’n ring £, dan is
B/ € K, vaar 4 = {z € B | zd = dz = 0}, dit is, 4 is die

annuleerder van 4.



Gpmerking 1

Laat 4 « 2. R heet ’n essensiéle uitbreiding van 4 as B N 4 # ¢ vir elke
nie-nul ideaal # in Z. Vir ’n klas ¥ van priemringe, het Heyman en Roos
[6] onder andere aangetoon dat ¥ voorwaarde (c) bevredig as en slegs as ¥
geslote is onder essensiéle uitbreidings, dit is, as elke essensiéle

uitbreiding van ’n ring van ¥ self tot ¥ behoort.

Definisie 2
'n Boradikaal bepaal deur ’n spesiale klas van ringe, heet ’n spesiale

radikaal.

Stelling 1 [2]

Laat 5, die boradikaal bepaal deur ’n spesiale klas ¥ wees. Die spesiale
radikaal Sn van ’n ring £, is gelyk aan die deursnede van alle ideale T,
van R sodanig dat R/T, ’n ring in die spesiale klas ¥ is. Dus is elke

Su-halfenkelvoudige ring isomorf aan ’n subdirekte som van ringe van ¥.

Opmerking 2

Ons sé dat ’n spesiale klas ¥ van ringe voorwaarde I bevredig as dit aan
die volgende voorwaarde voldoen:

As 2 ’'n ring met ’n identiteitselement is, dan is £, € ¥ as en slegs as

2 el

Stelling 2 [1]
Vir ’n spesiale radikaal rad gedefinieer deur ’n spesiale klas van ringe
¥ vwat voorvaarde I bevredig, geld die gelykheid red(Z,) = [rad(£)]a, waar

2 ’n ring met ’n identiteitselement is.

---olo---



HOOFSTUK 2

DIE REGS- SUPERPRTEMRING EN REGS- SUPERPRIENTDEAAL

2.1 Inleiding

Die begrip "superpriemring" is deur Van der Walt in [13] ingevoer.
Veldsman definieer in [15] ’n regs-superpriemring en regs-superpriem-
ideaal. 1In hierdie hoofstuk karakteriseer ons regs- superpriemringe. Ons
definieer verder ’n sup-stelsel en superstelsel en karakteriseer

regs- superpriemideale in terme daarvan.

Definisie 3 [15]
R is ’n regs-superpriemring (links- superpriemring) as elke nie-nul ideaal
in £ ’n nie-nul element ¢ bevat sodanig dat die regter-annuleerder

(linker- annuleerder) van c¢ gelyk aan nul is.

Definisie 4 [15]
'n Ideaal I in R is ’n regs-superpriemideaal as £/ ’n regs- superprien-

ring is.

2.2 Karakterisering van regs- superpriemringe en regs-

superpriemideale

Stelling 3 [15]
Laat £ # 0. ’n Element O # ¢ € £ is links-kanselleerbaar as en slegs as

ann, {c} = 0.



Bewys

Laat 0 # ¢ € R. Gestel ¢ is links-kanselleerbaar en c¢r = 0 waar r € £.
Dan is ¢r = ¢0 en omdat ¢ links-kanselleerbaar is, volg dat r = 0 sodat
ann {c} = 0.

Laat, omgekeerd, annR{c} =0 en c¢cr =ct waar r,t € £. Dan is

c¢(r-t) = 0 en omdat annk{c} =0, volgdat r - ¢t = 0. Dus is r = { sodat

¢ links- kanselleerbaar is.

Stelling 4 [15]

R is ’n regs-superpriemring as en slegs as elke nie-nul hoofideaal in £
’n nie-nul links-kanselleerbare element bevat.

Bewys

Vir £ = 0 geld die stelling.

Laat £ # 0 ’n regs-superpriemring wees en 0 # (¢) <« £. Dan bevat (a) ’'n
element, sé ¢ # 0, sodanig dat annl{c} = 0. Volgens stelling 3 is ¢
links- kanselleerbaar.

Laat £ # 0 en gestel, omgekeerd, dat elke nie-nul hoofideaal in £ ’n
nie-nul links-kanselleerbare element bevat.

Laat 0 # I « £ en O # b € I. Dan bevat 0 # (b) C I ’n nie-nul
links- kanselleerbare element, sé ¢ en uit stelling 3 volg dat annR{c} =0

sodat R ’n regs- superpriemring is.

Stelling 5

Elke regs- superpriemring £ is ’n priemring.

Bevys

Die ring 2 = 0 is ’n priemring. Gestel 2 # 0 is ’n regs-superpriemring
en laat O # A< R en 0O +# F «R. Dan bevat 4 ’n element, sé ¢ # 0 sodanig
dat as ¢r =0, r € R, dan is r = 0. Dus is c¢# # O en gevolglik is 48 # 0

sodat 2 ’n priemring 1is.



Stelling 6

Elke Noetherse priemring R is regs- superpriem.

Bewys

Laat £ # 0 ’n Noetherse priemring wees en 0 # a € k.

Vir elke linkerideaal I # O in R geld dat (a) N I # 0: laat ¥ # 0 ’n

linkerideaal in £ wees. Ons bewys eerstens dat die produk

v
()Y C (a) N f: laat z € (a)f en sé z = % a;k; (a; € (a) en k; € [ vir
=1
i=1,2, ..., v). Dan is z € (a) en z € K, met ander woorde z € (a) n {.
Omdat 2 ’n priemring is, volg dat (a)f # O sodat (a¢) N I # 0.
Volgens [2], lemma 48, bevat (a) ’n element, sé ¢ # 0 sodanig dat c nie
'n regter-nuldeler is nie. ¢ is nie ’n linker-nuldeler nie ([2],

stelling 25). Dus, as cz = 0, z € £, dan is z = 0. Volgens stelling 3

is ¢ links-kanselleerbaar sodat & ’n regs- superpriemring is.

Stelling 7 [15]

'n Ideaal I in R is ’n regs-superpriemideaal as en slegs as daar vir elke
g € CR(I) 'n ¢ € (a) bestaan sodanig dat as cz € I, z € R, dan is z € I.
Bewys

Vir I = R geld die stelling.

Laat I # R ’n regs-superpriemideaal in £ wees en a € CR(I). R/I is dan
'n regs- superpriemring en dus bevat die hoofideaal ((a) + I)/I # 0 ’n

element, sé d + I # I sodanig dat annl/l{d+I} = 0.

Laat d + I = (a+I)(t+I) + (r+I)(a+I) + n(a+I) +

nMe

(ri+I) (a+I)(t;+1)
1=1

(¢;+I, t+I, r;+I enr + T € R/ vir ¢ = 1,2,...,ven n € 7).

v
Dan is d + T =6t + ra + na+ ¥ ryat; + I
i=1

¢ + I, sé, waar ¢ € (a).

Dus is d - ¢ € I sodat d - ¢ = b, sé, wvaar b € I.



Vir ¢ =d - b, c € (a) geld dat as cz € I, z € R, dan is 2z € I:

laat z € R sodanig dat cz € I, met ander woorde (d-b)z € I. Dan is

dz - bz € I en nou volg dat dz + I = bz + I = I, want bz € I. Dus is
(d+I)(z+I) = 1. =z + I = I, omdat annR/i{d+I} = 0 en gevolglik is z € I.
Omgekeerd, laat I < R, I # X en gestel dat daar vir elke a € (;(I) ’n

¢ € (a) bestaan sodanig dat as cz € I, z € £, dan is 2z € I.

B/I is ’n regs-superpriemring: laat ((a) + I)/I <« R/I, (a) + I # I. Dan
is a € UR(I) en dus bestaan daar ’n element, sé ¢ € (s) sodanig dat as
czel, z€e R, dan is z€ I. ¢+ I+ I: gestel ¢+ I =1, dit is c € I
en laat 2’ € (;(I). Dan is cz’ € I waar z’ € (;(I), ’n teenstrydigheid.

0: laat (c+I)(2+I) = I vir ’n z + I € B/I. Dan is

annR/ﬁ{c+I}
cz+ I =1en dus is cz € I. Gevolglik is z € I sodat z + [ = I.

I#c+ Ice€((a)+ I)/I is links-kanselleerbaar volgens stelling 3 en dus
is R/I ’n regs- superpriemring volgens stelling 4 sodat I ’n regs- super-

priemideaal in R is.

Definisie 5 [15]
'n Deelversameling § van X is ’n sup-stelsel as daar vir elke ¢ € ¢, ’n

e € (a) bestaan sodanig dat ef C §.

Stelling 8 [15]

'n Ideaal I in R is ’n regs-superpriemideaal as ea slegs as CR(I) 'n
sup- stelsel is.

Bevys

Vir I = R geld die stelling.

Laat I # R ’n regs-superpriemideaal in £ wvees en ¢ € UR(I). Volgens
stelling 7 bestaan daar ’n element, sé c¢ € (a) sodanig dat cz € () (J) vir

elke z € €3 (I). Dus is (6 (1)) ¢ 6y (1) sodat € (I) ’n sup-stelsel is.



Gestel, omgekeerd, dat CR(I) ’n sup-stelsel is waar I « R, I # E en laat
e € (;(I). Volgens die definisie van ’n sup-stelsel bestaan daar ’n
element, sé e € (a) sodanig dat e(€ (1)) C € (I). Met ander woorde, as
Z € Ck(I), dan is ez € ( (J) sodat I volgens stelling 7 ’n regs-super-

priemideaal in Z is.

Definisie 6 [15]
'n Superstelsel in £ is ’'n paar (¢,I) waar ¢ ’n deelversameling van £ is
en I ¢« £ vat aan die volgende voorwaardes voldoen:
(i) € n ¢{0} = 4.
(ii) vir elke a € ¢ bestaan daar ’n c € (a) sodanig dat cz € ¢ vir elke

z € CR(I).

Stelling 9 [15]

'n Ideaal I in R is ’n regs- superpriemideaal as en slegs as (CR(I),I) n
superstelsel is.

Bewys

Vir I = R geld die stelling.

Laat I # R ’n regs- superpriemideaal in £ wees en a € ,(I). Omdat I ’n
regs- superpriemideaal in R is, bestaan daar ’n element, sé ¢ € (a)
sodanig dat as cz € I, z € B, dan is z € I. Dus geld vir elke z € ¢, (1)
dat cz € UR(I). UR(I) nI=¢ en gevolglik is (UR(I),I) 'n superstelsel.
Laat, omgekeerd, (UR(I),I) ’n superstelsel wees. Dan bestaan daar vir
elke a € Ux(I), 'n ¢ € (68) sodanig dat cz € C3(I) vir elke z € € (I).

Yolgens stelling 7 is I ’n regs- superpriemideaal in £.

---00o---



HOOFSTUK 3

DIE REGS- STERKPRIEMRING EN REGS- STERKPRIENMTDEAAL

3.1 Inleiding

Die begrip "regs-sterkpriemring" is deur Handelman en Lawrence in [5]
ingevoer. In hierdie hoofstuk karakteriseer ons regs-sterkpriemringe.
Ons definieer verder ’'n sp*-stelsel en sp-stelsel en gebruik dit onder
andere om regs-sterkpriemideale te karakteriseer. 0ns gee ook voor-
wvaardes waaraan ’n ideaal moet voldoen om ’n regs-sterkpriemideaal in ’n

ring £ te wees.

Definisie 7 [5]

R is ’n regs-sterkpriemring (links-sterkpriemring) as daar vir elke
0 # ¢ € £ ’n eindige deelversameling F C R bestaan, sodanig dat as
a¢fz = 0 (2Fa = 0), z € 2, dan is z = 0.

F heet ’n isolator vir a.

Definisie 8 [5]
R heet regs- sterkpriem van orde n as daar vir elke 0 # ¢ € £ ’n isolator

met n of minder elemente bestaan.

Definisie 9 [14]
'n Ideaal I in R is ’n regs-sterkpriemideaal as R/I ’n regs-sterkpriem-

ring is.
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3.2 Karakterisering van regs- sterkpriemringe

Stelling 10 [9]

R is ’n regs-sterkpriemring (links-sterkpriemring) as en slegs as elke
nie-nul ideaal I in £ ’n eindige deelversameling F bevat sodanig dat die
regter-annuleerder (linker-annuleerder) van F in R gelyk aan nul is. Ons
sé die ideaal I bevat ’n isolator F vir 2.

Bewys

Vir R = 0 geld die stelling.

Gestel 2 # 0 is ’n regs-sterkpriemring. Laat 0 # I « £ en O # ¢ € I.
Omdat £ regs-sterkpriem is, bestaan daar ’n eindige deelversameling, sé
F C R, sodanig dat as aFz = 0, 2z € R, dan is z = 0.

Stel F = af. Dan is F C I en ann (F) = 0.

Laat £ # 0 en gestel, omgekeerd, dat elke nie-nul ideaal I in £ ’n

eindige deelversameling F bevat sodanig dat ann_(F) = 0. Laat 0 # ¢ € &

gl
en gestel F C (a) is ’n eindige deelversameling sodanig dat annR(F) = 0.

Daar bestaan 'n y € K sodanig dat ey # O: gestel die teendeel, naamlik

dat ay = 0 vir elke y ¢ . Laat 0 # z € R en f € F, sé

v
f =na+ sa + at + _Elsiati (n €7 en s,t,s;,t; € R vir ¢ =1,2,...,v).
1=
v
nez + sez + atz + ¥ s;6t;2
1=1

Dan is fz

= 0.
Dus is Fz = 0 vaar 0 # z € £, strydig met die keuse van F.
Laat nou y € R sodanig dat ey # 0. Daar bestaan dan ’n eindige
deelversameling, sé 6 C (ay), sodanig dat as 6z = 0, z € R, dan is z = 0.
¢ kan gekies word s6 dat dit van die vorm {ay, ayr,,..., ayr } is waar

Tyy «-oy Ty € K

w
laat ¢t € § en sé ¢ = s,ay + ayT, + nyay + L s,;ayF;
1=

(8y5 Tyy Spqs Ty €ERvir 1 =1,2,...,0en n, € 7).
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Kies § = U {ay, ay?,, ayT,;}-
1,1
0: laat z € R sodanig

Ons bewys nou dat as 6z = 0, z € £, dan is 2

w
(sgay + ayTy, + nyay + % s, ay7 ;)2
1=1
w
5,8Yz + 6yt z + nyayz + ¥ s, QYT ;2
1=

dat ¢ z = 0. Dan is tz

= 0.
Dus is 6z = 0 sodat z = 0.
Stel nou ¢ = {ay, eyr,, ..., ayr | vy, Ty, ..., 7, € R}. Dan is die
versameling {y,yr,, ..., yry} ’n isolator vir & € P sodat £ ’n regs-

sterkpriemring is.
Ons kan soortgelyk bewys dat R ’n links- sterkpriemring is as en slegs as
elke nie-nul ideaal I in R ’n eindige deelversameling F bevat sodanig dat

die linker-annuleerder van F in £ gelyk aan nul is.

Opmerking 3

Gestel R is ’'n regs-sterkpriemring (links- sterkpriemring). Laat

0 # I <« R en gestel F C I is ’n isolator vir 2. Dan is F ¢ 0: laat F =
0. Dan is Fz = 0 (2F = 0) vir 0 # z € £, ’n teenstrydigheid, want die

regter- annuleerder (linker-annuleerder) van F in R is gelyk aan nul.

Stelling 11 [15]

R is ’n regs-sterkpriemring as en slegs as daar vir elke 0 # ¢ € £ ’n
eindige deelversameling F C (s) bestaan sodanig dat as Fz = 0, z € £, dan
is z = 0.

Bewys

Vir 2 = 0 geld die stelling. Laat £ # O ’n regs-sterkpriemring wees en
0+a€ R Volgens stelling 10 bevat (g) # 0 ’n eindige deelversameling,
sé F, sodanig dat annn(ij = 0, met ander woorde, as Fz = 0, z € R, dan is

2 = 0.
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Laat £ # O en gestel, omgekeerd, dat daar vir elke 0 # a € £ ’n eindige
deelversameling F C (@) bestaan sodanig dat as Fz = 0, z € R, dan is
2=0. Laat 0 # I « R en 0 # a € I. Dan bevat (a) # 0, (¢) C I ’n
eindige deelversameling, sé F, sodanig dat as Fz = 0, z € R, dan is

z = 0. Volgens stelling 10 is £ ’n regs-sterkpriemring.

Upmerking 4

'n Soortgelyke karakterisering soos gegee in stelling 11 geld nie vir
ringe wat regs-sterkpriem van orde n is nie. Met ander woorde, al
bestaan daar vir elke 0 # a4 € 2 ’'n deelversameling F C (a) met n of
minder elemente sodanig dat Fz = 0, z € B, impliseer dat 2z = 0, dan is £
nie noodwendig regs-sterkpriem van orde n nie. Uns illustreer dit met

die volgende voorbeeld.

Yoorbeeld [15]

Laat T die ring van 2 x 2 matrikse oor die liggaam 7, = {0;1} wees. Elke
nie-nul hoofideaal in T bevat die versameling met een element,

F = {[ é 2 }}: laat 0 # (a) « T.

Volgens [7], gevolgtrekking 2.27 is I enkelvoudig sodat (a) = T en dus
volg dat [ é ? ] € (a). [ é g ] is die identiteitselement van T.
Dus, as Fz = 0, z € T, dan 1is z = 0.

T is egter nie regs-sterkpriem van orde een nie: kics die element

0 ¢# [ 8 é } € T en laat F ’n versameling met een element in T wees, sé
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Indien ¢ = 0 en d = 0, dan geld vir elke 0 # z € T dat [ 8 é ] Fz = 0.
Vir die element 0 # [ 8 é ] € T en elke versameling F C T met een
element, kan daar dus ’n 0 # 2z € T gevind word sodanig dat

[ 8 é ] Fz = 0. T is dus nie regs-sterkpriem van orde een nie.
Opmerking 5

Handelman en Lawrence gee in [5] die volgende alternatiewe definisie vir
’n regs- sterkpriemring met ’n identiteitselement: £ is regs-sterkpriem
as elke nie-nul ideaal in £ ’n eindig-voortgebringde linkerideaal waarvan

die regter-annuleerder nul is, bevat.

Ons bewys nou die volgende stelling:

Stelling 12

R is ’n regs-sterkpriemring as en slegs as elke nie-nul ideaal I in £ ’n
eindig- voortgebringde linkerideaal waarvan die regter- annuleerder nul is,
bevat.

Bewys

Laat £ # O ’n regs-sterkpriemring wees en 0 # I « . Volgens stelling 10
bevat I ’n eindige deelversameling, sé F sodanig dat annR(F) = 0.

Laat I die linkerideaal wvees wat voortgebring word deur F. Dan is
annR(I’) = 0: gestel annR(Il) # Oenlaat 0 # z € annR(I/). Dan is

I'z =0 sodat Fz = 0, strydig met annR(F) = 0.

Gestel, omgekeerd, dat elke nie-nul ideaal in 2 # 0 ’n eindig-voort-
gebringde lickerideaal I’ met annR(I’) = 0, bevat. Laat 0 # I <« £ en
gestel I is "n eindig- voortgebringde linkerideaal in I met ’n ver-
sameling voortbringers F = {f,,f;, ..., f,} s6 dat annR(Il) = 0. Dan is
ann, (F) = 0: gestel die teendeel, naanlik dat ann, (F) # 0 en laat

0+4z¢ annR(F).
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Dan is I z = O:

, m
laat a € I ensé a= X (rif; + nf;)
3=1

(ri € E, fl € F, ni € ZVir 1; = 1,2, es ey m).

az

[ igl(rifi + 13 fi) ]Z

1
= 0.

E(rifiz + nifi2)
=1

Dus volg dat I'z=0. Dit is egter strydig met annR(I/) = 0 en gevolglik

is annR(F) = 0. Volgens stelling 10 is £ ’n regs-sterkpriemring.

Stelling 13 [4]
E is ’n regs-sterkpriemring as en slegs as £, ’n regs-sterkpriemring is.
Bewys
Gestel R # 0 is ’n regs-sterkpriemring.
Laat # = (b;;) € ko met by, = b # 0 en gestel F = {{;,¢,, ..., {;} is 'n
isolator vir 0 # b € R.
Laat (vir w = 1,2, ..., y) €qr by = (g?j) die matriks wees met
dqr = ty € F en elke ander posisie gelyk aan nul.
Vir % = 1,2, ..., y volg dat
Begr ty) = (bi;)(95;)

n
( Elbikyﬁj)

1

(cij), sé.

(c};) is die matriks waar elke kolom verskillend van kolom r slegs

nul- vaardes het en die r-de kolom die volgende waardes het: ¢}, = b 1,3
cyr = byqty 5 +oo o Dus is cpp = by i, = bty

Laat 4 = (a;;) met a;g =0 # 0.
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n
(e3)(a55) = ( B ctea,;)

e=1

= (df;), sé waar

dltll = biqtuari di, = blqtuar2 dip = blqtuarn
dy, = bzqtuarl dy; = qutuar2 d3a = bzqtuarn
dgi = bnqtuarl dgz = bnqtuar2 dgn = bnqtuarn
Dus is d}; = bjqt,4;; sodat dpg = by tya = biya.

Die versameling {f ,t,, ..., ty} is 'n isolator vir b € R en dus is
{B(eqrty)d | w=1,2, ..., y} # 0. Die versameling
{eqrtyls = 1,2, ..., y} is dus ’n isolator vir F en gevolglik is 2, ’n
regs- sterkpriemring.
Gestel, omgekeerd, dat R, # 0 ’n regs-sterkpriemring is en laat
0 # ¢ € B. Dan bestaan daar ’n isolator, sé F = {§ ,#,, ..., B.} C &,
vir die matriks e,,a € k.
Laat (vir k = 1,2, ..., ) B = (b¥;) en sé dat bk, = b,.
Vir k= 1,2, ..., v is (e;,0)(b¥;) = (c¥;), sé, waar (c¥;) die matriks is
met nulwaardes in elke ry verskillend van ry een, terwyl ry een die
volgende waardes het:
5 = ab%, = ab, ¢k, = abk, ..... ck, = abk_.
Omdat F ’n isolator vir e;,a is, volg vir elke 0 # z € £ dat
{(511“)(b§j)(511z) | k=1,2, ..., 1}
={ e abz| k=12, ..., (}.
$0
Dus is {abyz | k =1,2, ..., t} # 0, sodat die versameling

{b,,055 .., b} € R ’n isolator vir a is. Gevolglik is £ ’n regs-

sterkpriemring.
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Stelling 14

Elke regs- sterkpriemring £ is ’n priemring.

Bewys

Die ring 2 = 0 is ’n priemring. Gestel £ # 0 is ’n regs-sterkpriemring.
Laat 0 # I « £ en J <« 2 sodanig dat IJ = 0.

Volgens stelling 10 bevat I ’n eindige deelversameling, sé F, sodanig dat
annR(F) = 0.

FJ = 0, omdat IJ = O en gevolglik is J = 0 sodat £ ’n priemring is.
3.3 Karakterisering van regs- sterkpriemideale

Opmerking 6

Groenevald en Heymén definieer in [4] ’n regs-sterkpriemideaal as volg:
'n Ideaal I in K heet ’n regs-sterkpriemideaal in £ as daar vir elke

z € 0;(I) ’n eindige deelversameling F van £ bestaan sodanig dat as r € %
en zFr C I, dan is 7 € 1.

Ons bewys nou die volgende stelling:

Stelling 15 [4]

'n Ideaal I in £ is ’n regs-sterkpriemideaal in £ as en slegs as daar vir
elke z € CR(I) 'n eindige deelversameling F C R bestaan sodanig dat as
zFr C I, r € £, dan is r € I.

Bewys

Vir I = R geid die stelling.

Laat I # R ’n regs-sterkpriemideaal in 2 wees en z € UR(I). R/I is ’n
regs- sterkpriemring en dus bestaan daar vir z+/ € R/I ’n eindige
deelversameling, sé F = {f;+I, f;+I, ..., f,+I} C R/I, sodanig dat as
(z+I)F(r+I) = {I}, r+I € R/I, dan is r+I = I.
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Stel F = {f,>fy --+» fy} en laat r € R sodanig dat zF r C I, dit is,
efir € I'vir ¢ = 1,2, ..., n. Dan is (z+I)F(r+I) = {I} en gevolglik is
r+ I =1sodat r € I.

Laat, omgekeerd, I « B, I # R en gestel daar bestaan vir elke z € UR(I)
'n eindige deelversameling F C R sodanig dat as zFr C I, r € £, dan is
re I.

B/I is ’n regs- sterkpriemring:

Laat I # a+I € R/I. Dan is a € ¢;(I) en dus bestaan daar ’n eindige
deelversameling, s€ F = {f,,f,, ..., fo} C R sodanig dat as afr C I,
re€ B, dan is r € I.

Stel F = {fi+I, fo+I, ..., fo+I} en laat r + I € R/I sodanig dat
(a+I)F (r+I) = {I}, dit is, (a+I)(fi+D)(r+I) = I vir i = 1,2, ..., n.
Dan is af;r € I vir 7 =1,2, ..., n, met ander woorde, aFr C I. Nou volg
dat r € I sodat r+I = I. R/I is dus ’n regs-sterkpriemring sodat I ’n

regs- sterkpriemideaal in X is.

Stelling 16 [14]

'n Ideaal I in £ is ’n regs-sterkpriemideaal as en slegs as daar vir elke
z € C(I) ’n eindige deelversameling F C (z) bestaan sodanig dat as
Fz C I, z € R, dan is z € I.

Bewys

Vir I = I geld die stelling.

Laat I # R ’n regs-sterkpriemideaal in I wvees en z € C,(I). B/Iis ’n
regs- sterkpriemring en volgens stelling 10 bevat ((z)+I)/I # 0 ’n eindige
deelversameling, sé F, sodanig dat annR/I(F) = 0.

Laat F= {f,+I, fo+I, ..., fo+I | f; € (2) vir ¢ = 1,2, ..., n}.

Stel F = {f,,fsr ---» fa}- F C (z) en vir F geld dat as F z ¢ I,

z€ R, dan is z € I: laat z € R sodanig dat F z C I. Dam is f,z € I vir
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i=1,2, ..., n. Dus is (f;+I)(2+I) = I vir ¢ = 1,2,..., n. Met ander

wvoorde, F(z+I) = I. z + I = I, omdat annR/I(F) = 0 en gevolglik is

z € 1.

Omgekeerd, laat I « B, I # £ en gestel dat daar vir elke z € UR(I) ‘n

eindige deelversameling F C (z) bestaan sodanig dat as Fz C I, z € R, dan

is z € I.

Laat {I} # K/I <« R/ en I ¢ b+I € I/I. Vir b € ( (I) bestaan daar ’n

eindige deelversameling, sé § = {¢,,9,, ..., g,} C (b) sodanig dat as

6z C I, z€ B, dan is z € I.

Stel T = {g,+I, g,+I, ..., go+I}. T C K/I en annR/l(T) = 0: laat

z + I € B/I sodanig dat T(z+I) = {I}, dit is (g;+I)(2+I) = I vir 7 = 1,2,
.., n. Dan is g;z € I vir ¢ = 1,2, ..., n, met ander woorde, ¢z C I.

Gevolglik is z € I sodat z+I = I. EB/I is volgens stelling 10 ’n

regs- sterkpriemring sodat I ’n regs-sterkpriemideaal in X is.

Definisie 10 [14]
'n Deelversameling ¢ van £ heet ’n sp*-stelsel as daar vir elke g € ¢ ’n
eindige deelversameling F C (g) bestaan sodanig dat Fz n 6 # ¢ vir elke

z€6.

Stelling 17 [14]

Laat I « R. I is ’n regs-sterkpriemideaal in X as en slegs as (;(I) ’'n
sp*-stelsel is.

Bewys

Vir I = R geld die stelling.

Laat I # B ’n regs-sterkpriemideaal in R wees en z € CR(I). Yolgens
stelling 16 bestaan daar ’n eindige deelversameling, sé F C (z) sodanig
dat as Fz C I, z € R, dan is z € I. Dus, as z € UR(I), dan is

Fz n UR(I) # ¢ sodat UR(I) 'n sp*-stelsel is.
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Gestel, omgekeerd, dat CR(I) ’n gp*-stelsel is. Dan bestaan daar vir
elke z € €;(J) ’n eindige deelversameling F C (z) sodanig dat

Fz n € (I) # ¢ vir elke z € (;(I). Dus bestaan daar vir elke ¢ € (,(I)
’n eindige deelversameling F C (z) sodanig dat as Fz C I, z € £, dan is

z € I. Volgens stelling 16 is I ’n regs-sterkpriemideaal in Z.

Opmerking 7

Groenewald en Heyman gee in [4] die volgende definisie: 'n
Deelversameling § van ’n ring B heet ’n s-stelsel as daar vir elke z € §
'n eindige deelversameling F van I bestaan sodanig dat zFr n § # ¢4 vir
elke r € §. ¢ word ook gedefinieer as ’n s-stelsel.

Ons gebruik die term sp*-stelsel in plaas van s-stelsel en bewys die

volgende stelling.

Stelling 18

Laat I « £ en § = UK(I). § is ’n sp*-stelsel as en slegs as daar vir
elke z € § ’n eindige deelversameling F C 2 bestaan sodanig dat

Ffr n § # ¢ vir elke r € §.

Bewys

Vir § = ¢ en § = £ geld die stelling.

Laat S # ¢, 5 # £ en gestel § is 'n  sp*-stelsel. Dan is [ = €, (5) 'n
regs- sterkpriemideaal in E. Laat z € §, met ander woorde, z € UK(I).
Omdat I ’n regs-sterkpriemideaal in I is, bestaan daar volgens stelling
15 ’n eindige deelversameling, sé F C R, sodanig dat as zFfr C I, r € &,
dan is r € I. Laat r € §, met ander woorde, r € UR(I). Dan is zfr ¢ I
sodat zFr n § # ¢.

Gestel, omgekeerd, dat daar vir elke z € § waar § # £ ’n eindige

deelversameling F C R bestaan sodanig dat zFr n § # ¢ vir elke r € §.
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Laat z € UR(I) = §. Dan bestaan daar ’n eindige deelversameling, sé
F C B sodanig dat zFr N S # ¢ vir elke r € §. Dus, as 7 ¢ UR(I) = §, dan
is zfr § I, sodat I volgens stelling 15 ’n regs-sterkpriemideaal in £ is.

Gevolglik is § ’n sp*-stelsel.

Definisie 11 [14]

’n sp-stelsel in 2 is ’n paar (§,P) waar § ’n deelversameling van R is en
P < R sodanig dat § N P geen nie-nul elemente van R bevat nie en daar vir
elke g € ¢ ’n eindige deelversameling F C (g) bestaan sodanig dat

Fzn 6+ ¢ vir elke z € UR(P).

Stelling 19 [14]

Laat I <« k. I is ’n regs-sterkpriemideaal in R as en slegs as (0 ([),])
’n sp- stelsel is.

Bewys

Laat I ’n regs-sterkpriemideaal in R wees. Dan bestaan daar volgens
stelling 16 vir elke z € € (I) ’n eindige deelversameling F C (z) sodanig
dat as Fz C I, z € R, dan is z € I. Dus bestaan daar vir elke z € CR(I)
'n eindige deelversameling F C (z) sodanig dat Fz n (1) # ¢ vir elke
Z € UR(I).

C(I) NI =¢en dus is (€ (I),I) 'n sp-stelsel.

Gestel, omgekeerd, dat (UR(I),I) 'n gp-stelsel is. Dan bestaan daar vir
elke z € UR(I) 'n eindige deelversameling F C (z) sodanig dat

Fzn € (1) # ¢ vir elke z € (;(I). Dus bestaan daar vir elke z € ([ (J)

'n eindige deelversameling F C (z) sodanig dat as Fz C I, z € R, dan is

z € I. Volgens stelling 16 is I ’n regs-sterkpriemideaal in X.
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3.4 Ideale in R wat regs-sterkpriem is

Stelling 20 (8]

Laat 2 # 0 en geStel ¥ is ’n maksimale element van die versameling

I' = {I « k| I bevat nie ’n isolator vir R nie}. Dan is ¥ ’n regs-
sterkpriemideaal in Z.

Bewys

Ons bewys eerstens dat I volgens Zorn se lemma ’n maksimale element
bevat:

I' # ¢, want (0) € I : die versameling {0} is nie ’n isolator vir R nie,
wvant Or = O wvaar O # r € &.

Laat ¥ die vereniging van ’n ketting, sé I, in I wees. ¥ elI: gestel

die teendeel, naamlik dat daar ’n eindige deelversameling, sé

F={f,fys ---s fo} C ¥ bestaan sodanig dat as Fr = 0, r € &, dan is

r=0. Vir 1 =1,2, ..., n is f; bevat in ’n element, sé I; van . Kies

I: € I sodanig dat [; € Iz vir 4 = 1,2, ..., n. Danis FC Iz e[, ’n
teenstrydigheid.

Volgens Zorn se lemma bevat I’ nou ’'n maksimale element, sé ¥.

Laat 0 # J/¥ < R/H. Ons bewys dat R/N regs-sterkpriem is, deur aan te
toon dat J/K ’n isolator vir /¥ bevat:

¥ ¢ J is nmaksimaal met betrekking tot die eienskap dat dit nie ’n
isolator vir R bevat nie. Dus bevat J ’n isolator, sé

F={5,,73) «++» Jp} vir &.

Stel F = {240, J,+ M, ...y Jo+ K}

Ons bewys nou dat Foc J/N ’n isolator vir R/N is: gestel die teendeel,
naamlik dat daar ’n element, sé ¥ # r + K € R/F bestaan sodanig dat
F,(r+l) = {¥}. Met ander woorde, (j;+¥)(r+¥) = ¥ vir ¢ =1, 2, ..., p.

Dan is j;r + ¥ = ¥ vir 1 =1,2, ..., p sodat j;r € ¥ vir 1 = 1,2, ..., p.
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Omdat r + ¥ #+ ¥, is r ¢ K. Dus is ¥ ¢ (r) + K. K is maksimaal met
betrekking tot die eienskap dat dit nie ’n isolator vir £ bevat nie, en
dus bevat (r) + ¥ ’n isolator, sé €, vir &.

Ons bewys nou dat £ gekies kan word sé dat dit van die volgende vorm is:
{my,my, <oy my,TyT8y, T8y, ..., Ta } waar m; € K vir ¢ = 1,2, ..., t en

a; € Rvir 3 =1,2, ..., s.

v
Laat g € 6 en s& g = n 7 + 5,7 + i, + i§15gir“gi +m,
(sg, Gy, Sgis Ggy € B vir 1=1,2, ..., v; n, €l en
m, € X).

g
Kies 6 = u {mg,r,r&g,r&gi}.
iy _
As § 2 =0, z € £, dan is z = 0: laat § z = 0 vir ’n z € &.

Dan is gz = (myr + 8,7 + T3, +

N e
)
3
ol
+
3
)
N’
N

0, omdat £ 2= 0.

Dus is #z = 0 sodat z = 0.

Laat nou ¢ = {m ,my, ..., m ,r,7a,,78y,..., 76 } vaar m; € K vir
1 =1,2, ...., tena € Rfvir j =1,2, ..., s.

i
Stel ¥ = {m|i=1,2, ..., t} U {j;r]i = 1,2, ..., p}
U{jire i =1,2, ..., penk=1,2, ..., s}.

f is ’n eindige deelversameling van ¥ en dus is annl(ﬂ) $ 0.
Laat 0 # z € ann (4).
Dan is: (i) mz =0 vir 7 = 1,2, ..., ¢
(ii) jyrz=0vir 1 = 1,2, ..., p
(iii) j;re,z = 0 vir ¢ = 1,2, ..., p en ’'n vaste k,
waar k € {1,2, ..., s}.

Uit (ii) volg dat rz = 0, want F = {j,,5,, ..., j,} is ’n isolator vir Z.

Soortgelyk volg uit (iii) dat re,z = 0 vir & = 1,2, ..., s.
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Ons het dus nou dat mjz = 0 vir ¢ = 1,2, ..., t; rz =0 en ra,z = 0 vir
k=1,2, ..., s. Gevolglik is z = 0, vant § is ’n isolator vir Z. Dit
is egter strydig met die keuse van z.

F o J/H is dus ’n isolator vir K/K sodat /K volgens stelling 10 ’n

regs- sterkpriemring is. Gevolglik is ¥ ’n regs-sterkpriemideaal in 2.

Stelling 21 [4]

As 4 ’n ideaal in £ is en P is ’n regs-sterkpriemideaal in 2, dan is
4 n P ’°n regs-sterkpriemideaal in 4.

Bewys

Vir P = R geld die stelling.

Laat P # R ’n regs-sterkpriemideaal in £ wees en 4 « R. Vir 4 = P geld
die stelling. Laat 4 # P. UA(A npe = UR(P) n4: laat z € ¢, (4 n F),
met ander woorde, z € 4, maar z ¢ 4 N P. Dan is z ¢ P en dus is

z € (,(P) N 4 sodat € (4 NnP)C CR(P) n4. Laat z € ((P) N 4, met ander
wvoorde, z ¢ P en z € 4. Dan is z ¢ 4 n P, dit is z € UA(A n P) sodat

e() nAdce(dnp).

C,(4 0 P) is ’n sp*-stelsel:

Laat b € UA(A np = UK(P) n 4. UR(P) is 'n sp*-stelsel, omdat P ’n
regs- sterkpriemideaal in 2 is. Vir b € CR(P) bestaan daar dus volgens
stelling 15 ’'n eindige deelversameling, sé 4 = {z,,z5, ..., z,} C £
sodanig dat bdc N UR(P) # ¢ vir elke ¢ € CR(P).

Laat d € €;{(P) N 4 C ( (P). Dan is bid n €,(P) # ¢ en dus bestaan daar
'n element, sé z, € 4 sodanig dat bz d € C,(P). ¢, (P) is ’n sp*-stelsel.
Daar bestaan dus volgens stelling 18 vir bz, d € CR(P) ’n eindige deelver-
sameling, sé

{2,235 «-+s 2y} C R sodanig dat

{bzydz, B, baypdzyt, ..., brdzyt} 0 Cp(P) # 4 vir elke t € (;(F) n 4. Dus
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geld vir elke t € UR(P) nd=12¢(4n7r), dat
{bzydz b, brydzyt, ..., bopdzyt} n € (4 N P) # ¢ want
{bz,dz, t, bzydz,t, ..., bz dz t} C 4.

Laat F = {z,dz,, z,d249, ..., 2, dz;}. F C 4, want d € 4. Vir elke

b € UA(A N P) bestaan daar dus ’n eindige deelversameling F C 4 sodanig
dat 6Ft n €, (4 N P) # ¢ vir elke ¢ = €, (4 n P). Uit stelling 18 volg dat
(,(4 n P) ’n sp*-stelsel is, sodat 4 n P volgens stelling 17 ’n

regs- sterkpriemideaal in 4 is.

---0lo---
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HOOFSTUK 4

DIE VERBAND TUSSEN REGS- SUPERPRIEMRINGE EN REGS- STERKPRIEMRINGE

4.1 Inleiding

Ons gee in hierdie hoofstuk die verband tussen regs- superpriemringe en
regs- sterkpriemringe soos aangedui in [15]. Verder gee ons ’n voorbeeld
van ’n ring wat regs-superpriem en regs-sterkpriem 1is, maar nie
links- superpriem of links-sterkpriem is nie, om aan te toon dat die
begrippe regs- superpriem (regs- sterkpriem) en links- superpriem

(links- sterkpriem) nie ooreenstem nie.
4.2 Die verband tussen regs-superpriemringe en regs- sterkpriemringe

Stelling 22

As B ’n regs-superpriemring (links-superpriemring) is, dan is £
regs- sterkpriem (links-sterkpriem).

Bewys

Vir £ = 0 geld die stelling.

Laat £ # 0 ’n regs-superpriemring wees en 0 # I « R. Dan bevat I ’n
nie-nul element, sé c sodanig dat ann {c} = 0. Stel F = {c}.

annR(F) = 0 sodat R volgens stelling 10 ’n regs-sterkpriemring is.

Ons kan soortgelyk bewys dat as & ’n links-superpriemring is, dan is £

links- sterkprien.

Stelling 23

As I ’n regs-sterkprienring van orde een is, dan is R regs- superpriem.
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Bewys

Vir £ = 0 geld die stelling.

Laat £ # 0 ’n regs-sterkpriemring van orde een wees en 0 # I <« £.
Volgens stelling 9 bevat I ’n deelversameling met een element, sé {f}

sodanig dat annR{f} = 0. f# 0 en gevolglik is R ’n regs-superpriemring.

Opmerking 8

’n Regs- superpriemring is nie noodwendig regs-sterkpriem van orde een

nie: ons beskou weer die voorbeeld in opmerking 4 waar T die ring van

2 x 2 matrikse oor die liggaam 7, = {0;1} is.

T is regs-superpriem, omdat elke nie-nul hoofideaal in T die links-
0

kanselleerbare element [ é 1 ] (soos aangedui) bevat.

T is egter, soos bewys, nie regs-sterkpriem van orde een nie.

Opmerking 9
As R ’n regs-superpriemring is, dan is £ nie noodwendig links- superpriem

nie, soos wat ons met die volgende voorbeeld aantoon.

Yoorbeeld 5 [5]

Gestel D = 7Z,(z,,29,%3, ...], dit is die vrye (nie-kommutatiewe)
7,-algebra met basis {z,,z,,z;, ...}. Laat I die ideaal in ) wees wat
voortgebring word deur die monome van die vorm T;TyZ,, t > J > k en stel
R =1D/1.

R is regs-superpriem, want £ is regs- sterkpriem van orde een:

laat m; + I # I, m; € D, ’n monoomneweklas van die vorm i1 Tjg -- zjb+I
vees. S(m) = A{zjpz,+I} is ’n isolator vir m; + I: laat

(mj +I)(:z:j vZ1+0)(z+I) = I vir n z + I € k. Met ander woorde, (-Tj 1%y -

Tip) (Fjpx1)2 + L= 1. (g5,2;, ... ;) (zjp%,) £ 1. Gevolglik is z € I

sodat z+I = I.
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Laat nou I # f+I € R en sé f+I = m+my +...+ my + I. Kies m+I # I uit
een van die monoomneweklasse m +I, my+I, ..., m,+I en laat

m+I = z;,%;9 ... 2y +I. S(my) = {z;,z,+I} is ’n isolator vir f+I: laat
(f+I)(zyxz,+I)(2+I) = I vir ’n 2+I € R, met ander woorde,

(M Ty Ty +My Ty Ty +ewot MTL Ty +ooo+ MTiy T )2+l = 1.

Dan is m;z;,z,2z € 1. Dus is (m;+I)(z;,z,+I)(2+I) = I sodat z+I = I, want

T;,Z,+] is soos aangedui ’n isolator vir m;+I.

2 is dus regs-sterkpriem van orde een. Uit stelling 23 volg dat X
regs- superpriem is.

R is nie links-superpriem nie, want £ is nie links-sterkpriem nie:
gestel R is links-sterkpriem. Laat I # £ + I € £ en gestel F C £ is ’n
isolator vir z+I. F # {I} (opmerking 3). Laat I # r+I € F en gestel

r+l = m+my +.. .+ mg+l

= TyyTyq eve Ty tTqqTgq voe Tgg + oot Ty Tog +on Ty +1, SE.

Stel I # z+l =z, 2.+ € R (n > 11 vir ¢ = 1,2, ..., €).

Nou geld dat

(2+I) (r+1) (z+1)
= To01Tp [Ty 1Tyg ~ov Typ*t TgqTgg ov Tgg +evot Ty Tog +n- Loy T+l
= (204120%11) (Z13 -+ 2102) + (Zaa20290) (Zgg -0 Z353) +
e+ (Zp41Tn%ey) (Teg -- Ty T) + 1
= 1.

Dus is (z+I)(F)(z+I) = I vir ’n z+I # I, vat strydig is met die feit dat
F ’n isolator vir z+I is. R is dus nie links-sterkpriem nie. Uit

stelling 22 volg dat £ nie links- superpriem is nie.

Opmerking 10
As I ’n regs-sterkpriemring is, dan is £ nie noodwendig links-sterkpriem

nie: gestel J = Z,(z,,2,,25, ...], dit is die vrye (nie-kommutatiewe)
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Z,-algebra met basis {z,,z,,z;, ... }. Laat I die ideaal in ) wees wat
voortgebring word deur die monome van die vorm z;z;Z,, ¢ > j > k en stel
R=1D/I.

Soos bewys in opmerking 9, is £ regs-superpriem en dus regs- sterkpriem.

B is egter, soos aangetoon, nie links-sterkpriem nie.

—--olo---
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HOOFSTUK 5

DIE VERBAND TUSSEN DIE REGS- SUPERPRIEMRADIKAAL, REGS- STERKPRIEMRADIKAAL
EN ANDER BEKENDE RADIKALE

5.1  Inleiding

Ons bewys in hierdie hoofstuk eerstens dat die klas van regs- superpriem-
ringe en die klas van regs-sterkpriemringe elk ’n spesiale klas van ringe
is en toon dan die posisie van die regs-superpriemradikaal en die

regs- sterkpriemradikaal in ’n diagram van bekende radikale aan.
5.2 Die spesiale radikale s en s

Stelling 24 [15]

Laat ¥ = {R|R is ’n regs-superpriemring}. Dan is ¥ ’n spesiale klas van
ringe.

Bevys

¥ bestaan uit priemringe volgens stelling 5.

¥ is erflik: laat 0 # I « R vir 'n 0 # R ¢ Ken O # a € I. (a)I en
((a);); is die ideale wvat onderskeidelik deur ¢ in I en (a), in £
voortgebring word. £ is ’n regs-superpriemring en dus bestaan daar ’n

element, sé 0 # c € ((a)x)x sodanig dat as cz = 0, z € R, dan is z = O.

Volgens [1], lemma 4, is ¢ € ((a);)3 € (a) ¢® # 0: gestel ¢* =0,

.
dit is ecc? = 0. Dan is ¢* = 0 en hieruit volg dat ¢ = 0, ’n
teenstrydigheid. Laat nou O # z € I. Dan volg soortgelyk dat c3z # 0.
Volgens stelling 3 is ¢ € (a)I links- kanselleerbaar sodat I ’n regs-

superpriemring is.
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¥ is geslote onder essensiéle uitbreidings: laat I € ¥ ’n essensiéle
ideaal in R wees. Dan is R € ¥: laat 0 # ¢ € £. I is ’n essensiéle
ideaal in X sodat I n (a), # 0. Laat dus 0 # b € I N (G)R' Iis ’n
regssuperpriemring en dus bestaan daar ’n element, sé 0 # e € (b)I € (a)y
sodanig dat as ey = 0, y € I, dan is y = 0. Vir 0 # ¢ € (a)R geld dat as
ez =0, z€ B, dan is z = 0: laat ez = 0 vir ’n z € . Dan is e(zI) = 0
en dus volg dat zI = 0. I is ’n priemring en dus is £ ’n priemring.

Gevolglik is die linker-annuleerder van I gelyk aan 0 (sien [2] bladsy

60.) Dus z = 0 sodat £ ’n regs- superpriemring is.

Laat ¢ die boradikaal bepaal deur die klas van regs- superpriemringe wees.

Dan is ¢ ’n spesiale radikaal en heet die regs- superpriemradikaal.

Volgens stelling 1 is o(#) = n {I <« RB|I is ’n regs-superpriemideaal}.

Stelling 25 [4]

Laat ¥ = {R|R is ’n regs-sterkpriemring}. Dan is ¥ ’n spesiale klas van
ringe.

Bewys

¥ bestaan uit priemringe volgens stelling 14.

¥ is erflik: laat 0 # R € K en 0 # I <« k. (0) is ’n regs-
sterkpriemideaal in £ omdat £ ’n regs-sterkpriearing is. Volgens
stelling 21 is (0) n I = (0) ’n regs-sterkpriemideaal in I sodat I ’n
regs- sterkpriemring is.

¥ is geslote onder essensiéle uitbreidings: 1laat I € ¥ ’n essensiéle

ideaal in R wees. Uit [5], proposisie IV.1 volg dat £ € ¥.
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Laat s die boradikaal bepaal deur die klas van regs-sterkpriemringe wees.

Dan is s ’n spesiale radikaal en heet die regs-sterkpriemradikaal.

Volgens stelling 1 is s(8) = n {I < B|I is ’n regs-sterkpriemideaal}.

5.3 Die verband tussen ¢, s en ander bekende radikale [4], [9], [14]

«

f is die Baer-radikaal, [ is die Levitzki-radikaal, ¥ is die nilradikaal,
J is die Jacobson-radikaal, U is die radikaalklas van alle ringe wat nie
homomorf op enkelvoudige ringe met nie-nul idempotente elemente afgebeeld
kan word nie en 6 is die Brown-McCoy-radikaal.

¥, is die spesiale radikaal bepaal deur die klas van alle nie-nul ringe
sonder nuldelers en B¢ is die spesiale radikaal bepaal deur die klas van

alle subdirek-onherleibare ringe met idempotente harte. ¢ is die regs-

superpriemradikaal en s is die regs-sterkpriemradikaal.
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In [2] word bewys dat fc I cN¥CJC€fenlC F¢ c 6.

I. L C s:

Laat £ ’n s-halfenkelvoudige ring wees. Dan is s(2) = O en dus is (0) ’n
regs- sterkpriemideaal in £ sodat R ’n regs-sterkpriemring is. Volgens
stelling 14 is R ’n priemring.

R is I-halfenkelvoudig, want elke nie-nul ideaal in £ bevat ’n eindige
deelversameling wat ’n ring voortbring wat nie nilpotent is nie: laat
0+ IT<a2en0+ac€ I. Omdat R regs-sterkpriem is, bevat (a) ’n eindige
deelversameling, sé F, sodanig dat as Fz = 0, z € R, dan is z = 0.
Volgens opmerking 3 is F # 0. F C I bring ’n ring voort wat nie nil-

potent is nie: gestel die teendeel, naamlik dat F ’n nilpotente ring, sé

§, voortbring. Dan bestaan daar ’n positiewe heelgetal, sé n, sodanig

dat $#0, 52 #0, ..., 5! # 0 en §® = 0.

Omdat S =0, volg dat F = 0.

Nou is o= F(FP') =0 sodat F~! =0
ol o= F(FP°?) = 0 sodat P72 = 0.

s = F F = 0 sodat F = 0, ’n teenstrydigheid.

L cs:

Laat ¥ ’n vektorruimte met ’n aftelbare basis oor ’n liggaam wees en
gestel § is die ring van alle lineére transformasies van eindige rang op
y.

§ is I-halfenkelvoudig, want § is AN-halfenkelvoudig: § bevat nie-nul
idempotente elemente: laat 0 # ¢ € S§. Volgems [7], stelling 7.4,
bestaan daar ’n element, sé t’ € § sodanig dat ¢t = tt’¢.

tt’ is ’n nie-nul idempotente element van S, want

(tt7)(tt7) = (Lt- )t = ti°.
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S is enkelvoudig ([7], stelling 7.8) en ¢t/ is nie nilpotent nie. Dus is

S N-halfenkelvoudig. Gevolglik is § I-halfenkelvoudig, want L C A.

§ is s-radikaal: s(S) # 0 want § is nie ’n regs-sterkpriemring nie sodat
(0) nie ’n regs-sterkpriemideaal in § is nie:

Laat F = {f,,fy, ---» f} € S§. Volgens [2], voorbeeld 11, kan elke
element van § voorgestel word deur ’n oneindige matriks met ’n eindige
aantal kolomme wat nie-nul inskrywings het. Laat n,,n,, ..., n die
"laaste" kolom met ’n nie-nul inskrywing in elk van die matrikse

fisf2s --+» fy onderskeidelik aandui. Kies uit {n ,n,, ..., n,} die
grootste waarde, sé n . Laat 2 die matriks wees met een in posisie
(n,+1,1) en 0 in elke ander posisie. Dan is Fz = 0 sodat

0 # z € ann (F). Elke eindige deelversameling van § het dus ’n nie-nul
regter-annuleerder in §.

Omdat S enkelvoudig is en s(§) # 0, volg dat s(§) = S.
Vir die bewys van 8 C ¢, benodig ons die volgende resultaat.

Stelling 26
Gestel G is ’n eindig-voortgebringde ring en F = {z,,z,, ..., z,} is 'n
versameling voortbringers van ¢. Dan geld vir elke positiewe heelgetal

k, dat ¢* eindig-voortgebring is met voortbringers:

4, = {ay6y ... 6, | a5 € Fvir i =1,2, ..., k} U

dy = {6j6; ... 6, | 6f € Fvir i =1,2, ..., k+1} U ...

dyy., = {ajay ... a3, | o] € Fvir i =1,2, ..., 2k-1}.
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Bewys
m
Laat g € €%, en sé ¢ = P 95 91, -+ i, (gij €6, mel).
1=
: T
Elke g; € 6 is van dievorm %Y |t z,z, ... Z
g e=1[ G707 M)

(z, € Fenr, p(£) €N).
t
d

Dus is g van die vorm, g = bfl[* Gp Ob, -+ by (y)
(a, €4, U4y U... U4y, en
€
d, f(b) € 4).

II. s Co:
Elke regs-superpriemring is ’n regs-sterkpriemring en dus is die
boradikaal bepaal deur die regs-sterkpriemringe bevat in die boradikaal

bepaal deur die regs- superpriemringe.

$Co: [9], Voorbeeld 1

Laat € ’n eindig- voortgebringde nilring wees wat nie lokaal-nilpotent is
nie (Voorbeeld van Golod in [11], §20).

Stel T={I a6 ]| 65 ¢ Ivir elke k=1,2, ... }.

T bevat ’n maksimale element volgens Zorn se lemma:

T4 ¢, vant (0) € I: €% ¢ (0) vir k = 1,2, ... , want ¢ is nie lokaal-
nilpotent nie en dus ook nie nilpotent nie.

Laat ¥ die vereniging van ’n ketting, sé [, in T wees. ¥ € T: gestel
die teendeel, naamlik dat daar ’n positiewe heelgetal k bestaan sodanig
dat 6 C ¥. Volgens stelling 26 is €* ’n eindig-voortgebringde ring.
Laat F = {f,,f;» ---»fs} ’n versameling voortbringers van 6% wees. Dan
geld vir £ = 1,2, ..., s dat fl € Il’ sé, waar Il € I. Kies IF € f

sodanig dat I, ¢ I vir £=1,2, ..., 5. Danis F¢( I, en geld dat
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v
k . k 8 g =
6 ¢ Iz Laat a € 6 en sé a = ifl(* fil... fit(i)) (fij € FCI en

t(z), v € K. ¢ € I, omdat I, geslote is onder optelling en

F)
vermenigvuldiging. Dus volg dat 6% C I, ek, strydig.
Laat nou I ’n maksimale element in T wees en stel § = 6/I. {§ is regs-

sterkpriem volgens [10], voorbeeld 1.12. Dus is § s-halfenkelvoudig.

§ € ¥, vant elke homomorfe beeld van ’n nilring is nil. Dus is § € o,

vant ¥ C ¢.

III. AN Co:

Laat £ ’n ¢-halfenkelvoudige ring wees. Dan is R ¥ 7 B; waar elke Z; ’n
regs- superpriemring is. As elke £; ¥-halfenkelvoudig is, dan is Z ook
N-halfenkelvoudig. Gestel R, vir ’n sekere ¢ is nie ¥-halfenkelvoudig
nie. Dan bevat B, ’n nie-nul nilideaal, sé I. Laat 0 # ¢ € I. Daar
bestaan ’n positiewe heelgetal, sé n, s6 dat ¢ # 0, c2 # 0, ..., c®™ ! #0
en ¢® = 0. Dus ¢(c®!) =0, waar ¢™! # 0. Gevolglik is annni{c} # 0.

Dus is Z; nie regs-superpriem nie, ’n teenstrydigheid.

NcCo:

Laat ¥ ’n vektorruimte met ’n aftelbare basis oor ’n liggaam wees en ge-
stel § is die ring van alle lineére transformasies van eindige rang op /.
§ is o-radikaal: soos aangetoon in I, is ann {z} # O vir elke z € S.

5 is dus nie ’n regs-superpriemring nie en gevolglik is (0) nie ’n regs-

superpriemideaal in § nie. Omdat § enkelvoudig is volg dat «(S5) = §.

§ is N-halfenkelvoudig soos aangedui in I.
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Iv. 8 is nie vergelykbaar met ¥ N B¢ nie:

¥n B¢ ¢ s: [9]

Laat € ’n eindig- voortgebringde nilring wees wat nie lokaal-nilpotent is
nie ([11], §20) en stel T = {I <« § / 6 ¢ I vir elke k¥ = 1,2,...}. Soos
aangedui in IT, bevat T volgens Zorn se lemma ’n maksimale element, sé I.
Laat § = €/I. Dan is § € ¥, want elke homomorfe beeld van ’n nilring is
nil.

Ons bewys nou dat § € B¢:

'n Homomorfe beeld van § is van die vorm §/(0) of §/J, waar 0 # J < {.
'n Egte homomorfe beeld van §, naamlik §/J waar J # 0, is nilpotent:
Laat {/J ’n egte homomorfe beeld van § wees. Dan is {/J = 6/I/H/I, sé,
waar I C ¥ C 6. I is ’n maksimale element in T en dus is ¥ ¢ T. Daar
bestaan gevolglik ’n positiewe heelgetal, sé r sodanig dat 6* C ¥. Dus
is 6 + I C K en gevolglik is (£"+I)/I C K/I, met ander woorde, §* C J,
sodat §/J nilpotent is.

As {/J subdirek-onherleibaar is, dan bevat {/J nie ’n idempotente hart
nie: gestel ¢/J is subdirek-onherleibaar en bevat ’n idempotente hart,
sé F # 0. Dan is £ = K en vir elke positieve heelgetal k geld dan dat
F< = §. Dit is egter strydig met die feit dat §/J nilpotent is. Om te
bewys dat § € B¢, is dit dus voldoende om te bewys dat § sub-

direk- herleibaar is.

Gestel dat § subdirek-onherleibaar is en laat 0 # # = P/I, sé, die hart
van { wees. Dan is I C P <« §. Omdat P ¢ T, bestaan daar ’n positieve
heelgetal, sé k, sodanig dat 6% C P. Gevolglik is (§%+I)/I C P/I, met
ander woorde §* C £. §* = (6<+I)/I # 0, want 6 ¢ I. Dus is # C {* en
gevolglik is # = §*. §?% = (62%+I)/I # 0, want 6°% ¢ I. Dus is £ C {?¥

en omdat §2¥ € §* = 4, volg dat §?* = F = {* sodat §* = F idempotent is.
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§< = F is ’n nilring, want § is ’n nilring. ¢ = £ # 0 is dus ’n
eindig- voortgebringde idempotente nilring. Dit lei egter tot ’n
teenstrydigheid, soos wat ons nou aantoon:

Laat ¥ = {z,,25, ..., T,} ’n versameling voortbringers van die eindig-
voortgebringde ring K wees. 0ns bewys eerstens dat

=10z + Hz, +...+ Hz.

Dit is duidelik dat Az, + Az, +...+ Hz, C K.

FCHz, + Hz, +...+ Hz: laat h € H. Dan is h € I, want £ = F2.

U 4 ’
Gevolglik is A = ¥ hyh; (hy, Ay € Fvir 2 = 1,2, ..., v).
1=1

- oY) (i)
Laat vir ’n vaste ¢, &; = X P T

(zéi) € #, w(i) en k(j) € V).
k\j

_ v w(z) . .
Dan is 4 = i§1hi[ ji:lzj(l) zj(k)(j) ]




+ ' h z(v) z(v) cees x(v) } z(v) + e

Ly 2 Y(1)-1

(). () z(v)
), Zwlv) ”w(vh(w(v))-lJ ")y (w(1))

Vir ’n vaste 7 en vir 57 = 1,2, ..., w(%) is z(i) € {z,,25, ..., Ty}
k{j

Dus is h € Hz, +...+ Hz.

vie ) = - "9L0) -

di lyk.
& i) (i) volg die bewys soortgely

]

Kies nou ’n minimale deelversameling, sé {y,,¥;, ...., Yyg} van

{z,,29, ...., 2.} sodanig dat § = Hy, + Hy, +...+ Hy,. Daar bestaan
elemente, sé h,, ..., hy € F sodanig dat y, = hyy, +....+ hyy,, vant

y, € 4. h, #0, want as A, = 0, dan is y, = hyy, +...+ hyy,, strydig met
die minimaliteit van {y;, «++y Yp}-

F is ’n nilring en dus bestaan daar ’n positiewe heelgetal, sé o > 2,

sodanig dat A% = 0. Deur die gelykheid y, = h,y, +...+ hyy, met h?'l te

m

vermenigvuldig, volg dat
-1 -1 -1 -1
BT S(y0) = BT (yyy) + AU (hl) +eeiv B (hoyy)
-1 -1
0 + Y (hyyg) +over B (hgly) -

Dus is h% 1(y,) € By, +...+ Byy. Laat § die kleinste positiewe heelgetal
wees sodanig dat hfy1 € By, +...+ Hy,. 6 > 1, vant gestel § = 1. Dan is
hly, = h,y, € Ay, +...+ Hyy,. Laat dus Ay, = h;y2 +o.t h;ym, waar

h € Fvir i =2, ..., m. Dan is y, = hyy, + hyyy +---+ hoyy

hoya +eoot hpyp + hoyy +.oot hpyy
(hy+hg)yg +-oot (Ag*thy) Yp-

Dit is egter strydig met die minimaliteit van {y,, ...,y }.
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Laat hfyl = h;y2 oot h;ym, waar h; € Fvir 1 =2, ..., m.

5-1 §-1 §-1
hy “(hyyy) + hy “(hayy) +.oot by " (hgyy)

-1 6-1
hfyl + hf (h2y2) tooot hl (hmym)

-1
hf Y1

' . -1 5-1
hoyy +eoot hpy, + hf (hyyy) +evvt By “hpyn
5-1

” b‘_ 1 »
(ho+thy “hy)yy +.eot (hp+h™ “hp)yn
€ By, +...+ Hy,.
Dit is egter strydig met die aanname dat 6 die kleinste positiewe waarde

is sodanig dat hfy1 € Hy, +...+ Hy,. § is gevolglik subdirek-herleibaar.

Uit § ¢ B¢ en § € N volg dat § € ¥ n B¢. § ¢ s, wvant § is regs-sterk-

priem. Dus is ¥ N B¢ ¢ s.

s¢¥n B¢:

Laat ¥ ’n vektorruimte met ’n aftelbare basis oor ’n liggaam wees en
gestel § is die ring van alle lineére transformasies van eindige rang op
F. Soos bewys in I, is § s-radikaal, maar ¥-halfenkelvoudig. Dus is

S€s,maar S ¢ ¥ n E¢.

y. Lckn B¢:
Laat 6 ’n eindig-voortgebringde nilring wees wat nie lokaal-nilpotent is
nie ([11], §20) en stel T = {I « ¢ | 6 ¢ I vir elke k = 1,2, ... }. T
bevat volgens Zorn se lemma ’n maksimale element, sé I. Laat § = 6/1.
Soos bewys 1in IV is § € ¥ n B¢.

§ is egter s-halfenkelvoudig en dus is { I-halfenkelvoudig.

VI. s en B’ is nie vergelykbaar nie:

s ¢ B¢: laat ¥ ’n vektorruimte met ’n aftelbare basis oor ’'n liggaam
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vees en gestel § is die ring van alle lineére transformasies van eindige

rang op F. Soos bewys in I, is § € s.

S ¢ b’¢, vant § is enkelvoudig en dus is § subdirek-onherleibaar met ’n
idempotente hart, naamlik §? = §.

B¢§s, wantf{n%is.

VII. JcU:

Die Behrens-radikaal, JB, is die boradikaal bepaal deur die klas van alle
subdirek- onherleibare ringe met 1idempotente harte wat idempotente
elemente bevat.

JB C U: laat B ’n enkelvoudige ring met ’n nie-nul idempotente element,
sé e, wees. Die hart van R, dit is R self, bevat die idempotente element
e en £ is idempotent: &2 # 0, omdat 0 # e = e € &. Dus is £ C £2.
Uit B2 C R volg dat £ = R.

Die boradikaal bepaal deur die klas van subdirek-onherleibare ringe met
idempotente harte, wat idempotente elemente bevat, is dus bevat in die
boradikaal bepaal deur die klas van enkelvoudige ringe wat nie-nul

idempotente elemente bevat. Volgens [2] is J C Jy sodat J ¢ U.

VIII. s en U is nie vergelykbaar nie:

8 ¢ U: laat ¥V ’n vektorruimte met ’n aftelbare basis oor ’n liggaam wees
en gestel § is die ring van alle lineére transformasies van eindige rang
op ¥. Soos bewys in I, is § € s. § is egter enkelvoudig en bevat
nie-nul idempotente elemente sodat U(S) = O.

/N wa.nt[(ﬂ%is.

IX. g C lg:

Laat 2 ’n Ng-halfenkelvoudige ring wees. Dan is R ¥ 7 R;, waar R; vir
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elke 7 ’n nie-nul ring is vat geen nuldelers bevat nie.

Elke nie-nul ring § wat geen nuldelers bevat nie, is regs- superpriem:
gestel § # 0 is ’n ring wat geen nuldelers bevat nie. Laat 0 # J <« § en
0#celJ. ann;{c} = 0, omdat S geen nuldelers bevat nie, sodat § ’n
regs- superpriemring is.

Nou volg dat £ ¥ « R;, waar R; vir elke ¢ ’n regs-superpriemring is.

Gevolglik is R o-halfenkelvoudig.

o C Né:
Laat T die ring van 2 x 2 matrikse oor die liggaam 7, = {0;1} wees.
Volgens [2], bladsy 154 is T KN,-radikaal. T is egter regs-superprien

volgens opmerking 8. Dus is T os-halfenkelvoudig.

X. o C6:

Laat £ ’n ring wees wat §-halfenkelvoudig is. Dan is £ ¥ 7 R;, waar £;
vir elke ¢ ’n enkelvoudige ring met ’n identiteitselement is.

Elke enkelvoudige ring S met ’n identiteitselement is regs-superpriem:
laat § ’n enkelvoudige ring met ’n identiteitselement wees. Dan is § die
enigste nie-nul ideaal in § en vir 1 € § geld dat as 1-2 = 0, 2 € 5, dan
is z = 0.

Dus volg dat R ¥ © R;, vaar 2; vir elke ¢ ’n regs-superpriemring is,

sodat £ o-halfenkelvoudig is.

g CE:

Laat ¥ die ring van alle rasionale getalle van die vorm ?igg—f wees, waar
z en y heelgetalle is en die ggd van 2z en 2y + 1 gelyk aan een is. ¥ is
J-radikaal volgens [2], voorbeeld 10. Dus is ¥ f-radikaal, want J C §.

¥ is regs-superpriem want die regter-annuleerder van elke element van ¥

is nul. Dus is ¥ ¢-halfenkelvoudig.
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II. o en J is nie vergelykbaar nie:

e ¢ J: laat V ’n vektorruimte met ’n aftelbare basis oor ’n liggaam wees
en gestel § is die ring van alle lineére transformasies van eindige rang
op ¥. § is o-radikaal soos aangetoon in III, maar J-halfenkelvoudig

([2], voorbeeld 11).

J ¢ o: 1laat ¥ die ring van alle rasionale getalle van die vorm ?yggff
wvees, waar z en y heelgetalle is en die ggd van 2z en 2y + 1 gelyk aan
een is. ¥ is J-radikaal ([2], voorbeeld 10). ¥ is egter o-half-

enkelvoudig (soos aangetoon in IX).

XII. o en U is nie vergelykbaar nie:
c ¢ U, vant s § U.

V¢ o, vant J { o (soos aangetoon in X).

XIII. U cé¢:

Laat 2 ’n 6¢-halfenkelvoudige ring wees. Dan is £ ¥ 7 R,, waar £, vir
elke 7 ’n enkelvoudige ring met ’n identiteitselement is. Vir elke 7 is
die identiteitselement van £; ’n nie-nul idempotente element. Dus is

Py 7 B, waar R; vir elke 1 ’n enkelvoudige ring met ’n nie-nul

idempotente element is. X is gevolglik U-halfenkelvoudig.

Uc €: laat ¥ ’n vektorruimte met ’n aftelbare basis oor ’n liggaam wees
en gestel § is die ring van alle lineére transformasies van eindige rang
op ¥. § is §-radikaal, omdat § volgens I s-radikaal is.

S is egter U-halfenkelvoudig, want § is enkelvoudig en bevat nie-nul

idempotente elemente (volgens I).



43

Stelling 27

Vir ringe met stygkettingvoorwaarde op linkerideale is f =L = ¥ = s = 0.
Bewys

Laat 2 ’n ring met stygkettingvoorwaarde op linkerideale wees. f = o¢:
ons bewys die volgende:

(1) R is os-radikaal as en slegs as R f-radikaal is.

(i1)  o(8) = A(B).

(i) R is o¢-radikaal as en slegs as R f-radikaal is: gestel R is
o-radikaal. Dan kan £ nie homomorf op ’n nie-nul regs-
superpriemring afgebeeld word nie. 2 kan dus nie homomorf op ’n
nie-nul Noetherse priemring afgebeeld word nie, want volgens
stelling 6 is elke Noetherse priemring regs-superpriem. £ is dus
f-radikaal.

Omgekeerd, as R f-radikaal is, dan is R o-radikaal, want f C 0.

(ii) o(R) = f(R): soos reeds bewys is A(2) C «(R).

o() C f(R): laat I ’n priemideaal in £ wees. Dan is &/ ’n Noetherse
priemring. Elke Noetherse priemring is regs-superpriem (stelling 6).
Dus is R/I regs-superpriem en gevolglik is I ’n regs- superpriemideaal in
k.

Soos reeds bewys is f§ C L C s C ¢ vir alle ringe en volgens [2] is

f =L =K vir ringe met stygkettingvoorwaarde op linkerideale.

Dus volg dat f = L = ¥ = s = ¢ vir ringe met stygkettingvoorwaarde op

linkerideale.



Vir kommutatiewe ringe is f = 1
Vir kommutatiewe ringe is f = L

ﬂ:L:]V:s:o’:IVg.

44

=KN=858=0= Hg:

---olo---

¥ =N, ([2], lemna 88).

Dus volg dat
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HOOFSTUK 6

KARAKTERISERING VAN DIE REGS- SUPERPRIEMRADIKAAL EN
DIE REGS- STERKPRTEMBRADIKAAL

6.1 Inleiding

In hoofstuk twee het ons regs-superpriemideale in terme van ’n
sup-stelsel en superstelsel gekarakteriseer en in hoofstuk drie is
regs- sterkpriemideale in terme van ’n sp-stelsel gekarakteriseer. 1In
hierdie hoofstuk karakteriseer ons nou die regs-superpriemradikaal deur
gebruik te maak van sup-stelsels en superstelsels en die regs- sterkpriem-
radikaal deur gebruik te maak van sp-stelsels.

Ons gee verder eienskappe van die regs-superpriemradikaal en die regs-

sterkpriemradikaal.
6.2 Karakterisering van die regs- superpriemradikaal

Stelling 28 [15]

Laat B = {a € 2| as & € ¢ vaar § ’n sup-stelsel is, dan is 0 € 6}. Dan
is 8 C o(X).

Bewys

Laat ¢ € # en gestel I is ’n regs-superpriemideaal in £. Dan is CR(I) n
sup-stelsel en dus is ¢ € I, vant as a € CR(I), dan is 0 € €, (1), ’n
teenstrydigheid. Gevolglik is a¢ € n {I < 2| is ’n regs-superprien-

ideaal}, met ander woorde, a € ¢(2) sodat B C s(R).
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Definisie 12 [15]
'n Ideaal I in R is ’n s-priemideaal as UR(I) 'n deelversameling S bevat
sodanig dat § geslote onder vermenigvuldiging is en (a¢) N § # ¢ vir elke

a € (1)

Stelling 29 [15]

Laat B = {6 € B| as ¢ € ¢ waar § ’n sup-stelsel is, dan is 0 € (}.

o(R) = B as en slegs as o(8) = ¥(R), waar ¥(R) die nilradikaal van £ is.
Bewys

Gestel o(R) = B. Laat z € d(f) = Fen a € (z). Stel

£ = {a,a%,a%,a%,...}.

¢ is ’n sup-stelsel: laat r € ¢, sé r = g¢". Dit geld nou dat r € (r) en
rd C §: laat a™ € §. Dan is rgm = gogm = gn*m ¢ §, § is dus ’n
sup- stelsel en omdat ¢ € B en a € 6§, volg dat 0 € 6. Daar bestaan dus ’n
positiewe heelgetal, sé ¢, sodanig dat &' = 0. 4 € (z) is met ander
woorde nilpotent. Gevolglik is (z) ’n nilideaal, sodat (z) C ¥(2). Dus
is o(R) C ¥(R).

Ons weet dat ¥(R) C o(R) en dus is o(R) = N(R).

Gestel, omgekeerd, dat o(R) = N(&). Volgens stelling 28 is B C o(£).
Ons toon nou aan dat o(R) C B:

Laat z € € (F). Dan bestaan daar ’n sup-stelsel, sé 6, sodanig dat

T € 6§, maar 0 £ 6. Laat I = {1 «2|€6nTI-=¢}. I’ bevat volgens Zorn
se lemma ’n maksimale element: I $ ¢, vant (0) € I.

Laat ¥ die vereniging van ’n ketting, sé [ in I vees. ¥ e I: gestel
die teendeel, naamlik dat 6 N ¥ # ¢, en laat x’ € 6 n ¥. Dan is z’ € ¢

en z- € I, sé, vaar I € . Dus is z € £ n I, ’n teenstrydigheid. Laat

P ’n maksimale element in I wees.
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Volgens [12], stelling 9 is ¥(&) = n {I <« B|I is ’n s-priemideaal}. Ons
toon nou aan dat P ’n s-priemideaal is, want dan geld dat
z ¢ ¥(2) = o(2), omdat z ¢ P.

*
Laat § = C,(P) en stel § = {c € Blcf C €}. € # ¢, vant z € € en dus

*
bevat (z) ’n element, sé e’ sodanig dat e’§ C §. € is geslote onder

vermenigvuldiging: laat ¢,, ¢, € 6. ¢, cyf = ¢ (cy6) C c,6 C §. Laat
S* = {c € B|c = e+p, vaar e € G* en p € P}.

S* C §: 1laat s* € S* en sé s¥ = e+p, vaar e € G* en p € P. As s* ¢ §,
dan is s* = e+ p = p, sé, vaar p € P. Dus is e = p - p € P, strydig.

S* is geslote onder vermenigvuldiging: 1laat e +pf en e,+p} € S*, waar

*
€., € 6 en p¥,py € P. Dan is

(e,+pF) (e3+py*) = eyey + €,p5 + pfe, + pip}

*
* -~
€3 + p3, S€ vaar e; € 6 en p, € P.

P# R want z ¢ P. Laat a € §= C (P). Dan is (a) NS # ¢:

((a)+P) n € # ¢, want P is ’n maksimale element in I'. laat

g € ((8)+P) n 6 en sé g = a,+p,, waar a, € (a) en p, € P.

¢ is 'n sup-stelsel en daarom bestaan daar ’n element, sé g* € (g)
sodanig dat ¢*¢ C 6. Dus is g¢* € G*.

Elke element van die hoofideaal (g) = (e,+p,) is van die vorm: a’+p’,

waar ¢’ € (6) en p’ € P:

v
(ay+p,) = {n(e,+p,) + s(a;+p,) + (a,+p,)t + _Elsi(a1+p1)ti | neZ vel
1=
en 8,t,8;,4; € £ vir 1 = 1,2, ..., v}.
v
Dus is (a,+p,) = {na +sa;+a t + L s;at; + np +sp,+p;t
1=1

+

e

$;p t; | n€Z, ve Nens,t,s;,t; € R vir
1=1

1 =1,2, ..., v}.
Laat dus g¢* = a,+ p,, sé, waar s, € (6) en p; € P.

*x
Dan is a, = ¢* - p, € § , sodat (&) N S* $ ¢
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P is dus ’n s-priemideaal sodat z ¢ P impliseer dat z ¢ ¥(2) = o(R).

Stelling 30 [15]

g(B) = D, vaar D = {z € B | as z € 6 waar (6,]) ’n superstelsel vir ’n
ideaal I in P is, dan is 0 € 6}.

Bewys

D Co(R): laat z € D en gestel I is ’n regs-superpriemideaal in £. Dan
is (CK(I),I) ‘n superstelsel en z € I, want gestel z € C;(I). Dan is

0 € Cy(f), strydig met 0 € I. Dus is z €N {II < R|Il is 'n regs-
superpriemideaal}, met ander woorde z € s(ZR).

o(B) C D: as D =R, dan is o(R) C D.

Laat z € CR(D) vaar D # B. Dan is z € 6§, sé, vaar (6,I) ’n superstelsel
vir ’n ideaal I in £ is, en 0 ¢ §.

Laat I = {J <R | ICJen€nJ= g}

Volgens Zorn se lemma bevat I ’n maksimale element: I # ¢, vant I C I
en 60 I =¢sodat IeI.

Laat ¥ die vereniging van ’n ketting, sé F, in I wees. ¥ e I : IC ¥,
vant vir elke J € I, geld dat T C J. 6 n ¥ = ¢, vant gestel we ¢ n ¥.
Dan is w € J’, sé, waar J eI DusisweénJ ’n teenstrydigheid.
Laat P ’n maksimale element in I wees.

zg¢P,want z€ 6§ en 6N P =4¢. Ons gebruik stelling 7 om te bewys dat P
’n regs- superpriemideaal in X is:

Laat ¢ € C'R(P). Dan is 6§ n (P + (a)) # ¢, wvant P is maksimaal met
betrekking tot § N P = ¢. Laat g € 6 n (P+(a)), en sé g = p, + €,, waar
py € Pen e € (a).

Soos aangetoon is elke element van die hoofideaal (g) = (p,+e,) van die

vorm p + e, vaar p € P en e € (a).
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Omdat (6€,) ’n superstelsel is, bestaan daar ’n element, sé ¢ € (g),
sodanig dat cz € € vir elke z € UR(I). Laat ¢ = p + e vaar p € P en

e € (¢). Vir die element e €(a), geld dat as ez € P, z € £, dan is

z € P: laat z € R sodanig dat ez € P en gestel z € CR(P). Dan is

Z € CR(I), want I C P. Dus is cz € §, omdat (6,I) ’n superstelsel is.
cz = pz + ez € P, vant p € Pen ez € P. Dus is cz € P N ¢, strydig met
PnéE=¢ en gevolglik is z € P.

P is dus ’n regs- superpriemideaal in R wat nie vir z bevat nie sodat

Tz ¢ o(R).

Opmerking 11 [14]

o(2) besit die volgende eienskap: laat a € X sodanig dat daar vir elke

c € (a) ’n positiewe heelgetal k bestaan waarvoor geld dat c%a € o(R).
Dan is a € o(R): laat o(R) # R en a € UR(U(R)). Dan bestaan daar ’n
regs- superpriemideaal, sé I, in R sodanig dat a ¢ I.

(UR(I),I) is 'n superstelsel, omdat I ’n regs-superpriemideaal in £ is.
Dus bestaan daar ’n element, sé c¢ €(a), sodanig dat as z ¢ ¢, (I), dan is
cz € (;(I). Dus is ca € €,(I), vant a € C(I). So ook is

c¢*a = c(ca) € €;(I), vant ca € € (J). Deur telkens opeenvolgende magte
van ¢ met ¢ te vermenigvuldig, volg dat die produk c*¥a ¢ I vir elke

positiewe heelgetal k. Dus geld vir elke positiewe heelgetal k dat
cks € CR(U(I))-

Ons definieer ’n s-nilpotente element as volg: a € £ heet s-nilpotent as
daar vir elke ¢ € (a) ’n positieve heelgetal k bestaan sodanig dat

c*¢ = 0. Dit is duidelik dat ¢(%) al die s-nilpotente elemente van £
bevat.

Elke s-nilpotente element is nilpotent: gestel a is s-nilpotent. Dan
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bestaan daar ’n positiewe heelgetal, sé k, sodanig dat e¢¥a = 0, dit is
ak*t = 0. o¢(R) bestaan dus nie slegs uit s-nilpotente elemente nie, want

(&) c o(R).
6.3 Karakterisering van die regs-sterkpriemradikaal

Stelling 31 [15]

3(8) = £, vaar £ = {z € R | as z € §, waar (€,P) ’n sp-stelsel vir ’n
Pak is; dan is 0 € §}.

Bewys

s(f) C E: laat z € s(R) en z € £, waar (¢,P) ’n sp-stelsel vir n P < &
is. Stel ¥={I «a R | PCTXTen §NnITI=¢}. Laat O ¢ ¢ sodat z ¢ E.
Volgens Zorn se lemma bevat ¥ ’n maksimale element:

¥+ ¢, vant Pe H: PCPenb6nP =9¢.

Laat T die vereniging van ’n ketting, sé (, in ¥ wees. Dan is T € ¥:

P CT, want vir elke F e ( geld dat PC k. € n T = ¢, vant gestel
ZednT. Danis Z € I'sodat Z € Lvir>nf € (. Dusisz e 6ni,’n
teenstrydigheid. Laat § ’n maksimale element in ¥ wees.

Ons toon nou aan dat { volgens stelling 16 ’n regs- sterkpriemideaal in 2
is: § # R, vant z ¢ {. Laat g € 01(0). Dan is a € UR(P), want P C {.
(§ + (6)) N6+ ¢, wvant § is ’n maksimale element in ¥. Laat

g € (§ +(a)) n 6. Uit die definisie van ’n sp-stelsel, bestaan daar ’n
eindige deelversameling, sé F = {f,,f,, ..., f,} C (g) sodanig dat

Fzn 6 +# ¢ vir elke 2z € UR(P). Gestel f, = ¢; + 6; vaar ¢; € { en

i

a; € (a) viri =1, 2, ..., n.

Stel F = {a;,65,...,8,} en laat Fz C§vir’nzelR ze€ {: gestel
z¢ {. Danis z ¢ P, vant P C § en dus geld vir F dat 6§ N Fz # ¢. Laat

v€e 6N Fz., Dan is ve 6§ en v € Fz. Fz C {: Elke element van Fz is van
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die vorm f;z = ¢;z + 6;z (¢;2 € {, 6,z € Fz cy; 1=1,2, ..., n). Dus
is v € { en gevolglik is v € € N §; strydig met 6 N § = 4.

Vir F ¢ (¢) geld dat as Fzc §, z € B, dan is 2z € § sodat § ’n
regs- sterkpriemideaal in R is.

Omdat z € ¢, is z ¢ {, want € N § = 4. Dit is egter ’n teenstrydigheid,
omdat z € s(Z) en § ’n regs-sterkpriemideaal in £ is. Gevolglik is 0 € ¢

sodat z € E.

EC s(2):

Laat z € E en gestel I is ’n regs-sterkpriemideaal in Z. Dan is
(6, (I),I) ’n sp-stelsel. As z € (,(I), dan is 0 € (;(I), strydig met

0 € I. Dus is z € I sodat z € s(X).

Nou volg dat s(R) = B.

Opmerking 12

Ten einde die regs-sterkpriemideaal te karakteriseer, word die volgende
klasse deur Parmenter, Stewart en Wiegandt in [9] gegee:

Ty = {4 | ann,(F) # 0 vir elke eindige deelversameling F C 4}.

Vir k= 1,2, ... is Iy = {4 | ann (2, ... 2, F) # 0 vir elke

T, ...y T € 4 en elke eindige deelversameling F C 4}.

s = {4 | vir elke eindige deelversameling € C 4 bestaan daar ’n
heelgetal &k = k() > 1 sodanig dat ann, (z; ... z,F) # 0 vir elke

Tyy -..y I € & en elke deelversameling F C 4}.

Volgens [9], stelling 1, is s = H(T,) = £(T,) = H(T;) vir elke
k=1,2, ... . O0Ons werk nou deur die bewys van stelling 1 soos gegee in
[9] en wys dan daarop dat die riglyne vir die bewys van s C T, gegee in

[9], nie tot die voltooiing van die bewys van stelling 1 lei nie.
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Eerstens is 0 ¢ T, sodat s C T, onmoontlik is. Laat daarom

Ty = {4 | enn (F) # 0 vir elke eindige deelversameling F C 4} U {0}.
Bewys

Laat 4 ’n ring vees, 4 ¢ T, en stel L = {I « 4| I€ I,}.

Volgens Zorn se lemma bevat [ ’n maksimale element: I # ¢, want (0) € 1.
Laat { die vereniging van ’n ketting, sé I, in [ wees. Dan is § € T,:
gestel F is ’n eindige deelversameling van {. Dan is F C [;, sé, waar

I eI. laat 0# z € ann, (F). Danis 0 # z € aan(F).
1

Laat ¥ ’n maksimale element in [ wees. Ons wil nou aantoon dat 4/¥

regs- sterkpriem is sodat 4 ¢ s.

Laat 0 # J/H « 4/F. Dan is ¥ C J en omdat ¥ ’n maksimale element in I
is, volg dat J ¢ T,. J bevat dus ’n eindige versameling, sé
F={j, --+s Ju} sodanig dat ann (F) = 0.

Stel F = {7+, ..., j,+i}. Foc J/H en ann (F,) = 0: gestel

J/M

ann, , (F) #0. Laat 04 r+ K¢ annJ/u(r'). Dan is r ¢ ¥ en

I/M
¥ c ér) + K sodat (r) + ¥ ¢ L en dus is (r) + ¥ ¢ T,. Daar bestaan dus
’n eindige deelversameling, sé § C (r) + ¥ sodanig dat as §z = 0, z € (7)
+ ¥, dan is z = 0. Ons bewys nou dat § van die volgende vorm is:

{mysmyy <uvy Myy7TyTG ,TEy, ..., Ta } waar my € K vir 4= 1,2, ..., ¢ en
g; € 4 vir 3 =1,2, .., s.

Laat p € 6 en s& p = n,r + 8,7 + T4, + Espir“pi +m,

(8> 8ps Spis Gpy € J, my € Henn, €l).
Kies ¢ = i? {my,ryra,,ras; . As 62=0,z2€ (r) + ¥ dan is z = 0:

laat § z = 0 vir 'n z € (r) + . Dan is

pz = (n,r + 87 + 18y + Bs,;78,; + m,)z = 0, omdat 6 z = 0. Dus is
6z = 0 sodat z = 0.
Laat nou ¢ = {m ,my, ..., m ,T,78,,78y, ...,ra,} waar m; € ¥ vir

i=1,2, ..., teng €4dvirj=1,2, ..., s.
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Stel ¥={m | +=1,2, ..., t} U {j;r| i=1,2, ..., n}
U{J.irak l i =1,2, 0--," enk:1,2, vy 8}.

¥ is ’n eindige deelversameling van ¥: omdat r + ¥ € ann (FI) volg dat

J/M
(j;+4) (r+¥) = 0 vir ¢ = 1,2, ..., n sodat j;r € ¥ vir ¢ i 1,2, ..., n.
As ons 0 # 1 € annM(ﬁ7 kies, dan lei die keuse van z soos in die bewys
van stelling 20 tot ’n teenstrydigheid sodat annJ/M(I() = 0 en 4/¥
gevolglik regs-sterkpriem is. Ons kan egter nie bewys dat ¥ # 0 is nie

sodat ons nie 0 # = € annu(ﬁ) kan kies om die bewys te voltooi nie.

Stelling 32 [4]

[s(B)], = s(Zy).

Bewys

Laat ¥ = {R|R is 'n regs-sterkpriemring}. Soos bewys in stelling 25 is ¥
'n spesiale klas van ringe. As £ ’n identiteitselement het, dan is 2 € ¥
as en slegs as B, € ¥ (stelling 13).

Dus word voorwaarde I in opmerking 2 bevredig sodat [s(R)], = s(&,)
volgens stelling 2.

Gestel 2 het nie ’n identiteitselement nie. Dan kan 2 volgens [7], §2
ingebed word in ’n ring, sé 4, met ’n identiteitselement. £ is ’n ideaal
in 4 en s is erflik. Dus is s(R) = 2 n s(4). ([2], stelling 48).

4 bevat ’n identiteitselement en dus is s(4,) = [s(4)],. £, is ’n ideaal
in 4, en dus is s(B,) = B, n s(4,). R, n [s(4)], = (R n s(4)],:

B, 0 [s()], € (B0 s(d)],: Taat (ry;) € By en (ry;) € [s(4)],-

Dan is r;; € B en ry; € s(4) vir 1 =1,2, ..., nenj =12, ..., n

sodat r;; € RN s(4). Dus is (ry;) € [2n s(d)],.

(B ns(4)], € By n [s(4)],: laat (r;;) € (B0 s(4)];. Dan is rj; € £ en

i
Tij
(ri;) € [s(4)]4- Dus is (ry;) € By n [s(4)],.

Nou volg dat s(R,) = B, N s(4d,;) = 2, n [s(4d)], = [Rn s(4)], = [s(®)],-

€ s(4) vir i, = 1,2, ..., nen j = 1,2, ..., n sodat (rij) € B, en
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Stelling 33 [9]

Laat 4 ’n regs-sterkpriemring wees. As F ’n isolator vir ¢ € 4 is, dan
is ann, (F"af") = 0 vir elke heelgetal m > 0 en n > 1.

Bewys

Gestel 4 is ’n regs-sterkpriemring. Laat O # ¢ € 4 en gestel F is ’n
isolator vir a. Laat b € 4 sodanig dat afb = O vir ’n positiewe
heelgetal n. Dit is, aFF""'h = 0. Dan is F*"'b = 0, want ann, (aF) = O.
Dus is aF®"'p = 0.

Uit af*!1 b = aFF""? b = 0, volg dat F"? b = 0, vant ann, (eF) = 0. Dus
is aF™"%p = 0.

Soortgelyk volg dat af® % b
af™* b

1} I}
[en) [en)

aF b = 0.

b = 0, want ann, (aF) = 0 sodat ann, (af") = 0.

Laat ¢ € 4, m 2 1 en n > 1 sodanig dat F®ef"¢c = 0. Dan is aF"af"c = 0 en
dus is af"c = 0, vant ann, (aF") = 0. Uit aF"c = 0, volg dat ¢ = 0, want
ann, (af") = 0.

Definisie 13 [9]
’n Ring 4 is ’n lokaal-nilpotente uitbreiding van ’n deelring R as daar
vir elke eindig-voortgebringde deelring F van 4 ’n heelgetal k = k(F) 2 1

bestaan sodanig dat F¥ C R.

Stelling 34  [9]

As 4 ’n lokaal-nilpotente uitbreiding van R is, dan is s(&) = R n s(4).
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Bewys

Gestel 4 is ’n lokaal-nilpotente uitbreiding van £ en laat § <« 4 sodanig
dat A = 4/ regs- sterkpriem is.

Laat £ = (B+5)/S5. R = (B+S)/S is regs-sterkpriem: laat § # r + S € I.
Daar bestaan ’n isolator, sé F C A vir r + §, omdat A ’n regs-sterkpriem-
ring is. Laat F = {fi1+§, fa+5, ..., fy+S} en stel F o= {fi>f2s vy fy}-
<fi, f25 ---» fy> is ’n eindig-voortgebringde deelring van 4 en 4 is ’n

lokaal-nilpotente uitbreiding van R. Daar bestaan gevolglik ’n positiewe
heelgetal, sé 7%, sodanig dat <fy,fa, ..., fy>ﬁ C B. Dus is (1“/)'—l C R.
Gevolglik is (P)ﬁ C (R + 5)/S=1. Volgens stelling 33 is

annI((r+S)Fﬁ) = 0 en dus is F* ’n isolator vir r + $, sodat X ¥ B/( n S)

regs- sterkpriem is.

s(#8) ¢ 2 nS: laat v € s(£). Dan is u € I vir elke I « £ waar £/I
regs- sterkpriem is. Dus is v € 2 N §, vant RB/(R N §) is regs-sterkpriem.
Dit geld dan nou dat s(R) C B n § vir elke § <« 4 sodanig dat 4/S

regs- sterkpriem is.

s(B) C s(4): laat v € s(2). Dan is v € £ n § vir elke § « 4 waar 4/S
regs- sterkpriem is. Dus is v € § vir elke § « 4 waar 4/S regs-sterkpriem
is sodat v € s(4). Uit s(R) C R en s(R) C s(4), volg dat s(&) C & n s(4).

Laat nou P <« I sodanig dat 3 B/P regs-sterkpriem is.

Stel I = {I «4]InkcP}. Volgens Zorn se lemma bevat I ’n nmaksimale
element: 1} # 0, vant (0) € I*.

Laat ¥ die vereniging van ’n ketting, sé € in I wees. Dan is ¥ € I:
gestel die teendeel, naamlik dat ¥ N 2 ¢ Pen laat z € ¥ N &, z ¢ P.
Dan is ¢ € I sé, waar I € (. Dus is z € I N R waar z ¢ P, strydig

met I n RCP.
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*
Laat { ’n maksimale element in I wees en I <« 4 sodanig dat § ¢ I. Dan
isInNR¢P. Laatnouz e INK, z ¢ P. P is ’n regs-sterkpriemideaal
in 2 en dus bestaan daar volgens stelling 16 ’n eindige deelversameling,

sé F C (z)R sodanig dat as Fr C P, r € R, dan is r € P.

Laat ¥ = {b € 4| Fb C §}. K is ’n regterideaal in 4: laat k,, k, € £.
Dan is Fk;, C § en Fk, C §. § is ’n ideaal en is dus geslote onder
aftrekking. Dus geld vir elke f € F dat fk, - fk, = f(k,-k;) € {. Dus
is F(k,-k,) € § sodat k, - k, € K.

Laat a € 4. Fkja C {, vant Fk; C {. Dus is ko € I.

Beskou die ideaal 4 + I wat voortgebring word deur I in 4. Gestel ¢ is
’n deelversameling‘van Al + I van die vorm:

6={aks | i=1,2, ..., s}U{kj | =1,2, ..., t}waar a; € 4, k; € [
en k; € £ vir elke ¢ = 1,2, ..., senj=1,2, ..., t.

62" ¢ P vir ’n positieve heelgetal n: laat F die deelring van 4 wees wat
voortgebring word deur

{aili=1,2, ..., sy U {ks]i=1,2, ..., s}u{kli=1,2, ..., t}.
Daar bestaan ’n positiewe heelgetal, sé n, sodanig dat F™ C R, want 4 is
’n lokaal-nilpotente uitbreiding van k.

[
F(InR) cgnRk: Laat ze F(fn2R). DaniszZ= % f.y., wvaar f, € F;
c=1

y. € feny, € Rvirc=1,2, ..., ¢ Virc=1,2, ..., ¢ is f.y, € {,
omdat y. € f en dus is Fy, C {.

Vir ¢ = 1,2, ..., ¢, is f.y. € R, omdat f, € R en y, € £. Dus is Z € {
en T € £ en daarom volg dat F(fnR) C gnkC?.

Vir die eindige deelversameling F, geld dat as Fr C P, r € &, dan is

reP. Uit (I nR)CP, volg dus dat fFn R CP.
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Elke monoom m € £*", kan gefaktoriseer word as m = m;m,, waar m, € f* en

my € £ n f: ’n monoom, sé m € §°°, is van die vorm: m = @@, ... My,
wvaar m, € §; s =1,2, ..., 2s. @,,, is of van die vorm @ ,, = k{ vir ’n
je{1,2, ..., t} of m,,, = 6ik; vir ’n ¢ € {1,2, ..., s}.

Gestel eerstens dat m;,, = k; vir 'n 5 € {1,2, ..., t}. Dan kan ons sé

dat m = mymy, waar m; = @M, My ... My €n My = My, v Myp-
Nou is m; € F*, vant m; € fvir s =1, 2, ..., nenm, € I n I:

my, € F*, omdat m, € F vir s =n +1, ..., 20. m, € I, vant

R _ L .
my = kjMy4q ... My, en K is ’n regterideaal.

Gestel andersins dat m,,, = aeik; vir n ¢ € {1, 2, ..., s}. Dan kan ons

sé dat m = mymy, vaar my =m; ... My6; en my = KkjMy,, ... My,. Dus geld

weer eens dat m, € f" en my € £ N 7.

(frnf) cRInR): laat y € (F n ). Dan is y van die vorm

i

y:_E Y- y-
d=1 ¢

d=1,2, ..., d). Dus is y € R(F n k).

_ R oy ¢ i
3 (yd € Ck Y5 € f en y; € ™ ¢ R vir

B(fnk)CP,vant FNRCP. Dusisme F"(L n ™) C EB(FnR) CP sodat
g?n ¢ P,

Elke eindig- voortgebringde deelring van 4f + I is bevat in ’n deelring
wat voortgebring word deur ’n versameling met dieselfde vorm as §: laat
I ’n eindig-voortgebringde deelring van Af + I wees en gestel die

voortbringers van [ is:
ny

Iy = % a4, ki, + k.
d=1 dt ~di1 1

na ,

lo = X a5, kio + k
d=1 d2 ™*d2 2

N ,

lt = Y a6 -k -+ k-
dt  dt t

d

I
—
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Laat ¢ = {adl kdl I d = 1, 2, seay Ill} U {Gd2 de I d = 1,2, ey IIQ}
Uu...u {“dt‘ kdt_ | ¢ =1,2, ..., n} U{k; | 7=1,2, ..., t}. Dan is
L C <§ >, die deelring voortgebring deur ¢ , en § is van dieselfde vorm

as §.

(((4k+K) n B) + P)/P is lokaal-nilpotent:
laat J ’n eindig- voortgebringde deelring van (((4F+K) n k) + P)/P wees en
sé D) =« aI + p; + P, a; + p; + P, ..., aé + p% + P>

a; € (Al+D) N R en p, € P vir i = 1,2, ..., &.
< a;,a;, ceey a& > is ’n eindig-voortgebringde deelring van A + [ en is,
s00s bewys, bevat in ’n deelring, sé <6> waar § dieselfde vorm as € het.
¢?™ C P, want 62% C P en € het dieselfde vorm as . Dus is <f>?™ C P,
sodat <a;, a;, e, a:_l>2n C <6>2m C P
= 0:
Laat d + P € D?® en sé

* k* * * * *
d +P=3% (d,+P)(d, +P) ... (d +P) waar d , ,€ )
. jt j 2 j l e

k* * * *
=¥ (d, d, ...d, )+7P
j*=l it j 2 j 2n
. * - * »
Vir e* = 1,2, ..., 2n is d , , + P van die vorm
j e

d* » i* ( , . ’) , , . p »)

+ P = 6; +p, + a;: +p; + P)...(a; .+ p; .+ P)y
ite” i=1 1y 1y ) Iy Ty ) (Jr*(J) Irxtin ’

(ajls* + pjls* € (A + ) n R) + P, r*(j) en c* € N).
Dus is d* + P van die vorm a* + p* + 7,

waar ¢* € < ¢{, 65, ..., 6° > C P en p* € P.
u

Gevolglik is d* + P = P.
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L(8/P) C s(R/P) = 0, vant R/P is regs-sterkpriem. Dus is

(((4f+f) n B) + P)/P = 0, want (((4F+K) n R) + P)/P is lokaal-nilpotent.
Gevolglik is (4f+F) n 2 C P.

FC{: vir elke ¢ = { geld dat Fg C §. Dus is § C ¥ C 4F + K. { is
egter ’n maksimale element in I* en omdat (4f+I) n R C P en § C 4 + [,

volg dat § = AF + K. Dus is F C §. Nou volg dat I = {, wvant § C K.

4/{] is regs-sterkpriem: 1laat 0 # J'/ﬂ <« 4/§. Omdat § c J', volg dat
J ¢T sodat J/ nB¢P. Laat ee€J nR &¢P. P is 'n regs
sterkpriemideaal in £ en dus bestaan daar volgens stelling 16 ’n eindige
deelversameling, sé E C (&), sodanig dat as Er C P, r € £, dan is r € 7.
Laat £ = {e+ § | e € B}. Danis B ¢ J /{.

Laat z + § € 4/ sodanig dat E’(z+0) =0 Danis Bz ¢ §. Laat

[ - {bed] E'b ¢ ¢}. Dan is z € I'. Dusis z € ¢, vant i'd C ¢, soos
bewys vir f. Volgens stelling 10 is 4/§ regs- sterkpriem.

Nou volg dat s(4) C {, omdat 4/f§ regs-sterkpriem is.

s(4) n 2 C P, vant s(4) C { en § is maksimaal met betrekking tot die
eienskap dat § n R C P. Vir elke P « R waar R/P regs-sterkpriem is, geld
dus dat s(4) n £ C P. Dus is s(4d) n R C s(R).

---o0lo---



[1]

2]

(3]

[4]

(5]

(8]

[9]

60

BIBLIOGRAFIE

V.A. Andrunakievic, Radicals of associative rings I, Amer. Math.

Soc. Tramsl. Ser. 52(2) (1966), 95-128.

N.J. Divinsky, Eings and Radicals, Allen and Unwin, London, 1965.

M. Gray, 4 radical approach to algebra, Addison-VWesley, London,
1970.

N.J. Groenewald and G.A.P. Heyman, C(ertain classes of ideals 1in

group rings II, Comm. Alg. 9(2) (1981), 137-148.

D. Handelman and J. Lawrence, Sirongly prime rings, Trans. Amer.

Math. Soc. 211 (1975), 209-223.

G.A.P. Heyman and C. Roos, Essential ezxtensions in radical theory

for rings, J. Austral. Math. Soc. 23 (Series A) (1977), 340-347.

N.H. McCoy, The theory of rings, Macmillan, New York, 1966.

M.M. Parmenter, D.S. Passman and P.N. Stewart, The strongly prime

radical of crossed products, Comm. Alg. 12(9) (1984), 1099-1113.

M.M. Parmenter, P.N. Stewart and R. Viegandt, 0n the Groenewsld-
Heyman sirongly prime radical, Quaest. Math. 7 (1984), 225-239.



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

61

E.R. Puczylowski, Behavior of radical properties of rings under
algebraic constructions, Coll. Math. Soc. J. Bolyai, 38 (1985),
449- 480.

F.A. Szasz, Radicals of rings, John Wiley and somns, Chichester,
1981.

A.P.J. van der Valt, Prime ideals and nil radicals in near-rings,

Arch. Math. 15 (1964), 408-414.

A.P.J. van der Valt, Prime rings - the strong and the not- so-strong,

Technical Report, 1, Dept. Math. University of Stellenbosch.

S. Veldsman, The elements in the strongly prime radical of a ring,

Math. Japonica, 31(2) (1986), 283-285.
S. Veldsman, The superprime radical, Contributions to general

algebra 4, Radicals - Theory and Applicatioms, Verlag Holder -
Pichler - Tempsky, Wien, (1987), 181-188.

---00o---



I a2

0+aeR

€0

e

62

NOTASIE

I is ’n ideaal in £.

Hoofideaal in R, voortgebring deur ¢ € E.

Hoofideaal in I, voortgebring deur.a € I.

Ideaal voortgebring deur @, ,a5, ..., 4.

Ring voortgebring deur a,,s,, ..., a,.

Regter- annuleerder van § in die ring £, waar § ’n

deelversameling van £ is.

Komplement van I in R, waar I ’n deelversameling

van £ is.

Subdirekte som van ’n familie van ringe {&;}, ;-

a+0,ac€l.

Die matriks (a;;) met a;;, = o en elke ander

posisie gelyk aan nul.

Ring van n x n matrikse oor &.

Isomorf aan.
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