Zarojelentés a T72146 szamu tematikus OTKA palyazat keretében végzett munkarol

Palyazat cime: Merev testek statikai egyensulya: morfologia, topologia és evolicio

Osszefoglalds

A kutatas keretében konvex, merev testek mechanikai egyensulyi helyzetei és a morfologidja kézotti
kapcsolatot vizsgaltuk. Ennek keretében bebizonyitottuk, hogy léteznek gombtdl eltéro, ugynevezett
neutralisan uszo testek melyek tetszéleges pozicioban egyensulyban vannak. Megmutattuk, hogy szoros
kapcsolat van a tekndsok élohelye, talpra-allasi stratégiaja és pancéljuk geometriaja kozott. Példat
mutattunk olyan tekndsfajokra, melyek kozelitéleg monostatikus pancéllal rendelkeznek és ezért
pusztan gravitacio segitsegével talpra tudnak dllni. A pancél geometriaja alapjan azonositottuk egy
200 millio éves dsteknds élohelyét. Egyensulyi helyzeteik szama és tipusa alapjan vj osztalyozdsi
rendszert javasoltunk kavicsokra. Megmutattuk, hogy az uj osztalyozds a hagyomdnyos, geologiaban
elterjedt osztalyozdsnal tobb informdciot hordoz a kavics alakjarol. Igazoltuk, hogy sima feliiletek
egyenletes, kelléen finom diszkretizalasaval létrehozott poliéderek esetén az egyensulyok ket, jol
elkiiloniilt skalan jelentkeznek és megadtuk a mikro skala pontos szerkezetét. Folytonos és diszkrét,
sztochasztikus kopdasmodellt allitottunk fel és ezek segitségével modelleztiik aszteroidik alakfejlodeését
illeteve folyami mederfenék kopasat. Eredményeink jo egyezést mutatnak a csillagaszati és geologiai
megfigyelésekkel illetve a labor kisérletekkel.

Summary

We investigated the relationship between mechanical equilibrium points and global morphology of
convex, rigid bodies. We proved the existence of non-spherical, neutrally swinning objects which are
at rest in any position. We demonstrated the close relationship between the habitat, self-righting
strategy and shell geometry of turtles. We showed that some turtle species have developed monostatic
shells enabling them to self-right under gravity. Based ont he geometry of the well-preserved shell we
identified the habitat of a 200 million year old turtle fossil. We proposed a new classification scheme
for pebbles, based ont he number and type of their static equilibrium points and demonstrated that this
new system carries more information than the traditional geological Zingg classification. We proved
that sufficiently fine, uniform polyhedral discretizations of smooth, convex surfaces give rise to
equilibria on two, well-seperated scales and we described the detailed geometry of the micro-scale.
We developed continuous and discrete, random models for abrasion and found good match between
predictions of our model and the shape evolution of asteroids and river bedrock abrasion.
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A palyazat cime egy atfogo, igen széles teriiletet jelol meg, ezen beliil a kutatdsi tervben illetve a
kutatasi szerz6désben rogzitett részteriileteken értiink el eredményeket.

A zardjelentésben a idézziik pontosan, ezutan Osszefoglaljuk
roviden az odatartozo eredményeket és felsoroljuk a jelentésebb publikaciokat.

1. Elméleti kérdések



1.1 Azt kivanjuk megvizsgalni, hogy létezhet-¢ hidrosztatikus egyenstlyban 1évé mono-monostatikus
test. Ezen beliil azt szeretnénk megvizsgalni, hogyan fiigg a jelenség az sz6 test fajsulyatol.

Varkonyi Péter megtette az elsé lépést a probléma megolddsa iranyaba. Bebizonyitotta, hogy 3 dimenzioban is
léteznek ugynevezett neutralisan uszo testek, melyek a nevezetes Ulam-féle probléma megoldasat jelentik. A
mono-monostatikus testek létezésének kerdését természetesen ezzel még nem valaszoltuk meg.
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1. abra: Neutralisan uszo, hengerszimmetrikus terbeli testek numerikusan meghatdarozott konturgorbéi

P.L. Varkonyi: Floating Body Problems in Two Dimensions. STUDIES IN APPLIED MATHEMATICS
122:(2) pp. 195-218. (2009) (Ebben a cikkben tévedésbdl a 72368-as OTKA szama szerepel, de a cikk
nem része annak a kutatdsnak és ott nem is szamoltak el.)

P.L. Varkonyi: Neutrally Floating Objects of Density 1/2 in Three Dimensions. STUDIES IN APPLIED
MATHEMATICS 130:(3) pp. 295-315. Paper &. (2013)

2. Teknosok geometridja

2.1 Azt kivanjuk megvizsgalni, hogy a pancél morfologiaja milyen mértékben alkalmazkodott annak
érdekében, hogy a teknésok talpra allasat segitse. Ezen belill meg kivanjuk vizsgalni, hogy léteznek-e
monostatikus illetve mono-monostatikus testként viselkedo tekndsok. Szeretnénk a talpra allas
stratégiajat 6sszekapcsolni a pancél geometriajaval.

Varkonyi Péterrel felallitottuk a teknds pancélok 3 paraméteres geometriai modelljét, a modell paramétereit
30 teknds fajon meért adatokhoz illesztettiik. Megallapitottuk, hogy a tekndsék talpra dllasi stratégidja
szorosan Osszefiigg a pancél geometridjaval, tovabba azt is megallapitottuk, hogy igen kevés teknds faj
esetén a pancél jo kozelitéssel monostatikusnak tekintheté. Ilyen pancél birtokiban a teknds pusztan
gravitacio segitségevel is talpra tud dallni. Azt is megallapitottuk, hogy az altalunk felallitott 3 paraméteres
modellben a monostatikus pancélok csak nagyon sziik paraméter-tartomanyban fordulnak elo, ezert az ilyen
teknosok geometridja rendkiviil kétott. Emiatt eredmeényiink a kiilonleges evolucios alkalmazkoddsra mutat
érdekes és latvanyos peéldat és példaul az indiai csillagteknost bemutato Wikipedia oldalon is emlitik
(http://en.wikipedia.org/wiki/Indian_star_tortoise).

2. dbra: A monostatikus indiai csillagteknds talpraadllasa (Kép forrasa: Adam Summers: The Living
Gombéc, Natural History Magazine/Biomechanics, March 2009.

G. Domokos, P.L. Varkonyi:Geometry and self-righting of turtles, Proc. R. Soc. B7. January 2008. vol.
275 no. 1630, pp 11-17



2.2 Egy olyan geometriai modellt kivanunk Iétrehozni a pancél leirasara melynek paraméterei a mért
adatokhoz illeszthetéek.

Roger Bensonnal, Robert Reisz-szal és Varkonyi Péterrel tovabb fejlesztettiik a korabban felallitott 3
paraméteres modellt és segitségével meghataroztuk a vilag egyik legismertebb, 200 millio éves dstekndse, a
Proterochersis az éléhelyét. Munkankban tobb mint 200 tekndspancél adataihoz illesztett paraméterek
segitsegével megmutattuk, hogy a tekndsok éléhelye és a pancél geometriai paraméterei kézott szoros
osszefiigges van. Ezen osszefiiggés felhasznalasaval az osteknds pancélja alapjan arra kovetkeztettiink, hogy
ellentétben a paleontologusok altal korabban elfogadott nézettel, a Proterochersis nem kizarolag, illetve nem
elsésorban szarazfoldon élt.

3. dbra: A Proterochersis robusta pancélja (Allami Természettudomdanyi Miizeum, Stuttgart, SMNS 17561)
(a) nézet szembdl (b) nézet oldalrol.

R. Benson, G. Domokos, P.L. Varkonyi, R. Reisz: Shell geometry and habitat determination in extinct
and extant turtles (Reptilia: Testudinata), Paleobiology Vol 37, pp 547-562 (2011)

3. Kavicsok geometridja



3.1 Az egyensulyi helyzetek szamat egyesével noveld Kolumbusz-algoritmus altal hasznalt kis
csonkoldsok igen hasonlatosak a kopasi folyamat sordn bekovetkezd anyagveszteséghez. Ennek
alapjan az sejthetd, hogy a kopas eredményeként sok egyensulyi helyzettel rendelkezd testek allnak
el6. A kisérletek azonban mast mutatnak: a kavicsok tobbsége kevés egyenstlyi helyzettel
rendelkezik. Célunk ezen, ugynevezett ,,Kolumbusz-paradoxon” feloldésa.

A paradoxonra adando valasz elso lépéseként Sipos Andrassal, Szabo Timeaval és Varkonyi Peterrel kézosen
részletesen megvizsgaltuk, hogyan kapcsolhato az egyensulyi helyzetek szama a kavicsok geometridajahorz.
Bevezettiik az egyensulyi helyzetek szaman alapulo egyensulyi osztalyok fogalmat és megmutattuk, hogy ezen
osztalyozasbol nagy biztonsdaggal kévetkeztethetiink az adott kavicsminta hagyomanyos, Zingg-féle osztalybeli
besorolasara, forditva azonban nem igaz az dllitas. Megmutattuk azt is, hogy a kavicsok egyensulyi osztdlyozdsa
gyvors, kézi mérésekkel elvégezhets. Szoros statisztikai Osszefiiggést mutattunk ki a kavicsok stabil
egyensulyainak szama és a kavics lapossaga kozott.
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4. abra: Az E(I), E(1l), E(Il]) és E(IV) egyensulyi osztalyok definicidja az egyensulyi helyzetek szama és
tipusa alapjan.

Domokos, G., Sipos A.A., Szabd T., Varkonyi P.: Pebbles, shapes and equilibria, Mathematical Geosciences,
doi:10.1007/s11004-009-9250-4, Vol 42, No.1. pp 29-47., 2010

Szab6 T., Domokos G.: A new classification system for pebble and crystal shapes based on static
equilibrium points., Central European Geology (2010) Vol 53 pp 1-19, 20



A Kolumbusz-paradoxonra részleges magyardzatot talaltunk Szabo Timedval és Sipos Andrassal. Kimutattuk,
hogy a kavicsok, sziklak felszinén taldlhato egyensulyi helyzetek két elkiiloniilt skdlan léteznek. A lokadlis
egyensulyok ugynevezett falkakba tomoriilnek, a kiilsé szemlélé szamdra ezek a falkak egymastol viszonylag
tavoli, globalis egyensulyi helyzetként jelentkeznek. Ezzel a megfigyeléssel mechanikai magyardzatot adtunk az
ingokovek viselkedésére is. A kutatis soran 3D-ben szkennelt kavicsokon bemutattuk a lokalis és globalis
egyensulyokat és illusztraltuk, hogy ezek egymdastol ( gombtdl tavoli geometria esetén) élesen szétvalnak.

Stable flock with stable
micro-equilibrium

Unstable flock containing
rocking equilibrium

5. dbra: Kavics mikro- és makro egyensulyai. A baloldali abran a 3 dimenzioban beszkennelt kavics konvex
burkan szamitogéppel azonositott stabil egyensulyokat hordozo lapokat pirossal jeléltiik. A jobb oldalon
lathato fényképek azt illusztraljak, hogy a szamitogéppel azonositott egyensulyi helyzetek, noha szemlélet

alapjan nem volnanak sejthetéek, mégis léteznek: a kavicsot a megadott pontokon sikeriilt egyensiilyoznunk.

G. Domokos, A.A. Sipos, T. Szab6: The mechanics of rocking stones: equilibria on separated scales,
MATHEMATICAL GEOSCIENCES 44:(1) pp. 71-89, 2011



A két skalan jelentkezd egyensulyok pontos matematikai leirasat Langi Zsolttal és Szabo Timeaval végeztiik
el. Ebben a cikkben preciz feltételt adtunk a falkak létezésére, leirtuk a falkak részletes geometridjat és a
falkakban talalhato mikro-egyensulyok szamadra vonatkozo formuldkat is sikeriilt levezetniink.

6. abra: Haromtengelyii ellipszoid mikro- és makro egyensulyai. Az abra bemutatja egy nyereg-tipusu falka
pontos belso geometridjat.

Domokos G. Langi Z., Szabd T.:0n the equilibria of finely discretized curves and surfaces, MONATSHEFTE
FUR MATHEMATIK, Volume 168, Issue 3, 2012



3.2 A kopas geometriajat leird parcidlis differencidlegyenletek alapjan azt varhatjuk, hogy minden
kavics gombhoz kozelit a kopasi folyamat soran, a valésagban azonban mast tapasztalunk. Célunk a
kopasi modellek vizsgalata, (1j modellek bevezetése, kiilonds tekintettel a diszkrét, sztochasztikus
modellekre melyek az {itk6z¢ési eseményeken alapuld kopdsi folyamathoz kozelebb allnak, mint a
kiatlagolt folytonos egyenletek.

Sipos Andrassal és Varkonyi Péterrel levezettiik az iitkézéses kopas dltalanos parcidlis differencialegyenletét és
felallitottunk egy diszkrét, sztochasztikus modellt ugyanerre a feladatra. Az utobbi (diszkrét) modellt
szamitogepen is implementdltuk és megvizsgaltuk a globdlis konvergencia-tulajdonsdagait. A folytonos modell
Megmutattuk, hogy a konstans tag specidalis (nem-sima) limesz-geometridkra vezet, melyeket a 7. dabra
illusztral. (a gorbiilettel aranyos tag esetén a limesz a kor). Ezen specialis geometriak térbeli valtozatai (melybol
3 létezik) a természetben is megfigyelhetoek: a geologidaban éleskavicsoknak nevezik ezeket a képzédményeket.

7. abra: A baloldali abra a specidlis, nem-sima limesz-geometriakat mutatja be (sikbeli esetben) allando
sebességii kopas esetén. A két lehetséges geometria kozott a legnagyobb beirt kor érintési pontjainak szama
(2 vagy 3) tesz kiilonbséget. A jobboldaléi abran egy éleskavics lathato (forras: http://bc.outcrop.org/).

Domokos G, Sipos A.A., Vérkonyi P.: Continuous and discrete models for abrasion processes, Periodica
Polytechnica Arch. Vol 40. No.1. pp 3-8., 2010

Sipos Andrassal, Szabo Gyulaval és Varkonyi Péterrel megmutattuk, hogy a fenti egyenletek sokkal nagyobb
mérettartomanyban is érvényesek: az aszterodiak alakjat az egyenletes sebességii kopas alakitja és alakjuk
kozelit a 7. abran bemutatott limesz-geometriakhoz.

9. abra: Balra: Numerikus szimuldcio egy konvex test alakfejlédésérdl, egyenletes kopas esetén. Jobbra: Az
Annefrank aszterodiarol késziilt fenykeépfelvételek.

Domokos G., Sipos A.A., Szabo Gy., Varkonyi P.: Formation of sharp edges and planar areas of asteroids by
polyhedral abrasion, Astrophysical journal (Letters) 2009 ,699 L13-L16, doi: 10.1088/0004-637X/699/1/L13,
2009



Varkonyi Péterrel levezettiik az iitkozéses kopas altalanos parcialis differencidalegyenletét a térbeli esetre és
numerikusan kerestiink invarians (6nhasonlo modon kopo) megoldasokat a forgastestek kozott. Utobbi
eredményeket illusztralja a 9. abra.
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9. dbra: Numerikusan azonositott, onhasonlo modon kopo forgastestek az altalanos, 3 dimenzios iitkézéses
kopadsegyenletben.

Varkonyi, P., Domokos G.: A general model for collision-based abrasion processes, IMA J Appl Math (2011)
76 (1): 47-56. doi:10.1093/imamat/hxq066, 2011

Sipos Andrassal, Niels Hoviussal és Andrew Wilsonnal alkalmaztuk a diszkrét, sztochasztikus modellt

crer

keletkezo profilok geometridja a beérkezo hordalék-szemcsék méretétol és beesési szogétol fiigg (9. dbra).
Numerikus szimuldcionk a laborkisérletekkel jo egyezést mutatott.
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9. abra: Folyomederben kialakulo profil geometridjanak fiiggése a koptato hordalék mértétdl (d) és beesési
szogetdl (o).

A.A. Sipos, G. Domokos, N. Hovius, A. Wilson: A discrete random model describing bedrock profile
abrasion, MATHEMATICAL GEOSCIENCES Vol 43, pp 583-591 DOI 10.1007/s11004-011-9343-8. (2011)., 2011

OSSZEFOGLALAS

A fentiekben idéztik a kutatdsi szerz6désben megfogalmazott ¢sszes kutatasi célt és mindegyik utan
megadtuk az adott témaban elért eredményeket, megjeléltik a legfontosabb publikacidkat.



