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MODELO PROBABILISTICO PARA O RISCO DE
INFECCAO EM DOENCAS DE TRANSMISSAO
DIRETA

PROBABILISTIC MODEL FOR THE INFECT/ION
RISK IN DIRECT TRANSM/SS/ON OF DISEASES

Jair Ferreira®, Vanessa Bielefeldt Leotti Torman?

RESUMO

INTRODUGAO: Questiona-se se, em situagdes em que o individuo tem multiplos
contatos ao azar com possiveis portadores de um determinado germe patogénico,
o risco de infecgdo pode ser alto, mesmo quando a prevaléncia de portadores e a
infectividade do germe forem baixas.

OBJETIVOS: Objetivou-se estabelecer a probabilidade de um individuo tornar-se
infectado apds um determinado nimero de contatos com possiveis portadores do germe.

METODOS: O trabalho foi desenvolvido de forma totalmente tedrica, fazendo uso
de analise combinatdria, indugcéo e dedugao e conceitos da teoria de probabilidades.

RESULTADOS: Obteve-se que a probabilidade de um individuo infectar-se apds ¢
contatos ao azar (com pessoas infectadas ou n&o) é dada pela expresséo 1 - (1 - my)°,
onde 1T é a prevaléncia da infeccao entre os contatantes e y € a infectividade do germe.
Esta expressdo permite inferir que o numero de contatos necessarios para um
individuo ser infectado € uma variavel aleatéria com distribuicdo Geométrica de
parametro 1Ty.

CONCLUSAO: Conclui-se, aplicando a expressdo deduzida, que a probabilidade
de infectar-se pode ser alta, mesmo que a prevaléncia e a infectividade do germe
sejam baixas, desde que ocorra um grande numero de exposi¢cdes a fonte de
infecgéo.

Palavras-chave: Doengas transmissiveis; probabilidade

ABSTRACT

BACKGROUND: The main question is whether, in situations where the individual
has multiple contacts randomly with possible carriers of a particular pathogenic
germ, the risk of infection can be high even when the prevalence of carriers of the
germ and infectivity are low.

AIMS: This study aimed to establish the probability of an individual becoming
infected after a certain number of contacts with possible carriers of the germ.

METHODS: The study was conducted in a completely theoretical way, using
combinatorics, induction and deduction and concepts of probability theory.

RESULTS: ltwasfound thatthe probability of anindividual becominginfected after c contacts
at random (with infected persons or not) is given by the expression 7 - (1 - Ty)°, where ™
is the prevalence of infection among contacted and y is the infectivity of the germ. This
expression allows us to infer that the number of contacts required for an individual to be

infected is a random variable with a Geometric distribution of parameter 7.
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CONCLUSION: In conclusion, by applying the expression deduced it was noticed
that the probability of becoming infected may be high even though the prevalence
and infectivity of the germ are low, provided that there is a large number of exposures

to the source of infection.

Keywords: Transmission of diseases; probability

A probabilidade de um individuo infectar-se com
um agente infeccioso qualquer tem relagdo com a
infectividade deste microrganismo. Infectividade &
a capacidade que tém certos organismos (agentes
infecciosos) de penetrar e de se desenvolver ou de
se multiplicar no novo hospedeiro. A infectividade
do agente pode ser alta, como no caso do virus
da gripe, ou baixa, como no caso de certos fungos
(1). A Unica forma objetiva de obter uma medida
da infectividade (y) de um agente infeccioso é
conhecendo o numero dos que se infectam entre
aqueles que se expdem. Evidentemente, essa
relagcdo so6 é valida como medida da infectividade
quando todos 0s expostos se expuseram uma unica
vez. Neste caso, a medida da infectividade sera
igual a probabilidade dos expostos se infectarem.

Isto é,
NE de individuos infectados em uma tinica exposicie
']_,’ =

N de individuos expostos uma inica vez

Usando o conceito de Probabilidade Condicional
da Teoria da Probabilidade, podemos também
definir que y= P(Y= 1|N_= 1), onde y= 1 se o
individuo ¢ infectado e y= 0 caso contrario, e
N_, & o numero de contatos com individuos
infectados. A notagcédo P(A|B) significa que se esta
calculando a probabilidade do evento A ocorrer
dado que o evento B ocorreu. No caso especifico,
a infectividade é a probabilidade de um individuo
infectar-se sabendo-se que teve apenas um
contato com outro individuo infectado.

Quando, porém, existe a possibilidade de
multiplas exposi¢cbes ao agente infeccioso, como
€ 0 caso, por exemplo, de pacientes internados
em CTI, que frequentemente sédo manipulados por
profissionais de saude que podem estar infectados
(ou colonizados) por algum germe patogénico, a
probabilidade de infectar-se deve aumentar com o
aumento do numero de contatos e ser maior que a
medida da infectividade.

Em doengas de transmissao direta (pessoa
a pessoa), a probabilidade de um individuo ser
exposto ao agente tera relagédo com a prevaléncia
(m) dainfecgao na populagdo com a qual o individuo
mantém contatos. Quando = 0, a probabilidade
de ser exposto sera também igual a zero; quando
m=1, todos 0s contatos pessoa a pessoa que o
individuo mantiver corresponderdo a exposi¢des
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ao agente. Quando a prevaléncia da infecgdo na
populagao for um valor qualquer entre zero e um,
a probabilidade de exposicao ficara também entre
zero e um.

O objetivo principal deste trabalho era encontrar
a expressdo matematica que descrevesse a
probabilidade de um individuo suscetivel infectar-
se com determinado agente infeccioso, levando
em consideragdo a infectividade desse agente,
sua prevaléncia na populagdo e o numero de
contatos ao azar que o suscetivel estabelega com
pessoas dessa populagao. A partir disto calculou-
se a probabilidade de infectar-se em diferentes
contextos de prevaléncia, de infectividade e de
numero de contatos para verificar se, mesmo num
contexto de baixa prevaléncia e baixa infectividade,
a probabilidade de infectar-se pode ser alta se o
numero de contatos for suficientemente grande
(e verossimil).

METODOS

A demonstragdo do modelo probabilistico de
interesse foi desenvolvida por meio de conceitos
de analise combinatdria, indugao, deducgao e teoria
das probabilidades.

Etapa 1: Célculo da probabilidade de infectar-
se ap6s um determinado numero de contatos com
individuos portadores do agente.

Nesta etapa, o objetivo era encontrar a
probabilidade de um individuo ser infectado
apoés ¢ contatos com pessoas infectadas, isto é,
P(Y=1|N_=c).

Para calcular essa probabilidade, imaginemos
uma situagdo tedrica em que 10.000 individuos
suscetiveis ndo infectados (S=70.000 ) mantenham
1, 2, 3 e 4 contatos com portadores de um germe
cuja infectividade seja igual a 0,1 (Y=0,7).

O nudmero esperado (ou esperanga) de uma
variavel aleatdria significa o valor que se espera que
ocorra no experimento se ele for repetido muitas
vezes.

Na situagao da Tabela 1, se féssemos capazes
de observar varios conjuntos de 10000 individuos
suscetiveis, em média esperariamos 1.000
individuos infectados apdés 1 contato em cada
um desses conjuntos, por exemplo. Da Tabela 1,
temos que:
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Tabela 1: Situagdo hipotética com 10000 individuos suscetiveis.

Miimero de contatos {c)

1 2 3 4

Suscetiveis (hio infectadas) antes dos o contatos(2a)

10,000 9000 &100  F290

M® esperada de infectados apds ¢ contatos (5 = ¥34) 1goo 900 2100 IS

5

YE

MN® esperado acwnulado dosinfectados apds o contatos ('~ ) ygop 1900 2710 3349

Suscetiveis (no infectadod) apds o contatos (oo = 24— 8 000 Elo0 TI90  A5Al

Prohahilidade de infectar-ze apds ¢ contatos (-1~ )

T
Prohahilidade de ndo se infectar apds ¢ contatos (1-—1 7 )

5

c 0,0 019 0271 03349

-
=r
0.9 021 0,729 0/5al

F{lndividuo nio scrinfectado apdz Leontata) = PIF = 0[N,y = 1)=1 — T = -~ =1

E-::; F:

o,1=10,9

P(Individuo nao ser infectado apoés 2 contatos) = P(Y=0[Nci=2)=(1-y)(1-y)=(1-y)>=0,81

P(Individuo nao ser infectado apoés 3 contatos) = P(Y= 0|Nci=3) = (1-y)*=0,729

induz-se que, apods ¢ contatos com individuos infectados: P(Y = 0|Nci = c¢) = (1 - y)°. Logo,

P(Y=1|Nci=c)=1-P(Y=0[Nci=c)=1-(1-y)

Seja agora a variavel C’, o nimero de contatos pessoais com individuos infectados necessarios até que
um suscetivel seja infectado. Temos que, no nosso exemplo,

, , 1000
€ = = =—2= = = =
PCS =P =)= s =01= P =1lNg=1)
PIC £2)=P(C =1)+P(('=2)= o 00 =0,19=P(Y = 1IN, =2)
A T T AT
PIC23) =P =1)+P((=2)+P( =3)= Lo o =0,271=P(V = 1IN, =2)
=== U AL =2 = 9= 0000 T 10000 10000~ e T T AT

Novamente por indugdo, conclui-se que

P(C<c)=P(Y=1|Nci=c)=1-(I-y)

que é a fungao de distribuicdo acumulada da distribuicdo Geométrica (1 - y) (2)

Etapa 2: Calculo da probabilidade de infectar-
se apés um determinado nimero de contatos com
individuos quaisquer da populagéo (que podem estar
infectados ou nao).

Seja N, o numero de contatos com pessoas
infectadas ou ndo que um individuo realiza. Nesta
etapa, deseja-se conhecer a probabilidade de um
individuo ser infectado dado que realizou ¢ contatos
quaisquer, P(Y= 1|Nc= C).

A probabilidade de um individuo ter determinado
numero de exposi¢des ao agente infeccioso depende
da prevaléncia () da infeccdo na populagdo e do
numero de contatos pessoa a pessoa (¢) que esse
individuo mantém dentro dessa populagdo num
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periodo considerado. Seja X 0 numero de exposi¢des
ao agente infeccioso que o individuo é suscetivel. Ele
podera ter a “suprema sorte” de que nenhum desses
contatos ocorra com individuos infectados, ou seja,
nenhuma exposi¢gao ao agente (x= 0), ou o “supremo
azar” de que todos os contatos ocorram com individuos
infectados (x= c¢). O nimero de exposigdes ao agente
infeccioso (X= x), portanto, podera assumir qualquer
valor entre zero e c.

Assim, se um individuo teve ¢ contatos (Nc= ¢)
dos quais x eram infectados (X= x), isto € 0 mesmo
que o individuo ter x contatos apenas com individuos
infectados (N_,= x). Ou seja:

http://seer.ufrgs.br/hcpa
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P(Y=1INs =c.X=x)=P(Y = 1IN = x}
Pelo Teorema da Probabilidade Total (2), tem-se
que:

C
P = 1IN, = c) =
x=0

c

Z P(X = x)P(Y = 1IN, = x) =

x=0

PX =x)[1 -1 -7y)]

C
xa=0

Ou seja, a probabilidade de infectar-se apos
¢ contatos é dada pelo somatério dos produtos
de todas as probabilidades de X= x vezes a
probabilidade de infectar-se num contato com
pessoa portadora do agente infeccioso, quando
X varia entre zero e c.
Agora, € necessario entender como a
P(X= x) depende da prevaléncia () da infeccdo na
populagédo. Suponhamos uma populagao tedrica de
10 pessoas (h= 10) entre as quais ha 4 infectados
(w= 4), sendo portanto a prevaléncia da infecgao
w4
R 10 Vamos designar os 10
individuos da populagéo por B, F, J, K, L, M, N, O,
Q, ReT, sendo que os 4 primeiros (B, F, J e K) séo
os infectados. Suponhamos agora que o individuo T
mantenha 5 contatos pessoa a pessoa, ao azar nessa
populagdo. Qual a probabilidade de que 3 desses

PX=x)P¥ =1IN, = c.X =x) =

contatos ocorram com individuos infectados?

Mais de um contato com a mesma pessoa pode
ocorrer, por exemplo: Q-R-J-K-J, J-J-N-Q-R, F-L-
M-N-O, R-R-R-L-R, B-B-B-B-B... O numero total
de possibilidades do individuo T ter 5 contatos ao
azar nessa populagéo sera calculado pelo nimero
de arranjos com repeticdo de 10 elementos

A 10 —_ 3 —
tomados 5 a 5, isto ¢, <Az = 10% =100.000
(3). Para uma populacao geral de tamanho h e um
individuo que mantera ¢ contatos, o numero total

de possibilidades sera AR = h°

Dentro de 100.000 modos possiveis de ter
5 contatos, ha u situagdes em que 3 desses
contatos ocorrem com infectados (X= 3). Logo,

PO =3)= 100.000 Para calcular o valor de
u neste exemplo, é necessario calcular quantos
arranjos com repeticdo sdo possiveis em 3 contatos
efetivados ao azar com quaisquer dos 4 individuos
infectados, quantos arranjos de repeticdo s&o
possiveis em 2 contatos ao azar efetivados com
quaisquer dos 6 individuos nao infectados e de
quantas maneiras essas duas séries de arranjos
com repetigdo podem se associar e se combinar
uma com a outra. No Quadro 1 temos as duas
séries para o exemplo considerado.

u

Quadro 1: Séries de contatos possiveis entre individuos para o exemplo.

Série 1: Sequéncias possiveis para os 3 con-
tatos com individuos infectados (B, F,J e K)

Série 2:

2 contatos com individuos nao infec-
tados (L,M,N,0, Q ¢ R)

Sequéncias possiveis para os

01)BBB | 17)FBB |33)IBB | 49) KBB

02)BBF | I8)FBF |34)IBF |50)KBF

03)BBJ 19)FBJ |35)IBJ |51)KBJ

04)BBK 20)FBK |36)JBK | 52)KBK

05)BFB  |21)FFB [37)IFB |53)KFB

06)BFF 22)FFF | 38)JFF | 54)KFF

07)BFJ | 23)FFJ [39)JFJ | 55)KFJ

08)BFK | 24)FFK [40)JFK | 56)KFK

09)BJB 25)FIB [41)JJB | 57)KJB

10)BIF  |26)FJF |42)JJF | S8)KJF

IDBI  |27)FJ) [43)1) | S9)KJJ

12)BJK 28)FJK  [44)JJK | 60)KJK

I3)BKB  |29)FKB |45)JKB | 61)KKB

14)BKF  |30)FKF |46)JKF | 62)KKF

15)BKJ 31)FKJ |47)JKJ | 63)KKJ

16)BKK | 32)FKK [48)JKK | 64)KKK

01)LL
02)LM
03)LN
04)LO
05)LQ
06)LR
07)ML
08)MM
09)MN
10)MO
1HMQ
12)MR

IBHNL  [25)QL

14HNM | 26)QM
1NN [27)QN
16)NO
17NQ

18)NR

28)Q0
29)QQ
30)QR
190L  [31)RL
200M  |32)RM
210N [33)RN
22)00
23)0Q

24)0R

34)RO
35RQ
36)RR

Na série 1, ha 64 ordenagbes possiveis para os 3
contatos com infectados, que nada mais sao do que
os arranjos com repeticdo de 4 elementos tomados
3 a 3, isto &, arranjos com repeticao de w elementos
tomados x a x. ou seja:

ARY = w* = 43 = 64

http://seer.ufrgs.br/hcpa
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Na série 2, ha 36 ordenagbes possiveis para
0os 2 contatos com individuos n&o infectados,
que sao arranjos com repeticdo de 6
(h - w) elementos tomados 2 a 2 (¢ - x). Ou seja,

AREZY = (h—w)** = 6% = 36 _

Cada um dos arranjos de uma série pode
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estar associado a qualquer um dos arranjos da outra série. No nosso exemplo haveria 2.304 associagdes
possiveis, isto &, 64 x 36. Cada uma dessas associa¢gdes comporta um certo nimero de combinagdes. Para
calcular esse numero de combinagdes, tomemos como exemplo uma dessas associagdes, os arranjos de
numero 28 da série 1 — FJK, com o de niumero 13 da série 2 — NL.

Ha 4 posicdes possiveis em que os contatos N e L podem ocorrer combinados com os contatos com F,
J e K, respeitando-se a ordem desses contatos: antes do contato com F, entre os contatos com F e J, entre
os contatos com J e K e apds o contato com J. Nessas 4 posigdes, podem-se combinar os dois contatos
nao infectados. As possiveis combinagdes entdo serdao: NLFJK, NFLJK, NFJLK, NFJKL, FNLJK, FNJLK,
FNJKL, FINLK, FIJNKL e FJKNL. Estas possibilidades sdo combinagdes com repeticdo de 4 tomadas de 2
a 2, isto &, combinagdes de repeticdo de x + 1 tomadas de ¢ - x a ¢ - x. Da teoria de analise combinatéria
(3) sabe-se que,
CREHL = (4 1}(x+1}+(c x+1)

(c—xh

- (3+1)+(G-3-1) 5
CR;=(3+1) =4-—=10

no NOsso caso, - (5—3n 2

Assim, o numero y de situagdes em que 3 dos 5 contatos do individuo T ocorrem com infectados pode

ser calculado por:

x+1)+c—x+1)

u=CRIIIx ARY x ARV = (x +1) P w¥(h—w)e*
No exemplo usado, u = 10 x 4’ x 6 = 23040. Logo, a probabilidade de X= 3 sera dada por :
23040
PlX=3)= =(0,2304
« ) 100.000

Para um numero x de exposigdes ao agente infeccioso, temos:

=X

B = 1) u CREZ: xARY xARZZY  CRED;xw* x(h—w)y* (u')f ) (Fz -~ u')
ht ht h* x h*™ % h

=X X

— CR¥*1x (E)x x(1- %)H

W w
Como  h , OU seja, o termo h nada mais é que a prevaléncia da infecgao, temos que:

. " _ s _ T4z —-1y_ m4+=z—-1
PM=X}=CR'E__3K{TF}IH{1—TF}E're,CRE_( = )_( =1 )ouseja,a
combinagédo com repeticéo de ¢ elementos tomados z a z € igual a combinagado simplesde t +z - 1
elementos tomados - 1 a t - 1, temos:

y+1+c—x-1

POr =)= ( ¥+1-1

- —_ C — - -
)x (@) x (1= me= = () x (m)* x (1 - m)e*
Assim, X, o numero de exposigdes ao agente infeccioso que o individuo é suscetivel ao ter ¢ contatos &

uma variavel aleatéria com distribuicdo Binomial (c, ).

Voltando a equacgao 1, temos: - _
PY = 1IN, = ¢} = Y PX =1~ —y)]
=0
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Modelo probabilistico para risco de infecgao

= z G] X (T} x (1 -m) % x[1-(1-y)]
—Z[a x (. }‘“fl‘*}c'“—zwx( P x (L= M) x (1 -y
_Z[,\ X (m :"Axfl—"}':"“‘—Z[A)x("—.‘"}f}“x{l—-—}G-A

Esta ultima expresséo é a diferenga entre dois bindbmios de Newton, do tipo

@+ = ) ({)x @ x @y~

onde na primeira soma toma-se a=r e b= [ - z, € na segunda, a= 7 - ny € b= 1 - &, 0 que resulta em

P(Y=1INe=0) = (x+ | -7) - (x-ay + | -2) = (1)~ (-ay +1)°= 1 - (1 - m)°

Chamemos de variavel C, o numero de contatos pessoais (com pessoas infectadas ou ndo) para que
um individuo seja infectado. E importante notar a diferenca entre C e C definida anteriormente, ja que esta
Ultima também é o numero de contatos necessarios para um individuo infectar-se, mas com a restricdo de
que todos os contatantes estejam infectados.

Fazendo o mesmo raciocinio feito com a variavel aleatéria C, tem-se que:

P(C<c)=P(Y=1I1Nc=c)=1-(l-nyc
deduzida acima e que é uma férmula bastante simples que fornece a probabilidade de um individuo ser
infectado apds C contatos ao azar. A partir desta, também conclui-se que C é uma variavel aleatéria com
distribuicao Geomeétrica (zy) e que P(C = ¢) = P(Exatamente ¢ contatos ocorram para que 1 individuo seja
infectado) = (1 - 7y)(my)° € que 0 numero esperado (médio) de contatos até se ter um individuo infectado é
-1

E(C)=— S
©=% ¢ 0 numero mediano, isto &, aquele onde PIC<¢c}=10,5 ¢logzil—my),

RESULTADOS

A Tabela 2 apresenta o célculo da P(C <¢) e E(C), para alguns valores de prevaléncia, infectividade
e numero de contatos. Os valores da infectividade utilizados sao os estimados do HIV por relagdes sexuais
(0,0005 ou 1 em cada 2000) e por partilhamento de material injetavel (0,0067 ou 1 em cada 160) (4).

Tabela 2: Célculo da probabilidade de 1 infeccdo em até contatos e nimero esperado de contatos até 1 infecgdo.

Presalincia Infectividade M®° de contatos Probabilidade de Infecodo M® esperado de contatos

T ¥ [y Fif = ¢ EiC]
0,005 00005 10 000002 400000
0,005 00067 10 000033 2085075
0,005 00005 1000 000250 400000
0,005 00067 1000 003295 20850.75
0,330 00005 10 000175 371429
0,330 00067 10 002320 426, 44
0,350 00005 1000 016056 371429
0,350 00087 1000 090442 42a,44
0,025 00015 20000 052764 26666 67

http://seer.ufrgs.br/hcpa Rev HCPA 2013;33(1) 101
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E possivel se verificar a partir da Tabela 2,
que a probabilidade que tem um individuo de
infectar-se com determinado agente infeccioso
cresce exponencialmente em fungdo do numero
de exposicdes desse individuo com as fontes
do agente. Além disto, mesmo em contextos de
baixa prevaléncia e baixa infectividade do agente,
a probabilidade de infectar-se pode ser alta se o
numero de exposigdes for suficientemente grande
no periodo considerado. Se a prevaléncia ou a
infectividade forem elevadas, como na situacao
onde a prevaléncia é 35%, o niumero médio de
contatos necessarios até que o individuo seja
infectado diminui substancialmente.

CONCLUSAO

Trata-se de um trabalho totalmente tedrico que,
embora utilizando uma légica matematica, lanca
mao de pressupostos que, evidentemente, ndo se
verificam na pratica. O modelo sup&e que todos os
contatos pessoa a pessoa ocorrem ao azar, sao de
igual intensidade e que a probabilidade de infectar-
se € amesma a cada contato com pessoa infectada,
quando se sabe que ha individuos com maior e

REFERENCIAS

1. Rouquayrol MZ. Epidemiologia &
Saude. 3 ed. Rio de Janeiro: MEDSI;

Alegre: Bookman; 2010. 4.

menor potencial infectante e que esse potencial
também é variavel para um mesmo individuo ao
longo do tempo. Assim, ndo se tem a pretensao de
obter um calculo proximo do exato da probabilidade
de infectar-se, mas sim de compreender o quanto e
de que forma os contatos repetidos com fontes de
infecgao influenciam a probabilidade da ocorréncia
da infecgdo. A formula desenvolvida da indicagéao
de que a probabilidade de infectar-se é uma fungéo
exponencial do numero de exposi¢cdes a fonte.
Num contexto em que a prevaléncia da infecgao
por HIV fosse de 0,025 (2,5% da populagéo) e
a infectividade fosse de apenas 0,0015 (0,15%
em cada contato), a probabilidade de contrair
a infeccdo seria proxima de 50% apds 20.000
exposicoes, situagao verificavel, por exemplo, no
caso de uma pessoa que exercesse a prostituicao
por 30 anos, com uma média de aproximadamente
dois parceiros sexuais por dia.

Agradecimentos

Prof. Arlindo Casarin
Prof. Suzi Alves Camey

Sprinz E, Ferreira J, Pereira RP.
Epidemiologia da infecgéo: aspectos

3. Santos JPO. Introdugao a andlise
combinatdria. 4 ed. Rio de Janeiro:

1988.

2.  Ross S. Probabilidade: um curso
moderno com aplicagdes. 8 ed. Porto

102 Rev HCPA 2013;33(1)

que contribuem para a transmisséo
do HIV. In: Sprinz E. Rotinas em HIV
e AIDS. Porto Alegre: Artmed; 1999. =

Ciéncia Moderna; 2007.

Recebido:02/04/2013
Aceito: 16/04/2013

http://seer.ufrgs.br/hcpa



