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Resumen

En este artı́culo se propone una nueva técnica para la obtención de un modelo dinámico de robots 3RRR a partir de un modelo
cinemático basado en teorı́a de screws, la cual permite obtener la cinemática de un robot ya sea ésta abierta o cerrada. Primero se
obtiene el modelo cinemático de una forma compacta y a partir de éste se llega al modelo dinámico aplicando el método de Euler
Lagrange, con ello se transfieren las caracterı́sticas de simplicidad y compacidad del modelo cinemático al dinámico. El modelo
dinámico se obtiene inicialmente para las juntas actuadas y luego para las coordenadas del efector a través de sus interrelaciones.
Para comprobar la efectividad de este desarrollo teórico se prueba el modelo obtenido con un controlador proporcional-derivativo
(PD) ya que provee de una estrategia de control simple que luego puede ser extendida a controladores más efectivos.
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Dynamic Model Derivation of a 3RRR Robot Based in Screw Theory

Abstract

In this article a technique to obtain a dynamic model of a 3RRR robot from its kinematic model based on screw theory is
proposed, which allows to obtain the open or closed robot kinematics. First the kinematic model is obtained in a compact form
and then the dynamic model is obtained from the Euler Lagrange method, with this the simplicity and compactness characteristics
are transferred to the dynamic model. The dynamic model is obtained initially for the actuated joints and then for the effector
coordinates through its interrelations. To prove the effectiveness of this theoretical derivation the obtained model is tested with a
proportional-derivative controller (PD) because it provides a simple control strategy that can be extended later to more effective
controllers.
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1. Introducción

Los robots paralelos o de cadena cinemática cerrada poseen
mayor precisión, rigidez, capacidad de carga y desarrollan ma-
yores velocidades que los robots serie o de cadena cinemática
abierta, estas ventajas los hacen especialmente atractivos para
aplicaciones industriales como la manipulación y almacenaje
de piezas. En su contra está el inconveniente de la complejidad
en la obtención de sus modelos cinemático y dinámico, ası́ co-
mo la dificultad de lograr una representación simple y compacta

de los mismos. En la literatura abundan modelos orientados al
control cinemático, y es mucho menor el número de publica-
ciones que abordan el enfoque del control dinámico del robot,
siendo éste el que provee mayor robustez y rechazo a pertur-
baciones. En este trabajo se presenta un procedimiento orien-
tado al control dinámico haciendo uso de la teorı́a de screws
en la fase de modelado. Dicha teorı́a se ha aplicado en la ob-
tención de modelos cinemáticos compactos para varios tipos de
robots paralelos consiguiendo resultados satisfactorios, tal co-
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mo se pone de manifiesto en Mejia et al. (2016), Bartkowiak
and Woernle (2016), Xu et al. (2017), Zhao et al. (2017), Sun
et al. (2016) y Lopez-Custodio et al. (2017). Para el caso de los
robots 3RRR, Chen et al. (2015) presentan la cinemática direc-
ta y la matriz jacobiana basada en teorı́a de screws obteniendo
un modelo simple que describe las carácterı́sticas relevantes y
puede extenderse al modelo dinámico, incluyendo las relacio-
nes entre las variables de las juntas actuadas, y las variables del
efector final. Otras alternativas importantes para la obtención de
modelos cinemáticos se presentan en Wu and Carricato (2017),
Liping et al. (2016), Wu et al. (2015) y Xiong et al. (2016) don-
de se obtiene la cinemática de varios robots paralelos. Partiendo
de los modelos cinemáticos de Cardona (2009), Cardona (2015)
se formula un modelo dinámico compacto basado en la formu-
lación de Euler Lagrange considerando, por medio de los jaco-
bianos, las relaciones entre las variables de las juntas actuadas y
las variable del actuador final. Es objetivo de este trabajo, verifi-
car el modelo dinámico del robot 3RRR mediante una estrategia
de control simple, por ello se elige un controlador proporcional-
derivativo (PD) ya que un modelo dinámico mal diseñado pro-
vocarı́a que tal controlador no funcione adecuadamente, y por
otra parte garantiza que otros estrategias de control más com-
pletas resultarán realizables. Los resultados de este trabajo se
pueden extender a otros estudios relacionados con el control de
este mecanismo tal como aparece en Zubizarreta et al. (2012).
Debe tenerse en cuenta que el modelo dinámico obtenido con-
sidera las variables de las juntas actuadas (al menos en las va-
riables de estado), pero también pueden obtenerse los valores
para las juntas pasivas. A partir de aquı́, el artı́culo se estructura
de la siguiente manera: en la Sección 2 se presenta el modelo
cinemático del robot 3RRR comenzando por una breve intro-
ducción de la teorı́a de screws. En la Sección 3 se muestra el
modelo dinámico para el robot 3RRR tanto relacionado a las
juntas activas como a las variables del efector final. En la Sec-
ción 4 se introduce un controlador proporcional-derivativo (PD)
como una estrategia de control simple que puede extenderse a
técnicas de control más complejas. Finalmente, en la Sección
5 se realiza una simulación numérica para comprobar la efi-
ciencia del controlador PD aplicado en el modelo dinámico del
robot 3RRR y en la Sección 6 se exponen las conclusiones del
estudio.

2. Cinemática del Robot 3RRR Basada en Teorı́a de
Screws

La teorı́a de screws se aplica a la obtención de modelos
cinemáticos para diferentes mecanismos debido a que permi-
te obtener una representación simple y compacta de los mis-
mos Mejia et al. (2016), Bartkowiak and Woernle (2016), Xu
et al. (2017), Zhao et al. (2017). A continuación se desarrolla
la cinemática de velocidad de un robot 3RRR con el objeto de
posteriormente desarrollar un modelo dinámico del mismo, par-
tiendo de las definiciones de los twist y los wrench, para luego
obtener los jacobianos.

2.1. Definición de los Twists, Wrenches y sus Productos

Para la representación de un screw seguimos el formalismo
usado en Chen et al. (2015)

$ = s + εs0 (1)

donde la parte real s es un vector unitario en la dirección del
eje screw, s0 denota el momento del screw respecto al origen y
ε denota la unidad dual que se define como

ε , 0
ε2 = 0. (2)

un screw unitario para juntas de revolución se define como:

$̂ =

(
s

s0 × s

)

=



S 1
S 2
S 3
S 4
S 5
S 6


(3)

donde s = [S 1, S 2, S 3]T y s0 × s = [S 4, S 5, S 6]T . Un twist
puede ser escrito como $ = q̇$̂, donde q̇ = θ̇ es la intensidad del
twist (velocidad angular) para juntas de revolución. Un wrench
se puede obtener a partir del siguiente screw unitario:

$̂ =

(
sr

sr0 × sr

)
(4)

por lo que si la intensidad es ρ y se considera que sólo ac-
tuan fuerzas el wrench se define como:

$ = ρ$̂ (5)

a continuación se definirán los productos de screws nece-
sarios para obtener un modelo cinemático para el robot 3RRR.
Para definir el producto interno y reciproco de screws se con-
sideran los siguientes screws $1 y $2 por lo que el producto
interno está definido por:

$1 · $2 = s1s2 + ε(s1s02 + s01s2) (6)

ahora considerando un wrench $1 = ρ( f + ετ) y un twist
dado por $2 = ω(w + εv) su producto recı́proco viene dado por:

$1 ◦ $2 = ρω( f · v + τ · w) (7)

dos screws son recı́procos si se cumple la siguiente condi-
ción:

$1 ◦ $2 = 0 (8)

cuando se cumple esta condición, estamos ante una singu-
laridad y el trabajo es igual a cero. Por último la traspuesta de
un screw tal como aparece en (3) es igual a:
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$T =



S 4
S 5
S 6
S 1
S 2
S 3


(9)

2.2. Cinemática del Robot 3RRR

En la Figura 1 se presenta el esquema del robot 3RRR que
tiene 3 juntas de revolución actuadas P, Q, R y el efector fi-
nal el cual tiene movimientos en los ejes x, y y una rotación
alrededor del eje z. Antes de definir un modelo cinemático es
importante establecer la reciprocidad de las juntas pasivas D,
E, F definiendo primero los screws unitarios para la primera
cadena cinemática Cardona (2015).
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Figura 1: Robot 3RRR.

$̂1,i =

(
s1,i

p1 × s1,i

)
$̂2,i =

(
s2,i

l1 × s2,i

)
$̂3,i =

(
s3,i

a1 × s3,i

)
(10)

donde están definidas a lo largo del eje j de la i-esima cade-
na cinemática y

p1 = ~OP

l1 = ~OD

a1 = ~OA

s1,i, s2,i, s3,i = k̂ (11)

los vectores que están en (11) están definidos por

~OP = ~OD + ~DP
~OA = axi + ay j
~OD = ~OA + ~AD

(12)

donde estos vectores se encuentran en el Apéndice A.
Cada cadena cinemática puede considerarse como una cadena
abierta por lo que el twist instantaneo para la primera cadena
es:

$p1 = θ̇1$̂1,i + θ̇2$̂2,i + θ̇3$̂3,i (13)

A partir de la Figura 1 se puede deducir que el único screw
recı́proco se encuentra a lo largo del segundo eslabón y viene
dado por:

$̂r =

(
sr1

ai × sr1

)
(14)

tomando el producto ortogonal entre (13) y (14) se obtiene:

$̂T
r1$p1 = θ̇1,i($̂T

r1$1,i) (15)

considerando las tres cadenas cinemáticas se puede escribir
(15):

$̂T
r,i$p = q̇1,i($̂T

r,i$1,i) (16)

por lo que se puede obtener los Jacobianos con la siguiente
relación Jx ẋ = Jqq̇ los cuales están definidos como

Jx =

 (a1 × sr1)T sT
r1

(a2 × sr2)T sT
r2

(a3 × sr3)T sT
r3


Jq =

 $T
r1$1,1 0 0

0 $T
r2$1,2 0

0 0 $T
r3$1,3

 (17)

Las deducciones de Jx y Jq se encuentran en Cardona
(2015) y Cardona (2009).
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Figura 2: Cadena cinemática del robot 3RRR.

3. Obtención del Modelo Dinámico Para el Robot 3RRR

Esta sección está dividida en dos partes, en la primera se
presenta la obtención de un modelo dinámico para las variables
del efector final, y en la segunda se propone un modelo dinámi-
co para las variables de las juntas actuadas. Para realizar la pri-
mera parte se han de definir las variables de estado X ∈ <6 y
q ∈ <3 para la posición y orientación del efector final ası́ como
las variables de estado para las juntas pasivas. Las variables de
estado del modelo dinámico propuesto sólo consideran las jun-
tas actuadas por ser las variables a controlar. Para obtener las
variables de las juntas pasivas es necesario resolver un conjun-
to de ecuaciones no lineales tal como muestra en el Apéndice B
obtenidas a partir de la Figura 2

X =
(
θx θy θz x y z

)T

q =
(
θ1 θ2 θ3

)T
(18)

Tomando en cuenta que a partir de los Jacobianos que se
muestran en (17) se pueden obtener las siguientes transforma-
ciones entre las variables q y X

X = J−1
x Jqq

q = J−1
q JxX (19)

Ẋ = J−1
x Jqq̇

q̇ = J−1
q JxẊ (20)

Ẍ = J−1
x Jqq̈

q̈ = J−1
q JxẌ (21)

Para poder derivar e integrar Jx ẋ = Jqq̇ los Jacobianos Jx

y Jq se consideran constantes. Jx es constante debido a que el
vector ~OA que se muestra en (12) es constante y Jq se asume
que es constante, ya que es importante considerar que los ángu-
los θ1,θ2 y θ3 que se muestran en (18) se obtienen del modelo
dinámico (variables de estado) que se muestra en (31) obteni-
dos al integrar el sistema dinámico del robot con un solver de
ecuaciones diferenciales no-lineales adecuado y no del modelo
cinemático, de esta forma estos ángulos se pueden considerar
constantes y por lo tanto Jq se puede asumir constante aunque
esta depende de $1,i y por lo tanto de p1 que se muestra en (11).
Las transformaciones que se muestran en (19), (20) y (21) se
aplican para la obtención de los modelos dinámicos para el ro-
bot 3RRR que se obtienen con la formula de Euler Lagrange.

3.1. Obtención de un Modelo Dinámico Para las Variables
del Efector Final

Partiendo de las expresiones para la energı́a cinética K y la
energı́a potencial P

K =
1
2

ẊT DẊ

P = mgXT
(

0 0 0 0 1 0
)

(22)

donde m es la masa de la plataforma, g es la constante de
gravedad y D es la matriz de inercia Zubizarreta et al. (2012).

D =



Ixx 0 0 0 0 0
0 Iyy 0 0 0 0
0 0 Izz 0 0 0
0 0 0 mp 0 0
0 0 0 0 mp 0
0 0 0 0 0 mp


(23)

donde Ixx, Iyy e Izz son las inercias y mp es la masa de la
plataforma. El Lagrangiano L está dado por:

L =
1
2

ẊT DẊ − mgXT
(

0 0 0 0 1 0
)T

(24)

y la formulación de Euler Lagrange está dada por

d
dt

[
∂L
∂Ẋ

]
−
∂L
∂X

= τx (25)

donde τx ∈ <
6 es la variable de fuerzas y pares de entrada.

El modelo dinámico para el efector final está dado por:

DẌ + mg
(

0 0 0 0 1 0
)T

= τx (26)

en la próxima subsección se muestra la obtención del mo-
delo dinámico para las juntas actuadas.
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3.2. Modelo Dinámico para las Juntas Actuadas

Considerando la energı́a cinética y potencial para las juntas
actuadas usando la transformación (19)

K =
1
2

q̇T Dqq̇

P = mgqT (J−1
x Jq)T

(
0 0 0 0 1 0

)T

(27)

donde Dq es

Dq =

 I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

 (28)

donde I1, I2 e I3 son las inercias relacionadas a los actuado-
res. Con el siguiente Lagrangiano

L =
1
2

q̇T Dqq̇ − mgqT (J−1
x Jq)T

(
0 0 0 0 1 0

)T
(29)

Haciendo uso de la formulación de Euler Lagrange para las
juntas actuadas:

d
dt

[
∂L
∂q̇

]
−
∂L
∂q

= τq (30)

donde τq ∈ <
3 es la variable de los pares de entrada por lo

que el modelo dinámico para las juntas actuadas es:

Dqq̈ + mg(J−1
x Jq)T

(
0 0 0 0 1 0

)T
= τq (31)

4. Controlador Proporcional Derivativo PD para el Robot
3RRR

En la Figura 3 se muestra una estructura de control propor-
cional derivativo con retroalimentación de estados para el robot
3RRR. La dinámica del robot 3RRR se establece en forma de
variables de estado de (26) y (31)

Transformación Robot 3RRR
+

-

+

-

+

+

Figura 3: Controlador PD para el robot 3RRR.

ẋ1 = x2

ẋ2 = J−1
q JxD−1τx − J−1

q JxD−1mg



0
0
0
0
1
0


(32)

donde x1 = q y x2 = q̇ y tal como se puede ver en la Figura
3 hay una transformación de τq → τx de modo que el siguiente
modelo dinámico equivalente obtenido a partir de (26) y (31),
(19), (20) y (21) es

Ẍ = (J−1
x JqD−1

q )τq − mg(J−1
x JqD−1

q )J−1
x Jq



0
0
0
0
1
0


(33)

La transformación τq → τx permite convertir la variable de
entrada para las variables q a las variables de entrada para las
variables X

τx = (J−1
x JqD−1

q )τq (34)

El objetivo de proponer un controlador PD para los modelos
dinámicos obtenidos es probar que dichos modelos son apropia-
dos para diseñar estrategias de control tanto simples como avan-
zadas. Por ello se elige el controlador más simple y básico de
modo que sirva como referencia para el diseño de estrategias de
otros tipos de control, como controladores en modo deslizante,
controladores robustos y control de dinámica inversa Zubiza-
rreta et al. (2012).

5. Simulación Numérica

En esta sección se muestran los resultados obtenidos por si-
mulación numérica de la estabilización de las variables de las
juntas actuadas para un robot 3RRR, haciendo uso del controla-
dor proporcional derivativo PD de la Figura 3, los parámetros de
la simulación están disponibles en el apéndice C. En la Figura 4
se presentan las variables actuadas q al aplicar una referencia de
paso a los 0 segundos y tal como se aprecia que la variable al-
canza el valor final de q = [0,005, 0,005, 0,005]T en un tiempo
de 0,4 s. En la Figura 5 se muestra la variable de error para las
variables q, y tal como se puede notar tienden al origen cuando
el tiempo crece probando que el controlador PD estabiliza las
variables de modo que se alcance el valor final deseado con un
tiempo de asentamiento de 0,4 s y un porcentaje de error sobre
el valor deseado de 0 % (|v f −va|/v f %) donde v f es el valor final
deseado y va es el valor alcanzado para cada variable del siste-
ma. Finalmente, en las Figuras 6 y 7 se muestran las entradas
τq y τx respectivamente, comprobando que el funcionamiento
del controlador proporcional-derivativo es adecuado debido a
que el porcentaje de error es de 0 %, tiene una alta rapidez de
respuesta y no hay oscilaciones.
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6. Conclusiones

Partiendo de la validez de la teorı́a de screws para la obten-
ción de modelos cinemáticos compactos para un robot 3RRR,
se desarrolla el modelo dinámico para ese tipo de robot que in-
cluye tanto las variables del efector final como las de las juntas
actuadas, para ello se ha hecho uso de la formulación de Euler
Lagrange. Aunque sólo las variables de las juntas actuadas se
incluyen en la variable de estado, también se pueden obtener las
variables de las juntas no actuadas. Se ha propuesto el control
del robot 3RRR con un algoritmo básico proporcional deriva-
tivo comprobando mediante simulación numérica el buen ren-
dimiento del sistema, ello hace evidente que formas de control
más sofisticadas pueden aprovechar este mismo modelo para
mejorar los resultados.
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Figura 4: Variable q.
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Figura 5: Variable de error para q.
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Figura 6: Variable de entrada τq.
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Figura 7: Variable de entrada τx.
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Apéndice A. Vectores Utilizados en el Cálculo de los
Screws

En este apéndice se calcula el vector p1 utilizado en el
cálculo del Jacobiano tomando en cuenta que este se calcula de
la misma manera para el resto de las cadenas cinemáticas. Pri-
mero considere las longitudes de los eslabones para la i-esima
cadena cinemática l1,i y l2,i con los vectores que aparecen en
(12), donde ax,i y ay,i son las distancias hasta el origen de los
ejes X0 y Y0. El vector ~AD está dado por

~AD = l2,icos(θ1,i + θ3,i)i + l2,isin(θ1,i + θ3,i) j (A.1)

El vector ~DP es

~DP = l1,icos(θ1,i)i + l1,isin(θ1,i) j (A.2)

Por lo que p1 = ~OP tal como aparece en (12) y está definido
de la siguiente manera

p1 = [ax,i + l1,icos(θ1,i) + l2,icos(θ1,i + θ3,i)]i
+[ay,i + l1,isin(θ1,i) + l2,isin(θ1,i + θ3,i)] j (A.3)

Apéndice B. Cálculo de los Angulos de Juntas Pasivas

En este apendice se muestra la forma de calcular los ángu-
los de las juntas pasivas que son ψ y φ tal como se muestra en

la Figura 2 resolviendo sistemas de ecuaciones no lineales con
un solver adecuado. En este apéndice sólo se muestran los re-
sultados para la cadena cinemática 1 y fácilmente se pueden en-
contrar los ángulos de las juntas pasivas para las otras cadenas
cinemáticas. El primer sistema de ecuaciones no lineales para
encontrar ψ está dado por Cardona (2015), Cardona (2009):

xa − l2,1cos(ψ) = l1,1cos(θ1)
ya − l2,1sin(ψ) = l1,1sin(θ1) (B.1)

Ya que θ1 es el ángulo obtenido de la junta actuada por me-
dio de las variables de estado. El sistema de ecuaciones no li-
neales para encontrar φ es

xb − hcos(φ) = xa

yb − hsin(φ) = ya (B.2)

donde h es la longitud de uno de los lados del efector final
(triangulo equilátero).

Apéndice C. Parámetros de la Simulación

Los parámetros de la simulación son

D =



0,1 0 0 0 0 0
0 0,1 0 0 0 0
0 0 0,1 0 0 0
0 0 0 0,3 0 0
0 0 0 0 0,3 0
0 0 0 0 0 0,3


Dq =

 0,1 0 0
0 0,1 0
0 0 0,1

 (C.1)

Con los siguientes parámetros l1,i = 0,4, l2,i = 0,4, h = 0,6
y mp = 0,3. Las ganancias proporcional y derivativas que se
implementan en esta simulación son:

Kp =

 0,01 0 0
0 0,01 0
0 0 0,01

 (C.2)

Kd =

 0,1 0 0
0 0,1 0
0 0 0,1

 (C.3)

Las cuales se seleccionan con prueba y error tomando en
cuenta que un controlador PD sin un método de sintonı́a en es-
pecı́fico estabiliza el sistema aunque no se tenga el mejor rendi-
miento del sistema. Para el propósito de este estudio es suficien-
te implementar la prueba y error ya que sólo se necesita probar
el modelo dinámico del robot 3RRR para luego implementar
controladores más complejos.
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