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RESUMEN

El presente trabajo expone una metodologVia
aplicable al estudio generalizado de funciones
racionales complejas. En el campo R[C], de fun-
ciones racionales sobre los nUmeros complejos,
es posible dar solucion cerrada al problema de
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separar una funcién racional en sus términos
elementales. Los coeficientes de la expansion
en fracciones parciales, se calculan recursiva-
mente con combinatoria y operaciones elemen-
tales en C. Primero se estudian casos especif-
icos para familiarizar al lector con los métodos
que se generalizan en la ultima seccion.
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The present work pretends to set forth a general meth-

4 Centro universitario del Norte, CUNorte, Universidad de . . .
Guadalajara. E-mail: jrromo@cunorte.udg.mx odology, applicable to the study of rational functions.
5 Centro universitario del Norte, CUNorte, Universidad de

Guadalajara. E-mail: imekarina@hotmail.com

72

In the field R[C], of rational functions over the complex
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field, we provide a recursive formula that gives closed
form solution to the problem of separating a rational
function into its elementary functions. The solution to
the coefficients of the partial fraction expansion can
be calculated recursively in terms of combinatorics
and elementary operations of complex numbers. We
deal with specific cases that are studied for the com-
prehension of the general method, which is used in
the last section to find the general formula.

Key Words: Rational Function, Partial Fraction,
Recursive Solution, Field of Functions

INTRODUCCION

Una gran familia de funciones complejas pueden
ser aproximadas mediante funciones racionales
con coeficientes complejos. La ventaja de traba-
jar con funciones racionales es que se pueden
evaluar de manera directa, como los polinomios.
Estas funciones describen el comportamiento de
funciones con singularidades no esenciales, de
manera analoga a las aproximaciones polino-
miales de funciones diferenciables. Damos un
método para calcular, recursivamente, los coefi-

cientes de la descomposicion en fracciones par-
ciales. Si hablamos de soluciones calculadas por
magquina, entonces tenemos un conjunto finito
de ecuaciones que pueden calcular la solucién
sin recurrir a la teoria de sistemas de ecuaciones
(triangularizamos el sistema).

FUNCIONES RACIONALES

Estructura de Campo. Trabajar en el anillo de
polinomios es trabajar en un dominio entero, del
cual se puede construir un campo de cocientes,
de la misma manera que se procede a construir
los numeros racionales de los enteros. Por tan-
to, las funciones racionales adquieren una de-
finicion formal independiente de su evaluacion
numérica. Las operaciones de funciones racio-
nales se efectuan al igual las operaciones en
un campo general. La expansién en fracciones
parciales representa la operacion inversa a la
suma. Una funcién racional se puede expresar
de manera Gnica en la forma = =R + ﬁ, con
grado P; < grado Q,con,yResla

parte entera (polinomial).

Derivada Formal. Se puede dar una definicion formal de derivada. Se define 2P’ ~PQ" como la

derivada de g_

Q2

Ejemplo. Demuestre que esta definicidon es estable bajo la relacion de equivalencia que hace dos
fracciones P/Q y R/S, como equivalentes cuando PR=QS. Se asume que P y Q son primos entre si, de
manera que PR=QS implica R=P y S=Q. De esto, se sigue que

R, QP +AP')—AP(XQ+2Q") A2(QP' - PQ")

(_

S)’

/12Q2

AZQZ

Por lo tanto, la derivada de R/S es igual a la derivada de P/Q. Luego, se puede derivar una fraccion,
término a término; el resultado es igual a la derivada de la suma de las fracciones.

Ejercicio 1. Sea P(x) un polinomio con n raices distintas {x;}j~;.
guientes sumas, en términos de P y sus derivadas.

Encuentre expresiones para la si-

n _1 n 1 oyn 1
’ =1y _x; _ =1 (x—x;2’ LI=1 (x—xp) (x—x)”
’ n 1 P’
Tenemos P = A(x — x;)(x — x1) -+ (x — X,,) , y, calculando P’, encontramos )7 | —— = -
X—Xi
1 N2 _
Derivando con respecto a x, se tiene Z{;l )2 = ( )PZ . (1)
n ' n 1 n P
Elevando (1), a la segunda potencia: 2 X TR RS =(X =)"-X - =%
ij=1 ‘ J i=1 ¢ i=1
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Descomposicion de Fracciones. Ahora vemos los teoremas que describen las descomposiciones de
las funciones racionales.

Teorema 1. Toda funcion racional se puede expresar, de manera unica, como la suma de una parte
entera y una suma de la forma (7).

Los dos resultados siguientes, demuestran el anterior.

Teorema 2. Sea P/Q una fraccién irreducible, si Q = Q;Q,, dondeQ¢, Q, , son primos entre si,

entonces §=R + %+ % con grado P; < grado Q; gyvado P, < grado Q, vy. 2)

Esta representacion es unica. M\'as generalmente, el lector puede probar esto para el caso donde Q es
producto de n factores.

De (2) se obtiene P = RQ + P;Q; + P,Q; = P1Q, + Q1 (P, + RQy). Py P1Q, P,

se determina expresando que P1Q, y P dan el mismo resto al dividirlos por Q -

P(c)
Q2(%)

En particular, si Q1 es de grado 1, entonce Q1 = x-c,y P; es una constante que vale

n!
x(x+1D)(x+2) - (x+n)’

Ejercicio 2. Descomponga .[' =

R Ch D"t k . o
Resp: F = =~ xi1 + -+ n donde C; es el nimero de combinaciones de n tomando k.
Teorema 3. Consideramos una fracci(’)nQ( ; con Q un polinomio primo.
X
b1 D2 Pa
Entonces, =Rx)+—=—+=++—
Q(x)“ Q Q2 Q“

todos los polinomios p;(x) con grado <grado Q, y R siendo parte entera.

La descomposicién es tUnicay p, #+ 0. .
Ejercicio 3. Demuestra que los polinomios Pa»Pa—1, son los restos de sucesivas divisiones.
P es dividido por Q, loqueda P = Q W; + p, ;luego W1 es dividido por Q, lo que da,

Wi = QW3 + Pa-1 etc.
El proceso termina en a pasos.

P = Q Wl +Pa = Q2W2 +pa_1 Q +pa = QaWa +p1Q0£—1 +p2Q0£—2 + "'+pa

; P p1 , D2 Pa
Oloqueesigual. — =W, + =4+ =4 ... 4 =&,
a 9 Q “© T  Q? Q¢

= =
Las condiciones relativas a los grados se satisfacen. Por otro lado, p, # 0 sila fraccion dada es

irreducible.

P(x)
Ejercicio 4. F (x) = G—a)ng(x Sea una fraccion irreducible con Q(a) #0
Demuestra que se puede expresar en la forma F = L + P2 + 4 _Pn__ + et

x—a  (x—a)? (x-a)* Q'

donde p; son constantes dadas por (n —i)!p = f(n_i) (@), y F=P/Q.
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Los coeficientes se determinan fijando

— n
x=aen f(x)= p1x—a)" T H+p(x—a)"F 4+ p, + P1<xQ a)
en y en sus derivadas respecto a X . Por lo que
= + (x — ! 4o XY @)™ £(n-1) 4 P (x—a)"
fx)=f(a)+ (x—a)f(a) " f @+

Descomposicion Sobre el Cuerpo de Nimeros Reales.

Una iteracién de los resultados anteriores nos permite llegar a la forma general de descomposicién sobre
los numeros reales. Si el denominador se factoriza en el campo de los numeros reales entonces

Kk a 1 B

Pekrex 3 iy Y
Gy

Q i=1 j=1 i=1 j=1

HijX + Vij
(x* + pix + q;))

con Ajj #0 para j=a;y W;,v;j #0 para j=p;
En la practica, los coeficientes se encuentran fijando x , en esta igualdad.

SOLUCION GENERAL

Ahora estamos en posicion de aplicar estos métodos al caso general y dar un ndmero finito de férmulas
recursivas como solucién cerrada al calculo de los coeficientes. Usamos los mismos procedimientos y
resultados ya expuestos, ahora aplicados en C. El denominador es factorizado sobre C; el polinomio
en el denominador puede ser expresado como producto de factores primos (posiblemente repetidos).
Luego, usamos el hecho de que una raiz con multiplicidad n es reducida a multiplicidad n-1 después de
aplicar el operador derivada; la raiz desaparece después de n derivadas. Se deben eliminar términos
que se hacen cero después de derivar y evaluar. Gracias a esos términos nulos se puede dar forma
triangular a nuestro sistema de ecuaciones para dar solucion recursiva.

Ecuacién de Coeficientes. Por simplicidad comenzamos con una fraccién propia sobre C.
P(x) _ Zp_oAnx" 3)
R(x) = ] -
) Q) XL, Bixt

Dada la factorizacion en factores primos, de Q, es posible calcular la soluciéon general.

Sea Q(x) = [1i=1(x — x;)™t dicha factorizacion con r raices distintas.
Se propone la expansion: = _Gkj
prop p R(x) = Xi=1 2700 5 @)
Apxh i
h 04'h kj
Igualando (3) y (4): -=> ) ——
= (e —xyme 0T T (e X))
. . . p h _ .
Quitando singularidades Y,P_ Apx" = ¥}, 121 1m T (x — x;)™. (5)

Evaluamos las derivadas de esta ecuacién para encontrar los coeficientes .
A(k,m;—n) Podemos resolver para estas constantes si evaluamos (5) en sus polos.

Para encontrar @k,m;  evaluamos (5) en X . En general, el coeficiente QA (k,m;—n)S€ encuentra
con la n-sima derivada. Los términos (x — xk)N con N>n, se hacen 0 si evaluamos en Xp
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Esto quiere decir que basta derivar n veces, y evalular en X la siguiente ecuacion:

Zﬁ:o Ahxh = Z?:o ak,mk_j(x—xk)j Hle(x — x;)™ (9) donde el indice i toma valores distintos de k.

Evaluacion y Derivada. Evaluamos los términos que no dependen de :

’ o m-pr .
Y PhmAx" =5 tkmej ¥ POUDIT POmg,a)(c —x)™ %

h=n j=0 a=n—j =17 i=1
donde el indice i se toma sobre valores distintos de k. El indice es notacion multi indice para las posibles

particiones de @1, @3, ..., & tales que Yi_; a; = a.
Recursividad. Evalua, simplifica, y resuelve para @k,my—n> en términos de Qg m; —(n—1)» -+ » Cic,my
Es decir, los coeficientes son calculados recursivamente en el orden @k,my» @k,m—1, -=-» @k,1  usando

la relacién Yhen P, Apx~ —n! Zj:_(]l Qpemy—j Za=n—j li=1 (ai) (e —x)C 7

a ——
o n 1oy (e = x)™

. . . . P—n!D
Por simplicidad abreviamos la formula como @y 1, —n = oy

il

para estudiar casos. La suma D y el denominador C no estan definidos para fracciones con un solo
polo. Por otro lado, si buscamos los coeficientes del término con la potencia mas alta, de un polo dado,
entonces D no esta definido. Brevemente, D # (0 para los coeficientes Qk,mj;—1, Ak,my—2» ++» Ak, 1
de funciones con mas de un polo.

P P
w2 -2

Ejercicio 6. Si la fraccion es real, entonces las constantes correspondientes a
y son numeros complejos conjugados: p' = p.
Caso 1

9x2+14x—53 _ai azq asq
x-1D)+2)(x—3) x-1 x+2 x-3

donde
_ ZhooP(RO)AR (D _ —53+1449 30 _ 5
a1 = OE_, (1—x)™  (A—-(-2))(1-3) -6
Y7 _o P(R,0)Ap(—2)" _—53+(-2)14+(-2)%9 _ —45
aZ,l = = — = —3

O, (—2—xp™  (-2-1)(-2-3) 15

_ ShooP(R0)AL ()" _-53+(3)14+(3)%9 _ 70 _

1= S, Go™ | G-1)G-(-2) “0=7
Resulta

9x2+14x—53 :i_i+L
x—1)(x+2)(x—3) x-1 x+2 x-3

Caso 2

x2+x—6_a1,1 a1 azq

x-1)3 x-1 -1?%  (x-1)3
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donde

a3 =5 Xi_o P(h,0)A4, 1" =-6+1+1= 4
1 —
a2 = 52%1:1 P(h,1)A,1""1=A; + 24, =3
1 _2_1
11 = 5 Xk=p P(h, 2)4, 1" 7%= P(2,2)4; = 1

Resulta

"24x—6_ 1 3 4
x-1)3 x-1 (x-1)2 (x-1)3

Caso 3

Debemos tener cuidado en no confundir la unidad imaginaria con el indice i.

.X'3 —x2 +7x+2 a1 azi as i asq
(x2+1)(x24+4) x4+ x—i  x+2i  x-2i

donde
I Sh_o P(LO)AN (=D Ag—Ari—AptAsi  _ 2-7i=(=D)+4i _ 3-3i _ i=1 _ 1+i
11 OTE (—imxp)  (—i—i)(—i—(=20)(=i—2i) (=20)i(-30) —6i  2i 2
S SR PO @D Ag+Ari-Ap—Asi  _ 247i=(=D—4i _ 3430 _ 14i _ 1-i
21 OTE (i—x)  (i—(=D)(i—(=20)(-20)  2DBI(=D) 6i 2i 2
S SR P(LO)AN (=20 Ag—2iA1—4A;+8id3  _ 2-14i+4+320 _ 6+18i _ 143i _ 3-i
31 0T (—2i—x)  (=2i—(=D)(=2i—i)(=2i-20)  (=D)(=3i)(—4)  12i 2 2
- Shoo P(0)AN D" Ag+2iAi—4A4,—8ids  _ 24+14i+4-32i _ 6-18i _ 1-3i _ 3+i
41 O, i—xp)  (2i—(—0)Qi-1)(2i—(-20)) B (40) —12i 2i 2
Resulta

x3—x2+7x+2 _1 A+ | 1-i | 3-i 3+i
(x2+1)(x24+4) 2 “x+i x—i  x42i  x-2i

)

Caso 4
3x2—2x+1 a1 ain a3 az1 az? azs
(x2+1)3 x+i o (x+D)?2 0 (x+i)3 0 x—i  (x—-D2  (x—i)3
Donde
Y7o P(hO)AL(—D _ Ag—Ari—A; _ 142i-3 _ —242i _ 1+i
a1’3 = = = = = —

01(—i—i)3 (-20)3 8i 8i 4

2 Nh—1 3! . 3-1 . 1+i .
o = Zh=1 P DA (DM —ay sy (=031 41214, —(5)(B(=207) _ —2-6i+3(1+i) _ 1-3i _ 3+
Lz = 11(=i—i)3 (-20)3 - 8i ~ 8 8

 Bhoa P2 (D" 2N a3l (=D Al (0P 24,20 +D(-6)—(BHD(-12)] 3
11 = 21(—i-1)3 - 2(-20)3 )

Similarmente, encontramos las constantes correspondientes a la raiz i (porque la funcion racional es
real), y resulta  3x2-2x+1 _ 1, 3i 3+i 1+i 3i 3—i 1-i

oi+1)3 4 (2(x+i) Yoo T ar? 26D 202 T o
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DISCUSION

Proponemos esta solucion como la primera
de varias soluciones cerradas de naturaleza
recursiva, que se proponen para problemas
basicos del calculo. Los métodos aqui expuestos
se han encuentran en la literatura. En el caso de
la formula general, se sabia que los coeficientes

son el resultado de evaluar
1 dn

e — mg =
Age;my—n = dan(x)(x X )™k en x = xy.
Sin embargo, no encontramos en la literatura
una expresion mas reducida. Aqui exponemos
la expresion explicita de las constantes.

CONCLUSIONES

Se cuenta con una solucidbn programable
del problema de fracciones parciales que
usa operaciones basicas y elementos de
combinatoria. Con esto se reducen expresiones
y calculos de funciones complejas que pueden
ser aproximadas por funciones racionales.
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