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Résumé. L'objectif de l'optimisation fiabiliste  (RBDO) est de trouver le 
meilleur compromis entre la sécurité et le coût. Plusieurs méthodes, telles 
que la méthode hybride (HM) et la méthode des facteurs optimaux de 
sûreté (OSF), sont développées pour atteindre cet objectif. Ces méthodes 

ont été appliquées uniquement pour les matériaux usuels. Néanmoins, le 
progrès effectué dans le domaine de l’élaboration de matériaux a conduit à 
l’utilisation des  matériaux ”intelligents”  tel qua l'alliage à mémoire de 
forme (SMA).  Dans ce papier, nous proposons une extension de ces 
méthodes dans le cas des structures formées en SMA pour étudier 
l'efficacité des méthodes proposées. 

1 Introduction  

Le développement au niveau informatique a permis de traiter des problèmes de plus en 

plus pointus dans des nombreux domaines tels que l’aéronautique, le biomédical, la 

production d’énergie ou encore l’automobile. La simulation des matériaux usuels a 

bénéficié de l’évolution rapide des approches numériques et de modélisation. Néanmoins, 

le progrès effectué dans le domaine de l’élaboration de matériaux à fort couplage multi 

physique a conduit à l’utilisation de matériaux ”fonctionnels”. Dans cette catégorie de 

matériaux dites aussi des matériaux intelligents ou avancés , les plus généralement utilisés 

sont ceux présentant un couplage magnétique/mécanique (magnétostrictif), électrique/ 

mécanique (piézo-électrique), ou encore thermique/mécanique (alliages à mémoire de 

forme) [1]. L'alliage à mémoire de forme (SMA) permet la conception des actionneurs ou 

de capteurs caractérisés par une grande simplicité [2, 3]. Un tel matériau devient de plus en 
plus utilisé en raison de ses propriétés mécaniques comparées aux autres matériaux. Il est 

caractérisé par la capacité de se souvenir de sa forme originale après déformation. Ce 

comportement spécifique est dû à la capacité native de la structure cristallographique à 

subir des changements réversibles. Ces changements sont dus aux transformations 

martensitiques entre la cristallographie de la phase  
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parentale la plus ordonnée, l'austénite, et la cristallographie de la phase parentale la moins 
ordonnée, la martensite. Les caractéristiques principales de cette catégorie de matériaux 

sont les capacités : (1) de récupérer la forme originale après une grande déformation induite 

par une charge mécanique (pseudo-élasticité) et (2) de récupérer des contraintes 

permanentes lors du chauffage (effet de mémoire de forme) [1]. Cependant, l’utilisation de 

tels matériaux nécessite d’améliorer sans cesse les techniques de conception des structures 

intelligents. Il est donc important de mettre à la disposition des ingénieurs des outils 

capables de dimensionner ces structures. L’optimisation intervient de façon primordiale 

dans l’augmentation des performances.  

Cependant, les conceptions optimisés sans prise en considération de l’incertitude sur les 

paramètres peuvent ne pas respecter certains critères de fiabilité. La prise en compte de 

l’incertitude dans l’analyse mécanique est nécessaire pour un dimensionnement robuste et 
optimale. C’est avec cet objectif que les approches probabilistes sont développées. Ces 

méthodes permettent en effet d’un part d’étudier l’influence da la variabilité des paramètres 

sur le comportement de système et d’autre part, d’étudier sa fiabilité. La théorie de la 

fiabilité des structures consiste à définir la probabilité de défaillance d'une structure par la 

probabilité que les conditions de bon fonctionnement ne soient pas respectées. On appelle 

cette étude l'analyse de la fiabilité [4]. L'intégration de l'analyse de fiabilité dans les 

problèmes d'optimisation constitue une nouvelle discipline introduisant des critères de 

fiabilité dans la recherche de la configuration optimale des structures, c'est le domaine de 

l'optimisation fiabiliste (RBDO) [5].  Cette méthodologie de RBDO vise donc à considérer 

la propagation des incertitudes dans les performances mécaniques en s'appuyant sur une 

modélisation probabiliste des fluctuations des paramètres d'entrée. L’objectif principal de 

ce papier est donc de déterminer la meilleure méthodologie à suivre pour l’optimisation 
fiabiliste des structures formées par des matériaux intelligents. 

2 Optimisation déterministe (DDO) 

L’utilisation de l’approche d’optimisation déterministe (DDO) permet d’assigner des 

facteurs de sécurité dans les fonctions de contraintes du problème d’optimisation dans le 

but d’augmenter la sûreté de la conception et de compenser la présence des incertitudes 

dans les variables de conception. Le choix de ces facteurs de sécurité est basé sur 

l’expérience, les essais représentatifs ou bien la calibration  issue d’un schéma probabiliste .  

Le problème d'optimisation déterministe peut être définir par:  

min   ( )

( ) 0   1,..,
 

( ) 0     1,..,

x

k

j

f x

g x k K
tel que

h x j L

 


   
Où x est le vecteur des variables de conception déterministes, gk (x) sont les contraintes 

d'inégalité et hj (x) sont les contraintes d'égalité.  Le DDO offre une conception optimale. 

Cependant, il ne peut pas contrôler le niveau de fiabilité [6]. Par conséquent, l'optimisation 

fiabiliste (RBDO) est nécessaire pour garantir une conception fiable et optimale. 

3 Optimisation fiabiliste (RBDO) 

L’optimisation fiabiliste s’appuie donc sur l’analyse de la défaillance à chaque itération 

dans le but de déterminer les rôles des incertitudes sur le système et de concevoir des 

structures à la fois économiques et fiables. L'optimisation fiabiliste a été appliquée  dans 

des différents domaines tels que :  génie civile [10], mécatronique [11], vibro-acoustique [9, 
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20],  aérodynamique [12], biomécanique [13]. Un problème RBDO est considéré comme un 
problème d’optimisation sous des contraintes à la fois déterministes et probabilistes qui 

s’écrit sous la forme suivante: 

 

min   ( )

Pr ( , ) 0    1,..,
 

0     1,..,

x

T
i i

j

f x

G x y P i p
tel que

h x j p P

      


  

 

Avec x est le vecteur des variables déterministes de la conception,  y est le vecteur des 

variables aléatoires,  Pr[.] est l’opérateur de probabilité,  Gi est la fonction de performance,  

Pi
T est le niveau de fiabilité cible, hj est la contrainte déterministe, p est le nombre des 

fonctions  de performance et P est le nombre total de contraintes. Il convient de noter que 

les variables de conception x peuvent être des variables déterministes et représentent les 
paramètres de contrôle du système (par exemple matériaux, charges, dimensions) ou bien 

représentent la distribution probabiliste des paramètres (par exemple les valeurs moyennes 

et les écart-type des variables aléatoires y)  [11].  Les variables aléatoires y peuvent être des 

caractéristiques matérielles, des dimensions géométriques ou des chargements appliquées.  

Les incertitudes de ces variables peuvent être modélisées par des informations statistiques.  

La probabilité de défaillance est calculée par l'intégrale: 

( , ) 0

Pr ( , ) 0 .. ( )

i

i

G x y

G x y f y dy



       

Où fy (y) est la fonction de densité conjointe des variables aléatoires y. En tant que 

l'intégrale de l'équation (3) ne peut pas être calculé exactement, deux méthodes 

approximatives sont appliquées: les simulations stochastiques (Monte Carlo, ..) ainsi que 

les méthodes de moment (méthodes de fiabilité de premier et second ordre: FORM / 
SORM). Les méthodes de moment consistent à calculer l'indice de fiabilité, suivi d'une 

estimation de la probabilité de défaillance [11]. Ces méthodes sont basées sur la 

transformation des variables aléatoires dans l'espace physique aux variables gaussiennes 

indépendantes standards dans l'espace normalisé comme la Fig.1 le montre. 

La transformation des variables aléatoires y en les variables normalisées u s'écrit: 

 -1( , ) ( , )u T x y y T x u    

Où l'opérateur T (.) est la transformation probabiliste. 

Dans les applications pratiques, le couplage entre les procédures d’optimisation et 

l’analyse de fiabilité conduit à une faible stabilité de la convergence et à des temps de 

calcul très élevés. Il existe donc une motivation afin de développer des techniques efficaces 
pour réduire le temps de calcul. Dans le but d’améliorer la performance numérique, 

Kharmanda et al. [7,8] ont développé une méthode intitulée la méthode hybride. Celle ci 

consiste à résoudre le problème d’optimisation et de fiabilité simultanément. La solution est 

réalisée dans un espace hybride de conception (HSD) contenant les variables déterministes 

et aléatoires. La méthode hybride satisfait un niveau de fiabilité donné et réduit le temps de 

calcul. Cependant, le problème d’optimisation fiabiliste devient plus complexe que celui 

déterministe. Une autre méthode intitulée facteur de sureté optimale (OSF) [14, 15] a été 

élaborée.  La solution optimale est obtenue en tenant compte du point de conception et des 

facteurs de sécurité calculés à partir de la dérivée de la fonction de contrainte. Cette 

méthode permet de réduire le temps de calcul par rapport à la méthode hybride. 

(2) 
(2) 

(3) 

(4) 
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3. 1 Approche classique 

Généralement, en utilisant l'approche classique, nous utilisons deux espaces pour effectuer 

le problème RBDO. Ces espaces sont l'espace physique et l'espace normalisé [16]. Par 

conséquent, la solution optimale est obtenue en considérant deux problèmes imbriqués: 

i. Problème d'optimisation 

Elle consiste à minimiser une fonction objective f(x) soumise à des contraintes 

déterministes 𝑔𝑘 (𝑥) et à l'exigence de fiabilité. Il peut être défini par: 

min   ( )

( ) 0   1,..,
 

( , )

x

k

T

f x

g x k K
tel que

x u 

 




 

Où β (𝑥, 𝑢) est l'indice de fiabilité de la structure et βT est l'indice de fiabilité cible. 

 

 

Fig. 1. Espace physique et espace normalisé 

 

 

Fig. 2.  Approche classique 

ii. Problème de fiabilité 

β (𝑥, 𝑢) représente la distance minimale entre l'origine et la fonction d'état limite H (x, u)  

dans l'espace normalisé. Il peut être calculé en résolvant le problème de minimisation 
suivant: 

(5) 
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2min  

  ( , ) 0

i
x

d u

tel que H x u

 



  

Il a été prouvé que l'approche classique nécessite un temps de calcul élevé en raison du 
nombre élevé de calculs numériques dans les deux espaces. Afin de réduire les effets de ce 

problème, une approche efficace appelée approche hybride a été élaborée [8]. 

3.2  Méthode hybride 

L’approche hybride consiste à minimiser une nouvelle forme de la fonction objectif  

F(x,y) sous les contraintes d’état limite et les contraintes déterministes, ainsi que des 

contraintes de fiabilité [8] . Le problème de la méthode hybride est écrit sous la forme: 

,
min  ( , )  ( ) ( , )

( , ) 0

 ( ) 0   1,..,

( , )

x y

k

t

F x y C x d x y

G x y

tel que g x k K

x u



 

 




 
 

 

dβ (x, y) présente la distance, dans l’espace hybride, entre le point optimal et le point de 
conception , β (x, y) est l'indice de fiabilité de la structure et βT est l'indice de fiabilité cible.  

La minimisation de la fonction F(x, y) est effectuée dans l’espace hybride de conception 

(HDS) des variables déterministes x et des variables aléatoires y. 

 

 

Fig. 3.  Approche hybride 

3.3  Méthode des facteurs de sûreté optimaux (OSF) 

Dans l’approche d’optimisation déterminité (DDO), le choix du coefficient de sécurité 

est basé sur l’expérience de l’ingénieur et la solution obtenue ne peut pas satisfaire le 
niveau de fiabilité requis. Avec l’approche OSF, la détermination des facteurs de sécurité 

devrait être indépendante de l’expérience en ingénierie. Bien que la méthode hybride 

conduit à améliorer le niveau de fiabilité, l’approche OSF conduit à minimiser le temps de 

calcul. Elle consiste à utiliser l’analyse de sensibilité combinée à l’analyse de fiabilité afin 

d’éliminer les inconvénients de la méthode DDO et de la méthode hybride [17, 18].   

(3) 
(7) 

(6) 
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Fig. 4.  Méthode des facteurs de sûreté optimaux 

L’algorithme de la méthode OSF est composé des trois étapes principales : 

i- Détermination du point de conception 
*
iy : 

Nous minimisons ici la fonction objective soumise à la fonction d’état limite G (y) et aux 

contraintes déterministes.  La solution résultante est conçue par le point de défaillance le 

plus probable. 

ii- Calcul des facteurs de sécurité 

En fait, le point de conception  y*
i est lié au point optimal  x*

i.  Nous considérons ici que les 

valeurs moyennes de la variable aléatoire mi sont présentées par la variable déterministe xi 

[19]. 

* * , 1,..i
i f iy S x i n   

 Pour une distribution normale de la variable aléatoire yi, nous considérons la 

transformation dans l’espace normalisé (espace  u) de l’espace physique (espace x) tel que : 

, 1,..i i
i

i

y x
u i n




   

Les facteurs de sécurité peuvent être donc déterminés comme montré dans l’équation: 

1

1 , 1,..
i

f i t n

jj

G

y
S i n

G

y

 






  





 

 γi  est le coefficient reliant la valeur moyenne et l’écart type tel que  γi=σi / mi et avec le 

signe ± dépend du signe du dérivé: 

0 0  et 0 0,  1,..
i if f

i i

G G
S S i n

y y

 
      

 
 

 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 
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iii- Calcul de la solution optimale 

Dans la dernière étape, pour déterminer la conception optimale, nous incluons les valeurs 

de facteurs de sécurité calculés dans la valeur de variables de conception. 

4 Conception fiable de treillis 

Nous abordons une optimisation mono-objective des structures en treillis comme 

présenté dans la Fig.5. On suppose que la structure est modélisée par des éléments barres 

soumis uniquement à des forces axiales.  Les paramètres du matériau sont présentés dans le 

tableau 1 et sont respectivement: le module de Young E, le coefficient de Poisson ν, le 

paramètre de durcissement h, la température de référence T0, le limite élastique R, le 

paramètre d'échelle de température β et la transformation maximale Ɛl.  Les paramètres 
géométriques utilisés sont indiqués dans le tableau 2. 

 

Fig. 5. Treillis en alliage à mémoire de forme 

Tableau 1: Paramètres de matériau en alliage à mémoire de forme 

Paramètre E(MPa) ν h(MPa) T0 (K) R(MPa) β (MPaK-1) Ɛl 

Valeur 51700 0.3 1000 248 140 5.6 0.1 

 

Tableau 2: Paramètres géométriques de treillis 

Paramètre L (m) P(N) di,1 i={1,..,10} (m) di,2 i={1,..,10} (m) 

Signification Longueur  Force axiale Première dimension Deuxième dimension 

Valeur 9.144 4.45.105
 0.0567 0.0567 

 

 
 

(a) Charges mécaniques (b) Charges thermiques 

Fig. 6. Chargements appliqués à la structure 
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Fig.7 montre le déplacement transversal au cours des étapes 1, 2 et 3. Le déplacement 
augmente avec l'augmentation de la charge. Le déplacement diminue avec l'augmentation 

de la température de chauffage. Il semble que la structure commence à se déplacer à une 

température d'environ 296 K. On peut observer que lorsque la température du chauffage 

atteint environ 315 K, le déplacement sature à une valeur asymptotique. Cela correspond à 

une transformation complètement inverse (martensite en austénite). Pendant la température 

de refroidissement, le déplacement augmente, et il commence à partir d'une température 

d'environ 266 K, Ceci représente la transformation de l'austénite en martensite. Nous 

pouvons conclure que le chargement thermique change la position de la structure bien que 

la charge mécanique ne soit pas supprimée. 

 

 

Fig. 7. Déplacement vertical de la structure en SMA 

 

L'objectif de ce problème d’optimisation est de minimiser la masse structurelle de la 

treillis sans dépasser les contraintes admissibles. Le problème d’optimisation est défini par 

l'équation (12) tel que: 

 

10

1

limite
7,..,10

min  

   

i i

i

j
j

w A L

tel que



 





  




 

ρ étant la densité du matériau, Li étant la longueur du i-ème élément et Ai étant la section 

transversale du i-ème élément. Ai peut être écrit comme le produit des deux dimensions de 

la section di,1 et di,2  avec i={1,..,10}.   

Les différents méthodes d'optimisation fiabiliste ont été appliqués. L'objectif de ce 

problème est de minimiser le poids w de la structure sous contrainte mécanique σi  pour 

chaque élément diagonal. Nous notons que lorsque l'alliage à mémoire de forme  est soumis 

à une contrainte très importante, la plasticité se produit après le domaine élastique de la 

martensite. Ensuite, une rupture est induite.  Par conséquent, pour une analyse de fiabilité 

du matériau, la contrainte maximale ne doit pas dépasser une limite de charge  σ limite= 500 
MPa [21]. 

5 Résultats et discussion 

L'objectif de cette section est de discuter les résultats des différentes méthodes 

d'optimisation. Le niveau de fiabilité cible βT est égale à 3. En premier, on étudie la 

(12) 
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méthode d'optimisation déterministe (DDO). On concentre ensuite sur les méthodes 
d'optimisation fiabiliste. Le tableau 3 montre les résultats de la méthode DDO.  

Tableau 3: Résultats de l'optimisation déterministe (DDO) 

 Valeurs 

initiales x0 

Point de 

conception y* 

Solution 

optimale x* 

Variables de 

conception 

d7,1 0.05 0.0263 0.0287 
d7,2 0.05 0.0263 0.025 
d8,1 0.05 0.025 0.025 
d8,2 0.05 0.025 0.025 
d9,1 0.03 0.0439 0.0574 
d9,2 0.03 0.0439 0.0439 
d10,1 0.03 0.025 0.0251 
d10,2 0.03 0.025 0.025 

Fonction 

objective 
w 1704.8 1460.4 1512.2 

Contraintes 

d'optimisation 

σ7 57.0085 64.3132 57.3138 
σ8 149.8332 495.1656 147.8543 
σ9 -2.0785 -9.2829 -2.0917 
σ10 725.8643 500.7626 261.8870 

niveau de 

fiabilité 

β  2.55 

 

La solution optimale satisfait les contraintes des barres diagonales mentionnés 

précédemment. Cependant, le niveau de fiabilité est inférieur au niveau de fiabilité cible βT. 

Après l'optimisation la structure, le poids résultant de la structure est wDDO = 1512,2 et 

l'indice de fiabilité de la solution optimale βDDO est égale à  2,55 qui est inférieure à βT. On 

peut remarquer donc que la méthode classique présente une faible convergence à la 

stabilité. En conséquence, la méthode hybride (HM) est utilisée comme une méthode 

d'optimisation fiabiliste pour satisfaire le niveau de fiabilité requis. La méthode hybride est 
montrée dans le tableau 4. 

Il est clair que le point optimal est dans le domaine de la défaillance (σ10 ≥ 500 MPa) 

alors que la distance entre la conception point et le point optimal donne un niveau de 

fiabilité acceptable. Par conséquent, la méthode des facteurs de sûreté optimaux (OSF) 

semble être une technique attrayante qui peut surmonter les inconvénients. 

Tableau 4: Résultats de la méthode hybride (HM) 

 Valeurs 

initiales x0 

Valeurs 

initiales y0 

Point de 

conception y* 

Solution 

optimale x* 

Variables de 

conception 

d7,1 0.05  0.05 0.0301 0.0303 

d7,2 0.05  0.05 0.0356 0.0301 

d8,1 0.05  0.05 0.034 0.0303 

d8,2 0.05  0.05 0.0356 0.0301 

d9,1 0.05  0.05 0.0333 0.0362 

d9,2 0.05  0.05 0.0358 0.0365 

d10,1 0.05  0.05 0.0329 0.0305 

d10,2 0.05  0.05 0.0324 0.0301 

Fonction 

objective 
w 1971.7  1971.7 1516.3 1476.6 

Contraintes 

σ7 57.3138  57.3138 76.0085 67.4165 
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d'optimisation σ8 147.8543  147.8543 311.6122 369.7436 

σ9 -2.0917    -2.0917 -4.9115 -6.4204 

σ10 261.8870  261.8870 539.3570 576.3510 

niveau de 

fiabilité 

β  3.16 

Le tableau 5 montre la différence de la stratégie OSF par rapport à la méthode DDO et 
HM. On voit clairement que la solution optimale satisfait les différentes contraintes. En fait, 

cette méthodologie satisfait le niveau de fiabilité requis mais donne une masse structurelle 

assez grande que celle obtenue par  DDO de 2,41%.  Cependant, il est évident que le DDO 

peut conduire à des niveaux de fiabilité faible. Donc, on ne peut pas contrôler les exigences 

de fiabilité, mais en utilisant l'OSF, on obtient le compromis optimal entre la fonction 

objective et les différents contraintes appliqués à la structure .  

Tableau 5: Résultats de la méthode des facteurs de sûreté optimaux (OSF) 

 Valeurs 

initiales x0 

Point de 

conception y* 

OSF Sf Solution 

optimale x* 

Variables de 

conception 

d7,1 0.05  0.0263 1.0077 0.0261 
d7,2 0.05  0.0263 1.0079 0.0261 
d8,1 0.05  0.025 1.0094 0.0248 
d8,2 0.05  0.025 1.0095 0.0248 
d9,1 0.03  0.0439 0.8271 0.0531 
d9,2 0.03  0.0439 0.8269 0.0531 
d10,1 0.03  0.025 0.8766 0.0285 
d10,2 0.03  0.025 0.0876 0.0285 

Fonction 

objective 
w 1704.8  1460.4  1548.7 

Contraintes 

d'optimisation 

σ7 57.0085  64.3123  64.7381 

σ8 149.8832  495.1656  498.140 

σ9 -2.0785   -9.2829  -9.4348 

σ10 725.8643  500.7626  344.2413 

niveau de 

fiabilité 

β  3 

5 Conclusion 

Dans ce papier, l'optimisation de treillis en alliage à mémoire de forme (SMA) a été 

réalisée en tenant compte des incertitudes dans les dimensions de la structure. les 

différentes méthodes d'optimisation fiabilistes ont été développé afin d'obtenir une 

conception optimal qui garantit le niveau de fiabilité requis.  On a montré que l'optimisation 

déterministe (DDO) est facile à mettre en œuvre. Cependant, le niveau de fiabilité n'est pas 

contrôlé. Ensuite, on a trouvé que lorsque la méthode hybride (HM) est appliquée, le point 

de conception est dans la zone de défaillance donc le résultat est rejeté. Pour surmonter ce 

problème, on a utilisé la méthode des facteurs de sûreté optimaux (OSF). Bien que le 

modèle mécanique utilisé est assez simple, la méthodologie d'optimisation fiabiliste peut 

être étendue à des structures plus complexes. De plus, les méthodes d'optimisation décrites 

précédemment sont limitées dans le cas où seules les variables de conception peuvent être 
traitées comme des variables aléatoires. Afin de surpasser une telle limitation, plus de 

recherche est nécessaire. 
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