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Rezumat: In aceasta lucrare prezentim o noua paradigma de optimizare fira restrictii care consta in urma-
toarele ingrediente: 1) aproximarea matricei Hessian a functiei de minimizat cu o matrice diagonald, in care
elementele diagonale sunt pozitive, 2) determinarea valorilor elementelor diagonale prin minimizarea functiei
masura a lui Byrd si Nocedal referitor la ecuatia secantei slaba a lui Dennis si Wolkowicz. Algoritmul obtinut
este foarte simplu, si pentru acesta se demonstreaza convergenta liniara. Performantele numerice ale algorit-
mului sunt ilustrate prin rezolvarea unui tren de 80 de probleme de test de optimizare fara restrictii de diverse
structuri $i complexitati, precum si prin rezolvarea a cinci aplicatii de optimizare fara restrictii cu 10000 sau
40000 de variabile. Comparatii numerice intensive ale performantelor acestui algoritm versus algoritmii pasul
descendent, Cauchy cu scalare Oren-Luenberger, sau BFGS arata superioritatea abordarii propuse in ceea ce
priveste numarul de iteratii si timpul de calcul pentru obtinerea unei solutii optime locale. Noutatea in aceasta
abordare este utilizarea functiei masura, care in esenta ei este un ingredient foarte puternic pentru demonstra-
rea proprietatilor teoretice ale algoritmilor de optimizare fara restrictii. Noi am aréatat aici importanta ei si in
ceea ce priveste generarea de algoritmi eficienti de optimizare fara restrictii.

Cuvinte cheie: Optimizare fara restrictii, Ecuatia secantei slaba, Actualizare diagonald quasi-Newton, Functia
masura Byrd-Nocedal, Comparatii numerice.

Diagonal quasi-Newton method based on minimizing the
Byrd-Nocedal function for unconstrained optimization

Abstract: A new quasi-Newton method with a diagonal updating matrix is suggested, where the diagonal
elements are determined by minimizing the measure function of Byrd and Nocedal subject to the weak secant
equation of Dennis and Wolkowicz. The Lagrange multiplier of this minimization problem is computed by
using an adaptive procedure based on the conjugacy condition. The convergence of the algorithm is proved
for twice differentiable, convex and bounded below functions using only the trace and the determinant. Using
a set of 80 unconstrained optimization test problems and some applications from the MINPACK-2 collection
we have the computational evidence that the algorithm is more efficient and more robust than the steepest
descent, than the Barzilai and Borwein algorithm, than the Cauchy algorithm with Oren and Luenberger
scaling and than the classical BFGS algorithms with the Wolfe line search conditions.

Keywords: Unconstrained optimization. Weak secant. Diagonal quasi-Newton update. Measure function of
Byrd and Nocedal. Numerical comparisons.

1. Introducere

Pentru rezolvarea problemei de optimizare fara restrictii

min f (x), 1)

unde f:R" —R este o functie continuu diferentiabild marginitd inferior si X € R", una dintre cele
mai importante metode este metoda quasi-Newton. Plecand de la un punct initial care aproximeaza
solutia optimd a problemei (1) X, €R" si dispundnd de o aproximatie initiala B,eR™" a
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Hessianului functiei f, simetricd si pozitiv definitd, aceastd metoda genereaza un sir de puncte,
calculate prin formula iterativa:

Xk+1:Xk +0!kdk, k:0,1,.... (2)
unde directia de cautare d, € R" este aleasa ca solutie a sistemului algebric liniar:
Bidy =—0, 3)

iar o, este lungimea pasului de deplasare de-a lungul acestei directii. in (3), B, e R™ este 0

aproximare a Hessianului V*f(x,) functiei f Tn punctul x, si g, este gradientul Vf(x,) lui f
n x,.

Prima metodd quasi-Newton a fot propusd de Davidon [19], mai departe fiind analizata si
dezvoltata de Fletcher si Powell [25]. Aceasta metoda este cunoscutd ca metods DFP. Multe alte
metode quasi-Newton au fost propuse in literatura, dar de-a lungul anilor dupa numeroase
experimente numerice metoda BFGS [16, 26, 29, 43] s-a impus, fiind considerata ca si cea mai
eficientd si robustd pentru optimizare fard restrictii. In aceasta metoda, aproximatia Hessianului
este calculata sub forma:

B,S,S: B X
B, =B, - ka kB ykTYk , 4)
ScBS Yk
k=0,1,..., unde S, =X,,; —X, $i Yy =0, —0, Deseori, in implementdrile practice, in locul

formulei (3) directia de ciutare este calculati ca d,,, =—H,,,0,,;, unde H,,, =B}, este inversa

aproximatiei BFGS a Hessianului. Utilizand de doua ori formula Sherman-Morrison-Woodbury de
rang unu, din (4) obtinem:

T T T T
Hk+1=Hk_skyk HkT+HkykSk +(1+ YkTHkykjsf’k . )
Sk Yk Sk ¥k ) Sk Yk

Lungimea pasului de ca@utare ¢, se determind prin cadutare liniard exacta:

min{f (X, + «d,),a >0}, sau mai practic prin cautare liniara inexacta de tipul Wolfe [46, 47]:
f (% + e d) < f (%) +pag(x)" dy, (6)
904 + e d) dy 2 o9(%)" dy, ()

unde constantele pozitive o si p satisfac conditia 0< p <o <1.

Importanta metodelor quasi-Newton a fost foarte repede recunoscutd. Pentru a fi imple-
mentate, este necesara evaluarea gradientului functiei de minimizat. Totusi, unul dintre defectele
majore constd in faptul ca aceastd metoda cere memorarea aproximatiei Hessianului sau a inversei
acestuia. Deci, aceste metode sunt potrivite pentru rezolvarea problemelor de optimizare cu un
numar mediu de variabile (citeva sute). Pentru a imbunatati performantele metodelor quasi-Newton,
mai multe modificari ale acesteia au fost propuse in literatura. De exemplu, anumite metode modi-
fica calculul lungimii pasului, ca in cautarea liniard nemonotona [32], altele utilizeazd o noua
cautare liniard de tip Armijo [44], sau o modificare a metodei BFGS nemonotone [45]. Tn acest
articol vom dezvolta un alt mod de abordare bazat pe actualizarea diagonala a Hessianului utilizand
minimizarea functiei masura a lui Byrd si Nocedal.

Bertsekas [14, p. 67] a accentuat ca pentru rezolvarea problemelor dificile, tendinta este de a

utiliza metode sofisticate ca metoda Newton sau metode de tip quasi-Nerwton. Deseori acesta este
modul de abordare, mai ales pentru probleme prost conditionate. Totusi, metode mai simple cu
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proceduri simple de calcul a directiei de cautare si a lungimii pasului de deplasare sunt mult mai
profitabile dacat metodele sofisticate. Aceasta este motivata si de faptul ca proceduri sofisticate de
calcul a directiei de cdutare si reguli complicate de calcul a lungimii pasului sunt bazate pe pre-
supuneri care nu sunt verificate Th cazul problemelor dificile. Cu alte cuvinte, metode simple de
optimizare sunt mult mai atractive si deseori mult mai eficiente pentru rezolvarea problemelor
dificile. Totusi, trebuie sa fie un echilibru, o balanta intre simplu si simplist. Metoda prezentata in
acest articol se incadreaza in spiritual acestei observatii.

O idee recentd de a genera algoritmi simpli de minimizare pentru optimizarea fara restrictii
constd 1n aproximarea Hessianului functiei de minimizat ca o matrice diagonald cu elemente
positive pe diagonala principald. Acest mod de abordare a fost introdus de Nazareth [39], unde
aproximarea diagonald a Hessianului este obtinuta utilizand ecuatia secantei propusa de Dennis si
Wolkowicz [21]. Zhu, Nazareth si Wolkowicz [48] au utilizat un principiu variational pentru a
determina elementele diagonale care satisfac: ecuatia secantei, ecuatia secantei modificatd, metoda
quasi-Cauchy, sau metoda quasi-Cauchy slaba. Variante ale acestui mod de abordare care nu
implicd cautarea liniara au fost date de Hassan, Leong si Farid [31] si de Leong, Hassan si Farid
[33]. Alte metode imbunatatite bazate pe metoda quasi-Cauchy modificata, care utilizeaza prin-
cipiul variational, au fost dezvoltate si analizate de Leong, Farid si Hassan [34] si Farid, Leong si
Zheng [24]. Toate aceste metode pentru calculul unei actualizari diagonale a Hessianului sunt
bazate pe tehnica variationald introdusa si utilizatd pentru prima datd pentru a se obfine actua-
lizarile quasi-Newton Powell-Symmetric-Broyden (PSB) sau Symmetric Rank One (SR1) (vezi
Dennis si Schnabel [20]). La fel ca in metodele quasi-Newton PSB si SR1, defectul major consta in
faptul ca aceste actualizari bazate pe tehnici variationale pot conduce la matrice care nu sunt
pozitiv definite, astfel ruinand complet convergenta metodei. Pentru a remedia acest defect, Leong,
Farid si Hassan [35] au prezentat metode de scalare a actualizarilor diagonale quasi-Newton care
conserva pozitiv definirea acestora.

In acest articol propunem o alti abordare in care Hessianul functiei de minimizat este
aproximat ca 0 matrice diagonala pozitiv definita. Elementele acestei aproximari diagonale a
Hessianului sunt determinate prin minimizarea functiei masura a lui Byrd si Nocedal referitor la
ecuatia secantei slaba. Mai precis, elementele diagonale ale matricei care aproximeaza Hessianul
functiei de minimizat sunt calculate prin minimizarea functiei masurd ¢ a lui Byrd si Nocedal [17]
referitor la ecuatia secantei slaba a lui Dennis si Wolkowicz [21]. Pentru a determina multipli-
catorul Lagrange asociat acestei restrictii se sugereaza utilizarea conditiei de conjugare intr-0
schema adaptiva bazata pe polii ecuatiei secanta slabe.

Convergenta globala se demonstreaza pentru functii convexe, marginite inferior si diferen-
tiabile, utilizdnd operatorii trace §i determinant a matricei de iteratie. Se demonstreazd ca atat
pentru functii patratice cat si pentru cele nepatratice convergenta este liniard. Experimente nume-
rice intensive si comparatii cu algoritmul lui Barzilai si Borwein [12], sau cu algoritmul Cauchy cu
scalarea Oren si Luenberger in formd complementara [42] sau cu metoda BFGS clasica arata ca
metoda sugerata si algoritmul corespunzator este mult mai eficient si robust. Experimentele nume-
rice utilizeaza 80 probleme de test de optimizare fara restrictii descrise in [1], precum si aplicatii
ingineresti din colectia MINPACK-2 [8].

2. Calculul directiei de cautare

Byrd si Nocedal [17] au introdus functia:
@(A) =tr(A) —In(det(A)), (8)

definita pe multimea matricelor pozitiv definite, unde In(.) reprezinta logaritmul natural. Fletcher

[27] a observat ca atat metoda BFGS cat si metoda DFP pot fi obtinute printr-un argument
variational utilizdnd functia ¢. Observam ca functia ¢ lucreaza simultan cu trace (urma) si deter-

minantul matricei, astfel simplificand analiza metodelor quasi-Newton. In fapt, aceasta functia este
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o masura a matricelor implicand toate valorile proprii ale lui A, si nu numai cea mai mica si cea
mai mare, cum traditional se utilizeaza in analiza metodelor quasi-Newton bazate pe numarul de
conditionare (vezi [2, 3, 5, 10, 11]). Observam ca aceasta functie este strict convexa pe mulfimea
matricelor simetrice si pozitiv definite, si este minimizatd de A= 1. Pe langad acestea, ca este
nemarginitd cind A devine singulara sau infinitd, ceea ce Inseamna ca aceasta lucreaza ca o functie
bariera care pastreaza A pozitiv definita.

In cele ce urmeaza vom defini algoritmul nostru prin minimizarea acestei functii referitor la
ecuatia secantei slaba a lui Dennis si Wolkowicz. Consideram:

Bk+l = dlag (bl%+1' cen bl?+l) (9)

unde bf(ﬂ >0, pentru toti i =1,...,n, ca o matrice diagonala care multiplica gradientul cu semn
schimbat in directia de cdutare, adicd directia de cautare este calculati ca d,,, =-B,50,,,, unde

B, ., este dat de (9). Deoarece B, , este o matrice diagonala si pozitiv definita, rezultd ca in acest

algoritm fiecare componentd a gradientului cu semn schimbat este inmultitd cu diferiti factori
pozitivi. Notdm ca aceastd metoda cere numai O(n) locatii de memorie pentru a memora B, ;. In

contrast, in metoda quasi-Newton, O(n?) locatii de memorie sunt necesare pentru a memora
matricea nxn dimensionala care aproximeaza Hessianul.

Dupa cum am zis, matricea B, ; In (9) este determinata ca solutie a problemei:

Min(B,.,) = tr(B, ;) - In(det(,.,))
referitorla ... (10)
T T
S BiiaSic = Sk Yier
unde restrictia din (10) este ecuatia secantei slaba a lui Dennis si Wolkowicz [21]. Motivatia
utilizérii ecuatiei secante slaba (10) este urmatoarea. Din ecuatia secantei B, ;S, =Y, vedemca Yy

este o aproximare a lui V*f(x)s. Dar, y este un vector si teorema de medie poate si nu fie
adevaratd pentru functii de mai multe variabile. Nu cunoastem daca sau nu existd un vector X € R"
astfel Incat y = V?f(X)s (vezi Dennis si Schnabel [20, pagina 74]). Totusi, teorema lui Taylor si
teorema de medie ne asigurd ci exista X astfel ncat s'y =s'V?f(X)s. Deci, pare rezonabil si

presupunem ci matricea diagonald B, ., satisface ecuatia secantei slaba s, B, ,;S, =S, Y, exprimata
ca restrictie n (10).

Acum, avand in vedere ci tr(B,,,)=b., +---+bl, si det(B,,,)=h ,---b,, problema de
minimizare (10) devine:
min(b&ﬂ Tt bL?Jrl - In(bli.ﬂ' ' 'bl?ﬂ))
referitorlax: (12)

Z(SIL )2 bli+l = sl-<r yk ’
i=1

unde sf(, i =1,...,n, sunt componentele vectorului s,. Lagrangianul problemei (11) este:
n
L= (b&Jrl teet bl?+l - In(bl:l-Jrl * ‘bl?ﬂ) + X[Z(SII()ZbIIHl - SI Y ]1 (12)
i=1
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unde A este multiplicatorul Lagrange. Solutia problemei (11) este un punct stationar al Lagran-
gianului [4]. Deci, din (12) obtinem:
oL 1

— =1-—+A(s!)?>=0, i=1....n. 13
abll<+1 bl1+l (k) ( )

Din (13), elementele diagonale ale matricei B, ,, sunt determinate ca:

i 1

bey=—"—=, 1i=L...n 14
k+1 1+A(SL)2 ( )

Deoarece d,,; =—B,10,., din (9) si (14) rezulta ca

it ==k 1+ A(5)7), (15)

unde d,,, si g;,,, i=1...,n, sunt respectiv.componentele vectorilor d, ., si g,,,. Observim ca
fiecare componentd a directiei de cautare d,,, este dependenta de multiplicatorul Lagrange A.

Pentru a determina o valoare pentru 1, o metoda directa este de a rezolva sistemul neliniar dat de
restrictiile din (10), F(1) =0, unde

(s)° §7
: 16
F(4)= Zl A(s k) Sk Yk (16)
Vedem ca aceasta functie este independenta de minimizarea functiei f. Observam ca F(A1) are ca
poli valorile: —1/(s;)?, i=1,...,n. Toti acesti poli sunt negativi. Consideram
r=-1/(s})? = max,_, o {1/ (sh)’}. (17)

valuarea maxima a polilor. Derivata lui F(A4) este:

. 1
Fd)= Zi:l(/1+1/(s‘k)2)2 (18)

1
(_(ST)Z,M). (19

Deci, F(4) este strict descrescitoare in intervalul de mai sus de la +o la —s;y,. Din

si observam cd F'(1) <0 pe intervalul

conditiile de cautare liniara Wolfe, s]y, >0. Deci, existi o solutie unica A" in intervalul (19)

astfel incat F(1") =0. Functia F(1) este destul de complexa pe domeniul ei de definitie si are n
zerouri. Pentru a mentine pozitiv definirea aproximatiei diagonale a Hessianului B, suntem
interesati numai de zeroul cel mai mare. Observam ca cu aceastd solutie din intervalul (19)
elementele diagonale bliﬂ, i=1...,n, ale matricei B, , sunt toate pozitive.

Totusi, aceastdi metodd bazata pe rezolvarea ecuatiei neliniare F(1)=0, astfel incét

bli 1 >0, i=1...,n, este prea complicatd pentru a fi implementatd. Pentru obtinerea unei valori a
lui A, presupunem ca directia de cautare satisface conditia de conjugare:

y-krdk+l = _tSII Ok (20)
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unde t este un parametru care va fi discutat mai tarziu. Introducénd (15) in (20), se obtine urma-
toarea valoare pentru A :

/1— _ t(SEgk+1) _ y;—gk;l , (21)
Zi=l(yll<gll<+l(sll<) )

unde yi‘(, i=1,...,n, sunt componentele vectorului y,. ntrucat B, , din (9) trebuie si fie pozitiv

definita, adica din (14) b,i<+l>0, pentru toti i=1,...,n, sugeram calculul multiplicatorului
Lagrange intr-o maniera multiplicativa ca:

ﬂ:{rte, if A<r, 22)

A if A>r,

unde r este polul maxim al lui F(1) si @ este o micd perturbare a valorii maxime a polului,
introdusad pentru a evita singularitatile (de exemplu & =1). Motivatia utilizarii strategiei adaptive
de mai sus pentru calcului lui A data de (22) este ca suntem interesati de o solutie aproximativa a
ecuatiei F(4) =0 n intervalul (r,+). Desigur ci orice A € (r,+o0) determini b; , >0, pentru
toti i =1,...,n. Totusi preferdam un punct care satisface conditia de conjugare.

Actualizare diagonala utilizind minimizarea functiei ¢ - MINFI

1. | Initializare. Se alege un punct initial x, € R", constantele o, p cu O<p<o<1, 0
valoare pozitivd a parameterului t >0, o valoare pozitiva a parametrului 8 si £>0
suficient de mic. Se calculeaza g, = Vf(x,). Se pune dy=-g, si k=0

2. | Se testeaza un criteriu de oprire a iteratiilor. De exemplu, daca ||gk|| < g, atunci stop.
Altfel, se continua cu pasul 3

3. | Se determina lungimea pasului ¢, >0 care satisface conditiile Wolfe (6) si (7)

4. | Se calculeaza X, ,; =X, + 0y, foq=TF(X1) $i O = VF (X,1). Se pune
Sk = Xeir = X Yie = O = Gk

5. | Se calculeaza multiplicatorul Lagrange A din (22), unde 1 este calculat ca in (21) si
r este determinat ca in (17)

6. | Se calculeaza directia de cautare d,,,, unde componentele ei sunt calculate ca in (15)

7. | Se pune k =k +1 si se continud cu pasul 2. [ |

Observim ca directia de cautare este calculatd ca d, , =—B,0,.,, unde elementele

diagonale ale matricei B, ,, sunt determinate ca in (14). Deoarece by ., > 0 pentru toti i=1,...,n,
rezulta ca

g;+1dk+1 = _gIJrlBk_ilgkﬂ = _Zin:l(gliwl)z(l"_ﬂ'(sli)z) < O,

adica directia d,; cu componentele date de (15) este o directie descendentd. Suplimentar, vedem

cd pentru orice i =1,...,n, sL — 0 cand k — c. Din (15) observim ca directia de cdutare este o
perturbare aditiva a directiei pasului descendent.
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3. Convergenta globala

In cele ce urmeazi demonstram ca algoritmul MINFI cu ciutare liniard inexacta este global
convergent pentru minimizarea functiilor convexe.
Din (14) vedem ca

tr(Bk+l) Zl ﬂ,( ) $1 det(Bk+l) H[ A(S ) j (23)
i k k

Deoarece din (22) A >0, rezulta ca 1/ (1+ A(s;)?) <1. Deci,
tr(B.,)<n si det(B,) <1 (24)

Teorema 3.1: Presupunem cd functia f este convexa, marginita inferior si de douda ori con-

tinuu diferentiabild in R". Atunci algoritmul MINFI este global convergent, adicd

liminf g, = 0. (25)

Demonstratie:
Din (6) obtinem:

k+1 O-ZS gl '

Deoarece functia f este marginita inferior, rezulta ca

=Y 510 <. (26)
k=0

Acum, sa presupunem prin contradictie ca

IiLninf la,] = 0. (27)

Atunci exista o constanta pozitiva I >0 astfel incat pentru toti K :
o> T. (28)

s, = -, B g, si || By || <tr(B,), atunci utilizdnd (28) obtinem

LT _ S Tp-1
;Skgk kzz.;akngk gy 2 ztr(Bk

Deci,

o0

ak o
Ztr(Bk) <o, (29)

k=0
Din (24) vedem cd urma matricei B, si determinatul ei sunt marginite. Deci, ambele siruri

{B.} si {B;'} sunt uniform mirginite superior. Cu aceasta putem concluziona ci

Sg By Sk
IsilBis|

unghiul dintre directia pasului descendent data de —g, si directia de cautare d, data de algoritmul

MINFI este marginit fatd de zero. Aceasta, impreund cu presupunerea (28) da o contradictie,
deoarece rezultatul lui Zoutendijk [49] (vezi de asemenea Wolfe [46, 47]) afirma ca orice metoda
de tipul (2) - (3) satisface

cosg, =
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> g cos? 6, <oo.
0
Deci aceastd contradictic aratd ca liminf la.] =0. |
-0

In cele ce urmeaza vom investiga convergenta algoritmului MINFI pentru rezolvarea proble-
melor patratice cu cautare liniard exacta. Sa consideram minimizarea functiei patratice:

£(x) =%XTQX— X'b, (30)

unde Q e R™" este o matrice simetrica si pozitiv definita. In acest caz algoritmul bazat pe mini-
mizarea functei masura a lui Byrd si Nocedal este

X1 = X — Bk_lgk! (31)
unde
9: Bk_lgk (
=—=—T 1 32)
“ g:BleBklgk
g, =Qx, —b (33)

si B, este o matrice diagonala, pozitiv definitd cu elementele diagonale date de (14).
Teorema 3.2: Fie X punctul de minim unic al functiei t definita de (30) si definim
1 « x
E(x) =5 (x=x ) Q(x~x). (34)

Atunci pentru algoritmul (31) la fiecare iteratie k are loc:

2
Ewmos[ﬁgji]Ewu, (35)

unde A, si A, sunt cea mai mica §i respectiv cea mai mare valoare proprie a matricei B, Q.

Demonstratie:
Prin substitutie directa obtinem:
E(%) — E(X.4) _ (9x B '9,)? _
E(X) (9¢ B 'QB 19, )(9¢Q'd,)
Notam:
Re=(BN"Q(BN™ si  p=(B"g.
Deci,
E(X) — E(X.1) _ (Pe P _
E(x) (Pe R PO(PCR P
Acum, din inegalitatea lui Kantorovich (vezi [37, pagina 235]) obtinem:
2
A=A
E(Xy) S| E(X), 36
(%i:1) (%MJ (%) (36)

unde A, si A, sunt cea mai micd, respectiv cea mai mare valoare proprie a lui R,. Dar R, este

similard cu B, 'Q, adici au aceleasi valori proprii. [ |
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Teorema zice ca pentru programarea patraticd (30), daca B, 1 in (31) este cat mai apropiati
posibil de Q*, atunci ambele valori proprii 4, si A, sunt apropiate de unitate si deci convergenta
este rapida. Dacd B, 'Q are o valoare proprie la mare distanta de celelalte, atunci convergenta va fi
lenta. In cazul nostru, B, din (31), generat de metoda de actualizare quasi-Newton diagonala cu

minimizarea functiei masura Byrd-Nocedal (8), este diagonala, pozitiv definita, departe de Q™.

Cu alte cuvinte, din (35) vedem ca convergenta algoritmului MINFI pentru programarea
patratica este numai liniara.

Exemplu ilustrativ. Consideram, de exemplu, minimizarea functiei %Zin:lixiz, unde n=100
si X, =[2,...,2]. Solutia acestei probleme este X =[0,...,0] si f(x")=0. Metoda pasului

descendent furnizeaza solutia optima in 492 iteratii si 527 evaluari ale gradientului. Pe de alta parte,
MINFI da aceeasi solutie 1n 48 iteratii si 92 evaluari ale gradientului. De-a lungul iteratiilor, pentru

MINFI avem 0.91612 < ((4, —4)/ (4, + 4))* <0.99999, adicd convergenta este liniard. Diferenta

dintre algoritmi este mai dramatica pentru probleme de mari dimensiuni. De exemplu, pentru
n =1000, pasul descendent necesita 5026 iteratii si 5070 evaluari ale gradientului. Pe de alta parte,
MINFTI necesita numai 183 iteratii si 282 evaluari ale gradientului. |

In general, pentru functii nepatratice, in loc de Q avem Hessianul V2 (x,). Dar, in acest
caz, la fel, B,, dat de (9) cu elementele calculate ca in (14), este 0 matrice diagonald, pozitiv

definita care este departe de V> f(x,)™". Totusi, in acest caz linia i —th a Hessianului inmultita cu
1+ A(s})?, modifica valorile proprii ale lui B, *V*f(x,) astfel incat ((4,—A4)/ (4, +4))* <1.
Deci, pentru functii obiectiv generale (nepatratice) convergenta lui MINFI este de asemenea liniara.

4. Rezultate numerice

In aceasti sectiune prezentim rezultate numerice cu o implementare Fortran a algoritmului
MINFI. Algoritmul MINFI este comparat cu pasul descendent, cu algoritmul lui Barzilai si
Borwein [12], cu algoritmul Cauchy cu scalarea Oren si Luenberger in forma complementara [42]
si cu algoritmul BFGS clasic. Componentele directiei de cautare in MINFI sunt calculate ca in (15).
Referitor la valoarea parameterului t din conditia de conjugare (20), in experimentele noastre am

gisit cd valoarea t =y, s, este una dintre cele mai bune. Directia de cautare in algoritmul pasului
descendent este calculata ca d,,, =—0,,,. Directia de cautare in algoritmul BFGS este calculata
sub forma d,,, =—-H,,,0,,;, unde H,,, este datin (5).

In toti algoritmii, cu exceptia algoritmului lui Barzilai si Borwein, lungimea pasului este
determinata prin conditiile de cautare liniard Wolfe date de (6) si (7), unde o=0.8 si p =0.0001.

Iteratiile sunt oprite daca inegalitatea ”gk”w <&, este satisfacutd, unde &, este o valoare pozitiva

suficient de mica, si ||||00 este componenta cu valoarea absolutd maxima a unui vector, sau daca

numarul de iteratii depaseste o valoare intreaga prespecificata. Toate programele sunt scrise in
Fortran, dubla precizie si compilate cu £77 (default compiling settings) pe o masina Intel Pentium 4,
1.8GHz.

In acest studiu numeric am considerat un numir de 80 de probleme de test de optimizare fara
restrictii cu numarul de variabile limitat la 10000, prezentate in [1]. Algoritmii pe care-i comparam
furnizeaza solutii optime locale. Deci, comparatia intre acestia se face in urmatorul context. Fie

f ALG1 f ALG2
i i

si valorile optime gasite de ALG1 si respective de ALG2 pentru problema
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i=1,...,80. Zicem ca, pentru problema particulara i, performanta lui ALG1 a fost mai buna decat
a lui ALG2 daca:

|fiALGl . fiALGZ <107 (37)

si daca numarul de iteratii (#iter), sau numarul de evaludri ale functiei si gradientului (#fg), sau
timpul de calcul CPU al lui ALG1 a fost mai mic decat numarul de iteratii, sau decat numarul de
evaluari ale functiei si gradientului, sau decat timpul de calcul CPU corespunzator lui ALG2.

In primul set de experimente numerice comparam MINFI versus pasul descendent (SP).
Tabelul 1 prezinta performantele lui MINFI versus SP pentru diferite valori ale lui &, pentru rezol-
varea setului de 80 de probleme, fiecare dintre acestea cu 1000 variabile. Clar, ambii algoritmi au o
rata de convergenta liniara. Referitor la timpul de calcul CPU, pentru toate valorile lui &g,
algoritmul MINFI este cel mai bun in comparatie cu pasul descendent. Pentru a obtine o solutie, SP
cere mai multe iteratii dacat MINFI. Referitor la numarul de evaluari ale functiilor de minimizat si

a gradientului acestora, vedem ca MINFI este cel mai bun. Chiar dacd multiplicatorul Lagrange A4
nu este calculat ca solutie a ecuatiei F(4)=0 n intervalul (r,+o), valoarea obtinuta prin schema

adaptiva (22) este acceptabild pentru performantele lui MINFI.

Tabelul 1. Performantele lui MINFI versus SP.
n =1000. maxiter =50000.

MINFI SP

£ #iter #fg cpu #iter #fg cpu
10~ 344752 442259 64.09 932234 1121312 202.79
105 469737 584687 84.65 1237036 1511493 254.70
108 598286 775514 222.95 1377944 1772669 398.86

Figurile 1(a) si 1(b) prezinta profilul de performantd Dolan si Moré [22] asociat acestor
algoritmi, pentru n=1000 si respectiv pentru n =10000, referitor la timpul de calcul CPU, unde

&g = 10 si numdrul de iteratii este limitat la 50000.

— ; 1F
MINFI - MINFI
0951 n=1000 osr n=10000 -|
ool MINFI SP = 08
i #iter 42 14 4 07k ey
085 #fg 41 14 5 e
cpu 26 4 30 ol DT CREHEEERAST ] et

08

075F [ | MINFI SP =
Steepest-Descent (SP) 04 diter 40 16 2
07k 0al #fg 57 0 1
i X cpu 55 2 1
0B5L  eeeen ozl &
osp 01} ) )
. CPU time metric, 60 problems ) CPU time metric, 58 problems
0551 s . \ ‘ . 0 \ ‘ ‘ . , )
2 4 6 10 12 14 16 4 6 8 10 12 14 16
1 T
(@) (b)

05

Figura 1. MINFI versus SP. (a) n =1000. (b) n =10000.

Din Figura 1(a), cdnd comparam MINFI versus SP, referitor la numarul de iteratii, vedem ca
MINFI a fost mai bun in 42 probleme (adici a realizat numarul minim de iteratii in rezolvarea a 42
de probleme), in timp ce SP a fost mai bun in 14 probleme. Ambii algoritmi au obtinut acelasi
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numar de iteratii in rezolvarea numai a 4 probleme, etc. Din 80 de probleme considerate in acest
studiu numeric, numai pentru 60 dintre ele criteriul (37) a fost satisfacut.

Din profilele de performanta aratate in Figurile 1(a) si 1(b) vedem ca MINFTI este 1n top fata
de SP, si diferentele sunt semnificative. Deoarece ambele programe, care implementeaza acesti
algoritmi, utilizeaza aceleasi conditii Wolfe pentru determinarea lungimii pasului si acelasi criteriu
de oprire a iteratiilor, vedem ca acestea difera numai in procedura de calcul a directiei de deplasare.
Procentul de probleme pentru care un algoritm este mai rapid este dat in partea din stanga a figurii.
Partea din dreapta dé procentul de probleme care au fost rezolvate cu succes de acesti algoritmi. Cu
alte cuvinte, partea din stinga figurii arata eficienta unui algoritm, partea din dreapta arata robuste-
tea lui.

Tn al doilea set de experimente numerice comparam MINFI versus algoritmul lui Barzilai si
Borwein (BB) [12]. In BB aproximarea solutiei problemei (1) este calculata ca:

T
S
X1 = Xi - IS < Ok (38)
il
Tabelul 2 prezinta performantele acestor algoritmi pentru h=1000 si diferite valori ale lui
&g~ Numarul maxim de iteratii este limitat la 50000.

Tabelul 2. Performantele lui MINFI versus BB.
n =1000. maxiter =50000.

MINFI BB
£ #iter #fg cpu #iter #fg cpu
107 344752 442259 64.09 278811 278886 53.94
1078 469737 584687 84.65 376163 376237 105.52
1076 598286 775514 222.95 392792 292865 107.53

Figura 2 prezinta profilul de performantd Dolan si Mor¢ al acestor algoritmi referitor la
timpul de calcul CPU, unde numairul de variabile este 10000, &g =10"* si numarul maxim de

iteratii este limitat la 100000.

1 T T T T T T T

095} P T
e e e e e e e e e i -
.
p————
09t BB_- MINFI .
n=10000
0851 B
o osl MINFI BB = i
#Hiter 35 11 2
0.75 #ig 25 23 0 |
cpu 19 19 10
0.7 B
0.65 b
CPU time metric, 48 problems
2 4 6 8 10 12 14 16

T

Figura 2. MINFI versus BB. n =10000.

Romanian Journal of Information Technology and Automatic Control http://www.rria.ici.ro



24 Revista Romana de Informatica si Automatica, Vol. 28, Nr. 4, 13-36, 2018

Din Tabelul 2 vedem ca BB este usor mai rapid, necesitdnd mai putine iteratii $i un numar
mai mic de evaluari ale gradientului. Referitor la timpul de calcul CPU, Figura 2 aratd cd ambii
algoritmi au aceeasi eficientd si aceeasi robustete, BB fiind usor mai rapid. MINFI consuma mult

timp pentru calculul lungimii pasului ¢, utilizand conditiile Wolfe (6) si (7).

Pe de alta parte, BB fiind un algoritm de pas descendent in doua puncte este foarte rapid,
necesitand numai doud produse scalare pe iteratie.

Tn al treilea set de experimente numerice comparam MINFI versus algoritmul lui Cauchy cu
scalarea Oren si Luenberger [42], unde de data aceasta numirul de variabile este limitat la 100. in
algoritmul Iui Cauchy cu scalarea Oren si Luenberger in formda complementard (COL), iteratiile
sunt calculate ca:

.
X1 = X — ﬁgkv (39)
k

unde ¢, este determinat de conditiile Wolfe (6) si (7). Prima iteratie a acestui algoritm este data de
pasul descendent [48, 42].

Tabelul 3 prezinta performantele acestor algoritmi pentru diferite valori ale lui £,, numarul

g b
maxim de iteratii fiind limitat la 50000.
Tabelul 3. Performantele lui MINFI versus COL.
n=100. maxiter = 50000.
MINFI COL
£ #iter #fg cpu #iter #fg cpu
1074 201082 232453 4.20 613693 686025 49.97
1075 230186 270297 4.77 805629 882241 55.43
1078 317733 408344 6.76 909057 1000294 79.32

Observam diferentele dintre acesti algoritmi. In algoritmul COL, la iteratia k toate compo-
nentele cu semn schimbat ale gradientului sunt scalate cu acelasi factor Y, s, /||yk||2, care este

pozitiv daca se utilizeaza conditiile Wolfe de cautare liniara.

in MINFI, componentele cu semn schimbat ale gradientului sunt scalate ca in (15) cu diferiti
factori pozitivi. Aceasta este mai avantajoasa in ceea ce priveste accelerarea componentelor
gradientului la zero, adica accelerarea convergentei.

Tn al patrulea set de experimente numerice algoritmul MINFI este comparat cu algoritmul
BFGS clasic, in care inversa Hessianului este calculata ca in (5) si lungimea pasului de deplasare
este determinati de conditiile Wolfe inexacte (6) si (7).

Figura 3 prezinta profilele de performantd ale acestor algoritmi referitor la timpul de calcul,
unde n=100 si &, =10"". (in aceste experimente am considerat probleme cu un numir mic de
variabile pentru a avea un timp de calcul rezonabil pentru algoritmul BFGS.)

Observam ca MINFI este mult mai eficient $i mult mai robust decat BFGS.
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Figura 3. MINFI versus BFGS. n=100.

6. Aplicatii

In aceastd sectiune vom utiliza cateva aplicatii ingineresti din colectia MINPACK-2, care
contine aplicatii din diverse domenii de activitate (electricitate, dimanica fluidelor, elasticitate,
combustie, lubrificatie, teste nedistructive, cinetica chimica, etc.) (vezi Averick Carter, Moré, Xue
[8]). Vom compara algoritmul MINFTI versus algoritmul Cauchy cu scalarea Oren si Luenberger —
COL. In experimentele noastre am considerat cinci aplicatii din MINPACK-2, care sunt sumarizate
in Tabelul 4. O descriere completa a acestor aplicatii este datd in [8].

Tabelul 4. Aplicatiile de optimizare din MINPACK-2
considerate Tn acest studiu numeric.

Nr. Numele aplicatiei Parametrii
1 | Torsiunea elasto-plastica a unei bare c=5
2 | Distributia presiunii intr-un lagar de alunecare (cuzinet) ecc=0.1, b=10
3 | Proiectarea optima a unei bare cu rigiditate torsionala A =0.008
maxima
4 | Combustia stationara a unui material solid A=5
5 | Suprafete minimale cu conditii Enneper pe frontiera -

Ultima coloana a Tabelului 4 contine valorile parametrilor asociati acestor aplicatii utilizati
in testele numerice. In cele ce urmeaza vom prezenta aceste aplicatii, dupa care vom arata perfor-
mantele algoritmului MINFI in comparatie cu algoritmul COL in ceea ce priveste rezolvarea lor.

Aplicatia A1. Torsiunea elasto-plasticd a unei bare

Problema constd in determinarea campului de eforturi intr-o bara cilindricd infinit lunga.
Versiunea infinit dimensionala a acestei probleme este urmatoarea.

min{g(v):v e K},

unde q: K — R este functia patratica:

q(v) :% [Ivveo dx—c[v(x)dx
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pentru o constantd oarecare C si D este un domeniu marginit cu frontiera neteda. Multimea con-
vexa K este definita ca:

K = {v e HY(D):|v(x)| < dist(x,éD), x € D},

unde dist(.,0D) este distanta la frontiera lui D, si H(l)(D) este spatiul Hilbert al tuturor functiilor

cu suport compact in D astfel incat v si ||VV||2 apartin lui L?(D). Aceastd formulare, precum si

interpretarea fizica a acestei probleme este prezentatd de Glowinski [28, pp.41-55]. Aproximarea
prin elemente finite a problemei se obtine prin discretizarea lui D si inlocuirea problemei de

minimizare a lui g pe Hj(D) prin minimizarea lui  pe multimea functiilor liniare pe portiuni

care satisfac restrictiile specificate de K, asa cum este descris de Averick, Carter si Moré [9,
pp.21-23]. Mai exact aproximarea prin elemente finite este definita de functia patratica q n forma

generala:
q(v) = % ! w, (x)[Vv(x)[ dx — i w, (X)V(x)dx,,

unde w, : D — R si W : D — R sunt functii definite pe dreptunghiul D. In problema torsiunii
w, =1si w =c.

Aceasta problema se rezolva prin discretizarea lui D prin alegerea unei latice de
n,xn, puncte din interiorul lui D. Fie D=(&,,& ,)*x(&,,,&,,) din R® . Nodurile

Z;; € R? pentru discretizarea dreptunghiului se obtin prin alegerea pasilor de discretizare h, si

hy si definirea punctelor retelei ca:

2, =(&, +ih, &, +ih,), 0<i<n +1, 0<j<n, +1

astfel incat z, ., .1 = (&4, &,,) - Discretizarea constd din triunghiurile elementare T, cu varfu-
rile Tn nodurile Z;;, 1
nodurile Zi
minimizarea lui ¢ peste spaiul functiilor liniare pe porfiuni vV care iau valorile v; ; in punctele

Z; ;. Aproximarea integralei

i1 $1Z; 1, precum si din triunghiurile elementare T, cu varfurile n

Zigj SU Zj - Cu acestea, o aproximare a problemei torsiunii se obfine prin

2
jwq (x)||Vv(x)|| dx
D
peste elementul T, este functia patratica qi’Lj (v), unde

2 2
Vi+l,j _Vi,j (Vi,j+1 _Vi,j\
qil,_'(V):,Ui,' [ J + :
j 0] G \ n, )
h.h
Xy

Hij = 6 {Wq(zi,j)+Wq(zi+l,j)+wq(zi,j+1)}'

X

Tn mod similar, aproximarea peste elementul T, este functia patratica qilfj (Vv), unde

2 2
Vi _Vi,jj +(Vi,j—1 =V, j\

Qil,Jj(V):ﬂi,j( h L hy J )
h h

ﬂi,j = X6 . {Wq (Zi,j)+Wq (Zi—l,j)+Wq (Zi,j—l)}'

http://www.rria.ici.ro Revista Romana de Informatica si Automatica

X



http://www.rria.ici.ro/

Romanian Journal of Information Technology and Automatic Control, VVol. 28, No. 4, 13-36, 2018 27
Deci, aproximarea prin elemente finite a problemei conduce la urmatoarea problema de

programare patratica:

min{q(v):v € Q},

unde g este functia patratica

a0 =5 (a5 ()+0%, ) -y Do (2,,)v,.

In aceastd formulare qi’Lj este definitd numai pentru 0<i<n_ si 0< j<n , in timp ce

y 1
qiL,Ji este definita pentru 1<i<n +1si 1< j<n +1 De asemenea pentru aceasti problema

W, =1 si w,=Cc , idar domeniul de admisibilitate este multimea € , unde

Q= {v e R™:

Vi,j‘ < di,j}’ unde d, ; este valoarea lui dist(.,@D) innodul z; ;.

Tn experimentele noastre am considerat D = (0,1) x (0,1) si ¢ =5. Rezultate numerice privind

aceasta problema sunt prezentate de exemplu in Elliot si Ockendon [23], O’Leary si Yang [41] si
Moré si Toraldo [38]. Pentru nX =200, ny =200 solutia problemei este ilustrata in Figura 4.

0o

Figura 4. Solutia aplicatiei A1. nX =200, ny =200

Aplicatia A2. Distributia presiunii intr-un lagdar de alunecare (cuzinet)
Problema consta in determinarea distributiei presiunii intr-un film subtire de lubrifiant intre
doi cilindri circulari. Versiunea infinit-dimensionala a problemei este:

min{q(v) : ve K},

q(v) = %!Wq (x) ||Vv(x)||2 dx — £ W, (X)V(x)dx

Cu

w,(z,,2,) =(1+ecosz,)’, w(z,2,)=¢&sinz,,

pentru o anumitd constantd & €(0,1) si D =(0,27)x(0,2b) unde b >0 este o constanta.

Multimea convexa K este K = {V € Hy(D):veD,v> 0} . Aproximarea prin elemente finite a

acestei probleme se obtine exact ca In problema de mai sus, unde de data aceasta
w, (&, 6,) =1+ gcosé)® si w, (&, &,) = esin&,. Domeniul de admisibilitate este multimea

Q= {v e R"™ v, . > O}.

L] —
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Tn experimentele noastre am considerat D = (0,27) x (0,2b), b=10 si £ =0.1. Rezultate
numerice privind aceastd problema se gasesc in Lin si Cryer [36], Cimatti si Menchi [18] si Moré si
Toraldo [38]. Figura 5 ilustreaza solutia problemei pentru nx = 200, ny = 200 .

00

Figura 5. Solutia aplicatiei A2. nX =200, ny =200

Aplicatia A3. Proiectarea optimd a unei bare cu rigiditate torsionald maxima

Problema consta in a determina in mod optim plasarea a doud materiale elastice in sectiunea
transversald a unei bare cu rigiditate torsionalda maxima. Formularea problemei se giseste in
Goodman, Kohn si Reyna [30] si Averick, Carter si Moré [9].

Fie D — R? un domeniu marginit si W< |D|, unde |D| reprezintd aria lui D. Problema se

formuleaza sub forma:
min{F (v,Q) : ve Hg(D), | =w},

unde
F(v,Q) = [ {% u() V)| +v(x)}dx,

si
4(X) =gy pentru X e Q, si u(X) = w, pentru X ¢ Q.

Inversele constantelor £ si g, sunt modulele de elasticitate in bard. Se presupune ca

My < . Goodman, Kohn si Reyna [30] dau detalii asupra acestei probleme si o formuleaza in
termenii proiectarii optime a unei familii de probleme de optimizare de forma:

min{ f,(v):ve Hg(D)},
unde f,:H;(D) — R este functionala
f,(v) = j {% (Jvve)) +v(x)}dx

si 7, :R— R este o functie patratici pe portiuni. In aceasti formulare 4 este multiplicatorul

Lagrange asociat problemei, iar functia patratica pe portiuni i/, este de forma:
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1

Eyztz, 0<t<t,
1
v, ()= ﬂZtl(t_Etl)’ L <ts<t,
1 . . 1
Eﬂl(t —t) + (1, _Etl)’ <t

cu punctele de discontinuitate t, si t, definite de:

1/2 1/2
t = (2/1ﬂ] sit,= (2/1&j .
Hs H

Definitia punctelor de discontinuitate implicd z4t, = 4t , care asigurd diferentiabilitatea
continud a lui . Problema considerata in Averick, Carter si Moré [9] este aceea de minimizare a
lui f, pentru o valoare fixata a lui A. In aceste experimente numerice se considera o =1si
1, =2, astfel incat t” = A si t7 = 2. Intr-o maniera canonici se poate obtine o aproximare prin
elemente finite in sensul minimizarii lui f, peste spatiul functiilor liniare pe portiuni vV cu valorile

v; n z;,

Valorile v; ; sunt obtinute ca solufie a urmatoarei probleme de minimizare:

unde z; € R? sunt nodurile unei discretizari ale lui D cu pasii de discretizare h, si h,.

min{Z( f.h(v)+ £ (v)+vi1j):v € R“},
unde functiile f; si f,7 sunt definite ca:

X

2 : Wz(d;j (V))'

h.h,
500 =" vl m) f5m)=

Tn care
2 2 1/2
Vig i =V (vi.+ —vi.\
di; (v) = [ an j + = |

X y

In aceasta formulare fi’Lj este definita numai pentru 0<i<n,si 0< j<n, , n timp ce
fi% este definitd pentru 1< i<n, +1si1< j<n +1 Figura 6 prezinta solutia aplicatiei pentru
discretizarea nx =200, ny =200, cu g =1si @, =2

-0.01
ome -

o034
gt
o547 i

006 .
200

0 o

Figura 6. Solutia aplicatiei A3. nX = 200, ny = 200
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Aplicatia A4. Combustia stationard a unui material solid
Studiul regimului stationar al combustiei solidelor se poate exprima ca urmatoarea problema
de optimizare infinit dimensionala.

min{fl(v):VE Hé(D)},

unde f,:H;(D)— R este functionala

f,(v)= j {%”Vv(x)”z —)Lexp[v(x)]}dx,

si 4 >0 un parametru cunoscut. Aceasta problema este formularea variationala a urmatoarei pro-
bleme cu valori la limita (problema variationala Bratu):

—Av(x) = Aexp[v(x)], xeD, v(x)=0 pentru xedD
unde A este operatorul Laplacian. Aris [7], si Bebernes si Eberly [13] discuta aceasta problema in
contextul combustiei solidelor. O proprietate interesanta a acestei probleme este ca f, este nemar-
ginita inferior pentru orice A > 0. Exista totusi o valoare A, >0, astfel incat pentru A €[0, A, ]
functia f, are un minim unic, dar nu are nici un minim pentru A > A, . Dacd D este patratul
unitar, atunci A-, =6.81, cunoscut ca parametrul Frank-Kamenetskii.

Problema este rezolvata utilizind aproximarea prin elemente finite, prin minimizarea lui f

peste spatiul functiilor liniare pe portiuni V cu valorile v; in z;, unde z; € R? sunt nodurile unei

ij
discretizari ale lui D cu pasii h, si respectiv hy. Valorile V;; sunt obtinute ca solutii ale urma-
toare probleme de minimizare:

min{Z( fr)+ £ ()):ve R”},

unde

L hxhy Vi+1,j_vij i Vi,j+1_vij 2 L
WO T ) U ) e

X y

2
,UijL = 3 {eXp(Vij )+exp(Vi, ;) + eXp(Vi,j+1)} ,

hho l(vi. —v. ¥ (v...—v. Y
T

4 h h

X y

2
= 3 {exp(v;) +exp(vi_y ;) +exp(v;; )}

In aceasta formulare fijL este definit numai cand 0<i<n, si 0<j<n,, in timp ce fijU

este definitcand 1<i<n, +1si 1< j<n +1.

Figura 7 aratd solutia problemei combustiei solidelor (problema variationala Bratu) pentru

A=5, nx=200 si ny =200.
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DU

Figura 7. Solutia aplicatiei A4. nX = 200, ny = 200

Aplicatia AS. Suprafete minimale
Determinarea suprafetei cu arie minima cand conditiile pe frontiera unui domeniu convex D
sunt cunoscute este o problema infinit dimensionald de forma:

min {f(v):ve K},

unde f:K — R este functionala
12
f ) = [(2+[vvOal ) ox
D

si multimea K este definita prin:

K :{VE H*(D) :v(x) = Vg (X), XEaD}

pentru o anumita functie V, : 0D — R. Functia V, defineste in mod unic solutia problemei supra-

fetei minimale [40]. O descriere a acestei probleme se gaseste de asemenea in [15, pagina 128].

O suprafatd minima interesantd a fost descoperitd de Enneper prin definirea lui V, pe
domeniul D =(-1/2,1/2)x(-1/2,1/2) cu v,(&,&,)=u’~V?, unde U si V sunt solutiile

unice ale ecuatiilor
E=u+w’—-u’/3, & =-v-uv+V'/3.

O aproximatie prin elemente finite a acestei probleme se obtine prin minimizarea lui f pe

spatiul functiilor liniare pe portiuni V cu valorile v, ; in z; ;, unde 7, ; € R? sunt nodurile unei

ij
triangulatii a lui D cu pasii de discretizare h, si hy. Valorile v; ; sunt obtinute prin rezolvarea

urmatoarei probleme de minimizare:
min {Z( f5W+f5V):ve R”}

unde functiile f,'; si f sunt definite ca:

12

2
fiL' (V) _ hxhy 1+ Vi+l,j _Vi,j n Vi,j+1 _Vi,j ,
B 2 h h

X y
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U h.h Vi —Vij i Viija—Vij
fov)=—"214 —— | 4| K
X 2 h h

X y

2 1/2

In aceasta formulare, fi"‘j este definitd numai pentru 0<i<n, si 0<j<n , in timp ce

u
fi
in aceste conditii pe frontiera este ilustrata in Figura 8.

este definitd pentru 1<i<n +1 i 1< j<n +1. O reprezentare a suprafetei cu arie minima

S 150
e o 100

Figura 8. Solutia aplicatiei AS. nX = 200, ny = 200

Tabelele 5 si 6 contin performantele algoritmilor MINFI si COL pentru rezolvarea acestor
aplicafii, unde numdrul de variabile este n=10000 si respectiv Nn=40000, iar &, =10~ in

criteriul de oprire a iteratiilor. in ambii algoritmi, lungimea pasului a fost calculata utilizind con-
ditiile de cautare liniard Wolfe date de (6) si (7). In aceste tabele #iter este numarul de iteratii, iar
cpu este timpul de calcul este exprimat Th secunde.

Tabelul 5. Performantele lui MINFI si COL pentru rezolvarea a 5 aplicaii MINPACK-2. n =10000

http://www.rria.ici.ro

MINFI COL
Nr. #iter cpu #iter cpu
1 1587 3.27 1922 3.55
2 11309 26.32 14685 30.69
3 9927 33.81 16130 51.47
4 7342 55.50 7390 54.23
5 3044 8.18 5096 12.66
Total 33209 127.08 45223 152.60

Tabelul 6. Performantele lui MINFI si COL pentru rezolvarea a 5 aplicatii MINPACK-2. n =40000

MINFI COL
Nr. #iter cpu #iter cpu
1 4925 40.32 4420 32.45

2 33950 307.63 48091 393.67
3 19731 266.48 28878 366.20
4 11882 357.76 14463 423.56
5 9193 97.93 16495 162.30
Total 79681 1070.12 | 112347 | 1378.18

Revista Romana de Informatica si Automatica

Referitor la numarul de iteratii cat si la timpul de calcul, din aceste tabele vedem ca MINFI
este cel mai bun fatd de COL.
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Discutie. Toate rezultatele numerice obtinute pana acum utilizeaza o valoare a multiplica-
torului Lagrange A din intervalul (r,+o) determinata prin procedura adaptiva (22), luand in con-
siderare conditia de conjugare (20). Chiar daca aceasta abordare bazata pe conditia de conjugare
este cumva stranie, totusi experimentele numerice aratd cd aceasta este beneficd in cadrul algo-
ritmului MINFI. Totusi, valoarea multiplicatorului Lagrange nu este sub nicio forma o solutie a
ecuatieci F(4)=0, unde F(A1) este dat de (16), asa cum ar trebui sa fie conform teoriei optimizarii

cu restrictii [4]. Procedura adaptiva (22) furnizeaza numai o valoare a lui A din intervalul (r,+o).

Pentru a vedea comportarea algoritmului MINFI, in cele ce urmeaza vom considera o pro-
cedurd bazatd pe cautarea unei solutii a ecuatieci F(A4)=0 Tn intervalul (r,+), utilizind de

exemplu metoda Newton-Raphson. Tn acest caz metoda Newton-Raphson calculeaza aproximatii
ale multiplicatorului Lagrange prin formula iterativa:

F(4;
PR

| - . =01, 40
]+ J Fr(//ij) J ( )

Cu A, =r+6 pana cand |F(/1j ,1)| <1072 Tabelul 7 prezinti performantele algoritmului MINFI cu

metoda Newton-Raphson pentru rezolvarea aplicatiilor din colectia MINPACK-2 consideratd in
studiul numeric de mai sus cu n =10000 si respectiv n =40000.

Tabelul 7. Performantele lui MINFI cu Newton Raphson pentru
rezolvarea a 5 aplicatii MINPACK-2 .

MINFI MINFI
n =10000 n = 40000
Nr. #iter cpu #iter cpu

1 1739 6.20 4977 70.80

2 11611 34.61 34418 399.93

3 8940 36.92 19207 312.46

4 6608 53.60 14705 474.00

5 3105 10.34 8698 115.17
Total | 32003 141.67 82005 1372.36

Din Tabelele 5, 6 si 7 vedem ca utilizarea algoritmului Newton-Raphson initializat in
Ay =r+0 (6=1) nu reprezinta o imbunatatire a lui MINFI. Referitor la timpul de calcul vedem ca

MINFI cu Newton-Raphson pentru calculul multiplicatorului Lagrange necesita 141.67 secunde
pentru aplicatiile din MINPACK-2 cu 10000 variabile, si 1372.36 secunde pentru aplicatiile cu
40000 variabile. Pe de altd parte, MINFI cu procedura adaptivd (22) bazatd pe conditia de
conjugare (20) necesitd numai 127.08 secunde pentru aplicatiile cu 10000 variabile si respective
1070.12 secunde pentru cele cu 40000 variabile. Ca o concluzie, procedura adaptiva (22) bazata pe
conditia de conjugare (20) reprezintd o foarte bund procedurd de estimare a multiplicatorului
Lagrange din algoritmul de minimizare bazat pe aproximarea diagonald a Hessianului cu mini-
mizarea functiei masurd a lui Byrd si Nocedal.

5. Concluzii

Noutatea metodei prezentata in acest articol constd in faptul cd elementele diagonale ale
matricei diagonale care inmulteste gradientul cu semn schimbat sunt determinate prin minimizarea
functiei masura a lui Byrd si Nocedal referitor la ecuatia secantei slaba a lui Dennis si Wolkowicz.
Algoritmul este simplu. Totusi, complicatiile apar cand trebuie determinata o valoare a multipli-
catorului Lagrange corespunzator problemei de minimizare a functiei masura referitor la ecuatia
secantei slaba. Pentru a evita aceste complicatii (date de complexitatea functiei F(A1)) am introdus

si utilizat conditia de conjugare proprie algoritmilor de gradient conjugat, precum si o schema ite-
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rativa bazata pe polul maxim al functiei F(4). Convergenta algoritmului este bazata pe operatorii

trace si determinant a matricei de iteratie, care este numai liniard. Experimentele computationale
aratd ca acest mod de abordare care implica functia masura Byrd-Nocedal este superior algorit-
mului pasului descendent, algoritmului Cauchy cu scalarea Oren si Luenberger, precum si algorit-
mului BFGS pentru clase mari de probleme de optimizare fara restrictii cu diverse structuri si
complexitati, incluzand aplicatii complexe din colectia MINPACK-2. Performantele algoritmului
sunt comparabile cu cele ale algoritmului lui Barzilai si Borwein. Ceea ce releva aceasta abordare,
bazatd pe aproximarea diagonala a matricei Hessian a functiei de minimizat, in care elementele
diagonale se determina prin minimizarea functiei masura a lui Byrd si Nocedal referitor la ecuatia
secantei slaba Dennis-Wolkowicz, este faptul ca algoritmii quasi-Newton nu sunt foarte tare
dependenti de aproximarea Hessianului functiei de minimizat. Observam cd o matrice diagonala
(cea mai simpld matrice) poate inlocui cu succes aproximarea nxn— dimensionald a Hessianului
asa cum este de exemplu utilizatd in metoda BFGS. Evident, pretul pe care trebuie sa-1 platim este
convergenta liniara. Ca o observatie finala, mentionam ca functia masurd Byrd-Nocedal nu este
numai un ingredient teoretic foarte important in analiza metodelor quasi-Newton, dar, dupa cum
am aratat, aceasta poate conduce la proiectarea de algoritmi eficienti si robusti de optimizare fara
restrictii (vezi [6]).
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