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Abstract

In this work, we aim to study and analyze, in a qualitative way
with aid of Mathematica software, the behavior of a mathematical
model, composed by a system of Ordinary Differential Equations
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condition for the occurrence of a Hopf bifurcation. The Lyapunov
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zing a Hopf bifurcation in the system.
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1 Introducao

E sabido, da biologia, que as células podem sofrer um tipo de mutagio, ou seja, uma alteragio
em seus genes, criando um aglomerado de células, denominado tumor. Este tumor, a partir da
metastase, que € a formacdo de um novo tumor baseado em outro, mistura-se com as células
normais, e isto € chamado de cancer. Disto, ocorre o desenvolvimento dessas células, dado
pela interacdo e competi¢do entre as células normais, tumorais e do sistema imunoldgico (efeito
imune) por espago, recursos e nutrientes.

A modelagem matematica € responsdvel por tentar representar, reescrever e entender o com-
portamento entre essas populacdes de células, em linguagem matematica. Portanto, o modelo é
baseado em sistemas dinamicos do tipo Lotka-Volterra, ou seja, sistemas de Equacdes Diferenci-
ais Ordindrias que descrevem o comportamento decorrente da interagc@o entre presas e predadores.

Neste trabalho, abordaremos um modelo matematico de dindmica tumoral, encontrado em
de Pillis e Radunskaya (2003), além de elucidarmos alguns resultados encontrados em Silva
(2014). O estudo seri feito, inicialmente, pela variacao de um parametro e dado pelo cdlculo de
autovalores do sistema linearizado, e com o ponto de equilibrio obtido, encontrarmos, junto ao
critério de Routh-Hurwitz, diversas informacdes qualitativas da estabilidade do modelo. Estamos
interessados, também, em encontrar valores para que ocorra uma bifurcacao Hopf, caracterizada
por um par de autovalores puramente imagindrios e a existéncia de uma Orbita periddica isolada,
chamado ciclo-limite. Em seguida, sentimos a necessidade da confirmacdo da existéncia de uma
orbita periddica, que serd dada pelo célculo do Primeiro Coeficiente de Lyapunov.

2 Estudo da influéncia do parametro p;

Seja o sistema
x=p1x(l —x) — o3xz

. P2yZ
y 142 23y2 — 82y (1)

z=2z(1—2z)—xz— a3z

Sendo x,y e z as células normais, de efeito imune e tumorais, respectivamente. O sistema tem
0s seguintes parametros reais e positivos:

e pi: taxa de crescimento da populacao de células x, normais;

e p;: taxa de crescimento das células y, imunoldgicas;

e (13: taxa com que as células tumorais eliminam as hospedeiras normais;

e (p3: taxa com que células tumorais eliminam células do efeito imune;

e (3>: taxa com que as cé€lulas de efeito imune eliminam as células tumorais;

e &: taxa com que as células de efeito imune morrem naturalmente na auséncia de outras
populagdes.
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Agora, estudaremos o sistema (1) deixando livre o parametro p; e fixando os outros parametros
nos valores a seguir, obtidos de forma experimental e constam em de Pillis e Radunskaya (2003).
Além disso, a observabilidade de qual parametro deixar livre pode ser encontrada em Letellier
(2013). Sejam

o O3=1.5;
o pr=4.5;
e 03 =0.2;
e 5 =0.5;
o 03 =2.5.

Teremos
x=p1x(1—x)—1.5xz

__4.5yz
Y= 1+z

—0.2yz—0.5y (2)

z=12(1—z) —xz—2.5yz

Igualando esse sistema a zero, obteremos os seguintes pontos de equilibrio:

Ey = (0,0,0)
E; =(0,0,1)
E, = (17070)

E53 =(0,0.346999,0.132503)
B, — (—O. 198755+ p; 0.0795018 —0.0530012p;
! pP1 ’ P1
Es = (0,—7.147,18.8675)
(—28.3013 +p1 11.3205—7.547p,
E¢ = ;
P1 p1

Como buscamos analisar o efeito que a variagdo do parametro p; causa no sistema, desconsi-
deraremos os pontos que nao possuem influéncia de p;. Além disso, como trata-se de um modelo
bioldgico, em que suas varidveis representam populacoes de células, pontos que estejam fora do
octante positivo sdo inadmissiveis. Assim, os pontos Ey, E1, E;, E3 e E5 serao descartados neste
estudo, restando-nos observar os pontos Ey4 e Eg.

E4 : Como p; é também positivo, basta analisarmos o numerador das fracdes. Para a coorde-
nada x temos

,0.132503)

,18.8675) :

—0.198755+p; >0 = p; > 0.198755

Para y
0.0795018 —0.0530012p; > 0=p; < 1.5

A coordenada z ndo € interferida pelo parametro, assim, temos que para a existéncia e admissao
deste ponto, p; encontra-se no intervalo I = (0.198755,1.5).
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E¢: Aqui, basta, também, olharmos apenas para os numeradores das fracdes.
Para x,
—28.3013+p; > 0= p; > 28.3013

Para y,
11.3205 -7.547p1 >0=p; < 1.5

Temos que p; € maior que 28.3013 e menor que 1.5, que € uma contradicdo, logo ndao ha
intervalo para que este ponto seja admissivel. Entdo, o tnico ponto possivel para continuarmos a
analise € o Ej4.

Agora, aplicaremos o ponto E4 na matriz Jacobiana do sistema (2), a seguir:

p1(l—x)—px—1.5z 0 —1.5x
4.5z 4.5y 4.5yz
= —— —0.2z-0. — —-0.2
JE, 0 1z 0.2z—-0.5 1z (1+22 0.2y
-2 —0.5z 1—-2z—x—2.5y

(xayvz) :E4

Para encontrar o polindmio caracteristico desse sistema no ponto E4, basta calcular
det(JE4 —AL).

Como o célculo das raizes seria um pouco complicado, iremos utilizar o critério de estabilidade
de Routh — Hurwitz, no qual analisaremos os coeficientes do polindmio caracteristico, com a
intencao de encontrar um valor critico de p; para que ocorra uma bifurcacao Hopf.

Antes de verificarmos a estabilidade do ponto, apresentaremos uma definicdo, dois lemas e
um teorema que irdo auxiliar-nos no estudo dos coeficientes do polindmio caracteristico. Podem
ser encontrados em Galindo (2012).

Definiciio 1 Seja p(x) = a,x" +a, 1x* ' +--- +ayx+ag um polinémio de grau n com coefici-
entes reais. Dizemos que p é estdvel se todas as raizes de p tém parte real negativa.

Lema 2 Se o polinémio p(x) = a,x" +ay_ 1 XV 4+ ajx+ag com coeficientes reais € estdvel,
entdo todos os seus coeficientes sdo positivos.

Lema 3 Seja p(x) = x> 4+ ax?> + bx +c, em que, a,b,c € R. Denotemos por 0y, 0y e 03 as raizes
de p(x). Entdo,
ab—c=—(oqg+)(a;+o3)(0p+ a3)

Teorema 4 Considere p(x) = X 4ax:+bx+c, com coeficientes reais, entdao
a) (Critério de Routh-Hurwitz) p é estdvel se, e 56 se, a,b,c >0eab—c >0 ;
b) Se c <0 eab—c <0, entdo p tem duas raizes com parte real positiva e uma raiz negativa;
c) Sea,b,c >0eab—c=0, entdo p tem duas raizes complexas conjugadas com parte real
nula e uma raiz real negativa.
Demonstragdo.
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a) Do Lema 2 segue que se p € estavel, entdo a, b, c > (. Resta provarmos que ab —c¢ > 0, para
1ss0, temos que considerar dois casos, 0 caso em que todas as raizes sao reais e o caso quando ha
um par de raizes complexas.

a.1) Todas raizes sao reais
Pela Defini¢do 1 e pelo Lema 3, temos que ab —c = — (ot + o) (@) + o3) (0 + a3) > 0, pois
todas essas somas das raizes sdo negativas.

a.2) Um par de raizes complexas conjugadas
Supondo que a; € R e o, o3 s@o raizes complexas conjugadas. Logo, Re(a,) = Re(a3). Assim,
novamente pela Defini¢do 1 e pelo Lema 3, temos que ab — ¢ > 0, pois a parte real das raizes sao
negativas.

ab—c = —2Re(o) (0 +Re(0))? > 0

Agora, supondo que a,b,c > 0 e ab—c > 0, temos que provar que p € estavel.
a.3) Todas as raizes reais
Queremos provar que p € estavel e, assim, que todas as raizes sdo negativas. Das relagdes de

Girard temos que ¢ = —o 003, logo hd apenas duas possibilidades, ou temos duas positivas
e uma negativa ou todas as raizes sdo negativas. Suponha que oq,0p > 0 e o3 < 0, assim,
o +0p>0. Comoa=—(a+a+az)>0,entdo o + o3 <0 e ap + a3 < 0. Assim, pelo

Lema 3, teremos
ab—c=—(op+op)(og+03)(n+0o3) <O,

contrariando a hipétese, logo um absurdo. Portanto, todas as raizes sdo negativas e p € estavel.
a.4) Um par de raizes complexas conjugadas
Suponha que a; € R e o, o3 s@o raizes complexas conjugadas. Isto implica que a; < 0, pois
c = —ai(Re(p)? > 0. Se Re(ap) = 0, teremos

ab—c= —2Re(062)(0£1 + 062)2 =0.
Se Re(az) > 0, teremos
ab—c = —2Re(o) (0 + Re(0))? < 0

0 que contraria a hipdtese, pois ab — ¢ > 0. Logo, Re(0p) = Re(az) < 0. Assim, p € estivel e
todas suas raizes sdo negativas.

b) Provemos que, se ¢ > 0 e ab — ¢ <0, entdo p tem duas raizes com parte real positiva € uma
raiz com parte real negativa.

b.1) Todas as raizes sio reais

Também hé duas possibilidades: ou todas sdo negativas ou duas s@o positivas e uma € nega-
tiva. Vamos assumir que todas sdo negativas, pelo Lema 3

ab—c= —(061 —I—(Xz)(OC] —l—OC3)(OC2—|—OC3) > 0,

contrariando a hip6tose ab — ¢ < 0. Logo, temos duas raizes positivas € uma negativa.

b.2) Um par de raizes complexas conjugadas

Suponha que o € R e o, a3 siio raizes complexas conjugadas. Seja ¢ = —oy (Re(0)?. Se
A <0,¢>0.SeA; =0,c=0 (absurdo). Se A; > 0,c¢ < 0 (absurdo).
Se Re(ap) = 0, pelo Lema 3, temos

ab —c = —2Re(ap)(ay +Re())* =0
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e se Re(ap) < 0, teremos, também pelo Lema 3, que
ab—c = —2Re(o) (0 +Re(0))? > 0

Ambas contradi¢des, pois ab — ¢ < 0, por hipdtese. Assim, temos A; < 0e Re(a) = Re(oz) > 0.

¢) Queremos provar que, se a,b,c > 0 e ab—c =0, entdo p tem duas raizes complexas
conjugadas com parte real nula e uma raiz negativa.

c.1) Todas as raizes sao reais

Duas possiblidades aqui, ou todas sdo negativas ou duas sao positivas € uma negativa. Supo-
nha que 11,4, > 0e A3 <0, segue do Lema 3 e da hipétese ab — ¢ =0

ab—c=—(oqg+m)(og+o)(nt+o) =0 (a+a3)(p+0a3) =0

Assumindo que A; + A3 =0, implicaque A3 = —A;. Comoa=—(A;+ A+ 2A3) >0e A  +A3=0,
teremos a = —A, > 0, segue A, < 0, chegando a uma contradi¢do. Se todas sdo negativas, segue
que
ab—c= —(061 + (Xz)(OCl + 063)(062 + 063) >0

0 que contraria a hipotese ab —c = 0.

Portanto, ndo existem apenas raizes reais para p.

¢.2) Um par de raizes complexas conjugadas

De ¢ = —a(Re(0p)? > 0, temos que A; < 0 e A; € R. Se Re(p) > 0, do Lema 3, segue que

ab—c= —2Re(062)(061 —|—Re(0t2))2 < 0.
Se Re(0) < 0, segue, do Lema 3, que
ab—c = —2Re(o) (0 + Re(0))? > 0.

Ambos sdo absurdos, pois contrariam a hipétese de que ab — ¢ = 0, logo Re(0p) = 0. Assim,
temos uma raiz real negativa e um par de raizes puramente imagindrias, ou seja, com parte real
igual a zero. [

Aplicaremos em nosso sistema (2) o teorema acima. Como, pelo Teorema 4, o coeficiente
que acompanha o termo ao cubo € positivo, multiplicaremos o polindmio caracteristico obtido

por (—1), resultando em
p(A) =A% +ar? +bA +c,

sendo
a = —0.0662515 + py,

126637
b= -0.283179+0.132503p; + %,
1
0173182
¢ =0.0986793 —0.0580892p; — %
1

Lembremo-nos que para que o ponto seja admissivel, p; € I = (0.198755,1.5).

Para p(A) ser estdvel e ter suas raizes todas negativas, o item (a) do Teorema 4 deve ser
satisfeito. Exigindo que a,b,c >0eab—c > 0.
Entao

GUSSON, V. H. L.; CARVALHO, T. de. Andlise da influéncia de p: no modelo tumoral e o calculo do primeiro coeficiente de Lyapunov. C.Q.D.— Revista
Eletrénica Paulista de Matematica, Bauru, v. 13, p. 19-30, dez. 2018. Edic&o Iniciacdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol13ic201823169664vhigtc1930 Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

24



e a>0sep; >0.0662515,
e h>0se0<p; <0.637154 ou p; > 1.5,
e c>0sep; <00u0.198754 < p; < 1.5.

Logo, para a,b,c > 0, p; encontra-se no intervalo I} = (0.198754,0.637154).
Para ab — ¢ > 0, temos

o p1 < —0.117454 0u 0 < p; < 0.382459 ou p; > 1.5.

Assim, fazendo a intersecao entre os intervalos / e I, os unicos valores possiveis sdo para
p1 < 0.382459. Assim, para que p(A) seja estdvel, p; deve estar contido no intervalo I, =
(0.198754,0.382459).

Para que p(A) tenha duas raizes com parte real positiva e uma real negativa, deve-se ter
c>0eab—c<0. Para ¢ > 0 ja temos a condi¢do de p; para que isto aconteca, p; < 0 ou
0.198754 < p; < 1.5. Para ab — ¢ < 0, temos que:

o 0.117454 < p; < 0 ou 0.382459 < p; < 1.5.

Entdo, p; € 5 = (0.382459,1.5).
Agora, para p(A) possuir um par de raizes puramente imagindrias, a condi¢ao (c) do Teorema
4 deve ser satisfeita. Para a,b,c > 0, p pertence a I;. Paraab —c =10

e p; =—0.117454 ou p; = 0.382459 ou p; = 1.5.

Dos quais, apenas p; = 0.382459 € valido, por pertencer ao intervalo /;. Portanto, temos que
este valor € critico para a existéncia de um par de raizes puramente imaginarias, indicando uma
possivel bifurcacdo Hopf.

Ressaltamos que as raizes do polindmio p(A) sdo os autovalores do sistema linearizado no
ponto E4. Além disso, um ponto de equilibrio para p; € I, é um ponto estdvel, no qual as
solucdes estdo convergindo para o ponto de equilibrio. Para p; € I3, o ponto tem a variedade
bidimensional instavel (repulsora) e a variedade unidimensional estavel (atratora). E, por ultimo,
para p; = 0.382459, o ponto apresenta um ponto nao-hiperbdlico, que é quando a parte real é
nula.

Para comprovarmos, de fato, a existéncia de um ciclo-limite no sistema, e assegurarmos uma
bifurcacdo Hopf, calcularemos o primeiro coeficiente de Lyapunov.

3 Primeiro coeficiente de Lyapunov

O primeiro coeficiente de Lyapunov € uma das condi¢des necessdrias para a ocorréncia de
bifurcagdes Hopf, como pode ser visto na demonstracio do teorema encontrado em Kuznetsov
(1998). Ele € calculado para sistema com bifurcacdo Hopf de codimensdo um, isto é, sistema
em que ha somente um parametro de controle, como o apresentado neste trabalho. Além disso, a
partir do sinal do coeficiente, € possivel determinar a estabilidade do ciclo-limite relacionado.

A partir da demonstragdo do Teorema de Hopf, é possivel formular um algoritmo para a
obtencdo e célculo do primeiro coeficiente de Lyapunov. Este roteiro pode ser encontrado em
Galindo (2012) e Silva (2014).
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3.1 Roteiro para o calculo do coeficiente de Lyapunov
Considere o sistema n-dimensional (n > 2) com x € R” e u € R, sendo u pardmetro,
x=F(x,u)

1° Passo: Encontre o valor critico L do parametro, para o sistema possuir um equilibrio xo,
tal que o sistema tenha um par de autovalores puramente imagindrios, A; » = £iwg, wo > 0. Para
n = 3, encontramos este valor resolvendo o sistema

F(x,u)=0
detM(x,1) =0
onde M € a seguinte matriz:
az +ai a3 —ap3
M= as azz+ap ap
—asz] azy aszz+an

sendo a jx os elementos da matriz jacobiana Fy(x, (). Assim, temos que A; > de A = Fy(x, Lp) sdo
puramente imaginarios e A3 # 0.
2° Passo: Calcule os autovetores complexos ¢, p € C”, tais que

Aq:iWOC], Asz—iWOPa <p7CI>:17

em que (p,q) Z PiPk-

3° Passo: Encontre s€R"ere(C" tais que
As =B(q,q), (2iwol,—A)r=B(q,q),

em que /, é a matriz identidade de ordem n e B(q,q) é definido por

Bi(q,p) = q;Pk
i 0x;0xy —
parai=1,...,n.
4° Passo: Calcule
1 _ _
ll = Z_WRe‘<paC(q7Q7Q)> - 2<pJB(CI7S)> + <puB(Q7r)>| ) (3)
em que C(q,q,q) é definido como
C 9 Fi(x, o)
Ci( Dit-
q p7 Z] xjaxkax Qkarl
X=X(

Parai=1,...,n
Este /1 é chamado de Primeiro Coeficiente de Lyapunov.

Definicao 5 Se [} < 0, entdo o ciclo-limite é estdvel, caracterizando uma Hopf supercritica. Se
[y > 0, entdo o ciclo-limite é instdvel e caracteriza uma Hopf subcritica.
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4 Calculo do coeficiente de Lyapunov do modelo

Aqui, calcularemos, de fato, o coeficiente de Lyapunov do modelo (n = 3) para o valor critico
do pardmetro p; em que ocorre a bifurcagdo Hopf. Os célculos foram feitos com o auxilio do
software Mathematica.

1° Passo: Seja F, o sistema (2)

x=p1x(1—x)—1.5xz

__4.5yz
Y= 1+z

—0.2yz—0.5y

z=12(1—z) —xz—2.5yz

com equagdes F| = x,F, =y e F3 = 7, com as varidveis x| = x, X =y € x3 = z, respectiva-
mente. Encontremos o valor critico de p; para o sistema possuir um equilibrio Xy, tal que o
sistema possua um par de autovalores puramente imagindrios. Seja a matriz jacobiana calculada
anteriormente. A matriz M 3x3, € construida a partir dos elementos dela. Sendo

4.57 4.5y 4.5yz
1—x)— —1. — —0. - —0.2y 1.
p1(1—x)—p1x 7Z+1+Z 0.5 T2 (+22 0.2y 5x
M = —2.52 p1(1—x)—pix—x—2.5y—3.5z—1 0
4.
z 0 7x72.5y72.2z+j+0.5
1+z

Resolvendo o sistema, para x,y,z € p;, entre as equacdes do modelo igualadas a zero e detM,
também igualado a zero, obtemos diversas solu¢des, que indicam o ponto de bifurcacdo do sis-
tema, porém a dnica que é admissivel é Xop = (p1,x,y,z) = (0.382459,0.480326,0.154868,0.132503).
Agora, seja

—0.183705 0 —0.720489

A= 0 0 0.512397

—0.132503 —0.331258 —0.132503

a matriz Jacobiana aplicada em X, os autovalores sdo: A = (—0.316208,0.314022i, —0.314022i),
com wo = 0.314022.
2° Passo: Seja AT, a matriz transposta de A.

—0.183705 0 —0.132503
AT = 0 0 —0.331258

—0.720489 0.512397 —0.132503

Temos os autovetores complexos
q = (—0.102327 4 0.396429i, —0.835602 + 0.841419i, —0.79764 — 0.792126i),
p=1(0.7191,—-0.51141 —0.299178i,—0.183351 + 0.313417i).

Tal que (p,q) = 1.
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3° Passo: Aqui, queremos os vetores s € R> e r € C>. Para isto, temos que resolver As =
B(q,q) e (2iwol, —A)r = B(q,q), sendo B;(g, p) o somatério apresentado no roteiro do algoritmo.
Inicialmente, calcularemos as derivadas parciais de segunda ordem do sistema aplicadas em Xj.

Utilizaremos as notacdes Akj, Bkj e Ckj, para k, j = 1,2, 3; representando as derivadas par-
ciais de segunda ordem de Fi, F> e F3, respectivamente, e kj indicando a ordem das derivagcdes
sucessivas. Por exemplo, C12 € a derivada parcial de F3 em relacdo a x e depois a y, aplicada em
Xo.

All = —0.76492;

Al2=A21=A22=A23=A32=A33=0;

Al3=—-1.5;

A3l =—-1,5;

B11 =B12=B13=B21 =B22=B31=0;
B23 = 3.3086;

B32 = 3.3086;

B33 = —0.959593;
Cll1 =CIl2=C21=C22=0;

Cl13=—1;
C23 =-2.5;
C31 =—1,;
C32=-2.5;
C33=-2.

Agora, seja g = (—0.102327 — 0.396429i, —0.835602 — 0.841419i,—0.79764 4 0.792126i),
calcularemos os produtos ¢ gy, nota¢do gkj. Por exemplo, g12 € o produto da primeira coorde-
nada de g com a segunda coordenada de g.

ql1 =0.167627,

q12 =0.419067 4-0.245157i;

q13 = —0.232402 + 0.397263i;

q21 =0.419067 — 0.245157;

q22 = 1.40622;

q23 = 1.33305i;

q31 = —0.232402 — 0.397263;

q32 = —1.33305i;

q33 =1.26369.

Para B(q,q), basta fazermos o somatdrio entre as derivadas parciais e os produtos das coor-
denadas dos vetores com a ordenacgdo kj equivalentes. Utilizando, para a primeira coordenada de
B(q,q), as derivadas Akj. Para a segunda, Bk e para a terceira, Ck;.

Isto resultard em B(g,q) = (0.568985,—1.21263, —2.06258).

Para encontrar o vetor s = (s1,57,53), basta resolver o sistema As = B(q,q)

—0.183705s1 — 0.720489s3 = 0.568985
0.512397s3 = —1.21263

—0.132503s1 —0.331258s2 — 0.132503 = —2.06258

que tem s = (6.18441,4.69938, —2.36658) como solugdo.
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Para obtermos o vetor r = (ry,r3,r3), 0 processo é andlogo. Para ele, teremos B(q,q) =
(—1.07472+0.767516i,8.81244 — 1.2738i, —2.43266 — 3.06186i). Resolvendo o sistema (2iwgl, —

A)r:B(qu)

(0.183705 +0.628045i)r; +0.720489r3 = —1.07472 4 0.767516i
0.0628045ir, —0.512397r3 = 8.81244 — 1.2738i

0.132503r; —0.331258r + (0.132503 + 0.628045i)r3 = —2.43266 — 3.06186i

temos r = (—4.2323 +2.6883i,1.29162 — 15.6068i, 1.93083 4 4.06909).

4° Passo: Aqui, para os vetores B(q,s) e B(g,r), o processo segue andlogo ao apresen-
tado acima. Teremos B(q,s) = (7.52022 + 6.88018i, —7.67059 — 20.7035i,5.34265 + 16.3722i)
e B(q,r) = (—5.13933 + 8.94496i,48.0549 + 29.5946i, —25.9921 — 11.0064).

Para o cdlculo de C(q,q,q), dado pelo somatério das derivadas de terceira ordem do sistema
aplicadas em X com o produto das coordenadas dos vetores usados, também adotaremos algumas
notagdes: Alkj, Blkj e Clkj, para l,k,j = 1,2,3; representando as derivadas parciais de terceira
ordem de Fi, F> e F3, respectivamente, e, ainda, /kj indicando a ordem das derivagdes. Por
exemplo, B123 € a derivada parcial de terceira ordem de F3 em relagdo a x, a y e a z, neste ordem,
aplicada em Xj.

Teremos que todas as derivadas de terceira ordem de Fj e F3 sdo nulas.

B111 = B112 = B113 = B121 = B122 = B123 = B131 = B132 = B133 = B211 = B212 =
B213=B221=B222=PB223=B231=B232=B311=B312=B313=B321=B322=B331 =
0;

B233 = B323 = B332—-6.19619;

B333 =2.54196.

Calcularemos, agora, os produtos g;qxq;, de notagdo glkj. Por exemplo, g233 € o produto
entre a segunda coordenada de ¢, a terceira coordenada de ¢ e a terceira coordenada de g. Como
as derivadas terceiras de Fj e F3 sdo todas nulas, quando fizermos o somatdrio entre elas e g jkl,
teremos que a primeira e a terceira coordenada de C(g,q,q) sdo, também, nulas. Fazendo glkj
para as derivadas ndo nulas, temos que

q233 = ¢323 = —1.05594 4 1.0633i;

q332 =1.05594 — 1.0633i;

q333 = —1.00797 — 1.001:.

Fazendo o produto entre glkj e Blkj respectivos, e somando os resultados, obtemos a segunda
coordenada do vetor procurado:

C(q,9,9) = (0,—9.70315 — 82.1693i,0).

Além disso, temos que calcular, também, os produtos internos:

(p,C(q,q9,q9)) = —19.621 +44.9251i,

(p,B(q,s)) = —2.97435 4 16.503i;

(p,B(g,r)) = —11.2021 —29.2079i;

Usando todos os resultados calculados até aqui, basta calcularmos a expressao (3). Logo,

1 . .
L= mRe |—19.621 +44.925i — 2(—2.97435 4+ 16.503i) — 11.2021 — 29.2079|
Iy =—39.6061 4)
O valor [} = —39.6061 € o primeiro coeficiente de Lyapunov para o valor critico de p;.
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Portanto, como /; < 0, temos a confirmagao da bifurcacdo Hopf supercritica no ponto Xy =
(p1,x,v,z) = (0.382459,0.480326,0.154868,0.132503). Isto quer dizer, hd a consolidagdo da
existéncia de um ciclo-limite estdvel junto a mudanga da estabilidade do ponto de equilibrio,
passando de um foco estdvel para um foco instavel, convergindo para a 6rbita periddica. A partir
desses resultados, € possivel a formulacdo de um teorema.

Teorema 6 Seja o sistema (2). Se p; € I, = (0.198754,0.382459), entdo temos que o ponto Ey4
é estdavel. Se py ~ 0.382459, temos que E4 é um ponto espiral fracamente estdvel. Se p; € I3 =
(0.382459,1.5), entdo E4 se torna um ponto instdvel, e surge um ciclo-limite estdvel em torno
de E4. Portanto, ocorre uma bifurcacdo de Hopf supercritica em E4 para o valor critico do
parametro p1 = 0.382459.
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