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СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНЫХ УПРАВЛЕНИЙ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ОБЪЕКТОВ 
ПО КРИТЕРИЮ МАКСИМАЛЬНОГО 
БЫСТРОДЕЙСТВИЯ
В статье приведен алгоритм синтеза оптимальных управлений для нелинейных аффинных по управлению объ-
ектов по  критерию максимального быстродействия. Используемый математический аппарат  – ​ линеаризация 
Ньютона-Канторовича и  аппарат матричных операторов. Структура алгоритма включает следующие этапы: 
на первом выполняется линеаризация нелинейной математической модели объекта по методу Ньютона-Канторо-
вича; на  втором осуществляется редукцию задачи синтеза по  критерию минимального времени при наличии 
ограничений на энергию управления к задаче синтеза по критерию минимума энергии для нахождения (опти-
мального) минимального значения искомого времени; на третьем выполняется параметризация математической 
модели объекта управления и нового критерия качества с использованием аппарата матричных операторов с по-
следующим построением оптимального управления. Четвертый, заключительный этап состоит в реализации ите-
рационного процесса, предписанного методом Ньютона-Канторовича, – ​находится оптимальное (минимальное) 
значение времени. Алгоритм синтеза иллюстрируется примером.
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FOR NONLINEAR OBJECTS BY THE 
CRITERION OF MAXIMUM SPEED
The article presents an algorithm for synthesizing optimal program controls for nonlinear control-affine objects by the 
criterion of maximum speedy. The mathematical apparatus used is the linearization of Newton-Kantorovich and the 
apparatus of matrix operators. The structure of the algorithm includes the following steps at the first stage, the linearization 
of the nonlinear mathematical model of the object is performed by the Newton-Kantorovich method; at the second stage, 
we carry out the reduction of the synthesis problem by the criterion of minimum time in the presence of constraints on the 
control energy to the synthesis problem by the energy minimum criterion for finding the (optimal) minimum value of the 
sought time; at the third stage we perform parametrization of the mathematical model of the control object and a new 
quality criterion using the apparatus of matrix operators with the subsequent construction of the optimal control. The fourth 
final stage consists in realizing the iterative process prescribed by the Newton-Kantorovich method-there is an optimal 
(minimal) time value. The synthesis algorithm is illustrated by an example.
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Введение
Критерий оптимальности  – ​минимум времени 

на выполнение операций управления – ​нашел ши-
рокое применение при проектировании следящих 
систем, используемых, например, в производствен-
ных процессах, поскольку быстродействие их вы-
полнения определяет их эффективность. К настоя-
щему времени накоплен достаточно большой опыт 
синтеза оптимальных регуляторов и оптимального 
управления преимущественно линейными объек-
тами по данному критерию. Существуют различные 
подходы для решения указанной задачи и для нели-
нейных объектов управления [1–5], однако задача 
является во многом нерешенной.

В работе одного из авторов [6] был предложен 
алгоритм синтеза оптимальных по быстродействию 
управлений для нелинейных объектов, использую-
щий методы теории оптимального управления  [7] 
и  проблемы моментов [8]. Данная работа явля-
ется своеобразным продолжением предыдущей 
работы [6], в ней используется аналогичная поста-
новка задачи, частично те же математические ин-
струменты [9]. Однако алгоритм синтеза отличается 
от  рассмотренного, а  именно находится управле-
ние, которое переводит объект из  начального со-
стояния в конечное; минимальное время процесса 
находится для заданного значения нормы в  про-
странстве L2 t0,T[ ].

Постановка задачи
Задан аффинный по управлению объект, описы-

ваемый уравнением

	 !X t( ) = F X t( ),t( )+B t( )u t( ), 	 (1)

где X t( ) ∈ Rn,  u t( ) ∈ R1.
Требуется синтезировать управление u(t), пере-

водящее объект из начального состояния X(t0) в ко-
нечное состояние X(T) и минимизирующее следую-
щий критерий:

	 J u( ) = dt
t0

T

∫ →min
u t( )

. 	 (2)

Будем предполагать, что нелинейный объект (1) 
является вполне управляемым.

При синтезе оптимального управления по  дан-
ному критерию необходимо, чтобы управление u(t) 
было некоторым образом ограничено. Наиболее 
часто это ограничение по  силе |u(t)| ≤ C, ограни-

чение по  энергии u τ( ) 2
d τ

t0

T

∫ ≤C2
2  или ограничение 

по площади

	 u τ( ) d τ
t0

T

∫ ≤C1. 	 (3)

Как видно, левая часть указанных неравенств есть 
норма управления в пространстве Lp t0,T[ ], 1≤ p ≤∞. Lp t0,T[ ], 1≤ p ≤∞.

Задача относится к классу задач минимизации при 
наличии ограничения типа нестрогого неравенства. 
Минимум достигается, если ограничение является 
активным, то есть переходит в равенство. Будем ре-
шать задачу синтеза по критерию (2) при ограничении 
на энергию (p = 2), поскольку в дальнейшем можно 
получить управление по принципу обратной связи.

Алгоритм синтеза
Алгоритм состоит из следующих основных этапов:

1.	 Линеаризация нелинейной математической мо-
дели объекта по методу Ньютона-Канторовича.

2.	 Новая формулировка задачи синтеза по  крите-
рию (2) при ограничении (3) как задачи синтеза 
по критерию минимума энергии для подбора (оп-
тимального) минимального значения времени

3.	 Параметризация математической модели объ-
екта управления и  нового функционала каче-
ства; построение оптимального управления 
по критерию минимума энергии.

4.	 Реализация итерационного процесса, предписан-
ного методом Ньютона-Канторовича, – ​находится 
оптимальное (минимальное) значение времени T.

Линеаризация математической модели объ-
екта управления методом Ньютона-Канторовича

Данный вид линеаризации неоднократно ис-
пользовался в работах автора [6, 9]. В результате 
линеаризации уравнение (1) редуцируется в после-
довательность уравнений вида

	
!X k+1 t( ) = Ak t( )X k+1 t( )+B t( )u t( )+Z k t( );

X k+1 t0( ) = X t0( ), k = 0,1, 2,…,
	 (4)

где

	
Ak t( ) = ʹFx X k t( ),t( );

Z k t( ) = − ʹFx X k t( ),t( )X k t( )+F X k t( ),t( ).
	  (5)

Матрица ʹFx X k t( ),t( )  определяется так:

	 ʹFx =
 
fij{ }= ∂ fi

∂x j

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪i, j=1,n

. 	 (6)

Линеаризованное уравнение (4) является диф-
ференциальным уравнением с переменными коэф-
фициентами.

Новая формулировка задачи синтеза
Задачу сформулируем следующим образом. 

Для объекта, описываемого уравнением (4), не-
обходимо найти управление u(t), которое за  фик-
сированное время T переводит его из  начального 
в конечное состояние и обеспечивает минимальное 
значение нормы u t( ) L2 t0,T[ ]

 или нового критерия оп-
тимальности



Исследования и разработка радиоэлектронной аппаратуры и систем

64 	 Радиопромышленность, 4/2017

	 J = u τ( ) 2
d τ

t0

T

∫ . 	 (7)

Тогда решение, обеспечивающее максимальное 
быстродействие, определяется по решению задачи 
в  данной постановке, и  минимальное время Tmin 
соответствует случаю, когда минимальная норма 
u t( ) L2 t0,T[ ]

=C2.

Параметризация математической модели 
объекта управления, нового функционала каче-
ства и формирование новой целевой функции. 
Построение оптимального управления

Параметризацию можно выполнить, используя 
конечномерное разложение в заданном ортонорми-
рованном базисе î = ϕi t( ) : i =1,N , t ∈ t0,T[ ]{ }  Xk+1(t),  
Zk(t) и u(t):

Xk+1 t( ) = FTn! t( )Ĉ X ; Zk t( ) = FTn! t( )ĈZ ; u t( ) = FT1! t( )Ĉu , 	(8)

где FTn
! t( ) ,  FT1! t( )   – ​блочные матрицы, построен-

ные на основе элементов ортонормированного ба-
зиса Ф. Матрицы Ĉ X ,  Ĉu  – ​спектральные характе-
ристики функций X(t) и u(t) [6, 9].

Параметризация математической модели объ-
екта управления состоит из  двух этапов. Вначале 
осуществляется переход от  дифференциального 
уравнения объекта (4) к интегральному уравнению 
Фредгольма 2-го рода

	

X k+1 t( )− X t0( ) = K A t,τ( )X k+1 t( )d τ
t0

T

∫ +

+ KB t,τ( )u τ( )d τ
t0

T

∫ + K Z t,τ( )Z k τ( )d τ
t0

T

∫ , t ∈ t0,T[ ],
	(9)

где ядра определяются следующей зависимостью:

	
K A t,τ( ) =1 t − τ( ) Ak τ( )( );

KB t,τ( ) =1 t − τ( )B τ( );K Z t,τ( ) =1 t − τ( ),

а затем используется конечномерное разложение 
указанных функций, которое позволяет получить 
следующую форму описания уравнения объекта от-
носительно спектральных характеристик [6, 9]:

	 Ĉ X − Ĉ X0 = K AĈ X + K BĈu + KZĈZ , 	  (10)

где KA, KB, KZ, – ​спектральные характеристики ядер 
KA(t, t), KB(t, t), KZ(t, t) – интегрального уравнения 
определяются по известным формулам [6].

Параметризованный критерий оптимальности 
в соответствии с (8) будет иметь вид

	 J = Ĉu( )
T
Ĉu . 	 (11)

Свяжем начальное и  конечное состояния с  ди-
намикой объекта (подставим вместо Xk+1(t), и  u(t)  

в  уравнение (9) их представление в  форме рядов 
Фурье), получим

	

Xk+1 t( ) − X t0( ) = Ak τ( )FTn! τ( )Ĉ X d τ
t0

t

∫ +

+ B τ( )FT1! τ( )Ĉu d τ
t0

t

∫ + FTn
! τ( )ĈZ d τ

t0

t

∫ .
	

Полагая t = T и вводя обозначения

	

AT = Ak τ( )FTn! τ( )d τ
t0

T

∫ ;

BT = B τ( )FT1! τ( )d τ
t0

T

∫ ;  ZT = FTn
! τ( )d τ

t0

T

∫ ,

имеем

	 Xk+1 T( ) − X t0( ) = ATĈ X + BTĈu + ZTĈZ . 	 (12)

По отношению к  функционалу (11) соотноше-
ние  (10), связывающее спектральные характери-
стики входных и выходных сигналов через динамику 
объекта управления (4), а также соотношение (12), 
связывающее начальное и  конечное состояния 
объекта с  его динамикой, являются ограничени-
ями типа равенства. Таким образом, имеем задачу 
на условный экстремум по отношению к спектраль-
ным характеристикам сигналов Xk+1(t) и u(t). Функ-
ция Лагранжа, сводящая ее к задаче на безуслов-
ный экстремум, имеет вид

Lag Ĉ X ,Ĉu ,Λ1,Λ2( ) =
= Ĉu( )

T
Ĉu +Λ1

T Ĉ X − Ĉ X0 − K AĈ X − K BĈu − KZĈZ( )+
+Λ2

T Xk+1 T( ) − X t0( ) − ATĈ X − BTĈu − ZTĈZ( ) ,
	(13)

где векторы  L1, L2 – ​неопределенные множители 
Лагранжа.

Необходимые условия минимума функции 
Lag Ĉ X ,Ĉu ,Λ1,Λ2( )  по отношению к ее переменным 
определяются следующей системой уравнений:

	
∂Lag
∂Ĉu

= 0; ∂Lag
∂Ĉ X

= 0; ∂Lag
∂Λ1

= 0; ∂Lag
∂Λ2

= 0,
или

2Ĉu − K B( )
T
Λ1 − BT( )T Λ2 = 0;

Λ1 − AT( )T Λ2 − K A( )
T
Λ1 = 0;

Ĉ X − Ĉ X0 − K AĈ X − K BĈu − KZĈZ = 0;

Xk+1 T( ) − X t0( ) − AT ⋅ Ĉ X − BT ⋅ Ĉu − ZT ⋅ ĈZ = 0.

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

	 (14)

Система (15) есть система линейных алгебраи-
ческих уравнений

	 SP = Q	 (15)

относительно вектора P = Ĉ X  Ĉu  Λ1 Λ2
⎡
⎣

⎤
⎦
T

,  где
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S =

ON×nN 2ΙN×N − Κ B( )
T

− BT( )T

ΟnN×nN ΟnN×N ΙnN×nN − Κ A( )
T

− AT( )T

ΙnN×nN − K
A −K B ΟnN×nN ΟnN×1

−AT −BT Ο1×nN Ο1×1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,

	 Q =

ΟN×1
ΟnN×1

Ĉ X0 + KZĈZ

X t0( ) − Xk+1 T( )+ ZTĈZ

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,

где Ip×q  – ​единичная матрица; Op×q – нулевая ма-
трица; индексы внизу матриц показывают ее раз-
мерность. Матрица, обратная ей, является блочной:

	 S−1 =

AnN×nN
11 AnN×N

12 AnN×nN
13 AnN×n

14

AN×nN
21 AN×N

22 AN×nN
23 AN×n

24

AnN×nN
31 AnN×N

32 AnN×nN
33 AnN×n

34

An×nN
41 An×N

42 An×nN
43 An×n

44

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

.

Из системы (15) можно выразить спектральные 
характеристики Ĉu  и  Ĉ X  через спектральные ха-
рактеристики, определяющие динамические свой-
ства объекта управления и  начальное и  конечное 
состояния объекта:

	 Ĉu = AN×nN
23 Ĉ X0 + AN×n

24 X t0( ) − Xk+1 T( )( ) +V , 	 (16)

где

	

V = AN×n
24 ZT + AN×nN

23 K Z( )
 

C Z ;
 

C X = AnN×nN
13

 
C X0 +K Z

 
C Z( )+ZT

 
C Z⎡

⎣
⎤
⎦+

+AnN×n
14 X t0( )− X k+1 T( )( ).

	 (17)

Матрицы AnN×nN
13 ,  AnN×n

14 ,  AN×nN
23  и  AN×n

24  определя-
ются выражениями

	 AnN×nN
13 = ΙnN×nNΟnN×NΟnN×nNΟnN×n⎡⎣ ⎤⎦S

−1

ΟnN×nN
ΟN×nN
ΙnN×nN
Οn×nN

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,

	 AnN×nN
14 = ΙnN×nNΟnN×NΟnN×nNΟnN×n⎡⎣ ⎤⎦S

−1

ΟnN×n
ΟmN×n
ΟnN×n
Ιn×n

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,

	 AnN×nN
23 = ΟnN×nNΙnN×nNΟnN×nNΟnN×n⎡⎣ ⎤⎦S

−1

ΟnN×nN
ΟN×nN
ΙnN×nN
Οn×nN

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,

	 AnN×nN
24 = ΟnN×nN  ΙnN×nN  ΟnN×nN  ΟnN×n⎡⎣ ⎤⎦S

−1

ΟnN×n
ΟmN×n
ΟnN×n
Ιn×n

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

.

Поскольку спектральная характеристика Ĉu  
определена, можно найти выражение для опти-
мального управления во временной области. Соот-
ветствующее выражение имеет вид

	
uk+1 t( ) = A23 t,T ,t0( ) X t0( )+

+A24 t( ) X t0( ) − Xk+1 T( )( )+V t( ) ,
	 (18)

где

	

A23 t,T ,t0( ) = FTn
! t( ) AN×nN23 Fn

! τ( )d τ
t0

T

∫ ,

A24 t( ) = FTn! t( ) AN×n24 ; V t( ) = FTn! t( )V .

Выражение (18) определяет оптимальное управ-
ление, осуществляющее перевод объекта из  на-
чального фазового состояния X(t0) в  конечное со-
стояние X(T).

Реализация итерационного процесса 
по схеме Ньютона-Канторовича и подбор (опти-
мального) минимального значения времени T

Выражение (18), определяющее оптимальное 
управление, записано для k + 1 итерации. На каж-
дом шаге итерационного процесса находится опти-
мальное значение времени T. Функционал (7) явля-
ется функцией не только управления, но и зависит 
от времени T, т. е. J = J(T). Минимальное время  T 
находится при выполнении условия

	 u τ( )( )2 d τ
t0

T

∫ =C2
2,  или Ĉu( )

T
Ĉu =C2

2.

Таким образом, задача нахождения оптималь-
ного значения T может быть определена как задача 
минимизации функции J(T) при ограничении типа 
равенства (Ĉu )T Ĉu −C2

2 = 0,  и  соответствующая 
функция Лагранжа имеет вид

	 f T ,λ( ) = J T( )+λ Ĉu( )
T
Ĉu −C2

2⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥.

Минимум функции может быть найден любым 
численным методом.

Зная оптимальное время T, формируем опти-
мальное по быстродействию управление, подстав-
ляя в приведенные выше формулы его конкретное 
значение.

Пример
Объект управления описывается уравнением

	 !X t( ) = F X t( ) ,t( )+ B1 t( )U t( ) ,



Исследования и разработка радиоэлектронной аппаратуры и систем

66 	 Радиопромышленность, 4/2017

где

	F X t( ) ,t( ) =

x2
x3
x4

−1680sin x1( )−1066x2 − 251 x3+ x3( )− 26x4

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,

	 B1 t( ) =
0
0
0
4

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

.

Функция f x( ) = x  не  является аналитической, 
как того требует линеаризация Ньютона-Канторо-
вича, поэтому заменяем ее аналитической функ-
цией вида f1 x( ) = 2 π xarctan λx( ).  При значении 
λ ≥1⋅105  отличие в  вычислительном плане между 
функциями f(x) и f1(x) не наблюдается.

Для данного объекта было синтезировано управ-
ление, переводящее его из состояния X(0) = [0 0 0 0]T 
в состояние X(T) = [1 0,1 0 0]T. В качестве базиса ис-
пользовались функции Уолша (N  =  128). Ограни-
чение по энергии составило величину C2 = 100 000. 
Оптимальное (минимальное) время составило ве-
личину Tmin = 2,0156 с.

На рис.  1 приведен график текущего управле-
ния, а на рис. 2–4 – ​графики изменения первых трех 
фазовых координат.

Заключение
Как видно из графиков изменения фазовых коор-

динат, синтезированное управление обеспечивает 
перевод объекта из заданного начального состоя-
ния в заданное конечное состояние. Поставленная 
задача решена. Предложен достаточно конструк-
тивный алгоритм синтеза оптимальных по быстро-
действию управлений для нелинейных объектов.
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Рисунок 3. Изменение координаты x2(t)

Рисунок 1. Управление u(t)

 Рисунок 4. Изменение координаты x3(t)

Рисунок 2. Изменение координаты x1(t)
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