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ПРОЕКЦИОННО-МАТРИЧНАЯ ФОРМА 
ОПИСАНИЯ ДИНАМИКИ 
ТУРБОГЕНЕРАТОРА КАК ОБЪЕКТА 
РЕГУЛИРОВАНИЯ
В статье рассматривается проекционно-матричная форма описания динамики турбогенератора как объекта регу-
лирования. Исходная модель синхронного генератора в d–q координатах содержит несколько нелинейных элемен-
тов, осуществляющих операцию умножения двух процессов. Авторы предлагают вычислить матричный оператор 
умножения двух процессов заранее, а не в процессе основной процедуры дальнейшего синтеза необходимых ре-
гуляторов. Полученная форма описания турбогенератора позволяет использовать ее для синтеза алгоритмов ре-
гулирования в детерминированной, статистической, а также робастной постановках задач современными проек-
ционно-матричными методами. Заранее рассчитанный матричный оператор умножения двух процессов позволяет 
уменьшить количество итерационных процессов в алгоритмах синтеза регуляторов, что дает возможность стро-
ить более эффективные вычислительные алгоритмы в реальном времени. Авторами доказано, что к разработан-
ной проекционно-матричной модели турбогенератора можно применить алгоритмы синтеза, которые учитывают 
случайный характер возмущений, неопределенность математической модели и алгоритмы идентификации.
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PROJECTION-MATRIX FORM 
OF DESCRIPTION OF DYNAMICS 
OF A TURBOGENERATOR 
AS A REGULATION OBJECT
The article deals with the projection-matrix form of description of dynamics of a turbogenerator as an object of regulation. The 
initial model of a synchronous generator in coordinates contains several nonlinear elements performing the operation of two 
processes multiplication. The authors propose to calculate the matrix multiplication operator of two processes in advance, 
rather than in the process of the main procedure for further synthesis of the necessary regulators. The obtained form of the 
description of the turbo generator makes it possible to use it for synthesis of regulation algorithms in deterministic, statistical, 
and also in robust formulation of problems by advanced projection-matrix methods. The pre-calculated matrix operator for 
multiplying of  two processes makes  it possible  to reduce  the number of  iterative processes  in  the algorithms of  regulator 
synthesis, which makes  it possible  to build more efficient computational algorithms  in  real  time. The authors proved  that 
synthesis algorithms can be applied to the developed projection-matrix model of the turbogenerator, and such algorithms take 
into account the random nature of perturbations, the uncertainty of the mathematical model and the identification algorithms.
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Задачи эффективного управления электро-
энергетическими системами относятся к числу 
фундаментальных научно-технических проблем. 
Эти системы являются нелинейными, многомер-
ными и многосвязными, функционирующими в раз-
личных режимах, в том числе и в стохастических. 
Решить задачу эффективного управления элек-
троэнергетическими системами с помощью тради-
ционных методик построения алгоритмов управ-
ления не представляется возможным в силу ряда 
очевидных причин [1].

В качестве основных методов для решения задач 
построения законов управления объектами элек-
троэнергетических систем необходимо использо-
вать современные методы теории автоматического 
управления. Одним из них являются методы, осно-
ванные на теории матричных операторов, с приме-
нением аппарата математического программирова-
ния. Матричные (проекционные) методы основаны 
на конечномерной аппроксимации сигналов и опе-
раторов, описывающих математические модели 
объектов и систем, что приводит к алгебраизации 
решения большинства прикладных задач в области 
управления. Соответственно, появляется возмож-
ность их эффективной вычислительной реализации 
на современных, например сигнальных, процес-
сорах. В настоящее время проекционные методы 
показывают свою эффективность для исследо-
вания и при проектировании не только линейных, 
но и нелинейных систем управления [2]. Для того 
чтобы воспользоваться проекционно-матричными 
алгоритмами, необходимо иметь проекционно-ма-
тричную модель объекта. В этой статье приводятся 
основные соотношения для описания динамики 
турбогенератора в проекционно-матричной форме.

Турбогенераторы –  неявнополюсные быстро-
ходные электрические машины. Система урав-
нений напряжений в координатах d, g может быть 
записана следующим образом [3] (все уравнения 
записаны в относительных единицах, демпферная 
обмотка и обмотка возбуждения должны быть при-
ведены к числу витков якоря):

 

ud = dΨd

dt
−Ψqω + raid ; Ψd = Ldid + Mdi f + Mdi‰d ;

uq =
dΨq

dt
+Ψdω + raiq; Ψq = Lqiq + Mqi‰q;

uf =
dΨ f

dt
+ rf i f ; Ψ f = Lf i f + Mdid + Mdi‰d ;

0 =
dΨ‰d

dt
+ r‰di‰d ; Ψ‰d = L‰di‰d + Mdid + Mdi f ;

0 =
dΨ‰q

dt
+ r‰qi‰q; Ψ‰q = L‰qi‰q + Mqiq,

 (1)

где ra –  активное сопротивление обмотки якоря;  
rf –  активное сопротивление обмотки возбуждения; 

rдd, rдq –  активные сопротивления демпферной об-
мотки возбуждения по осям d и q; id и iq –  токи в об-
мотках якоря по продольной и поперечной осям; 
if –  ток в обмотке возбуждения; iдd, iдq –  токи в демп-
ферной обмотке по продольной и поперечной осям 
машины; wp –  угловая скорость ротора; Yx –  пото-
косцепление обмотки x; Ld, Ld –  индуктивности об-
моток якоря по продольной и поперечной осям ма-
шины; Lf –  индуктивность обмотки возбуждения; Lдd 
и Lдq –  индуктивности демпферной обмотки по про-
дольной и поперечной осям машины; Md, Md –  вза-
имные индукции между обмотками по продольной 
и поперечной осям.

Уравнения (1) можно представить в форме Коши:

ʹid = a11id +a12ωiq +a13i f +a14i‰d +a15ωi‰q + g1ud +b1uf ;

ʹiq = a21ωid +a22iq +a23ωi f +a24ωi‰d +a25i‰q + g2uq;

ʹi f = a31id +a32ωiq +a33i f +a34i‰d +a35ωi‰q + g3ud +b3uf ;

ʹi‰d = a41id +a42ωiq +a43i f +a44i‰d +a45ωi‰q + g4ud +b4uf ;

ʹi‰q = a51ωid +a52iq +a53ωi f +a54ωi‰d +a55i‰q + g5uq,

 (2)

где

 

a11 =
−ra Lf L‰d −Md

2( )
L1

; a12 =
Lf L‰d −Md

2( )Lq

L1

;

a13 =
−rf Md

2 −Md L‰d( )
L1

; a14 =
Md Lf −Md

2( )r‰d

L1

;

a15 =
Mq Lf L‰d −Md

2( )
L1

; g1 =
Lf L‰d −Md

2( )
L1

;

b1 =
Md

2 −Md L‰d( )
L1

; a21 =
−L‰qLd

L2

; a22 =
−L‰qra

L2

;

a23 =
−L‰qMd

L2

; a24 =
−L‰qMd

L2

; a25 =
Mqr‰q

L2

; g2 =
L‰q

L2

;

a31 =
−ra Md

2 −L‰d Md( )
L1

;a32 =
Md

2 −L‰d Md( )Lq

L1

;

a33 =
−rf Ld L‰d −Md

2( )
L1

; a34 =
Md Ld −Md

2( )r‰d

L1

;

a35 =
Mq Md

2 −L‰d Md( )
L1

; g3 =
Md

2 −L‰d Md( )
L1

;

b3 =
Ld L‰d −Md

2( )
L1

;a41 =
−ra Md

2 −Lf Md( )
L1

;

a42 =
Md

2 −Lf Md( )Lq

L1

; a43 =
−rf Md

2 −Md Ld( )
L1

;

a44 =
Md

2 −Ld Lf( )r‰d

L1

;a45 =
Mq Md

2 −Lf Md( )
L1

;

g4 =
Md

2 −Lf Md( )
L1

; b4 =
Md

2 −Md Ld( )
L1

;

a51 =
MqLd

L2

; a52 =
Mqra

L2

; a53 =
MqMd

L2

; a54 =
MqMd

L2

;

a55 =
−Lqr‰q

L2

; g5 =
−Mq

L2

.



8  Радиопромышленность, 1/2018

Исследования и разработка радиоэлектронной аппаратуры и систем

 

a11 =
−ra Lf L‰d −Md

2( )
L1

; a12 =
Lf L‰d −Md

2( )Lq

L1

;

a13 =
−rf Md

2 −Md L‰d( )
L1

; a14 =
Md Lf −Md

2( )r‰d

L1

;

a15 =
Mq Lf L‰d −Md

2( )
L1

; g1 =
Lf L‰d −Md

2( )
L1

;

b1 =
Md

2 −Md L‰d( )
L1

; a21 =
−L‰qLd

L2

; a22 =
−L‰qra

L2

;

a23 =
−L‰qMd

L2

; a24 =
−L‰qMd

L2

; a25 =
Mqr‰q

L2

; g2 =
L‰q

L2

;

a31 =
−ra Md

2 −L‰d Md( )
L1

;a32 =
Md

2 −L‰d Md( )Lq

L1

;

a33 =
−rf Ld L‰d −Md

2( )
L1

; a34 =
Md Ld −Md

2( )r‰d

L1

;

a35 =
Mq Md

2 −L‰d Md( )
L1

; g3 =
Md

2 −L‰d Md( )
L1

;

b3 =
Ld L‰d −Md

2( )
L1

;a41 =
−ra Md

2 −Lf Md( )
L1

;

a42 =
Md

2 −Lf Md( )Lq

L1

; a43 =
−rf Md

2 −Md Ld( )
L1

;

a44 =
Md

2 −Ld Lf( )r‰d

L1

;a45 =
Mq Md

2 −Lf Md( )
L1

;

g4 =
Md

2 −Lf Md( )
L1

; b4 =
Md

2 −Md Ld( )
L1

;

a51 =
MqLd

L2

; a52 =
Mqra

L2

; a53 =
MqMd

L2

; a54 =
MqMd

L2

;

a55 =
−Lqr‰q

L2

; g5 =
−Mq

L2

.

Форма представления модели генератора 
в виде (2) позволяет перейти к проекционно-ма-
тричной модели генератора, используя матричные 
операторы интегрирования, умножения. Действи-
тельно, интегрируя левую и правую части (2) и пе-
реходя в проекционную область, получим

C id = a11AËC id +a12 AË AÛ2
Cω ⊗C iq( )+a13AËC

i f +

+a14 AËC i‰d +a15AË AÛ2
Cω ⊗C i‰q( )+ g1AËC ud +b1AËC

uf ;

C iq = a21AË AÛ2
Cω ⊗C id( )+a22 AËC iq +a23AË AÛ2

×

× Cω ⊗C
i f( )+a24 AË AÛ2

Cω ⊗C i‰d( )+a25AËC i‰q + g2 AËC uq ;

C
i f = a31AËC id +a32 AË AÛ2

Cω ⊗C iq( )+a33AËC
i f +

+a34 AËC i‰d +a35AË AÛ2
Cω ⊗C i‰q( )+ g3AËud +b3AËC

uf ;

C i‰d = a41C id +a42 AË AÛ2
Cω ⊗C iq( )+a43AËC

i f +

+a44C i‰q +a45AË AÛ2
Cω ⊗C i‰q( )+ g4 AËud +b4 AËC

uf ;

C i‰q = a51AË AÛ2
Cω ⊗C id( )+ AËC iq +a53AË AÛ2

×

× Cω ⊗C
i f( )+a54 AË AÛ2

Cω ⊗C i‰d( )+a55AËC i‰q + g5AËC uq ,

 (3)

где Cx –  проекционные характеристики соответству-
ющего процесса; Aи –  матричный оператор интегри-
рования; Aу2

 –  матричный оператор умножения двух 
процессов; ⊗ –  кронекерово произведение двух 
векторов.

В проекционно-матричных методах анализа 
и синтеза систем управления используются матрич-
ные операторы сложения, интегрирования, диффе-
ренцирования, умножения на известную функцию. 
Операция умножения двух процессов является не-
линейной операцией. Для вычисления матричного 
оператора этого преобразования можно воспользо-
ваться идеей замены нелинейного звена эквивалент-
ным матричным оператором [2]. В результате постро-
енные алгоритмы анализа и синтеза будут содержать 
дополнительные итерационные процедуры [4–6]. 

Авторы предлагают вычислить матричный оператор 
умножения двух сигналов заранее, как и матричный 
оператор интегрирования. Представим два процесса 
управления x(t) и y(t) в виде следующих разложений:

 x t( )= ci
xϕi t( )

i=1

l

∑ , y t( )= c j
yϕ j t( )

j=1

l

∑ ,

или

 x t( )=ΦT t( )C x, y t( )=ΦT t( )C Û,

где Cl×1
x =[c1

x  c2
x  … cl

x ]T, Cl×1
y =[c1

y  c2
y  … cl

y]T –  вектор-
столбец коэффициентов разложения; Φl×1 t( )=[ϕ1 t( )  ϕ2 t( )  … ϕl t( )]T 

Φl×1 t( )=[ϕ1 t( )  ϕ2 t( )  … ϕl t( )]T  –  вектор-столбец базисных 
функций с весом r(t) (нижний индекс здесь и далее 
означает размер матрицы или вектора).

Поставим следующую задачу: найти матричный 
оператор, связывающий проекционные характери-
стики процессов x(t), y(t) и проекционную характе-
ристику произведения этих процессов (см. рисунок).

С учетом (4) имеем

 x t( ) y t( )= ci
xc j

yϕi t( )ϕ j t( )
j

l

∑
i=1

l

∑ ,

 

ρ t( ) x t( ) y t( )ϕz t( )dt
0

T

∫ =

= ci
xc j

yϕi t( )ρ t( )ϕ j t( )ϕz t( )dt
j

l

∑
i=1

l

∑
0

T

∫ , z =1,l,

 Cl×1
xy = ci

xc j
y ϕi t( )ϕ j t( )ϕz t( )dt

0

T

∫
j

l

∑
i=1

l

∑ , z =1,l,

 Cl×1
xy = A

l×l 2
y2 Cl×1

x ⊗Cl×1
y( )l2×1

,

где A
l×l 2
y2  –  матрица умножения двух процессов, эле-

менты которой представляют интегралы

 Iijz = ρ t( )ϕi t( )ϕ j t( )ϕz t( )dt
0

T

∫ , i =1, l, j =1, l, z =1, l.

Структура строки z матрицы A
l×l 2
y2  имеет следу-

ющий вид:

A
1×l 2
y2 z( )= Φ t( )T( )

1×l
⊗ Φ t( )T( )

1×l

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥ρ t( )ϕz t( )dt

0

T

∫ , z =1,l.  (4)

Таким образом, заранее рассчитав значения ин-
тегралов (4), можно найти матрицу умножения двух 
процессов. Приведем одну из реализаций вычис-
ления матричного оператора (4) в среде MATLAB, 
в случае, если базис является дискретным:

function Ay2=m_ymn2(H)
%Операция умножения двух процессов
%в базисе функций Уолша, упорядоченных по Адамару
%H –  матрица Адамара
N=length(H);
Ay2=zeros(N, N^2);
k=0;

Рисунок. Вычисление матричного оператора 
умножения двух процессов

2 ?A
1

x
lC

1
y
lC
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for i=1: N
for j=1: N

k=k+1;
HH=H(i,:).*H(j,:);
Ay2(:, k)=f_yol(HH’, H);

end

Для построения эффективных алгоритмов син-
теза объект регулирования (2) можно представить 
в виде

 ʹI„ = AI„ +ωAωI„ +BU ,

где

 I„ =

id
iq

i f

i‰d

i‰q

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,B =

g1 0 b1

0 g2 0

g3 0 b3

g4 0 b4

0 g5 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,U =

ud

uq

uf

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

,

 A =

a11 0 a13 a14 0

0 a22 0 0 a25

a31 0 a33 a34 0

a41 0 a43 a44 0

0 a52 0 0 a55

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,

 Aω =

0 a12 0 0 a15

a21 0 a23 a24 0

0 a32 0 0 a35

0 a42 0 0 a45

a51 0 a53 a54 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

.

Тогда систему нелинейных алгебраических урав-
нений (3) можно записать следующим образом:

 
C I„ = A⊗ AË( )C I„ +

+ Aω ⊗ AË( ) I5×5 ⊗ AÛ2( ) C I„ ⊗Cω( )+ B ⊗ AË( )CU ,
  (5)

где I5x5 –  единичная матрица размера 5x5, или

 C I„ =

C id

C iq

C
i f

C i‰d

C i‰q

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

, CU =

C ud

C uq

C
uf

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

.

Уравнения (5) описывают динамику электриче-
ской части турбогенератора как объекта регулиро-
вания в проекционно-матричной форме.

Модель приводного механизма генератора, в ка-
честве которого выступает турбина, должна вклю-
чать в себя механическую часть синхронного гене-
ратора, так как они вращаются как единое жесткое 
тело. Уравнение движения традиционно записыва-
ется в виде

 Jp
dω

dt
=MÚ −M˝Ï,   (6)

где J –  момент инерции; p –  число пар полюсов гене-
ратора; Mт –  момент турбины; Mэм –  электромагнит-
ный момент синхронного генератора. Следует от-
метить, что Mэм определяется через произведения 
соответствующих токов M˝Î =M i f iq + iqi‰d − idi‰q( )  
(M =Md =Mq  в случае, если генератор неявнопо-
люсный) [3], поэтому для вычисления проекционной 
характеристики электромагнитного момента C M˝Ï  
необходимо воспользоваться матричным операто-
ром произведения двух процессов:

 C M˝Î = MAy2
C

i f ⊗C iq +C iq ⊗C i‰d −C id ⊗C i‰d( ).
Тогда уравнение ротора в проекционной форме 

можно представить в виде

 Cω = 1

Jp
AË C MÚ −C M˝Î( ).   (7)

где Cwp, CMт –  проекционные характеристики ча-
стоты вращения и момента турбины.

К проекционно-матричной модели турбогенера-
тора (5, 7) можно применить алгоритмы синтеза, учи-
тывающие случайный характер возмущений [7, 8], 
неопределенность математической модели [9–11], 
а также алгоритмы идентификации [12, 13].

Заключение
Полученная в работе форма описания дина-

мики турбогенератора позволяет решать задачи 
синтеза алгоритмов регулирования в детермини-
рованной, статистической и робастной постанов-
ках задач современными проекционно-матрич-
ными методами. Матричный оператор умножения 
двух процессов позволяет существенно сократить 
количество итерационных процессов в алгорит-
мах синтеза регуляторов, а значит и строить более 
эффективные вычислительные алгоритмы в ре-
альном времени с использованием сигнальных 
процессоров.
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