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В статье приведен алгоритм синтеза регуляторов для следящих систем, в которых объект управления является 
линейным. Алгоритм ориентирован на электромеханические системы, основной элемент которых – управляемый 
электропривод. Алгоритм синтеза основан на использовании L-проблемы моментов Маркова. Преимуществом 
предложенного алгоритма по отношению к прочим является то, что синтезированные на его основе регуляторы 
обеспечивают минимизацию энергии на  управление объектами. Сущность предлагаемого алгоритма синтеза 
состоит в том, что управление, согласно положениям, стоящим в основе L-проблемы моментов, может быть опре-
делено не только через систему моментных функций, но и через моменты. Последние зависят как от интервала 
времени, в течение которого осуществляется перевод объекта из начального в конечное состояние, но также 
и от самого состояния объекта. Для решения задачи синтеза регуляторов для следящих систем предлагается, 
во‑первых, в явном виде выразить управление через моменты и, во‑вторых, выполнить «размораживание» на-
чальных и конечных состояний объекта. При «размораживании» начальное состояние объекта считается теку-
щим фазовым, а конечное определяют отслеживаемым сигналом. Интервал времени, в течение которого осу-
ществляется перевод объекта из одного состояния в другое, задают в общем случае произвольно. Однако чем 
больше этот интервал, тем меньше норма управления, но, соответственно, больше ошибка слежения.
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Synthesis of controllers for electromechanical 
tracking systems
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The article presents an algorithm for the synthesis of regulators for servomechanisms, in which the control object is linear. 
The algorithm is focused on electromechanical systems, the main element of which is a controlled electric drive. 
The synthesis algorithm is based on the use of the L–Markov moment problem. The advantage of the proposed algorithm 
with respect to the others is that the regulators synthesized on its basis ensure the minimization of energy for the objects 
control. The essence of the proposed algorithm of synthesis is that the control, according to the provisions underlying the 
L – ​moment problem, can be determined not only through the system of moment functions, but also through the moments. 
The latter depends both on the time interval during which the object is transferred from the initial state to the final state, 
but also on the state of the object itself. To solve the problem of controller design for servo systems, the following is 
proposed: 1. Explicitly express management through moments. 2. Perform «unfreezing» the initial and final states of the 
object. When «unfreezing» the initial state of the object is considered to be the current phase, and the final state is 
determined by the monitored signal. The time interval during which the object is transferred from one state to another is 
set arbitrarily in the general case. However, the longer this interval, the smaller the control rate, but, respectively, the 
greater the tracking error.
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Введение
Электромеханические системы являются преоб-

разователями электрической энергии в  механиче-
ское движение. Их основным элементом является 
управляемый электропривод. Нет таких областей 
деятельности человека, где  бы не  использовался 
электропривод. Основную долю применяемых в со-
временном технологическом оборудовании при-
водов составляют управляемые, т. е. они относятся 
к классу следящих систем [1], работа которых невоз-
можна без использования регуляторов. Существуют 
различные подходы к проектированию регуляторов 
следящих систем, а также методы. В данной работе 
рассматривается метод синтеза, основанный на ис-
пользовании L-проблемы моментов [2, 3].

L-проблему моментов традиционно применяют 
для синтеза оптимальных программных управлений 
линейными объектами. Однако она подойдет также 
для синтеза регуляторов следящих систем. Преиму-
щество ее использования в том, что синтезирован-
ные на ее основе регуляторы обеспечивают мини-
мизацию энергии на управление объектами [4, 5].

Постановка задачи
Задан объект управления, описываемый следу-

ющим уравнением (для общности предлагаемого 
подхода рассматривается класс нестационарных 
систем управления):

	 !X t( )= A t( )X t( )+B t( )u t( ), 	  (1)

где X(t) – ​вектор состояния, X(t) ∈Rn; u(t) – ​управле-
ние, u(t) ∈R1; определены краевые условия (началь-
ное и  конечное состояния объекта) и  функционал 
качества для управления u(t)

	 X t0( )= X0, X T( )= X1, 	 (2)

	 J = min u L2[0,T]. 	 (3)

Движение объекта определяется на  интервале 
t ∈[t0, T].

Требуется синтезировать закон управления u(t), 
соответствующий критерию качества (3). При 
этом решение векторно-матричного уравнения (1) 
должно удовлетворять краевым условиям (2). Пола-
гаем также, что объект (1) является вполне управ-
ляемым.

Сущность подхода
Сущность предлагаемого подхода состоит 

в том, что управление, согласно положениям, сто-
ящим в основе L-проблемы моментов [6, 7], может 
быть определено не только через систему момент-
ных функций, но и через моменты. Последние зави-
сят как от интервала времени, в течение которого 
осуществляется перевод объекта из  начального 
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состояния в конечное, но также и от самого состо-
яния объекта.

Для решения задачи синтеза регуляторов для 
следящих систем необходимо:

•	 в явном виде выразить управление через мо-
менты;

•	 выполнить «размораживание» начальных и  ко-
нечных состояний объекта.

В явном виде выразить управление через мо-
менты удается только для случая, когда оно опре-
деляется исходя из критерия оптимальности мини-
мальной энергии.

При «размораживании» начальное состояние 
объекта считается текущим фазовым, а  конечное 
определяют отслеживаемым сигналом. Интервал 
времени, в  течение которого осуществляется пере-
вод объекта из  одного состояния в  другое, задают 
в  общем случае произвольно. Однако чем больше 
этот интервал, тем меньше норма управления, но, со-
ответственно, больше ошибка слежения. При выборе 
указанного интервала необходимо учитывать как ди-
намические свойства объекта (его быстродействие), 
так и частотные свойства отслеживаемого сигнала.

Алгоритм синтеза
Решение матричного дифференциального урав-

нения (1) имеет вид

	 X t( ) = î! t,t0( )X t0( )+ î! t,τ( )B τ( )u τ( )dτ
t0

t

∫ , 	 (4)

где î! t,τ( ) = XÙ t( )XÙ
−1 τ( ); XÙ t( )   – ​фундаментальная 

матрица системы.
Тогда при t = T выражение (4) примет вид

	 î T ,τ( )B τ( )u τ( )dτ
t0

T

∫ = X T( )−î T ,t0( )X t0( ), 	  (5)

где î t,τ( ) =1 t − τ( )î! t,τ( ).
Введем следующие обозначения:

	
H0 A,B,t( ) = î T ,t( )B t( ),

Λ A,T ,t0,X T( ),X t0( )( ) = X T( )−î T ,t0( )X t0( ).

Изменим формулу (5), введя указанные выше 
обозначения:

	 H0 A,B,t( )u t( )dt
t0

T

∫ = Λ A,T ,t0,X T( ),X t0( )( ).
Найдем решение поставленной задачи, исполь-

зуя положения L-проблемы моментов. Задача со-
стоит в отыскании вектора x = [x1…xn]T, обеспечи-
вающего минимум:

	
1

an

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

p

= ξH0 A,B,t( )( )p
dt

t0

T

∫

при условии

	 ΛTξ =1. 	 (6)

При p = 2 имеем

	

1

an

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

= ξH0 A,B,t( )( )2 dt
t0

T

∫ =

= ξ H0 A,B,t( )H0
T A,B,t( )dt

t0

T

∫
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
ξT =

= ξH1 A,B,T ,t0( )ξT,

	 (7)

оптимальное управление в этом случае будет иметь 
вид

	 u = 1

ξ∗
TH1ξ∗

H0
Tξ∗. 	

Минимум квадратичной формы (7) найдем как 
минимум функций Лагранжа при условии (6):

	 L ξ, c( )= ξTH1ξ+c ΛTξ−1( ). 	

В последнем выражении c является скаляром.
После несложных преобразований получаем

	 c = − 2

ΛTH1
−1Λ

, ξ* =
H1

−1Λ
ΛTH1

−1Λ
.

Соответственно, для оптимального управления 
имеем зависимость

	 u t( ) = H0
T A,B,t( )H1

−1 T ,t0( ) X T( )−î T ,t0( )X t0( )( ). 	(8)

Управление (8) выражено через начальное X(t0) 
и конечное X(T) состояния объекта, но не через фа-
зовые координаты и отслеживаемый сигнал.

Алгоритм функционирования регулятора
Для получения алгоритма функционирования 

регулятора необходимо выполнить две операции:
1. «Разморозить» начальное состояние t0, т. е. 

нужно полагать t0 = t и X(t0) = X(t). Тогда закон управ-
ления выглядит следующим образом:

	 u t( ) = H0
T A,B,t( )H1

−1 T ,t( ) X T( )−î T ,t( )X t( )( ).
Как видим, управление определяется как функ-

ция фазового состояния объекта. Оно также зави-
сит и от его конечного состояния.

2. Конечное состояние сделать подвижными. 
Соответственно, необходимо полагать T = t + DT, 
т. е. конечный момент времени T отстоит от  теку-
щего значения t на величину DT. Конечное состо-
яние становится входным воздействием системы, 
которое необходимо отслеживать:

	 Y t + ΔT( ) = X T( ).

Таким образом, алгоритм функционирования ре-
гулятора следящей системы описывается следую-
щей зависимостью
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	 u t( ) = H0
T A,B,t( )H1

−1 T ,t( ) Y t + ΔT( )−î T ,t( )X t( )( ).

Пример синтеза
Объект управления описывается зависимо-

стью (1), матрицы A и B имеют вид

	 A =
0 1 0

0 0 1

−5 −9 −5

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
, B =

0

0

5

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
.

Время, за которое система должна перейти в но-
вое фазовое состояние, составляет DT = 0,15  с. 
после его задания. Очередное фазовое состояние 
задано за  0,07 с до  перехода в  уже заданное со-
стояние. Начальные условия нулевые. Слежение 
осуществляется за сигналом y(t) = sin(t).

Графики изменения управления u(t) и фазовых 
координат x(t), x'(t), x"(t) приведены на рис. 1–4. Для 

наглядности сплошной линией показано изменение 
фазовой координаты, пунктирной  – ​отслеживае-
мый сигнал в дискретные моменты времени с дис-
кретностью 0,15 с.

Выводы
Регулятор, синтезированный по рассмотренному 

алгоритму, как видно из  приведенных графиков, 
обеспечивает решение поставленной задачи. Име-
ется фазовый сдвиг выходного сигнала объекта 
по отношению к отслеживаемому сигналу.

Предложенный подход можно применять для 
построения следящих систем в  классе не  только 
линейных, но  и  нелинейных систем управления. 
В классе нелинейных систем управления основным 
математическим аппаратом является метод ма-
тричных операторов [8–10].

Рисунок 3. Координата x'(t)
Figure 3. Coordinate x'(t)

Рисунок 1. Управление u(t)
Figure 1. Control u(t)

Рисунок 4. Координата x"(t)
Figure 4. Coordinate x"(t)

Рисунок 2. Координата x(t)
Figure 2. Coordinate x(t)
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