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Resumo

Esta dissertacdo tem como principal objetivo a elaboragdo duma metodologia genérica e
sistematica para o projeto de controladores para sistemas nédo lineares.

Na formulacdo proposta, a equacdo da dinamica da instalacdo ndo linear a controlar é
usada como base para a constru¢cdo dum modelo difuso Takagi-Sugeno (TS) como seu
aproximador. Em seguida € definido um modelo TS estendido possibilitando que o con-
trolador difuso TS Parallel Distributed Compensation projetado sobre este modelo efetue
controlo do sistema em causa.

Os ganhos do controlador TS PDC séo projetados a partir da resolugdo dum problema de
desigualdades lineares matriciais (LMI’s) que impde restri¢cdes a localizacao dos valores
préprios do modelo e controlador TS em anel fechado no plano complexo, restringindo a
sua dindmica para qualquer combinacao de regras disparadas.

Assim, através da escolha adequada das regies do plano complexo impostas pelas con-
digdes LMI, é possivel garantir a dinamica desejada para o anel fechado TS. Dada esta
possibilidade, sera também definida uma metodologia para o projeto de regides do plano
complexo que possam ser definidas no formato LMI, correspondentes a especificactes
de desempenho temporais desejadas, nomeadamente sobrelevacdo maxima ou tempo de
estabelecimento minimo.

A metodologia proposta para projetar controladores difusos TS PDC foi implementada
numa arquitetura genérica em Matlab e a sua metodologia de configuracdo, assim como
a sua estruturagdo encontram-se descritas neste texto.
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Por fim a ferramenta implementada € aplicada ao processo didatico DTS 200, sendo ge-
rados dois controladores construidos sobre 0 mesmo modelo TS de base e projetados
através de diferentes restricdes LMI.

Palavras-chave: Sistemas nédo lineares; Controlo néo linear; Modelos difusos Ta-
kagi-Sugeno; Projeto de controladores difusos TS PDC; Especificagdes de performance;
Condic¢oes de D-estabilidade no formato LMI; Design de regides LMI; Teoria quadratica
de Lyapunov; Framework para projeto de controladores difusos TS PDC.

xii



xiii






Abstract

The main objective of this dissertation is the elaboration of a generic and systematic meth-
odology for the design of controllers for nonlinear systems.

In the proposed formulation, the nonlinear system is used as the basis for construct fuzzy
Takagi-Sugeno models. Taking into account the TS PDC fuzzy controller is designed in
order to drive the system outputs to the corresponding reference.

The TS PDC controller gains are obtained trough the solution of a linear matrix inequality
problem (LMI) which imposes constraints over the location of the TS model and TS PDC
controller closed loop’s eigen values in the complex plane, restricting its dynamics for ny
combination of the triggered rules.

Through the appropriate choice of the regions in the complex plane, imposed by the LMI
conditions, it is possible to specify the desired dynamics for the TS closed loop. Given
this possibility, this text will define a methodology for designing regions in the complex
plane, which can be expressed in the LMI format, corresponding to the desired time per-
formance specifications, namely maximum overshoot or minimum settling time.

The proposed methodology for designing TS PDC fuzzy controllers was implemented
within a generic framework using Matlab begin its organization and configuration meth-
odology are described in this text.

Finally the implemented framework is applied to the didactic process DTS 200, two con-
trollers are generated using the same base TS model and projected using different LMI
restrictions.
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project TS PDC controllers.
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Introducio

A grande maioria dos sistemas no mundo fisico apresentam uma natureza ndo linear e
como tal ndo podem ser descritos por uma equacao diferencial linear que permita a
aplicacdo de técnicas de controlo lineares.

A construcdo de modelos difusos TS permite representar um sistema ndo linear através
da soma ponderada de varios sistemas lineares e possibilita a aplicacdo duma metodo-
logia de projeto de controladores conhecida por parallel distributed compensation, que
consiste em projetar cada regra do controlador difuso a partir de cada regra do modelo
difuso.

Nos controladores TS PDC por retroacdo de variaveis de estado, o projeto dos ganhos
pode ser formulado sistematicamente recorrendo ao conceito de estabilidade de Ly-
apunov e a funcBes de Lyapunov quadraticas que permitem gerar condi¢des suficientes
para garantir a estabilidade do controlador e modelo TS em anel fechado. Estas condi-
cOes podem ainda ser tornadas convexas, conforme sugerido em (Tanaka and Hua O
Wang, 2001), permitindo a formulacdo dum problema LMI que pode ser resolvido
como um problema de otimizagdo convexa por software comercial como a LMI tool-
box do Matlab.

Neste trabalho, as condicGes de estabilidade obtidas pelo método de Lyapunov séo
reinterpretadas como restri¢cdes ao lugar dos valores proprios e considerada a sua ge-
neralizacdo a outras regides do plano complexo proposta em (Gutman and Jury, 1981)
desta generalizacdo é aplicacéo aos sistemas TS para gerar condicdes suficientes para
a D-estabilidade destes sistemas.

Em seguida as condigOes obtidas séo aplicadas ao anel fechado TS para garantir a sua
D-estabilidade numa variedade de regides permitindo extrair, caso exista solucéo para
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0 problema, os ganhos do controlador TS. Por fim é proposta uma metodologia para o
projeto de regides LMI a partir de especificacGes de desempenho temporais.

1.1 Motivacao

Com a construcdo duma metodologia de projeto de controladores para sistemas ndo
lineares em vista, neste trabalho é usada uma conjugacédo de técnicas pioneira para o
conseguir.

Os modelos difusos TS séo poderosos aproximadores de sistemas nédo lineares e o pro-
jeto de controladores difusos TS PDC com base nestes modelos pode ser feito siste-
maticamente e ainda é possivel impor especificacdes de performance ao anel fechado
composto pelo modelo e controlador TS.

E nestas motivacdes que assenta o presente trabalho.

1.2 Objetivos e Contribuicdes

Neste trabalho pretende-se desenvolver uma abordagem sistematica e genérica para o
projeto de controladores para sistemas nao lineares que € uma das principais dificul-
dades para lidar com esta vasta classe de sistemas. Adicionalmente pretende-se asse-
gurar a faculdade de especificar as propriedades desejadas da resposta do anel fechado.

A formulacdo sera baseada em sistemas difusos TS e permitira o projeto de controla-
dores difusos TS PDC com o namero de entradas e saidas desejadas e também sera
considerada a possibilidade de controlo com referéncia variavel.

Seré analisado o impacto na estabilidade da aplicacdo de controladores TS PDC por
retroacdo de variaveis de estado a modelos TS com consequentes afins. Relativamente
as condicdes para o projeto dos ganhos deste controlador, serdo obtidas condicdes su-
ficientes para restringir o lugar dos valores proprios do controlador e modelo TS linear
em anel fechado a diversas regides do plano complexo.

Esta possibilidade permitira desenhar as regides de acordo com o desempenho dese-
jado para o anel fechado, sendo para este efeito proposta uma metodologia para o pro-
jeto destas regides.

A formulacédo proposta serd implementada numa ferramenta configuravel em Matlab
que permita o projeto de controladores TS PDC para o sistema descrito através duma



equacéo diferencial néo linear configurada na interface e validada pela sua aplicacéo
ao processo didatico DTS 200.

1.3 Organizacéo da Dissertacao

Este texto é composto por cinco capitulos. No primeiro capitulo € apresentado o pro-
blema central da dissertacdo, no segundo sao fornecidos os fundamentos tedricos usa-
dos nas formulagdes do terceiro capitulo que definem metodologias para construir mo-
delos difusos TS e controladores difusos TS PDC por retroacao de varidveis de estado.

No quarto capitulo é descrita a implementacdo em Matlab da formulagdo proposta no
capitulo anterior, explicitando a sua estruturacdo e a utilizacdo adequada dos scripts
de configuracdo. Em seguida a ferramenta é aplicada a um processo didatico, sendo
inicialmente obtido o seu modelo analitico permitindo a sua configuracdo na ferra-
menta. Ainda neste capitulo sdo apresentados e analisados os resultados obtidos com
os controladores gerados em simulagéo e sobre o processo didatico.

No quinto capitulo € feita uma retrospetiva relativa ao trabalho efetuado e sdo sugeri-
das direcbes no sentido da continuacdo deste trabalho e da resolucdo do objetivo ini-
cialmente proposto.






Contextualizacao

Neste capitulo sdo apresentados varios conceitos base que serdo usados na formulacdo
proposta para o projeto do controlador difuso TS PDC por retroacéo de varidveis de
estado.

2.1 Revisdo Bibliografica

Neste topico sdo referidas fontes bibliograficas relacionadas com a formulacdo que se
propde no terceiro capitulo e com os conceitos base da contextualizagdo.

A teoria-base da D-estabilidade é formulada inicialmente para regiGes polinomiais e
aplicada a uma matriz A quadrada em (Gutman and Jury, 1981). Em seguida foi parti-
cularizada para regides LMI por (Chilali and Gahinet, 1996), permitindo formar con-
di¢bes convexas para a pertenca dos valores proprios duma matriz a regido LMI.

Em (Palacios and Titli, 2003) o conceito de D-estabilidade é aplicado a sistemas TS
em tempo continuo sendo fornecidas algumas condigdes para a D-estabilidade destes
sistemas numa variedade de regides LMI.

Em (Tanaka and Hua O. Wang, 2001) o projeto de controladores TS discretos é abor-
dado sem ser tratada D-estabilidade aplicada a estes sistemas, em vez disso, a perfor-
mance do anel fechado é condicionada atraves dum problema de optimizacdo com res-
tricdes convexas sendo denominado por decay rate.



O design de regides LMI a partir de especificacdes de performance é apresentado em
(Wisniewski, Yoshimura and Assunc, 2017) para sistemas lineares discretos.

Nas seccles seguintes apresentam-se varios topicos de contextualizacdo com conceitos
base que fundamentam a teoria usada na formulagéo.

2.2 Propriedades e Operacbes Matriciais

Neste ponto é apresentado um conjunto de propriedades matriciais que serdo invocadas
nos pontos futuros.

2.2.1 Matriz hermitiana

Uma matriz A € C™*™ diz-se hermitiana se e s6 se A = A*. No caso em que A é uma
matriz real verifica-se A* = AT, logo uma matriz real simétrica é sempre hermitiana .

2.2.2 Matriz definida positiva

Uma matriz A € C™*™ é definida positiva se e s6 se para todos 0s vetores complexos
x € C™ ndo nulos se verifica:

Re(x*.A.x) >0 (2.1)
Caso A € R™" a condicéo anterior reduz-se a x7. A.x > 0.

Adicionalmente, se A € C™*™ for hermitiana é suficiente verificar que todos os seus
valores préprios sdo positivos para garantir que A seja definida positiva (Weisstein, no
date b).

2.2.3 Matriz semidefinida positiva

De acordo com (Weisstein, no date b), uma matriz semidefinida positiva € uma matriz
hermitiana cujos valores proprios sdo todos ndo negativos. Considere-se a notagao
“A = 0” para a imposigdo desta propriedade.

2.2.4 Matriz definida negativa



Em (Weisstein, no date a) é referido que uma matriz definida negativa é uma matriz
hermitiana cujos valores proprios sdo todos negativos.

Note-se também a propriedade relativa ao produto entre uma matriz definida positiva
e uma matriz definida negativa:

A>0ANB<0 = AB<O, A, B € R™" (2.2)

2.2.5 Produto de Kronecker

Dadas duas matrizes A € C™™ e B € CP*1, o seu produto de Kronecker C = A ®
B, C € CmP»)x(n4) & calculado por:

[all.B ce aln.B]

I I
AQ®B=| I (2.3)
aym-B amn.BJ

Em (Schacke, 2013) sdo referidas algumas propriedades desta operacdo, nomeada-
mente:

AQ(B+C)=AQB+A4AQC (2.4)
(A+B)Q®C=AQC+B®C (2.5)
(k.A)®B=AQ® (k.B) =k.(AQ® B) (2.6)
A>20AB=0=> A®B =0, A€ R™™ B € R™" (2.7)
A>0ANB>0=AQB>0 (2.8)

Com 4, B e C matrizes de dimensdes arbitrarias e k € R.

2.3 Logica Difusa

A logica difusa foi inicialmente proposta por Lotfi Zadeh em 1965 e, em contraste com
a légica booleana, permite a atribuicdo de valores intermédios de verdade a uma pro-
posicao e assim representar informacgédo imprecisa.

2.3.1 Conjuntos Difusos



Um conjunto pode ser definido através de uma funcgéo caracteristica que indica a per-
tenca de um elemento a um conjunto. Seja X um conjunto de elementos em que um
elemento genérico é designado por x, e seja A um subconjunto de X.

A funcdo caracteristica do conjunto A é I,(x) : X - {0,1}

1,xeA
IA(X):{O xéA

Ou seja, I, indica se um elemento x pertence ou nao a A.

(2.10)

Um conjunto difuso resulta da generalizacdo dos valores do contradominio que a fun-
cao caracteristica pode tomar, passando este para um intervalo continuo de valores
reais p,r (x) : X = [0,1] (Zadeh, 1965) . Neste contexto A’ € um conjunto difuso e
a funcdo caracteristica, é tipicamente conhecida por funcéo de pertenca. Desta forma
os conjuntos difusos permitem modelar situacfes de pertenca intermédias.

As funcges de pertenca triangulares e trapezoidais, ilustradas na figura 1, séo duas das
formas de funcGes de pertenca mais utilizadas.

uix)

Figura 1 - Func¢des de pertenca difusas com forma triangular (a esquerda) e trapezoidal (a direita)
(Margarida and Sebastido, 2015).

A funcdo de pertenca triangular representada na figura 1 é definida analiticamente por:

(0, x<a
xX—a
Pyt <x<b
u(x,a,b,c) =1, _
X p<xsc (2.11)
c—b>b
\ 0, xX>c

A funcéo trapezoidal da figura 1 é descrita por:

(2.12)



xX—a
Py a<x<b
u(x,a,b,c,d) =+ 1, b<x<c
d—x < x<d
d—c¢’ ~~— 77
\ 0, x>d

2.3.2 Operacdes entre conjuntos difusos

Assim como sao definidas operacGes entre 0s conjuntos tradicionais, também podem
ser definidas operacOes entre conjuntos difusos. Algumas destas operagdes foram de-
finidas por Zadeh em (Zadeh, 1965), tendo por base as defini¢des correspondentes aos
conjuntos tradicionais. Em seguida serdo apresentadas algumas de defini¢cbes e opera-
cOes entre conjuntos difusos que serdo relevantes na formulagéo proposta neste traba-
Iho.

Sejam A e B dois conjuntos difusos, subconjuntos de X:
Igualdade: A e B sdo iguais se e SO se uy(x) = ug(x),vx € X.

Conjunto Vazio: A é vazioseesdse uy, = 0,Vx € X.

Interseccao/Conjuncdo/Norma Probabilistica: Seja € um conjunto difuso, tal que € =
AnBentdo I-(x) = I,(x).Ig(x) ,x € X.

Produto Cartesiano: Sejam A;,A,, ...., A, subconjuntos difusos dos universos
X1, X5, ..., X, respetivamente. O produto cartesiano de 4; X A, X ... X A, é 0 conjunto
difuso do universo X; X X, X ... X X, com funcdo de pertenca uu, x 4,x..xa, = Ha, N

1
Ua, N .0 uy (Milhor et al., 2008).

2.3.3 Difusificacéo

Considerando uma variavel genérica x € X e os conjuntos difusos {4, ..., 4,,}, com
fungdes de pertenca iy (x) : X - [0,1],i = 1, ...,n. A difusificagdo duma instancia
x = x, consiste em decompor x,, no valor de verdade dos varios conjuntos difusos, ou
seja em calcular u,, (x,) com i = 1,...,n. O resultado da difusificacao, p4,(x,), re-
presenta também o valor de verdade da proposicao difusa simples < x é u,, >.
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Por exemplo, a variavel velocidade definida no intervalo [0, 140] km/h, e 0s conjun-
tos difusos definidos no seu dominio u, (“baixo”) e ug (“médio”), representados na
imagem. Para x,=70km/h, o0 resultado da sua difusificacdo ¢&
(0.75|baixo ; 0.25|médio) ™.

Mok © baixo | médio

L.O0+

f 8 - - 0 £ - -
0 20 40 60§80 100 120 140 km/h
3, =70 km /h

Figura 2 - Exemplo de fuzificacdo de xo = 70 km/h nos conjuntos difusos “baixo” ¢ “médio”
(Fuzzy, no date).

2.3.4 Regras difusas Takagi-Sugeno

As regras difusas Takagi-Sugeno apresentam no antecedente uma proposicao difusa e
no consequente uma funcdo analitica.

O antecedente vem habitualmente na forma duma conjuncdo de proposicoes difusas
simples, por exemplo:

<zéul n..nz,éul > (2.13)

Sendo z,,..., z, as variaveis do antecedente definidas nos universos X, ..., X,, respe-
tivamente e u!, ..., i}, conjuntos difusos de cada um destes universos. O valor de ver-
dade resultante desta proposicao, usando a norma probabilistica para a intercegdo é
dado por:

(71, ) 2) = ]_[Hg (z) (2.14)

Sendo o valor de u!(z;) fornecido a partir da difuzificacio duma determinada instan-
ciacédo de z;.

O consequente das regras TS tem a forma duma funcéo analitica f*(zy, ..., z,) : R* >
R tipicamente com estrutura linear, afim ou constante.
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Uma regra TS apresenta assim a forma:
Rl: Se Z1 é ,Lli n..Nn z, é ,LL}-L Entao yl = fl(Zl, ...,Zn) (215)

Podem também ser considerados varios outputs para a regra:

y{ = fll(Zlﬂ "'!Zn)

R;: Se zéut n..n z,épul, Entio (2.16)

Ym = fin (21, ., Zn)

A regra difusa permite a atribuigdo do valor de verdade do antecedente, y;, ao conse-
quente.

2.4Sistemas Difusos Takagi-Sugeno

Os sistemas difusos TS implementam um mapeamento entre as variaveis de entrada e
as de saida recorrendo a uma interface de difusificacdo das varidveis de entrada, a uma
base de regras TS, a um a um mecanismo de inferéncia e a um desfuzificador.

No contexto dos sistemas TS existem algumas particularidades no que toca a definicéo
dos conjuntos difusos das variaveis de entrada, aos antecedentes das regras considera-
dos na base de regras e a escolha de um valor final para as variaveis de saida. Estas
serdo explicitadas no que se segue.

2.4.1 Conjuntos difusos das varidveis de entrada

Sejam z4, ..., z, as variaveis de entrada dum sistema TS. Para cada variavel de entrada
é necessario definir um dominio de funcionamento compacto e limitado D, cXj j=

1, ..., n, conhecido por universo de discurso. Neste dominio deverdo ser definidos con-
juntos difusos A4, ..., Ay, T € N cujas fungdes de pertenca verifiquem:

T
Z ua(x)=1, Vxe€ D,, (2.17)
i=1

Assim 0 espaco de entrada do sistema TS é o dominio limitado dado pelo produto
cartesiano D, X ..X D, < R™.
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2.4.2 Base de regras

A base de regras dum sistema TS consiste num conjunto de regras TS cujos antece-
dentes estdo definidos de modo a abranger todo o espaco de entrada. Assim seja T/, j €
{1, ...,n} o numero total de conjuntos difusos definidos no universo de discurso de
cada variavel de entrada z;, ..., z,. Se 0s antecedentes das regras estiverem na forma
conjuntiva, a base de regras ira conter um total de R = T x ... x T™ regras.

2.4.3 Inferéncia e desdifusificacao

Considerando uma instanciagdo das variaveis de entrada z7, ..., zF, o mecanismo de
inferéncia sera o responsavel por atribuir os valores de verdade ul(zf, ...,zf{) e 0S
outputs

L _ fl(,DP 14 —
yt=f4(2F,..,28), 1=1,..,R de cada regra na base de regras.
A desdifusificacdo TS recorre aos valores calculados pelo mecanismo de inferéncia

para calcular o valor final a atribuir a variavel de saida y através da expressao:

3 () = )
y=2 @) fm) ) =gries e

Comz, = (zF, ..., zF). Caso sejam consideradas varias variaveis de saida, a saida cal-
cula-se como:

. R
Y= z gl (Zp) S (Zp)
T (2.19)

— n i Tfl
i ;m(m fi(zp)

Assim fica definido o mecanismo de funcionamento dos sistemas TS. Recorrendo a
uma estrutura apropriada dos consequentes, estes sistemas podem ser usados como
modelos ou como controladores.

2.4.4 Modelos difusos TS no espago de estados

Neste trabalho seréo usados modelos TS em tempo discreto com consequentes no es-
paco de estados, com regras da forma:

12
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R: Se xpéut n..nxy@®éul nu(®)éplig N uy () éuliny
x(t+ 1) = Ax(t) + Byu(t)

y(t) = Cx(t)
Com A, € RV*N B, e RV*M ¢ (¢, € RPN, As variaveis de estado sdo x =

[x1, oo, xn]7, u = [y, ..., uy]" sdo as varidveis de atuacdo e y = [y, ..., yp]T as vari-
aveis de saida. Assim o estado do modelo TS calcula-se segundo:

Entao {

x(t+1) = ) (0. [40x(0) + B u(®) @21)
=1

Os modelos TS permitem associar diversos modelos lineares aos respetivos regimes
de funcionamento e devido a utilizacdo de antecedentes difusos possibilitam a sobre-
posicao destes regimes.

2.4.5 Controladores difusos TS por retroacdo de variaveis de estado
Estes controladores consistem num sistema TS com regras no formato:

R: Se xpéut n..nxy@®éul nu(®)épulis 0o uy () éuliny

Entdo u(t) = —K;x(t) (2.22)

E expressdo do output:

R
u(t) = —Zﬁl(x, w). K. x(t), K, € RM<N (2.23)
=1
Seguindo a metodologia de projeto PDC (parallel-distributed compensation) os con-
troladores TS por retroacdo de varidveis de estado podem ser definidos com base no
modelo TS do sistema a controlar.

Importando os antecedentes do modelo TS (2.21) para o controlador (2.23), existira
um ganho K;,1 = 1, ..., R para cada submodelo e também é possivel formular condi-
cOes para a estabilidade do modelo TS em anel fechado, cuja expresséo é:

R
x(t+1) = Zzﬁl(x, ). 7,0 {[A - BLK].x(®)  (2.24)

=1 j=1
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O sistema em anel fechado da equacéo (2.24) é ndo linear, como tal antes de enunciar
as condicOes de estabilidade que permitirdo projetar os ganhos do controlador é neces-
sario introduzir conceitos relativos a estabilidade de sistemas néo lineares.

2.5 Critério de estabilidade de Lyapunov

A estabilidade assimptotica de sistemas néo lineares, e lineares, pode ser analisada
através do método direto de Lyapunov. Como tal, comecardo por ser enunciados al-
guns conceitos introdutdrios em que este critério assenta e que se encontram descritos
em (Kai Michels, Frank Klawonn, Rudolf Kruse, 2005).

2.5.1 Ponto de equilibrio estavel
Um ponto de equilibrio (ou posi¢do de repouso) xp diz-se estavel para um vetor de
entrada constante u, se e sO se:
Veso Jsso 1X(0) —xg| < 6= [x(t) —xz|l<e ,t=0 (2.25)

Ou seja se o estado inicial estiver suficientemente perto da posicdo de repouso (dentro
de Vs), a trajetoria de estado ira permanecer perto da posi¢do de repouso (dentro de
Ve).

2.5.2 Estabilidade assimptética
Uma posic¢do de repouso xx € dita assimptoticamente estavel se é estavel para qualquer
entrada constante u, e se possui uma regido 8 onde:
%(0) —xgl < B = lim x() = xg (2.26)
Ou seja, se o estado inicial x(0) estiver contido na regido £, entdo o vector de estado
ird convergir para a posi¢do de repouso xp.

O conjunto de todos os estados iniciais a partir do qual esta condicéo se verifica chama-
se dominio de atratividade da posicéo de repouso.

Se o dominio de atratividade compreender todos os estados iniciais que podem ocorrer
(sob restri¢des dadas), entdo a posicdo de repouso diz-se assimptoticamente estavel em
sentido extenso. Se o dominio de atracdo consistir em todo o espaco de estados, a po-
sicdo de repoiso diz-se globalmente assimptoticamente estavel (G.A.E).
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2.5.3 Método direto de Lyapunov

Este método permite gerar uma condicdo suficiente para a verificacdo da estabilidade
globalmente assimptdética da posicdo de repouso na origem do espaco de estados x; =
[0, ...,0]7 de um qualquer sistema dado.

Consiste em encontrar uma funcdo de Lyapunov V(x): RN — R dependente do vetor
de estado, x € R", que apresente valor nulo sobre a origem (onde esta localizada a
posicdo de repouso) e que seja crescente com a distancia a origem, funcionando como
uma métrica da distancia do estado a posicao de repouso.

Se for possivel mostrar que a derivada da funcdo V (x(t)) relativamente ao tempo é
negativa para qualquer vetor de estado x, € possivel garantir que comecando em qual-
quer estado inicial x(0), a trajetoria de estado ira evoluir para a origem uma vez que a
distancia a mesma, V (x), tende a diminuir. Nestas condi¢des conclui-se que a origem
do espaco de estado do sistema é um ponto de equilibrio globalmente assimptotica-
mente estavel.

2.5.4 Funcdes Lyapunov quadréaticas na estabilidade de sistemas lineares

De modo a simplificar a interpretacdo das condicdes de estabilidade produzidas pela
aplicacdo do método direto de Lyapunov ao sistema da equacao (2.21), neste ponto o
mesmo método sera aplicado ao sistema linear discreto:

x(t+1) =A.x(t), A € RNVXN (2.27)
Considerando uma fungdo de Lyapunov quadrética do tipo:
V(x(t)) = x()T.P.x(t), P >0 (2.28)
Com P € R¥*N_ Impondo AV (x(t)) < 0 para gerar a condigdo suficiente, obtém-se:
Vix(t+ 1)) -V(x@®) <0 x(t+DT.P.x(t+1) —x@©T.P.x(t) <0 &
& xT(t).AT.P.A.x(t) —x()T.P.x(t) <0 = AT.P.A—-P <0 (2.29)

Assim é possivel garantir que o ponto de repouso xi = 0y, do sistema (2.27) é glo-
balmente assimptoticamente estavel se for possivel verificar:

IP>0: AT.P.A—P <0, P € RV*N (2.30)
No entanto est4 por definir uma metodologia sistemética que permita encontrar a ma-

triz P da funcéo de Lyapunov. Em (Tanaka and Hua O. Wang, 2001) é sugerido que
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(2.29) pode ser transformada numa inequacdo equivalente e convexa definindo X =
P~1, multiplicando a esquerda e a direita pela nova variavel, invertendo a desigualdade
e aplicando o complemento de Schur:

3X>0: XAT X 1AX-X<0&e
IX>0: X—XATX 1L AX>0e

X XAT

3X>0:
X. A X

|>o0

O complemento de Schur do bloco D duma matriz bloco M = [‘2 g] éM/D=A-
X C =AX

@ Ip=x"

O interesse destas transformagdes reside no facto da ultima condicéo obtida, (2.31) ser
uma desigualdade linear matricial (LMI). Estas condi¢cdes apresentam a forma geral
(Tanaka and Hua O. Wang, 2001):

B.D1.C. Assim para o caso em questio tem-se | g z

m
F(x) = Fy + Z X F; >0 (2.32)
i=1

Sendo xT = [xq, x5, ..., X, ] O vetor de variaveis e as matrizes F; = Ff i = 0, ..., m sdo0
dadas. A resolucdo dum problema LMI consiste em encontrar uma atribuicdo para x
tal que F (x) é definido positivo, podendo ser efetuada sistematicamente se o problema
LMI for reformulado num problema de otimizagao convexo, ou seja:

mtin s.a. —F(x) <t.l,xn (2.33)

Quando for encontrado um valor negativo para t terd sido encontrada uma solucgéo
valida para o problema LMI. Os problemas de otimizacdo convexos podem ser resol-
vidos de forma eficiente por diversos algoritmos disponiveis em software comercial
como a LMI toolbox do Matlab.

Note-se que a resolucdo da condigéo (2.31) por esta via exige a introducédo da restricdo
adicional X = X7,

A utilizacdo desta formulagdo permite também o projeto do ganho K € R”*N de um
controlador proporcional por retroacdo de variaveis de estado. Seja a sua a¢éo de con-
trolo dada por u(t) = —K.x(t) e a descricdo no espaco de estado do sistema a con-
trolar por x(t + 1) = A.x(t) + B.u(t), logo o sistema em anel fechado vem:

x(t+1) = (4 - B.K).x(t) (2.34)
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Recorrendo novamente ao método direto de Lyapunov e a uma funcéo de Lyapunov
quadratica, em (Tanaka and Hua O. Wang, 2001) é proposta a seguinte metodologia:

SejamX =P leM = K.X & K = M.X~, multiplicando a esquerda e a direita por
X e invertendo, obtém-se:

3IX>0: X(A-B.K)TXL(A-B.K)X-X<0s
3IX>0: X—X.(A-B.K)T.XL.(A-B.K).X>0

Tornando a inequacéo dependente de M e impondo que X = XT é possivel reescrever
uma inequagado convexa:

IX>0: X—(AX-BMT.XL(AX-BM >0
Aplicando o complemento de Schur:

X X. AT — MT. BT

X >0 [A.X—B.M X

|>0, x=x7 (23

Nesta situacdo o problema LMI resultante tem duas variaveis, X € R"*N e M €
RM*N Caso exista uma solucgdo é possivel extrair o ganho K = M. X~ que torna a
origem do sistema (2.34) num ponto de equilibrio G.A.E..

2.5.5 Funcgdes Lyapunov quadréticas na estabilidade dos sistemas difusos

O método direto de Lyapunov e as funcBes de Lyapunov quadraticas também podem
ser aplicadas na construcéo de condigdes suficientes para garantir a estabilidade glo-
balmente assimptdtica da origem dos sistemas difusos.

De acordo com (Tanaka and Hua O. Wang, 2001), impondo AV(x(t)) < 0 aum sis-
tema TS autonomo da forma:

R
x(t+1) = Z 7,C,10). Ay x () (2.36)
=1

Obtém-se:

Vix(t+ 1)) -V(x@®) <0 x(t+DT.P.x(t+1) —x@®7.P.x(t) <0 &

R R
Zﬁl(x,u).Al. Zﬁl(x,u).Al.
=1 =1

T

[x(O)]". .P. Jx@®] —x@®T.P.x(t) <0 &
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—-P<0=>

R T R
[Z m,(x,u). A;.| . P. [Z ;. (x, u). A;.
I=1 =1

[Al]T.P.Al—P<0, l=1,,R

Aplicando a mesma metodologia usada para formular (2.31), podem ser obtidas con-
dicBes equivalentes as anteriores no formato LMI, nomeadamente:

X X.AlT] _
3X>0.[X_Al 2ol>0 1=1..R (2.38)

Esta metodologia pode também ser aplicada a expressdo do modelo e controlador TS
em anel fechado (2.24), para projetar os ganhos do controlador difuso TS PDC por
retroacdo de variaveis de estado.

Conforme referido em (Tanaka and Hua O Wang, 2001) a expressdo do anel fechado
(2.24) pode ser reescrita como:

x(t+1) = Z 7.6 w). 71, ). Gyg. (£

R R
+ Z Z 7 (¢, u). 75 (x, ). {Gy; + Gy} x(b) (2.39)

i=1 i<j
Com G;; = A; — B;.K;. Impondo AV (x(t)) < 0 a (2.39) vem:

V(ix(t+1)-V(x@®)) <0 x(t+DI.P.x(t+1) —x@®T.P.x(t) <0 &

= O IZ 1o, )- 7o ). G+ ) ) i Gew). ) (G + G

i=1 i<j

Zm(x 0.7, Gu+22m<x w. 706, {6y + G} | (O]

i=1 i<j
—x(OT.P.x(t) <0 &

T

an(x u) Ul(x u) Gll +Zan(x u) le(x u) {Gl] + 'i}

i=1 i<j
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i=1 i<j

R R R
) lz ﬁi(x’ u)'ﬁi(x’ u)' Gii + z Z ﬁi(x’ u)'ﬁj(x' u)' {GU + G]l} —-P<0=>
i=1

[Gii]T.P.Gii—P<O/\ l=1,,R
=
T . . _ _

(2.40)

Através do método usado no ponto 2.4.4 para o projeto do controlador, é possivel obter
condicdes equivalentes as de (2.40) no formato LMI.

Definam-se as variaveis X = P~'e M; = K;. X © K; = M;. X", i = 1,...,R. Multi-
plicando todas as condicdes a esquerda e a direita por X vém as condicdes equivalen-
tes:

X.[A; —B.K]".X V. [A; - B.K].X =X <0 A
X.[A; = BiK; + A; — Bi.K;] . X"\.[A; — Bo.K; + A, — B K] X =X < 0
Comi=1,..,Ri<js.a 7;(x,u) n7;(x,u) # {0}

Reescrevendo as condicdes anteriores em termos das variaveis M; e impondo que X =
XT obtém-se:

X —[A;.X —B.M]T.X"L.[A. X —B;.M;] >0 A

X —[Ai.X — B M+ A X — B M;] . X"1.[A..X — B.M; + A;. X — B.M;]| > 0

Aplicando o complemento de Schur, as condi¢des de estabilidade no formato LMI sdo
as seguintes:

X X.AT — M. BT
3X>0: >0 A
Ai.X — B M; X
T
X [4;. X + 4;.X — B.M; — B;. M] -0
A;.X+ 4. X —B.M; — B;.M; X

X =XT, i=1,..,R i <j, s.a. 1; N7; # {0} (2.41)
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Caso exista uma solucdo para o problema LMI das condi¢des (2.41), é possivel extrair
os ganhos do controlador difuso TS PDC calculando K; = M;.X™ %, i =1,..,R.
Como os problemas LMI podem ser resolvidos computacionalmente de forma bastante
eficiente e as condigdes (2.41) encontram-se no formato LMI, torna-se possivel pro-
curar sistematicamente uma solucdo para o projeto de controladores TS PDC por re-
troacdo de variaveis de estado.

2.6 Condicionamento da Localizacdo dos Valores
Préprios duma Matriz no Plano Complexo

Em (Gutman and Jury, 1981) sdo formuladas condigdes necessarias e suficientes para
a pertenca de todos os valores préprios duma matriz A € R™", quadrada, ao interior
duma sub-regido D do plano complexo. Seja esta regido descrita por um polinémio da
forma:

D =

z€C: Z Ckl.Zk.Z_l < 0} (242)

0<k,lsm

Com ¢; € R e ¢ = ¢y Todos os valores proprios de A pertencem ao interior da
regido D se e sO se existir uma matriz X € R™™ simétrica e definida positiva que
verifique:

IxX>0: Z - ACX. (AT <0, X=XT (2.43)
k,l

Conforme referido em (Chilali and Gahinet, 1996) a condicéo (2.43) foi obtida a partir
de (2.42) substituindo z*. z' por A%. X. (AT). Se (2.43) for verificada, entdo a matriz
A diz-se D-estavel.

2.6.1 Regides LMI

Em (Chilali and Gahinet, 1996) é definida uma subclasse das regides (2.42), as regiGes
LMI. Estas consistem num subconjunto do plano complexo que pode ser descrito por
uma expressao matricial da forma:

Dy ={z€C: L+M.z+MT.z2<0}, L=IT (2.44)
Com L,M € R™™, As regides LMI sdo sempre dominios convexos e sdo simétricas

em relagéo ao eixo real.

20



De acordo com (Chilali and Gahinet, 1996) as regides LMI verificam a propriedade da
intercecdo entre regides LMI ser também uma regido LMI.

2.6.2 Condicionamento da localizacdo dos valores proprios duma matriz no
interior de regides LMI, D-estabilidade

Em (Chilali and Gahinet, 1996) a condicédo (2.43) € particularizada para regiées LMI,
definidas em (2.44).

Definindo:

r r (2.45)
Mp(4,X)=LQ®X+MRQAX)+ M ® (A.X)

Em que & representa o produto de Kronecker e as matrizes L e M sdo as da regido
LMI (2.44).

A condicdo necessaria e suficiente para a pertenca de todos os valores proprios duma
matriz A € R™ "™ ao interior da regido LMI (2.44) é:

IX>0: Mp(4,X)<0, X=XT (2.46)

Com X € R™™, Caso esta condi¢do seja verificada pode-se concluir que todos os va-
lores préprios da matriz pertencem ao interior da regido D e A diz-se D-estavel.

Em (Chilali and Gahinet, 1996) é também referido que My (A, X) pode ser obtido di-
retamente a partir de D;,,; através das substituicdes:

(X, AX, XAT) & (1,2,2) (2.47)

No que se segue sdo obtidas condicdes de D-estabilidade duma matriz numa variedade
de regides LMI do plano complexo.

2.6.3 Condigdes de D-estabilidade numa variedade de regides LMI

O conceito de D-estabilidade apresentado no ponto 2.5.2 sera aplicado neste ponto a
varias regides LMI. Inicialmente a regido é definida em termos de x = Re(z),z € Ce
y = Im(z), em seguida esta é reescrita no formato matricial em termos de z e Z como
em (2.44), por fim é aplicada a substituicdo (2.47) e € formulada a condicéo final.

2.6.3.1 Interior de um disco de raio r e centro em (g, 0):
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D ={z€C: (x—q)?+y? <r? x=Re(z), y=Im(2)}

l
DLM,={ZE(C:[:2 :z]+[2 g]z-i-[g é].z_<0}
l

_ -r.X —q.X+X.AT]
Mp(4,X) = [—q.X+A.X —r.X
l
_ -r.X —q.X+X.AT] _
>0 [—q.X+A.X —rx <0 X=

2.6.3.2 Interior dum semiplano vertical esquerdo:

Dy ={z€eC:x<a, a €R, x = Re(z)}

)
Dmi={zeC:-2.a+ z+2<0}
)

Mp(A,X)= —2.a.X+A.X+X.AT
)

IX>0: 2.aX+AX+X.AT <0, X=XxT

2.6.3.3 Interior dum semiplano vertical direito:

Dy ={z€C:x>aq, a €R, x =Re(z)}

)

Dy ={z€eC: 2.a—z—-2<0}
)

Mp(A,X) = 2.a.X —A.X — X. AT
)

IX>0: 2.a.X—-AX—-X.AT <O, X=XT
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2.6.3.4 Interior duma faixa horizontal:

Dy ={z€C:|lyl<a a>0 y=Im(z)}

l
DLM,z{ZE(C:[_%'a _§.a+[(1) _01].z+[_01 (1)].Z_<0}
l

—2.a.X XAT — A.X
A X — XAT —2.a.X
\)
—2.a.X XAT — AX
A X — XAT —2.a.X

Mp(4,X) = |

X >0: | |<o,  x=x" (2.51)

2.6.3.5 Interior duma sec¢do conica esquerda com translacdo horizontal xA e
angulo com o eixo real 8~ (Wisniewski, Yoshimura and Assunc, 2017):

DLM,={ZE(C: |atan( )l <07 A x<xA, x = Re(z),

x —xA
y=Im(z), 6" € ]0,%[, xA € ]R}

l
—sinf~.2.xA 0 sin@~ cos@~ sin@~—cosf71 -
= = : . .
Dimi {Z ¢ [ 0 —SinH‘.Z.xA] + [—cose"sine‘ d [6059" sin@~ ] zZ< 0}
l
My (A, X) = [sin@‘.(A.X + X.AT — 2.xA.X) cosf~.(A.X —X.AT)
DA cosO~. (X.AT —A.X)  sin0~.(A.X+X.AT —2.xA.X)

\)

sin~. (A.X +X.AT —2.xA.X)  cosf~.(A.X — X.AT)
cosf~.(X.A" — A.X) sind~.(A. X+ X.A" —2.xA.X)
X=XxT
(2.52)

2.6.3.6 Interior duma seccdo conica direita com translacéo horizontal de xB e
angulo com o eixo real 8 (Wisniewski, Yoshimura and Assunc, 2017):

DLM,={ZEC: |atan( )|<9+/\x>xB,

x —xB

x =Re(z), y=1Im(z), 6% € ]0,%[ ,XB € ]R}
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3

o+ o+ + o0+ +
D _ cC: sin0™.2.xB 0 —sin@™ cos@ _ —sin@ ™" —cos0 F<0
Lmi {Z [ 0 sin@*.Z.xB] [—cose+—sin9+] cosOt —sin9+] z }
l
My (A, X) = [sin@*.(Z.xB.X—A.X —X.AT) cosft.(A.X — X.AT) ]
pMLAs T cosOt. (X.AT —A.X)  sin*.(2.xB.X —A.X — X.AT)
l
sinf*.(2.xB.X —A.X — X.A") cosft.(A.X — X.AT)
EIX>0:[ <0, X=XT
cosOt. (X.AT — A.X) sin@*.(2.xB.X — A.X — X.A")
(2.53)

2.6.4 Condicdes de Lyapunov quadréticas e condi¢cdes de D-estabilidade

No ponto 2.5.3. foram apresentadas condic¢des de D-estabilidade para uma variedade
de regides LMI no plano complexo.

Em particular a condicdo (2.48) é relativa a pertenca dos valores proprios duma matriz
A € R™™a um circulo de raio r e centrado sobre as abcissas. Particularizando esta
condicdo parar = 1 e centro em (0, 0), obtém-se o circulo unitario:

1-X AX i
IX>0: [X.AT _X]<0, X=X (2.54)
Com as seguintes multiplicagdes:
-1 01 [—-X AX|[1 O e
sax>o0: [0 U Ty D)o x=x

X XA
X.A X

o 3IX>0: ]>o, X =xT

Verifica-se a equivaléncia entre (2.54) e (2.31), tendo a ultima sido obtida num con-
texto sistémico pela aplicagdo do método direto de Lyapunov a um sistema linear dis-
creto, em que a matriz A corresponde a matriz de dindmicae X = P~1, sendo P €
R™™ a matriz definida positiva da fungdo de Lyapunov quadratica (2.28).

Esta equivaléncia reflete assim o conhecido critério para a estabilidade dos sistemas
lineares discretos, que impde que lugar dos valores proprios da matriz da dindmica
pertenca ao interior do circulo unitério.

Esta relagdo também se verifica para o caso dos sistemas lineares em tempo continuo,
veja-se 0 caso do sistema linear em espaco de estados:

” (2.55)



x(t) = A.x(t)

. dx , . . . , .
Emque x = d—f é a derivada continua em ordem ao tempo. Aplicando o método direto

av(x(®)

de Lyapunov com recurso a fungdo (2.28), impde-se —

< 0 e pela derivada do

produto vem:
dV (x(t))
dt
o xT AT.P.x+xT.P.Ax<0oAT.P+P.A<0 (2.56)

<0exT.Px+xT.Px<0e

Considerando agora a condigéo resultante da D-estabilidade no semiplano complexo
esquerdo (2.49), definido por { z € C: Re(z) <0 }:

IX>0: AX+X.AT<0, X=X" (2.57)
Caso seja considerado que X = P~1, poder ser obtida uma condigdo equivalente em
termos de P:
©3IP>0: AP 1+ptAT<0, P=PT

Multiplicando a inequacdo em ambos os lados por P vem:

<3aP>0: P.A+AT.P<0, P=PT (2.58)

Conforme esperado, a condicdo (2.58) é igual a (2.56) verificando-se também neste
caso o critério de estabilidade para sistemas lineares em tempo continuo que impde
que os valores proprios da matriz da dindmica se localizem no semiplano complexo
esquerdo.

Assim, as condicdes de estabilidade quadraticas de Lyapunov aplicadas a matriz da
dindmica de sistemas lineares continuos e discretos podem ser vistas como condi¢Ges
de D-estabilidade aplicadas a uma semantica sistémica, nas quais é imposta a pertenca
dos valores proprios as regides LMI de estabilidade no plano complexo, nomeada-
mente o semiplano complexo esquerdo e o circulo unitario.

Analisando com base nestas correspondéncias as condigdes de estabilidade para siste-
mas TS discretos geradas em ponto 2.4.5. estas podem ser vistas como a aplicagéo da
condicdo de D-estabilidade no circulo unitario as matrizes do conjunto {Gii UG+
Gji }Li=1..,R i<j s.a ;N f1; # {®} no caso do anel fechado TS (2.39) e as
matrizes {A;},i = 1, ..., R no caso do sistema TS auténomo (2.36).

Também ¢é possivel verificar que para o caso de sistemas TS em tempo continuo as
condicdes de estabilidade obtidas pelo método direto de Lyapunov usando (2.28) cor-
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respondem as condicBes de D-estabilidade no semiplano complexo esquerdo, aplica-
dasa{G;UG;+G;}, i=1,..,R i<j s.a. 7;n7; # {0} para o anel fechado
TS continuo e aplicadas a {4;},i = 1, ..., R para o sistema TS auténomo continuo.
Estas correspondéncias relativamente aos sistemas TS sugerem que o conceito de D-
estabilidade numa regido LMI também possa ser aplicado a estes sistemas e que as
regides de D-estabilidade sejam as mesmas dos sistemas lineares.

2.6.5 D-estabilidade nos sistemas difusos Takagi-Sugeno

Neste ponto pretende-se estudar a aplicabilidade da definicdo de D-estabilidade numa
regido LMI. Serdo considerados sistemas TS que possam ser escritos na forma
x(t + 1) = ATS. x(¢), sendo ATS uma soma de matrizes, A™S = ¥I*; A;,n € N.

As condicdes obtidas serdo particularizadas para o caso de sistemas TS autbnomos e
para o anel fechado TS (2.39), ambos em tempo discreto. Estes resultados serdo tam-
bém extrapolados para o caso dos sistemas TS em tempo continuo, que possam ser
escritos na forma x(t) = ATS. x(t).

Retomando a definicdo de regido LMI (2.44), para as demonstracfes que se seguem
sera util impor restrices a matriz L € R™ ™, da regido LMI. Assim definam-se:

Diyy={z€C: L+M.z+M'.Z2<0}, L>0, L=L" (259
Diyi={zeC: L+M.z+M".Z2>0}, L=0, L=L" (260)

Ambas as subclasses de regides LMI encontram-se contidas na original, D;;; € Dy

r
€ Diyr € Dy

2.6.5.1 Aplicacéo da definicdo de D-estabilidade a sistemas TS e formulacéo de con-
digdes suficientes

Seja um sistema TS da forma x(t + 1) = ATS.x(t) ou x(t) = ATS.x(t) com ATS =
n A, ATS € R™",n € N. E possivel impor D-estabilidade a A™ numa regido LMI
(2.44) ou seja:
X >0: Mp(ATS,X) <0, X=XT (2.61)

No entanto a matriz A™S dos sistemas TS varia consoante a combinacéo de regras dis-
paradas, assim seria desejavel obter condigOes relativas as matrizes A4, ..., A,, € que
sejam independentes do valor de A™S em cada instante.
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Para este efeito, considere-se a propriedade interessante:

Como AT$ =¥ | A;,n € N, aplicando (2.45) a uma regido LMI (2.44) verifica-se a
igualdade:

Mp(AL + -+ 4, X)
= Mp(A, X) + Mp(4,, X) + -+ Mp(4,, X)) —(n—1).L®X
(2.62)
Prova:
Mp(Aj+ -+ A4, X)) =LQX+MQQ AL X+ +A4,.X) +
+MT R (A X+ -+ A4,.X)7
Devido a propriedade (2.4) tem-se a equivaléncia:
LIXAMSQ AL X))+ +MQQU,. X))+ MT ® (4. X)T +--- +
+MT ® (4,.X)T &
S Mp(A, X))+ M@ (A2 X))+ 4+ M® (A X) + MT ® (4. X)T + -+ +
+MT ® (4,.X)T &
Somando e subtraindo (n — 1).L @ X:
© Mp(A, X) + Mp(A, X) + -+ Mp(A,, X)) —(n—1).LQX
Logo:

Mp(Ay + -+ 4, X)
= Mp(Ay, X) + Mp(Ay, X) + -+ Mp(Ap, X) —(n—1).L @ X

c.q.d.

A partir da igualdade (2.62) € possivel gerar condi¢fes, em termos de A4, ..., 4,, para
verificacdo de (2.61) em regides LMI do tipo (2.59) e (2.60).

2.6.5.1.1 D-estabilidade de sistemas TS em regides LMI do tipo D;,,,
Comecando por analisar o caso das regides LMI do tipo (2.59):

MD’(ATS,X) = MD’(Al + o + An,X)
= Mp (A, X) + My (A, X) + -+ Mpr(Ap, X)) —(n—1).L®X

Impondo,
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AX>0: Mpi(A,X) <0 A Mpr(A43,X) <OA .. A Mpyr(4,,X) <0 A
AN—(n-1).LR®X<0 X=XT
Garante-se a verificacao de,

3X >0 Mpi(Ay,X) + Mpr(Ap X) + -+ My (A, X) —(n—1).L @ X <0,
X=XT

Retomando a expressdo (2.63), como em (2.59) foi imposto L = 0 e por hipdtese X >
0,X € R™"™ entdo também se verifica X = 0. Aplicando agora a propriedade (2.8)
tem-se:

L>=0AX>0= L®X=>0.Assim a condicdo:
—-m-1.LYX<O0
Verificar-se-a sempre. Logo (2.63) resulta:
©3IX>0: My(4,X) <0, X=X", i=1,..,n (2.64)

Concluindo-se que (2.64) implica (2.61) em regides LMI do tipo (2.59).

2.6.5.1.2 D-estabilidade de sistemas TS em regiGes LMI tipo D},

Considerando agora o0 mesmo problema, de gerar condi¢Ges de D-estabilidade para
sistemas TS, mas aplicado a regides LMI do tipo (2.60).

Dado que:

MDII(ATS,X) = MD”(Al + -+ An,X)
= Mpr(A, X) + Mpr(Ay, X) + -+ Mprn(Ap, X)) —(n—1).L QX

E impondo a condicdo de D-estabilidade (2.46) aplicada a regides do tipo D", defini-
das em (2.60) resulta:

X >0: Mpr(A, X) + Mpn (A, X) + 4+ Mp(Ap, X)) —(n—1).LKQ X >0,
X=XT

Como em (2.60) foi imposto L > 0, por hipétese X > 0,X € R™™entdo X > 0. Apli-
cando a propriedade (2.8) vem:

L>0AX>0=2LQX>0enm-1).L®X=>0, neN
Como tal,

(2.65)
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IX>0: Mpn(ATS,X)>0A (m—1).L®X =0
© Mp(AT,X)+(n—1).L® X > 0, X=XT

Reescrevendo a expressao em termos de D-estabilidade de cada matriz:
3X >0: Mpi(A,X) + Mpi(Ay,X) + -+ My (A, X) >0, X=XxT
Esta condicgéo pode ser assegurada pela verificagédo de:
3X >0: Mpr(4,X) >0 A Mpi(42,X) >0 A . A Mpi(4,,X) >0
(2.66)
Assim (2.66) implica (2.65), logo:
AX>0: Mpn(ApX) >0, X=X', i=1,..,n=
=3X>0: Mp(AT5,X) >0

Nos dois pontos seguintes serdo derivadas condicdes suficientes para garantir D-esta-
bilidade de sistemas TS autonomos e para o anel fechado (2.39).

2.6.5.2 D-estabilidade aplicada ao projeto de controladores TS PDC por R.V.E.

Teorema 1 -O anel fechado TS (2.39) € D-estavel numa regido LMI (2.59) se:
ElX > 0 : MD'(GiiiX) < O A MD’(Gij + G]l,X) < 0, Gl] = Ai - BL'.I<]',
j>i, i,j €7 s.a. 7;(x,u) n7;(x,u) # {0}, X=XxT
Prova:
O anel fechado TS pode ser escrito na seguinte forma:
R R R
_ _ _ Gij + Gj;
x(t+1)= ) 7;(x,w).{Gy}x(t) + 2. 7 (e, w). 75 (x, w). — x(t)
i=1 i=1 j>i
: : TS R = R VR = = Gij+Gji
Assim defina-se A™S = NF 7,(x, w). {Gy} + 2. 25, X5 71 (6, ). 77, (x, u){T}
impondo a condigdo de D-estabilidade a A™S numa regido LMI do tipo (2.59) vem:
IX>0: My (ATS,X) <0, X=XxT

Aplicando a propriedade (2.62) e impondo que cada termo seja definido negativo ob-
tém-se a condicéo suficiente:
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_ _ _ Gi; + Gj;
3X >0 : Mp{7;(x,u). Gy, X3 < 0 A My 2.7 (x, w). 77 (2, w). — , Xt <0

AN-R-1DLIIX<O
j>1i, i,j €7 s.a. 0;(x,u) n7;(x,u) # {0}, X=XT
Por(2.8)edadoqueL = 0 A X > 0entdo —(R — 1).L ® X < 0 verifica-se sempre.

Eliminando agora a dependéncia dos coeficientes 7;(x, u), fazendo 7;(x,u) = 1,i €
1, ..., R as condigdes obtidas serdo validas para qualquer combinacgéo de regras dispa-
radas. Assim verifica-se para o produto destes coeficientes:

1, ﬁi (X, u) n ﬁ] (x, u) * {Q}

i (x, u)-ﬁj(x' u) = {O, 7,6, w) N ﬁj(x' w) = {¢}

Como My {2. (@) ,X} = My (G;; + Gj;, X), a condicdo suficiente para garantir
a D-estabilidade do anel fechado TS numa regido LMI (2.59) vem:
X >0: Mp (G, X) <0 A Mp(Gyj + Gjy, X) <0
j>i, ,j€T sa q;xwng;Couw) #{0}, X=X
c.g.d.

Note-se que para facilitar a implementagéo o termo MD(GU + Gﬁ,X) néo foi dissoci-
ado, o que simplifica a tarefa de encontrar as matrizes dos consequentes, com indices
I, j, cujos antecedentes verifiquem 77; (x, u) N 7;(x,u) # {@}.

Considere-se agora a obtencao de condic6es de D-estabilidade para o anel fechado TS
em regides LMI do tipo (2.60).

Teorema 2 — O anel fechado TS (2.39) é D-estavel numa regido LMI (2.60) se:
X >0: Mpi(Gy,X) >0 AMyi(Gij + Gjj, X) >0
j>i, jeTdsa q;xwngCouw) =#{0}, X=X
Prova:
in ATS _ VR = R YR = = Gij*tGji :
Seja A" =Y mi(x,w).{Gy}+ 2.2, j>ini(x,u).nj(x,u).{T}. Aplicando

a condicéo de D-estabilidade (2.46) a ATS numa regido LMI do tipo D"’ obtém-se:
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3X >0: My (ATS,X) >0, X=XT

Recorrendo a propriedade (2.4) e a definicdo de A”* resulta a equivaléncia com a con-
dicdo anterior:

R
3X>0: ZMD”{ﬁi(x'u)'Gii'X}+
i=1
R R
_ _ Gij + Gj;
+ZZMDH 2.7;(x,w). 7 (x, w). — Xti—(R=1).LQX >0,

i=1 j>i
¥ xT (2.70)

Tendo em conta que em (2.60) foi imposto L > 0, por hipétese X > 0,X € R™*" en-
tdo X > 0. Aplicando a propriedade (2.8) verifica-se:

L>0AX>202>L@®X>0o(R-1).LOX>0 (2.71)

Assim verificar (2.70) e (2.71) equivale a verificar:

R
= (2.72)

5 i i Gy + Gy
+ZZMDII {Z.m(x,u).nj(x,u).<T>,X}>0, X=XT
i=1 j>i
E (2.72) pode ser garantido pela condicéo suficiente:

Gij + G]L) ’X}

X >0 My (x,0). Gy X} > 0 A My {Z.ﬁi(x,u).ﬁj(x,u).( _

>0
j>i, ,j€Tsa q;wng(uw) ={0}, X=X

Eliminando a dependéncia dos coeficientes 7; (x, u) para que as condi¢des obtidas nao
dependam das regras disparadas, faca-se ;(x,u) = 1,i = 1, ..., R, vindo o termo:

w2 b HEO TG (@)
MR =00, fituw) N (xw) = (0)

Como My {2. (@) ,X} = My (Gij + Gj;, X), obtém-se por fim a condigo sufi-
ciente para a D-estabilidade de (2.39) numa regido LMI do tipo (2.60):

X >0: MD”(Gl'iiX) >0 /\M’D”(Gij + GJL'X) >0
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j>1i, i,j €7 s.a. 7;(x,u) N7 (x,u) # {0}, X=XxT

c.g.d.

Teorema 3 -Adicionalmente, verifica-se que se as matrizes B; i € J forem identica-
mente iguais € suficiente que se verifique:

IX>0: My (G, X) <0, €3, X=X
Para garantir a D-estabilidade do sistema (2.39) numa regido LMI (2.59).
Prova:
Pretende-se demonstrar a implicacéo:
3X>0: Mp(Gy;,X) <0 A Mp(Gjj,X) <0 = Mp(Gij +Gj,X) <0
Comj> ii,j €7 s.a 7;(x,u) N7;(x,u) # {0}, X =X".
Atendendo a definigédo (2.45) e como por hipotese B; = B;, resultaram as igualdades:

Mp(Gj,X)=L®X+MQA.X-MQB.K.X+M' @ (4. X)" —

MT @ (Bi.K;.X) = Myp(AyX) — My (B K, X) + L ® X

My (G, X) =L ®X +M Q@ A X — M @ B. K. X + MT ® (4;.X) —
MT @ (B;.K;.X)' = Mypi(A;, X) — My (B K;, X) + L ® X
Entdo:
My (Gij + Gji, X) = My (A, X) — My (B Kj, X) + My (A;,X) — My (B K, X) +
+2.L QX

Por outo lado, reescrevendo:

Mpi(Gyy, X) = My (A, X) — My (B K, X) + L Q X

My (Gij, X) = Mp(4;,X) — My (B K, X) + L ® X
E por hipotese:

Mp (G, X) <0 A Mp(Gjj,X) <0 &

= Mp (A4, X) — My (BLKp, X) + L@ X <0 A
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Mp(4;,X) — Mp(Bi.Kj, X))+ L®X <0
Somando ambas as desigualdades vem:
= My (A, X) — My (Bi. Ky, X) + My (4, X) — My (B K, X) + 2L ® X <0
& My (Gij+ G, X) <0
c.q.d.

Também para as regides LMI do tipo (2.60) € possivel relaxar as condi¢Ges de D-
estabilidade do anel fechado TS.

Teorema 4 - Sejam as matrizes B;,i = 1, ..., R do sistema (2.39) todas iguais entre si,
entdo é suficiente verificar:

AX>0: Mpn(G,X) >0, i=1,..,R  X=XT
Para garantir a D-estabilidade do sistema (2.39).
Prova:
Pretende-se demonstrar a implicacéo:
3X>0: Mpi(Giy, X) >0 A Mpi(Gjj,X) >0 = Mpu(Gij + Gy, X) > 0,
ijeds, X=XxT
Comj> ii,j€7 s.a 7;(x,u) n7;(x,u) # {0}, X =X".
Dado que:
My (Gij + Gji, X)
= My (A, X) — My (B K;, X) + My (4, X) — Mpr(Bi. Ky, X)
+2.LQX
My (Gij, X) = My (A, X) — Mpn (B Ky X) + L @ X
Mpi(Gjj, X) = My (4;,X) — Mpr (B Ky, X) + L X
E por hipotese:
Mp (G, X) >0 A Mpr(G;

=4 MDII(Ai,X) - MD”(Bi'Ki’X) + L ®X
>0 A Mpi(4;,X) = Mpr(Bi K, X)+LQ®X >0

Somando ambas as desigualdades vem:
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= My (A, X) — My (Bi. Ky, X) + Mpn(4;,X) — My (B Kj, X) +2.L® X > 0
(=" MD”(Gij + G]UX) >0

c.g.d.

Neste ponto foi provado que o conceito de D-estabilidade é aplicavel a sistemas TS no
espaco de estados com consequentes lineares.

As dedugdes anteriormente formuladas para sistemas TS em tempo discreto podem ser
estendidas para sistemas TS continuos que apresentem A™S com o mesmo formato que
foi considerado.

Os resultados obtidos também permitem concluir que as condicGes de estabilidade para
sistemas TS discretos formuladas no ponto 2.4.5, pela aplicacdo do método direto de
Lyapunov com funcBes de Lyapunov quadraticas, correspondem as condic¢des de D-
estabilidade no circulo unitério.

Curiosamente, aplicando também o critério de estabilidade quadratico de Lyapunov a
sistemas TS continuos resultam condigdes correspondentes a D-estabilidade de siste-
mas TS no semiplano complexo negativo.

2.6.6 Condicdes suficientes para D-estabilidade do anel fechado TS numa vari-
edade de regides LMI

Tendo em vista o projeto do controlador TS PDC por R.V.E., os resultados obtidos em
2.5.5 serédo agora aplicados a uma variedade de regides LMI do tipo (2.59) e (2.60):

2.6.6.1 Interior de um disco de raio r e centro em (0,0):

Dy ={z€C: x*+y*<r? x=Re(z), y=Im(z), r e R*}

l
Dy ={z€C: [ _Or+[(1) g].z+[8 (1).z—<0}
l
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—r. X X.AT — M. BT
AX>0: <0 A
Ai.X _Bi'Mi —r.X
T
—r.X (A4i.X + 4. X — B.M; — B;. M;) “0
(A;. X + 4;.X — B.M; — B;. M;) -r.X

X =XT, i=1,..,R, i<j, s.a. qnfg;#{@®}, reRY

(2.73)
Estas condicGes podem mostrar-se equivalentes as obtidas no ponto (2.4.5) pela apli-

cacdo do método direto de Lyapunov a sistemas TS discretos, de modo igual ao que
ocorre com os sistemas lineares discretos.

2.6.6.2 Interior a um semiplano vertical esquerdo:
Dy ={z€C:x<a, a €R, x =Re(2)}
)
D ={zeC:-2.a+ z+2<0}
!

3X>0: —2aX+A. X —B.M;+X.AT —M].B <0 A
—2aX + A X — Bi.M; + X.A] —M[.B] + -
T T T
o+ A X—Bj.M;+X.Al —M].Bf <0

X =XT, i=1,..,R, i <j, s.a. 7; N7; # {0}, a €R

(2.74)

Também se verifica que pela aplicacdo do método direto de Lyapunov ao anel fechado
TS em tempo continuo, usando funcbes de Lyapunov quadraticas da forma (2.28), se
obtém condicBes equivalentes a (2.74) com a = 0, tal como acontece com as condi-
¢Oes derivadas pelo mesmo método com os sistemas lineares em tempo continuo.
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2.6.6.3 Interior dum semiplano vertical direito:

Dy =f{z€C:x>aq, a €R, x =Re(z)}
l
Dy ={z€eC: 2.a—z—-2<0}
l
3X>0: 2aX —Ap. X +B;. M; — X.AT + M].Bf <0 A

2aX — A;. X + B;.M; — X.A] + M].B] —--
w— A X +B;.M; —X.A] + M].B] <0

X =XT, i=1,..,R, i <j, s.a. 7;N7; #{@}, a€R

(2.75)

2.6.6.4 Interior duma faixa horizontal:

Dy ={z€C:|y|<a, a€R’, y=Im(2)}

l

DLW:{ZE(C:[_%)'Q —g.a]-l_[(l) _Ol].z+[_01 é.z‘<0}
l

—2.a.X X.AL-T—MiT.Bl-T—Ai.X+Bi.MiI<0

X >0: l
Ai. X — Bi.M; — X.AT + M]. BT —2.a.X

t, =X.A] —M[.B[ —A;.X + B;.M; + -
T T pT
X.Al —M[.Bf —A;. X+ B;.M;

_Z.a.X tl
A l <0,

tz  —ZaX t, = Ai.X — Bi.M; — X. AT + MJ.B] + -

T T pT
+A;.X — B.M; — X. AT + M. B!

X =XT, i=1,..,R, i<j, s.a ;07 #{®}, a€R?

(2.76)
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2.6.6.5 Interior duma seccao conica esquerda uma translacéo de xA no eixo das ab-
cissas:

Dimi ={ZE(C! |atan( Y A)| <0 N x<x4, x = Re(2),

y=Im(z), 6 € ]0,%[, XA € ]R}

l
Dimp =
[—sin6™.2.xA 0 sinf~ cosO~ sinf@~ —cos07] -
{Z €c: [ 0 —sin@‘.Z.xA] + [—cosa‘sine‘ -z [cose‘ sin@~ ]'Z < 0}
l

sinf.(t;) cos6.(t,)
X >0: [cos@. (t3) sin6.(ty)
ty =A;p. X — B M+ X. AT — M .Bl —2.xA.X
t,=A;.X —B.M; — X.AT + MT. B A
ty =—A;. X +Bi.M; + X.AT —M].B

<0,

sinf.(t,) cos6.(ts)
. 0,
cosO.(ty) sind.(t,)

ty=A;.X —Bi.M; + X.A] —M[.B] + -
vt A X —Bj.M;+X.A] —M].B] —2.xA.X

ts = A X —B.M; —X.A] + M/ .B ...
.+ Aj. X —B;.M; — X.A] + M{.Bf

te = —Ap. X+ Bi.Mj + X.A] — M/ .B] + -
~A;. X + B;.M; + X.A] — M .Bf

X =XT, i=1,..,R, i<j, sa mnH;#{@}, xA€ER,
(2.77)

2.6.6.6 Interior duma secc¢éo conica direita uma translacao de xB no eixo das abcis-
sas:

Dy = {z eC: |atan(

x—xB)|<0+ A x > xB, x = Re(2),

y=Im(z), 6%€ ]O,g[ ,  xBE€ R}
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in6*.2.xB 0 ]+ [—sin@+ cos@™ ]
0 sinf*.2.xB —cos0t—singtl’

—sinft—cosf*] -

+ [ cosO™ —sin6+] 2 < 0}

Dy =f{zeC:[*

8

sinf.(t;) cosH.(t,)
. <0,
cos0.(t;) sind.(t;)
t, =—ApX+B.M;—X.AT + M. Bl + 2.xB.X
t,=A;.X—B.M; —X.AT + M. Bf A
ty=—A. X +B.M; + X.AT — M BT

EIX>0:[

[sin@.(t4) cos6. (ts) <0
cosO.(tg) sind.(t,) ’

ty = —A;. X+ B.M; — X.A] + M].B] + -
w—A;. X +B.M; — X.A] + M{.B] +2.xB.X

ts = Ai. X — Bi. M — X.A] + M].B] +--
vt A X —Bj.M; — X.A] + M{.B]

te = —A;. X + Bi.M; + X.A] — M .B[ ...
T T T
—A;. X+ B;.M; + X.A] — M[.B;

T
X =XT, i=1,..,R, i <], s.a. 7; N7; # {0}, 9+e]0,5[,

Em suma, em cada instante temporal os sistemas TS podem ser vistos como sistemas
lineares cuja matriz da dinamica depende da combinacéo das regras disparada. As con-
dicbes de D-estabilidade anteriores permitem impor que o lugar dos valores proprios
da matriz de dindmica dos sistemas TS se encontra restringido ao interior da regido

LMI especificada, para qualquer que seja a combinacdo de regras disparadas.

Note-se que as condicdes de D-estabilidade apresentadas consistem num sistema de
condi¢cdes LMI. Assim, caso seja pretendido gerar condicbes de D-estabilidade para
uma regido LMI R, = R; N ...N R,,,, m € N, resultante da intercecdo entre varias re-
gides LMI com condigdes de D-estabilidade conhecidas, basta incluir num sé sistema
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as condi¢Oes de D-estabilidade de cada regiéo R; ... R,,, com a verificagdo sob a mesma
variavel X € RV*V,

Neste ponto ficou também evidenciado que as condi¢des de D-estabilidade para o cir-
culo unitario podem mostrar-se correspondentes as obtidas para sistemas TS discretos
no ponto (2.4.5)

2.6.7 Projeto de Regides LMI

Anteriormente foi visto que a D-estabilidade em regides LMI (2.59) e (2.60) pode ser
imposta a sistemas TS e as correspondéncias entre as condigdes geradas e as obtidas
pelo método direto de Lyapunov permitem concluir que a verificacdo destas condicdes
tem impacto sobre a dinamica do sistema TS. A relacdo entre as regides do plano com-
plexo onde devem estar restritos os valores proprios e o desempenho dinadmico do sis-
tema conserva-se relativamente aos sistemas lineares, o que abre a possibilidade de
projetar regifes de D-estabilidade para imposi¢do de comportamentos dindmicos de-
sejados para o anel fechado TS.

A fronteira destas regides podera ainda ser definida a partir de um sistema linear, com
0 menor nimero de polos possivel, representativo do pior desempenho admissivel. A
partir dos polos deste sistema sera possivel delimitar a regido LMI no plano complexo
a usar.

No caso de se pretender projetar um controlador TS PDC por retroacdo de variaveis
de estado, em tempo discreto, serd necessario discretizar a regido LMI definida no
plano s, através do mapeamento entre os planos s e z, z = e5s sendo T, o intervalo de
amostragem (Wisniewski, Yoshimura and Assunc, 2017).

No ponto que se segue, esta abordagem sera aplicada ao projeto de regides LMI resul-
tantes de especificacdes sobre o tempo de estabelecimento e sobrelevagéo da resposta
do sistema em anel fechado.

2.6.7.1 Especificacdo sobre o tempo de estabelecimento

O tempo de estabelecimento dos sistemas lineares pode ser condicionado pela coloca-
¢ao do seu polo mais lento. Assim defina-se um sistema linear continuo com o Unico
polo em s = p, representativo da dinamica desejada para o anel fechado cuja funcéo
de transferéncia H(s) é:

(2.79)
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H(s) =

S —Po
Considerando Re(p,) < 0, a resposta do sistema (2.79) a um sinal de atuacdo em de-
0, t<0 _
grau, dado por u(t) = {Aer t>0 calcula-se:
A 1 1 ex .t
y(6) = L-l{—g. }: A£.<——+M) (2.80)
S §—Do Po Po

Em que £~ representa a transformada de Laplace inversa. O valor final da resposta é

assim dado por tligrn y(t) = —% e 0 tempo que a resposta demora a atingir 98% do
—+400 0

seu valor final em segundos, é dado por:

_ [n(0.02) (2.81)
%l Po
Atraveés desta expressdo é possivel fixar p,, estavel a partir do tempo de estabeleci-

mento, ts,,, . desejado.

Com p, escolhido no plano complexo, o lugar dos polos que correspondem a especi-
ficacdo t < timin COM t,i, > 0 € 0 semiplano esquerdo, definido por:

S[2%]

1n(0.02)

zEC: x < —, x = Re(2), tmin >0 (2.82)
min

Em seguida é necessario mapear a regido para o plano z, visto que se pretende projetar

um controlador TS PDC discreto. De forma a simplificar esta tarefa, considere-se o

mapeamento da fronteira da regiéo, sugerido em (Wisniewski, Yoshimura and Assunc,

2017):

_ n(0.02).T;
z=e5Ts = e¥Ts elVTs = ¢ tmin ,elVTs (2.83)
A expressao obtida corresponde a uma circunferéncia no plano z de centro em (0,0) e
raio:

In(0.02).T
r =e tmin

(2.84)

Assim a regido LMI mapeada no plano z consiste no interior do circulo delimitado
pela fronteira mapeada. Considerando um ponto p;,, no plano s, pertencente ao interior
da regido (2.82), ou seja com |Re(p;n)| > |[Re(py)l, Pin,Po < 0, 0 SEU Mapeamento

40



no plano z pertencera a uma circunferéncia de raio menor que o da fronteira. Assim
conclui-se que a regido LMI a usar no projeto do controlador TS discreto corresponde
ao interior do circulo de raio (2.84) centrado na origem do plano z.

2.6.7.2 Especificacao sobre a sobrelevacdo na resposta ao degrau

Nos sistemas lineares, a ocorréncia de sobrelevagdo da resposta esta relacionada com
a existéncia de polos complexos conjugados, o que implica considerar, no minimo, um
sistema de segunda ordem como o da expressao seguinte:

K.w?

H(s) =
(s) s2+2.D.wy. s + w3

(2.85)

D é o fator de amortecimento, K o ganho estéatico e w,, a frequéncia natural. Analisando
a expressao para o célculo dos respetivos polos:

P12 = —D.w, + w,.D*—1 (2.86)

E possivel evidenciar que w,, regula a distancia dos polos & origem que, como foi visto
no ponto anterior, esta relacionada com a rapidez da resposta no tempo.

Quanto a D, segundo (Neves-Silva, no date) € importante distinguir trés casos: D > 1
(sistema sobre-amortecido), D = 1 (sistema criticamente amortecido) e D < 1 (sis-
tema sub-amortecido).

Se D > 1 o sistema apresenta dois polos sobre o eixo real resultando numa resposta
sem oscilagdes nem sobrelevagéo.

No caso em que D = 0 os polos vém imaginarios puros, o que origina uma resposta
puramente oscilatoria.

Com D €]0,1[ os polos sdo dois complexos conjugados e a expressao p;, =

—D.wy, * j.w,. V1 — D? é equivalente a (2.86). Analisando esta expresséo, verifica-
se que quanto menor for D maior 0 peso da componente imaginaria, originando uma
resposta temporal com maior componente oscilatoria.

E nesta situacdo, em que os polos apresentam simultaneamente componentes real e
imaginéria, que a resposta temporal resulta numa sobreposi¢do dos efeitos das duas
componentes — convergéncia assimptética para o valor final da resposta (assumindo
que o sistema (2.85) ¢ estavel) e componente oscilatdria, resultando na referida sobre-
levacéo relativa ao valor final da resposta, definida analiticamente por:

(2.87)
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Soe] = M_ 100

Yoo — Yo
Sendo yo, Ymax € Voo 0S Valores inicial, maximo e final da resposta respetivamente. A
sobrelevacao relaciona-se com o fator de amortecimento D é:

S[%]
_—Dm_ —In
S[%] = 100.eV1-D? = D = (100)

2
(@) em e

Com D €]0,1[ = spo €]0,100[ [%]. Para uma especificagdo de performance do

tipo:
S[%] = S[%lmax

Obtém-se para o fator de amortecimento:
1 (S1%]
in (155)
s 2
[%] 2
(ln (100)> +r (2.89)

Definido o valor minimo admissivel para D, segundo (Wisniewski, Yoshimura and
Assunc, 2017) o lugar dos polos no plano s com fator de amortecimento D corresponde
a sec¢do conica ilustrada a tracejado na seguinte imagem:

D>

Figura 3 — Lugar dos polos que verificam a especificacdo (2.89) no plano s, s = x + jy, cor-
responde a uma seccdo conica esquerda.
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A referida seccdo conica € analiticamente descrita por:

{S EC:x= —cotan(cos‘l(D)). lyl, D €]0,1[, x =Re(s), y= Im(s)}

(2.90)

E visto que um maior fator de amortecimento corresponde a uma menor componente
imaginaria dos polos, entdo o lugar dos polos que verificam a condicéo (2.90) corres-
ponde a regido marcada a cor-de-rosa na figura 3.

Fixada a regido que corresponde a especificacdo, € agora necessario calcular o seu
mapeamento para o plano z visto que o controlador TS a projetar € em tempo discreto,
conforme referido em (Wisniewski, Yoshimura and Assunc, 2017):

. _ -1 i
7 = e5Ts = pXTs oi¥Ts = o cotan(cos D)-Iyl-Ts_eJ-Y-Ts (2.91)

Note-se que (2.91) pode ser vista como estando no formato de coordenadas polares,

-1 - N .
sendo e~cotan(cos™*D)IyLTs g rajo dos pontos que pertencem a curva e y. T, 0 respetivo
argumento.

A expressdo da fronteira mapeada ndo delimita uma regido convexa, como tal também
ndo delimita uma regido LMI. Uma possivel solucdo para este problema, referida em
(Wisniewski, Yoshimura and Assunc, 2017), é a construcao duma regido LMI aproxi-
mada baseada na intercecao de dois sectores conicos direito e esquerdo como em (2.78)
e (2.77), conforme ilustrado na imagem seguinte:

Ajy
= ® Fstorde-amortecimento
"""" Sector-conico-1
—wwme  Sector-conico2
1
/ -~
" \\
/ G
d \
/S c \
/ L - &~ \
- d . ~ ~ \
7’ ’ ~, \
~ ~
’ ¥ \’\ . \
’ o PR II\
| ‘ ..' \‘ \
| <0 o
| 8*—' \ 1 32_‘~\*',A >
' 7)1 x
| R ¥ et
\ N ! /'l f
\ . e
S . - ’ /
S d = ~_ -3
\ ~g-
C ’ /
N S

Figura 4-Aproximacao da regido (2.91) pela interce¢do de duas sec¢Bes conicas no plano z.
Imagem obtida em (Wisniewski, Yoshimura and Assunc, 2017).
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Seja um ponto do plano z designado pela notagcdo z = X + jy, para definir a regido
aproximada € necessario determinar o0s parametros {A = (%4, V4),B =
(X5, V), 01, 02}.

Os pontos A e B apresentam-se sobre o eixo real, logo y, = yz = 0. Impondo y = 0
em (2.91) vem z = 1 para qualquer D o0 que corresponde na imagem ao ponto A =

(1,0).
B
XB

Dado que B esta fixo no eixo das abcissas entdo atan ( ) =m.k,k € Z e como este

ponto pertence & fronteira também y. Ty = .k, k € Z, que € 0 argumento dos pontos
que pertencem a fonteira. Adicionalmente em (Wisniewski, Yoshimura and Assunc,
2017) é referido que X5 corresponde a primeira vez que a expressao da fronteira (2.91)

toca o eixo das abcissas, entdéo k = +1 =y = iTE. Avaliando a amplitude do ponto
N

correspondente obtém-se:
Xp = e_COtan(Cos_lD)'n.COS(iT[) (2.92)

O ponto C pertence a fronteira da regido e devera ser escolhido de modo a maximizar
a area do tridngulo ACB, resultante na regido LMI que engloba a maior area possivel
da regido original. Como os pontos A e B estdo fixos e estes determinam a base do
triangulo, fica por determinar a sua altura, y.. Assim considere-se 0 seguinte problema
de otimizagéo:

- (X4 — Xp)-Yc
V¢ = max T

_ T
Ve (y) = e~cotan(cos'D)VITs gin(T,.y) s.a. y € [O,F]
S

(2.93)

Visto que o = Im(e-cotan(cos™ D) Ts ¢ivTs) vy T, € [0,7]. A mesma solugdo
pode ser encontrada simplificando o problema para:

y* . maX{ e—COtaTl(COS_1D).|y|.TS_Sin(TS_y) }' y € I:O' %:l (294)
N

Encontrando y* é possivel determinar (AC, éc) a amplitude e o argumento de C, e a
partir destes determinar C = (X, y¢):

AVC — e—cotan(cos_lD).ly*l.Ts

« . « (2.95)
Oc =Ts.y




Com os pontos A4, B e C especificados os angulos 8, e 8, vém imediatamente:

91 = atan (#)
X5 + |%cl

6, :amn< chlv ) (2.96)

Assim ficam definidos os pardmetros das duas regides LMI, (X4, 6,) para a sec¢do
conica esquerda e (Xg, 8,) para a secgao conica direita.

2.6.7.3 Especificagéo sobre o tempo de estabelecimento em simultdneo com a sobre-
levacéo

Se for pretendido intercetar ambas as condi¢des de desempenho, fixando um valor para
D pretendido a partir de (2.89) e o tempo de estabelecimento desejado, verificam-se as
relacGes aproximadas:

4.6

Lo ™ D.w,

< tmin (2.97)
Ou

<t (2.98)

Esiso ™ D.w,

Para fixar estes parametros poderdo também ser usadas relacGes alternativas relativas
ao tempo de pico ou de subida.

Com os parametros {D, w,,} fixos, a expresséo (2.86) permite calcular p; ,, logo a re-
gido LMI no plano s relativa ao tempo de estabelecimento é dado por:

D, ={s€eC:x<a, a = max{ Re(p,),Re(p,) }, x = Re(s)}
(2.99)

Em seguida a regido devera ser discretizada caso esteja a ser projetado um controlador
TS discreto. Relativamente a imposi¢do do amortecimento desejado, como D é conhe-
cido pode entdo ser usada a metodologia apresentada em 2.5.7.2.

E importante notar que no contexto dos sistemas no lineares, as propriedades da res-
posta ao degrau como o tempo de estabelecimento e a sobrelevacdo variam conforme
a amplitude do degrau em causa, ao contrario do que acontece com 0s sistemas linea-
res, em que estas propriedades se mantém-se invariantes quanto a amplitude do degrau
em causa.
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O anel fechado TS (2.24) é no seu todo um sistema ndo linear e o facto de em cada
instante a sua saida apresentar a forma dum sistema linear ndo Ihe garante a invariancia
das propriedades da resposta ao degrau, tipica dos sistemas lineares.

No entanto, se este sistema verificar as condi¢cdes de D-estabilidade numa regiéo, entdo
para qualquer combinacgdo de regras disparadas a saida do anel fechado serd em cada
instante temporal um sistema linear cujos valores proprios estdo contidos no interior
dessa regido. Desta forma, a sua dinamica estarda sempre limitada pelo pior caso de
desempenho admissivel e as especificacdes de performance minimas serdo sempre ve-
rificadas.
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Formulacao

Neste capitulo é proposta uma metodologia que conjuga de forma pioneira as técnicas
apresentadas no capitulo da contextualizacdo permitindo gerar controladores difusos
Takagi-Sugeno com especificacdes de performances minimas, partindo de modelos
difusos TS com consequentes no espaco de estados.

3.1 Construcédo de Modelos TS

Neste capitulo € proposta uma metodologia para o projeto de controladores TS PDC
discretos para sistemas néo lineares descritos por um conjunto de equac0es diferenciais
da forma:

X1 =f.1(x,u)

foRVM S RY, flnu) = 3.1)

xy = fn(x,u)
Sendo x = {x4, ..., x5} as variaveis de estado todas acessiveis, u = {u, ..., uy } as va-
ridveis de atuacdo, x;,i € {1, ..., N} corresponde a derivada temporal das variaveis de
estadoe fi, ..., fy Sao as componentes de f que exprimem a dindmica de cada variavel
de estado.

Como sera usada a abordagem de projeto PDC o controlador TS sera projetado com
base no modelo TS do sistema a controlar. Logo o primeiro passo da metodologia
proposta passa pela constru¢do do modelo TS partindo do modelo néo linear (3.1).
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3.1.1 Aproximagdo de funcBes ndo lineares através de modelos TS

A funcédo f em (3.1) pode ser aproximada num dominio compacto e limitado por mo-
delos difusos Takagi-Sugeno com regras do tipo:

R: Se xjéut nonxy@®éul nug(t)épuley Ny uy(t) é by

Entdo x(t+ 1) = Aix(t) + Byu(t) + ¢ (3.2)

Com A; € RN B, € RVM ¢, € RN e ul,i € {1,..., N + M} representa o conjunto
difuso da i-ésima variavel de entrada associado a I-ésima regra.

Assim o antecedente da regra considera o conjunto de variaveis de entrada V" =
{x1, ..., XN, Uy, ..., Uy } €M cada instante de tempo discreto, associando cada variavel
de entrada a um conjunto difuso do seu dominio. Desta forma € pressuposta uma regido
de funcionamento na qual o subsistema do consequente é valido.

Relativamente a definicdo dos conjuntos difusos no dominio de cada variavel de en-
trada, apos ser escolhido o universo de discurso, D,,, v € V", os conjuntos difusos
deverdo estar definidos de modo a satisfazer (2.17).

Assim a capacidade de aproximacao do modelo TS apresenta-se limitada ao espaco de
entrada D,, X ... X D, € nasua base de regras deverdo existir um total de R = Q,, X
wo X Qyy X Qy, X .. X Qy,, Tegras, com Q,,v € V™ o nlimero total de conjuntos di-
fusos definidos no dominio duma variavel de entrada genérica.

A construcdo do modelo TS pode ser repartida em dois passos principais: a defini¢cdo
dos antecedentes das regras e seguidamente, a construcao dos respetivos consequentes.

3.1.1.1 Definicdo das funcdes de pertenca das variaveis de entrada do modelo difuso
TS

Para cada variavel de entrada v € V™ é necessario especificar o intervalo do universo
de discurso considerado D,,, assim como o numero total de conjuntos difusos a usar
Q., e a forma das suas funcdes de pertenca.

Nesta formulacéo sugere-se que as duas funcdes de pertenca definidas nos extremos
de D, tenham forma trapezoidal e as restantes fungdes de pertenca intermédias sejam
triangulares, conforme se encontra ilustrado na figura 5:
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Figura 5-Exemplificacdo dos conjuntos difusos definidos no dominio duma variavel de entrada
genérica v € V™a com Q, = 5, imagem criada a parir de (Fuzzy System, no date)

Assim cada fungdo de pertenca uf’,i € {1, ...,Q,} é definida a partir dum ponto de
linearizagéo p; € P, com P, = {p{’ ) e pgv}. As funcbes ui” e ug  terdo forma tra-
pezoidal e as intermédias forma triangular.

Quando os conjuntos difusos no dominio de todas as varidveis de entrada estiverem
completamente definidos, os antecedentes das regras correspondem a todas as combi-
nagdes possiveis de conjuntos difusos assumidos nos antecedentes.

3.1.1.2 Célculo dos consequentes através de linearizacdes locais

O antecedente da regra (3.2) pode ser visto como uma suposi¢do dum ponto de funci-
onamento das variaveis de entrada, que sera completamente satisfeita para a I-ésima
regra quando todas as variaveis de entrada verificarem p, (v) = 1,v € V™",

De modo a associar um unico ponto de funcionamento ao antecedente das regras, con-
siderem-se as associagOes entre conjuntos difusos e os respetivos vértices uf <
p?,i € {1,..,Q,} para uma variavel de entrada genérica v~ € V", Assim a uma fun-
cdo de pertenca triangular serd associado o respetivo ponto do vértice superior e as
fungdes trapezoidais, o vertice da base superior mais interior ao universo de discurso.

Seja (x',u') = (pL,, ..., pL, Phys -, DL, ) O pONto considerado no antecedente da I-
ésima regra do modelo TS, o respetivo consequente afim pode entdo ser calculado pela
linearizagdo de (3.1) em torno deste ponto. Para este efeito considere-se a expansao
em série de Taylor de primeira ordem, desprezando os termos de ordem superior:

FOOW ymtaty = LU + AGLUD. (x = D) + B uh). (w—uh)  (3.3)
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Com:

[Q_fl Q_fl]
0X1 0Xy
A(x,u) = g (x,u) € RNV,
0X1 oxXy
[Q_fl Qfl]
ou ou
B(x,u) = | 51 . Ml(x’u)eRNxM’
|% QfN'
ouy QuMJ
f(xl,ul) B i
fluh) = 15 ,€ RVX1, x:%xl((?)ﬂwx}v(tt)]]r
fu(xhub) u = [u (t),..., uy(t)

E com x! = [x{(t),...,x}v(t)]T, ul = [ui(t),...,u,lv,(t)]T. Reorganizando a expres-
séo (3.3) obtém-se 0 modelo afim em tempo continuo:

£ W aymetaty = Ab- % + Beou + (3.4)
Com:

AL = A(xhub)
B = B(x', uY)
ct = fixhub) — AQxhub). xt — B(xh ub).ul
Para obtencdo do modelo linearizado equivalente em tempo discreto sugere-se a dis-
cretizacdo do modelo (3.4) através do método de discretizacdo ZOH (zero-order hold).
Assim tem-se:

ZOH{AL.x + Bb.u + ct} = ZOH{AL. x + Bb.u} + ¢t = AL . x(t) + Bh.u(t) + ¢t

(3.5)

O modelo linearizado em torno de (x*!, u') e discretizado vem assim:

x(t+1) = Ab.x(®) + Bh.u(t) + ¢ (3.6)

Com ¢k = ct. Aplicando esta metodologia a todos os pontos considerados pelos ante-
cedentes das regras do modelo TS este fica completamente definido.
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A predicgdo do vetor de estado fornecida pelo modelo TS construido calcula-se em cada
iteracdo por:

R
x(t+1) = Z 7,(6,w). [Ab. x(¢) + Bh. u(e) + cb] 3.7)
=1

E interessante notar que como os consequentes do modelo TS séo calculados a partir
de linearizagdes de f(x,u), caso esta funcdo dependa de forma puramente linear ou
afim de todas as variaveis de atuacdo, as matrizes B (x, ) resultardo iguais para todos
o0s consequentes do modelo TS. O mesmo acontece para a matriz A(x, u) caso f apre-
sente dindmicas lineares ou afins quanto as variaveis de estado.

3.1.1.3. Critério para a escolha dos vértices das funcGes de pertenca

Caso a fungéo a aproximar seja suave, de classe C* em todo o espac¢o de entrada con-

siderado pelo modelo TS, D,, X ...x D, , de acordo com (Kosko, 1994) os vértices

Uum:?
das funces de pertenca assim como o total de fungdes a usar podem ser escolhidos de
modo a controlar o erro da aproximacao conseguida pelo modelo TS relativamente a

funcdo original.

De acordo com (Mehran, 2010), se a funcdo que se pretende aproximar néo for suave,
esta ainda podera ser aproximada por um modelo TS conforme o tipo de descontinui-
dade apresentada.

A prioridade da construcdo de um modelo TS com erro de aproximacéo limitado po-
dera ser desprezada em prol da simplificacdo da metodologia de constru¢do do modelo.

Por exemplo o nimero de pontos de linearizacéo escolhidos no dominio das variaveis
de entrada pode ser o Unico fator tido em conta para condicionar a qualidade de apro-
ximacao do modelo. Perante esta escolha deve ser considerado o balanco entre a capa-
cidade de aproximacao conseguida e o peso computacional necessario para a inferén-
cia sobre o0 modelo e para a resolucéo do problema de projeto do controlador TS com
a dimenséo resultante. A escolha da localizagdo dos pontos propriamente dita, devera
ser 0 mais afastada possivel ao longo do universo de discurso, garantindo que o modelo
apresente capacidade de aproximacao satisfatdria em todo o espaco de entrada. Adici-
onalmente, também deve ser tido em conta que a funcéo a aproximar apresente deri-
vadas parciais de primeira ordem definidas em todos os pontos de linearizagao resul-
tantes destas escolhas, possibilitando assim a sua expansdo em série de Taylor como
sugerido em (3.3).
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3.2 Projeto de Controladores Difusos usando Regi-
Oes LMI

Neste capitulo sera descrita uma metodologia de projeto de controladores difusos TS
(Takagi-Sugeno) em tempo discreto que permite a imposicéo de especificacOes de de-
sempenho temporais ao controlador.

Como referido no capitulo da contextualizacao, os controladores difusos TS PDC por
retroacdo de variaveis de estado sdo baseados em modelos TS com consequentes no
espaco de estados, definindo para cada um dos submodelos x(t + 1) = A;x(t) +
Byu(t),l =1, ..., R um controlador linear do tipo u(t) = —K;x(t) apresentando as re-
gras do modelo e do controlador os mesmos antecedentes. Considere-se novamente a
expressao do anel fechado do controlador TS PDC:

R
u(t) = —Z 7,0, ). Ky x(£), K, € RM*N (3.8)
=1
Observando a expressao, verifica-se que se trata dum regulador pois ndo é considerado
um sinal de referéncia. De modo a tornar possivel efetuar controlo com seguimento de
referéncia, serd usada uma abordagem analoga a dos sistemas lineares que consiste na
definicdo prévia dum modelo TS estendido.

3.2.1 Modelo TS estendido

Como o controlador TS (3.8) € um regulador a sua acéo de controlo ira atuar no sentido
da anulagdo das variaveis de estado do sistema em anel fechado (3.7). Neste ponto é
proposta uma técnica que possibilita a introducdo de controlo de seguimento, mesmo
usando o controlador (3.8), que é baseada na aplicacdo duma metodologia frequente-
mente usada em sistemas lineares a todos os consequentes do modelo TS original.

3.2.1.1. Controlo de seguimento com sistemas lineares no espaco de estados

Uma estratégia que é habitualmente usada no contexto dos sistemas lineares em espago
de estados da forma:

x(t+1) =A.x(t) + B.u(t) (3.9
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Comx € RN, u € RM,4 € RV*N, B € RV*M para os quais é projetado um controla-
dor linear por R.V.E. com u(t) = —K.x(t), K € RM*N que permite implementar con-
trolo de seguimento das variaveis de estado escolhidas, consiste na definicdo dum sis-
tema estendido cujas variaveis de estado adicionais correspondem ao erro de segui-
mento das variaveis de estado controladas.

Por exemplo, seja x;,i € {1, ..., N} a Unica varidvel de estado que se pretende contro-
lar. O integral do erro de seguimento discretizado desta variavel é:

iey, (t + 1) =refy, () — x;(t) + iey, (t) (3.10)

Logo o sistema estendido fica:

xy (¢ + 1) %1 ()
I[ s ]I A?l Al:,,V g I[ 5 1| e
| ae+D =]/ L om@ |+ g] ]
: AN,1 AN,N 0 | : | 0 uM(t)
lie,t+1] + 0 o 1 W iey, (0 + ref, (0]
(3.11)

Em seguida, o controlador para o sistema estendido serd da forma u(t) =
—K.2(6),K € R WD % =[xy, .., x; (D), ... iey, (£) + Tefy (1)] € RO*D,u €
RM. A acéo de controlo do controlador projetado sobre o modelo estendido ira assim

regular o erro de seguimento da variavel de estado controlada x;, possibilitando o seu
controlo com referéncia variavel.

3.2.1.2. Especificacdo do modelo TS estendido

Neste ponto a técnica descrita em 4.1.1. serd aplicada a cada consequente do modelo
TS (3.7), resultando num modelo TS estendido que permitira a utilizacdo do controla-
dor (3.8) e ainda efetuar controlo de seguimento.

Seja J;, € RVie*1 N,, < N o conjunto dos indices ordenados das varidveis de estado
que se pretendem controlar. Definindo como variaveis de estado adicionais o integral
do erro de seguimento discretizado das variaveis x;,i € 7;, definido por (3.10). Logo
o sistema estendido resultante sera de ordem N = N + N;, sendo N;, = card(J;,).
Para cada elemento do conjunto 7;.(i), i = 1, ..., N;, serd necessario adicionar uma
linha & matriz A, dos consequentes do modelo TS da forma:

Li = [01><(7ie(i)—1) —1 OlX(N—ﬂie(i)) le(i—l) 1 OIX(Nie—i)] (312)
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Assim o sistema estendido fica definido pelas matrizes:

AlD ONXNie !
dhody=| Mt |er™,  ph-Bh= loNB.DX Ml & RT<M,
| Ly, |
ct o
ol o ¢l = [ON.DXJ — (3.13)

E os consequentes do modelo estendido tomam a forma:

x(t +1) = AL. x(t) + Bh.u(t) + ¢4

T _
N =
+re ij.e (Nie)] ERY e x=

2

Com x = [xl, vy XN, lexﬂie(ﬂ + refxgie(l), ""lexﬂie(Nie)

T _
. 1 N
[xl' . xN' lexjie(l), ey lex?ie(Nie):l € RY.

Aplicando estas alteracdes a todos 0s R consequentes do modelo (3.7) fica completa-
mente definido o modelo TS estendido:

R
e+ 1) = ) R [ EO +Bhu® + ] (314
=1
Com %,%,¢4 € RV, AL, € RV*N ¢ BL € RV*M, Em seguida o controlador difuso TS
PDC sera projetado com base neste modelo.

3.2.2 Projeto dos ganhos do controlador difuso TS PDC

A partir do modelo TS estendido definido em 3.2.1.2. pretende-se neste ponto projetar
um controlador difuso TS PDC sobre este modelo, ou seja atribuir os ganhos K;, | =
1, ..., R do controlador:

R
u(t) = —Z 7106w K. % (), K, € RMXW+Nio) (3.15)

=1
Desta forma tornar-se-a possivel efetuar controlo de seguimento de x;,i € J;,. Inicial-
mente a capacidade de estabilizacdo do controlador (3.15) sobre 0 modelo TS esten-
dido (3.14) sera analisada. Em seguida é proposta uma metodologia de projeto dos
ganhos do controlador, baseada em regides LMI, que permite impor o cumprimento
de desempenho temporal minimo a resposta do anel fechado.
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3.2.2.1 Anélise da estabilidade do anel fechado composto por modelo TS afim e con-
trolador TS PDC por R.V.E.

O modelo TS estendido (3.14) e o controlador TS (3.8) em anel fechado apresentam a
expresséo:

R

e+ =) Y q0ow 0. (4 - BL K] 70 + b} (3.16)

=1 j=1

Esta expressdo pode ser decomposta em:

R R
o x(E+1) = Z Z 1, Ge,w). 71; (e, w). {[Ab — BY. K] %(6))

I=1 j=1
+ (3.17)
R R
Z 7, (e, w). 775 (x, u). &,
=1 j=1

A separacdo da expressdo anterior sugere a definicdo de duas componentes que for-
mam a resposta do sistema em anel fechado:

¥t+1D)=xPt+1)+x°(t+1) (3.18)
Com:
R R
Pt +1) = ZZ 1, Ge,w). 71; (e, w). {[Ab — BY. K] %(6))
I=1j=1
(E+1) = Z Z 7, G, w). 775 (x, ).
=1 j=1

Relembrando que ¢ resulta da avaliagio das derivadas parciais e da imagem de £ nos
pontos de linearizag&o:

&= If(xl,ul) — A(xhub). xt = Bt ub).ul (3.19)

Onex1
Verifica-se que esta componente depende unicamente do ponto de funcionamento em
gue o sistema em anel fechado (3.16) se encontre. Como foi assumida a existéncia de
expansio em série de Taylor de primeira ordem de f, entfo a contribuicio de &5 sera
sempre limitada e a componente x¢ tem assim magnitude limitada:
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R R
ZZ MW 7;(x,u).ch || € Xfax VE,  Xgax €R - (3.20)
=1 j=1
Como tal, se for garantida a estabilidade assimptética para zero da componente dina-
mica da resposta x”, podera entdo ser garantida a estabilidade no sentido BIBO (boun-
ded-input bounded-output) da resposta do sistema total em anel fechado, visto que:

lim x(¢t) = lim xP(¢) + lim x€(¢t)
t—>+o t—+oo t—+o

: D — . C
tginmx (t)=0 = tl_1)£rr})ox(t) < Xpax

lim x€(t) < XS

t—>+oo

Assim conclui-se que um controlador TS PDC que garanta a estabilidade globalmente
assimptdtica (G.A.E.) da origem de x?, a componente dinamica da resposta, garantira
a estabilidade no sentido BIBO do anel fechado (4.9).

Segue-se entdo a definicdo da metodologia para o célculo dos ganhos do controlador
(4.8), que conferem estabilidade G.A.E. do anel fechado:

R

e+ ) =) ) www.qew. {4 -BhELE0} @2

=1 j=1
Com:
7O = |10, 1y (O, 76fy (O ey (£ = 1, rrefey (O
T
lexjie(Nie) (t - 1)

3.2.2.2 Projeto dos ganhos do controlador difuso TS PDC com imposicao de especi-
ficacOes de performance minimas

De acordo com as temaéticas introduzidas no capitulo da contextualizacéo, a aplicacéo
do método direto de Lyapunov ao anel fechado TS (3.16) usando fungGes de Lyapunov
quadraticas, (2.28), permite gerar condi¢cdes suficientes para garantir a estabilidade
G.A.E. da origem do sistema em anel fechado da equacao (2.41). Adicionalmente, po-
dem ser formuladas condigdes de D-estabilidade em regides do plano complexo na
forma de desigualdades lineares matriciais para as quais pode ser encontrada uma so-
lucdo valida usando algoritmos de otimizagao convexa.
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Partindo da definicdo de D-estabilidade em regides LMI para o anel fechado TS (3.16)
e impondo D-estabilidade no circulo unitario obtém-se condicdes equivalentes a
(2.28).

Esta correspondéncia sugere que as condi¢des de D-estabilidade em regides LMI apli-
cadas a sistemas TS permitem o condicionamento da sua dinamica para qualquer com-
binacdo de regras disparadas e que as regides do plano complexo onde os valores pro-
prios devem ser restringidos se mantém relativamente aos sistemas lineares.

Assim propde-se que o projeto do controlador difuso TS PDC com base em condig¢des
de D-estabilidade em regi6es LMI contidas no circulo unitério e definidas a partir de
especificacbes de desempenho temporais sobre sistemas lineares representativos do
pior caso de performance admissivel para o sistema (3.16) em anel fechado.

3.2.2.3. Definigéo da regido LMI para o projeto dos ganhos do controlador difuso TS
PDC em tempo discreto

A definicdo da regido LMI pode assim ser feita a partir da metodologia descrita no
ponto 2.5.7 da contextualizacdo. Esta consiste essencialmente em escolher as proprie-
dades da resposta a condicionar na forma tg > t,in, Spe] < Smax OU ambas, definir
um sistema linear em tempo continuo cuja resposta apresente o desempenho do pior
€aso ts = tmin OU S[ys] = Smax- EM Sequida, o(s) polo(s) deste sistema irdo delimitar
a regido do plano s a qual pertencem os polos dos sistemas lineares com igual ordem
e que verifiquem tg > t,;;5 OU Spoy) < Spgx-

E sabido que no caso do tempo de estabelecimento esta regido corresponde a um se-
miplano vertical esquerdo. Para uma sobrelevacao limitada, os polos complexos con-
jugados deverdo pertencer a uma seccao conica esquerda como a da figura 3.

O ultimo passo do projeto é entdo a discretizagdo das regides para o plano z e a cons-
trucdo da regido LMI aproximada para condicionamento do amortecimento, caso seja
pretendido.

Neste ponto os parametros das regides LMI discretizadas, nomeadamente o raio r €
10,1] do circulo centrado em (0,0) resultante da imposicéo sobre o tempo de estabele-

cimentoe {0~; x4; 8%; xB}, 67,07 € ]O,g[,xA, xB € R, para as duas sec¢des coni-

cas que formam a regido discretizada aproximada para o0 amortecimento.
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Note-se que como a componente afim de (3.16) depende apenas do ponto de funcio-
namento ndo introduz varia¢Ges adicionais na dindmica, sendo a resposta do anel fe-
chado exclusivamente imposta por (3.21). Assim as imposic¢es de desempenho mi-
nimo impostas no projeto do controlador TS também serdo verificadas para o anel
fechado afim em (3.14).

3.2.2.4. Formulacgéo do problema de D-estabilidade do anel fechado nas regides pro-
jetadas no formato LMI

Com as regides de D-estabilidade definidas, pretende-se que os ganhos do controlador
TS sejam projetados de modo a garantirem a D-estabilidade do anel fechado (4.14).
Para tal basta formular um problema LMI nas variaveis X € R¥N*N e M, € RM*N | =
1, ..., R e impor as condicdes de D-estabilidade apresentadas no ponto 2.5.6 parame-
trizadas com os valores obtidos no ponto anterior e usando as matrizes {A%, B,}, | =
1, ..., R do modelo TS.

Estas condic¢des podem ser programadas usando por exemplo a LMI toolbox do Matlab
e caso seja encontrada uma solucgéo os ganhos do controlador (3.8) podem ser extraidos
calculando K; = M;. X~* € RM*N j =1, ..., R. Caso no consiga ser encontrada uma
solucdo para o problema LMI podera ser necessario reformular a regido usando impo-
sices de desempenho mais relaxadas, ou podera mesmo ndo ser possivel encontrar
uma solucéo.

Caso seja possivel encontrar os ganhos do controlador (3.8), este fica neste ponto com-
pletamente especificado.

3.2.3 Saturacédo da Acdo de Controlo e Estratégia de Anti-
Windup

O controlador TS formulado no ponto 4.2. ira gerar valores de atuacdo no intervalo
u; € |—o,4+oo[,i = 1,..., M. No entanto, é habitual que os atuadores reais disponibi-
lizem apenas uma gama limitada u; € [UM™N, UM4X],i = 1, ..., M de valores para atu-
acao.
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De modo a compatibilizar a utilizacdo do controlador (4.8) com atuadores reais é co-
mum aplicar-se um saturador do tipo:

MAX ctr MAX
Ui ) ui > Ui
act _ ctr ctr MIN MAX P
uit =9 uit’, ui" e UMY, UM, i=1,...M (3.22)
UiMIN, uictr < UiMIN

O uso deste saturador sobre o controlador (4.8) ird provocar um efeito conhecido por
integrator windup que ocorre devido a acumulacdo do erro de seguimento nas varia-
veis de estado iexi, i € J;, durante os instantes em que a ac¢do de controlo foi saturada.
Desta forma, o controlador ird produzir atuacdes para anular o valor destas variaveis

que foi excessivamente acumulado, produzindo sobrelevacdes bastante significativas
na resposta.

Para reduzir este problema sugere-se a aplicacdo duma estratégia anti-windup que con-
siste em atenuar a acumulacdo no calculo do integral do erro de seguimento segundo
(Gil et al., 2003):

ley,(t+ 1) =iey,(t— 1) + a.ey(t), a= (3.23)

1+ [e,, ()]

Com e, (t) = refy,(t) — x;(t), i €T, e K €R.

59



60



Aplicacao Prética

A formulagdo proposta no capitulo 3 seré testada neste ponto através da sua imple-
mentagdo num projeto de Matlab e da obtencéo de controladores para uma instalagcdo
real. A resposta obtida com os controladores gerados sera analisada em simulacdes e
com a instalacéo real.

4.1 Implementacéo

A formulacédo proposta no capitulo 3 para projetar controladores difusos TS PDC em
tempo discreto foi implementada num projeto de Matlab permitindo gerar o controla-
dor (3.15) num ficheiro “-.fis” que pode ser usado recorrendo as fung¢des da Fuzzy
Logic Toolbox.

Para produzir resultados que permitam a validacdo da metodologia do capitulo 3 foram
gerados dois controladores TS PDC para uma instalacdo real, o processo didatico DTS
200.

4.1.1 Projeto em Matlab

O projeto em Matlab implementado com o objetivo de gerar controladores difusos TS
PDC discretos a partir das equacdes da dinamica da instalacdo na forma (3.1) é com-
posto pela seguinte estrutura de diretorias:
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o

build_TS_controler interface run_results process_modeling control run_get_controler
1_TS_model setup_controler_files realbprocess
2_TS_model_extended setup_n_lin_model simulations
D non_lin_model_functions
3_TS_controler
sim_TS_model

sim_TS_controler

Figura 6- Estrutura de diretorias do projeto de Matlab implementado.

Nos pontos seguintes sera explicada a funcionalidade de cada componente da arquite-

tura.

4.1.1.1 Interface

Contém ficheiros de configuracdo referentes ao modelo ndo linear da instalagdo a con-

trolar, na diretoria “interface/setup n_lin_model/”, mais especificamente:

“setup_linearization points.m” — declaragdo manual dos pontos de lineariza-
¢ao a usar na construcdo do modelo TS (3.3) no dominio de cada varidvel de
estado e de atuacdo, no formato dum vetor de células
{lprt o2t ] [P 02" L [P0y e ][22 2™, - I
“setup_min_max_range.m” — configuracdes relativas ao nimero total de vari-
aveis de estado, de atuacéo, variaveis de estado com efeito integral e limites de
funcionamento do modelo TS;

“setup_model variables.m” — definic¢do do intervalo de amostragem e de vari-
aveis auxiliares usadas no modelo nédo linear da instalacao;

o “setup_n_lin_models_str.m” — especificacdo do modelo ndo linear da
instalacdo através das variaveis dx1_dt_str, ...,dxN_dt_str que sdo vetores

de células do tipo: dx1_dt_str = {{’ + 1'}, {term1},{' + 1'}, {term?2}, }
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sendo term1 e term2 strings com os termos aditivos das expressdes ndo line-
ares. As variaveis de estado e atuacdo devem ser escritas com a notacéo: x; —
x(i),u; = u(j). Para auxiliar a definicdo das expressdes ndo lineares poderdo
ser usadas variaveis armazenadas num ficheiro “-.mat” ou num script que tam-
bém esteja na diretoria “interface/setup_n_lin_model/”;

“setup non_linear expressions.m” — especificacao através de variaveis simbo-
licas as variaveis de estado e de atuagdo no formato syms xi, uj. O modelo néo
linear definido deve ser definido através de funcdo simbdlica (symfun) po-
dendo também ser usadas varidveis armazenadas num ficheiro de dados ou
script auxiliar da mesma diretoria;

“setup_non_linear expressions_global.m” — declaracdo das varidveis defini-

das em “setup_model variables.m” como globais.

Na diretoria “interface/setup_controler files/”” encontram-se ficheiros referentes as op-
cOes para projeto dos controladores TS PDC:

“controler_options_setup.m” — escolha de uma das trés opc¢des para o projeto
do controlador TS PDC pela atribui¢do da variavel “choosed method”. Con-
forme o valor {1, 2, 3,4} com que a variavel seja declarada, sera usado o res-
petivo ficheiro de configuracdo da regido LMI. Também é declarada a variavel
“Imi_solver_max it” que controlara o maximo de iteragdes possiveis at€ que
uma solucdo valida para o problema LMI seja encontrada;
“choosed_method 1 options.m” — parametros da regido LMI correspondente
ao circulo unitario, usada no projeto do controlador TS PDC;
“choosed _method 2 options.m” — parametros das regides LMI usadas no pro-
jeto do controlador TS PDC. As regides disponiveis sdo as listadas abaixo e 0s
parametros associados sao apresentados entre chavetas:
o Seccdo conica esquerda com offset no eixo real (2.77),
{TETA_L,OFFSET_TETA_L};
o Seccdo conica direita com offset no eixo real (2.78),
{TETA_R,OFFSET_TETA_R};
o Circulo de raio r e centro em (0,0), {RADIOUS};
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o Semiplano vertical esquerdo, {ALPHA_L};
o Semiplano vertical direito, {ALPHA_R};
o Faixa horizontal, {H_S}.

e “choosed method 3 options.m” — Projeto a partir de especificagdes de de-
sempenho temporais sobre a resposta do sistema em anel fechado a um sinal
de referéncia em degrau, as regides LMI a usar seguirdo do método do ponto
3.2.3.2. Os parametros a configurar séo
{MAX_Superelevation, MIN_settling_time5, MIN_settling_timel}  corres-
pondendo a sobrelevacdo (2.89), ao tempo de estabelecimento quando a res-
posta se encontra a 95% e a 99% do valor final respetivamente. No maximo,
uma especificacdo sobre o tempo de estabelecimento devera estar configurada
e MAXgperelevation € 10,100[ %. O calculo das regides correspondentes as es-
pecificacdes configuradas no plano s e a sua discretizacdo para o plano z sdo
implementadas pelo script “build TS controler/3 TS controler/controler se-
tup/calc. RADIOUS damping TRIANGLE.m”;

e “choosed method 4 options.m”— Projeto a partir de especificagdes de desem-
penho temporais a semelhanca da opg¢do anterior. Adicionalmente, esta op¢do
permite a especificagdo manual dum plano vertical direito e/ou dum plano ver-

tical esquerdo no plano z para impor solugdes mais ou menos rapidas.

Todas as regides configuradas serdo declaradas no mesmo sistema LMI, logo caso
sejam configuradas em simultaneo vérias regides a regido resultante imposta pelas
condigdes de D-estabilidade seré a sua intercegao.

4.1.1.2 Construgéo do controlador TS

A implementacdo da metodologia propriamente dita encontra-se na diretoria
“build_TS controler” e passa por construir o modelo TS, seguido do modelo TS es-
tendido e por fim o controlador TS PDC. Estes passos encontram-se automatizados no
script “run_get controler.m” e os resultados serdo guardados em “run_results/”, no
interior da sub-diretoria configurada. Sera usada a metodologia de projeto e respetiva

regido LMI que estiver configurada nos ficheiros de “interface/ setup_controler files”.
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Cada uma das trés fases de construcdo do controlador TS esta implementada numa
diretoria especifica, sendo a principal funcéo:
e “1 TS model/make TS model.m”;

e “2 TS model extended/make TS model extended.m”;

e “3 TS controler/make TS controler.m”.

Veja-se entdo os passos gerais usados em cada ponto:

Construcdo do modelo TS:

Load pontos de linearizacao escolhidos;
Definir funcdes de pertenca;
Definir regras:
Gerar todas as combinacges de antecedentes;
Load expressdes ndo lineares;
Calcular modelos de Taylor para todas as combinacoes;

Atribuir estrutura do modelo TS.

Em seguida, a definicdo do modelo estendido correspondente consiste em:

Construcdo do modelo TS estendido:

Setup configuragdes das variaveis estendidas;
Load regras modelo TS;

Definir regras do modelo estendido, partindo das regras do modelo TS;

Atribuir estrutura do modelo TS estendido.

O controlador TS é calculado:

Construcéo do controlador TS PDC:

Load regras do modelo TS estendido;

Projetar ganhos do controlador TS PDC de acordo com o método esco-
Ihido:

Load parametros de configuracdo das regides;
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Declarar variaveis e condi¢gdes LMI configuradas;
Resolver problema LMI e calcular ganhos do controlador;

Definir regras do controlador usando antecedentes do modelo TS esten-
dido;

Atribuir estrutura do controlador TS.

Gerar o controlador difuso TS PDC discreto

O script “run_get controler.m” desencadeia todo o processo do calculo do controlador
TS e os resultados encontrados serdo armazenados em “run_results/xx” sendo “xx” o
nome da diretoria configurada neste script.

4.1.1.3. Controlo

A diretoria “control/simulations” contém scripts que permitem simular os controlado-
res TS gerados, o modelos TS e também o modelo néo linear da instalagéo configurada.
Mais especificamente:

e “non_lin_model functions” — contém funcbes que permitem a simulagdo do

modelo ndo linear configurado nos ficheiros da interface. A fungdo “mo-
delo n_linear continuo_sampled” - calcula a solugédo da equacéo diferencial
no préoximo instante de amostragem, recorrendo a fungdo “ode45” do Matlab.
A fungdo “n_lin_model discretized” considera a discretizagdo da equagao di-
ferencial configurada, pelo método Euler backward e calcula a estimagéo da
equacéo diferencial no instante discreto atual a partir do estado no instante an-
terior e do vetor de atuacdo;

e “tracking_error_attenuation” — calcula o integral do erro de seguimento atenu-
ado das variaveis de estado controladas de acordo com (3.10);
e “sim TS model/TS model n lin model.m” — é um script que simula parale-

lamente um modelo TS e 0 modelo ndo linear usando a fungao “modelo n_li-
near_continuo_sampled”. Sdo também calculadas estatisticas relativamente ao

erro de predi¢do do modelo TS face ao modelo néo linear original;
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e “sim TS controler/sim TS ctrl cont model.m” — simula¢do do controlador
TS com 0 modelo nao linear amostrado, usando a fun¢do de simula¢do “mo-
delo n_linear continuo sampled”;

e “sim TS controler/sim TS ctrl TS model” — simulagéo do controlador TS
e do modelo TS com a possibilidade de configurar as diretorias de provenién-

cia e sinal de referéncia pretendido.

Em “control/real process” encontram-se ficheiros para utilizacdo do controlador TS
PDC gerado no controlo da instalacdo real DTS 200, que sera apresentada no ponto
seguinte. Sendo por isso particulares a implementacdo em causa.

4.1.1.4 Modelacao do processo

A diretoria “process_modelling” contém os scripts usados para obter experimental-
mente parametros desconhecidos do modelo analitico da instalacdo. Todos estes para-
metros foram armazenados no ficheiro “variaveis_modelo.mat” que foi também copi-
ado para a diretoria “interface/setup_n_lin_model” disponibilizando a utilizagao des-
tes valores para a configuracdo do modelo néo linear.

4.2 Sistema, DTS 200

A formulacdo implementada no projeto de Matlab foi aplicada ao processo didatico
DTS 200, possibilitando a producéo de resultados para validacéo.

4.2.1 Propriedades Fisicas da Instalacdo

Esta instalacdo é constituida por trés tanques {T'1, T2, T3} com conexdes entre si e com
o0 exterior, duas bombas {Pump1, Pump2} cujo caudal debitado é controlado através
de tensdo elétrica, um sensor de nivel em cada tanque que produz um valor de tensdo
elétrica proporcional ao nivel de fluido no tanque. Cada conexdo tem uma véalvula
manual associada que permite controlar o caudal de descarga através da mesma. Uma
representacdo esquematica da instalagdo pode ser observada na figura 7.
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Figura 7-Representacdo esquematica do processo didatico DTS200. Imagem obtida em
(‘Laboratory Setup Three - Tank - System’, 2002)

A linha horizontal a tracejado na imagem representa o referencial usado para a altura

de fluido nos tanques, sendo considerados valores positivos 0s niveis acima deste.

Na tabela seguinte sdo apresentados parametros relativos as propriedades fisicas da

instalacéo:
Tabela 1-Pardmetros usados na modelagdo analitica
Parametro Valor Descrigdo

Ts 1 [s] Intervalo de amostragem, intervalo de tempo com que
é efetuada a leitura e escrita de valores do processo
real.

A 0.0154 [m?] | Area da base de um tanque. E assumido que os trés
tanques apresentam geometria semelhante entre si e
cilindrica.

Sn 5 x 1075 [m?] | Area da sec¢do de um tubo de conexdo. E assumido
que todos os tubos de ligacédo entre os tanques e 0 ex-
terior apresentam a mesma seccao.

Ronax ~ 0.62 [m] | Altura maxima de fluido nos tanques considerada pelo
fabricante.
AUpombas [1,5] [V] Intervalo de tensdo elétrica para atuagdo nas bombas

Pumpl e Pump?2.
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Adotando a nomenclatura da figura 7 para os caudais{Q3, @32, @3, Q1,Q2} e desig-
nando os restantes caudais {q1, 930, 920} que escoam diretamente dos tanques T1, T3
e T2 para o exterior.

Como foi referido anteriormente, todos os caudais a excecdo de Q1 e Q2 podem ser
condicionados por uma valvula manual, ou seja existe o conjunto de valvulas
{Va0,y s, 30, /@2 7420 V95 } Cada valvula pode apresentar o estado discreto:

0 ,fechada . .
{ f , em particular foram considerados os estados:
1 ,aberta
Tabela 2-Estados discretos considerados para as valvulas da instalagao
V910 Q13 I 430 A% V920 V9
0 1 0 1 0 1

4.2.2. Problema de Controlo

Adotando o objetivo de controlar com referéncia variavel o nivel de fluido nos tanques
T1 e T2 atuando sobre os caudais Q1 e Q2 através da tensdo elétrica aplicada as bom-
bas Pump1 e Pump?2 e adquirindo os valores de tensdo elétrica fornecidos pelos sen-
sores de nivel nos trés tanques. Assim o processo DTS 200 sera visto como um sistema
MIMO (multi-input multi-output) cujas saidas sdo {u75*°", u35**°", u35*°"} e as en-

tradas {Upymp1, Upumpa }-
4.2.3 Modelacdo Analitica da Instalacéo

Neste ponto pretende-se obter um modelo analitico da forma da expressdo (3.1), ou
seja que relacione o incremento das variaveis controladas, altura de fluido nos tanques
T1e T2, com as varidveis de atuacdo.

Para a instalagdo em causa, este objetivo pode ser conseguido partindo da lei da con-
servacao da massa:

AM Ml’n Mout dv Vi Vout
AM =M., — M o lim — = — o p—=p2_
n out 7 WNAT T At At Par P& P

(4.1)

Com p [kg/m3] a massa especifica.
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Considerando agora a variacdo de volume de fluido contido num tanque e dado que a
area da base de um tanque se mantém constante, entdo a expressao anterior pode ser
reescrita em termos da variacéo de altura de fluido:

% — dVin _ dVout (4.2)
dt  dt dt

Relativamente a taxa de fluido que entra e sai dum tanque, esta corresponde fisica-
mente ao conceito de caudal, logo:

V; V
ﬁ = z qin ((I)ltt = Z Qout (4-3)

Os caudais contabilizados em gq;,, € em q,,,; dependem exclusivamente dos sentidos
pré convencionados para 0s mesmos.

Aplicando a metodologia de modelagao proposta aos trés tanques e adotando o sentido
convencionado pelo traco diagonal na figura 7, obtém-se:

Tabela 3-Convencionamento do sentido dos caudais para cada tanque

T
anque Z qin Z Qout
Q1

T1 Q13
T3 Q13 Q32
T2 QZ + Q32 Q3

O que se traduz no sistema de equacdes diferenciais com o formato desejado:

(dh; 1
E—z-(Ql—Qm)
dh 1
dhy 1

(gp =7 (@13 = 0s2)

Valido fisicamente para hy, h,, h; = 0 [m]. Estdo ainda por caracterizar os caudais
{01,02, 043, Q32, Q3 }. O caudais {Q,3, Q3,, @3} fluem através das conexdes que tém
as valvulas manuais abertas e devem-se ao nivel de fluido nos tanques T1,T2 e T3
pelo que podem ser caracterizados analiticamente por:
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. 45
Qap(t) = ayp.Sy.sign(hy — hB)-\/ 2.9.|lhg — hpl (45

Sendo Q.5 [m3/s] o caudal que flui entre dois recipientes A e B no sentido A — B,
através dum tubo de secgdo S,, que os liga, e considerando que a altura de fluido no
instante t € h, e hg respetivamente. O termo a € [0,1] na expressédo (4.5) é o coefici-
ente de vazdo do tubo, g = 9.8 [m/s?] a aceleragdo da gravidade e sign(.) é a fungdo

1, a>0
sinal dada por sign(a) =40, a=0 .
-1, a<0

4.2.3.1 Coeficientes de Vazdo

Todos os parametros estdo determinados a excecdo do coeficiente de vazdo. Como
para cada caudal este é o Unico valor indeterminado, entdo basta obter uma medigdo
experimental do valor do caudal médio, obter a proporcéo para um segundo e usar a
expressao (4.5) para calcular o respetivo coeficiente de vazdo, conforme sugerido em
(‘Laboratory Setup Three - Tank - System’, 2002). Os valores encontrados apresen-
tam-se na tabela seguinte:

Tabela 4-Coeficientes de vazdo encontrados experimentalmente

03 32 a3

0.0672 0.0593 0.0976

Estes valores foram calculados recorrendo ao script “process_modelling/ident carac-
teristica_bomba.m”. Os caudais {Q;3, Q3,} encontram-se completamente definidos.
Quanto a Q5, o caudal de saida do tanque T2, visto que depende apenas da altura de
fluido neste tanque, h,, a expressdo (5.5) vem com hy = h,(t) e hg = 0.

4.2.3.2 Caracteristica dos Atuadores

Neste ponto estdo por especificar os caudais Q; e Q, referentes as bombas Pump1 e
Pump?2, que sdo controladas por uma tenséo elétrica. Assumindo que estas relacoes
apresentam uma estrutura afim:

Q1(t) = Apyump1- UPumpl(t) + bPumpl Q2(t) = Apyump2- UPumpZ(t) +  pump2

(4.6)
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Os parametros {apumpl, bpump1, Apump2; bpumpz} foram calculados usando a fungéo
polyfit do Matlab, que calcula a reta que melhor caracteriza um conjunto de pontos
usando o método dos minimos quadrados, aplicada a um conjunto de pontos recolhidos
experimentalmente. A relacdo obtida para cada bomba e os pontos experimentais en-

contram-se representados na figura seguinte:

Caudal [m?/s]

Caudal [m?/s]

8

(s3]

£

[N]

x108

Caracteristica Pump1, (o] (u1)

[e3)

(s3]

£

[N]

o

Tensao [V]

Caracteristica Pump,, Q2 (u,)

Tensao [V]

Figura 8-Caracteristicas de atuacéo afins e pontos experimentais de Pump1 ¢ Pump2.

Os parametros da reta encontrada para Q,(u,) e o coeficiente de correlacdo (4.18)

mostram-se na tabela:

Tabela 5-Pardmetros da caracteristica de atuacéo de Pump1

Apyump1 bPumpl p(Qq,uy)

2.1012 x 107° —2.1628 x 107° 0.9996

Relativamente a bomba Pump2, os parametros da caracteristica encontrada, Q,( ),

foram:
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Tabela 6- Parametros da caracteristica de atuacdo de Pump2

aPumpZ bPumpZ p(QZf uz)

2.1013 x 107° —2.1782 x 1075 0.9989

Estes calculos encontram-se implementados no script “process modelling/ident ca-

racteristica_bomba.m”.

4.2.3.3 Caracteristica dos sensores

O nivel de fluido em cada instante é adquirido através da tensdo elétrica produzida
pelos sensores de nivel em cada tanque, {u33"°°", uz5°°", u3%*°" }. Para converter es-
tes valores na altura de fluido correspondente foi extraido um conjunto de pontos ex-
perimentais por observacao ocular de modo a relacionar as duas variaveis. Assumindo
novamente relacdes afins:

hl (t) — a.%elnsor.u%einsor(t) + b:IS:inSOT hz(t) — a%%nsor.u%eznsor(t) + b’.liwgnSOT

h3 (t) = a%%nsor.u%%nsor(t) + b:IS:gTISOT (47)
Recorrendo novamente a funcédo polyfit do Matlab, aos pontos experimentais recolhi-

dos e ao script “process _modelling/ident caracteristica_sensores.m” foi calculada a
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melhor reta para cada sensor conforme ilustrado na figura abaixo:

Sens::or.l.K1
0.6
E 04f
2
02
0 1 1 1 1 1 ]
-4 -2 0 2 4 6 8
Tensao [V]
SensorTKz
0.6
E 04t
3
4021
0 1 1 1 | 1 1 ]
-4 2 0 2 4 6 8 10
Tensao [V]
SensorTK3
0.6
E 04
S
4+ 02
0 1 1 1 1 1 1 ]
-4 -2 0 2 4 6 8 10
Tensao [V]

Figura 9-Caracteristicas afins dos sensores de nivel de fluido nos trés tanques.

Os parametros das caracteristicas encontradas e o coeficiente de correlacdo, dado por
(4.18), foram:

Tabela 7-Parametros das caracteristicas dos sensores de nivel

TK, TK; TK,
ajéser | —3.38570 x 1072 | —3.37720 x 1072 | —3.36598 x 1072
biensor 3.11823 x 107* | 3.28643 x 107! 3.27879 x 1071

p(hrg, hrk) 0.99982 0.99998 0.99996

Desta forma todos os parametros do modelo ndo linear da instalagdo encontram-se
completamente definidos.
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4.3 Projeto dos Controladores TS

Com o modelo ndo linear da instalacéo definido, para projetar o controlador TS é agora
necessario completar os ficheiros de interface do projeto de Matlab que se encontram

nas diretorias “interface/setup n_lin model” e “interface/setup controler files”, con-
forme referido no ponto 4.1.1.2.

Nos pontos seguintes serdo descritos os critérios usados na elaboracéo destes ficheiros
de configuragéo.

1)

2)

3)

4)

5)

4.3.1 Configuracdo do Modelo ndo Linear

Escolha das variaveis de estado e de atuag&o.

Dado que o modelo analitico da instalacdo deve exprimir o incremento infini-
tesimal das varidveis de estado em funcdo das variaveis de atuacdo e que o
objetivo de controlo consiste em controlar h, e h, através das tensdes elétricas
aplicadas as bombas Upy;np1 € Upymp2, foram escolhidas para variaveis de es-
tado e atuacéo:

X, < h

xl - h1 Uy < UPumpl
2 2 Uy < UPumpZ

X3 < hs

Preenchimento do script “setup_model variables.m” com as constantes auxi-
liares obtidas na fase de modelacdo analitica.

Atribuicdo das variaveis “dx1_dt str”, “dx2 dt str” e “dx3_dt str” no script
“setup n_lin_models str.m” com o formato descrito no ponto 4.1. e possivel
utilizacdo das variaveis auxiliares.

Completar o script “setup_non_linear expressions.m” com a declaragdo de va-
ridveis simbolicas correspondentes as variaveis de estado e de atuacéo e decla-

racdo na forma de fungdes simbodlicas as varidveis “dx1 dt”, “dx2 dt” e

,, . ~ dhy dh, _ dh -
“dx3_dt” correspondentes as equagdes d—tl, d—: e d—: do modelo néo linear

(4.4), dependentes das variaveis simbolicas declaradas anteriormente.
Declarar as varidveis simbolicas definidas em 4) como globais, no script “se-

tup non_linear expressions global.m”.
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6)

7)

Atribuir as varidveis do script “setup_min_max_range.m”. O total de variaveis
de estado e de atuagdo vem do modelo analitico obtido, como j& foi referido.
Quanto aos intervalos de funcionamento do modelo e controlador TS constru-
idos, para os estados foi escolhido para todos o mesmo intervalo de
[0,0.3] [m]. Este tem uma menor amplitude que h,, ., de modo a permitir que
quaisquer valores de referéncia para as variaveis controladas sejam atingiveis.
Quanto as variaveis de atuacdo, foi escolhido o intervalo de funcionamento
[1,5] [V] visto que a caracteristica de ambos os atuadores Pump1 e Pump?2
se apresenta afim neste intervalo. Como o objetivo de controlo visa controlar
as variaveis de estado x; e x,, foi atribuido feita a atribuicdo:
“state_vars with_integral action={‘x1’,’x2’}"".

Configuragdo no script “setup _linearization_points.m” dos pontos de lineari-
zacdo a usar no dominio de cada variavel de estado e de atuacdo, que serdo as
variaveis de entrada do modelo TS. Os pontos escolhidos deverdo pertencer ao
respetivo intervalo de valores especificado nas variaveis “STATES RANGE”
e “INPUTS RANGE” do script “setup_min max_range.m”.

Como nesta situacdo a funcdo a aproximar, da equacdo (4.4), é descontinua
devido a dependéncia da funcédo sign(.), entdo também n&o é suave e 0s pon-
tos de linearizacdo ndo podem ser escolhidos de modo a controlar o erro de
aproximacdo do modelo TS. Como tal os pontos de linearizagcdo usados foram
escolhidos manualmente e de acordo com as prioridades referidas no ponto
2.2.3. Em particular os pontos no dominio de cada variavel de estado foram
escolhidos de modo a garantir que, apds calculados todos os pontos de lineari-
zag&o, todos os pontos verifiquem x! # x% A x} # x}. A tabela seguinte apre-
senta os pontos de linearizacdo usados:

Tabela 8-Pontos de linearizacdo usados

{0.015,0.15, 0.3}
X1

{0.05,0.18,0.27}
X2

{0.025,0.12,0.22}
X3
U {1,2.5,5}
uz 124
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A utilizagdo destes pontos de linearizagéo originou assim um modelo TS com
R = 243 regras.

Note-se que como foram assumidas estruturas afins para todas as caracteristicas de
atuacdo, as matrizes B(x,u) dos submodelos linearizados virdo sempre iguais, tor-
nando-se equivalente remover as variaveis de atuagdo dos antecedentes das regras do
modelo TS, o que permite que 0 modelo total dependa dum menor nimero de regras e
de submodelos. No entanto esta simplificacdo dos antecedentes ndo se encontra auto-
matizada no projeto de Matlab que foi implementado, sendo sempre consideradas as
variaveis de atuacdo nos antecedentes das regras.

Dado que as matrizes B}, [ = 1, ...,243 do modelo TS gerado virdo sempre iguais, na
resolucdo dos problemas LMI podera ser aplicado o relaxamento das condi¢Ges de D-
estabilidade proposto nos teoremas 4 e 5 do segundo capitulo.

Na direcdo do projeto do controlador TS PDC, o passo seguinte foi completar os fi-
cheiros de configuracdo referentes as regides LMI usadas no projeto do controlador
TS PDC gerado, que se encontram na diretoria “interface/setup controler files”. O
modelo TS estendido é gerado automaticamente a partir das configuracdes feitas no

script “setup_min_max_range.m” localizado em “interface/setup n_lin _model”.

4.3.2 Configuracdo da Regido LMI

As regides LMI a usar no projeto do controlador TS PDC discreto podem ser configu-
radas nos ficheiros cujo nome ¢ do tipo “interface/setup controler fi-
les/choosed _method X options.m” e a atribui¢do da varidvel “choosed method” com
valores no conjunto {1, 2, 3,4} no ficheiro “controler options_setup.m” que ira sele-
cionar o respetivo ficheiro de configuracdo, que serad usado no projeto do controlador.

4.3.2.1 Metodologia de projeto 1

No ficheiro “choosed method 1 options.m” esta configurada a regido correspondente
ao circulo unitario, ou seja, serdo usadas as condi¢Oes provenientes da aplicacdo do
método direto de Lyapunov (2.41).

4.3.2.2 Metodologia de projeto 2

O ficheiro “choosed method 2 options.m” permite a configuracdo dos parametros
das regides LMI que se pretenderem utilizar, nomeadamente as definidas no ponto
2.5.6.
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4.3.2.3 Metodologia de projeto 3

Usando o ficheiro “choosed method 3 options.m” ¢é possivel calcular automatica-
mente as regibes LMI correspondentes as especificacdes de sobrelevacdo maxima e
tempo de estabelecimento minimo, recorrendo ao método do capitulo 2.5.7 e as ex-
pressdes (2.98) ou (2.97), conforme sejam usados os parametros “MIN_set-
tling_time5” ou “MIN_settling_timel” respetivamente. A l6gica para o célculo dos
parametros das regifes LMI no plano s correspondentes as especificaces temporais
desejadas, 0 seu mapeamento para o plano z e a obtencdo da regido aproximada para
0 amortecimento 2.5.7.2 encontram-se implementados no script “build TS _contro-
ler/3 TS controler/controler setup/ calc. RADIOUS damping TRIANGLE.m” que
é executado automaticamente no decorrer do projeto do controlador, caso seja esco-
Ihida esta metodologia de projeto.

4.3.2.4 Metodologia de projeto 4

O ficheiro “choosed method 4 options.m” assemelha-Se ao da opcao trés, possibili-
tando também calcular os parametros das regides LMI correspondentes a imposicdes
de desempenho temporal. Adicionalmente neste ficheiro de configuracdo também é
possivel configurar um semiplano vertical esquerdo e/ou um semiplano vertical di-
reito, permitindo impor a obtencdo de solucdes pertencentes regides mais especificas
do plano z.

4.3.2.4.1 Projeto do controlador C;

O controlador C; foi projetado usando a primeira metodologia de projeto, ou seja a
regido LMI correspondente ao circulo unitério, D, ={z€C: x> +y* <1, x =
Re(z), y = Im(z)}. Para este efeito foi resolvido o problema LMI nas variaveis X €
R5*5 e M; € R?*5,i = 1, ...,243:

(X >0
X X.AT — MT.BT
< l l L > 0 (48)
A;. X — B;. M; X
\X = X7, i=1,..,243
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Sendo as matrizes 4; € R>* e B; € R5*? pertencentes ao modelo TS estendido. Apos
ter sido encontrada uma solucdo para o problema recorrendo a LMI Toolbox do
Matlab, os ganhos do controlador C; foram calculados por K; = M;. X1, K; € R>*> e

foi gerada uma estrutura “-.fis” com o controlador.

4.3.2.4.2 Projeto do controlador C,

Para possibilitar uma analise comparativa entre a desempenho dos controladores TS
projetados com diversas restricdes LMI, foi gerado o controlador C; usando a primeira
metodologia de projeto ou seja a regido LMI correspondente ao circulo unitario.

O controlador C, foi projetado com recurso a quarta metodologia de projeto, usando
as especificacdes de performance temporais:

S[op] < 5% t < 300 [s] 4.9

S[5%]

Estas foram diretamente configuradas no script de configuracao “interface/setup con-
troler_files/choosed_method_4 options.m”. As regides do plano s resultantes da im-
posicao de (5.9) séo:

D, ={s€C:x<-0.01, x = Re(s)}
(4.10)
D, ={s€C:x=070.]yl, x=Re(s), y=1Im(s)}

As regides (5.10) discretizadas e referentes ao plano z s&o:

D{, ={z€C: x*+y*<(0.99)% x=Re(2), y=Im(2)}

DS’[ = {z eC: |atan(

%l

x{1)| <069 A x <1, x=Re(2), y=1m(z)}
Dy, ={zeC: |atan(

%]

y —_ —
x + 0.43)| <084 A x>-043, x=Re(2),y= Im(z)}

(4.11)

De forma a obter um controlador cuja resposta seja significativamente diferente da
apresentada por C,, evidenciando mais claramente o impacto da utilizacdo das regides
LMI no projeto do controlador foi definido adicionalmente um plano vertical direito
descrito por:

Dy, ={z€C:x>0.75, x = Re(2)} (4.12)
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Assim a regido LMI usada para restringir o lugar dos valores proprios do anel fechado
do modelo TS estendido e do controlador TS em anel fechado foi:

D¢, = D¢, N DS’[%] N DS’E%] N Dy, (4.13)

A imposicdo da regido de D-estabilidade D, ao anel fechado TS resulta no problema
LMI nas variaveis X € R>*®> e M; € R?*5,i = 1, ...,243:

(X >0

—r. X X.AT — M. B!

<0, r =0.99
_Ai.X — Bi'Mi —r. X

t, =A.X—B.M;+X.AT —M].B] —2.xA. X
<0, t,=A;.X —B.M;—X.AT + MT. BT

ty=—A. X +B.M; + X.AT —MT.Bf

ty =—A.X+B.M;— X.AT + M .B] + 2.xB.X
<0, t,=A;.X—B.M;— X.AT + MT. BT

[sinf.(t;) cos6O.(ty)
[cosB. (t3) sinb.(t;)

sinf.(t;) cos0O.(t,)
cosO.(t3) sinf.(t;)
ty=—Ap. X +B.M; + X.AT —M.B]

2aX —A;. X+ B;.M; — X. AT + M/ .B] <0, a=0.75

\X =XT, i=1,..,243, 6~ =0.69rad, xA=1, 8t =0.84rad, xB = —0.43
(4.14)

Apos ter sido encontrada uma solucdo valida para as variaveis do problema, os ganhos
do controlador C, foram atribuidos fazendo K; = M;. X1, K; € R?>*>,

4.4 Resultados

Neste capitulo serdo apresentados os resultados das vérias fases da implementacdo re-
alizada sobre a instalagcdo DTS 200.

As fungbes usadas para produzir métricas que possibilitardo a analise de resultados
séo:
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Erro absoluto médio entre dois sinais discretos a e b ambos com T amostras:

T
eam(a,b) = %Zla(t) — b(®)| (4.15)
t=1
Erro quadratico médio entre dois sinais discretos a e b ambos com T amostras:
1 T
eqm(a,b) = 2 > [a(®) ~ BT (4.16)
t=1

Variacao quadratica média dum sinal discreto a com T amostras:

1 T-1
vqm(a) = mzm(t +1) - a(d)]? 4.17)
t=1

Coeficiente de correlacdo de Pearson entre dois sinais discretos a e b, ambos
com T amostras, médias u(a), u(b) e desvios-padrdo a(a), a(b) respetiva-

mente:

T
1 S (a® - p@) (b - k)
P(a,b)—T_1;< —t )( ) ) (4.19)

Com p(a, b) € [—1,1]. A correlagdo pode ser vista como uma medida de va-
riacdo conjunta entre os sinais considerados. Esta métrica em particular apre-
senta valores no intervalo [—1, 1] e mede o grau e a direcdo da correlacao entre
as variaveis a e b. O grau maximo de correlacao € indicado por |p(a,b)| = 1
e da correlagdo ¢ indicada por sgn(p(a, b)), pelo que p(a,b) = 0 indica a
auséncia de correlacéo.

4.4.1 Modelo Analitico e Instalacdo Real

O modelo analitico da instalagdo em causa, (5.4), foi obtido no ponto 5.3.2. da imple-
mentacgéo e foi configurado no respetivo script “setup n lin_models_str.m” em “in-

terface/setup_n_lin_model/” de modo a permitir a sua simulagao.

A precisdo das estimativas produzidas pelo modelo sera avaliada face aos dados reais
lidos da instalacdo, através dos sensores de nivel e posteriormente convertidos para
metros usando as caracteristicas dos sensores.

Numa experiéncia na qual foram usadas excitacbes com amplitudes u; = u, =
{3;2;1;5;1} [V] e duracdo de 100 [s] cada, 0 modelo analitico e a instalacdo real
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foram sujeitos as mesmas condicBes de excitagdo. Na figura 10 apresenta-se 0 com-
portamento observado:

Modelo Analitico e Instalagé@o Real
04 T T T T T T T T T
E 0.2 /\_
% 0 / \ i
_02 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tempo (s)
02 T T T T T T T 1 T
= 0.1k /\ i
— e ——
><N O / \K/ .
_01 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tempo (s)
03 T T T T T T T T T
modelo analitico
—~ 0.2 instalagao real | -
E
[ar]
X 01+ n
O 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250

300 350 400

450 500
Tempo (s)

Figura 10-Performance da instalacdo real (linha verde) e do modelo analitico (linha azul) nas
mesmas condigdes de excitacao.

Sejam (xe, x3e%, x%e4) as leituras do processo real e (x{™%, x§"%, x¢"4) as estima-

tivas do modelo analitico, nas tabelas seguintes apresentam-se métricas relativas a
comparacéo entre os dois sinais:

Tabela 9-Erro absoluto médio das estimac6es do modelo analitico
eam(xf eal xf‘"a) eam(x§ eal, xg"a) eam(xgeal, xg"a)
1.528 x 1072 6.870 x 1073 2.349 x 1072

Tabela 10-Coeficientes de correlagio entre x™¢® g xne
p(x{"eal, xima) p(xgeal’ xéma) p(xgeal’ xgma)
0.994 0.991 0.989
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4.4.2 Modelo TS e Modelo Analitico

O modelo TS com consequentes afins construido de acordo com a metodologia pro-
posta no terceiro capitulo deste documento que permite aproximar o modelo analitico
da instalacdo (4.4) usando os pontos de linearizacdo da tabela 8 e considerando os
dominios de funcionamento x;, x,, x5 € [0,0.3] [m] e uy,u, € [1,5] [V].

A qualidade do modelo obtido sera analisada com base numa simulacdo do modelo TS
gerado e do modelo analitico (4.4) usando a funcdo de simulagdo “modelo n_li-
near _continuo_sampled”, que fornece a solugdo amostrada da equagao diferencial com
T, = 1 [s]. Ambos os modelos foram sujeitos a0 mesmo vetor de atuacbes u, = u,
formados por uma sucessdo de degraus com duracdo 100 [s] e amplitudes
{2; 5; 1; 3} [V]. Obteve-se o comportamento observado na figura:

Modelo TS e Modelo Analitico

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0.1 T T T T T T T T T

modelo fuzzy
- - — - modelo analitico| ™

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempo (s)

Figura 11-Simulagdo do modelo TS (linha continua) e do modelo analitico (linha tracejada) nas
mesmas condicdes de estimulagéo.

Sejam x%Ma@ = (xne, xdna x4na) as estimativas do modelo analitico e x™5 =
(xTS, xI5, x15) as do modelo TS gerado. O erro absoluto médio de aproximagio do
modelo TS na simulacéo efetuada foi para cada varidvel de estado:
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Tabela 11-Erro absoluto entre x2"@ ¢ xT5

eam(x{"*, x{°) | eam(xf"*,x3%) | eam(x§"% x3%)

2.352 x 1072 1.618 x 1072 1.012 x 1072

Os valores de covariancia entre as duas estimacdes apresentam-se em seguida:

Tabela 12-Coeficientes de correlagdo entre x®@ e xT5

P, 1) pg™, 21°) ps™, 23°)

0.998 0.988 0.998

4.4.3 Modelo TS estendido

Apds o projeto do modelo TS com consequentes afins, foi definido o respetivo modelo
TS estendido considerando as variaveis de estado adicionais {iexl, iexz}, o integral do

erro de seguimento das variaveis de estado x, e x, respetivamente. Como tal o modelo
TS estendido com consequentes afins resultou em:

243
x(t+1) =)y AL %(t) + Bp.u(t) + & (4.19)
=1

Com:
£ = () x(0) x3(0) refi, () i, (E—1) Tefi,(t) +io, (= D]

E:

-l 1 1 .
Dan AD(LZ) AD(1.3) 00 B B
Al Al Al 0 0 r D(1,1) D(l,Z)]
_ De1 Dz “Des) _ By By
AL =1, I ] B, =| "o 22)
AD(3’1) AD(3'2) AD(3'3) 0 0 lBD(sJ) BD(3,2)J
-1 0 0 1 0 0y
L0 -1 0 0 1
l
1 Cp ]
Crn =
P 05

Este modelo, com a componente &5 desprezada, formou a base para o projeto dos con-
troladores TS PDC C; e C,.
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4.4.4 Controladores C1 e C2 e Modelo TS

Apos ter sido gerado o modelo TS estendido foram resolvidos os problemas LMI que
permitem atribuir os ganhos dos controladores C, e C,.

De modo a produzir resultados que permitam a analise do cumprimento dos pressu-
postos tedricos da formulacao, serdo apresentados neste ponto resultados da simulagéo
dos controladores gerados em anel fechado com o modelo TS com consequentes afins,
conforme descrito nos pontos 4.3.2.4.1. € 4.3.2.4.2.

Considerando a utilizagdo dum sinal de referéncia composto por uma sequéncia de
degraus com 100 [s] de duracdo e amplitudes {0.05; 0.1; 0.04; 0.2} [m] para ref;, ¢

{0.04;0.09; 0.02; 0.15} [m] para ref,, nas simulagOes efetuadas, nos pontos seguin-
tes sdo apresentados os resultados observados.

4.4.5 Controlador C1 e Modelo TS

Recordando que o controlador C; foi projetado com condi¢Ges de D-estabilidade no
circulo unitéario, nas figuras 12 e 13 é observavel o comportamento do anel fechado
deste controlador com 0 modelo TS com consequentes afins.

Controlador C1 e Modelo TS Afim

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Time (s)

60 I —

40 - E

i L
- [

-20

u, (V)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Time (s)

Figura 12-Simulacéo do controlador €4 em anel fechado com o modelo TS afim. Variavel de
estado x, e ref,,, no grafico abaixo acao de controlo.
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Controlador C1 e Modelo TS Afim
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Figura 13-Simulagéo do controlador €, em anel fechado com o modelo TS afim. Variavel de
estado x, e ref,,e no grafico em baixo, a agdo de controlo u,.

Nas duas tabelas seguintes apresenta-se o tempo de estabelecimento a 5% do valor
final e a sobrelevacdo da resposta das variaveis de estado a cada degrau da referéncia.

Tabela 13-Propriedades da resposta de x4 ao sinal de referéncia ref,,, usando C;

Amplitude de ref,, [m]
0.05 0.1 0.04 0.2
Estone 8 5 6 5
S[%] 0.00 0.00 0.00 0.00

Tabela 14- Propriedades da resposta de x, ao sinal de referéncia ref,, usando C,

Amplitude de ref,, [m]

0.04 0.09 0.02 0.15
Lo 8 5 7 5
S[oe) 0.00 0.00 0.00 0.00
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Foram também calculadas as seguintes métricas relativas ao erro de seguimento das

varaveis de estado controladas e aos sinais de atuacdo u, e u, produzidos durante a
simulag&o:

Tabela 15-EQM de seguimento e VQM da acdo de controlo de C,

eqm(refi,x) | eqm(refy, x,) vqm(u,) vqm(uy)

1.203 x 107* 9.008 x 107> 21.127 15.464

4.4.6 Controlador C2 e Modelo TS

O controlador C, foi projetado com restri¢des de D-estabilidade na regido LMI D, .
Esta regido foi desenhada de acordo com as especificacdes de desempenho temporal
no ponto 5.3.4 da implementacdo, impondo uma resposta lenta e suave ao anel fechado

de C, com o modelo TS. Nos graficos das figuras 14 e 15 apresenta-se 0 comporta-
mento das variaveis de estado, resultante da atuacao deste controlador.

Controlador C2 e Modelo TS Afim

x, (m)

300 350 400

0 50 100 150 200 250
Tempo (s)

300 350 400

Figura 14- Simulagdo do controlador C, em anel fechado com o modelo TS afim. Variavel de
estado x, e ref,,. No grafico em baixo agéo de controlo u;.
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Controlador C2 e Modelo TS Afim
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Figura 15-Simulacéo do controlador €, em anel fechado com o modelo TS afim. Varidvel de
estado x, e ref,,. No grafico em baixo acao de controlo u,.

Nas tabelas 16 e 17 apresentam-se as propriedades da resposta relativas as figuras 14
e 15 respetivamente.

Tabela 16- Propriedades da resposta de x; ao sinal de referéncia ref, , usando C,

Amplitude de ref, [m]
0.05 0.1 0.04 0.2
Esison) 17 13 16 14
S[%] 1.16 1.73 1.96 2.06
Tabela 17- Propriedades da resposta de x, ao sinal de referéncia ref,, usando C,
Amplitude de ref,., [m]
0.04 0.09 0.02 0.15
Cs 500 18 13 16 15
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S[o4] 1.92 1.26 1.85 1.14

Com os dados produzidos na simulacdo do controlador C, foram produzidas métricas
relativas ao erro de seguimento e a variacdo da acéo de controlo:

Tabela 18-Tabela 15-EQM de seguimento e VQM da acéo de controlo de C,

eqm(refi,x) | eqm(refy, x,) vqm(u,) vqm(uy)

3.951 x 107 3.021 x 107* 2.579 x 1071 2.068 x 1071

4.4.7. Aplicagdo dos Controladores a Instalagdo Real

Com o desempenho dos controladores C; e C, sobre o modelo TS, ja ilustrado em 6.4.,
neste ponto pretende-se aplicar estes controladores ao processo didatico DTS 200.

Para tal serd necessario limitar as a¢des de controlo ao dominio de funcionamento ad-
missivel das bombas Pump1 e Pump2, ou seja impor u,, u, € [1,5] [V]. Assim foi
aplicado o saturador do tipo (4.15) aos dois sinais de atuacdo e em seguida efetuou-se
uma simula¢do usando a fun¢do “modelo_n_linear continuo_sampled”, cuja funcio-
nalidade se encontra descrita em 5.1.4, e o controlador C;. Nos graficos seguintes mos-
tram-se os resultados obtidos:

Controler C1

T T T T T
é O 2 I ;' ____________
— |
x |
|
|
0.1} TR : | -
1 |
0.05 H-><5 (R N J 1
0 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200
Tempo (s)
5 T T T T
41 i
s
= 3t ,
=2
1 1 1

0 200 400 600 800 1000 1200
Tempo (s)

89




Figura 16-Comportamento de x; € u, na simulacdo do controlador €, saturando ambaos os si-
nais de atuacdo, u, e u,, ao intervalo [1, 5] [V].

Controler C1

x, (m)

0.09 |- o=

0.04 |-
oo2lf  ihe——-

0 200 400 600 800 1000 1200

0 200 400 600 800 1000 1200
Tempo (s)

Figura 17-Comportamento de x, e u, na simulagdo do controlador €, com saturacdo de am-
bos os sinais de atuacédo, u, e u,, ao intervalo [1, 5] [V].

A sobrelevacdo exacerbada que se pode observar deve-se a acumulagdo excessiva do

integral do erro de seguimento. Este efeito é habitualmente conhecido por integrator
windup, e encontra-se caracterizado no ponto 4.3 da formulacéo.

Visto que o controlador C, também foi definido sobre o modelo TS estendido, conta-
bilizando assim o integral do erro de seguimento das variaveis de estado controladas,
pode-se concluir que este também ira apresentar este efeito.

Assim foi aplicada a estratégia anti-windup para atenuar a acumulacao do integral do
erro de seguimento proposta no ponto 4.3 da formulagdo, com K., = K., = 0.11. Es-
tes ganhos foram ajustados empiricamente e escolhidos iguais entre si de forma a néo
tornar a estratégia de anti-windup num ponto de variagdo adicional da resposta dos
controladores, para além da regido LMI usada no projeto.

A nova simulagéo do controlador C; apresentou o seguinte comportamento da imagem
abaixo:
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Estratégia Anti-Windup, C1 e Modelo Analitico
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Figura 18-Evolucdo temporal de x4 e u; huma simulacdo na qual foi aplicado o saturador aos

sinais de atuacéo no intervalo [1, 5] [V] e a estratégia de anti-windup.

Estratégia Anti-Windup, C1 e Modelo Analitico
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Figura 19-Evolucéo temporal de x, e u, huma simulacgdo na qual foi aplicado o saturador aos

sinais de atuacdo no intervalo [1, 5] [V] e a estratégia de anti-windup.
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As propriedades dinamicas da resposta do controlador C; a cada um dos degraus do
sinal de referéncia encontra-se listadas nas tabelas abaixo para x; e para x,.

Tabela 19- Propriedades da resposta de x, ao sinal de referéncia ref,, usando C, e a estrate-
gia de anti-windup

Amplitude de ref,, [m]
0.05 0.1 0.04 0.2
ts sy 70 46 203 151
Sios] 0.00 0.00 33.76 16.86

Tabela 20- Propriedades da resposta de x, ao sinal de referéncia ref,, usando C, e a estrate-
gia de anti-windup

Amplitude de ref,, [m]
0.04 0.09 0.02 0.15
s 70 36 51 76
S[oe) 0.00 0.00 1.27 25.75

Tabela 21- EQM de seguimento e VQM da acéo de controlo de €, usando e a estratégia de

anti-windup
eqm(refxl,xl) eqm(refxz,xz) vgm(u,) vgm(u,)
4,629 x 107 3.878 x 107* 5.746 x 1072 4,296 x 1072

Com os ganhos da estratégia anti-windup escolhidos, os controladores C; e C, foram
ensaiados sobre a instalagdo real usando o saturador (4.15) para ambos os sinais de
atuagdo com UMAX = yMAX =5[] e yMN = yMIN = 1 [V] conjuntamente com a
estratégia de anti-windup. Na experimentacdo foram usados sinais de referéncia em
degraus com duracédo de 600 [s] e amplitudes

{0.05; 0.15; 0.08; 0.25} [m] para ref;, e {0.04;0.12;0.05; 0.2} [m] para ref,,. Nos
pontos seguintes apresentam-se os resultados obtidos.
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4.4.7.1 Desempenho do controlador C1 sobre a instalagéo real

Em seguida apresenta-se o comportamento das duas variaveis de estado controladas e
dos sinais de atuacéo u, € u,.

C1 e Processo Real

0.25

~ 015} -

P —

0.08 |-
0.05 1

0 I 1 1 I
0 500 1000 1500 2000

Tempo (s)

U, (V)

| T ]xl Lhwhl i

500 1000 1500 2000
Tempo (s)

(=]

Figura 20-Comportamento da varidvel de estado x, da instalacéo real sob a atuacéo de Cj.

C1 e Processo Real
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0.05 - + B

1
0 500 1000 1500 2000
Tempo (s)

1000 1500 2000
Tempo (s)

Figura 21- Comportamento da variavel de estado x, da instalagdo real sob a atuag&o de Cj;.
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Nas tabelas que se seguem apresentam-se as propriedades dindmicas da resposta da

instalacdo a atuacdo do controlador C,, projetado apenas com restri¢des sobre a esta-
bilidade.

Tabela 22- Propriedades da resposta de x, ao sinal de referéncia ref,, usando €, sobre a ins-

talacéo real
Amplitude de ref, [m]
0.05 0.15 0.08 0.25
ts s 82 45 197 91
S[o)] 0.00 0.00 43.6 21.18

Tabela 23- Propriedades da resposta de x, ao sinal de referéncia ref,, usando €, sobre a ins-

talacéo real
Amplitude de ref,, [m]
0.04 0.12 0.05 0.2
ts s 125 55 38 218
S[o] 0.00 11.25 0.00 35.33

Os erros quadraticos médios de seguimento e a variacdo quadratica média das acoes
de controlo encontram-se na tabela seguinte:

Tabela 24- EQM de seguimento e VQM da acdo de controlo de €4 sobre a instala¢do real

eqm(refy,, x,) eqm(refy,, x,) vgm(u,) vgm(uy,)

3.203 x 10~* 3.691 x 10~* 5.206 x 1071 1.005

4.4.7.2 Performance do controlador C2 sobre a instalacao real

O controlador C,, projetado a partir das especificagdes de performance em (5.9), gerou
0 seguinte comportamento das variaveis de estado controladas do processo real:
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Figura 22-Comportamento da varidvel de estado x, da instalacéo real sob a atuacéo de C,.
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Figura 23-Comportamento da variavel de estado x, da instalacéo real sob a atuacéo de C,.
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Em seguida apresentam-se as propriedades da resposta da instalagdo a atuacdo do

controlador C, com o objetivo de seguir referéncias em degrau com as amplitudes re-
feridas.

Tabela 25- Propriedades da resposta de x, ao sinal de referéncia ref , usando C, sobre a ins-
talacéo real

Amplitude de ref,, [m]

0.05 0.15 0.08 0.25
Lo 174 165 167 158
S 0.00 0.00 0.00 0.00

Tabela 26- Propriedades da resposta de x, ao sinal de referéncia ref,,, usando C, sobre a ins-

talacéo real
Amplitude de ref,, [m]
0.04 0.12 0.05 0.2
L s 180 156 186 144
S[] 0.00 0.00 0.00 0.00

O erro quadratico médio de seguimento produzido e a varia¢cdo quadratica média dos
sinais de atuacao foram:

Tabela 27- EQM de seguimento e VQM da acdo de controlo de €, sobre a instalacéo real

eqm(refxl,xl) eqm(refxz,xz) vgm(u,) vgm(u,)
5.315x 107 4433 x 107 2.620 x 1072 2.254 x 1072
4.5 Validacao

A validacdo deste trabalho serd feita em duas dimensdes. Primeiro os resultados da
implementacao apresentados no capitulo 6 seréo analisados e discutidos face aos pres-

supostos tedricos. Por ultimo, serdo analisadas as potencialidades da formulacéo pro-
posta na resolucdo do objetivo inicial.
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4.5.1 Analise dos Resultados Experimentais

O primeiro passo da implementacédo dos controladores TS foi a modelag&o analitica da
instalacdo. Foi efetuada uma experiéncia sobre o processo real e uma simulagdo do
modelo gerado pela modelagdo analitica usando os mesmos vetores de atuacao.

Os valores de correlacdo entre as estimativas do modelo analitico e os dados lidos do
processo real sdo todos bastante proximos de 1 indicando a variagdo conjunta entre o
comportamento real das varidveis de estado e 0 comportamento descrito pelo modelo.
Desta forma conclui-se que o0 modelo analitico exprime de forma suficientemente ade-
guada a dindmica da instalacéo.

A partir do modelo analitico obtido, 0 modelo TS com consequentes afins foi constru-
ido como sua aproximacao, recorrendo a metodologia proposta no terceiro capitulo e
considerando os intervalos de funcionamento x;,x,,x3 € [0,0.3] [m] e u;,u, €
[1,5] [V]. Para validar a qualidade do modelo TS, este foi simulado nas mesmas con-
di¢bes do modelo analitico e o erro absoluto médio das suas estimativas face ao modelo
original ndo foi superior a 2 [cm] para nenhuma das variaveis de estado. Adicional-
mente, o coeficiente de correlagio p(x*"%, xT5) entre os sinais de estimacdo dos dois
modelos foi, para todas as variaveis de estado, bastante préximo da unidade verifi-
cando-se a capacidade do modelo TS gerado aproximar adequadamente a dindmica do
modelo analitico.

Em seguida as matrizes do modelo TS foram usadas na definicdo dos problemas LMI
(4.8) e (4.14), cujas solucBes permitiram atribuir os ganhos dos controladores C; € C,.
Os problemas LMI formulados resultam da imposicédo de condicdes de D-estabilidade
sobre o anel fechado do modelo TS com o controlador TS PDC. Em particular (4.8)
impde a D-estabilidade do anel fechado no circulo unitario, o que corresponde a esta-
bilidade do sistema em anel fechado total. As condigdes (4.14) impGem D-estabilidade
do anel fechado numa regido LMI projetada a partir das especificacdes de desempenho
minimas (4.9), relativas a sobrelevagéo e ao tempo de estabelecimento.

O desempenho dos controladores obtidos comegou por ser analisado com uma simu-
lacdo sobre o modelo TS afim que foi usado como base para o projeto, de forma a
possibilitar a verificacdo das especificacdes de desempenho impostas no projeto das
regides LMI para calcular C, e permitindo também analisar a solugéo fornecida pela
aplicacdo do método direto de Lyapunov, usando fungdes de Lyapunov quadraticas no
projeto de C;.
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Nas simulagdes efetuadas, a atuacdo de C; apresentou variagdes quadraticas medias
elevadas com valores de vgm(u,;) = 21.127 e de vgm(u,) = 15.464 originando res-
postas rapidas das variaveis de estado controladas, mas sem quaisquer sobrelevacdes.
Adicionalmente também se verificou a estabilidade BIBO da variavel de estado xs,
conforme pressuposto no ponto 4.2.1 da formulagao.

Relativamente a C,, a sua acdo de controlo apresenta-se bastante mais suave que a
gerada por C; uma vez que a sua variacao quadratica média é de vgqm(u,) = 2.579 X
107! e vgm(u,) = 2.068 x 10~1. Consequentemente as respostas de x; e x, resul-
tam mais lentas, visivel nas tabelas 16 e 17, maiores valores para o tempo de estabele-
cimento relativamente aos de C;, nas tabelas 13 e 14. Analisando as propriedades di-
namicas da resposta a C,, nas tabelas 16 e 17 perante as imposi¢Ges de projeto sy, <
5%e ts,
dicionamento da dindmica do anel fechado pela imposicao de D-estabilidade em regi-
des LM projetadas em conformidade.

s < 300 [s], verifica-se que estas nunca sdo violadas e confirma-se o con-

Por fim foi abordada a questdo da aplicacdo dos controladores a instalacdo real e de-
vido as limitacfes no intervalo de atuacdo, u,, u, € [1,5] [V], foi necessario aplicar a
estratégia de anti-windup, descrita em (3.23), para prevenir a acumulacao excessiva de
ley, € iey, que resulta nas sobrelevagdes ilustradas na figura 14. Os ganhos de atenu-

acdo K¢ , K, foram escolhidos iguais para ambos os controladores de forma a néo
degenerar as diferentes respostas de C; e de C,.

A aplicacdo desta estratégia de atenuacéo e do saturador da acdo de controlo reduziram
significativamente a variacdo quadratica média da atuacdo de C, comparativamente a
apresentada na tabela 15, provocando um aumento dos tempos de estabelecimento e o
aparecimento de algumas sobrelevacgdes ainda relacionadas com a acumulacéo exces-
siva de erro nas componentes integrais. Devido a qualidade do modelo analitico e mo-
delo TS usados no projeto dos controladores e simulages, as propriedades dinamicas
da resposta das figuras 18 e 19 e das tabelas 19 e 20 assemelham-se bastante as obser-
vadas sobre 0 processo real, nas figuras 21 e 22 e tabelas 22 e 23.

Quanto a aplicacédo de C, a instalacdo real, a variacdo quadratica média da agéo de
controlo ndo sofreu uma reducéo tdo grande como a de C; apos a aplicagédo do satura-
dor e da mesma estratégia de anti-windup, visto que o controlador C, produz por na-
tureza atuagdes mais lentas e amortecidas. Os diferentes desempenhos dos controlado-
res C, e C, gerados com diferentes restricdes de D-estabilidade s&o visiveis nos gréafi-
cos das figuras 21, 22 e 23, 24 originando as diferentes propriedades dinamicas da
resposta assentes nas tabelas 22, 23 e 25, 26. Assim evidencia-se a potencialidade da
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metodologia do projeto de controladores TS PDC por R.V.E. que permite atribuir os
ganhos dos controladores em conformidade com especificacdes de desempenho tem-
poral, impostas através do projeto de regides LMI e da imposicdo da D-estabilidade
do anel fechado TS nestas regides.

4.5.2 Analise da Formulacao

Neste ponto sera analisada a capacidade da formulagdo proposta em satisfazer o obje-
tivo inicial deste trabalho.

Inicialmente era pretendido formular uma abordagem genérica e sistematica para o
projeto de controladores de sistemas ndo lineares que também possibilite impor espe-
cificacbes de performance temporais a instalacdo e controlador em anel fechado.

No entanto, a formulagdo proposta no capitulo quatro permite aceder ao problema, mas
apenas para a subclasse dos sistemas ndo lineares cuja dindmica possa ser descrita por
um sistema de equac0es diferenciais da forma (3.1) e que a partir das quais seja possi-
vel calcular a expansdo em série de Taylor de primeira ordem em todos 0s pontos
(x,ub),l =1, ..., R de linearizacio usados para construir o modelo TS. Para projetar
o controlador difuso TS PDC também é necessario que o anel fechado do modelo TS
contruido com o controlador a projetar seja quadraticamente estabilizavel na regido
LMI pretendida, o que ird garantir a existéncia duma solucdo para o projeto dos ganhos
do controlador.
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Conclusoes e Trabalho Futuro

5.1 Conclusodes

Neste trabalho foi abordado o problema de construir uma metodologia geral e sistema-
tica para sistemas ndo lineares que permita a imposicao de especificacdes de desem-
penho.

A metodologia proposta consiste na aproximagéo das equacdes diferenciais que expri-
mem a dinamica do sistema néo linear a controlar por um formato conhecido, um mo-
delo TS obtido por linearizacdes locais da fungéo original em varios pontos do espaco
de entrada.

Sobre este modelo é entdo definido o controlador TS PDC por R.V.E. cujos ganhos
podem ser projetados através de funcdes de Lyapunov quadréaticas e pela formulacao
e resolucdo dum problema LMI.

As condicBes de estabilidade quadraticas de Lyapunov podem ser vistas como condi-
cOes de D-estabilidade aplicadas a sistemas TS nas mesmas regides de estabilidade dos
sistemas lineares, ou seja para sistemas TS discretos estas condi¢Oes correspondem a
impor a D-estabilidade no circulo unitario e para sistemas TS continuos, as condigdes
quadraticas de Lyapunov correspondem a impor a D-estabilidade no semiplano com-
plexo esquerdo. Esta correspondéncia sugere que as regides de D-estabilidade para
sistemas TS, ou seja o lugar do plano complexo onde devem pertencer os valores pro-
prios das matrizes destes sistemas, sdo correspondentes as regies de estabilidade dos
sistemas lineares. Assim, também as regides correspondentes a outras especificagoes
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de desempenho para além da estabilidade, cOMO sjo) < S[o,. . OU T

max S5% < tsmin’ po-
dem ser definidas com base na imposicéo de especificacdes de desempenho minimas

a sistemas lineares.

Toda a formulacéo, incluindo a metodologia de projeto de regides LMI, foi implemen-
tada num projeto de Matlab e foram produzidos resultados em conformidade com os
comportamentos esperados para os controladores projetados com diferentes especifi-
cacOes de performance, numa aplicacdo a um sistema de trés tanques (DTS 200).

Apesar desta abordagem obrigar a imposicdo de algumas restricdes sobre o sistema
n&o linear a controlar, nomeadamente a possibilidade de construir um modelo TS com
capacidade de aproximacao aceitavel e necessitar da satisfacdo das condicbes de D-
estabilidade do anel fechado, permite a imposicéo de especificacdes de desempenho a
sistemas ndo lineares. Com esta possibilidade, a formulacéo proposta podera ser usada
como base para uma formulagdo mais genérica por exemplo usando fungdes de Ly-
apunov difusas.

Foi também implementada uma ferramenta com a formulagéo proposta neste trabalho,
permitindo a sua aplicacdo a problemas de controlo praticos para os quais seja possivel
encontrar uma solugédo para o problema de D-estabilidade pretendido.

Em seguida indicam-se algumas propostas no sentido de continuar e melhorar o traba-
Iho efetuado.

5.2 Trabalho Futuro

A formulacédo proposta pode ser melhorada de forma a tornar-se aplicavel a uma maior
classe de sistemas n&o lineares.

O modelo TS pode ser construido a partir da funcdo analitica de modo a garantir um
erro de aproximagao controlado em todo o espaco de entrada D, X ... X D, atraves
da escolha adequada dos pontos de linearizagdo a usar e dos dominios de validade de
cada submodelo, por exemplo usando técnicas de clustering difuso como sugerido em
(Kosko, 1994) ou em (BABUSKA, 1998). Também o estudo da aproximacao de fun-
¢Oes que ndo apresentem primeira derivada continua no espaco de entrada podera ser
considerado, usando por exemplo as metodologias propostas em (Mehran, 2010).

Para o projeto dos ganhos do controlador TS PDC poderao ser formuladas condic¢des
de estabilidade usando funcdes de Lyapunov difusas, como sugerido em (Li, Zhou and
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Xu, 2008). Em seguida podera ser investigada a possibilidade de generalizar as condi-
cOes de estabilidade obtidas para impor D-estabilidade numa variedade de regides do
plano complexo.

Seré particularmente interessante se as condi¢des obtidas poderem ser formuladas no
formato de desigualdades lineares matriciais (LMI’s) ou de desigualdades bilineares
matriciais (BMI’s), permitindo a procura sistematica duma solugéo, através de algorit-

mos de otimizagdo convexa no caso das LMI’s ou pela metodologia proposta em (Zhu,
2006) no caso das BMI’s.

Quanto a aproximacao da regido do amortecimento discretizada através de duas sec-
¢des conicas, podera ainda ser construida uma metodologia para defini¢cdo de um po-
ligono simétrico em relacdo ao eixo real com maior numero de lados, garantindo-lhe
uma melhor capacidade de se ajustar a area da regido original e validando assim um
maior nimero de solugdes possiveis.

Relativamente a ferramenta implementada em Matlab, pode ser implementada uma
interface grafica para a configuracdo do modelo néo linear e das regides LMI, o con-
trolo de erros e a robustez contra configuracdes erradas também pode ser reforcada e
0 cddigo poderéa ser compartilhado numa plataforma para a comunidade web.

Também podera ser realizado trabalho futuro quanto a aplicacéo pratica neste projeto,
nomeadamente um levantamento de aplicacdes para estes controladores e definir um
modelo de negdcio para a sua comercializacao.
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