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РЕФЕРАТ
Разработаны модель и метод формирования оптимальных календарных планов организации 
логистических процессов функционирования перерабатывающих предприятий агропромыш-
ленного комплекса (АПК). Модель основана на представлении процедуры формирования 
оптимального календарного плана в виде задачи дискретного программирования. В осно-
ву метода оптимизации положена процедура ветвей и границ. Предлагаемые модель и ме-
тод являются базой для создания конкретных методик формирования оптимальных кален-
дарных планов организации логистических процессов функционирования предприятий АПК.
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ABSTRACT
A model and method for the formation of optimal calendar plans for the organization of logistics 
processes for the functioning of enterprises of the agro-industrial complex have been developed. 
The model is based on the presentation of the procedure for the formation of an optimal calendar 
plan in the form of a discrete programming problem. The optimization method is based on the 
procedure of branches and boundaries. The proposed model and method are the basis for creat-
ing specific methods for the formation of optimal calendar plans for the organization of logistical 
processes of the functioning of the agro industrial complex.
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Особенностью функционирования существенной доли перерабатывающих предпри-
ятий АПК является то, что они удалены от источников сырья, энергии и потребителей 
конечной продукции. При этом существенная доля их продукции имеет ограниченные 
сроки годности. Это обусловливает необходимость согласования по времени логи-
стических процессов производства, хранения и реализации продукции. Территори-
альная разнесенность и сложность логистической системы указанных предприятий, 
а также существенные издержки, обусловленные несогласованностью процессов 
производства, хранения и доведения продукции до потребителей, приводят к тому, 
что решения по согласованию логистических процессов их функционирования долж-
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ны опираться не только на опыт и интуицию, но и на объективные обоснования. 
Инструментом объективного обоснования этих решений могут быть соответствующие 
математические модели и методы [2–8].

Широкий класс задач формирования вариантов рассматриваемых решений мо-
жет быть формализован в виде модели календарного планирования при ограниче-
ниях на привлекаемые для выполнения логистических операций возобновляемые 
и невозобновляемые ресурсы. Под возобновляемыми ресурсами (исполнителями) 
при этом понимаются транспортные средства, привлекаемые работники, погрузоч-
но-разгрузочное оборудование и тому подобное. К невозобновляемым относятся 
финансовые, энергетические, топливные и другие подобные ресурсы. Разработка 
такой модели и метода формирования оптимального календарного плана логисти-
ческих процессов в АПК является целью статьи.

При построении модели состав и взаимосвязь логистических операций, отража-
ющих соответствующие логистические процессы функционирования АПК, целесо-
образно отображать в виде сети:

 Q  =  {(i, j)}, i, j  =  0, 1, 2, ..., m, i  <  j, (1)

где i, j — номера узлов сети; (m  +  1) — количество узлов.
Каждой логистической операции в сети (1) ставится в соответствие дуга (i, j), 

соединяющая i-й и j-й узлы. Узел i = 0 соответствует событию начала выполнения 
комплекса логистических операций, представленного сетью (1). Узлы i  =  0, 1, 
2,  ..., m  соответствуют событиям, состоящим в завершении всех логистических 
операций, описываемых входящими в каждый из них дугами. Общее количество 
операций (дуг) равно N.

Каждая логистическая операция (i, j) характеризуется необходимым количеством 
n(i, j) возобновляемых ресурсов и продолжительностью τ(i, j).

Последовательность операций подчиняется логистическому правилу: операция, 
соответствующая выходящей из любого узла дуге, не может быть начата до за-
вершения всех операций, соответствующих дугам, входящим в этот узел.

Множество исполнителей, привлекаемых к выполнению комплекса логистических 
операций, обозначим R  = {1, 2, ..., k, ..., K}, где k — условный порядковый но-
мер (идентификатор) исполнителя, K — количество исполнителей. Взаимозаменя-
емость исполнителей в формализованном виде представим матрицей:

 ∆  =  ||δk(i, j)||, k =  1, 2, ..., K, (i, j) ∈  Q, (2)

где 


δ = 


1,
( , )

0k i j
если k-й исполнитель может привлекаться к (i, j) операции, (3)
— в противном случае.

Затраты невозобновляемых ресурсов, связанные с привлечением исполните-
лей к выполнению логистических операций, представим в виде компонент век-
тора:

 Z  =  ||zk(i, j)||, k  =  1, 2, ..., K, (i, j) ∈  Q, (4)

где zk(i, j) — затраты на привлечение k-го исполнителя к выполнению (i, j)-й опе-
рации в течение единицы времени.

Календарный план выполнения комплекса логистических операций определяет-
ся множеством

 G =  {XG(i, j), rG( i, j)|( i, j)  ∈  Q, rG(i, j)  ⊂  R}, (5)
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где XG(i, j) — определяемый планом G момент времени, соответствующий на-
чалу (i, j)-й операции; rG(i, j) — множество исполнителей, привлекаемых к вы-
полнению (i, j)-й логистической операции в соответствии с планом G.

Будем полагать, что прерывание каждой начатой операции (i, j)  ∈  Q не допу-
скается, и состав rG(i, j) выделенных исполнителей не изменяется.

С учетом принятых обозначений, затраты ΩY(i, j) на выполнение операции (i, j) 
при реализации плана G определяются соотношением

 ( )
( )

( ) ( )
∈

Ω = τ∑
,

, , ,
G

G k
k r i j

i j z i j i j . (6)

Обозначим через QL множество всех путей сети (1), связывающих ее начальную 
и конечную вершины.

Время выполнения всего комплекса логистических операций при реализации 
плана (5) будет равно максимальной продолжительности TL пути L  ∈  QL из на-
чальной вершины i  =  0 сети (1) в конечную j  =  m.

С учетом принятых обозначений модель формирования оптимального календар-
ного плана (5) выполнения комплекса логистических операций (1) при ограничени-
ях на количество исполнителей, их взаимозаменяемость и затраты на привлечение, 
может быть представлена следующей моделью дискретного программирования:
•	 определить календарный план

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }= ∈ ⊆* * *, , , , , ,
G G GG X i j r i j i j Q r i j R  (7)

выполнения комплекса (1) логистических операций, обеспечивающий соблюдение 
условия

 
( ) ( )

∈
= =* * minmax

L
LG L Q

T T G T G
 (8)

•	 при ограничениях

 X i j X l i l i i j QG
l i

G, max , , , ,
,

( ) ≥ ( ) + ( ){ } ( ) ∈τ ; (9)

 δk
i j r i j

i j n i j
G

, ,
( , ) ( , )

( ) = ( )
∈
∑ ; (10)

 n i j K
i j F tG

,
,

( ) ≤
( )∈ ( )

∑ ; (11)

 δk
k

K

i j n i j, ,( ) ≥ ( )
=

∑
1

; (12)

 Ω ΩG
i j Q

i j, *

,

( ) ≤
( )∈
∑ , (13)

где FG  =  (t) — множество логистических операций комплекса (1), выполняемых 
в каждый момент времени t при реализации плана G; Ω* — максимально допусти-
мые затраты невосполняемых ресурсов при выполнении комплекса логистических 
операций сети (1).

В задаче (7)–(13) условие (8) формализует стремление минимизировать время 
выполнения комплекса логистических операций. Ограничение (9) отражает логи-
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стическое правило, состоящее в том, что операции, выходящие из любого узла 
сети (1), могут начинаться только после завершения всех операций, входящих 
в этот узел. Ограничение (10) формализует требование выделения на каждую опе-
рацию установленного количества исполнителей. Ограничение (11) отражает есте-
ственное условие, состоящее в том, что количество исполнителей, одновременно 
привлекаемых к выполнению логистических операций, не может превышать их 
общего количества. Ограничение (12) формализует требование, состоящее в том, 
что количество и взаимозаменяемость исполнителей должны обеспечивать воз-
можность выполнения каждой логистической операции сети (1). Ограничение (13) 
означает, что общие затраты невозобновляемых ресурсов при выполнении ком-
плекса логистических операций сети (1) не могут превышать допустимого уровня.

Модель (7)–(13) относится к нелинейным моделям распределения дискретных 
неоднородных ресурсов на произвольной сети. Она является NP — сложной за-
дачей дискретного программирования [10; 13]. Точные методы решения некоторых 
задач такого класса впервые предложены в [1; 9; 11; 12]. Однако при этом учиты-
вались только возобновляемые ресурсы. Вместе с тем при формировании планов 
реализации реальных логистических процессов функционирования предприятий 
АПК, наряду с возобновляемыми, необходимо учитывать и необходимые невоз-
обновляемые ресурсы. Ограниченность этих ресурсов формально отражает соот-
ношение (13). Его введение приводит к необходимости соответствующей модер-
низации метода, предложенного в [1].

Для существования оптимального календарного плана в модели (7)–(13) необ-
ходимо и достаточно, чтобы:
а) состав и взаимозаменяемость исполнителей обеспечивали возможность выпол-

нения всего комплекса логистических операций сети (1);
б) уровень Ω* допустимых затрат невозобновляемых ресурсов позволял выполнить 

комплекс логистических операций сети (1).
В формализованном виде выполнение первого из этих требований заключается 

в выполнении ограничения (12). Оно означает, что в составе возобновляемых ре-
сурсов имеются специалисты, транспортные средства, погрузочно-разгрузочное 
оборудование и т. п., позволяющие выполнить любую логистическую операцию 
сети (1).

Проверка выполнения второго требования основана на использовании множества
 R*  =  {rq(i, j)|(i, j)  ∈  Q, q  =  1, 2, ...} (14)

всех возможных вариантов привлечения возобновляемых ресурсов, необходимых 
для выполнения соответствующих логистических операций. С этим множеством 
связано множество
 Ω  =  {Ωq(i, j), q  =  1, 2, ..., (i, j)  ∈  Q} (15)

затрат Ωq(i, j) на выполнение логистических операций при соответствующих вари-
антах привлечения возобновляемых ресурсов. Элементы множества (15) опреде-
ляются соотношением

 ( ) ( ) ( )
( )∈

Ω = τ ∑
,

, , ,
q

q
k

k r i j

i j i j z i j . (16)

С учетом (16) второе из требований, обеспечивающих существование оптималь-
ного календарного плана в модели (7)–(13), в формализованном виде представля-
ется соотношением

 ( )Ω ≤ Ω =∑ *min , , 1,2,...q

q
i j q . (17)
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Проверку выполнимости условий (12) и (17) целесообразно проводить еще до 
начала процедуры поиска оптимального календарного плана в модели (7)–(13). 
Если они не выполняются, то такой план не существует. Если же они выполняются, 
то формирование оптимального календарного плана выполнения логистических 
операций сети (1) может быть реализовано.

Это формирование опирается на следующие построения:
а) представление множества V  =  {S} допустимых по ограничениям фрагментов S 

логистического плана G в виде дерева подмножеств (ветвление);
б) вычисление для ветвей дерева (выделенных подмножеств) нижней границы це-

левой функции (8);
в) поиск допустимых вариантов календарного плана;
г) проверка этих вариантов на оптимальность.

Особенность рассматриваемого в настоящей работе метода состоит в необхо-
димости учета на каждом шаге ветвления дополнительного условия (13). Если оно 
нарушается, то дальнейшее продолжение рассматриваемой ветви дерева вариан-
тов не представляется возможным и осуществляется переход к новой ветви.

Алгоритм метода оптимизации строится на основе дихотомической схемы вет-
вления дерева вариантов. При его реализации каждая вершина vs S-й ветви де-
рева представляет собой элемент календарного плана выполнения логистических 
операций. Причем, если соответствующая этому элементу операция (i, j) начина-
ется в момент времени XS(i, j) при rS(i, j)-м варианте назначения возобновляемых 
ресурсов, то полагаем

 vS  =  {XS(i, j), rS(i, j)}. (18)

Если же операция (i, j) не начинается в момент времени XS(i, j) при rS(i, j)-м ва-
рианте их назначения, то полагаем
 vS  =  ∅. (19)

Для каждой ветви дерева вариантов S  ∈  V  величины XS(i, j), (i, j)  ∈  G, (мо-
менты начала операций) должны выбираться из соответствующей этой ветви воз-
растающей последовательности
 { }= = , 1, 2,n

S St t n .

При этом =1 0St , а последующие моменты n
St , n = 2, 3, ... определяются на ос-

нове соотношения
 

( ) ( )
( ) ( ){ }

−∈
= + τ

1,
min , ,

n
s

n
s s

i j F t
t X i j i j , (20)

где ( )−1n
S SF t  — множество логистических операций (i, j), ранее включенных в S-ю ветвь 

дерева вариантов и незавершенных к моменту времени 
−1n

St , т. е.

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }− −= ∈ ≤ ≤ + τ1 1, | , , , , ,n n
S S S S SF t i j i j G X i j t X i j i j . (21)

Таким образом, переменные tS представляют моменты времени, в которые за-
вершаются логистические операции, включенные в очередную ветвь дерева, и вы-
свобождаются соответствующие возобновляемые ресурсы.

Условие =1 0St  означает, что все варианты календарного плана начинаются в момент 
времени t  =  0.

Можно утверждать, что назначение сроков начала операций с нарушением по-
следовательностей моментов времени ts не позволяет сократить общее время 
выполнения рассматриваемого комплекса логистических операций сети (1).
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Действительно, для любого плана G, содержащего фрагмент S, ранний срок на-
чала любой операции (i, j)  ∈  S по определению принадлежит последовательности 
моментов времени ts. Следовательно, и поздние сроки начала операций, лежащих 
на критических для плана G путях, также принадлежат этой последовательности. 
Для логистических операций, не относящихся к критическим путям, возможны ва-
риации сроков их начала в пределах соответствующих резервов времени. При этом, 
поскольку границы этих резервов также принадлежат рассматриваемой последова-
тельности, вариации внутри границ не изменят общее время выполнения комплекса 
логистических операций. Следовательно, сроки начала и окончания операций опти-
мального по критерию (8) календарного плана выполнения логистических операций (7) 
должны принадлежать последовательности ts, соответствующей этому плану.

С целью реализации дихотомической схемы ветвления дерева вариантов введем 
в рассмотрение связанное с (14) множество

 D  =  {dq|q  =  1, 2, ...}, (22)

в котором dq  =  1, если для выполнения (i, j)-й операции используется вариант 
rq(i, j) назначения ресурсов, или dq  =  0 в противном случае.

В этом случае порядковый номер q элемента dq  =  1 в множестве D характери-
зует выполняемую логистическую операцию, вариант назначения возобновляемых 
и затраты невозобновляемых ресурсов.

С учетом (22) ветвление дерева вариантов в интересах составления оптималь-
ного плана (7) состоит в выборе для каждого очередного момента n

St  допустимых 
переменных dq ∈ D и установлении их значений, т. е. имеет место соотношение (18) 

{ }( )ν = =, 1n
S S qt d , если соответствующая переменной dq логистическая операция 

(i, j)  ∈  G начинается в момент времени ( ) =, n
S SX i j t  при rq(i, j)-м варианте на-

значения ресурсов, или (19) { }( )ν = =, 0n
S S qt d , если указанная операция при рас-

сматриваемом варианте назначения ресурсов в момент n
St  не начинается.

Множество n
SP  элементов dq  ∈  D, которые могут включаться в S-й фрагмент 

календарного плана (7) в момент времени n
St , содержит переменные dq  ∈  D, со-

ответствующие не включенным ранее в рассматриваемую ветвь S логистическим 
операциям (i, j)  ∈  G, удовлетворяющие условиям:

 ( ) ( ) ( )+ τ ≤ ∈, , , ,n
SX l i l i t l i G ; (23)

 ( ) ⊆,q n
Sr i j R ; (24)

 
( )−∈

Ω − Ω + Ω ≥ =∑
1

* 0, 1,2,...
n

m S S

m m q

d D t

d q , (25)

где n
SR  — множество незадействованных ресурсов для фрагмента S календарно-

го плана в момент времени n
St ; ( )−1n

S S
tD  — множество переменных dq, включенных 

в ветвь S дерева вариантов к моменту времени −1n
St .

Условие (23) выделяет логистические операции, для которых к моменту n
St  вы-

полнены все предшествующие. Условие (24) выделяет операции, для которых име-
ются необходимые возобновляемые ресурсы. Условие (25) — выделяет операции, 
обеспеченные оставшимися невозобновляемыми ресурсами.

В качестве оценки WS значения нижней границы для целевой функции (8) в каж-
дом фрагменте S календарного плана целесообразно принять максимальную дли-
тельность пути из начальной вершины логистической сети Q в конечную, опреде-
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ляемую без учета ограничений (11), (13) для операций, не включенных в S. При 
этом если на очередном шаге ветвления, соответствующем моменту n

st , устанав-
ливается dq  =  1, то для определения WS(dq  =  1) полагается следующее:
а) логистические операции (l, i) ∈ Q, ранее вошедшие в S-й фрагмент плана (т. е. 

операции, для которых xS(l, i)  <  tSn, начинаются в соответствующие моменты 
xS(l, i) и завершаются в моменты xS(l, i)  +  τ(l, i);

б) для логистической операции (l, i)  ∈  Q, соответствующей переменной = n
q Sd P , 

включаемой на рассматриваемом шаге ветвления в S-ю ветвь дерева вариан-
тов — ( ) =, n

S SX i j t ;
в) для операций (e, h) ∈ Q, соответствующих переменным ∈ n

u Sd P , u ≠ q, которые 
по ограничению (9) в момент n

St  не могут быть включены в календарный план 
одновременно с (l, i), время начала равно +1n

St , а длительность определяется 
соотношением + + τ1 ( , )n

St e h .
Если же на рассматриваемом шаге ветвления устанавливается dq  =  0, то для 

определения WS(dq  =  0) дополнительно полагается следующее:
а) логистические операции (l, i)  ∈  Q, ранее вошедшие в S-й фрагмент календар-

ного плана (т. е. операции, для которых ( ) <, n
S SX l i t ), начинаются в соответству-

ющие моменты XS(l, i) и завершаются в моменты XS(l, i)  +  τ(l, i);
б) операция (i, j), соответствующая переменной ∈ n

q Sd P , начинается в момент 
времени +1n

St  и завершается в момент ( )+ + τ1 ,n
St l i ;

в) остальные операции (e, h)  ∈  G, соответствующие переменным ∈ n
u Sd P , u  ≠  q, 

начинаются в момент n
St  и завершаются в моменты ( )+ τ ,n

St e h .
Сходимость метода оптимизации существенно зависит от способа выбора оче-

редной логистической операции и варианта назначения для нее возобновляемых 
ресурсов. Формально способ состоит в выборе переменных ∈ n

q sd P  включаемых 
в S-ю ветвь дерева вариантов в момент времени n

st . В предлагаемом методе оп-
тимизации выбор переменной dq на очередном шаге ветвления осуществляется 
в два этапа. На первом этапе выбирается логистическая операция, а на втором — 
вариант назначения ресурсов. Правило выбора очередной операции задается сле-
дующей последовательностью предпочтений:
 → τ → →( )min max ( , ) min min ,n

jT i j i j

т. е. первой в план включается операция с меньшим поздним сроком окончания 
( )n

jT . Если же таких операций несколько, то из них выбирается операция макси-
мальной длительности. Если и таких операций несколько — то операция с наи-
меньшими номерами i, j. Поздние сроки окончания при этом определяются с уче-
том рассматриваемого фрагмента S календарного плана.

Вариант r(i, j) назначения возобновляемых ресурсов для выбранной работы (i, 
j) определяется из условия минимума величины

 ( )
∈ ∉

δ∑ ∑
( , ) ( , )

,k
k r i j l h S

l h ,

т. е. назначаются наименее универсальные для оставшихся операций (l, h) ∉ S ре-
сурсы.

Выбранная таким образом логистическая операция (i, j) и вариант r(i, j) назначения 
возобновляемых ресурсов однозначно определяют очередную переменную ∈ n

q Sd P , 
включаемую в S-ю ветвь дерева вариантов календарного плана в момент n

st .
Последовательность анализа ветвей дерева организуется по правилу «иди впра-

во». При этом в случае автоматизированной обработки данных и решения задачи 
в памяти ЭВМ достаточно хранить только текущий фрагмент плана, наименьшее 
значение целевой функции из полученных ранее и соответствующий ему допусти-
мый вариант плана.
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Рассмотренный способ выбора логистических операций и возобновляемых ре-
сурсов в сочетании с указанным правилом составляет приближенный алгоритм 
построения календарного плана, позволяющий получить первый допустимый план 
для модели (7)–(13). Число шагов этого алгоритма равно количеству N логистиче-
ских операций в сети (1).

Каждая анализируемая ветвь S заканчивается, если в нее вошли все N логисти-
ческих операций, т. е. получен очередной допустимый календарный план G, или 
если
 Ws  ≥  T0(1  –  µ), 0  ≤  µ  ≤  1, (26)

где T0 — наименьшее значение (рекорд) целевой функции для полученных ранее 
допустимых календарных планов; µ — задаваемое допустимое отклонение целевой 
функции от оптимального, определяющее требуемую точность оптимизации.

Выполнение условия (26) означает, что на рассматриваемой ветви дерева ва-
риантов улучшить ранее полученный наилучший результат («рекорд») более чем на 
100µ% нельзя и ее продолжение в рамках заданной точности оптимизации не 
имеет смысла.

Анализ вариантов плана заканчивается, если условие (26) выполняется для всех 
оставшихся ветвей дерева вариантов. При установленном правиле просмотра 
ветвей, выполнению этого условия соответствует второй возврат в корневую вер-
шину дерева. Последний рекорд при этом является искомым значением целевой 
функции (8), а соответствующий ему допустимый план выполнения комплекса 
логистических операций сети (1) — оптимальным календарным планом G*.

В целом предлагаемые модель и метод обеспечивают возможность получения 
как точного, так и приближенных решений. Они могут быть сравнительно просто 
интегрированы в конкретные системы поддержки принятия решений, поскольку 
требования к показателю эффективности и ограничения модели (7)–(13) носят до-
статочно общий характер, что позволяет создавать на их основе большой спектр 
конкретных методик формирования оптимальных календарных планов организации 
логистических процессов функционирования рассматриваемых нами перерабаты-
вающих предприятий агропромышленного комплекса.
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