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“Magnetism, as you recall from physics class,
s a powerful force that causes certain items

to be attracted to refrigerators.” (Dave Barry)






Resumo

Este trabalho propoe uma nova metodologia numérica para computar a interagao entre
os campos magneto e elastico em materiais nao ferromagnéticos expostos a campos
magnéticos externos constantes. O sistema de equagdes governantes em estudo consiste
de duas Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs): uma equacao hiperbdlica (associada a
deformagao elastica u), e uma equagao parabodlica (descrevendo o campo magnético h),
fortemente acopladas por termos nao-lineares. O modelo matematico inclui ainda a condigao
de que o campo magnético h seja solenoidal (V-h = 0), o que adiciona caracteristicas de
um problema de otimizagdo a determinacdo do campo de h. Na metodologia proposta, a
discretizacao temporal da equagao da deformacao é feita por um método explicito simples
(Runge-Kutta de 4a ordem), mas, a fim de garantir a condigdo V-h = 0 em cada avango, a
evolugao no tempo do campo magnético é feita com uma adaptacao de um método de passo
fracionado (splitting) normalmente empregado na resolucao de escoamentos incompressiveis
em fluidos. A discretizagdo da parte espacial é tratada com métodos pseudo-espectrais. O
esquema numérico assim obtido é usado para obter resultados empiricos para a evolucao

da energia total de um dado sistema magneto-elastico com o tempo.

Palavras-chave: magneto-elasticidade. sistemas de EDPs hiperbdélico-parabdlicos. méto-

dos pseudo-espectrais. métodos de splitting.






Abstract

A new numerical methodology is proposed that computes the interaction between the
magnetic and elastic fields in nonferromagnetic materials exposed to constant external
magnetic fields. This kind of system is described by two nonlinearly coupled Partial
Differential Equations (PDEs): a hyperbolic equation, modeling the elastic deformation u,
and a parabolic equation, describing the magnetic field h. The mathematical model also
stipulates that h must be solenoidal (V-h = 0), a fact that turns the determination of
this field, at each time step, into an optimization problem. In the proposed method, this
optimization is accomplished by resorting to an adaptation of a fractional-step method
borrowed from incompressible flows in fluids. Spatial discretization is carried out with
pseudo-spectral methods. The resulting numerical scheme is used to produce empirical

curves describing the time evolution of the total energy in a given magneto-elastic system.

Keywords: magnetoelasticity. hyperbolic-parabolic system of PDEs. pseudospectral meth-
ods. splitting methods.
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1 Introducao

A interacdo entre magnetismo e eletricidade é um fendémeno fisico conhecido,
envolvendo atracao e repulsao entre particulas carregadas. Como resultado deste fendmeno,
o movimento de um magneto pode gerar energia elétrica e o fluxo de eletricidade pode

produzir campos magnéticos em objetos metalicos (1).

Mas ocorre que as forcas resultantes da acao de um campo magnético também
podem induzir deformagoes em materiais ferromagnéticos ', o que constitui um fenémeno
chamado de magnetostricao. A magnetostricdo tem grande interesse industrial, pois pode
ser utilizada em atuadores eletromecanicos, os quais traduzem como deformacao mecanica
a intensidade de uma corrente (2). De acordo com Pasquale (3), a descoberta do Terfenol-D,
um material com efeito magnetostritivo considerado “gigantesco” (da ordem de mm/m),
possibilitou o desenvolvimento de aplicagoes de atuadores magnetostritivos em areas
tao diversas como sonares, amortecedores de vibracoes, injetores de combustivel e alto-
falantes. A figura 1 mostra esquematicamente uma barra de material ferromagnético sendo

deformada pela acdo de um campo magnético gerado pela passagem de uma corrente.de
alta poténcia.

Figura 1 — Representagao esquematica do fendmeno de magnetostricao: atuador sendo
deformado sob efeito de um campo magnético. (2)

Por outro lado, o efeito inverso é valido: a aplicacdo de uma tensao mecanica
produz deformacoes que podem gerar mudangas na susceptibilidade magnética dos corpos
deformados, alterando a distribui¢do interna de um campo magnético pré-aplicado (o
chamado “efeito Villari” (4)). Neste caso, o efeito magneto-elastico tem interesse devido
a sua aplicabilidade no desenvolvimento de sensores (3). Um exemplo tipico de sensor

baseado neste efeito é descrito por Collins em (5): um sensor de torque sem contato

1

Ver apéndice A.
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cuja componente principal é um campo magnético circunferencial produzido por uma
magnetizacdo permanente no proprio eixo (caso ele seja ferromagnético). Quando um
torque é aplicado, os momentos magnéticos elementares dentro do eixo sao reorientados,
causando uma mudanga no campo magnético externo que é linearmente proporcional a

tensao aplicada.

O efeito de magnetostricao associado a materiais ferromagnéticos aparece ainda
em muitas outras areas. Os mesmos principios permitem também utilizar a magneto-
elasticidade como um mecanismo de controle para a magnetizacao (alternativo ao uso
direto de correntes elétricas). Recentemente, uma edigao especial do “Journal of Physics:
Condensed Matter” foi dedicada ao estudo de diversas formas de geracao de deformacoes
para o controle fino de campos magnéticos em situagoes especiais (6). Este efeito também
é estudado em problemas ligados a vibragdes. Por exemplo, Hirsinger (7) estudou os
diferentes mecanismos responsaveis pelas deformagoes de origem magneto-elastica nos
transformadores de tensao e nas maquinas rotativas. As vibragoes induzidas por estas
deformacoes constituem-se na principal fonte do zumbido elétrico caracteristico emitido

pelos transformadores (8).

Efeitos magneto-elasticos também podem ser observados em materiais elasticos
solidos condutores ndo ferromagnéticos. Materiais nao ferromagnéticos também se defor-
mam e se magnetizam sob o efeito de um campo externo, mas a resposta é muito mais
fraca do que a dos ferromagnéticos e, normalmente, sé pode ser detectada em laboratorio
(9). Neste caso, as deformagoes também exercem um efeito reverso e atuam sobre o campo
magnético induzido, interferindo fortemente na (re)distribuigao interna deste campo mag-
nético. A modelagem é semelhante a dos ferromagnéticos, mas os efeitos de carga elétrica
podem ser desprezados e nao ¢ preciso considerar a polarizacdo magnética no calculo da
intensidade do campo magnético induzido. A teoria de magneto-elasticidade dedicada aos
materiais nao ferromagnéticos assim delineada pode ser aplicada, por exemplo, no projeto
de eletromagnetos extremamente poderosos (10) e na levitagdo magnética (11)(12). Ela
também pode ser encontrada na analise estrutural de dispositivos de fusao termonuclear:
a fusdo gera campos magnéticos muito intensos, os quais induzem deformagoes nos metais

(super)condutores que envolvem o nticleo de um reator tipico (11)(13).

A deducao das equagoes governantes associadas ao fendmeno de magnetoelasticidade
em materiais ndo ferromagnéticos é descrita em detalhes por Eringen e Maugin (14).
Dedugoes simplificadas sao apresentadas por Paria (10) e Mohebbi (15). Essencialmente,
o modelo matematico que descreve fendomenos magneto-elasticos consiste em um sistema
de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) hiperbdlico-parabdlico, fortemente acoplado
por termos nao lineares. O modelo matematico inclui ainda a condi¢ao de que o campo
magnético h seja solenoidal (ou seja, V-h = 0), a qual funciona como uma restrigao,

adicionando caracteristicas de um problema de otimizagao a determinacao do campo de h.



15

A complexidade deste sistema indica que, mesmo em dominios quadrados simples, ele s6
pode ser resolvido por métodos numéricos com alta acuracia. Todas estas caracteristicas
sugerem que este sistema apresenta uma dificuldade de resolu¢ao numérica compardvel a

das equagoes de Navier-Stokes.

Este trabalho

O presente trabalho se insere no contexto da interacao entre magnetismo e defor-
magoes em materiais nao ferromagnéticos. Uma nova metodologia numérica é proposta e é
utilizada para obter resultados numéricos para um problema de valor inicial envolvendo
uma barra infinitamente longa de secao quadrada de material ndo-ferromagnético, exposta
a um campo magnético constante dado. A partir destes resultados, é computada a evolugao

da energia total do sistema ao longo do tempo.

O sistema de EDPs que determina as interacoes magneto-elasticas em materiais nao
ferromagnéticos ja vem sendo analisado ha algum tempo de um ponto de vista teérico, mas
nao ha na literatura muitos resultados numéricos para casos concretos de aplicacao desta
teoria. Uma destas linhas tedricas vem estudando o comportamento assintético da taxa
de decaimento com o tempo da energia total deste sistema. Os resultados desta pesquisa
mostram que a energia total do sistema decai para zero para tempos arbitrariamente altos,
mas a complexidade deste tipo de andlise tedrica exige algumas simplificagoes do modelo
para se tornar viavel, tais como a inclusao de mecanismos artificais de dissipagao nao

linear, a linearizag¢ao do acoplamento, ou até mesmo um desacoplamento total entre as
duas EDPs.

No presente trabalho, sao buscados resultados numéricos para uma configuracao tao
proxima quanto possivel daquela que é usualmente adotada nesta linha teérica de analise
do decaimento da energia do sistema. Por se tratar de um trabalho numérico, é possivel
levar em consideracao o sistema sem simplificacoes, mas isto exige o desenvolvimento
de um procedimento numérico que consiga resultados de maneira estavel e com recursos
computacionais razoaveis. O sistema de EDPs ¢ resolvido com o auxilio de métodos pseudo-
espectrais e também com uma adaptagao de uma técnica empregada na computagao
do transiente em problemas de escoamento de fluidos incompressiveis. A adaptacao foi
necessaria para garantir que o campo magnético mantivesse a condi¢do solenoidal durante
todo o transiente computado. Especificamente, a discretizacao temporal da equagao da
deformacao é feita por um método explicito simples (Runge-Kutta de 4a ordem), mas, a
fim de garantir a manutencao da condicao solenoidal a cada avango no tempo, a evolugao
temporal do campo magnético h é feita com uma adaptacdo de um método de passo

fracionado (splitting). O splitting é uma técnica normalmente empregada na resolugao

de escoamentos incompressiveis, de modo a garantir que a equacao da continuidade seja
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obedecida a cada avango no tempo (16). Para a discretizacao espacial, sdo empregados
métodos pseudo-espectrais. As poucas solucoes encontradas na literatura para problemas
deste tipo usaram, até agora, o método dos Elementos Finitos. Em dominios regulares
simples (como é o caso do problema estudado neste trabalho), e caso exista uma solugao
suficientemente suave para este problema, é esperado que os métodos espectrais permitam
obter esta solugao com um esfor¢co computacional muito menor do que o exigido por

Elementos Finitos.

Este tema foi escolhido por diversas razoes:
1. Trata-se de um problema com grande interesse tecnoldgico;
2. E um caso em que o emprego de métodos espectrais se justifica e é bastante adequado;

3. Trata-se de um problema que ja vem sendo estudado com muita profundidade de

um ponto de vista tedrico;

4. Quaisquer resultados (numéricos) concretos que sejam obtidos neste contexto podem
servir tanto para ilustrar a utilidade da metodologia na resolu¢ao numérica deste tipo
de sistema de EDPs como para ajudar na elaboracao de conjecturas sobre resultados

tedricos ainda nao provados matematicamente;

5. Tanto a estratégia de resolucao numérica propriamente dita, levando em conta a
nao linearidade do acoplamento entre as duas EDPs do sistema em sua totalidade
e impondo corretamente a condicdo V-h=0 a cada avanco de tempo, como a
producao de resultados numéricos para a taxa de decaimento de energia de um

sistema magneto-elastico concreto, sao resultados ainda inéditos na literatura.

Diante disto, este trabalho tem por objetivos especificos:

e Elaborar uma metodologia numérica que produza resultados numéricos fisicamente
consistentes para um sistema magneto-elastico usando métodos espectrais, levando
em consideracao as nao-linearidades dos acoplamentos e a condi¢ao V-h=0 de forma

adequada;

e Obter curvas de evolugao da energia total do sistema com o tempo para este sistema.

De um ponto de vista matematico-computacional, este tipo de problema esta
inserido no contexto da Analise Numérica, mais especificamente, na simula¢do numérica
de sistemas de Equagoes Diferenciais Parciais. De um ponto de vista fisico, as equacoes a

serem resolvidas descrevem um problema na interface entre o magnetismo e a elasticidade.
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2 Interacoes magneto-elasticas

A magneto-elasticidade lida com objetos sélidos elasticos condutores expostos a
campos magnéticos. Ela é definida por Eringen e Maugin (14) como um subcampo da
“Eletrodinamica do continuo”, um ramo da Fisica que se preocupa com a interacdo entre
campos eletromagnéticos e corpos deformaveis. Nos sistemas magneto-eldsticos, ainda é
possivel determinar o campo de deformagoes eldsticas com o auxilio da lei de Hooke e o
campo eletro-magnético pelas leis de Maxwell, mas, conforme ressaltado por Paria (10), a
superposicao destes dois campos gera novos fenomenos nao previstos pelas leis individuais.
O campo magnético entra nas equagoes do movimento associadas a tensao elastica como
uma forca de corpo enquanto que as velocidades de deslocamento dos pontos materiais
do corpo elastico influenciam o campo magnético previsto pelas equagoes de Maxwell ao

modificar a lei de Ampere.

Nas segoes a seguir, é descrita brevemente a origem das equagoes que compodem o
modelo magneto-elastico que é objeto do presente trabalho. Uma deducao completa, e para
um modelo muito mais amplo, pode ser encontrada no livro de Eringen e Maugin (14). A
descrigdo aqui apresentada segue uma versao linearizada da teoria da magnetoelasticidade
proposta por Pao e Yeh (17), com base na teoria fenomenolégica de Brown (18). E
importante ressaltar que esta linearizacao se refere, principalmente, ao fato de serem
utilizadas versoes linearizadas das relacoes constitutivas; nenhuma simpificacao é aplicada

a nao linearidade presente nos termos de acoplamento entre as duas equagoes.

2.1 Equacoes de Maxwell

A apresentagdo a seguir segue o que é discutido na tese de Mohebbi (15) e no
trabalho de Paria (10).

As equagoes de Maxwell (apresentadas, por exemplo, em Landau e Lifshitz (1))
valem para fendmenos eletromagnéticos no vacuo. Para serem aplicadas no interior de
matéria sélida, estas equagdes precisam ser adaptadas. A formulacdo mais comum para
este ajuste é a de Minkowski, a qual define duas novas variaveis (D = ¢gE ¢ B = poH),

produzindo a seguinte formulacao alternativa (ainda valida para o vacuo):

V-D =p. (Lei de Gauss/Coulomb)
V-B=0 (Inexisténcia de pdlos magnéticos livres) (2.1)
VxE = -9 Lei de Faraday) '

o (
(

VxH=1J+ %—]t) Lei de Ampere)
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Nestas equagoes, E é o campo elétrico (dado em [N/C]), H é o campo magnético [T'm/A],
J é a densidade de corrente elétrica induzida [A/m?]. A varidvel p, ¢ a densidade de carga
elétrica [C'/m?], D é definido como o campo de deslocamento elétrico [C/m?] e B é o
fluxo magnético [T']. Ainda, nas definicoes de D e B: ¢ ¢ a permissividade elétrica do

vacuo [C/(Vm)] e po é a permeabilidade magnética do vacuo [T'm/A].

De acordo com o modelo de Minkowski, em geral, D e B podem ser funcgoes
quaisquer (nao lineares) de E e H, respectivamente. Mas aqui é assumido que o material é
homogéneo e isotrépico, com propriedades eletromagnéticas lineares, de modo que, para
um corpo em repouso (indicado por um superscrito “0”), adota-se as seguintes relagdes

constitutivas:

D0 = ¢zE° , B = uzH° , JO = ozE° (2.2)

onde ep é a permissividade elétrica do material que compée o corpo [C/(Vm)], up é a
permeabilidade magnética deste material [Tm/A] e op é a sua condutividade elétrica
dada em [(Qm)~'] %

Em seguida, considera-se que estas mesmas relacoes devem valer em um referencial
que esteja se movendo junto com cada ponto material do corpo sélido, ou seja, em um
referencial em repouso em relagio ao ponto. Desta forma, essencialmente as mesmas
expressoes mostradas nas equacgoes 2.1 podem ser utilizadas para descrever fené6menos
eletromagnéticos no interior de um sélido (acrescentando um superscrito “0” a todas as

variaveis, de modo a indicar valores associados a um estado de “repouso”).

Mas falta expressar estas relagoes em termos de campos que possam ser medidos
em um referencial que esteja em repouso em relagao “ao laboratério”, ou seja, em relacao
ao referencial de onde se estd observando todo o movimento. De acordo com Mohebbi (15),
para pequenas velocidades, a mudanca de coordenadas para o referencial de laboratério

(x = x” + vt) corresponde a transformagoes dadas por:

E°=E+vxB
D’=D+ LvxH

H —H—vxD (2.3)
B'=B - lvxE
JO=J—p.v

onde v é o vetor velocidade associado ao movimento de cada ponto material, e ¢ =1/, /€pio

é a velocidade da luz no vacuo.

Em seguida, algumas simplificagoes podem ser aplicadas:

L' J=0pE éa lei de Ohm generalizada (14).
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e O corpo é condutor, de modo que os efeitos das cargas elétricas (representados por
pe) podem ser ignorados;

e Em condutores nao ferromagnéticos, a variacao no tempo do campo de deslocamento

elétrico (%—?) usualmente ocorre muito lentamente em relacao a escala de tempo das

mudancgas no corpo e pode-se adotar uma formulagdo quase estatica para o campo
elétrico;

2

e Os termos com ¢® no denominador ficam muito pequenos e podem ser desprezados.

Estas observagoes permitem reduzir as equagoes de Maxwell (egs. 2.1) para o
seguinte conjunto simplificado de equagoes, valido para pontos materiais no interior de

um soélido, em relagao a um referencial que se move junto com o ponto:

VB’ =0
VxE° = 987 (2.4)
VxH? = J°

As mesmas observagdes permitem modificar as leis de transformagao (egs. 2.3)

para:

E°'=E+vxB

H =H
- (2.5)
Jo=1J

Notamos que a equacao B = B, obtida pela eliminacdo do termo C%V x E, implica que se
faca H” = H. Desta forma, torna-se desnecessario considerar o campo de deslocamento

elétrico D no que segue.

Entao, com o auxilio das leis modificadas (egs. 2.5) e das relagdes constitutivas
(egs. 2.2), podemos reescrever as equagoes 2.1, obtendo equagoes governantes adequadas

para um ponto material e para um referencial de laboratério: 2:

V-H=0
VXE = —pup2t (2.6)
VxH=J=0p(E+ ugv x H)

Finalmente, tomando o rotacional da ultima equagado, obtemos as equagoes gover-

nantes para o campo magnético:

OoH 1
[LBE + ng VxH = ,UBVX (VXH) (27)

V-H=0 (2.8)

2 Este passo envolve uma transformacéo de coordenadas e o uso de uma identidade conhecida para o

rotacional - ver detalhes em (15).
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aonde a equagao VXE = —pu B%—I;I nao foi incluida porque serve apenas para computar o

campo elétrico E a partir de H e nao tem, portanto, interesse no presente estudo.

Notamos que a velocidade v que aparece na equacao 2.7 se refere a velocidade de
deslocamento de cada ponto material do corpo elastico em resposta a deformacao imposta
pelos carregamentos mecanicos e eletromagnéticos descritos na secao a seguir. A presenca
desta variavel v nas equacoes 2.6 e 2.7, modificando as leis de Ohm e de Ampere ao
mesmo tempo, é justamente o que caracteriza a influéncia do campo elastico sobre o campo

magnético.

Condicoes de contorno

As condigoes que valem nos contornos do dominio de solugdo vém de versoes
equivalentes das equagoes de Maxwell na forma integral, obtidas com o auxilio do Teorema
da Divergéncia e do Teorema de Stokes. A descricao a seguir resume a dedugao detalhada

por Jackson (19).

Sejam V' um volume finito no espaco, S a superficie fechada que o delimita, dS
um elemento de area sobre esta superficie e fi um vetor unitario normal a dS apontando
para fora do volume delimitado por S. Entao, o Teorema da Divergéncia aplicado as duas

primeiras equacoes de 2.1 fornece:

f{gD-ﬁdS: /VpedV (2.9)

ng “AdS =0 (2.10)

A primeira relacao indica simplesmente que o fluxo total de D para fora através
de S deve ser igual a carga contida no seu interior. Notamos que, no presente trabalho,
nao ha cargas elétricas no dominio e que p. = 0. A segunda relagao estabelece que nao
pode haver fluxo liquido de B através da superficie fechada S, uma vez que as “cargas
elementares” magnéticas sao dipolos, nao sendo possivel isolar um “monopolo” e nao sendo

possivel, portanto, ocorrer desequilibrio de “cargas magnéticas”.

De maneira semelhante, a aplicacao do Teorema de Stokes as duas tltimas equagoes

de 2.1 leva a:

0B
E-1=-— —.n'dS 2.11
740 s Ot ( )

e também:

}éH.lz / lJ+ %ﬂ AdS (2.12)
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Jackson utiliza estas versoes das equacoes de Maxwell para estabelecer a relacao
entre as varias componentes normais e tangenciais dos campos em ambos os lados de uma
superficie que se separe meios continuos diferentes. Ele integra as equagoes de Maxwell
sobre um arranjo geométrico conveniente, consistindo de um volume infinitesimal em forma
de pilula, aparecendo como uma “protuberancia” para ambos os lados de um ponto em S e
também um circuito fechado infinitesimal C' em torno de um ponto situado muito proximo
a superficie e passando por ambos os lados de S (ou seja, C' consiste em um pequeno loop

adequado para a integral de Stokes).

Isto lhe permite concluir, com base em uma integracao sobre a “pilula”, que as
componentes normais de D e B de cada da superficie de contorno estao relacionadas por
(ver detalhes em (19)):

(D, - D)1= p, (2.13)

e também:

(B,—By) =0 (2.14)

Desconsiderando a condigao para D (pois este campo nao influencia no presente
trabalho), a conclusdo é que a componente normal de B deve ser considerada continua

através do contorno, o que, considerando a relacao constitutiva respectiva, se traduz por:

onde pg ¢ a permissividade do espaco livre, externo ao corpo B.

De maneira analoga, o loop infinitesimal e as integrais de Stokes permitem concluir,

para um caso em que nao haja corrente fluindo superficialmente em S, que:

fix (Es—E)=0 (2.16)

e também:

Em palavras, isto garante que as componentes tangenciais de E e de H se mantém
continuas através de uma superficie que esteja demarcando uma mudanca de meios.

Notamos que a condigao de contorno 2.14 corresponde exatamente a que foi utilizada

para produzir os resultados apresentados no capitulo 7. Mas, para acompanhar as analises
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tedricas que servem de base para o presente trabalho, na condi¢ao de contorno para H é a

continuidade da componente tangencial de VxH que é imposta, ou seja:
i x (VxHy — VxH;) =0 (2.18)

Notamos que esta é uma condicao mais dificil de implementar do que a condig¢ao 2.17,

pois estabelece a fixacao dos valores nos contornos em termos de derivadas.

2.2 Campo elastico de deslocamentos

Os sistemas magneto-elasticos do tipo tratado no presente trabalho envolvem
deslocamentos de particulas materiais que sao muito menores do que qualquer dimensao
relevante do objeto em analise. Isto significa que é razoavel assumir que a sua geometria e
as suas propriedades (tais como densidade e rigidez) nao sao alteradas com o processo
de deformacao. Em vista disto, as transformacoes mecanicas envolvidas costumam ser

tratadas com as formulas classicas da Elasticidade Linear.

As equagdes governantes para o Problema a Valores no Contorno eléstico e linear

que caracteriza a parte eldstica do sistema resolvido sdo as seguintes (20):

Equagao do movimento (aplicacdo da segunda lei de Newton):

V.o+1fp=pia (2.19)

Lei de Hooke (relagao constitutiva entre tensoes e deformagoes):

oc=C:¢ (2.20)

Relacoes entre as deformacoes e os deslocamentos:

€= ; [Vu+ (V)] (2.21)

onde:

e 0 ¢ o tensor tensao de Cauchy;

€ € o tensor de deformacoes;

u é o vetor de deslocamentos;

C ¢ o tensor de rigidez (4% ordem);

fp representa o efeito das forcas de corpo por unidade de volume sobre o corpo;

A : B = A;;B;; é o produto interno entre tensores de 2* ordem (soma sobre indices

repetidos).
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Uma simplificagao que é adequada a problemas magneto-eldsticos é assumir que
o corpo é composto de um material isotropico. Materiais isotrépicos sao caracterizados
por suas propriedadas serem independentes de direcao espacial. Levando em conta a
propriedade de isotropia, a lei de Hooke pode ser bastante simplificada e o seu formato

mais comum ¢é dado por (21):

o=C:e=Mr(e)l+2ue (2.22)

onde p e A sdo as constantes de Lamé, I é o tensor identidade e tr(A) simboliza o trago

do tensor A. Em notacao indicial, a eq. 2.22 é escrita como:

0ij = Aegrlij + 2ueq; (2.23)

Formulacao em deslocamentos

Uma abordagem mais adequada a andlise magneto-elastica é escrever tudo em
termos dos deslocamentos e nao das deformacgoes. Neste caso, tensoes e deformagoes
sao eliminadas da formulacao, deixando os deslocamentos como as incégnitas a serem

determinadas pelas equacoes governantes.

Entao, conforme descrito em (21), a obtengao desta formulagdo comega com a
substituicao das relagoes entre as deformagoes e os deslocamentos (egs. 2.21) na lei de
Hooke (eq. 2.23), levando a:

045 = A(Sijﬁkk + 2,u€ij = )\(L-juhk + ,u(u,;,j + Uj’i) (224)

Isto elimina as deformagdes como incégnitas e permite computar o divergente do tensor
tensao (V-o) como:

Oijj = Mipgi + (Ui 5 + Uj5) (2.25)

o que, substituindo na equagao do balango de momento linear (eq. 2.19), fornece :

POy u; = P g5+ (>\ + M)Uj,ji + fB,z' (226)

ou ainda, retornando a notacao tensorial:

Pu
P o

Aqui estamos assumindo que este é um caso em que a ordem das derivadas parciais pode ser trocada.

= uViu+ A+ p)V(V-u) + fp (2.27)

3
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Influéncia do campo eletromagnético

O termo “fp” que aparece na eq. 2.27 representa as forcas de corpo (por unidade
de volume) que agem sobre o corpo cuja deformagao eldstica estd sendo modelada por
esta equacao. Incluida no conjunto destas forcas de corpo esta a influéncia que o campo
magnético exerce sobre o campo elastico. Logo, é razodvel separar as forcas de origem

eletromagnética das forgas com outras origens, definindo:

fp = f + four (2.28)

onde o subscrito “EM7” se refere especificamente ao carregamento de origem eletromagné-

tica. Resta estabelecer como calcular fz); em funcdo do campo de deslocamentos.

Ocorre que a corrente induzida pelo campo magnético B (lei de Ampére - ver egs.
2.1 e 2.6) sobre um condutor tende a retardar o movimento deste condutor (10). Além
disto, se houver cargas distribuidas (ou seja, p. # 0) no corpo, o campo elétrico que aparece
em consequéncia das influéncias magnéticas tende a agir sobre estas cargas, criando forgas
adicionais que irao interferir com o processo de deformacao. A uniao destes efeitos produz o
que é conhecido como “forca ponderomotiva de Lorentz”. Quando os efeitos de polarizacao
e magnetizagdo podem ser ignorados (como é o caso), pode-se considerar que a influéncia
que o campo eletromagnético exerce sobre o movimento das particulas é completamente

dominada pela forga de Lorentz, de modo que se pode escrever (15):

fEM = peE +JxB (229)

Entao, usando a lei de Ampere (eq. 2.6), e notando que estamos assumindo que

pe = 0, podemos reescrever a eq. 2.29 como:

o que, substituido na eq. 2.27, fornece a equagdo governante para o campo de deslocamentos

elasticos no contexto de um problema magneto-elastico:

0*u

Pom pV*a — (A + p)V(V-u) = pp(VxH)xH + f (2.31)

Condicoes de contorno

Por simplicidade, vamos adotar a condigao:

u=0 (2.32)
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a qual corresponde a fixar todas as extremidades do corpo. Ela serve perfeitamente para o
objetivo de desenvolver uma estratégia capaz de resolver numericamente este problema.
Uma vez que a estratégia esteja elaborada e testada, ela pode facilmente ser adaptada a

qualquer outra condicao fisicamente realista.

2.3 Sistema magneto-elastico

Neste ponto, ja é possivel escrever uma primeira versao para o sistema completo de
EDPs que descreve fenomenos magneto-elasticos em corpos nao ferromagnéticos. Conside-

rando o exposto nas segoes anteriores, ela é dada pelas equacoes 2.31, 2.7 e 2.8, resumidas

a seguir:
d0*u )
OH 1
pp—— + —VxVxH = pupVx(vxH)
ot op

VH=0

com as seguintes condigoes de contorno (eqs. 2.32, 2.15 e 2.18):

UIO, ,uBﬁ'H:/L(]IAl'Ho, ﬁX(VXHQ_VXH1>:O

Um ltimo ajuste ainda pode ser feito, de modo a levar em conta o fato de que,
em um dominio que envolva materiais nao ferromagnéticos, a diferenca entre os valores
assumidos por H e o valor (constante) do campo que estiver sendo imposto externamente
(usualmente chamado de Hg) é normalmente muito pequena. Neste caso, de acordo com

Mohebbi (15), é melhor adotar a seguinte mudanca de variavel:

H(x,t) = h(x,t) + Hg (2.33)
onde:
- H
=l = =2 (2.34)
“B oy

Nestas equacoes, temos que:

Hg ¢ o “campo magnético externo corrigido pelas permeabilidades” [A/m)]
e Lo é a permeabilidade magnética do espago livre [T'm/A]
e up é a permeabilidade magnética do material do corpo [T'm/A]

e 4. ¢ a permeabilidade relativa do material do corpo
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Esta mudanga é conveniente porque, com ela, a equacao governante para h passa
a focar exclusivamente na parte essencial do que ocorre com H. Isto também ressalta a
parte que deve ser considerada em uma eventual linearizacao do acoplamento entre as
EDPs para u e h. Finalmente, esta modificagdo permite que as condi¢oes de contorno para

H passem a ser homogéneas, facilitando o processamento numérico (e a andlise teérica).

Com esta modificacao, chegamos ao sistema que efetivamente é considerado no

presente trabalho:

o? -
pMaT;‘ VP — (A + )V(Vu) = pp(Vxh)x(h+ Hg) +f (2.35)
oh Ju -

— h = —x(h+H 2.
ot aBuBVX VX v (at x(h+ E)> (2:36)
V:h =0 (2.37)

Com as condigoes de contorno dadas por:

u=0 h-n=0 (Vxh)xh =0 (2.38)

onde n denota a normal unitaria dirigida para fora em cada ponto da fronteira.

Este sistema corresponde exatamente as egs. (1.1), (1.2), (1.3) e (1.6) do trabalho

de Mohebbi e Oliveira (22), o qual consiste na principal referéncia para o presente trabalho.
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3 Referenciais tedricos

A principal referéncia tedrica para este trabalho é o artigo de Mohebbi e Oliveira (22).
O objetivo é obter resultados numéricos com métodos espectrais para o problema padrao de
magneto-elasticidade que foi analisado naquele artigo sob um ponto de vista estritamente
teodrico. Este problema padrao consiste em um sistema de EDPs cuja resolu¢ao numérica
guarda muita semelhanca com a resolugdo numérica de escoamentos incompressiveis,
de modo que a literatura disponivel sobre métodos espectrais especifica para CFD foi
fundamental para a sua solugao. Finalmente, um objetivo adicional é usar os resultados
numéricos obtidos para contribuir com a discussao de estabilidade assintotica e decaimento
de energia total para este tipo de problema, de modo que os artigos especificos deste tema

devem ser considerados.

Em vista disto, o conjunto de materiais teéricos que serve como referéncia para

este trabalho pode ser dividido em 2 grupos distintos:

e Referéncias sobre métodos espectrais em geral e aplicados a CFD;

e Referéncias sobre o estudo do decaimento de energia deste sistema.

3.1 Meétodos espectrais e CFD

Ignorando, momentaneamente, as diferencas de origem e caracteristica entre os
termos nao lineares, o problema da obtengao do campo magnético (egs. 2.36) é de natureza
bastante semelhante ao classico sistema parabdlico/solenoidal que descreve escoamentos
viscosos incompressiveis, representado pelas classicas equagoes de Navier-Stokes (NS).
Langtangen et al. (23), criadores do pacote FEniCS !, apresentam um resumo geral das
principais estratégias para a obtencao de solu¢des numéricas para escoamentos incompres-
siveis viscosos, com um foco em elementos finitos, que serve como uma rapida referéncia

para compararagao entre os diversos métodos disponiveis

Entre as simulagoes numéricas encontradas na literatura, o trabalho de Lee et al.

(11), realizado com Elementos Finitos, é que mais se aproxima do presente trabalho. Lee

et al. trataram do mesmo conjunto de equacoes, mas nao desprezam o termo %—? na lei de

Ampere. Com isto, eles aproveitaram o mesmo solver hiperbdlico para tratar dos aspectos
eletromagnético e mecénico no procedimento numérico. A preocupacao de Lee et al. era

com aspectos de engenharia, de modo que eles nao produziram uma solu¢ao numérica, mas

1 FEniCS (24) é uma plataforma em software livre que permite uma rapida tradugdo de modelos

cientificos para uma codificacdo direta em Elementos Finitos.
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apenas configuraram um pacote comercial para um caso especial relativo a uma analise
de vibragoes em uma placa presa em uma extremidade e sujeita a um campo magnético
intenso. Eles mencionam que utilizaram um método de penalidades para deixar o campo
solenoidal, mas nao comentam sobre o desempenho deste método. Em compensacao, eles
conseguiram obter resultados bastante proximos as medidas experimentais disponiveis

para o deslocamento da ponta da placa no caso por eles analisado.

Como o foco do presente estudo ¢ na viabilidade da utilizacao de métodos espectrais
para a solucao de um problema muito semelhante a um problema de escoamento de fluidos,
a principal referéncia para o desenvolvimento de um método adequado foram dois livros
de Canuto et al. (16)(25) com uma compilagdo das principais estratégias de aplicagao de
métodos espectrais em problemas de Dindmica de Fluidos. O livro de Boyd (26) também
foi essencial como uma referéncia mais geral e mais completa sobre a aplicacao de métodos

espectrais a problemas dependentes do tempo.

A utilizacao de métodos pseudo-espectrais para converter o sistema de EDPs em
um problema matricial foi totalmente baseada no livro de Trefethen (27), A implementacao

propriamente dita for efetivada em Octave (28).

3.2 Decaimento de energia em sistemas magneto-elasticos

O sistema estudado por Mohebbi e Oliveira (22) também tem sido analisado sob
o ponto de vista da sua estabilidade. Analisar o decaimento de energia em um sistema
para tempos assintoticamente grandes é um elemento fundamental para saber se a solucao
obtida ¢ estavel. Menzala e Zuazua (29) estudaram o comportamento das ondas magneto-
elasticas em um meio condutor 3D limitado. A fim de proceder a analise, eles linearizam
as equagoes da magneto-elasticidade nao linear em torno de uma solu¢do em que o campo
magnético é constante. A andlise assintética revela que a taxa de dissipacao de energia
nao esta relacionada com a amplitude de vibracao do corpo elastico, mas apenas com o
campo magnético. Usando decomposicao de Fourier das solugoes, eles reduzem o problema
a uma busca por autofungoes que nao estejam amortecidas. Eles provam que, se o dominio

for simplesmente conexo, estas autofungoes nao existem.

Charao et al. (30) analisaram o mesmo problema de comportamento assintético da
enrgia do sistema estudado por Menzala e Zuazua. Incluindo um mecanismo de dissipacao
nao linear na equagao governante das ondas elasticas, eles conseguiram provar que a
energia total do sistema. Decai a zero a medida que ¢ — oo. Ou seja, com a inclusdo deste
mecanismo, o sistema magneto-elastico descrito é estavel. Charao et al. definem a energia

total do sistema como:

o 1 2 2 2 2
e—i/gz[\uﬁ + Va2 + (A + @)(V-u)? + alhf] do (3.1)
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onde:
12
hd |Ut|2 = ?:1 %
o [Vul> =37, [Vuy|?
o [h?> =37, [n,[?

Mesmo assumindo linearidade das relagoes constitutivas, o acoplamento entre as
equagoes do sistema é nao-linear. Por esta razao, alguns autores “linearizam” o acoplamento,
visando possibilitar uma analise tedrica (como em (31)) ou visando simplificar uma analise

numérica do problema.

Este mesmo problema foi analisado por Rivera e Racke (31), mas para o caso em
que o acoplamento entre as equagoes do sistema hiperbdlico-parabdlico é linearizado. Eles
provaram que, neste caso, para tempos assintoticamente grandes, a taxa de decaimento da

enrgia com o tempo é polinomial.

O presente trabalho lida com a mesma configuragao espacial de (31), mas inclui
todas as nao-linearidades das equagoes governantes. Especificamente, sao obtidos resultados
numéricos para um problema 2D correspondente a uma barra infinita de secao quadrada
de material ndo ferromagnético, em um modelo de magneto-elasticidade linear, mas
considerando o acoplamento entre as EDPs como nao-linear. Em seguida, sao apresentadas
curvas descrevendo o comportamento da taxa de decaimento de energia deste sistema para

alguns valores de dois parametros chave para descrever o sistema.

E importante notar que, devido ao acoplamento fortemente nao-linear e as ca-
racteristicas de um sistema hiperbdlico-parabdlico, o problema 2D ja apresenta algumas
das principais dificuldades numéricas do problema 3D. Ou seja, o problema 2D deve ser

analisado antes de qualquer tentativa de se resolver o problema 3D completo.
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4 Meétodos Pseudo-espectrais

O sistema magneto-elastico em estudo foi discretizado por métodos pseudo-espectrais.

Este capitulo mostra uma breve descrigao destes métodos, de acordo com Trefethen (27).

O esquema pseudo-espectral transforma todas as discretizacoes das derivadas
espaciais em operacoes matriciais. Uma vez definida a discretizacao espacial, os avangos no

tempo sdo computados com a resolucao de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias.

Na discretizacao pseudo-espectral, em um dominio quadrado 2D, é criada uma
malha com pontos nao uniformemente espagados em ambas as dire¢oes x e y. Em cada
ponto desta malha, o valor da derivada em um ponto em uma certa linha (ou coluna) se
torna uma simples multiplicagdo de uma matriz especial (a “matriz de diferenciagao”) por
um vetor contendo todos os valores daquela linha (ou coluna). Com isto, é possivel fazer
rapidamente qualquer equagao diferencial virar um sistema linear de forma clara, direta
e objetiva. Uma convergéncia “espectral” (erro caindo exponencialmente a zero com o
refinamento da malha) é conseguida com o posicionamento dos nés da malha em pontos

especiais, os “pontos de colocagao de Chebyshev”. Os objetivos deste capitulo sao:

e Definir quais sao os pontos de colocacdo de Chebyshev e discutir o porqué deles

levarem a um resultado tao melhor do que pontos igualmente espacados;
e Definir como computar as matrizes de diferenciagdo de Chebyshev;

e Mostrar como estas matrizes podem utilizadas para discretizar e resolver equacoes

diferenciais parciais (EDPs).

4.1 Interpolacdo polinomial eficiente

Na verdade, a ideia basica consiste em considerar que a solugao de uma EDP
pode ser dada por uma interpolacao polinomial que se aproxima tanto quanto possivel da
solugao real. O uso de interpolagoes polinomiais de grau N na solugdo de EDPs consiste

em determinar os N + 1 coeficientes em polinémios algébricos:

p(7) = ap + 1w + agx® + - - + aya (4.1)

com base na informacao fornecida pela EDP. Mas a determinacao destes coeficientes
estd diretamente ligada a especificagdo dos pontos (ou nds) por onde o polinémio deve
passar. Pode-se pensar em utilizar pontos igualmente espacados para servir de base para

a interpolagao, mas esta ideia nao funciona em geral. Um problema conhecido como
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“fenomeno de Runge” impede que as aproximacoes computadas sobre N + 1 pontos
igualmente espacados convirjam & medida que N — co. E melhor usar interpolagoes
definidas sobre pontos distribuidos de maneira ndo uniforme e hé diversas distribuicoes de
pontos que sdo comprovadamente efetivas. O conjunto mais simples de nds de interpolacgao
que produzem aproximagoes polinomiais que convergem assintoticamente a medida que

n — 0o sao os chamados pontos de Chebyshev, dados por:

:Uj:COS<'§<;>, j=0,1,...,N (4.2)

Geometricamente, como mostra a figura 2, estes pontos podem ser visualizados como
as projecoes em [—1, 1] de pontos igualmente espagados sobre a metade superior de um

circulo unitério.

]

zny =-1 IN”:U =1

Figura 2 — Espacamento desigual entre os pontos de Chebyshev (27).

A figura 3 ilustra o efeito da utilizagdo destes conjunto de nés: para um N grande
(N = 16, neste caso), o fendmeno de Runge aparece e o erro maximo da interpola¢ao com
pontos igualmente espacados aumenta exponencialmente com o aumento de N. No caso

da interpolag¢ao com nés de Chebyshev, este mesmo erro decresce expoencialmente.

15 15
| 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 =0.5

A 05 o o5 i A o5 o  os 1

Figura 3 — Interpolacio de grau 16 para f(z) = 1/(1+ 16z?%). Fenomeno de Runge aparece
para nos de interpolacao igualmente espagados (27).
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4.2 Matrizes de diferenciacao de Chebyshev

A interpolagdo espectral se caracteriza por utilizar os pontos de Chebyshev como
base. Entao, dado um vetor v contendo valores (discretos) de uma funcao f(z) qualquer
nos pontos de Chebyshev z; = cos(jn/N), j=0,1,..., N, o esquema permite obter uma

derivada discreta w da seguinte forma:

e Seja p(x) o polinoémio de grau < N tal que p(z;) =v;, 0 < j < N;

e Faca w; =p'(z;)

Como esta operacao ¢ linear, ela pode ser representada pela multiplicacdo por uma matriz
(N 4+ 1) x (N + 1). Esta matriz, denotada por Dy, é dada por:

w = Dyv (4.3)

O teorema a seguir define a composicao desta matriz para um N dado.

Teorema (Matriz de diferenciagdo de Chebyshev)

Seja N > 1 e sejam as linhas e colunas da matriz de diferenciacao espectral de Chebyshev

Dy indexadas de 0 até N. Os elementos desta matriz sao dados por:

2N? +1 IN? 1
(DN)OO - (DN)NN =
6 6
(DN): : 9 j_]-a )N_la
7o2(1—a?)
¢ (—1) o
(DN)ij:*Q, i#7, 4,7=0,...,N,
Cj.l’i—l’j

onde:
=2, para 1=0 ou N,

c; =1 , caso contrario

A demonstracao deste teorema ¢ fornecida como um exercicio em (27).

A figura 4 mostra um exemplo de diferenciacdo obtido com a aplicagao deste
esquema a obtengao de derivadas da fungao u(z) = esen(bz): para um N = 20, nota-se

que os erros nos pontos de Chebyshev ficam na ordem de 1071,

Quando a funcado é suave, a acuracia espectral aparece como um decaimento
exponencial, a medida que o valor de N é aumentado. A figura 5 ilustra este efeito,
mostrando os erros maximos, para N variando de 1 até 50, de uma interpolagao de

Chebyshev sobre a fungao f(z) = 102°. O que estd mostrado na figura é o comportamento
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u(x), N=20 10710 errorin u'(x), N=20

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4 — Diferenciacdo de Chebyshev para wu(z) = e*sen(5z) com N = 20. (27)

tipico das curvas de erro das interpolacoes espectrais sobre fungoes totalmente suaves.
Notamos que este comportamento nao aparece quando a fungao apresenta qualquer

irregularidade, tais como ser descontinua ou nao ser analitica.

xiD

g 10 oo D
s S
e S et b
10‘15 ....... f~. ....... P 2 y
0 10 20 30 40 50
N

Figura 5 — Acuracia da diferenciagdo de Chebyshev para a fungao f(z) = 102° com
N =20 (27).

4.3 Resolucao de PVCs com métodos pseudo-espectrais

O raciocinio de produzir uma diferenciacao discreta como uma multiplicacao pela
matriz Dy pode ser estendido para 2D e pode ser utilizado na resolugao de Problemas a
Valores no Contorno. Neste caso, os pontos de Chebyshev formam um produto tensorial
dos pontos para 1D e a diferenciacao é efetuada nas linhas verticais e horizontais formadas
por este produto. Os nés agora sdo numerados segundo uma ordem natural, da esquerda
para a direita e de baixo para cima. A figura 6 ilustra este procedimento para o caso N = 4.
Note-se que os nos da fronteira nao sao incluidos na numeragao porque representam valores
especificados pelas condigoes de contorno. A matriz 1D Dy é estendida para derivadas
parciais 2D seguindo as linhas e colunas e utilizando produtos de Kronecker de matrizes
(ver detalhes em (27)).
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7 8 9
4 5 6
1 2 3

Figura 6 — Numeragdo tipica de uma malha de Chebyshev em um dominio quadrado (27).

E importante notar que toda esta implementacio ¢ bastante simplificada quando
a programacdo ¢ feita em linguagem Octave. Esta é uma linguagem dedicada & Algebra
Linear Computacional, de modo que operac¢oes como multiplicagoes matriciais e produtos

de Kronecker sao implementados com comandos simples e eficientes.
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5 Tratamentode V-h =0

Este capitulo trata especificamente da obtengao da solugdo numérica para o campo

magnético (h) a partir das equagdes 2.36 e 2.37, as quais sao dadas por:

Jh ou -
5 +11VxVxh = Vx <8t x (h + HE)> (5.1)

V-h =0 (5.2)

Considerando-se apenas um ponto de vista teérico, pode-se dizer que a equagao
V-h = 0 é automaticamente satisfeita em qualquer instante de tempo se o transiente de
um sistema magneto-elastico partir de um campo inicial que ja respeita esta condicao.
Isto ¢ facil de observar a partir da equacao 5.1, pois basta aplicar o operador divergente a

ambos os lados desta equagao e o que obtemos é:

J(V-h)

5 =0 (5.3)

Esta equacao deixa claro que, em se tratando de solugoes ezatas, se o processamento
numérico for iniciado com um campo solenoidal, o sistema magneto-elastico nao vai alterar

esta condi¢ao ao longo do transiente.

No entanto, na pratica, o respeito a condicao V-h = 0 nao é automatico e precisa
ser reforcado a cada passo do transiente para que a solugao obtida seja realista fisicamente.
Jiang et al. (32) mostram que a nao inclusao desta condi¢do no modelo esta na origem do
aparecimento de solugoes “esptireas” no eletromagnetismo computacional que costumavam

ser atribuidas a deficiéncias dos métodos numeéricos.

Existem varias maneiras de se levar em consideracao a condi¢ao V-h = 0 durante o
processo numérico. A maneira mais comum consiste em encarar esta condicdo como uma
restricao na busca de uma solugao “6tima” para a equacao 5.1. Segundo esta abordagem,
sao empregados métodos numéricos acoplados a técnicas classicas de otimizagao, tais como

o método das penalidades (ver o resumo de Langtangen et al. (23)).

O método das penalidades foi testado no presente trabalho para tentar obter os
campos de h, mas os resultados nao foram satisfatorios. O método depende de um A\ que
precisa ser ajustado empiricamente em cada caso e, em varios casos, nao foi possivel obter
convergéncia. Optou-se, entao, por explorar a analogia entre o problema magneto-elastico e

a solucao numérica de escoamentos incompressiveis, com o intuito de aproveitar a extensa
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e consistente literatura ja disponivel na area de Dindmica dos Fluidos Computacional, na

busca de uma solucao que se ajustasse bem a solugdo das equacgoes 5.1 e 5.2.

Depois de alguns testes, notamos que o avango no tempo das equagoes governantes
para o campo magnético (h) poderia ser realizado com uma adaptagao do método de
splitting de Chorin-Temam, descrito na secao 5.3. A adaptacao consistiu na adi¢cao de uma
variavel artificial semelhante a pressao na equacao de h, a fim de permitir a aplicagao do
método de Chorin-Temam. Uma parte de um resultado tedrico produzido por Mohebbi
em sua tese (15) com outros objetivos foi usada como base para justificar esta adigdo. O
cap. 7 mostra que o método assim formado mostrou-se eficaz na resolugao de um PVI

magneto-elastico dado.

5.1 Método das penalidades

Supondo que a solu¢ao da equacao 5.1 corresponda a minimizacao de um funcional,
o método funciona acrescentando um termo proporcional a V-h = 0 ao funcional a ser
minimizado. Com isto, as solugoes que produzem um V-h # 0 maior sdo “penalizadas”
na competicao pela posicao de “6timo” pois levam a valores artificialmente altos quando
avaliadas pelo funcional. Campos de h com um V-h menor aparecem como mais “atraentes”

ao processo de minimizacao e tendem a ser encontrados primeiro.

Segundo Langtangen et al. (23), o método das penalidades estd muito bem funda-
mentado para o caso do problema de Stokes e costuma ser estendido de forma heuristica
para as equacoes de Navier-Stokes completas pela simples eliminacao da pressao p com o

uso da seguinte definigao:

p=-—-AV-v (5.4)

a qual, quando substituida na equacao de Navier-Stokes:

1
Z+V-Vv: —;Vp+yv2v+g (5.5)

resulta na seguinte equacao governante para o escoamento:

gzz +v-Vv= ;\V(V-V) +vViv+g (5.6)

Valores de A muito elevados favorecem mais o termo contendo V-v e tendem a anular
os demais termos, produzindo solugoes que podem nao respeitar a equagao governante
principal. Por outro lado, valores de A muito pequenos tendem a diminuir a importancia
de V-v e a produzir solugdes em que a conserrvagao da massa nao é adequadamente
respeitada. O valor correto de A\ precisa ser determinado empiricamente em cada caso e,

em alguns casos, exige alteragoes na malha para que a convergéncia seja possivel (23).
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No caso da equacao 5.1, o método pode ser aplicado considerando-se a identidade:
VxVxh = —V?h + V(V-h) ,

Com esta identidade, a eq. 5.1 pode ser reescrita como:

— — Vx| —xh+

oh Ju ﬁE
ot ot Hg

)> = —»V(V-h) + 1 V?h (5.7)

o que, por analogia com Navier-Stokes, produz o seguinte problema de otimizagao:

M (M (n
o~ Vg <t g

oh (au I::IE)> _ Vl)\V<Vh) + V1V2h (58)

NOTA: os valores de \ costumam ser muito altos, na ordem de 108.

5.2 Analise de Mohebbi

Como ja foi mencionado, as equacoes governantes para o campo magnético sao
muito semelhante as equagoes de Navier-Stokes (NS). No entanto, NS contém um termo
com um gradiente de pressao que nao aparece na equacao do campo magnético. De um
ponto de vista numérico, pode-se interpretar a pressao p como uma variavel que s6 entra
na formulacao de NS para regular o valor de V-v, fazendo com que ele se mantenha em
valores pequenos, de modo a garantir que os campos de v obtidos em uma simulacao
numérica sejam fisicamente realistas. De um ponto de vista tedrico, é conhecido que Vp
pertence a um espaco de fungdes que sao ortogonais ao espago aonde esté a solucao v. Em
sua tese de doutorado (15), Mohebbi analisa o que aconteceria se a equag¢ao para o campo
magnético do sistema magneto-estatico também incluisse um termo do tipo Vp, o qual
pertenceria ao espago de fungdes que sao ortogonais ao espago aonde esta a solucao h. Ele
observa que, apesar da semelhanca entre os dois problemas, os espacos de solugoes sao
diferentes e prova que, no caso do campo magnético, se existisse um termo em gradiente de
“pressao” na equagao de h, este termo pertenceria ao mesmo tempo ao espaco de solucgoes

e ao espaco ortogonal a ele, sendo, portanto, neessariamente nulo.

Ocorre que esta observacao especifica é equivalente a dizer que um gradiente de
uma funcao escalar poderia ser acrescentado a equacao governante do campo magnético
sem que isto viesse a prejudicar a solucao. Pela prova de Mohebbi, esta fungao teria que
acabar sendo identicamente nula e a solugdo obtida com a presenca desta funcao teria que

ser a mesma que aquela que seria obtida sem a presenca do gradiente.

Entao, com base nesta observagao de Mohebbi, no presente trabalho um certo —Vp
¢é acrescentado ao lado direito das equagoes que governam o campo magnético. Este termo

é, entdo, tratado com um método de passo fracionario, exatamente como o seria se fizesse
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parte de NS. Isto deu origem ao método proposto no presente trabalho, o qual, com base
nos resultados apresentados no cap. 7 mostrou-se eficaz, permitindo que o problema de
garantir que a restricdo V-h seja respeitada a cada avango no tempo fosse resolvido com

os recursos ja estudados e testados da area de CFD com métodos espectrais.

Justificativa alternativa para a inclusdo de p

Um argumento empirico ajuda a justificar a inclusao de uma variavel “artificial” p
(andloga a pressao) na equagao do campo magnético. Notamos que, se retomarmos a eq.

5.7, e se definirmos p = V-h , obtemos uma equacao com o seguinte formato:

Jh ou FIE
i Vx (mx(h—l— i

)) = — W + 1nV*h (5.9)
Evidentemente, levando em conta a eq. 5.2, p teria que ser nulo em todo o dominio. Porém,
no formato original, o conjunto das equagoes 5.1 e 5.2 forma um sistema sobredeterminado
para h. Com a inclusdo desta nova incégnita “artificial”, passamos a ter um sistema com
exatamente o mesmo nimero de incégnitas e de equagoes. No entanto, agora teriamos um
problema bastante semelhante ao de NS e isto justificaria a busca de métodos de CFD

para auxiliar na determinacao do campo magnético.

5.3 Avanco com passo fracionado (splitting)

O sistema hiperbdlico-parabdlico que é o foco do presente trabalho tem uma
semelhanca muito grande com o sistema de EDPs que define as equagoes de Navier-Stokes
(NS). Além de ser consistir em um sistema de EDPs que pode ser classificado como
eliptico-parabdlico, NS também exige que uma condigao do tipo solenoidal (“V-u = 07)
seja satisfeita (para garantir conservacao de massa). Ambos os sistemas apresentam um
termo nao linear, embora, no caso de Navier-Stokes, esta nao linearidade apareca na forma
de um termo convectivo e no caso do campo magnético ela represente uma perturbagao nao
linear fortemente ligada a solu¢do de uma outra EDP (ligada ao campo de deslocamentos

elasticos).

Porém, NS inclui naturalmente em sua formulacao uma varidavel adicional, a pressao
(p), a qual estabelece um papel bem definido para a equagao V-u = 0 (continuidade):
servir de equagao para p. No entanto, a variavel p aparece explicitamente somente nas
equagoes do movimento, ja reservadas para as componentes da velocidade u, e ndo aparece
na equagao da continuidade (tinica equagao que sobraria para caracteriza-la). O tratamento
da pressao é justamente um dos obstaculos mais importantes a serem vencidos para a
obtencao de uma solugdo numérica para NS, justificando a necessidade de cuidadosas

adaptagoes dos métodos numeéricos gerais de tratamento do transiente em EDPs.
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As técnicas de discretizagdo no tempo mais comumente usadas com métodos
espectrais em escoamentos incompressiveis sao os chamados “métodos de passo fracionario”
(16). Estes métodos produzem uma cascata de passos nos quais é preciso resolver problemas
elipticos envolvendo separadamente a velocidade (equagoes de Helmholtz ou equagoes de

advecgao-difusao) ou a pressao (equagao de Poisson).

Método de splitting de Chorin-Temam

Este é o mais simples entre os métodos de passo fracionério e é o que foi imple-
mentado no presente trabalho. Pensando em passar do instante ¢ para o instante t"!, a

discretizagdo temporal para a equagao de NS (eq. 5.5) poderia ser a seguinte:

1 1
) -V = —;Vp”“ + 7 — C(u") (5.10)

onde C(-) designa, genericamente, os termos convectivos. Esta é uma estratégia de discre-
tizacdo bem comum, em que os termos lineares sao tratados de forma implicita (sendo
avaliados no instante t"*!), enquanto que os termos nao lineares sdo avaliados explicita-

mente (em ¢").

Uma estratégia de “passo fracionario” consiste em nao executar este avanco todo de
uma vez, mas fragmenta-lo em dois passos, gerando um instante no tempo intermediario
artificial “#"*t1” em que a continuidade ainda nao é satisfeita. A maneira escolhida por
Chorin e Temam para reescrever a forma discretizada de NS, eq. 5.10, levando em conta

este momento intermediario, é a seguinte:

1

1
E (un+1(_ﬁn+1 4 ﬁn+1) _ un) _ VVQﬁn+1 — _7vpn+1 4 fn+1 _ C(un) (511)

p

A agdo de “splitting” se refere justamente a separar esta equagdo em duas partes,

sendo cada parte executada em um passo, de acordo com o seguinte esquema:

1
e Passo #1: Kt(ﬁ"Jrl —u") — VAT = O(u)
e Passo #2: i(u’“rl —a"t) = —EVp"H

At p

No primeiro passo, o campo de velocidades é passado de u” para um estado intermediario,
chamado de 0", o qual satisfaz apenas parcialmente a equacdo governante, pois o termo
de Vp nao é incluido na solugao (esta é uma etapa de “predi¢ao”). Em um segundo passo,
o termo da pressdao é utilizado para atualizar o campo parcialmente processado 4"*!,

levando-o para um estado solenoidal.

Existem alguns detalhes adicionais que devem ser levados em consideragao. Uma

descrigao detalhada extraida de Canuto et al. (16) é apresentada a seguir.
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Algoritmo de splitting de Chorin-Temam

Considerando o transiente de um problema magneto-elastico em um dominio {2, com

ronteir r r r uin vem ser execu :
fronteira 92, para passar de t" para t"*1, os se tes passos devem ser executados
e Primeiro passo:

Obter um campo de preliminar de velocidades 1”1, resolvendo o seguinte problema:

1

E(ﬁn—H o un) _ I/V2ﬁn+1 — fn-i-l _ C(un) em €

att =0 em Of)
onde C'(u™) inclui o termo convectivo, o qual costuma ser tratado explicitamente;
e Segundo passo:

Projetar esta solucao preliminar no espaco de solucoes solenoidais, resolvendo:

1 41 ant1y , L 1
—(u" A"t - —Vp"tt =0 em ()
Vau"t =0 em )
u"tn=0 em Of)

— Na verdade, este passo é usualmente reduzido a resolucao de um problema de

Poisson para a pressao, dado por:

1 1
7V2pn+1 — Ev_ﬁnJrl em
p
8 n+1
Z; =0 em 0f)
n

— Seguida de uma atualizagao final do campo de velocidades para a condicao
correta:

1
un+1 — unJrl - 7vpn+1

p

O método de Chorin-Temam ¢é um esquema de baixa ordem (apenas O(At) na
velocidade), apresentando um erro de splitting acentuado que pode ser remediado pelo uso
de técnicas de splitting mais sofisticadas. Porém, é um método razoavelmente simples de
implementar e serve perfeitamente para mostrar que a insercao de uma variavel artificial
(analoga & pressao) na equagdo governante para o campo magnético em sistemas magneto-
elasticos constitui-se em uma estratégia eficaz para a obtencao de solugdoes numéricas que
respeitem a restricio V-h = 0. Uma vez que esta eficicia esteja comprovada, é uma tarefa
simples substituir o método de Chorin-Temam por um esquema que apresente segunda
ordem no erro, tal como o esquema de Van Kan (descrito em detalhes em (16)) ou o

método de alta ordem proposto por Karniadakis (33).
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6 Formulacao do problema

O sistema de EDPs descrito nos capitulos anteriores modela um problema magneto-
elastico 2D associado a uma barra de material paramagnético, infinita no sentido longitu-
dinal, submetida a um campo magnético transversal. A andlise teérica descrita em (22)

mostra que este tipo de problema tem solucao numeérica.

Considere um corpo eléstico definido por um paralelepipedo infinito de segao
quadrada, feito de um material homogéneo, isotrépico, condutor e nao-ferromagnético.
Este corpo esta sujeito a um campo magnético externo constante Hg, conforme esquema
mostrado na fig. 7, o qual causa uma forca de corpo magneticamente induzida sobre
o material. Esta forca de corpo produz deformagodes internas no corpo, as quais sao
representadas por um campo de deslocamento u(x,t). A varia¢do no tempo e espago de
u(x,t) influencia o campo magnético no interior do corpo, causando uma variagdo neste
campo representada por h(x,t). Este h(x,t) se sobrepoe a Hg e causa mais deslocamento
u(x,t). Eventualmente, quando ¢t — oo, h(x,t) deve tender a um equilibrio (a um valor

constante) e o deslocamento u(x, t) deve tender a zero.

A /

Y

=y

4y frl B

TT T I 7],

A /

A J

Figura 7 — Representagao esquematica do problema a ser resolvido.

Neste esquema 2D, em coordenadas cartesianas, temos:

o u(Xat) = [Ul,’LLQ,O], onde Uy :Ul(.T,y,t) € Uz :u2($ay>t>
hd h<X7t) = [hl)h%o]a onde hl = hl(x7y7t) € h2 = h2(x7y7t)

e Hy = [Hg,0,0], onde Hg # 0 é um valor constante.

Neste capitulo, sao detalhadas as equagoes governantes do problema magneto-

elastico que foi resolvido numericamente.
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6.1 Equacoes governantes

As equagoes governantes do problema em estudo sdo as mesmas analisadas por
Mohebbi e Oliveira (22) e discutidas no cap. 2. Elas consistem em um sistema de equagoes
diferenciais parciais que modelam a interagdo entre um corpo elastico e um campo
magnético constante atuando sobre ele. Assume-se que este corpo eldstico é condutor, nao-
ferromagnético (fracamente magnetizavel, de forma a podermos assumir que as deformagoes

serdao pequenas e nao mudarao a forma do objeto), homogéneo e isotrépico. Entao, sejam:

e u(x,t) o campo de deslocamentos;

e Hy um campo magnético constante (externo) atuando sobre o corpo;

Um campo de deslocamentos nao em equilibrio com Hg, junto com uma forca de corpo
f(x,t), modifica 0 campo magnético no corpo para H(x,t) = h(x,t) + Hg !, o qual, por
sua vez, exerce uma forga (de Lorentz) sobre o corpo elastico, modificando o campo de
deslocamentos. Esta interagdo ocorre de acordo com o sistema de EDPs apresentado na

secao 2.3, aqui reproduzido por conveniéncia:

0? -
,01\/16—7;1 —puVu— A+ p)V(V-u) = pup(Vxh)x(h+Hg) +f (6.1)
?;t‘ + 1 VxVxh = Vx (altl x (h + ﬁE)> (6.2)
V-h = 0 (6.3)

As constantes e propriedades fisicas envolvidas estdo listadas no quadro 1.

Quadro 1 — Constantes e propriedades fisicas

| simbolo | descrigao | unidades (SI) |

u vetor deslocamento eldstico [m]

h vetor campo magnético [A/m)]
M densidade do material do corpo (kg/m3]
1B permeabilidade magnética do material do corpo [Tm/A]
A, constantes de Lamé (u >0, 3\ +2u > 0) [Pal]
o) condutividade elétrica do material do corpo (=]

v = ! “difusividade” magnética do corpo [m?/s]

OB X B

t tempo [s]

f forgas de corpo de natureza nao magnética [N/m?]

As condigbes iniciais sao:

e u(x,0)=0 e 9u(x,0) =0

L Cf. secdo 2.3: I:IE:,%;HE = % )




6.2. Adimensionalizagdo 51

e h(x,0)=0 (ouseja: H(x,0) = Hg)
e as condigoes de contorno sao dadas por:
u=20 h-n=0 (Vxh)xn =0 (6.4)

onde n denota a normal unitaria dirigida para fora em cada ponto da fronteira.

6.2 Adimensionalizacao

A fim de identificar os parametros mais influentes, a seguir é efetuada uma adi-

mensionalizacao das equagoes governantes.

Adimensionalizacao da equacao do deslocamento elastico

Para simplificar a notagao final, vamos representar as variaveis dimensionais com
um indice “x”, de modo que a equagao da deformacgao (eq. 6.1) é reescrita como:

0%u,

M o2 - /lv*2u* - (/\—I—,u)V*(V*-u*) = ,UB(V*X h*)x(h*‘f‘ﬂE) + f, (6.5)

Em seguida, definimos as seguintes variaveis adimensionais:

u= b VoIV  h-™
L T HE

as quais dependem de alguns pardmetros (escalares) caracteristicos:

e [ é uma dimensao caracteristica (ver fig. 7) [m]

e 7= — (tempo caracteristico) |[s]
c

A+2
o c= *en é a “velocidade da onda elastica longitudinal”) [m/s]
PM

o i, — JHsll _ [Hs
(hB/po) — ir

é o modulo do campo magnético externo “corrigido pelas permeabilidades” [A/m)]

onde: 1 é a permeabilidade magnética do espago livre [T'm/A]

Com estas defini¢oes, levando em conta os parametros caracteristicos definidos anterior-
2
.

pmL
se torna, em formato adimensional:

mente, e multiplicando tudo por

, a equacao que governa os deslocamentos elasticos
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0*u 9 Hg
- — k‘lv u— kQV(VU) = k3<v>< h) Xx|h+ —= +f (66)
o2 s

onde aparecem os seguintes pardmetros (escalares) caracteristicos:

A
[ ] kl = H k‘g = ﬁ (NOtCL.' k’l + k’Q = 1)
pumc? pumc?
)2
o by = 1Bl 1;)
pmcC
f,
o f=_ "
(pmc/T)

As condigoes iniciais associadas a esta equacao, em formato adimensional, sao dadas por:

Ju
u(x,0)=0 e E(X, 0)=0 (6.7)

e as condicoes de contorno sao dadas, simplesmente, por:

u=20 (6.8)

Adimensionalizacdo das equacdes do campo magnético

(AR

Representando, novamente, as variaveis dimensionais com um indice “x”, as equa-

goes que descrevem o campo magnético (eqgs. 6.2 e 6.3) podem ser reescritas como:

oh,
ot

+ 1/1V*><V*><h* = V* X (881151* X (h*—i-ﬁE)) (69)

V.-h, = 0 (6.10)

Entao, utilizando as variaveis adimensionais ja definidas, estas equacoes, em formato

adimensional, podem ser escritas como:

— 4+ — h = —x(h+ = 11
BT +ReMV><V>< VX((‘%X( +HE)> (6.11)

V-h =0 (6.12)

c X L

onde Rey = é o “Numero de Reynolds magnético™.

%1
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As condigoes iniciais associadas a estas equagoes sao dadas por:
h(x,0) =0 (6.13)
e as condigoes de contorno adimensionais sao dadas por:

h-n=0 (Vxh)xn=0 (6.14)

onde n denota a normal unitaria adimensional dirigida para fora em cada ponto da

fronteira.

6.3 Equacoes em coordenadas cartesianas

O sistema a ser resolvido consiste no seguinte conjunto de EDPs:

Py~ V- (V) =k (Vxh)x (b BE) 4 f
u H
%~ myVh = Vx (%tx(th E)) (6.15)

Hp
V-h = p
onde:
A+
o b= —1 ky = ——F_ (ky+ ko = 1)
pM X € v X C
Hg)? L
.kSZMBX( I;D) ReM:CX
PM X C 141

com as condicoes iniciais e de contorno dadas pelas eqgs. 6.7, 6.8, 6.13 e 6.14.

Em um dominio como o descrito na fig. 7, este sistema deve ser escrito em coorde-

nadas cartesianas e deve ser resolvido para:

e as 2 componentes cartesianas de u = [uy, us, 0], onde:
ulzul(x7y7t) € u2:u2(x7y7t);

e as 2 componentes cartesianas de h = [hy, hy, 0], onde:

hlzhl(x7y7t> € h2:h2(x7y7t)

Observamos que nada varia com z, pois o dominio ¢é ilimitado na direcao z.
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Deslocamento elastico em coordenadas cartesianas

Como visto acima, em notagao tensorial, a equagao governante para o campo dos

deslocamentos elasticos, eq. 6.6, é dada por:

0%u H

ﬁ — klvzu — kQV(VU) = ]{?3 (VXh)X(h—l— HE) —|—f
e com condigoes iniciais dadas pela eq. 6.7: u(x,0) = e %(X, 0)=0 ,
e e condigoes de contorno dadas pela eq. 6.8: u=20 .

Para desenvolver esta equagao em coordenadas cartesianas, vamos obter alguns

resultados intermediarios neste sistema de coordenadas.

Inicialmente, observamos que u nao varia com z e que, portanto, temos:

e também:

. aul (9u2 . 82161 82U2 A 82U1 82162 ~
V- ) = V(&B+&y> B (8932 +8$8y L 0y0:v+ 0y? J

Além disto, lembrando que h também nao varia com z, temos:

Ainda, em coordenadas cartesianas, para o dominio descrito na fig. 7 e para um campo

magnético constante alinhado com a direcdo x, temos:

h+ =2 = h+i = (b +1)i + hoj
0 que permite escrever:
Hy Ohy  Oh1\ A Ohy  Ohy\ ~
h h+ — = —h|l————i—-(h+ 1) =—= - —
(Vx )X< +H'E> 2<<9x 8y>l (i + )<8:L’ 8y>‘7

Levando em conta estes resultados, podemos particularizar a eq. 6.6 para coorde-

nadas cartesianas, obtendo as seguintes equagdes governantes (adimensionalizadas) para

as componentes (uq, ug,0) do campo de deslocamentos eldsticos:
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2u 2u 2u 2u 2u
B = h(f s 5R) (B4 P) — (4 - %) 1
2u 2u 2u 2u 2u
G- k1<% - %722> = k2 (aay22 gya»lz> = k3(h1+ 1)(% - %hyl) + fy
(6.16)
onde:
A+ % (Hg)?
A R €
PMm X C M X C PM X C

Ainda, considerando que k; 4+ ky = 1, estas equacoes podem ser reescritas no seguinte

formato, mais conveniente para a implementagao computacional:

vy Pur Pu; Pus Oha _ Ohi

o2 022 ks y? k2 dzdy ks ha oz By + fa (6 17)
azug o azug o 82u2 o 82’u1 _ Oha _ Ohy :
2 ks 22 y2? k2 dydr ks (hl + 1> Oz dy + Yy

Condicdes iniciais para os deslocamentos elasticos
Dadas pela eq. 6.7: u(x,0) =0 e 9u(x,0)=0

Em coordenadas cartesianas, isto se traduz por uma condicao em que, no inicio do

processo iterativo, as 2 componentes de u sdo identicamente nulas em todo o dominio:

u; =0 uy =0 (6.18)

“l=p 2=0 (6.19)

Condicoes de contorno para os deslocamentos elasticos

Conforme a eq. 6.8, temos que u =0, o que implica que as 2 componentes cartesianas

de u devem ser nulas nas fronteiras do dominio de solucao:

Isto corresponde a uma condicao de fronteiras fixas ao longo de todo o processo

iterativo, conforme ilustra a fig. 8.
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Figura 8 — Representagao esquematica das condigoes de contorno para os deslocamentos.

Campo magnético em coordenadas cartesianas

Como vimos, em notagao tensorial, a equagao governante do campo magnético (eq.

??) ¢é dada por:

CLI R (allx(h—FI;IE))

e com condigoes iniciais dadas pela eq. 6.13:
e ¢ condigoes de contorno dadas pela eq. 6.14: h-an=0, (Vxh)xa=0

Para desenvolver esta equacao em coordenadas cartesianas, vamos obter alguns resultados

intermediarios neste sistema de coordenadas.

Inicialmente, observamos que h nao varia com z e que, portanto,

0’h 0*h
2h - -
v 0x? + 0y?

Ainda, em coordenadas cartesianas e para o dominio descrito na fig. 7, temos:

P~ h+i = (h+1)i + hyy
E

du

Além disto, definindo v = 5} e lembrando que h e v também nao variam com z, temos:

A

%I;X (h+ HE)) = [5{/ <U1h2 — U2(h1 + 1)>‘| %— [gx (Ulhg — Ug(hl + 1))] ]

Vx(
Hyg

Levando em conta estes resultados, podemos particularizar a eq. ?? para coordenadas

cartesianas, obtendo as seguintes equagoes governantes para as componentes (hq, ho, 0) do

campo magnético:
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% - RelM <%2;?21 - %21721> - 6% (U1h2 —va(hy + 1))

(6.21)
2 2
e a5+ 5) = [kt +1)
onde: Rey = cx L
n

Condicdes iniciais para o campo magnético

Dadas pela eq. 6.13: h(x,0) =0 (ou seja, H(x,0) = I;g )

Para o caso particular da fig. 7, isto se traduz pelas seguintes condigoes iniciais

sobre as componentes de h, em coordenadas cartesianas:

CondicGes de contorno para o campo magnético

No caso geral, sao dadas pela eq. 6.14:
h-n=0 (Vxh)xn =0

Para escrever as condi¢oes de contorno em coordenadas cartesianas, inicialmente,

vamos enumerar as fronteiras, conforme mostrado na fig. 9.

A seguir, sao especificadas as duas condigoes de contorno, em cada uma das quatro

fronteiras.

i) Condigao de contorno do tipo h-n =0

Uma vez que h = hyi + hej , observamos que esta condicdo de contorno se traduz

simplesmente por:

e Fronteira #1: hy =0
e Fronteira #2: hy =0
e Fronteira #3: hy =0
e Fronteira #4: hy =0
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ﬁ2 fronteira #2

A
fronteira #1 fronteira #3
Ay € L’ > fiy
X
7
Ny fronteira #4

Figura 9 — Enumeragao das fronteiras do dominio quadrado e das respectivas normais
unitarias.

As condicoes de contorno para hy nas fronteiras #2 e #4, e também para ho nas fronteiras
#1 e #3, nao podem ser obtidas de h-n =0 e serdo obtidas da expressao (Vxh)xn = 0,

discutida a seguir.

Observacao: Notamos que as condi¢oes obtidas em cada fronteira fazem sentido, pois,

levando-se em conta a definicao de h, dada por:

- H
h, = H, — Hg (dimensional) e h=H- =" (adimensional),
E

temos que, para o caso particular descrito na fig. 7, h pode ser escrito como:
h=H-: = (H —1)i+ Hyj
Entao, temos que, para o caso da fronteira #1, a expressao h - n = 0 se traduz por:

H,; =1 (adimensional) = H,, = Hg (dimensional)

ou seja, na fronteira #1, a componente x (dimensional) do campo magnético estd alinhada
com Hp, e, portanto, assume exatamente o valor do campo imposto externamente (dado
por |[Hg||). Da mesma forma, na fronteira #3, temos que H; = 1, ou seja, H,, = Hyg

(também alinhada com Hg).

ii) Condicao de contorno do tipo (Vxh)xn =20

Resultado preliminar: Vxh = % — %
Jr Oy

bl
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Fronteiras #1 e #3

No caso da fronteira #1, temos que a expressao (Vxh)xn =0 assume o seguinte formato

particular, em coordenadas cartesianas:

L Ohy  Ohi) 4
(Vxh)xn; = _<6x — 8y>‘7

Fazendo (Vxh)xf; =0, temos a condigdo para hs na fronteira #1 (a qual havia ficado

indefinida com a condi¢do h - f = 0):

ohy

ox

_ o

Jy =0 (6.23)

fronteira#1

fronteira#1

Observando a fig. 9, notamos que as expressoes desta condi¢ao de contorno para a fronteira

#3 seguiriam o mesmo caminho, de modo que podemos escrever:

ohs

ox

ol

= .24
o 0 (6.24)

fronteira#s

fronteira#s

Fronteiras #2 e #4

No caso da fronteira #2, temos que a expressao (Vxh)xn = 0, assume o seguinte

formato particular, em coordenadas cartesianas:

A o ah2 ahl ~
(Vxh)xny = _<8:c — ay)z

Fazendo (Vxh)xf, =0, temos a condigdo para h; na fronteira #2 (a qual havia ficado

indefinida com a condigdo h - i = 0):

oh
dy

_Ohs

ox

=0

fronteira#2

fronteira#2

Observando a fig. 9, notamos que as expressoes desta condi¢do de contorno para a fronteira

#4 seguiriam o mesmo caminho, de modo que podemos escrever:

Ohs
dy

_ o

9% =0

fronteira4

fronteira#4
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Fronteiras #1, #2, #3 e #4

As condigoes de contorno para cada uma das componentes em coordenadas cartesianas
estao representadas esquematicamente na fig. 10. As linhas hachuradas correspondem a

fronteiras em que a derivada normal da componente indicada ¢é nula.

0
LLLLSS LSS IS,

Q) ®)

AAVRARANRAREARANRANY

AVERARARARRRARARNANS

0.

Figura 10 — Representacao esquemaética das condigoes de contorno para as 2 componentes
do campo magnético.

A restricdao V-h = 0 em coordenadas cartesianas

Em coordenadas cartesianas, a equacao 6.12 ¢é escrita como:

dhy  Ohs
e I 2
e il (6.25)

6.4 Método de resolucao

Desta forma, apés a adimensionalizagao e a particularizagao para coordenadas
cartesianas, levando em consideracao o cap. 5, restou o seguinte sistema de 5 EDPs a ser

resolvido para as 5 varidveis wq(z,y,t), us(x,y,t), hi(x,y,t), ha(z,y,t) e p(x,y):

3;;1 _ %2;21 _ klii;l _ ""23;7;; = —ks hy (%};2 -~ %@) + f (6.26)
3;;2 ok %2;‘22 _ %2;22 — ky g;g; = ks (hy + 1)(%};2 - %’;) +f (6.27)
Oaf; - 88];2 =0 (6.30)

sujeito as seguintes condic¢oes iniciais e de contorno:

e u1<x7y70):07 U2(5573/70>207 %(x7y70):07 %(%y,o):

t
o ui(—1y,t) =u(L,y,t) =0 e w(z,—1,t) =u(z,1,t) =



6.4. Meétodo de resolucao 61

L4 u?( 1 » Y, ) = ug(l,y,t) =0 € UQ(:Ea _1at) = ’LLQ(.CE, 1>t> =0
hd (ZL‘ Y, )_0 ) hg(l‘,y,O):O

o h(=1yt)=h(lLy,t)=0 e Gi(z,~1,t) =% (z,1,t) =0
o hy(r,=1,t) = ho(z,1,1) =0 e G2(=1,y,t) = F2(1L,y,t) =0

Este sistema foi discretizado com métodos pseudo-espectrais (ver cap. 4). O avango
no tempo das equagoes que governam a evolugao temporal da deformacao u (egs. 6.26
e 6.27) foi feito com Runge-Kutta de 4% ordem. O avango no tempo de h e a variavel
artificial p foram resolvidos com o método de passo fracionado (splitting) de Chorin,
conforme discussao no cap. 5. O resultado desta discretizagao foi implementado em um
programa desenvolvido em linguagem Octave (28). Este programa obtém todas as matrizes
de Chebyshev necessarias a discretizacao pseudo-espectral e as utiliza para montar um
equivalente matricial discreto das equagoes acima. A sua sequéncia légica de implementacao

esta descrita pelo algoritmo 1 e a sua validacao ¢ discutida na secao 6.5.

O parametro espectral N foi variado entre os valores {8,12,16}. A independéncia
de malha espacial consistiu em exigir que nenhuma mudanca significativa fosse percebida
nas curvas de energia total: especificamente, uma malha foi aceita como “boa” assim que
as diferencas entre os valores de energia para dois valores do parametro pseudo-espectral
N ficaram menores do que 1073. Refinamentos maiores exigiriam uma capacidade de
processamento muito maior do que a que estava disponivel para o presente trabalho 2. Por
outro lado, como a energia é um parametro global, este critério foi suficiente para mostrar
que o método proposto funciona. No presente trabalho, o valor de N = 16 foi suficiente

para obter uma independéncia de malha de acordo com este critério.

A independéncia da malha temporal veio de uma adaptacao empirica da condigao
de Courant—Friedrichs-Lewy (34). A condigao de CFL é aplicada, tipicamente, a problemas
numeéricos hiperbélicos que envolvem ondas viajando no dominio. Basicamente, este critério
consiste em considerar que o intervalo de avango de tempo discreto (At) de uma malha
temporal precisa ser menor do que o (menor) tempo que a onda leva para viajar entre
pontos de malha adjacentes (afastados, digamos, por Ax). Entéo dada a velocidade c da
onda, este critério, em termos dimensionais, estabelece que: c < Cmae- Na pratica, para
a malha adimensional, quando um solver explicito é usado, costuma—se adotar Cee =1 €
usar simplesmente a condicado At < Az. No entanto, o problema resolvido no presente
trabalho envolve um acoplamento nao linear da equacgao hiperbdlica com uma equacgao
parabdlica e nao corresponde totalmente a situagao analisada por C-F-L. Por esta razao, o
At efetivamente utilizado foi At = Atep/fdt, aonde fdt é um fator empirico. Para os

casos apresentados no cap. 7, foi constatado que fdt = 1000 é um valor adequado.

2 Note-se que implementacdes em Octave ficam bastante pesadas computacionalmente, pois a linguagem

do Octave é interpretada.
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Algoritmo 1: Fluxo de processamento do programa implementado para a resolucao

numérica do sistema magneto-elastico que foi objeto do presente trabalho.

Data: N
Result: Evolucao temporal da energia total de um sistema magneto-elastico
Especifica propriedades do aluminio
Especifica parametros externos:
L + metade da largura da se¢do quadrada [m]
Hp <+ valor do campo magnético externo (constante) [A/m)]
f < componentes x-y forga de corpo nao-magnética (constante) [N/m?]

Computa parametros adimensionais:

" A #B(HE)2 cx L
ki <~ N ko < NG ks < NG Reym = <~

Computa dados relativos a malha e ao avang¢o no tempo:

Computa matrizes de diferenciacao de Chebyshev
Computa malha pseudo-espectral e identifica pontos sobre as fronteiras

Atcrr
At fator

ncoupl < nro. de iteragdes para o acoplamento
Inicializa campos de u e h
Computa matrizes estaticas (lados esquerdos) das EDPs de u e de h
t<+0
while t < t,,,,, do
Guarda campos anteriores de u e de h
for j < 1 to ncoupl do
Computa lado direito para u
Avanca campo de u com Runge-Kutta de 4% ordem

Aplica condigoes de contorno a u
Computa lado direito para h
Avanca campo de h com método de splitting de Chorin:

1ro passo: computa h por método implicito

Aplica condigoes de contorno a h
2do passo: resolve eq. de Poisson para a “pressao” p por método implicito

Aplica condigoes de contorno a p

3ro passo: atualiza h para um h solenoidal
end

Computa a energia total do sistema para o t atual
Computa max(div(h)) para verificagao

t+t+ At

end
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6.5 Validacao numérica

O solver implementado em Octave para a resolucao das equagdes governantes em

coordenadas cartesianas foi validado de duas formas distintas:

e Por comparagao do lado esquerdo (termos lineares) com uma solugio analitica, de

modo a validar o nucleo principal;

e Adaptando a equacao original, de modo a que ela seja satisfeita por uma solugao
pré-definida (adicionando termos ao lado direito das equagdes originais). O resultado
numeérico obtido para a equacao modificada é, entao, testado contra a propria solugao
conhecida. Este é um teste bem mais forte do que o anterior e considera todos
os termos, incluindo o acoplamento nao linear, e ainda adiciona os termos fonte

(lineares) pré-especificados.

Lembramos que as equagoes a serem validadas sao dadas por:

FPu;  Pur FPup Pus Ohy _ Ohi

ot2 0z2 ki dy2 ks ozdy ks hy oz By

Puy 1 Pus _ Pus 1. Pui (@ _ %)

ot? kl Ox2 Oy? ]{52 oyoxr k?’ (hl + 1) ox Oy

Ohy 1 (8%h | 8%my _ 8 _ 6.31
ot Repp (812 + dy? — oy v1hy U2(h1 + ]-) ( )
Oha 1 (8%hgy 82h2) _ _ 0 _

ot Repp (8:1:2 + Oy? - ox v1hy vQ(hl + 1)

Equacdo para u: comparacdo com a equacdo da onda

Queremos validar o lado esquerdo das egs. hiperbdlicas no sistema 6.31. Para isto,
vamos fazer k1 =1, ks =0 e k3 = 0, de modo a comparar o resultado numérico
obtido para ambas as equagoes parabdlicas (h) em 6.31 com a solugdo analitica para uma
instancia de um problema classico da onda, dado por:
0%u <82u 82u>

@ @ + 873/2 =0 (6.32)

em um dominio retangular 2D definido por Q = {(z,y) : 0 <2 < L,, 0 <y < L,}.
Notamos que, para permitir uma analogia com o dominio espectral, definido no quadrado
{(z,y): —1<x <1, —1<y<1}, fazemos L, =L, =2.

As condigoes iniciais e de contorno foram definidas como:

u(z,y,t) = 0 nos contornos
u(z,y,0) = e 10(E-04)%+y)

%(m,y,O) =0
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Para este problema, uma conhecida solugao por separagao de variaveis (ver, por
exemplo, (35)) leva a uma EDO de 2% ordem e a um problema de Sturm-Liouville. A

solucao destes dois problemas leva a seguinte solucao geral para a eq. 6.32:

u(z,y,t) = i i Apncos (m t) U (2, Y) (6.33)

m=1n=1

~ 2 2 ~
onde os autovalores sao dados por A, = 7,/ LmTQ + LnTQ e onde os A,,, sao dados por:

4

A = T //Qe’40(<$’0'4)2+y2)vmn(:c,y) dx dy (6.34)
alsy

Nestas expressoes, vy, (x,y) sdo as autofungoes do problema de Sturm-Liouville 2D:

Vmn (2,9) = sen (nz;x) sen (T) (6.35)

Para este mesmo problema, foram obtidos resultados numéricos para diversas
malhas, correspondentes a N = {16, 20,24, 32,40}, sempre para o instante ¢t = 0.1 (adi-
mensional). Este instante corresponde, aproximadamente, a 200 avan¢os no tempo com
um At = 0.00048153. O At foi mantido fixo neste valor em todos os casos e corresponde
aproximadamente a 10% do valor que seria recomendado por um nimero de Courant (ver,
por exemplo, (36)) igual a 1 para a malha com N = 32. A figura 11 mostra que os erros

maximos estao decrescendo conforme o esperado.

0.2

0.15

0lF

erro relative max

0.05

=]
o . L . o

15 20

o
25 30 35 40
tamanhe da malha espectral 10

Figura 11 — Erros relativos maximos para diversas malhas na validagao por comparacao
com solugao analitica.
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Equacao para h: comparacao com a equacao do calor

Agora o objetivo é validar o lado esquerdo das eqgs. parabdlicas no sistema 6.31.
Para isto, fazemos Rejp;=1 e anulamos a contribuicao do lado direito para o resultado.
Desta forma, podemos comparar o resultado numérico obtido para ambas as equagdes com

a solugao analitica para uma instancia de um problema classico do calor, dada por:

2 2
oh <8h m) ., (6.36)

o \ow oy
em um dominio retangular 2D definido por:
Q={(z,y):0<2x <L, 0<y<L,}
e fazendo, novamente, L, = L, = 2.
As condigoes iniciais e de contorno foram definidas como:
{ h(xz,y,t) = 0 nos contornos

h(z,y,0) = e 10(@—04%+y?)

Para este problema, uma solugao por separacao de variaveis leva a uma EDO de
1% ordem e ao mesmo problema de Sturm-Liouville da se¢ao anterior (para a equagao da

onda). A solucdo destes dois problemas leva a seguinte solugao geral para a eq. 6.36:

hz,y,t) = DY ApnUmn(z, y)e (6.37)

m=1n=1

~ ~ 2 2
onde os autovalores sao os mesmos da equagao da onda (/\mn =7 % + % ) e onde os
x Yy

An sao dados por:

4
L.L,

A, = // e~ 002 4%y, (2, y) da dy (6.38)
0

Nesta expressao, vy, (z,y) sdo as mesmas autofungoes do problema de Sturm-Liouville 2D

P T _ mnx nmy
anterior: v, (z,y) = sen ( T ) sen (Ty)

Novamente, a figura 12 mostra que a curva de erros apresenta o comportamento

esperado para uma solugao por métodos espectrais.

Equacoes para u e h: comparacao com solucoes pré-definidas

A substituicdo de uma solugao pré-definida diretamente no sistema de EDPs a
ser resolvido gera um termo fonte adicional (g(z,y)) para cada equagdo. Uma solugao
numérica obtida levando-se em conta este termo fonte pode, entao, ser comparada com a
solucao pré-definida que serviu de base para a montagem das equagoes. O sistema assume,

portanto, a seguinte configuragao (nao considerando as forgas de corpo constantes):
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Walidagdio com equagdo da onda
0.2 T T T

015

01r

erra relative max

0.05

o I 1
15 20

25 20 35
tarmanhe da malha espectral 1D

Figura 12 — Erros relativos maximos para diversas malhas na validagao por comparacao

com solugao analitica.

88t21 — % — /ﬁaéTJQI — ky Sxa; = —kshy (%};2 — 83%) + Gu (2, Y)

T — k- T ko = k(1) (92— %) + gu(,y)
2 2

By (52 58 = ka4 ) + gt 639
2 2

a(;lt2 B RelM (%::22 + 88;:22) = _% <U1h2 - U2(h1 + 1)) + gh2(l'7y)

O co6digo desenvolvido no presente trabalho foi utilizado para recuperar as solucgoes

pré-definidas em dois problemas distintos. Ambas as solugoes respeitam as condic¢des iniciais

e de contorno do problema em estudo e ambos os campos de h satisfazem automaticamente

a condicao de campos solenoidais (% + 2 — O).

9y

e Problema com solugao pré-definida #1:

— Funcgoes pré-estabelecidas:

w = (1—-2?)(1—y*)t

Uz = (1= xQZ(l y y2)t23 (6.40)
= (a7 - )y - )t

= (o = 2)(47 42

— Termos fonte a acrescentar (obtidos com os recursos simbélicos do Python(37)):
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Guy = —2k112(2® — 1) — dkot>xy
+hst?z(z? — 3)((2* — 1) (y* — 6y* +5)
F(y? = 1)(a* — 622+ 5)) C=00) 4 o9p2(—y2 4 1) 4 2(a? — 1)(y? — 1)

Jus = —2kat?(y? — 1) — dhot?xy + kst((2? — 1) (y* — 6y +5)
t —3)(z*—6x24+5)+36
( 1)(%4 . 61’ + 5))(y(y )( o +5)+36)
F27(—2® + 1) + 2(2* = 1)(y* — 1)

g = (Rem(8t2xy(a? — 3)(a? — 1)(y* = 3)(y* — 1)
+4t2xy(2? — 3)(2? — 1)(y* — 6y + 5)
+6t%(2% — 1)(y*> — 1)?(z* — 62 + 5)
+4ty(z? — 1)(ty(y* — 3)(z* — 622 4+ 5) + 36)
+y(y? — 3)(a* — 62% +5)) — 12ty(a? — 1)(y* — 3)
—6ty(x? — 622 +5))/(36Rey)

gn = (—Rem(4t?2°(2* = 3)(y* — 1)(y" — 6y + 5)
+8t%ay(2® = 3)(2® — D(y* = 3)(y* — 1)
+6t*(2* — 1)*(y* = 1)(y* — 6y> +5)
+4tx(y? — 1) (ty(y* — 3)(z* — 622 + 5) + 36)
ta(z? = 3)(y* — 6y* +5)) + 12tw(x? — 3)(y* — 1)
+6tz(y* — 6y* +5))/(36Ren)

(6.41)
e Problema com solugao pré-definida #2:
— Fungoes pré-estabelecidas:
uy = sen(wz)sen(my)t?
uy = sen(wx)sen(my)t (6.42)

hy = sen(mz)cos(my)t

hy = —cos(mx)sen(my)t
— Termos fonte a acrescentar (obtidos com Python):

Gu, = mkit?sen(mx)sen(my) — m2kqt*cos(nx)cos(my)
—27kst?sen(mx)sen(my)3cos(mr)
+m2t2sen(ma)sen(my) + 2sen(wx)sen(ry)

Guy, = Tkt sen(mx)sen(ry) — wlkot?cos(mx)cos(my)
—2mkst(tsen(mx)cos(my) + 1)sen(mz)sen(mwy)
+m2t2sen(mx)sen(my) + 2sen(wx)sen(Ty)

g, = (Ren(2mt?sen(mx) + dmt*sen(my)cos(m(z + y))
+27tcos(my) + cos(wy)) + 2m2tcos(wy))sen(wx) /Rem

gn, = —(4mReyt?sen(mz)cos(m(z + y)) + 2nReyt sen(my)

+27mReptcos(mz) + Reycos(mx) + 2m2tcos(mx))sen(my) /Ren
(6.43)
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A figura 13 mostra o comportamento da curva de erros relativos maximos para
o caso da solugao pré-definida #1, para a variavel u;. Os resultados para us sao muito

semelhantes e nao foram mostrados. Nota-se que os erros decaem conforme o esperado.

proposta #1
14e-08 T T T T T
1.2e-08 |- 1
@
'
 le02| 1
p .
T .
g se0s .
- .
E s
2 6e-09 |- R 1
E A Y
" 4e0s) v :
'
"
2e-08 | v 1
x
I
[i] 1 M= =i ook = mm: o= = m o om - m o om o om s wfly
4 g 8 10 12 14 15

Figura 13 — Erros relativos maximos para diversas malhas espectrais na validacao de u;
por comparagao com a solucao pré-definida #1.

A figura 14 mostra o comportamento da curva de erros relativos maximos para
o caso da solugao pré-definida #1, para a variavel h;. Os resultados para hs sao muito

semelhantes e nao foram mostrados. Novamente, os erros decaem conforme o esperado.

proposta #1
0.35 T T T T T

] o

o o W o

L 8] (V) [}
o

T T &

erro relative maxime para hl
.

o
=
T
-
L

Figura 14 — Erros relativos maximos para diversas malhas espectrais na validacao de hy
por comparacao com a solucao pré-definida #1.
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Os resultados para a solugao pré-definida #2 estao mostrados nas figuras 15 e 16.
Em ambos os casos, os erros decaem conforme o esperado, muito embora seja perceptivel

que os erros relativos aos campos de h decaem mais lentamente.

proposta #2
0.001 T T T

0.0008% :

0.0006 — * 1

0.0004 - - :

erro relative maximo para ul
.

0.0002

Figura 15 — Erros relativos maximos para diversas malhas espectrais na validacao de w4
por comparacao com a solucao pré-definida #1.

proposta #2
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s

T
'

0.2 p

0 . P m = e aa ty

g8 10 1z 14 16

Figura 16 — Erros relativos maximos para diversas malhas espectrais na validacao de hy
por comparagao com a solucao pré-definida #1.

Em resumo, o cédigo implementado em Octave para a solucao do sistema de EDPs
magneto-elastico consegue recuperar as respostas corretas em dois casos diferentes de

solucoes pré-definidas impostas, em problemas que envolvem todos os termos do sistema de
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EDPs magneto-eldstico original (e mais alguns). Isto sugere que o c6digo esté confidvel e
que, portanto, pode-se passar a analisar situa¢des nao conhecidas, o que ¢ feito no capitulo

a seguir.
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7 Resultados numéricos

Neste capitulo, sao mostrados os resultados numéricos obtidos para um problema
padrao, aonde os pardmetros sao particularizados para uma situagao tao realista fisicamente
quanto possivel. O material da barra infinita foi definido como sendo aluminio, um material
condutor e conhecidamente paramagnético. O quadro 2 lista as propriedades do aluminio

que sao relevantes para estas simulagoes.

Quadro 2 — Propriedades do aluminio (de acordo com (38)) e outras constantes.

| propriedade | descricao \ valor | unidades (SI) |
oM densidade 2700 (kg /m?]
U modulo de cisalhamento 26x10” [Pal
A 1° parametro de Lamé 60.5x10° [Pal
B permeabilidade magnética 1.256665x107° [H/m)]
Lo permeabilidade magnética no vacuo |  4xax10~" [H/m)
. permeabilidade relativa 1.000022 -
oB condutividade elétrica 1/26.5x107Y [1/(Qm)]
v = m “difusividade” magnética 0.0211 [m?/s]
c= \/ ’\;% velocidade de onda de referéncia 6455 [m/s]
T=L/c intervalo de tempo de referéncia 1.55%x107° B

De acordo com os objetivos do trabalho, foram obtidos dois tipos de resultados:

e Resultados descritivos dos campos u e h para 4 instantes adimensionais, visando
mostrar que a simulagao implementada produz resultados coerentes para as varidveis

fundamentais do problema;

e Curvas para a evolucao da energia total do sistema com o tempo: aqui, o objetivo
¢ mostrar que a implementacao pode fornecer indicativos numéricos de como se
comporta assintoticamente a energia total deste sistema quando a nao-linearidade

do acoplamento é levada em conta sem simplificagoes.

Em ambos os casos, a estratégia adotada foi a usual modificagao da configuracao
do problema através de uma variacao dos parametros adimensionais que o descrevem:
A+

= — 2 ko = — ks
Py X 2 pum X P

U X ]:IE2 cxX L
N P >(<02) Rew = v
M 1

Como os parametros ki e ko dependem exclusivamente do material, eles foram mantidos

constantes. Os parametros de interesse sao, portanto, k3 e Rey.
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Um caso padrdo foi definido como:

e Uma forca de corpo de origem nao magnética dada por:
f.=1[f: f,] =[3000 4000] [N/m?] (constante)

e k3 =10 (correspondendo a Hg ~ 10°[A/m]) e

e Rey; = 30000 (correspondendo a uma largura da barra de aluminio L = 0.1[m]).

Em seguida, foram rodados casos adicionais, fazendo-se variar um ou outro parametro, a

fim de identificar a influéncia de k3 e Rey; nos resultados.

7.1 Camposdeueh

A figura 17 mostra os campos de deslocamento eldstico para 4 instantes da simulagao
do transiente do PVI associado ao caso padrao (k3 = 10 e Rey = 30000), correspondentes
a valores dimensionais de t (ajustados pelo tempo de referéncia 7). Os instantes de tempo
mostrados (da esquerda para a direita e de cima para baixo) sdao: ¢t~ 1.5x107%s, 3x
107%s, 6x107%s e 30x10~%s. Observa-se que, nos instantes iniciais, a deformacao é resultado
principalmente da for¢a de corpo de origem nao magnética que esta sendo aplicada, mas
esta influéncia é rapidamente dominada pelo efeito elastico imposto pelo intenso campo

magnético externo.

Campo de u em t=1.48842-06 5 Campo de u em t=2.97672-06 5
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Figura 17 — Campos de deslocamento eldstico (u) em t~{1.5,3,6,30} x107%s, para Rey; =
30000 e k3 = 10.
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A figura 18, elaborada para um valor de k3 = 100 (campo magnético externo /10
vezes maior do que no caso anterior), mostra que, neste caso, como era de se esperar, 0
efeito elastico de um campo magnético externo mais forte domina ainda mais rapidamente
o efeito da forca de corpo ndao magnética.

Campo de uem t=1.4882e-06 5 Campo de uem t=2.9766e-06 5
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Figura 18 — Campos de deslocamento eldstico (u) em t~{1.5,3,6,30} x107%s, para Rey; =
30000 e k3 = 100.

As figuras 19 e 20 mostram os campos magnéticos nos mesmos instantes que as
figuras anteriores, e para os mesmos casos. E possivel notar o aparecimento de um efeito
“rotacional” tipico da aplicacao de campos magnéticos em meios condutores. Este efeito se
intensifica nos instantes iniciais, mas depois se atenua, possivelmente como consequéncia

do alinhamento dos vetores deslocamento observado nas figuras anteriores.

Em ambos os casos, é possivel notar que a metodologia numérica proposta no

presente trabalho consegue reproduzir fendmenos que sao fisicamente consistentes.

7.2 Evolucao temporal da energia total

A figura 21 mostra o comportamento da evolucao temporal da energia total do
caso padrao quando k3 é variado (k3 = 10 corresponde ao caso padrao). Observa-se que,
quando k3 aumenta, as curvas tendem a se acumular em apenas um local, em consequéncia
de que apenas um termo (o nao linear) passa a dominar as equages da deformacao. Por
outro lado, se k3 — 0, ocorre um desacoplamento entre os campos elastico e magnético e
a curva mostrada para k3 = 5 deve estar proxima a que seria obtida para um problema

puramente eldstico.
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Figura 19 — Campos magnéticos (h) em t~{1.5,3,6,30} x107%s, para Rey

ks = 10.
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Figura 20 — Campos magnéticos h em t~{1.5,3,6,30} x1075s, para Rey
ks

a

Ja o parametro Rey; apresenta uma influéncia bem mais marcante sobre a evolucao
temporal da energia total do sistema. A figura 22 mostra que, quando ele é muito baixo,
equacao do campo magnético tende a uma situacao préxima de V?u = 0, com condicoes

de contorno quase homogéneas, e o resultado é uma energia total quase nula. Quando ele

¢ alto, as curvas de energia parecem tender a uma situagao de “saturacao” semelhante a
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Evolugio da energia total do sisterna
0.002

0.0015 et Es

A /
0.001 i 2
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Figura 21 — Evolugdo da energia total do sistema [M.J] em fungao do tempo (adim.), para
ks~{5,10,50,100} (demais pardmetros sdo os do caso padrao).

que ocorreu para valores altos de k3.

Evelug3o da energia total da sistema
0.002

......... ReM=7500

= ReM=15000

....... ReM=30000

ReM=60000

0.0015

0.001

Et (M)

0.0005

Figura 22 — Evolugdo da energia total do sistema [MJ] em func¢ao do tempo (adim.),
para Rey; ~ {7500, 15000, 30000, 60000} (demais pardmetros sdo os do caso
padrao).

De ambos os casos vistos, o importante a ressaltar é que, com a metodologia
proposta, é possivel analisar o sistema magneto-elastico completo, levando em conta
todas as nao linearidades inerentes ao modelo. Resultados mais amplos podem agora ser
explorados e espera-se que indiquem tendéncias que possam dar suporte ao estudo da

estabilidade assintotica deste tipo de sistema.

As curvas de energia apresentadas ainda estao limitadas a um tempo de processa-
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mento relativamente curto, pois o codigo numérico correspondente foi projetado apenas
para comprovar a eficicia do método e nao esta otimizado para longas simulagoes. No
entanto, apenas como indicativo das possibilidades futuras, a figura 23 aperesenta uma
estimativa grosseira da curva de energia total para tempos altos. Assumindo-se que o
resultado mostrado, obtido com N = 8 (sem comprovacao de independéncia de malha),
pode ser utilizado como um indicativo do que vai ser encontrado com malhas mais finas,
observa-se que a energia deste sistema parece ter uma tendéncia a oscilar em ciclos razoa-
velmente bem definidos. Mas a estabilidade destes ciclos ainda é uma questao que precisa

ser investigada com muito mais cuidado, com base em malhas mais refinadas.

Ewvclucio da energia total do sisterna
0.002 T T T

0.0015 - 1

0.001 - 1

Et iM])

0.0005 W

0 . . L
[} 5 10 15 20 25
t (adim)

Figura 23 — Estimativa grosseira (obtida com N = 8) da evolugao da energia total do
sistema [MJ] com o tempo (adim.), para tempos longos (caso padrao).
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8 Conclusao

Este trabalho apresentou uma proposta inédita de metodologia para resolver Proble-
mas de Valores Iniciais (PVIs) de sistemas magneto-elasticos em corpos nao magnéticos. A
discretizacao espacial das equagoes governantes é efetuada com métodos pseudo-espectrais
e a discretizacao temporal inclui uma adaptagao do método de splitting de Chorin (16), um
método fracionario de avanco no tempo utilizado para resolver o transiente de problemas
de escoamento de fluidos incompressiveis. A fim de viabilizar a efetiva aplicacdo do método
de Chorin, uma variavel artificial analoga a pressao é acrescentada ao conjunto de variaveis
que descrevem o sistema. Esta nova “pressao” passa a aparecer nas equagoes governantes
dentro de um termo que inclui um gradiente. De acordo com Mohebbi (15), esta inclusao
nao modifica o problema pois a tnica possibilidade tedrica para um termo assim é ser
nulo. Na pratica, no entanto, ele serve como regulador do campo magnético, fazendo com
que ele nao deixe de ser solenoidal a medida que a simulagdo do PVI avanga no tempo. O
método assim delineado foi aplicado a obtencao de valores de energia total do sistema em
uma instancia 2D do problema magneto-elastico envolvendo uma barra de material nao
ferromagnético exposta a um campo magnético externo constante. Os resultados mostram
que o método consegue resolver corretamente equagoes completas originadas de solugoes
pré-definidas e também consegue produzir resultados com consisténcia fisica em casos

fisicamente realistas.
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APENDICE A — Principios fisicos

elementares

Neste apéndice, sao descritos alguns principios e conceitos elementares sobre as

propriedades magnéticas tipicas dos materiais em geral.

Propriedades magnéticas

As propriedades magnéticas de um material correspondem diretamente a estrutura
cristalina e a configuracao dos elétrons no nivel atémico. Segundo (9), de acordo com as
caracteristicas dos atomos individuais, héd 5 propriedades magnéticas bésicas possiveis:
ferromagnetismo, paramagnetismo, diamagnetismo, anti-ferromagnetismo e ferrimagne-
tismo. As primeiras 3 ocorrem em materiais naturais e as duas tltimas sao o produto de
ligas especiais. Essencialmente, ha materiais fortemente magnetizaveis (os ferromagnéti-
cos) e fracamente magnetizaveis (para e diamagnéticos). Este trabalho envolve materiais
fracamente magnetizaveis, os chamados “nao-ferromagnéticos”, por tratar de deformacoes
pequenas o suficiente para ndo modificar a forma do objeto sendo modelado (no caso, uma

barra sélida de se¢do quadrada).

Ferromagnetismo

O ferromagnetismo é o mecanismo pelo qual certos materiais (como o ferro) formam
fmas permamentes ou sdo atraidos para imas (39). O ferromagnetismo é o tipo mais forte
de magnetismo e somente ele (ou o ferrimagnetismo) cria forgas intensas o suficientes para
serem sentidas (imas de geladeira). Apenas algumas substancias sao ferromagnéticas. As
mais comuns sao: ferro, niquel e cobalto. O ferromagnetismo é muito importante para
a tecnologia moderna, pois é a base de muitos dispositivos eletromagnéticos, tais como
motores elétricos, geradores e transformadores, além de dispositivos para armazenamento

magnético de informacao, tais como um disco rigido comum.

Materiais nao ferromagnéticos

Os materiais nao-ferromagnéticos (paramagnéticos ou diamagnéticos) respondem
de maneira muito mais fraca do que os ferromagnéticos a um campo magnético externo
(9). De fato, as forgas sdo tao pequenas que, usualmente, elas s6 podem ser detectadas
em um laboratério. Neste caso, a magnetizacdo depende linearmente da densidade do

campo e sempre desaparece quando o campo externo é removido. Muitos metais, incluindo
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os metais ferromagnéticos acima das suas temperaturas de Curie sdo paramagnéticos.
Na maioria dos casos, a susceptibilidade magnética varia linearmente com o reciproco
da temperatura, seguindo a lei de Curie-Weiss. Para estes materiais, os efeitos da carga

elétrica e da polarizagao podem ser desprezados.

Susceptibilidade magnética

A susceptibilidade magnética é uma medida das propriedades magnéticas de um
material (40). Ela indica se o material é atraido para ou repelido por um campo magnético.
Se a susceptibilidade magnética é maior do que zero, diz-se que a substancia é “paramag-
nética”, ou seja, a magnetizagao desta substancia é maior do que a do espago vazio. Se ela
for menor do que zero, a substancia é “diamagnética” e tende a excluir o campo magnético
do seu interior. Neste trabalho, assume-se que a barra de se¢do quadrada que constitui o

dominio de solugao é feita de aluminio, um material paramagnético.

Magnetostricao

A magnetostrigao é definida como uma propriedade dos materiais ferromagnéticos
que os leva a mudar de forma ou dimensoes durante o processo de magnetizagao (41). A
variagao do nivel de magnetizagao devido a um campo magnético externo aplicado produz
uma deformagao magnetostritiva até atingir o seu valor de saturagao. Este efeito causa perda
de energia devido a um aquecimento por atrito em nicleos ferromagnéticos. Ele também é
responsavel pelo zumbido caracteristico que pode ser ouvido perto de transformadores,
quando correntes alternadas produzem um campo magnético em constante mudanca. A
compreensao deste tipo de ruido, com o intuito de diminui-lo ou elimina-lo, é mais uma

razao para o interesse da engenharia nas interagoes magneto-elasticas.

Efeito Villari

O efeito inverso, ou seja, a mudanca de susceptibilidade magnética (resposta a um
campo magnético aplicado) de um material sujeito a uma tensdo mecénica é chamada de
efeito Villari (4). De acordo com (4), este efeito ¢ tao significativo que tem sido usado
no desenvolvimento de sensores de forga, tais como os utilizados na engenharia civil ou
no monitoramento dos enormes motores a diesel das locomotivas. No presente trabalho,
assume-se que as deformagoes sao pequenas, de modo que as interferéncias geradas por
este este efeito nos campos magnéticos estabelecidos por um campo externo deverao ter

valores pequenos em modulo.
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