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1 Uvod

Moderna tehnologija i stalan porast broja stanovnika na Zemlji razlog su velike produkcije podataka
Svaki dan se proizvede ogromna koli¢ina novih podataka koje je potrebno spremati, obraditi, a
Cesto i slati. Zbog toga je bilo potrebno osmisliti nacine za efikasno spremanje podataka kako bi oni
zauzimali Sto je manje moguce prostora, a da glavna informacija bude ocuvana.

Lijep primjer toga je kompresija digitalne slike. Uzmimo za primjer sliku dimenzije 3000 x 2000
piksela. Kako bismo takvu sliku spremili u memoriju potrebno nam je 3000 - 2000 - 24 = 14400000(
bitova memorije (za pamdcenje jednog piksela koristimo 24 bita) 3to iznosi 18 megabaijta.

Slika 1: a) Izvorna slika, b) Komprimirana slika

U ovom clanku bavit ¢emo se matricnom dekompozicijom koja nam omogucava da iz nekog skupa
podataka, prikazanog pomocu matrice, izdvojimo "najvazniji" dio, a ostatak izostavimo. Koristedéi tu
tehniku mozemo komprimirati slike, razviti algoritme koji klasificiraju rukom pisane znamenke i jos
mnogo toga. Zamislite sada da ste zaposleni u posti i da je vasa zadaca sortirati pristigla pisma
prema postanskom broju kako bi ona stigla na pravu adresu. Mozda biste radije bili prometni
policajac na autocesti koji je zaduzen za pracenje brzine automobila koje ulaze u tunel. Vas posao j
snimiti tablice automobila koji ne postuju ogranicenje brzine, a zatim u bazi podataka registracija
vozila pronadi tu tablicu te na prilozenu adresu vlasnika poslati kaznu za prebrzu voznju. Biste li
svaki dan isti posao radili rucno ili biste radije pokusSali taj postupak automatizirati? Srecom, ljudi st
se vec susreli s ovim problemom i smislili mnogo nacina kako taj posao ubrzati i ustediti dragocjenc
vrijeme.

Svi navedeni problemi mogu se rijesiti upotrebnom jednog moc¢nog alata numericke matematike ko
¢emo vam pokusati pribliziti u ostatku ovog ¢lanka.

Dekompozicija matrice na singularne vrijednosti (SVD) je vazna dekompozicija matrice bilo s
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2 Dekompozicija matrice na singularne vrijednosti

teorijske ili prakti¢ne strane. U sljede¢em teoremu dana je definicija SVD dekompozicije te tvrdnja c
njezinoj egzistenciji za svaku matricu. Navodimo samo tvrdnju teorema, dokaz se moze nadi u
standardnim udzbenicima iz numericke analize.

Teorem 1. (SVD) Neka su miini (m > n) prirodni brojevi te A proizvoljna m x ni realna matrica.
Tada postoji dekompozicija A = UXV 7| gdje je Ul ortonormalna m x ni matrica i V| ortogonalna
n X nl matrica, a ¥ = diag(o1,02,...,0,), sao1 > 03> ... >0y > 0]

Definicija 2. Stupce matrice U = [ul, - ,un] nazivamo lijevi singularni vektori, a stupce matrice
V=v,... ,vn] nazivamo desni singularni vektori. Brojeve ;| nazivamo singularne vrijednosti.

Uz uvedene oznake lako se vidi da vrijedi A=UZV" =" | cr,-uivﬂ.

Napomena 1. U sluéaju kada je m < mj, SVD definiramo za matricu A" |

3 Svojstva dekompozicija matrice na singularne vrijedn

Nakon sto smo iskazali teorem koji garantira postojanje dekompozicije, u ovom odjeljku dajemo
pregled nekih svojstava dekompozicije, takoder bez dokaza. Ali prije iskaza teorema uvodimo jos
jedan pojam. Do sada smo inverz matrice definirali iskljuCivo za kvadratne matrice, a sada Zelimo
taj pojam prosiriti na pravokutne matrice i matrice koje nisu punog ranga. Postoje tri ekvivalentna
nacina na koji se to moze nadiniti, u nastavku navodimo samo Penroseovu definiciju.

Definicija 3. Neka je A € C™ " njezin generalizirani inverz je jedinstvena matrica A™|, takva da
vrijedi

AATA=A,  ATAAT = A"
(AAT) = AAT, (ATA) = A" A.

Generalizirani inverz ponekad nazivamo i Moore-Penroseov pseudoinverz.
Neka je A = UXV 7|. Tada Moore-Penrose pseudoinverz za singularnu matricu Al moZzemo izraéunat

+ -1
. 1 0 b)) 0
kao A* = VETU7, gdjeje =T = | ! — | #1
a0 g€ ) 0 0 0 0
singularnim vrijednostima na dijagonali.

, a Y1| dijagonalna matrica sa ne-nul
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Teorem 4. (Svojstva SVD-a) Neka je m > mte neka je A = ULV "| dekompozicija na singularne
vrijednosti matrice Al

1.

Neka je Al simetricna matrica sa svojstvenim vektorima g;}, tj. A = QAQ"|, pri éemu je
Q=lqy,---,q,|te A=diag(Ai,...,\,) Tada je A=UXV lza u; = q;, o5 = |\ i
v; = sign(A)g;.

2.

Svojstvene vrijednosti simetri¢ne matrice A” Al su af ‘ Desni singularni vektori v;| su pripadni
ortonormirani svojstveni vektori.

3.

Svojstvene vrijednosti simetri¢ne matrice AA"| su af‘ te m — ninula. Lijevi singularni vektori w;| su
pripadni ortonormirani svojstveni vektori za svojstvene vrijednosti 02‘

!
4.

Ako je Al punog ranga, a bl proizvoljan vektor, onda je x = ATb=VE U Y rjeSenje problema
min, || Az — b,/

5.

Vrijedi || All, = o1} Ukoliko postoji A7 tada je A7, = 1/an‘.

6.

Neka je Ay =UZp V7™ =37 | aiuivﬂ, gdje je ¥j, = diag(o1, .. .0k, 0, ..,0) Tada matrica Ay|ima

rang M te je ona najbliza matrici Al medu svim matricama ranga K:

A = Axll, = min ||A_b||2‘

rang(B)=k
Takoder je ||A — Ag|l, = oki1]
7.
Pretpostavimo da za singularne vrijednosti matrice Al vrijedi o1 > ... > o, > ori1=...=0p, =10
tada je 'rang(A) = ﬁ Nadalje, nul-potprostor od Al je razapet stupcima Vpi1,--.,Un| matrice V|, a
slika operatora Al je razapeta stupcima U, ..., U] od Ul

Napomena 2. UmnoZak ||A||2||A_1||2‘ iz pete to¢ke nazivamo uvjetovanost matrice Al
U ostatku ¢lanka, komentirat ¢emo primjenu Teorema 2.

4 Neke primjene dekompozicije matrice na singul
vrijednosti

4.1 Kompresija slike

Neka je dana m x nimatrica A's elementima a; ; € [0, 1]. Zamislimo da Al predstavlja m x ni
grayscale sliku gdje broj na (4, j)| mjestu u matrici predstavlja svjetlinu piksela na mjestu (4, j)| na
slici. Ako uzmemo da vrijednost nula predstavlja crno, a jedan bijelo, zanimljivo je pitanje Sto c¢e se

dogoditi kad napravimo A = UXV 7|, a onda u matrici ¥l posljednjih nekoliko ne-nul elemenata
stavimo na nulu te promotrimo dobivenu sliku Ag|.
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Slika 2: Testna slika A dimenzije 376 x 350 u JPG formatu zauzima 32 KB

Preciznije, neka je A = UXV "], svD matrice Al. Prema $estoj tvrdnji prethodnog teorema, vrijedi d:
eAr=>, aiuivi‘ najbolja aproksimacija matrice Al matricom ranga K, u smislu

|A — A, = ak+14 Da bismo spremili podatke ui, ... ug te o1v1, ..., oxvk iz kojih moZzemo dobiti
matricu Ag| potrebno je pamtiti samo (m + n) - l¢brojeva bududi da su ;| i v;| vektori iz R™|
odnosno iz R"|. S druge strane, za spremanje matrice Al potrebno je pamtiti svih m - nj brojeva.
Stoga, koristimo Ay kao kompresiju slike A

Slika 3: Kompresija Ag|s a) k= 50, b) k = 25, c) kK = 15. Omjer kompresije a) 0.275, b) 0.137, c)
0.082] a zauzimaju respektivno 25| kB, 22/ KB te 20| KB.

Prethodne simulacije su radene u programskom paketu Matlab. S obzirom na jednostavnost
programske izvedbe u nastavku prilazemo i pojednostavljeni kod kojim se citatelj i sam moze

uvjeriti u korisnost i elegantnost ove primjene.
A = imread('testl.png'):;

A= A(:,:,1);

A = double () ;

[U,S,V] = svd(A);

k = 25;

Ak = U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)";

image (Ak) colormap (gray(256));

4.2 Osjetljivost sustava linearnih jednadzbi na pogreske u
podacima

Neka je dan sustav linearnih jednadzbi u matri¢nom zapisu Az = Y, gdje je Al reqularna matrica.
Rjesenje sustava je tada x = A_lb.| Valja se prisjetiti iz linearne algebre da sustavi u kojima je Al
singularna nemaju rjesenje ili ono nije jedinstveno. Prilikom trazenja rjeSenja linearnog sustava
jednadzbi u uvjetima konacne aritmetike mozemo ocekivati potesSkoce ako je matrica "blizu"
singularne. Upravo Teorem 2 nam kaZe da je najbliza singularna matrica od Al udaljena za o | Stoge
je razumno ocekivati da ¢e toCnost s kojim mozemo odrediti rjeSenje sustava imati neke veze sa oy
Iako numeri¢ki nikako ne Zelimo racunati inverz matrice A|, ovakav zapis ima svojih prednosti.
Zamislimo primjerice da radimo simulaciju gdje je matrica Alfiksna, a jedino Sto mijenjamo je
desna strana sustava. Rjesavanje sustava (kad jednom znamo inverz!) se svodi na operaciju
mnozenja matrice vektorom.

Pretpostavimo da smo podatke dobili mjerenjem - Sto sugerira da oni nisu nuzno toc¢ni, ve¢ sadrze
neku gres$ku. Pretpostavimo da smo umjesto egzaktne vrijednosti bl izmjerili vrijednosti b + &bl na
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desnoj strani sustava. Rjesenje sustava se tada promijenilo iz ziu  + dz] Zanima nas koliko je
velika pogreska u rieenju (6z)| u odnosu na pogresku u mjerenju (b)|. Rjesavamo, dakle

z + 6z = A1 (b+ 6b)|

Bududi da je ¢ = A1y slijedi dx = Aley,
Uzimanjem norme slijedi

||| = | A 8b|| < || A7]]||6b]]]

Ako je ||A_1||‘ velika lako uvidamo da male greske u podacima bl mogu dovesti do velikih greSaka u
rjesenju.
1ol

Dijeljenjem prethodne nejednakosti s ||z|| i uvazavanjem Tan < ||zl

na desnoj strani nejednakosti
slijedi ocjena

16z | _1y 190
< [lAlA :
edl 2]

U napomeni 2 ve¢ smo spomenuli uvjetovanost matrice k(A) = O'max/a'min-‘
Time smo pokazali da je relativha pogreska u x manja ili jednaka umnosku uvjetovanosti matrice
sustava i relativne pogreske u podacima b

\newpage

4.3 Problem najmanjih kvadrata za singularnu matricu A

U ovoj sekciji ne samo da ¢emo dokazati tvrdnju 4 iz Teorema 4, ve¢ i njeno poopcenje za matrice
koje nisu punog ranga. Mnogi problemi iz Zivota mogu se formulirati kao problem najmanih kvadrat
Sto ¢emo vidjeti i u sljede¢em poglavlju koje se bavi klasifikacijom rukom pisanih znamenki.

Veé¢ smo vidjeli da je rjeSenje problema min, ||Az — b|\2‘ za matricu Al punog ranga dano sa

T = VE_lUTH. Promotrimo sada slucaj kada matrica Al nije punog ranga, veé¢ ima rang m koji moze
biti i manji od nl. Kako bismo izveli formulu za rjeSenje takvog problema, prvo valja saznati nesto
vise o naravi problema.

Propozicija 5. Neka je Al matrica dimenzije m x ni gdje je (m > n) i rang od Al je 7, gdje je

r < nl. Takoder, neka je bl proizvoljan vektor dimenzije m x 1. Tada postoji skup dimenzije barem
n — 1 vektora @ koji minimiziraju || Az — b||,}

Proof. Neka je 2l vektor iz jezgre od A, tj. neka vrijedi Az = 0. Tada ako @ minimizira || Az — b||,
onda i vektor x 4+ 2 minimizira navedeni izraz jer vrijedi:

1A(z + 2) = bll, = [|Az + Az — bll, = [[Az — b,

’

Time smo, zbog ¢injenice da je dimenzija jezgre matrice Al upravo jednaka n — 7, pokazali da je
dimenzija skupa rjeSenja barem n — n. |

Iz Propozicije 5 vidimo da izbor vektora xl nije jedinstven kada je r < ni.
Slijedi rezultat koji daje ocjenu na normu vektora rjeSenja .

Propozicija 6. Neka je onmin|, najmanja ne-nul singularna vrijednost matrice Al Ako xl minimizira
|| Az — b||, onda je ||z||, > |uhb|/omi gdje je un| zadnji stupac od Ulu rastavu A =UXV|

Proof. Kakojex = A"b= VE_lUTH, slijedi da je

lzlly = 1= U7bll, > |(S'UTD), | = |uhbl /o, I
Nakon Sto smo se uvjerili da norma rjesenja ovisi o0 najmanjoj ne-nul singularnoj vrijednosti matrice
Al u sljedecoj propoziciji éemo dati karakterizaciju vektora i koji minimizira || Az — b||2‘ za matricu
Al koja nije punog ranga.
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Propozicija 7. Neka je A = UXV "I matrica ranga r < ni. Tada je moZemo zapisati kao

1 0

A=1[Uy, U2]l 0 0

][Vh Va] = U121V1"

gdje je X1lr X 1 regularna matrica, a U1|i Vi|imaju m stupaca. Neka je o pn| najmanja singularna
vrijednost od Al razli¢ita od nule. Tada vrijedi:

(1)
Sva rjeSenja xl mogu se zapisati kao x = V1% 1Uf b+ szJ, gdje je z proizvoljan vektor.
(2)
Rjesenje xlima minimalnu normu ||z||,| kada je z = 0, u kojem slucaju x = V1 21_1Ufb{ i
- Lok
e, < L
(3)
|[3b]|

Promjenom vektora b u vektor b + 6b|, rjesenje xi se moZe promijeniti za najvise —=|,

min

Drugim rije¢ima, norma i kondicija rjeSenja x| ovise o najmanjoj ne-nul singularnoj vrijednosti
matrice Al

Proof. Izaberimo U tako da je U, U’]‘ ortogonalna matrica. Tada

T

I — bl = 10,07 (A — o) = 1| 7

](Ulzlvlfx — )3

~T 2
= || [ZlVIT:z: —~UbUJbU b] I,
= |1V — U7b|[2 + [|Ubl[; + ||U b3

(1)

Buduci da zadnja dva pribrojnika u gornjem izrazu ne ovise o z, ||Az — b||2\je minimalna kada je
prvi pribrojnik minimalan. MoZzemo posti¢i da je on jednak nuli ako stavimo ¥, V{"z = Ufb{, odnosn
T = V121_1U17b + Vzﬁjerje Vi'Voz = 0{ za svaki 2.

(2)

Kako su V1|i V3| ortogonalne, Hxﬂg = ||V121_1Ufb||g + ||V2z||E a ta je norma minimalna za z = 0.

_ bl
Ocjena ||z|], < Conin

(3)
|1b1]

Promjenom vektora bl za 6bl mijenja se z za najvide ||[Vi X, U7 6b|, < ||Z17]],]160]], = .

slijedi iz nejednakosti || 4 - B|| < ||A]| - ||B]f definicije matri¢ne 2-norme.

O min/ I

Zaklju¢ujemo da je, u slu¢aju kada je matrica Al punog ranga, riesenje problema najmanjih
kvadrata vektor x = A+b|, a kada matrica Al nije punog ranga, onda medu svim vektorima ! koji
minimiziraju || Az — b||,, vektor z = At ima najmanju normu.

4.4 Klasifikacija rukom pisanih znamenki

MoZda najzanimljivija primjena SvD-a koju ¢éemo razmatrati u ovom ¢lanku je klasifikacija rukom
pisanih znamenki. Potreba za algoritmom koji u kratkom vremenu moze prepoznati rukom pisane
znamenke pojavila se u Americkoj posti. Buduci da posta dnevno prima velike koli¢ine pisama koja
je potrebno razvrstati prema postanskom broju, trebalo je pronaci nacin da se postupak
razvrstavanja automatizira. Razvijeni su brojni algoritmi koji provode klasifikaciju, a u nastavku
ovog cClanka predstavljamo jedan koji se bazira na SVD-u.

4.4.1 Prikaz rukom pisanih znamenki u racunalu

Prvi problem s kojim se susre¢emo u razvoju klasifikacijskog algoritma je nacin prikaza podataka u
racunalu. Logi¢an nacin unoSenja rukom pisanih znamenki u racunalo je skeniranje. Na taj nacin
svaku znamenku mozemo poistovijetiti sa slikom rezolucije n X n| piksela (u daljnjem tekstu koristi

Vol.24.
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¢emo n = 16| jer se pokazalo da je ta rezolucija dovoljna za razlikovanje znamenki). Kako nam boja
olovke kojom je znamenka napisana nije bitna, sliku mozemo pretvoriti u grayscale format. Na taj
nacin smo postigli da je svaki piksel na slici predstavljen nekom numerickom vrijednos¢u koja
odreduje kojom ¢e nijansom sive boje piksel biti iscrtan na zaslonu racunala. Prema tome, svaku
znamenku smo poistovjetili s matricom realnih brojeva iz segmenta [0, 1] dimenzije 16 x 16.

Slika 4: Primjer skenirane rukom pisane znamenke 9 u rezoluciji 16 x 16 piksela

4.4.2 Opis algoritma

Algoritam bismo mogli ugrubo podijeliti u dvije faze.

o

Prva faza se sastoji od ru¢nog klasificiranja dovoljno velikog skupa znamenki, tj. stvaranja tzv.
"skupa za vjezbu". Skup za vjezbu se moze nadalje podijeliti na deset podskupova, gdje svaki
podskup sadrzi slike koje predstavljaju jednu od znamenaka 0,1,2,3,---,9.

o

Druga faza se sastoji od odabira neke neklasificirane rukom pisane znamenke (znamenke iz tzv.
"skupa za testiranje") i odredivanja podskupa skupa za vjezbu kojem je ta nepoznata
znamenka "najbliza".

Prva faza algoritma nam nije interesantna jer se provodi ru¢no, odnosno bez upotrebe racunala, a
drugu fazu ¢emo detaljnije prouciti.

Kao $to smo ve¢ rekli, svaku znamenku u racunalu zapisujemo kao matricu dimenzije 16 x 16.
Svaki podskup T;,4 =0, - - -, 9 skupa za vjezbu sastoji se od k;| matrica koje predstavljaju istu
znamenku. Kako bismo jedan cijeli podskup 73| prikazali kao jednu matricu, a ne njih k:z| nacinit
¢emo sljedece:

(1)
Svaku 16 x 16 matricu iz podskupa T;| pretvorimo u vektor dimenzije 256| tako da prvih 16|

elemenata vektora budu elementi prvog stupca matrice, sljedeéih 16| elemenata vektora elementi
drugog stupca matrice itd. Postupak je lakSe prikazati graficki:

a1
a1
a1 a2 ot Q4116
a1 a2 - 0216
’ aie6,1
— 6
ai,2
a
a1 a2 - 416,16 2,2
| 16,16

(2)
Dobivenih k;| vektora preslozimo tako da tvore stupce matrice A dimenzije 256 x k;|

Ovim postupkom generirali smo deset matrica A(i)| ¢iji stupci razapinju potprostor od R koji
sadrzi podskup Tj;| skupa za vjezbu. Jednostavnije re¢eno, svaka rukom pisana znamenka

7 of 11
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i,1=0,---,9iz skupa T;| odgovara nekom stupcu matrice A(i)‘. Razumno je ocekivati da se svaka
znamenka iz skupa za testiranje moze prikazati kao linearna kombinacija stupaca matrice A(l)‘,

odnosno da leZi u slici te matrice. Valja napomenuti da potprostor razapet stupcima matrice A(i), z
fiksan |, ne bi smio biti velike dimenzije, jer bi inate potprostori koji pripadaju razli¢itim
znamenkama 1| imali presjek velike dimenije, $to znadi da bi se neka nepoznata znamenka mogla

prikazati pomocu stupaca dviju razli¢itih matrica A(il)‘ i AU2)| &to bi otezalo klasifikaciju.

C

Sada koristeéi SVD dekompoziciju iz:

256
AW — gOn@y @ Zo. u (1)

;| matrice A(i)‘ moze zapisati kao

slijedi da se svaki stupac al(i),l =1,--

256

o) = A0 = 3 (o107 ul? (2)

J=1

Iz (2) mozemo zakljuditi da lijevi singularni vektori uy)‘ tvore ortogonalnu bazu za potprostor koji

odgovara nekoj znamenci i, a da su koeficijenti u zapisu I-te znamenke iz skupa Tj| u toj bazi

upravo a]( )v( )
Buduci da prvi singularni vektor (onaj koji pripada najvecoj singularnoj vrijednosti) odreduje

(i)‘

prikazan kao slika izgledati kao

(4) (l)

znamenka 1, a vektori Uy 'y Usg”y ‘ ¢e predstavljati "dominantne varijacije" u podskupu skupa za
viezbu Tj|.

Neformalno, kazemo da su singularni vektori uﬁ’),- ,u%

vrijednosti o1, - - -, o) velike u odnosu na oy41, - - -, o), 0dnosno, ako je omje za neku

unaprijed odabranu malenu toleranciju €. Prema Teoremu 4, to znacdi da je matrica A( )‘

(Z)

aproksimacija matrice A(’)‘ s pogreskom manjom od €, te da vektori u; ,um‘ priblizno razapinjt

isti potprostor kao svi stupci matrice A(Z)‘. Stoga ocekujemo da ¢emo znamenke iz testne skupine
mocdi priblizno prikazati kao linearnu kombinaciju dominantnih singularnih vektora.

Slika 5: (a) Vektor u”)|. (b) Vektor u} )\ (c) Vektor ul”)|

Bitno je naglasiti da se ostatak algoritma zasniva na sljede¢im prirodnim pretpostavkama:

(1)

Svaka znamenka (u skupu za vjezbu i skupu za testiranje) je dobro karakterizirana s nekoliko
dominantnih singularnih vektora u&’),- -,u£,2 za odgovaraju¢u znamenku il. Drugim rije¢ima,
o¢ekujemo da singularne vrijednosti matrice A brzo opadaiju, te da je norma ||A(i) — Affl)||2‘
malena ve¢ za malene vrijednosti mi.

(2)
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Zapis neklasificirane znamenke kao linearne kombinacije nekoliko dominantnih vektora ug.i)

razlikuje znadajno za razli¢ite vrijednosti 4|, npr. zapis u bazi trojki se znatno razlikuje od zapisa u
bazi petica.

(3)

Ako je nepoznata znamenka bolje aproksimirana u jednoj bazi singularnih vektora (npr. u§5)

se

), nego
u ostalim bazama, tada je nepoznata znamenka vjerojatno znamenka 5|,

Jedino Sto joS treba napraviti je na neki nacin odrediti koliko je dobro nepoznata znamenka opisana

u deset razlic¢itih baza, odnosno odrediti koeficijente zapisa u bazi u(i)| za koje je greska najmanja.
To ¢emo uciniti tako da izraCunamo vektor reziduala kao problem najmanjih kvadrata tipa:

ming, ||z — Z ozju;i) (3)
j=1

gdje je 2zl nepoznata znamenka, ugz)‘ lijevi singularni vektori koji odgovaraju znamenci 4, a mi broj
koji odreduje koliko dominantnih singularnih vektora Zelimo koristiti za aproksimaciju.

Izraz (3) mozemo zapisati i kao minaHz — U,gf)a , gdje je Uﬁi) = [ugi), ugi), e ,uﬁf?] matrica Ciji su
stupci mi dominantnih singularnih vektora koji pripadaju znamenci i, a a” = [al, o, e ,am].

Bududi da su stupci matrice U,gf)‘ ortonormirani, rjeSenje problema najmanjih kvadrata je dano s
o= U},?TJ, pa je norma reziduala je dana s:

|- Uéf)U,Ei)T)zuz.\ (@)

Konacno, mozemo zapisati pseudokod algoritma:
o

Izracunaj SVD dekompozicije matrica A(i)‘ Ciji stupci reprezentiraju znamenke iste vrste iz skupa
za vjezbu.
o

Za danu znamenku iz skupa za testiranje izracunaj po formuli (4) norme reziduala u svih deset

baza. Ako je rezidual u bazi U(i)‘ bitno manji od ostalih, klasificiraj nepoznatu znamenku kao
znamenku 4.

4.4.3 Rezultati testiranja

Algoritam je implementiran u MATLAB-u i testiran na zamenkama iz baze U.S. Postal Service. Baza s
sastoji od 9298 klasificiranih rukom pisanih znamenki podijeljenih u dva skupa od 4649 znamenki.
Jedan skup je koriSten za vjezbu, a drugi za testiranje. Za primjer mozemo reci da je skup za vjezb

sadrzavao 786l slika koje odgovaraju znamenci 0, tj. matrica A(O)‘je imala 786| stupaca. Znamenke
koristene prilikom izrade ovog ¢lanka mogu se pronaci u formatu pogodnom za MATLAB na adresi:
http://rrr.soundsoftware.ac.uk/rrr/usps-handwritten-digits-dataset .

Algoritam je na ovim podacima pokazao zavidne rezultate. Klasifikacija jedne znamenke traje u
prosjeku 0.02 sekunde, a uspjednost klasifikacije (broj to¢no klasificiranih znamenki) ovisi o broju n
singularnih vektora koristenih pri raCunanju reziduala.
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postotak tocne klasifikacije
—
-
"
T

braj vektora o

Slika 6: Uspjesnost klasifikacije u ovisnosti o broju vektora wu;|.

Slika 6 prikazuje uspjesnost klasifikacije u ovisnosti o broju vektora koristenih pri racunanju
reziduala. MoZzemo vidjeti da je za dva koriétena singularna vektora uspjesnost 88%] dok je za veéi
broj vektora uspjes$nost veca te za 10 koriétenih vektora iznosi ¢ak 96.5%.

Za kraj, iz rezultata testiranja mozemo izvudéi dva bitna zakljucka koja nam ilustriraju zasto je
dekompozicija matrice na singularne vrijednosti iznimno korisna prilikom rjeSavanja
prakti¢nih problema:

(1)
Algoritam prepoznavanja testne znamenke 2zl kao one koja daje najmanji rezidual kod rjeSavanja
problema najmanjih kvadrata min, ||z — A(’):rH ima to&nost veéu od 95%l.

(2)
Potprostori razapeti stupcima matrice A(i)‘jako su dobro aproksimirani sa svega nekoliko

dominantnih singularnih vektora. Stoga nije potrebno rjesavati problem najmanjih kvadrata s

potencijalno velikom matricom A(i)‘, nego s puno manjom matricom ¢iji su stupci dominantni
singularni vektori. Tako proces rjeSavanja postaje puno efikasniji i brzi uz minimalne posljedice na
toCnost prepoznavanja.
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