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Presentacion

Los puntos bien distribuidos en un espacio aparecen de forma natural en problemas de
muy diversa indole. Necesitamos puntos bien distribuidos para la integracién numérica, la
aproximacion e interpolacion, el estudio de las funciones radiales, los métodos cuasi Mon-
tecarlo o los métodos de elementos finitos para ecuaciones diferenciales. Ademéds de estar
relacionados con problemas clasicos en matematicas, presentan muchas aplicaciones en la vi-
da real, como la modelizacién del fondo césmico de microondas, la cristalografia y el estudio
de las estructuras viricas. Cada una de estas aplicaciones requiere una definicién diferente y
precisa del concepto “bien distribuidos”. A lo largo de las paginas de esta tesis estudiamos
distintas definiciones que responden a este concepto, asi como distintos conjuntos de puntos
que verifican esas definiciones. En particular, los resultados de esta tesis han dado origen a

cuatro articulos: | I, [ I ]

y ].

El Capitulo 1 es una extensa introduccién en la cual presentamos varios problemas abier-
tos y, en el caso de que las haya, las soluciones parciales que existen hasta la fecha. En el
Capitulo 2 damos solucion a varios de los problemas planteados en la introduccion demostran-
do la existencia de t-designs en variedades algebraicas con un nimero de puntos comparable
a la dimensién del espacio de polinomios de grado menor o igual que ¢ en la variedad. Este
resultado generaliza el obtenido por Bondarenko, Radchenko y Viazovska para la esfera S¢,
véase | ]. El Capitulo 3 estd dedicado al estudio de diferentes procesos
determinantales derivados de un proceso determinantal en S? invariante por rotaciones lla-
mado el spherical ensemble. Nuestras generalizaciones a S y P (Cd+1) producen puntos muy
bien distribuidos en los sentidos de minimizar las energias de Riesz y Green, respectivamente.
En el Capitulo 4 definimos una estructura en la esfera S? a la que denominamos estructura
de diamante y que depende de varios parametros. Para cualquier eleccién de parametros,
obtenemos familias de puntos aleatorios en la esfera. La propiedad principal de esas familias
es que podemos calcular la asintética de la esperanza de su energia logaritmica y ademads,
esta toma valores muy pequenos, lo méas cercanos que se conoce hasta la fecha del valor

conjeturado para ser minimo.

En la primera pagina de cada capitulo el lector encontrard un dibujo de un matematico
junto con uno de sus resultados. Los resultados no estan necesariamente relacionados con el
contenido del capitulo, sino que son una seleccién personal y responden principalmente a un
criterio estético: son resultados que me parecen muy bonitos. Los fantasticos dibujos han sido

elaborados por Mercedes Collantes, a la que agradezco de nuevo su colaboracién en esta tesis.






CAPITULO 1

Preliminares
T
o
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Posteriori modo praeterquam quod quilibet globus a quatuor circumstantibus in eodem plano
tangitur, etiam a quatuor infra se et a quatuor supra se, et sic in universum a duodecim
tangetur, fientque compressione ex globosis rhombica. Ordo hic magis assimilabitur octaedro

et pyramidi.
Conjetura de Kepler, demostrada por T. Hales en 2014.

J. Kepler (1611).

Strena seu de nive sexangula.
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1.1. Introduccion

Es comin que los preliminares de una tesis sean el capitulo mas costoso de escribir. Mi
caso no resulta excepcional en este sentido y esto se debe, esencialmente, a dos problemas.
El primero consiste en que los problemas aqui tratados pertenecen a distintas ramas de las
matematicas. Asi, el lector encontrard en estas paginas resultados de distribucién de puntos
en esferas y en variedades algebraicas compactas y lisas; problemas propios de la teoria del

potencial y problemas relacionados con la integracién numérica.

Por supuesto, siempre podemos encontrar un ambiente que incluya como propios todos
los resultados, pero el ambiente serd, entonces, muy general. Es por esto que hemos optado
por no presentar todos los problemas en su definicion més general, sino que hemos variado
nuestro grado de concreccién dependiendo de la seccién. Asi, por ejemplo, cuando hablamos

de puntos éptimos para la integraccién numérica, presentamos el problema en su contexto
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mas general: espacios topolégicos conexos por caminos; y sin embargo cuando hablamos de

la energia logaritmica restringimos nuestra definicién al caso de la esfera S2.

El segundo problema tiene que ver con la autocontencién. Es una virtud de cualquier
documento que se pueda comenzar y terminar de leer sin haber tenido que consultar ninguna
otra fuente externa. Pero a lo largo de las pdginas de esta tesis utilizamos técnicas de analisis
funcional, geometria diferencial e incluso pruebas asistidas por ordenador. La gran cantidad
(que no implica refinamiento) de técnicas provoca la disyuntiva entre un texto no autoconte-
nido o un texto sumamente extenso. Hemos intentado dar solucién al problema a través de
una introduccién densa en definiciones y unos apéndices que cubran la parte mas técnica de

las pruebas.

Varios de los resultados de esta tesis conciernen al tema “distribuir puntos en esferas”. El
articulo Distributing points on spheres, | | supone un punto de partida
para el estudio de esta disciplina. Parafraseando el titulo, el articulo Distributing points on
spheres: minimal energy and designs, | | enfoca esa busqueda de
puntos bien distribuidos en esferas en dos direcciones muy concretas: puntos que minimizan
ciertos potenciales llamados a veces energias y puntos éptimos para la integracién numérica

o designs.

Tras el estudio de las esferas, las generalizaciones a otro tipo de espacios no tardaron en
llegar: los espacios proyectivos tan parecidos a las esferas en cierto sentido; los elipsoides,
tan parecidos en otro sentido, etc. Ademads del mero gusto por la generalizacién, las multi-
ples aplicaciones han forzado la aparicién de una gran cantidad de resultados nuevos cada
ano: puntos bien distribuidos en superficies para hacer posible la integracién por métodos
tipo Montecarlo, el estudio de potenciales para modelizar nuevas estructuras moleculares de
tipo cuasi-cristalinas,... Las referencias en este sentido son muchas e intentaremos cubrir un

numero significativo de ellas a través de los distintos apartados de estos preliminares.

Terminamos estas lineas con unas breves palabras sobre la notacién. Denotamos por
wy = {z1,...,2n} al conjunto de puntos con el que estemos trabajando independientemente
del espacio al que pertenezcan. Llamamos familia a una sucesiéon de conjuntos de puntos
(wn), con N — oo. Para ser completamente rigurosos, deberfamos denotar xj,,...,zn, a los
elementos de wy para un N fijo, incluyendo asi en la notacién de los puntos la dependencia
del conjunto al que pertenecen. Sin embargo, en un abuso de notacién, les llamaremos simple-
mente x1,...,zy asumiendo, claro estd, que ;1 € w; no tiene porqué ser el mismo punto que
x1 € wjsit # j. A continuacién explicaremos brevemente en qué espacios estamos interesados

en distribuir puntos y qué significa que su distribucién sea asintéticamente uniforme.

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria
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1.1.1. Nuestros espacios ambiente

A lo largo de esta tesis, trabajamos con diferentes variedades algebraicas lisas y compactas.
De forma especial, en el Capitulo 3 trabajamos con la esfera de dimensién real d, S? y el espacio
proyectivo complejo de dimensiéon compleja d, P (Cd+1) y en el Capitulo 4 trabajamos con
la esfera usual S?. Asi que vamos a estudiar estas tltimas variedades con un poco mas de

profundidad.

Esferas

Definimos la esfera unidad de dimension d como
gd — {(ml, dgn) ERIFL g2 a2, = 1} )

Dotamos a S de la medida de Lebesgue, que denotamos por p(x) cuando no estd normalizada
y pga cuando la normalizamos para que piga (Sd) = 1. Cuando trabajamos con la medida de
Lebesgue sin normalizar no escribiremos su dependencia en la dimensién, aunque siempre
quedard claro por el contexto.

La siguiente propiedad establece una relacién entre la esfera de dimension d y la esfera

de dimensién d — 1.

Lema 1.1.1. Sea f : S* = R una funcién integrable o una funcion medible y no negativa. Si
f(q) = g({p,q)), para algin p € ST y alguna funcién g : [—1,1] — R, entonces

1

f(p)dp = Vol(Sd—l)/ g(t)(1 — )51,

peSd -1

Demostracion. Fijamos el ecuador z4,1 = 0 y consideramos la aplicacién ¢ : % — ST x
1

T1,..,xq)]]? """

de variables (Teorema B.0.3 en nuestra notacién) tenemos:

_ _feTw)
sd fa)de = /yESd—lx(l,l) Jac @(wfl(y))dy

Asi que calculamos el jacobiano de ¢(x), esto es el volumen de la imagen de una base or-

(—1,1) que lleva (z1,...,x411) — (Il( T 1,?é,xd)||’xd+1)' Por el Teorema de cambio

tonormal de T, S% a través de Dip(z), en la Seccién B encontramos un algoritmo para el

célculo del jacobiano. Tomamos el punto z = (1, ..., 24, Tq11) = (&, T4+1) y consideramos

1 id_l

los vectores &, ... que son ortonormales dos a dos entre si y ortonormales a (z,0) y

cuya tltima coordenada es 0. Completamos la base con el vector ¢ = (a,b) = (&, %) tal
a2

que {(&,%),(Z,7441)) = 0. Este ltimo vector entonces estd dado por #¢ = (g, %ﬂ) Si

normalizamos este tltimo vector para que ||2%|| = 1, concluimos que el conjunto

a1 (Nl
A T ER e
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8 1.1. INTRODUCCION

es una base de T,S?. Como ¢(&, 2441) = (H%H’ xd+1), tenemos que

. 5 d R ;o
D@, var) (@ tar) = 3| @ ((@@ann) + & dar))
t=0
d &+ ta e
= — —_—, x
dt —o ||i—|—t5AUH, d+1 d+1
Bl + ]| — (& + t3)~22)
_ [EERE T
- ‘|£’+ti’||2 s Ld+1 d+1
t=0
31121 - o4
_ I
B

Calculamos ahora el valor de la aplicacién diferencial de ¢ en nuestra base.

.f’L

para todo 1 <i < d —1.Y para el iltimo vector tenemos

. L [l2]1” (., —ll2]? —l2ll
Dgo(xaderl) ( Hi’|’2 €T, = 07 m 1—- HxH2 :

Td+1

Asi que concluimos

d—1
[Jacp ()| = (

i=1

‘/i.l

121 : 1 1
T RIE = g =
Tan Bl

Bl a2, )8

y tenemos

1

d d
/ g(wdﬂ)dfc:/ g(yd+1)(1—y3+1)21dy=V01(Sd1)/ g(t)(1—12)31dt,
Sd y€eSI—1x(—1,1) 1

O]

Gracias al Lema 1.1.1 podemos calcular, por ejemplo, el volumen de la esfera de dimension
d.

Vol(S%) = / 1dp = Vol(S471) / 1
Sda

(1—2)2-Ldt = Vol(s?1)2¢-1B (d d> ,
-1

22

con lo que

d d d—1 d-1
dy _ od—1 @ a d—2 1
Vol(S%) = 2 B<2,2>2 B<2 5 )...Vol(S)

y podemos concluir que

Vol(S%) = . (1.1)
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Otro objeto recurrente en esta tesis seran los casquetes esféricos, que definimos de la siguiente

forma. Dado un punto x € S? y un ntmero t € [—1, 1],
Clx,t) = {y € S : (x,y) > t}. (1.2)
Podemos acotar el volumen de un casquete esférico gracias a la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.2. Sea r > 0 y sea ¥ (g + r) el volumen de cualquier casquete esférico de

radio 5 + 1 en S?, entonces

—r2(d—1) 1
0 d e 2
- > - - -
ﬁ<2+r>_Vol(S) 1 1+
Demostracion. Seguimos el esquema de la prueba de | , Coro-

llary 2.2],
v m ffﬂ cos? 1 6do
9 (5+7) _ '3 '
Vol(S87) [ 2, cos?=16do
=

El mismo resultado prueba que

—r2(d—1)
OGN e R
Vol(S%) — 2y/d—11,,’

™ (4
donde Iy = [ cos?10do = 2\1((1;%%. Aplicamos la desigualdad de Gautschi (Proposicién
2

d
A.0.3 en este texto) y obtenemos que Flggig)
2

> %, asi que concluimos

—r2(d—1)

P (3+r) 8 I

1-— .
Vol(S?) — 2 d—1

O

Recordamos ahora una ultima propiedad para las esferas que nos sera ttil mas adelante.

Lema 1.1.3. Sean z,y € C", entonces
1= (2,9 |* =1+ [{z,y) | = 2Re((z,9)).
Lema 1.1.4. Para todo v,u € C% de norma 1 se verifica:
[ (v, u) [2 21— [Jo —ulf”.
Demostracion. Sea € = v — u, entonces, utilizando el Lema 1.1.3 tenemos que

| (v, u) ]2:]<U,U—e> ]2: 11— (v,€) ]2:1—1—](?},6) \2—2Re<v,e).

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



10 1.1. INTRODUCCION

Por otro lado tenemos:
H6H2 =|lv— uH2 =141-2Re(v,u) =2(1 —Re(v,v —¢€)) = 2Re (v,€) .
Si unimos las dos desigualdades obtenemos:

| (v,u) P =1+ | (v, ) [P — [Jo —ul|%.

2

Como | (v, €) |* siempre es no negativo, tenemos

[ (v, u) [P > 1~ ||v —ul.

Espacio proyectivo complejo

El espacio proyectivo complejo de dimensién d, al que denotamos por P (Cd+1), es una
variedad riemanniana compleja compacta y conexa. Se puede construir a partir de C*! por
la aplicacién cociente

[x]:{yECdH:)\y:x, V)\G(C}.

Una de sus interpretaciones geométricas consiste en verlo como el espacio de las lineas com-
plejas de C4t1 que pasan por el origen. Estd dotado de la métrica de Fubini-Study, cuya

distancia viene dada por
2
drs(p,q) = arcsin 1— | <p<Cd+1;q(cd+1> | !
lacor Pllpgas]

2
= arcsin \/1 - ’< Pt ) et >’ )
Ipca+1 | llgga+ |l

donde pga+1 ¥ gea+1 son dos representantes cualesquiera en C9*1 de los puntos p y ¢. Asi mis-

mo, definimos la norma de Fubini-Study de un vector p tangente a P (Cd+1) en el punto
p € P(C1) por

[T,
1Byl s = —
3 Il

Dependiendo del problema en el que trabajemos, utilizaremos la distancia de Fubini-Study o

la distancia proyectiva, definida por

2
Prd+1 dcd+1
p(cu1) (P-9) \/ ‘<||pcd+1||’\|ch+l||>‘

Muchas veces nos resultara ultil considerar la siguiente inyeccion.
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Definicion 1.1.5. Denotamos por ¥4 la aplicacién:

hg: C? = P(CID.
z = (21

Lema 1.1.6. La aplicacion diferencial de g en z es
Dwd(z)z = (2':,0)(271).
Demostracion.

d d
D¢d(z)2 = = Dwd(z + tZ) = 7 (Z + tZ.'a 1) = (270)(2 1)-
dt |, dt{,— ’

O
El jacobiano normal generaliza la nocién de jacobiano, estd definido en el Apéndice B.

Lema 1.1.7. El jacobiano normal de ¢4 es:

d+1
NJac(th)(z) = <1+|1le2> . (1.3)

Demostracion. Escogemos una base ortonormal de T,P(C%*!) ~ C?, concretamente

z
Wawla-"ywdfl )

donde los wy, ..., wy_1 no estan definidos explicitamente pero son un complemento ortonormal
a H7ZH Por la férmula (B.2) y usando que D1)4(z) preserva la ortogonalidad de esa base, basta

con calcular:

det <<D¢d(z)wi, Dwd(z)wJ')i,j)
det (<wi>wj>i7j>

NJacyq(z) =

d—1

_ <Dwd<z>HjH, Dwd<z>HjH> TT (Da(z)us, D))
=1

2 d—

_ ’ ' Difu(2)

1
2
|| Dpa(2)will7g -
||Z|| FS i=1

Por el Lema 1.1.6 conocemos el valor de Dig(z)z:

[0 o) 1

|[(w3,0)(z 1)l Fs = = = .
V1t VIH2 I+ 22
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12 1.1. INTRODUCCION

2

¢ P (ol

1+ [[2[]? N 1+ [2[]?

FS

z

z 2 9): (=0 ’ > 20 ), (2,1)
(o[ + KR L e e - ame  r0). L)

Por lo tanto,

Podemos concluir que
1 2 1 d—1 1 d+1
NJ = S )
)= (57) () = ()

Los espacios proyectivos complejos y las esferas de dimensién impar estan relacionados

O

de la siguiente forma. Consideramos la composicién de funciones
SPHL - R2H2\ [0} & CHL L P (CdJrl)

donde primero tenemos la identidad que lleva a cada punto de la esfera S?¢+1 a R24+2 y
luego el isomorfismo (x,y) + z = x + iy nos permite pasar de R?¢+2 a C4*+!. Finalmente,
la aplicacién cociente [z] = {Az : A € C} lleva puntos de C4™' a P (C?*!). Para el caso
d = 1, la aplicacién S — IP)((CQ) ~ S?, se conoce como Fibracién de Hofp y describe
S3 con circunferencias como fibras y una esfera ordinaria como espacio base. Este fibrado
se puede generalizar a S?*t1 — P ((CdH) manteniendo las circunferencias como fibras. A
través del fibrado y el Teorema de Fubini podemos calcular el volumen de P (Cd+1) ya que
Vol (S2¢+1) = Vol(S') Vol (P (C?*1)) y por lo tanto,

v e ) = VD

para todo d € N.

1.1.2. Puntos asintéticamente uniformemente distribuidos

Vamos a presentar la definicién de puntos asintdticamente uniformemente distribuidos
en un contexto muy general, como aparece en | , Capitulo 3].

Consideramos un espacio Hausdorff compacto X, u una medida no negativa regular de Borel
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1.2. CARACTERIZACIONES DE UNA BUENA DISTRIBUCION 13

en X renormalizada tal que pu(X) = 1. En los espacios en los que vamos a trabajar basta
con que tomemos i la medida de Lebesgue del espacio. Consideramos también el subalgebra
de Banach formado por todas las funciones continuas en X. Recordamos que un conjunto de
Borel C C X es p-continuo si u(6C) = 0, donde 6C es la frontera de C. Entonces decimos
que una familia de puntos (wy), con wy C X VN € N estd asintéticamente uniformemente

distribuida si

N
#&;Fﬁwﬁzéﬂ@w- (1.4)

para toda funcién f : X — R continua. Esta definicién es equivalente a decir que
1
lim =% x(z;) = p(C) (1.5)

donde x es la funcién indicatriz del conjunto C, para todo conjunto p-continuo C. Que una
familia de puntos sea asintéticamente uniformemente distribuida estd considerada una de la

condiciones fundamentales para tener una buena distribucién.

1.2. Caracterizaciones de una buena distribucion

Hay muchas maneras de definir un conjunto de puntos bien distribuido. Como menciona-
mos en la introduccién, podemos encontrar una buena presentacion de las principales en el

estudio | -

1.2.1. Energias de Riesz en S¢

La energfa de Riesz continua o s—energfa continua de S? es

1 1
VSSd = —dpdg. 1.6
(s7) VMSQQéwwup—mqu (1.6)

Vamos a calcular el valor de esa energia.

Proposicion 1.2.1. Para todo s < d se verifica:

1 1 24—/l (H4) T (%52)
vV, (s¢ :/ ————dpdq = : 22,
- (8) Vol(S%)? Jgassa lp — ql|* T T(d—3)

Demostracion. Por el Teorema de Fubini tenemos que:

1 1
Ry —
sixsd ||[p — 4l st \Jsa [|p — dl|

Consideremos ahora la isometria
0, :S* — s7.

p (1,0,...,0)
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14 1.2. CARACTERIZACIONES DE UNA BUENA DISTRIBUCION

que no es mas que la isometria considerada en la Proposicién B.0.7, restringida a la esfera.

La inversa de esa isometria serd de la forma:
0l ST — 7
(1,0,...,0) = p
Por el Lema B.0.4 sabemos ademas que su jacobiano normal vale 1, asi que podemos aplicar

el Teorema de cambio de variable (Teorema B.0.3 en nuestra notacién) a la integral interior

1 1
L (L) L (L sare)
s \Jsa |[p — ql[* s¢ \Jsa ||p — OLqll®

Como las isometrias no varian la norma de los vectores, podemos aplicarla dentro de la norma

1 1
a)ir=[ ([ ) d
/Sd </Sd llp — OLql|® s \Jsa [|0pp — Op054([*
1
= dq) dp
/Sd </Sd ||0pp — ql|*
1
= dq) dp
/Sd </Sd H(l,O, 70) - QHS
= / </ (2 - 2q1)2sdq> dp.
Sd Sd

Gracias a la Proposicién 1.1.1 y al Teorema de Fubini podemos hacer el siguiente cambio de

obteniendo:

y tenemos:

variables:

/Sd (/Sd@ - 2q1)z“’dq> dp = /Sd Vol(S%71) (/_11(2 —2)7 (1— t2)§—1dt> dp

= Vol(S%) Vol (S* 1) ( / 1 (2-2t)7 (1— t2)31dt>

-1
= Vol (S Vol(s? 127 </1 (1+8) 1 —t)2™ —Sdt> :
-1

De nuevo hacemos un cambio de variables u = %:

1

Vol(S?)Vol(s?1)2F ( /

(1+1)271(1 - t)dlidt>
-1

g 1 s
— Vol(S%)Vol(S* )27 2415 (/ ur (1 - u)g_l_zdu>
0
2" 2

2d—s+1ﬂ_2d+% <d ds>
S D) A2 2

= Vol(S%)Vol(S?1)29-1B <d H)
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Basta ahora con multiplicar por > vy concluimos la demostracion.

1
Vol (S¢)

O

Si d es la dimensién de la esfera en la que estamos trabajando y s es el pardametro de la

energia de Riesz, vemos que solo tiene sentido preguntarnos por la energia de Riesz continua

en el caso s < d, ya que si no, la integral (1.6) vale co.

De igual manera a como hemos definido la energia de Riesz continua podemos definir la
energia de Riesz de un conjunto de puntos wy = {z1,...,2x} en la esfera S (o cualquier

conjunto compacto) por

Es(wn) = Z% (1.7)

Podemos observar que la familia de energias de Riesz discretas engloba muchos potenciales
conocidos, algunos de ellos con claras interpretaciones fisicas, como el potencial de Coulomb
para s = 1 o el potencial de Newton para s = d—2 (d > 3). Adem4s, resulta muy interesante el
comportamiento de la energia de Riesz para los valores limites de s. Asi, veremos que cuando
s — 0 obtenemos la energia logaritmica (Seccién 1.2.2) y cuando s — oo nos encontramos

con el problema del empaquetamiento éptimo en la esfera (Seccién 1.2.6).

Energia de Riesz minima

El valor minimo de la energia de Riesz cuando s > 0 y su comportamiento asintético han
sido estudiados en profundidad, especialmente en el caso en que X = S C R es la esfera
d—dimensional. En | ; | se demuestra que las familias de puntos que
minimizan la energfa de Riesz en S? para 0 < s < d estan asintéticamente uniformemente
distribuidas. En cuanto a la expansién asintética de la energia de Riesz minima, en |

; | los autores prueban que para d > 2y 0 < s < d existen

constantes ¢ > C' > 0 (dependiendo tinicamente de d y s) tales que

eN'Ti < V(SN2 — IleIIVIl (Es(wn)) < CN'Fa, (1.8)

donde V;(S?) es la s-energfa continua para la medida normalizada de Lebesgue (definida en la

ecuacion (1.6)). Dar cotas finas para las constantes en (1.8) es un problema abierto importante
en el drea. Podemos consultar | ; ;
: | para algunas conjeturas precisas y [

]o] | para conocer el estado actual del problema, que

se puede enunciar de la siguiente forma

Problema 1.2.2. Para s € (0,d), sea Cs g N la constante:

V(SN2 — ming, (Es(wn))
N+ '

0< Cs,d,N =
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16 1.2. CARACTERIZACIONES DE UNA BUENA DISTRIBUCION

Encontrar valores asintéticos para Cs g N cuando N — oo. En particular, probar que el limite

existe.

Anilogamente a la energia de Riesz minima para s > 0 se plantea el problema de la
energia de Riesz maxima para s < 0. Tal vez el problema més conocido de esta familia es

el de maximizar la suma de las distancias, el lector puede consultar | ;

].
El caso hipersingular

Llamamos energia hipersingular de Riesz a la energia de Riesz cuando el pardmetro s es
mayor o igual que la dimensién del espacio en el que estemos distribuyendo puntos. En |
] los autores demuestran que los conjuntos de puntos que minimizan la energia
hipersingular de Riesz estdn asintéticamente uniformemente distribuidos. Este resultado se
conoce popularmente como el Poppy seed bagel theorem. Se puede consultar |
, Theorem 2.1] para el caso s > d y | , Main Theorem]| para el caso
s =d.

1.2.2. Energia logaritmica en S?

Como adelantamos en la seccién anterior, la energia de Riesz para el pardmetro s = 0 se

define por

d

Elog(wn) = s

Es(wn) = Y log [l — ajl| 7",
s=0 i
recibe el nombre de energia logaritmica y estd relacionada con el didmetro transfinito de un
conjunto, véase por ejemplo [ ].

Aunque esta energia se ha estudiado en esferas de cualquier dimensién, el caso d = 2
ha recibido especial atencién por el siguiente hecho. En el articulo | ]
los autores describen una relacién entre el nimero de condicién de un polinomio complejo
en una variable (una cantidad que mide la sensibilidad a la hora de encontrar raices de
polinomios) y la energia logaritmica de sus puntos esféricos asociados. Dichos puntos se
obtienen proyectando en la esfera unidad a través de la proyeccion estereografica las raices
del polinomio. Inspirados por esta relacion, Shub y Smale propusieron el siguiente problema,

hoy conocido como Problema 7 de la lista de Smale.

Problema 1.2.3 ( | ). Para cada N € N encontrar una manera constructiva (un
algoritmo de nimeros reales en el sentido Blum-Cucker-Smale, | 1) y rapida
(polinomial en N ) de producir N puntos en la esfera unidad que verifiquen

Elog(wn) —my < clog N,

donde c es una constante universal y my es el valor minimo de E\og entre todas las colecciones

de N puntos en S>.
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Tal vez una de las mayores dificultades para dar solucién al Problema 1.2.3 consiste en
que no conocemos el valor de my con precisién log N. Una serie de articulos: | ;
; ; | prueban cotas, tanto superiores

como inferiores para my. El mejor resultado hasta la fecha esta propuesto en |
]. En este articulo los autores relacionan la energfa logaritmica en S? con una
energia renormalizada definida en el plano en | |, a partir de lo cual
prueban la existencia de un término O(N) en la expansion asintética de la energia logaritmica

minima. Dicha expresién resulta entonces:

1
mN:Wlog(SQ)N?—§N10gN+ClogN+o(N), (1.9)
donde
Wie(8) = iy [ logllo — ™ d(w,p) = 3 ~ log?
(471-) x,y€eS? 2

es la energfa continua y Ciog es una constante. Combinando los resultados de | ]

v [ | podemos acotar esa constante de la siguiente forma

12 NG
Zlog 2 4 31
2 83 TR T3

Conjetura 1. [ ; | El valor de la constante

—0.2232823526 ... < Clog < 2log2 + = —0.0556053 .. ..

Clog para la energia logaritmica minima en la esfera S? es:

Jr
T(1/3)

En la literatura se denota normalmente por puntos elipticos de Fekete a los conjuntos de

Clog = 2log2 + = log +3log o 7ar = —0.0556053.

puntos wy tales que

Elog(wn) = my.

1.2.3. Energia de Green

Ya sea por sus aplicaciones fisicas o por la sencillez de su definicién, las energias de Riesz
parecen potenciales naturales a la esfera. Sin embargo, si nos preguntamos por los potenciales
naturales a una variedad diferencial compacta cualquiera entonces la respuesta no resulta tan
evidente. En [ ], los autores definen el potencial de Green y argumentan que
en cualquier variedad compacta que presente una funciéon de Green tiene sentido considerar

la siguiente energia.

Definicién 1.2.4. Sea G : M x M — [0, 00] la funcién de Green de la variedad compacta
M, esto es, G(z,) tiene media cero para todo x, G es simétrica y A,G = &,(y) — Vol(M) ™!
con d; la funcién delta de Dirac, en el sentido de las distribuciones. Entonces la energia de
Green de un conjunto de r puntos w, = (z1,...,2,) € M" se define por

w) =Y Glai xj).

i#]
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Los puntos que minimizan la energia de Green estan asintéticamente uniformemente dis-
tribuidos en cualquier variedad riemanniana compacta, véase | , Main
Theorem].

El célculo de la funcién de Green es complicado y para muchas variedades no se conoce una
férmula explicita. Aqui hemos desarrollado esos cédlculos para el espacio proyectivo complejo

de dimensién d (compleja).

Proposicion 1.2.5. La funcion de Green de dos puntos x,y € P (Cd+1) estd dada por la

siguiente formula.

d—1)! il 1 _
G(x,y) :( 27rd) [( Z (d— k) (Sinr)Qd—2k> — log (Sm?“)]

2
donde r = dpg(x,y) = arcsin \/1 - ‘<ﬁ ﬁ>‘ .

Demostracion. Haremos la demostracién siguiendo el algoritmo propuesto en |
]. La funcién de Green de P (C%™') estd dada por G = ¢(r), donde P (C%*1) tiene
didmetro 7, volumen dado por Vol (IP’ (Cd+1)) = %C!l, distancia de Riemann dada por r =

) . 2
dps(x,y) = arcsin 17‘<W ﬁ>‘ v

&(r) = 1 f:r/Q sin?d=1 ¢ cost dt B 1 1 —sin%?r
= Vol(P(Ct1))  gin2d—1 pcosr ~ 2dVol(P(C1)) sin2d~1y cosr
Si integramos esta férmula (utilizando | , 2.517-1]) tenemos:
1 =
= —1 ' .
olr) = 2dVol (P(C4+1)) [2 z; d—k) bmr)?H’“ eg(sinr)| +C

Para calcular la constante, solo tenemos que imponer que la media de G(z, -) sea 0 para todo
(o lo que es equivalente, para algiin) z € P(C%*1). Sea x = (1,0), hacemos un cambio de
variables usando la funcién 4 definida en la Definicién 1.1.5 cuyo jacobiano esta calculado

en la Proposicién 1.1.7 y calculamos:

2|2

O Z/ 1+ 27" dz_l/ 10g<1f|\z||2) &
2d Vol (P( <Cd“ secd (d —FK)l|z[2d=2F 2 Joeca (1+[|2]2)4H
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Integramos en coordenadas polares,

o 1 / t2d—1]0g<1+t2 Z/ $2k—1 0
~ 2Vol(P(Ca+1)) | J, (1 4 ¢2)d+1 (d — k)(1 + t2)k+1

BN I T S S S G dzl
S Amd\ B = k(d-k) ) 4wd ik

Para calcular estas integrales hemos hecho un cambio de variables con s = 2/(1+t2) y hemos

utilizado la férmula de [ , 4.272-6]. Podemos conluir que para

r=dps(x,y) :

d—1)! il 1 .

1.2.4. Otros potenciales

En general podemos considerar cualquier potencial de la forma

Exown) =Y (K(zi, ;) + Qi) + Q(x)))
i#j

con wy C X y ciertas condiciones en K y (). Es comiin suponer que K y () son semicontinuos
inferiormente y ademés K es simétrico. Estas dos hipotesis implican que entonces el problema
de minimizar la expresién anterior tiene una solucién para cada N > 2 en cualquier conjun-
to infinito compacto X, vease [ |. Esta definicién més general
de potenciales engloba muchos problemas conocidos, nombraremos dos de ellos. El primero
consiste en describir el estado de equilibrio de un sistema de particulas (tipicamente gaseoso)
que se relacionan entre ellas con repulsiones dadas por el potencial de Coulomb y esta con-
finado en un &drea concreta gracias a un potencial externo. El hamiltoniano que modela el

comportamiento es

N
= K(zi—z)+ N> V(z),
1#] i=1
donde K(x) = —log(z) sid = 2 y K(z) = ||z]|* ? si d > 3. Recomendamos al lector la
lectura de [ | para avances recientes en este sentido.

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



20 1.2. CARACTERIZACIONES DE UNA BUENA DISTRIBUCION

Otro ejemplo interesante lo conforman los FNTF's (finite normalized tight frames) intro-

ducidos en [ |, que son puntos que minimizan el potencial

N N
> lana)lP.

i=1 j=1

En dicho articulo los autores prueban que en R?, los puntos que minimizan esos potenciales
son los vértices de los sdlidos platénicos y las configuraciones de hexagonos y pentigonos en
la esfera unidad. En | ] los autores estudian los FNTFs restringiendo

el espacio de definicién a la esfera unidad.

Otro conjunto de puntos 6ptimos en la esfera lo forman las polarizaciones, a saber, el

conjunto de puntos que es solucién de este problema:

N

max min K(x,x;). 1.10
wy CS4 zes? — ( ]) ( )

En el articulo | | los autores demuestran que las de soluciones de ese

problema estan asintéticamente uniformemente distribuidas.

1.2.5. Puntos de Fekete

Los puntos de Fekete (no confundir con los puntos elipticos de Fekete), véase |

], son las soluciones al problema de maximizar un determinante de tipo Van-

dermonde que aparece en la férmula de la interpolacién de Lagrange en la esfera S?. En |
| los autores prueban que los puntos de Fekete estdn asint6ticamen-
te uniformemente distribuidos. Cuando consideramos este problema en el intervalo unidad
[—1, 1], los puntos de Fekete son exactemente los puntos que minimizan la energfa logaritmica.
La solucién en este caso es el conjunto de puntos wy formado por los puntos {—1,1} y los
ceros del polinomio de Gegenbauer C]?(,/EQ, véase | ]. En general, el comportamiento
asintético de los ceros de polinomios (en especial polinomios ortogonales) ha sido concien-
zudamente estudiado. Recomendamos al lector el articulo | | donde los
autores estudian las repulsion que muestran las raices de diferentes familias de polinomios,

as{ como referencias ahi contenidas.

1.2.6. Empaquetamientos y recubrimientos éptimos en S¢

El problema del empaquetamiento 6ptimo en la esfera se atribuye a Tammes, un botanico
y genetista holandés que en el articulo | | realiza un estudio sobre la estructura
de los granos de polen. Uno de los problemas propuestos en el citado articulo se puede

reformular de la siguiente manera.
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Problema 1.2.6 (Problema del empaquetamiento éptimo). Dar un conjunto wy = {x1,...,xN}

de N puntos en la esfera S tal que la distancia minima entre dos puntos

d(wn) =1§%5%N\Ixi—wj\\

sea mdzxima.

Decimos que un conjunto de puntos wy estd bien separado si ||z; — ;|| > % para todo
i,7 € (1,...,N) coni # j, donde C' es una constante que solo depende de d, la dimensién de la
esfera. En el articulo | | los autores prueban que todas las soluciones al
problema de minimizar la energia de Riesz cuando el pardametro s — oo son soluciones para
el problema del empaquetamiento éptimo en la esfera S¢. Un problema similar al empaque-

tamiento 6ptimo es el siguiente.

Problema 1.2.7 (Problema del recubrimiento 6ptimo). Dar un conjunto wy = {x1,....,xny} C
S? tal que si centramos un casquete esférico de radio r en cada punto x;, la esfera quede cu-

bierta por completo y se minimize r. Equivalentemente, minimizar la cantidad

wyN) = max min — |-
p(wn) mix in {ly — il

Normalmente llamamos a p(wy) el radio recubridor de la esfera. Si consideramos una
polarizacién (ecuacién (1.10)) con K igual al nicleo de Riesz entonces todas las soluciones

cuando s — oo son soluciones del problema del recubrimiento éptimo, véase |

En muchos problemas de distribuciéon de puntos en la esfera lo que buscamos es una
relacién equilibrada entre las dos cantidades anteriores. Es lo que se conoce como el mesh-
separation ratio,
p(wn)

V(wn) = :
d(wn)

Decimos que una sucesiéon de conjuntos de puntos es quasi-uniforme si la sucesién

p(wn) }
V(wn) =
{ 6(wn) N>2
estd acotada para todo N € N. En | | los autores prueban que
1 V5 —1
> ————+0(1) = +o(1
fy(wN) = 92cos (%) 0( ) 92 O( )

para todo N € N y para cualquier familia de puntos (wy) en S2.
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1.2.7. Discrepancia en S¢

Si tenemos una familia de puntos asintéticamente uniformemente distribuidos, es decir,
que convergen hacia la distribucién uniforme, nos podemos preguntar por su velocidad de
convergencia. La férmula (1.5) con ugs la medida de Lebesgue normalizada en S nos dice

que una familia (wy) de puntos esta asintéticamente uniformemente distribuida en S? si

A}gﬂoo N Z xc(wj) = pga(C)

para todo C' € €, una familia de subconjuntos de Borel de S%. Asi que lo que queremos es

estudiar la cantidad

N

1

lim | — i) — puga(C

Jim {53 xee) — pea(©)
]:

La discrepancia mide esa velocidad de convergencia. Asi pues, seleccionamos una familia €

de subconjuntos de S? (normalmente serdn casquetes esféricos) y definimos la discrepancia

del conjunto wy respecto de € por
| N
De(wn) = sup N Z;XC(%‘) — psa(C)] . (1.11)

Podriamos pensar en tomar la norma L? en vez del supremo. Si tomamos € el conjunto de
casquetes esféricos de S (la definicién se puede consultar en la férmula (1.2)), la discrepancia
L? se puede describir de la siguiente forma.
1
2 2

Dy oo () /S / Zxc 2) — pisa (C(a, 1)) dtdpiga

La férmula de invarianza de Stolarsky, demostrada en | |, establece una

relacién entre la (—1)-energfa de Riesz y la discrepancia L? respecto a los casquetes esféricos.

Teorema 1.2.8. /[ ] Sea wy C S, entonces
i (D) = [ [ llo = slldsa(@)asats) = 373 S - ol
i,j=1
donde ¢4 es una constante que depende solo de la dimension.
Demostracion. Se puede consultar el articulo original: [ | 0 estos articulos poste-
riores que ofrecen pruebas mds sencillas: | Jv ] . O

Otro concepto que mide como se asemeja una familia de puntos a la distribucién uniforme
es la hiperuniformidad. Estudiada desde hace anos en fisica estadistica, en [
] los autores proponen una adaptacién de la definicién para espacios euclideos dada

en | ] a la esfera S
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1.2.8. Designs

Llamamos designs, férmulas de cuadratura o nodos de cuadratura de Chebyshev a un
conjunto finito de puntos wy en un espacio X con la propiedad de integrar exactamente
un conjunto de funciones definidas en dicho espacio. Los resultados sobre la cuadratura de
Chebyshev en intervalos de la recta real son un tema clasico en la teoria de la aproxima-
cién. Una buena recopilacion de ellos se encuentra en el estudio de Gautschi, comentado en
esta edicién por Korevaar, | ]. Vamos presentar los diferentes tipos de designs

siguiendo el orden cronolégico de su definicion. Comencemos con el caso de las esferas.

Definicién 1.2.9. Un conjunto de puntos z1,...,zx € S? es un t-design esférico si para
cualquier polinomio P(x) definido en la esfera de grado menor o igual que ¢ se verifica

_ Vol(8h) =
Pl du(r) = =5 ;P( i)

donde du(x) es la medida de Lebesgue en la esfera.

El concepto de t-design esférico fue introducido por Delsarte, Goethals y Seidel en su
articulo [ | donde consideran problemas de combinatoria algebraica en
esferas. A partir de ese momento, los t-designs esféricos han resultado ser una herramienta
util en ramas de las matemadticas tan distintas como la geometria, la combinatoria algebraica
y geométrica y el andlisis numérico. Ademads del ya citado estudio de Brauchart y Grabner
[ |, Banai y Banai tiene otro | | dedicado
exclusivamente a los t-designs esféricos. De entre todas las propiedades que presentan los t-
designs esféricos, vamos a destacar la siguiente. Si los puntos estan bien separados, como
definimos en la Seccién 1.2.6, entonces se encuentran cercanos al éptimo de otros problemas,
como la minimizacién del potencial de Coulomb | ], o en general, la

minimizacién de las energias de Riesz, | ]

Poco después de la definicién de los t-designs esféricos comenzaron las generalizaciones a
otros espacios distintos a la esfera. Asi, inspirado por los trabajos de Neumaiers en espacios
de Delsarte, véase [ |, Hoggar en su articulo | | definié y doté de las
primeras propiedades a los t-designs en espacios proyectivos. Lyubich y Shalatova, se dieron
cuenta que los t-designs proyectivos eran una herramienta que permitia crea un embebimiento
isométrico de ¢2(R™) en £2(R™) (véase | 1), lo cual supuso una
de las primeras aplicaciones de los t-designs, aparte de la integracién numérica. La existencia
de designs en un contexto més general fue demostrada por Seymour y Zaslavsky en |

| v Arias de Reyna en | ].

Definicion 1.2.10. Sea X un espacio topolégico conexo por caminos dotado de una medida

u finita y positiva con soporte en todo X. Sean

fiyesfm: X — RE
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funciones continuas e integrables que generan un subespacio lineal finito dimensional F'. Un

design en X con respecto a F' es un conjunto de puntos z1,...,xny € X tales que

1 1

§:f«xi=/f-du,

N & i) w(X) Jx
para 1 < j < m.

Teorema 1.2.11. Sean X, u, fi,..., fm como en la Definicion 1.2.10. Entonces existen de-
stgns en X con respecto a F'. Es mds, N € N puede ser cualquier nimero natural salvo una

cantidad finita de excepciones.
Demostracion. Véase | , Main Theorem]. O

Un espacio de particular interés son las variedades grassmannianas, ya que los designs
definidos ahi tienen propiedades importantes para la teoria de cédigos. En este contexto,
Bachoc, Coulangeon y Nebe realizan un estudio sobre los designs en grasmannianas, ver
[ ]. Los autores no consideran los polinomios de grado acotado como en las
definiciones anteriores, sino que toman los ¢ primeros autovectores del operador laplaciano
de la grassmanniana. En el articulo [ | Breger, Ehler y Grif realizan un
estudio numérico de problemas de aproximacién en grassmannianas y consideran, esta vez si,
designs para los polinomios de grado menor o igual que t. Ademds, en su articulo observan
que estas dos posibles definiciones de t-designs estén, de hecho, relacionadas, véase |

, Section 4.2].

Un tema que ha cobrado bastante interés recientemente son los ¢-designs en grafos, donde
se toma como espacio de funciones algunas autofunciones del laplaciano discreto en el grafo
y se buscan los nodos que verifiquen las reglas de cuadratura, véase [ ]
para una introducion al tema. Otro espacio en el que tiene sentido considerar las primeras t

autofunciones del operador laplaciano son las variedades riemannianas compactas.

Desings con un niimero minimo de puntos

Una vez demostrada su existencia en muchos y variados contextos, nos cuestionamos sobre
la existencia de designs formados por muy pocos puntos. El primer paso consiste en conocer

el nimero minimo de puntos que hacen falta para una familia de funciones dada.

Proposicién 1.2.12. Siz1,...,zy € S? es un t—design, entonces

N> (d;—:;) + <d+2_1> = dim P, (S9), N22<d§8>

para t = 2s y t = 2s + 1 respectivamente, donde PS(Sd) es el espacio de polinomios de grado

menor o igual que s en S.
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Demostracion. Se puede consultar, por ejemplo, | ]. ]

Los t-designs formados por este nimero de puntos reciben el nombre de tight designs.
En | I, | | se demuestra que los tight
designs sélo existen para d = 1 y todo ¢, o un conjunto finito de valores de ¢ si d > 2. En
la esfera S¢ conocemos la existencia de unos pocos tight designs. Los tight designs para un
niimero grande de puntos son el kissing tight 4-design para S?! con 275 = dim P2(S?!) puntos
y el 11—design en S?? formado por 196560 puntos provenientes del reticulo de Leech.

Korevaar y Meyers en sus articulos | ;

] conjeturan que existen t-designs en la esfera S? con el nimero de puntos igual a una
constante por t¢. Es decir, que el orden minimo para tener un t—design (por la Proposicién
1.2.12) se alcanza. El articulo de Bondarenko, Radchenko y Viazovska |

| demuestra que la conjetura de Korevaar y Meyers es cierta.
Teorema 1.2.13. Egzisten t-designs con O(t%) puntos en la esfera de dimension d.

En el mismo articulo donde Korevaar y Meyers exponen su conjetura (demostrada en el

Teorema 1.2.13), realizan esta otra sobre las elipses en dimensién 1.

Conjetura 2. |/ , Remark 3.2] Ezisten t-designs en elipses con

un numero de puntos N = Ct para todo t € N.

Por la Proposicién 1.2.12 y el Teorema 1.2.13 podemos concluir que O(t?) es asintética-
mente el mejor orden posible. La prueba del Teorema 1.2.13 sin embargo, no es constructiva,
asi que seguimos sin conocer muchos ejemplos de t-designs con ese nimero de puntos. Ademas,
la prueba es bastante flexible, lo que permiti6 a los autores refinarla en [

| demostrando que existen designs con el mismo nimero de puntos que ademds estan

bien separados tal como definimos en la Seccién 1.2.6.

En contextos més generales se ha demostrado poco sobre el niimero minimo de puntos para
tener un ¢-design. En el caso de espacios topolégicos conexos por caminos (Definicién 1.2.9),
Kane propone en | ] una cota para la asintética que depende de muchos pardmetros,
entre ellos la dimension del espacio. Si particularizamos este resultado al caso de la variedad
grassmanniana G(k,R™) con polinomios de grado menor o igual que ¢, se demuestra que
existen {-designs formados por un nimero de puntos del orden O(t2F(—k)) [ ,
Corollary 16].

Conjetura 3. |/ , Conjecture 5.2] Existen t-designs en la Grassmanniana G(n, k)

con un nimero de puntos N = Ct*"=F) para todo t € N.

Las conjenturas 2 y 3 afirman que el nimero de puntos debe ser (salvo multiplicacién por

una constante) la dimensién del espacio de polinomios en la variedad.
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Para variedades riemannianas compactas junto con autofunciones del operador laplaciano
el nimero de puntos minimo es al menos lineal en el ntimero de autofunciones que quera-
mos interpolar, véase | ]. Recientemente, | ]
trabajando en una generalizacién de | |y de | | han

demostrado que ese nimero, de hecho, se alcanza.

Casi designs

En algunas ocasiones no necesitamos que un conjunto de puntos wy integre exactamente

un espacio de funciones, sino que nos basta con que el error

N

1 1
¥ 2 i) = s [

=1

E(X {fi}wn) =

sea suficientemente pequeno. En [ | los autores demuestran que
para la esfera S¢ y los polinomios esféricos ese error estd acotado, entre otros términos, por

la energia de Riesz de wy. Los métodos quasi-Montecarlo aproximan integrales

1 & 1

N ) = oy f
por lo que, entre otras cosas, se dedican a estudiar el error E(X,{f;},wn) definido ante-
riormente. Recomendamos al lector el libro | ] sobre los métodos Montecarlo y

quasi-Montecarlo y | ] para los métodos quasi-Montecarlo en la esfera
S9.

1.3. Conjuntos de puntos conocidos

El conjunto de puntos que optimiza cualquiera de los problemas que hemos planteado
en la seccién anterior en S! = {(z,y) € R? : 22 + 4?2 = 1} son las raices de la unidad
o cualquier rotacién de estas en S'. Dicho de otra forma, para cualquier nimero N € N
existe un poligono regular circunscrito en S' y sus vértices son solucién de los problemas de
minimizacién propuestos anteriormente. Sin embargo, basta con subir una dimension para
ver que en la esfera de dimensién 2 no tenemos un poliedro regular con un niimero N de
vértices para cada N € N, sino que solo existen 5: los sélidos platonicos. Este hecho dificulta
mucho la bisqueda de soluciones a los problemas anteriores ya que, de alguna forma, niega
la existencia de candidatos naturales. Tenemos el mismo problema en S¢ para d > 2: la falta

de candidatos naturales dificulta mucho el estudio de los puntos 6ptimos.

El caso méas estudiado con mucha diferencia es el de S?. Asi pues, en el apartado de con-

juntos deterministas presentaremos tinicamente conjuntos de puntos en S?. Aunque podamos
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describir explicitamente estas familias de puntos, solo se han conseguido resultados analiticos
sobre las asintéticas respecto a los distintos potenciales de Riesz, potenciales logaritmicos,

discrepancia o problemas de empaquetamiento para casos realmente aislados.

Ante la falta de resultados analiticos para conjuntos deterministas, una estrategia que ha
resultado exitosa en varias ocasiones consiste en tomar familias de puntos aleatorios en S? y
luego calcular la esperanza del potencial que estamos analizando. Si consideramos por ejemplo
el Problema 1.2.2, la esperanza de la energia de Riesz evaluada en un conjunto de puntos
aleatorio sera mayor o igual que el valor minimo que alcanza, asi que podemos proporcionar
una cota superior para la constante Cs 4 . Este procedimiento ha sido empleado en |

| para el toro plano, en | ] para la esfera S?

yen | ] para la esfera S%.

Si tomamos simplemente N puntos con la distribucién uniforme en la esfera S ya ob-
tenemos el primer término de la asintética correcto Vi(S?)N2. Si en vez de la distribucién
uniforme tomamos distribuciones con buenas propiedades de separacion entre puntos pode-
mos alcanzar mas términos correctos en la asintética. Resulta revelador el hecho de que las
mejores cotas conocidas para C, 4y provienen de conjuntos de puntos aleatorios. Entre los
distintos procesos aleatorios que presentamos en esta seccién, destacan los procesos determi-
nantales cuya estructura algebraica proporciona las condiciones de separaciéon entre puntos

deseadas.

Un caso muy particular es el de las configuraciones éptimas para un ntmero pequeno de
puntos en S?. El menor ntimero para el cual el problema no estd completamente resuelto es
N =5 (se puede ver un resumen de resultados en | ]). Los vértices de los sélidos
platénicos N = 4,6, 12 y la configuracién antipodal y equilateral son las soluciones conocidas.
Remitimos al lector a [ , Table 1] para las soluciones conocidas en S,
d> 3.

1.3.1. Conjuntos deterministas en S?

Encontramos un muy buen resumen del estado de la cuestién en el articulo |
|, donde los autores presentan diferentes familias conocidas (algunas deterministas y
otras probabilistas) y aportan célculos numéricos para evidenciar las buenas propiedes de las
familias. Dichos calculos (calculos de las energias logaritimica y potencial, principalmente) se
han realizado para un total de hasta N = 50.000 puntos. Todas las familias que forman esta

seccion estdn asintéticamente uniformemente distribuidas (véase [ D.

Puntos espirales de Fibonacci y generalizados

Una espiral en la esfera S? queda definida por la ecuacién

9= Lo
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donde ¢ es el angulo polar y 6 es el dngulo azimutal. Los puntos espirales generalizados

propuestos por Bauer en | | se definen por los valores

2k —1
L=+vVNm, ¢ = arc cos <1—N>,

donde N es el nimero de puntos, con 1 < k < N. Entre los puntos espirales mas conocidos se
encuentran los de Fibonacci. Hay dos definiciones muy parecidas para estos puntos, una dada
en [ | y otra en | |. La definicién de Coxeter parte de
una malla cuadrada en [0,1]* formada por los puntos (z,yk)1<jk<m. Los puntos espirales
de Fibonacci se obtenen al proyectar la malla en la esfera S? a través de la proyeccién de

Lambert, o lo que es lo mismo, definiendo los dngulos en funcién de dos parametros:
¢ = arccos (2y — 1), 0; =27z,

donde (zj,y) con 1 < j,k < M son una malla cuadrada en el cuadrado [0, 1]2. En |

], los autores calculan una cota para la discrepancia Dy 2 ., de los puntos espirales

bl cap

de Fibonacci y demuestran que
-1
DLQ,cap(FN) < O(NT)u

donde Fly es el conjunto de N puntos de Fibonacci. Es decir, demuestran la misma cota que
sabemos que existe para puntos i.i.d. en la esfera. Aun asi, es el inico conjunto de puntos de
los que aqui presentamos para el que se ha podido calcular una cota anéliticamente. Ademés,
(Fy) del orden N7 log(N)¢

No hay ningtn resultado analitico para la asintética de la energia de Riesz o logaritmica.

numericamente, estos puntos muestran una discrepancia Dy 2 .,
,

Puntos proyectados desde un sélido platénico

Una idea sencilla consiste en inscribir la esfera S? en alguno de los sélidos platénicos, definir
una malla regular en cada una de las caras del poliedro y luego proyectar radialmente los
puntos. Asi, dependiendo de qué poliedro partamos, podemos obtener los Radial Icosahedral
Nodes, [ ], los Cubed Sphere Nodes, [ ], los Octahedral Points,
[ | v los Mesh Icosahedral Equal Area Points, | ].
También carecemos de resultados analiticos para las asintéticas de la energia de Riesz o la

discrepancia para estas familias.

Particiones de area regular

Decimos que una familia de conjuntos cerrados R, ..., Ry C S? es una particién regular
de S? si

N
ps2(R;) = 1/N, U R =S y pg2(RiNR;j) =0 para i# j.
i=1
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Existen muchas familias de puntos que se pueden obtener a partir de una particion regular de
una esfera. Por ejemplo, si tomamos una particién regular de S? y en cada celda tomamos un

punto independiente uniformemente, el conjunto de puntos obtenido se conoce como jittered

sampling. El jittered sampling tiene discrepancia casi 6ptima en esperanza | |y
energia de Riesz casi éptima | ; ], también en esperanza.
En | ], los autores proponen una particién regular formada por dos

casquetes esféricos, situados uno en el polo norte y otro en el polo sur y celdas rectangulares
situadas en franjas de paralelos, permitiendo una rotacién arbitraria en cada franja. Si to-
mamos el punto central de cada una de estas celdas obtenemos un conjunto de puntos en la
esfera conocido como Zonal Equal Area Nodes. Aunque carecemos de resultados analiticos,
los Zonal Equal Area Nodes, junto con los puntos en espiral generalizada, tienen la me-
nor energia logaritmica nimericamente de entre todas las familias de puntos deterministas
conocidas (véase [ D).

El dltimo ejemplo de puntos que provienen de una particion regular que daremos esté for-
mado por los HEALPix Nodes, una familia de puntos desarrollada por un equipo de la NASA
en | | para el estudio de la radiacién de fondo de microondas. La obten-
cién de los puntos pasa por la definicion de una particién regular cuyas celdas forman una
estructura jerarquica. No tenemos resultados analiticos sobre el comportamiento asintético

de estos puntos respecto a nninguno de los potenciales presentados en el apartado anterior.

1.3.2. Conjuntos aleatorios

En esta seccién presentamos varias familias de puntos aleatorios. En primer lugar vamos
a presentar unos puntos en la esfera S? definidos en | | que tienen
la pecularidad de ser el conjunto de puntos facilmente constructible que producen la mejor
asintdtica conocida para la energia logaritmica (la mas cercana a la asintética de la energia
logaritmica minima, hasta la elaboracién de esta memoria). A continuacién presentamos un
tipo muy particular de puntos aleatorios que reciben el nombre de proceso determinantal. Tras
presentar las propiedades basicas de estos procesos, introduciremos dos ejemplos concretos
que dan lugar a puntos muy bien distribuidos en las esferas S? y S? respectivamente. El
primero es el spherical ensemble estudiado en | | v el segundo el harmonic

ensemble presentado en | ].

1.3.3. Raices de polinomios aleatorios

En el articulo | ] los autores definen un conjunto de puntos aleatorios
en S? de la siguiente forma. Consideramos un polinomio de grado N con coeficientes complejos
aleatorios normales gaussianos y calculamos sus NV raices. Generalmente, las N raices seran

N numeros complejos distintos. Situamos las raices en el plano complejo y las proyectamos
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en la esfera de Riemann mediante la proyeccién estereografica. Los puntos obtenidos en la
esfera son aleatorios y verifican que la esperanza de la energia logaritmica evaluada en ellos
es

Wieg (S?) N? — %NlogNJchNJro(N), (1.12)

donde ¢y = —Wieg(S?) = 0.1931471805 ... Como mencionamos anteriormente, este es, hasta
la fecha y el Capitulo 3, el conjunto de puntos que produce la energia logaritmica mas baja

€Il esperanza.

1.3.4. Procesos determinantales.

Durante esta seccién, remitimos al lector a [ | para estudiar las propie-

dades tedricas de los procesos determinantales.

Definiciéon 1.3.1. Sea A un espacio topolédgico localmente compacto, polaco, dotado de una
medida de Radén p. Un proceso simple de N puntos en A es un punto aleatorio en A" (o lo

que es equivalente, N puntos aleatorios elegidos simultdneamente en A).

Hay algunos aspectos delicados en esta definicién, como puede verse en | ,
Section 1.2]. Nosotros trabajaremos solo con procesos de puntos simples, que se caracterizan
por estar formados por un nimero fijo y finito de puntos. Para algunos procesos de puntos

existen las llamadas funciones de intensidad, que verifican la siguiente definicién.

Definicion 1.3.2. Sean A e X un espacio y un proceso de puntos como en la Definicién 1.3.1.
Las funciones de intensidad son funciones (si existen) pj, : A¥ = [0,00), k > 1 tales que para

cualquier familia de subconjuntos D1, ..., Dy de A disjuntos dos a dos tenemos

k
(Hﬁ(m N DZ-)>
i=1

Aqui, E denota la esperanza y por x ~ X entendemos que x es un subconjunto de A con N

Ex~3€

:/ pk(ajla"‘7$k)d/j’(‘r17"‘7$k)'
[1D;:

elementos, obtenido del proceso de puntos X.

Se sigue de la expresién anterior que para cualquier funcién medible ¢ : A¥ — [0, 00) la

siguiente desigualdad se verifica.

Egx Z </>($z‘17~--,ﬂ?ik) Z/ d’(yl’---,yk)/)k(ylw--ayk)dﬂ(ylv--wyk)‘
i1...4 distintos Y1y Yk EA

(1.13)

A veces las funciones de intensidad se pueden escribir como

pr(w1, ..., wp) = det(K (x4, 5)1<i j<k)
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para alguna funciéon medible K : A x A — C. En este caso, decimos que X es un proceso
de puntos determinantal o, para no hacer tan cargante la notacién, simplemente un proceso
determinantal. Entre las buenas propiedades de los procesos determinantales estan el hecho
de que los puntos se pueden generar mediante un algoritmo y que muestran repulsion local
(véase [ D).

Una coleccién especialmente buena de procesos determinantales se puede obtener a par-
tir de subespacios N-dimensionales del espacio de Hilbert LZ(A) (el conjunto de funciones
complejas cuadrado-integrables en A). Recordamos que el niicleo reproductor de H C LZ(A)

es la tnica funcién continua, hermitica, positiva definida Kz : A x A — C tal que
fx) ={f Ku(-z)) =/ Af(y)KH(ﬂfyy) dy, z€A, feH.
ye
Dada una base ortonormal ¢1,...,pxN de H, entonces

N

Ku(z,y) =Y ei@)eiy). (1.14)

i=1

El nicleo K suele recibir el nombre de niicleo de proyeccion de traza N. Recomendamos al
lector el capitulo [ , Chapter 11] donde se presentan algunas propiedades de

los espacios de Hilbert con nticleo reproductor.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Macci-Shosnikov). Sea A como en la Definicion 1.5.1 y sea
H C L(%(A) de dimension N. Entonces existe un proceso de puntos Xg en A de N puntos

con funciones de intensidad asociadas

pk(.’El, e ,[Ek) = det(KH(fL'i, xj)i,jil,...,k)'

En particular para cualquier funcion medible f: A x A — [0, 00) tenemos

Eonzy | > f(i,5) =/ A(KH(p,p)KH(q,q)—IKH(p,Q)IQ)f(p,Q)du(p,q),
i#j pac

y decimos que X es un proceso determinantal con nicleo asociado Kpy.

Demostracién. Podemos encontrar sendas pruebas del Teorema en | :

|, ¥ con un enunciado més parecido al nuestro en | , Theorem 4.5.5]. [

Corolario 1.3.4. Bajo las hipdtesis del Teorema 1.3.3,

N =Eyuxy, [N] = Ku(p,p) du(p),
pEA

En particular, si Kg(p,p) es constante entonces necesariamente Kg(p,p) = %m)
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Demostracion. Tomamos ¢ = 1 y sustituimos en la férmula (1.13). O

El Teorema de Macchi-Soshnikov (Teorema 1.3.3 en nuestra notacién) propone un método
efectivo para obtener cotas para las energfas de Riesz y logarftmicas en S%. No tenemos més
que considerar un subespacio de dimension finita de L(%(Sd), calcular su ntcleo reproductor
y entonces

Ezvx [gs (WN)] = Egox Z ! = / ! K(pvp) K(p’ q)
— i — a5l s

dpdg.
K(q,p) Kl(q,9)

axsd |[p—dql|

Asi que la cuestién ahora se reduce a escoger buenos subespacios. Para ello jugard un papel

fundamental el siguiente lema.

Lema 1.3.5. Sean Q1 y Qo dos variedades riemannianas y ¢ : Q1 — Qo un difeomorfismo

Cl. Sea H C L%(Q1,C) un subespacio N —dimensional. Entonces el conjunto

H,={f: 90— C: VINJac(@)()I(f 0 0)() € H}
={g007'()VINJac(6 ()] : g € H }

es un subespacio N —dimensional L%(Q2). Su proceso determinantal asociado Xy, tiene nicleo

asociado
Kn(¢~'(a), 67 (b))
VINJac(¢)(¢~1(a))NJac(¢) (¢~ 1(D))]
— Ku(¢1(a), 67" (6)v/INJac(d~ 1) (@)NJac(6~1) (B)].

KH* (a, b)

donde por NJac denotamos el jacobiano normal, véase el Apéndice B.

Demostracion. Primero probamos que H, C L%(Qg). De hecho, para f € H, tenemos

/ fPdy = / 190671 (4) 2NTac(d)(4) dy,
yEN2 yEQNQ

para algin g € H, por lo que H, C L%(Qg). Como H, estd en correspondecia linear uno a
uno con H, la dimensién de H, es también N. Por el Teorema del cambio de variables esto
es igual a la norma L? al cuadrado de ¢ que es finita, ya que H C L%(Ql).

Ahora probamos la férmula de K. Sea @1, ..., pn una base ortonormal de H, entonces,
Dix = i 0 gb_l(-)\/m, 1 <7 < N, son elementos de H, y usando el Teorema del

cambio de variables tenemos:

/ Pix(Y)pj(y) dy =/ wio o (y)pj 0o 1(y) [NJac(¢™")(y)| dy
Yyl yEQ2

- / i) 23 (@) d = b,
e
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donde hemos usado la notacién de la delta de Kronecker. Entonces {¢; .} es una base orto-

normal y tenemos

KH*ab Z(PZ* 901*

= Z pi 0 ¢~ (a)pi 0 9~ (b)V/[NJac(¢~1)(a) NJac(¢—1)(b)|

=K (67 (a),67" (b)) V/[NJac(p~!(a)) NJac(¢~1 (b))].

La otra formula para Ky, se deduce a partir de esta ltima, usando que

NJac(¢)(¢™"(a)) = NJac(¢™")(a) ™

Propiedades de los nucleos

Cuando trabajamos con esferas, o mas generalmente, con espacios que presentan un gru-
po de simetrias rico, nos conviene que los nicleos asociados a los procesos determinantales
tengan ciertas propiedades. De hecho, la propiedad fundamental que nos gustaria tener es que
los nicleos fueran invariantes bajo el grupo de simetrias del espacio en el que estamos traba-
jando, pero propiedades mas débiles también pueden resultar de gran ayuda. Como no hay
uniformidad en la literatura en cuanto a la terminologia para refererirnos a estas propiedades,

definimos aqui la nuestra propia.

Definicién 1.3.6. Decimos que el niicleo K(p, q) asociado a un proceso determinantal de N

puntos en X es isotrépico si existe una funcion f : Ry — R tal que

|K(p,q)| = f(llp—all)
para todo p,q € X.

Normalmente cuando el nticleo de un proceso determinantal en la esfera es isotrépico se

dice que el proceso determinantal es invariante por rotaciones.

Definicién 1.3.7. Decimos que el nticleo K(p, q) asociado a un proceso determinantal de N
puntos en X es homogéneo si K(p,p) es constante para todo p € X. Por el Corolario 1.3.4

sabemos que esa constante es
N

Vol(X)

Dado un proceso determinantal de N puntos con nicleo asociado K(p,q) en X entonces

K(p,p) =

el nimero de puntos medio contenido en un subconjunto de Borel A C X estd dado por

/ prdp = / K (p, p)dp = VOl(A)K (p, ).
A A

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



34 1.3. CONJUNTOS DE PUNTOS CONOCIDOS

donde p; es la primera funcién de intensidad. Asi que si tenemos un proceso determinantal
con ntcleo homogéneo entonces la esperanza del nimero de puntos contenido en cualquier

subconjunto de Borel depende solo de su volumen.

1.3.5. El spherical ensemble

En el articulo | ] los autores demuestran que un proceso de-
terminantal en S? conocido como spherical ensemble produce puntos bien distribuidos en el
sentido de que las esperanzas de sus energias logaritmica y de Riesz son muy pequenas. El
proceso habia sido estudiado previamente por Krishnapur en [ | donde de-
muestra que el spherical ensemble es equivalente a tomar los autovalores de la funcién A~'B
donde tanto A como B tienen entradas gaussianas complejas y luego proyectarlos en la esfera
mediante la proyeccién estereografica. Esta caracterizacién proporciona una forma muy rapi-
da de producir puntos para ese conjunto. En esta secciéon repetimos algunos de los calculos
realizados en | | con nuestra notacién, no hay ninguna aportacién
original.

Consideramos el espacio de los ntimeros complejos A = C dotado de la medida de Lebesgue
usual dz y H = span{fi(z) = — & i 0<k<N- 1} un subespacio de LA(C) de

N 1
(1+[z12) 22
dimension N.

Proposicion 1.3.8. Los fr, : 0 < k < N — 1 forman una base ortogonal de H.

Demostracion. Suponemos que j < k y calculamos:

(f: fi) / fifrdz / 2 C / g,
iy Jk) = iJk = = .
’ ¢’ C(1+22)2F2 (1+22)2 2 c (14 [22)N+1

2 = pe
NJac(¢) = p

Pasamos a coordenadas polares { } y obtenemos

e p¥ k—j+1_—i6(k—3j)
<fj>fk>:/0 /0 W'D A Pdpdp.

Vamos a calcular

2w poo p2j b1 2T 00 pk—l-j
N — N P - do N — -
A A (Lt 2yl P A A (1+ p2)NH1PeP
k+j

00 p27
= |, e

pP=t
2pdp = dt

S k+ k+
_ gt=aB (L NS
”A Aroradt=n (2 *’ 2)
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donde tanto k% + 1 como N — % son positivos, y por lo tanto, B tiene un valor finito.

Entonces estamos en condiciones de aplicar el Teorema de Fubini y tenemos que:
[ sz k—j4+1_—i0(k—j)
a - B A AR w A O % 7
<f] fk> /0 /0 (1+p2)N+1p P
2

21 o)
— l@(k])da/ 1Y k7j+1d —0.
f e o Arppel =0

Luego podemos concluir que los { fk}fcvz_ol forman una base ortogonal.

k

Corolario 1.3.9. {Z (JZ)M

T es una base ortonormal de H.
(1+[z2) 22 "

}ogngl
Demostracion. Como hemos visto que los fr forman una base ortogonal, solo nos falta com-

—1
probar que su norma es (],:,f ) ~—7- Calculamos, pues

e = [ iz = [ - A / S
k = kJk = = T NN 4e-
C C(1+|22)2F2 (1+|22)2+2 c (1+ [z[)N+1

2 = pei®
NJac(¢) = p

Pasamos a coordenadas polares { } y obtenemos

) 2w poo p2k o0 p2k
= e — — 72
175 /O /0 (1t 2y Pedd 7r/0 (5 Ve 2ede

2 __

Aplicamos el siguiente cambio de coordenadas { } y obtenemos

2pdp = dt

o tk B ~ D(k+1I(N —k)

donde B es la funcién beta y I' es la funciéon gamma. Como todos los niimeros son enteros

tenemos

™

N1 TN—k\k

Las integrales son finitas, asi que queda justificado el uso del Teorema de Fubini y como

E(N —k —1)! T (N)‘l'

ademads la integral de la funcién coincide con la integral del valor absoluto de la funcion,

N N\!
e = 5= (3 ) = 1l =y 5= (3)

Proposicion 1.3.10. El nicleo reproductor de H es
N1+ zw)N-1

w1+ 222 2 (1+ [wf?) 22

K(z,w) =
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Demostracion. Como conocemos una base ortonormal de H, basta con calcular

K(z.w) z (N)Nk: wk <N>Nl<:

27 _= —_—m —_—

S+l V\ES T )z tz k)
1

N-1 N-1
N -1 N—-k(N
1+ 2w)N ! = ( >zkwk = K ( )zkwk.
k=0

Tenemos entonces que

O]

Para trasladar nuestros resultados desde C hasta la esfera, vamos a utilizar la aplicacion

inversa a la proyeccion estereografica. Recordemos que dicha proyeccién viene dada por la

aplicacion:

1 R? — S$%\{(0,0,1)}

(21, 22) > 22 220 ||2|]? =1
22+ 1 2]+ 1 ][22 + 1

( L 2 ><—($1,x279€3)

1*‘%371*333

(1.15)

Lema 1.3.11. El jacobiano normal de la aplicacion 71 definida en (1.15) es

4

-1 o
NJacr™ " (z) = (ENEDE

Demostracién. Para calcular el jacobiano normal de la aplicaciéon 7! seguimos el algoritmo

propuesto en el Apéndice B. Comenzamos calculando la aplicacién diferencial de 7~! en un
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punto z € R2.
d [ _2z1 da [ 2z
dz1 \ [l2[[?+1 dzz \ [|2[[?+1
-1 — | 4 220 \ d (_ 2z w1
Dr— (2w = [ Z \EEn) @ (Fra <w2
d (lzAP=1Y 4 (lzl’-1
dz1 \ |]z]]2+1 dzo \ ||2]]2+1
(Il=[1*+1) (||2[>+1)
— —4z129 2(1+Z%—Z§) w1
(HZIIQZH)2 (||ZH2Z+1)2 wo
1 2
(I=P+1)2 ([l2]2+1)2

Calculamos el ntucleo de la aplicacion diferencial:

2(1+25—27) —421 25 0

(REFD* - TR wy

—4z129 +27—25 = 0 <> W1 =W :0
=P+ (RIP+D)? wo . Pe

21 29
(12][2+1)? ([[2][2+1)?

Tomamos pues, una base de ker(Dr~'(z))* = R?, a saber, { - } = { 2 i } Si

z oz zgz
IEIARIE IEIRaIEd]

evaluamos la aplicacién diferencial en los elementos de nuestra base, obtenemos:

2(14+23—27) —4z129 —2z1(||z|2-1)
(=IP+1% ([=2[12+1)2 2z 12M1(L+]1=]1%)?
iyl o) = | e
z||#+1 z||#+1 Z2 z +||z
21 ) [|2]] 4||ZH
(=1P+1%  ([=2[7+1)2 12[1(1+]]2]]%)2
2(14253—27) —42120 —2iz1(||2[|*=1)
(=1P+D)2% ([2[12+1)2 21 [1ZM1(L+1=]2)
—4z125 2(14-27 —23) M=l | — | —2iz(llzl*=1)
(=1P+1)%  ([12[[7+1)2 izg [12[1(1+]]2]%)2
21 22 [zl 4i||2]|
(=12+12  ([=[12+1)2 T2[1(1+]]2]]%)2

Luego el jacobiano normal vendra dado por:

Dr=' )i D W)y ) (P W)y Dt ()i

z|

Dr ()5 Dn Wy ) (Dn )i Dt ()5

NJacw_l(z) = : I =]

4
L ‘4)
0 TEERE
4
(1+12|12)?
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Proposicién 1.3.12. Eziste un proceso determinantal X, de N puntos en S? con nicleo

N (1+ zw)N-1
AT (14 22)°5 (1 + w]2) 7

Ki(m(2), m(w))

Demostracion. No tenemos més que aplicar el Lema 1.3.5 a nuestro caso y tenemos:

K(z,w) ‘
VINJac(7(2))NJac(m (w))]

Ki(m(2),m(w)) =

Sustituimos el valor del jacobiano NJacm(z) = W que hemos calculado en el Lema

1.3.11 y tenemos:

— _N (14 zw)N—!
B ) G T 0 e

O]

Lema 1.3.13. El proceso determinantal X, definido en la Proposicion 1.3.12 tiene nicleo

isotropico. Mds concretamente,

(K.(p.0))" = 1

N? (1 + (p,q>>N_1
Demostracion. Partimos de que
N (14 zw)V-1

Kl olw) = g

por lo tanto,

2 N? (L+em? A\

La identidad notable, para el caso de nimeros complejos, se resuelve de la siguiente manera

(K (p(2), p(w)))* =

N2 1+ |2)?w|? + 2Re(2w) Nt
1602\ (1+ 221+ |w|?)

Utilizamos la proyeccion estereogréfica para escribir z y w en funcién de p = (p1,p2,p3) ¥

q=(q1,92,q3):

P1q1 + p2g2
(1—p3)(1—q3)

|2 B (1+p3)(1+ a3)
S (1-p3)(1—g3)

Sustituimos en la formula anterior y obtenemos:

N (14 (p g\ V!
1672 '

= Re(zw) =

2
1+ \z|2 =1 = |z\2|w
— D3

(K+(p,q))”
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Corolario 1.3.14. El proceso determinantal X, definido en la Proposicion 1.3.12 tiene nicleo

homogéneo, es decir, K.(p,p) siempre toma el valor %.

Proposicién 1.3.15. Sea X, el proceso determinantal en S* definido en la Proposicion
1.8.12, entonces X, verifica que

Eznx, [Es(wn)] = N232_s (B (1’ 1- ;) -B (N’ 1= %))

para 0 < s <2y N e€N.

Demostracion. El proceso determinantal X, verifica que

Ever. [Es(wn)] = / !

——— | K. (p,p) K+ (g, q) — |Ki(p, @)|?| dpdyq
s2xs? ||[p — 4l

_/ 1 NN (i \Y

~ Jsrxse o —dll |167% ~ 1672\ 2 P
N2 1 1 N1

- / I <+<PQ>> dpda.
1672 Js2xs2 |[p — ql[® 2

Asi que solo tenemos que calcular esa integral. Como sabemos que

llp —qll = v2(1 - (p,q))
N? 1

_ 1+ (p, g \V!
Bomx (8wl = 15 /s2xs2 Co— | <2>

Fijémonos en que la integral de arriba no varia si fijamos uno de los puntos. Para ello,

tenemos que

dpdg.

consideremos la isomorfia 6 : S> — S? que envia el punto (0,0,1) a p. Podemos aplicar el
Teorema del cambio de variable (en nuestra notacién Teorema B.3) teniendo en cuenta que
el jacobiano de una isometria es 1 (Proposicién B.0.4).

N? / 1
1672 Jszxs2 (2(1 — (p,q)))?

Ezox, [Es(wn)] = dpdq

N2 1 1 0g)\ "V
:2/ -1 — <+ (p. q>> dpdgq,
1672 Js2xs2 (2(1 — (p, 0g)))? 2
donde, por las propiedades del producto interno, tenemos que
N2 1 1+ (p, o)\ V7
Bos. [Eon)] = 15 [ - (R apag
1672 Js2us2 (2(1 — <p7 0q>))2 2

N-1
A2 1 14 (0'p, q)
_ v - [ —/— 2 dpdq
1672 Jsoxs2 (2(1 — (01p, q)))2 2

. (1+<2n,q>>N_1

dpdq

N2 1
1677 /H (2(1 — (n,q)))?
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donde, por n denotamos al polo norte n = (0,0,1). Estamos en condiciones de aplicar el

Teorema de Fubini y separar la integral en dos partes:

N? 1
Esz* [55(WN)} = 1672 /82 (2(1 _ <n’q>))%

_N2V01(S2)/ 1
16T e (21— (n,g))?

N2 1
N W/S (2(1 - (n,q)))*

Resolvemos esta integral utilizando el Lema 1.1.1,

2vo1(SH) [ . N-1
Box. (66w = T [ 20— (1—(1“) )dt

127 -1

/_11(2(1 _ ) Fdi— /_11(2(1 _)E <12+t> N_ldt] .

Tenemos ahora dos integrales que dependen de una sola variable, aplicamos el Teorema del

—I;t vy obtenemos:

6

cambio de variable con u =
N2 T 1 — ! =
Ezox, [Es(wn)] = - [/ (4—4u)2 du —/ (4—du)= (w)V ! 2du}
0 0

N227s [ [ — ! s

= / (1—u)2du—/ (1—u)? (u)N ! 2du

3 0 0

N29—s s S

== [p(a-3)-B(va-3)]

Tenemos entonces una cota para E,x, [£s(wn)], siempre que 0 < s < 2. O

Corolario 1.3.16. Sea X, el proceso determinantal en S?* definido en la Proposicion 1.5.12,

entonces X, verifica que

Epnz, [Es(wn)] =

B(lvl_%)NQ_ F(l_%)Nl-l-% +0<N1+%>,
253 253

para 0 < s < 2.

Demostracion. Basta con escribir

B(N,1—§) :F(1—§) N%—1+0(N%—1) (1.16)
y desarrollar la formula de la Proposicién 1.3.15. 0

Corolario 1.3.17. Sea X, el proceso determinantal en S? definido en la Proposicion 1.3.12,

entonces X, verifica que

1 - 2log(2 1 log(2
1=210802) 2 L nyoa(n) + 1083
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Demostracion. Resulta sencillo ver que & (wy) = d% {s:O Es(wy). En particular, si cambiamos el
orden de la esperanza y la derivada (queda justificado, por ejemplo, por [ , Theorem

16.11]) entonces por la Proposicién 1.3.15 tenemos

L5 -r(v-3)).

Calculamos la derivada de B (N , 1 — g) utilizando la funcién digamma, véase el apéndice A.

4
ds

Esnx, [Elog(wn)] =

S

B(N,l——)z—}B<N,1—f>) o
2 2 2/~ 1—-5+]

Utilizando la expansién asintética de la funcién beta definida en la ecuacién (1.16) y la

aproximacion como serie del logaritmo natural podemos concluir la demostracion.

O

1.3.6. El harmonic ensemble
El harmonic ensemble es un proceso determinantal formado por N = %jd (d+£+1) pun-
tos, para todo L € N, en S propuesto en [ |. Para definirlo, consideramos

el espacio vectorial de los polinomios esféricos armoénicos de grado menor o igual a L. Pode-

mos escribir el nicleo reproductor de ese subespacio en funciéon de los polinomios de Jacobi
(1+ d—2 d—2)
2 0 2

P; ,
N (14452 d=2 J
KL(x7y):W £ ? ? )(<$,y>), $7y€S.
("z?)
En | | los autores demuestran que los conjuntos de puntos obtenidos del

harmonic ensemble tienen las esperanzas de las distintas energias de Riesz muy bajas. En

particular, con la notacién del Problema 1.2.2 prueban que

dr (1+5) T (5°) T (d—3)

limsup Cy 4., > 2375/511/19 s¢ A
e ST () @)

Ademas, si d—1 < s < d, lim sup se puede cambiar por liminf en (1.17) (véase |

, Cor. 2]). La cota propuesta en (1.17) es la mejor cota propuesta hasta la fecha (y hasta el
Capitulo 3) para un d general. Los autores también demuestran que ese proceso determinantal
es el 6ptimo (al menos para s = 2) de entre una clase de procesos determinantales obtenidos a
partir de subespacios de funciones reales definidas en S?. Sin embargo, para d = 2, el spherical

ensemble (que involucra un subespacio de funciones con valores complejos) da cotas mejores.

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria






CAPITULO 2

t-designs en variedades algebraicas

St superficies curva in quamcunque aliam superficiem explicatur, mensura curvaturae in sin-

gulis punctis invariata manet.

Theorema Egregium.
C. F. Gau$ (1827).

Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas.
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2.1. Definiciones y resultado principal

Sea M una variedad algebraica afin real lisa conexa y compacta de dimensién d en R"
que podemos definir como el conjunto de ceros de un conjunto de polinomios con coeficientes

reales.

M={zeR" : pi(z)="---=p.(z) =0}, (2.1)

donde p1,...,p. € R[X]. Por ser lisa podemos afirmar que el espacio normal a todo = € M
tiene dimension n — d. Para cada x € M, dicho espacio estd generado por los vectores
Vpi(x),...,Vp.(x), donde Vp es el gradiente del polinomio p en R™. Consideramos la medida
d-dimensional de Hausdorff en M, es decir, la medida de Lebesgue pas normalizada tal que
um (M) =1y denotamos por d(x,y) a la distancia geodésica entre z,y € M.

Sea X C C" la complejificacién de M, es decir, el conjunto de ceros complejos de los
polinomios pi(x),...,pr(z) que definen la variedad M (véase (2.1)). Consideramos también
la medida de Lebesgue en X y la denotamos por px.

El espacio de polinomios en M con coeficientes reales de grado menor o igual que t, que
denotamos P, = Py(M), es la restriccién a M del espacio de polinomios con coeficientes
reales en n variables. La dimensién del espacio Py (M) viene dada por el polinomio de Hilbert

y verifica
dim Py (M) = deg(M)t? + O(t?71).

Definicién 2.1.1. Denotamos por P} al espacio de Hilbert formado por los polinomios de

P; con media nula en la variedad. Es decir, P € P; tales que

/ P(a) dyipa(z) = 0,
M
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junto con el producto interno usual:
(P.Q) = [ P@Q@dM@).
M
PP tiene un niicleo reproductor, por lo tanto para cada x € M existe un tinico polinomio
K, € P} tal que
(Q, Kq) = Q(x),
para todo Q € Py.

Definimos un ¢-design en M de forma andloga a como estén definidos en las esferas (véase
la Definicién 1.2.9).

Definicion 2.1.2. Dada una variedad real afin lisa algebraica compacta y conexa M dotada
de su medida de Lebesgue normalizada g, una coleccién de puntos z1,...,xy € M es un

t-design si
X
P o) = 53 PG,
para todo polinomio P € P;.

Ademads de la definicién, tenemos la siguiente caracterizacién.

Proposicion 2.1.3. z1,...,2ny € M es un t-design si, y solo si

N
) K, =0. (2.2)
=1

Demostracion. Sea 1, ...,xy € M un t-design y Q € P?, entonces por la Definicién 2.1.2 y
la linearidad del producto interno real,

N

i:l

Es decir, que para todo @ € P se verifica

N
<Q7 Z sz> =0
=1

Esto solo es cierto si Zf\il K, =0.
Para demostrar el reciproco, utilizamos un argumento muy parecido: dado P € Py, pode-

mos escribir

P(z) =A(z)+C
donde A(z) € Py C = [, P(z)dpp(x). Como SN | K,, = 0, tenemos

N N
0= <Zsz>A> :Z leyA ZA(xl)
=1 =1 1=1
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Asi que
1 Y 1 Y
v z; P(xi) = + z; A(z)+C =C = /M P(z)dpa ().

O]

Hemos definido y caracterizado los t-designs en M. Ademas, su existencia queda garanti-
zada por los resultados de | | en contextos mucho mas generales
(véase el Teorema 1.2.11). Nos preguntamos entonces por el nimero minimo de puntos que
necesitamos para tener un t-design en M y también en como depende el nimero de puntos

del espacio de polinomios P;.
Proposicién 2.1.4. Siz1,...,xxy € M es un t-design en M, entonces N > t.

Demostracion. Este resultado puede entenderse como un caso particular de |
, Proposition 1.7]. Sin embargo, en este contexto podemos elaborar una prueba
mas sencilla y es esto lo que proponemos al lector.

Sea s tal que 2s =t si t es par, y tal que 2s + 1 =t si es impar. Entonces tenemos

N
/M P%(x)dpp(z) = ]ir;]ﬂ(xi)’ para P € P.

Suponemos que N < dim P, = O(t?). Entonces, para P, ..., Py € P linearmente indepen-

dientes tenemos que
det(P;(zi))ij=1,..n # 0.
De hecho, si el determinante anterior se anula, entonces existe una combinacién lineal no

trivial tal que
N
Zaij(xi)zo, iZl,...,N,
j=1

y tenemos una contradiccién, ya que
2

N N N
o=y 2 (Senie | = [ (Cene) e

i=1 \j=
Y si la integral de un polinomios al cuadrado se anula, entonces el polinomio tiene que ser el

polinomio nulo
N
Zaij(:c) =0, i=1,...,N,= Py,..., Py son linealente dependientes.
j=1

Como det(Pj(x;))ij=1,..~ 7# 0, entonces existen Q1,...,Qn € P, tales que Q;(x;) = b,
parai,j =1,..., N,y Q € span{Q1,...,Qn}*. Luego

0= | Q@Q@dnm(a) = Q). j=1....N
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y como [, Q(x)*dpp(x) = 0 obtenemos que Q(z) = 0. Luego necesitamos N > dim Py =
o(t%). O

Tras esta demostracién resulta facil ver que si x1,...,xny € M es un t-design en M, t es
par, y N = dim P, /5(M), entonces el conjunto de nticleos reproductores del espacio P, /Q(M)
en ri,..., TN,

Kijo(,75), j=1,...N,

consitituye una base ortogonal de Py /5(M) y

Kypa(xj,x5) = [ Kyp2( )72 00 = N,

para todo j =1,..., N.
Nuestro resultado principal es el siguiente teorema en el que demostramos la existencia de
t-designs con cardinalidad N para todo N = dim Py(M).

Teorema 2.1.5. Existe una constante Crq que depende solamente de M tal que para cada

N > Cpt? existen t-designs en M con N puntos.

Demostracion. La demostracion sigue el esquema propuesto por Bondarenko, Radchenko y
Viazovska en [ |. Dedicaremos a la demostracién de este teorema la

Seccién 2.4, pero antes tenemos que introducir varios conceptos. O

2.1.1. Notas y corolarios del Teorema 2.1.5

El Teorema en variedades conocidas

El resultado demostrado en el Teorema 2.1.5 se conocia para algunas variedades algebrai-
cas. Bondarenko, Radchenko y Viazovska lo habian demostrado en [ ]

para la esfera S? y Kuijlaars en | ] para el toro contenido en R3.

Teorema reciproco

Podemos observar que una suerte de resultado reciproco del Teorema 2.1.5 también se

verifica.

Teorema 2.1.6. Sea M C R" una variedad real diferenciable conexa compacta de dimension
d. Si M admite t-designs de orden t? para todo t € N entonces es una subvariedad de una

variedad algebraica de la misma dimension d.

Demostracion. La existencia en M de un t—design de orden t? implica que la dimensién del
espacio de polinomios en n variables de grado menor o igual que t/2, restringido a M, es de

orden t¢. Esto implica que M esté definida por un sistema de ecuaciones polinomiales. [

Retomaremos este estudio de subvariedades de una variedad algebraica en la Seccién 2.5.1.
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Esquema de la demostracién

Para probar el Teorema 2.1.5, seguiremos la estrategia de [ ]. Los
ingredientes principales de la prueba son un teorema de punto fijo, resultado clasico de topo-
logia; las particiones regulares en variedades diferenciales, estudiadas recientemente en [

|, v la existencia de desigualdades de tipo sampling o Marcinkiewicz-

Zygmund para espacios de polinomios P;(M). En | | los autores usan

unas desigualdades de Marcinkiewicz-Zygmund para polinomios esféricos que ya se conocian
en el momento de la demostracion, ver [ , Theorem 3.1] o |

, Theorem 6.4.4]. Sin embargo, dichas desigualdades no estaban demostradas en varie-

dades algebraicas generales y su demostracién es una de las partes fundamentales de este

trabajo.

Sobre las conjeturas existentes

El Teorema 2.1.5 da respuesta afirmativa a dos conjeturas sobre el orden asintético de los
t-designs con nimero minimo de puntos. En particular, confirmamos la Conjetura 3 de |

| para las Grassmanniana demostrando que existen ¢-desings de orden N = CtF(n=k) para

todo ¢t € N. También confirmamos el orden correcto de las férmulas de cuadratura definidas

en elipses expresada en la Conjetura 2 de | ]

Extensiones del Teorema 2.1.5

Recientemente, Gigante, Ehler y Peter han demostrado una extension del Teorema 2.1.5
para férmulas de cuadratura con pesos positivos basdndose en nuestras técnicas, véase |
|. Una férmula de cuadratura con pesos positivos en M es un conjunto de puntos

{z1,...,2xy} C M y un conjunto de pesos wy,...,wy € R4 que verifican

N
/M Plopdmle) = 3 uiP (s,

para todo P € P;. Los t-designs son un caso particular de las férmulas de cuadratura donde
todos los pesos son iguales, w; = % para todo 1 <i¢ < N. En | | los autores
demuestran que existe una constante Cpq que depende solamente de M tal que para cada
N > Cpt? y w; € Ry (v algunas condiciones técnicas mas para los pesos), entonces existen

férmulas de cuadratura en M asociadas a dichos pesos con N puntos.

De igual forma, Gariboldi y Gigante han desarrollado las desigualdades del tipo Marcinkiewicz-
Zygmund necesarias para extender el Teorema 2.1.5 a variedades no algebraicas, véase |
|. En este caso, en vez de considerar el espacio de funciones formado
por los polinomios de grado acotado, consideran las primeras autofunciones del operador la-

placiano asociado a la variedad y utilizan las desigualdades desarrolladas por Mhaskar y Filbir
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en | | para estos espacios de funciones. Para ordenar las autofunciones

basta con ordernar sus autovalores asociados de mayor a menor.

2.2. Particiones regulares

Hemos estudiado las particiones regulares en la esfera S? en la Seccién 1.3.1. Esa misma

nocién se puede extender a nuestra variedad M. Decimos que una familia de conjuntos

cerrados Ry,..., Ry C M es una particiéon regular de M si
N
pm(Ri) =1/N, | JRi=M, y pm(RiNRy) =0 para i # j.
i=1

El didmetro de la particién R = {Ry,..., Ry} viene dado por

IRl =, méx Jndx d(z,y). (2.3)
En [ |y | | podemos encontrar ejemplos de particiones
regulares en la esfera. Partiendo de esas construcciones, no resulta dificil deducir la existencia
de particiones regulares con didmetro comparable a N T en cualquier variedad compacta y
conexa algebraica lisa. La existencia de particiones en nuestro caso también puede deducirse
de un resultado reciente de Gigante y Leopardi para espacios métricos de medida Ahlfors

regular, véase | .

Proposicién 2.2.1. Para todo N > Ny = No(M) € N existe una particion reqular R =
{Ry,...,Rn} de M tal que

B(eyN~Y4) ¢ R; € B(eaN~YV4), (2.4)

donde B(r) es una bola geodésica en M con radio r > 0 y las constantes c1,ca dependen solo

de M.

Demostracion. Este resultado es una consecuencia inmediata de |

Theorem 2]. Debido a su larga extensién, no reproduciremos aqui la prueba. O

2.3. Desigualdades de Marcinkiewicz-Zygmund

Vamos a comenzar esta seccién enunciando un resultado de Berman y Ortega-Cerda
en | | sobre desigualdades de tipo Bernstein para polinomios
en variedades algebraicas. Este resultado es andlogo a la desigualdad de Plancherel-Polya

para funciones enteras de tipo exponencial, véase | ].
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-——
- ~
S mmm=="

Figura 2.1: Elemento de una particion regular con didmetro acotado como en la Proposicién
2.2.1.

Lema 2.3.1. Existe una constante C = Cpaq > 0 tal que para todo polinomio P € Py la
siguiente desigualdad es cierta:

C
/U(l) |P(x)|dpx (x) < i /M |P(z)|dpm(x),

t

dondeU(%) {xGX d(zx, M) }

Demostracion. Se puede encontrar la prueba en [Berman and Ortega-Cerda, 2018, Theorem
10]. O

Ul

=
SN—

Figura 2.2: Representacion del entorno tubular U ( %) de una variedad algebraica real.

Nuestro resultado sobre desigualdades de Marcinkiewicz-Zygmund es el siguiente.
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Teorema 2.3.2. Eriste una constante A = A(M) > 0 tal que si N > At* yR = {Ry,..., Ry}
es la particion reqular de M dada por la Proposicion 2.2.1. Entonces para todo P € Py

;/M‘ (2)|dprm(z) < —Z]P ()| < = / |P(z)|dp(x), (2.5)

para cualquier eleccion de x; € R;, con 1 <i < N.

Demostracion. A lo largo de esta demostracion, denotamos por C cualquier constante que
dependa de M. Fijamos el grado t € N, sea N = t%/a? > At? donde A = A(M) > 0 es
alguna constante ain por determinar. Consideramos la particién regular con N puntos dada

por la Proposicion 2.2.1. Por hipotesis, para cada elemento de la particién se verifica
B(acit™') € R; € Blacat™),

y por lo tanto el didmetro de R verifica

2a01 2a02

<RIl <

Comparamos entonces las siguientes cantidades:

N
¥ 2 1P@) = [ 1P@ldin(o)| <
=1

/ P(a)| — |P(2)|dp ()

< ”ﬁ” Z VP, (2.)

donde z} es tal que |VP(z})| > |[VmP(z)| para todo x € R;. Observemos que podemos
tomar x en la bola B(acat™!) que contiene a R;. Consideramos ahora cada z} como un punto

de X, la variedad compleja, y aplicamos la formula de integracién de Cauchy.

, c
VP < /B L PN )

~—
=

donde Bx(z}, t~1) es una bola en cualquier métrica hermitica de X . Observamos que cualquier
métrica hermitica en X sigue siendo una métrica cuando la restringimos a M y como M es
una variedad compacta, toda métrica es equivalente. Para ¢ = 1,..., N, el niimero de bolas
Bx(x},t71) con interseccién no vacfa estd acotado independientemente de t. De hecho, si
I c{1,...,N} existe C tal que si

ﬂBX (2t~ 1Y+ 0, entonces
jel

ﬂ B(:U;»,Ct_l) #0, vy R;j C B(x},Ct_l) para cada j € I.
jel
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Como cada R; contiene una bola disjunta de radio acit™!, tenemos entonces
card(I)a? < C.

Podemos acotar la suma en la expresién (2.6) por la suma de las integrales en las correspon-
dientes bolas y usando la acotacion en el nimero de bolas que intersecan, pasar a un entorno
tubular de M definido como en Lema 2.3.1,

C
Z/B z)|dpx (z) < ad/u(;;) |P(2)|dpx (2).

Finalmente, aplicamos el Lema 2.3.1 y obtenemos que la expresién (2.6) estd acotada por

N
IR / .

| < LN .

N ;:1 IVmP(z;)| < C N, |P(z)|dpa ()

Usando el hecho de que N = t?/a? y la cota superior para ||R|| deducimos que hay que tomar
A= (4Ccp)?. O

Resultados parecidos al Teorema 2.3.2 han sido probados por Filbir y Mhaskar para |
; | en variedades de Riemann compactas y espacios
de polinomios de difusién (autofunciones de operadores elipticos diferenciales), en particular,

para el operador de Laplace-Beltrami.

Definicion 2.3.3. Dada una funcién diferenciable f en M C R", el gradiente tangencial de
f en el punto z € M, que denotamos por V (f(z), es la proyeccién ortogonal del gradiente

de f en R™ Vf(x), en el espacio tangente a M en el punto z.

Para demostrar la desigualdad de Marcinkiewicz-Zygmund para el gradiente tangencial

(Corolario 2.3.5) usamos la siguiente desigualdad para vectores de polinomios.

Corolario 2.3.4. Sea k € N una constante fija. Eziste una constante A = A(M,k) > 0
tal que si R = {R1,...,Rn} con N > At?, es la particién regular dada por la Proposicién
2.2.1 entonces para todo vector de polinomios Q(z) = (Q1(z),...,Qm(x)) con m < 2d y
Qj(x) € Pryr(M) tenemos

N

7 [ 1Q@du(a) < 5 310G <3V | 1QG@)du(a), (2.7)

i=1

para cualquier eleccion de x; € R;, donde por |v| denotamos a la norma del vector v.

Demostracion. Sea A la constante dada por el Teorema 2.3.2 cuando reemplazamos ¢ + k por

t. Usamos el hecho de que

m

Z z)| < Vm|Q(z)],

y aplicamos el resultado anterior para cada Q;(x). O
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En | | el Corolario 2.3.4 es suficiente para tener una desigualdad de
Marcinkiewicz-Zygmund con los gradientes tangenciales de los polinomios, ya que el gradiente
tangencial de un polinomio esférico en la esfera puede escribirse como un vector de polinomios

esféricos. Este no es nuestro caso y necesitamos este segundo corolario.

Corolario 2.3.5. Ewiste una constante A = A(M) > 0 tal que si N > AtY y R =
{R1,..., RN} es la particion regular de M dada por la Proposicion 2.2.1, entonces para
todo P € P;

o/ VP () € = 37 [VaeP(@0)] < Ka | VsP@ldiia), 28)
Km Jm TN~ v M ’ '

donde Ky = 3\/3(nid)CM para Cpag > 0 dependiendo solamente de M y para cualquiera

eleccion de x; € R;, con 1 <i < N. De nuevo, denotamos por |v| a la norma del vector v.

Demostracion. Sea M dada como el conjunto de ceros del conjunto de polinomios con coefi-
cientes reales p1(z),...,pr(x). Como M es lisa y de dimensién d, para todo x € M el espacio

normal a M en z esta generado por

Vi, (z),...,Vp; _,(x),

donde el indice i; < -+ < i,_q (que puede depender de z) es un subespacio de {1,...,7}.
Asumimos, para simplificar la notacién, que i; = j para j = 1,...,n — d. Sea u;(x) una base
ortogonal del espacio normal a M en z. u;(x) puede obtenerse por la siguiente férmula del

tipo determinante de Gram-Schmidt,

(Vpi(z), Vpi(z))  (Vpa(z), Vpi(z)) ... (Vpi(z), Vpi(z))
(Vpi(), Vpa(z))  (Vpa(z), Vpa(z)) ... (Vpi(z), Vpa(z))
ui(r) = : : - :
(Vpi(x),Vpi—1(z)) (Vpe(x),Vpi-1(z)) ... (Vpi(x), Vpi_1(x))
Vpi(x) Vpa(x) ... Vpi(x)

Para calcular u;(x), no tenemos méas que desarrollar por la ultima fila. Como cada Vp;(x) es
un vector de polinomios, el producto (Vp;(x), Vp;(x)) es también un polinomio y entonces
u;(x) es también un vector de polinomios de grado total acotado por una constante que

depende solo de M. El gradiente tangencial de P en x € M es

e () ui(x
VmP(z) = VP(z) - > <VP(“””’)I;?€;()’§> @),
i=1 ¢

Si hay n — d polinomios que definen el espacio normal a M en toda la variedad, como en la

esfera y cualquier otra hipersuperficie algebraica, el resultado es inmediato porque podemos
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aplicar el Corolario 2.3.4 al vector de polinomios

n—d
(H rui(a:>|2> VP (x),
=1

y como M es lisa,
n—d

0< Cuf <[] ui@)? < Cu,
i=1
para algiun Cyq > 0. En el caso méas general, para cualquier I C {1,...,r} con |I| = n—d po-
demos definir los vectores de polinomios u; I(z) paraj = 1,...,n—d (algunos de los polinomios
pueden ser el polinomio nulo) y por el Corolarlo 2.3.4 las desigualdades de Marcinkiewicz-

Zygmund se verifican para

n—d n—d
(H !uil(w)P) VP(z) =Y (VP(),uf(x))uf(2) [ ] uf(2)]* (2.9)
i=1 i=1 i
Claramente, las desigualdades de Marcinkiewicz-Zygmund también se verifican tomando el
supremo de los subconjuntos I C {1,...,r} con |I| =n — d. De hecho, como
Cit IV imP ()] sup H juf (2) PV (P ()] < Cm|VmP(x)],
IC{l ..... T} i1
|[I|=n—d

para alguna constante C'yq > 0, concluimos que para vy(z) definido en la férmula (2.9)

-1
(n—d) Z ‘vl(x)\ﬁjcsup lvp(x)| < Z vy (z)],

Ic{1,..r} {1} {1}
Tend [|=n—d Tl=nd
para todo x € M. O
2.4. Demostracién del Teorema 2.1.5
Al igual que en [ ], el dltimo ingrediente de la prueba del Teorema

2.1.5 es el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1. Sea f : R" — R" una funcion continua y 0 un subconjunto abierto y
acotado, con frontera 082, y tal que 0 € Q C R™. Si (z, f(x)) > 0 para todo x € OS2, entonces
existe x € Q) tal que f(x) = 0.

Demostracion. Es un resultado conocido. Podemos consultar una prueba en |
, Theorem 1.2.9]. O
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Fijamos ¢ € N e identificamos el espacio R™ del Teorema 2.4.1 con P}. Definimos

o= {Pert: [ [Wur@lumia <1},

que es claramente un subconjunto abierto y acotado de PP tal que 0 € Q C PP. Definimos

una funcién f : P — Py como composicién de dos funciones:
Py — MY — P

P (21(P),...,an(P)) = Y Kuyp)
=1

Entonces (P, f(P < ZK > ZP z;i(P)). Sea A = A(M) > 0 definida como

en el Corolario 2.3.5. Sea N > Atd y R = {Rl, ..., Ry} la particién regular de M dada
por la Proposicién 2.2.1. Dado un polinomio P, definimos en M el campo de vectores Xp =
VimP/U(VmP|), donde U, : RT — R es una funcién C? creciente tal que Uc(z) = ¢/2 si
0<2<¢e/2yUl(x)=xsiz>ec para algin € fijo. Como U,(z) es C?, el campo de vectores
Xp es C? en M y depende continuamente de P. Ahora para cada 1 < i < N consideramos

la funcién y; : [0,00) — M que verifica la ecuacién diferencial

evi(s) = Xp(yils))

(2.10)
vyi(0) = z;

donde z; € R;. La ecuacién diferencial es distinta para cada P € P, por lo que a veces
denotaremos por y;(P,s) a y;(s) para enfatizar su dependencia de P. Fijémonos en que la
cantidad SV | P(z;) es pequeiia ya que S P(x)dp(z) = 0. Como queremos que SN P(x)
sea positiva, nos movemos desde el punto z; en la direccién de mayor crecimiento de P(z;),
esto es, la direccién dada por el vector V o P(z;). Como el campo de vectores Xp es C?, cada
y; estd bien definida y es continua en P y s. Para un sg > 0 fijo, todavia por determinar,

definimos la funcién continua

Pto 5P (x1(P),...,zn(P)) = (y1 (P, S0) ..., yn (P, 80)) - (2.11)
Siguiendo | | separamos
N N S0 N
¥ PPy = P+ [ P (P
i=1 i=1 i=1
S0 N N
> [ N P (s ds - ;;P@z) (212
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Podemos modificar la particién regular sin perder sus propiedades esenciales. De hecho, si
z, pertenece a la bola B(Cap||R||) que contiene a R;, donde Cyq > 0 es una constante que

depende solo de M, entonces definimos
R, = (R\ U {2}) U {a},
obteniendo una particion regular con las mismas propiedades, es decir
B(¢,N~Y4y ¢ Rl ¢ B(,N~V4), (2.13)

para algunas constantes ¢}, ¢ que dependen solo de M. Como en (2.6) y usando que P € Py

tiene media cero, obtenemos

N

1
N ZP(%’)

=1

IR|| &
/
<7 Z;WMP(%)L

donde 2 es un punto en la bola B(c,N~1/4) que contiene a R; en el que |V P(x)| alcanza
su maximo. Aplicando la parte derecha de la desigualdad en (2.8) y la modificacién de la

particién regular mencionada anteriormente obtenemos

< Km|R|- (2.14)

1N
N;P(%‘)

Para cualquier 0 < s < Cpq||R]| fijo aplicamos la parte izquierda de la desigualdad (2.8) y de

nuevo la modificacién de la particion regular obteniendo

d[1¢ 1 L VPP, s))?

ds [N Z:P Wi (B = ; U1V mP(yi( P, 5)])
1 1 N

>% X IVMP@P)] = 5 D IVMPu(Ps)| — e
i1 |V P(yi(Pys))|>e i=1

>L—e.

>

Finalmente tomamos sg = 3K/2V1||R|| ye= ﬁ y por la desigualdad (2.12) concluimos que

N
_ KulRI

NZP(%(P)) Z 0.

Aplicando el Teorema 2.4.1 obtenemos la existencia de Q € 2 verificando Zi\il K. = 0.

Por la Caracterizacién 2.1.3 podemos concluir que z1(Q), ..., 2y (Q) es un t-design.
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2.5. Sobre las condiciones de la variedad

En esta seccién, que no pertenece al articulo [ ], repasamos las carac-
teristicas de M y estudiamos cudles de entre ellas son necesarias para utilizar una prueba
tipo | | v cuales podrian no serlo.

Recordamos que tomamos M variedad algebraica real afin y lisa, compacta y conexa. En
cuanto a la compacidad, es una condicién necesaria: o bien la variedad es compacta, o bien

consideramos en ella una medida compacta, ya que si no no tiene sentido considerar

/ P(z)dpum(z) = 0.
M

Asi pues, queda considerar el resto de condiciones. Si no pedimos que M sea algebraica real

y lisa, tenemos dos opciones:

= O bien la variedad no es algebraica, pero sigue siendo lisa, con lo que tendriamos una

variedad diferenciable conexa.

= O bien la variedad deja de ser lisa, con lo que tendriamos una variedad algebraica real

y conexa con singularidades.

Ademas, esta el caso de que M esté formada por varias componentes conexas.

2.5.1. Subvariedades de una variedad algebraica

Un caso particular del anterior es el de una variedad diferencial no algebraica contenida en
una variedad algebraica de la misma dimension. Por ejemplo, podemos considerar la variedad

algebraica dada por
V ={(z,y) eR?: (2 +y*? —2d%*?* —9®) +a" —b' =0, b<a}. (2.15)

Esta variedad algebraica real irreducible, conocida como los 6valos de Cassini, presenta dos
componentes conexas lisas de dimension 1 donde cada componente verifica todas las con-
diciones que exigiamos a M salvo la de ser algebraica. Para este caso tenemos el siguiente

Teorema.

Teorema 2.5.1. Sea M una variedad diferenciable conexa y compacta de dimension d en
R™ y tal que su clausura de Zariski también tiene dimension d. Existe una constante Caq que

depende solamente de M tal que para cada N > Caqt? existen t-designs en M con N puntos.

Demostracion. Fijémonos en que el espacio de polinomios de grado menor o igual que ¢ en
una componente conexa de la variedad es igual al espacio de polinomios de grado menor

o igual que ¢ en su clausura de Zariski. Ademds, aunque tomemos solo una componente

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



2.5. SOBRE LAS CONDICIONES DE LA VARIEDAD 59

conexa M de una variedad algebraica M, al considerar la complejificacion X tenemos que
tomar la complejificacion de toda la variedad. Teniendo en cuenta estas consideraciones, la
demostracién del Teorema 2.1.5 se puede reproducir paso por paso, obteniendo t-designs del

orden esperado.
O

Figura 2.3: Ovalos de Cassini para a = 2 y b=1.93.

2.5.2. Variedades algebraicas con singularidades

No conozco ninguna referencia a un estudio semenjante, lo que esta claro es que el argu-
mento de [ | todavia no puede extenderse a este caso, ya hasta la fecha
no se conoce ningin teorema de existencia de particiones regulares en variedades algebraicas

con singularidades.

2.5.3. Variedades no conexas

La conexién es una de las condiciones mas criticas de la variedad. Incluso en sus defi-
niciones en los contextos mas generales, la condiciéon de la conexion estd siempre presente,
véase | Jo] ]. Supongamos que tenemos una variedad
M tal como esta descrita en 2.1 pero formada por varias componentes conexas. Claramente,
las distintas componentes tienen que tener la misma dimensién para que tenga sentido la
integracion respecto a una unica medida y tenga sentido considerar resultados asintoéticos.
Asi pues, en esta seccién todas las componentes conexas de una variedad tendrdn la misma
dimensién. Ademads, en esta secciéon no consideramos la medida de Lebesgue normalizada,
pas(z), sino la medida de Lebesgue usual dz. Por eso la Definicién 2.1.2 de t-design en M
pasa a ser

gy VUM S
/MP( )dz = ——> " Plx).

i=1
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Consideramos una variedad M algebraica real afin lisa y compacta formada por (veamos el ca-
so mas simple) dos componentes conexas. Sirva de ejemplo de nuevo los évalos de Cassini des-
critos en la ecuacién (2.15). Sabemos que existen ¢-designs del orden correcto en cada uno de
los dos évalos (vedse el Teorema 2.5.1), pero ;Cémo debemos definir un ¢-design en la variedad
general? Si denotamos por M1 y M3 a las dos componentes conexas y consideramos la medi-
da de Lebesgue sin normalizar podriamos definir {{z1, ..., zn, } € M1}U{{y1,...,yn, } € M2}
son un t-design en M = M7 U M si

Vol ./\/l U Ma)
a) /MlUMQ P(z)dx = (Ma U M) (prz +ZP yi > (2.16)

o bien N
Vol(M1) Vol M2
b/ Px)de = ——= P(x;) + P(y;). 2.17
], P I Z (2.17)

para todo P € P;. Si consideramos la Definicién (2.17), entonces tenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 2.5.2. Sea M una variedad algebraica real afin y compacta de dimension d en R™
formada por m componentes conezxas. Fxiste una constante Caq que depende solamente de
M tal que para cada N > Cpt? existen t-designs siguiendo la Definicion (2.17) en M con
N puntos.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 2.1.5 y 2.5.1,

- Vda " Vol(
/MP(az)d:U— Mlp( )d +...+/m =y — ZP

=1 Z

O]

Esta es la definicién que utilizan Ehler y Gréf en | , Definition 6.4],
donde considerar t-designs en uniones de variedades Grassmannianas. De hecho, como per-

miten que las distintas componentes tengan distinta dimensién, su definicién es:

Vol(M;) L Vol M

Mz i=1
Si consideramos la Definicién (2.16), entonces el problema se complica y los resultados que

obtenemos son més débiles.

Proposiciéon 2.5.3. Sea M una variedad algebraica afin real y lisa, compacta, formada por

m componentes conexas My, ..., My,. Si
Vol(M)
Vol(M;)

para todo 1 < j < m, entonces existe un t-design {x1,...,xny} en M segin la Definicion

€Q

(2.16) que es unidn de t-designs en las distintas componentes conezras.
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Demostracion. Sea {x’l, e fo} un t-desing en M; para 1 < ¢ < m. Su existencia viene dada

por el Teorema 2.1.5 o 2.5.1, Entonces, se verifica

Vol Ml ZP i) + ... VO] ZP Yi) = P(x)dx + ... —l—/ P(x)dx

= / P(z)dx.
MiU..UM,,

Si las relaciones entre los Vol(M}), ..., Vol(Mz) son racionales, entonces por el Teorema 2.1.5
0 2.5.1 podemos aumentar el nimero de puntos de IV; hasta tener todos los coeficientes de

las sumas iguales. O

Observamos que aunque garantizamos la existencia de t-designs en este caso, no podemos
asegurar que sean del orden t%.
El reciproco también es cierto si anadimos la hipotesis de que las distintas subvariedades

My, ..., M, no tengan la misma clausura de Zariski.

Proposiciéon 2.5.4. Sea M una variedad algebraica afin real y lisa, compacta, formada por
m componentes coneras My, ..., My,. Supongamos ademds que ninguna componente tiene la
misma clausura de Zariski. Si existe un t-design {z1,...,xn} en M segin la Definicion (2.16)

que sea union de t-designs en las distintas componentes conexas, entonces

Vol(M)

Vol M) < &

para todo 1 < j < 'm.

Demostracion. Como las componentes no comparten clausura de Zariski, existe tg € N tal
que para todo t > tg existe P; € P; tal que se anula todas las componentes salvo en M, para
cada 1 < j < m. Esto es posible ya que las componentes no comparten clausura. Supongamos

que existe un t-design en M que sea unién de ¢-designs en las distintas componentes conexas.

Entonces,
Vol(M) & Vol
TZPj(azi): MPj(m)da:: M’Pj(:r)da:— ZP (z4).
=1 J
Luego,
N;  Vol(M;)
N Vol(M)~

Vol(M;)
Como . € Q, entonces necesariamente Vol(M) € Q.

Finalizamos el capitulo con este curioso ejemplo.
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Ejemplo 2.5.5. Consideremos las variedades:

Vi={(z,y) eR?: 2% 4+ 3% -1 =0},
1
Vs = {(x,y) e R?: 2 +¢? —3—0},
1
Ve = {(z,y) € R%: :U—l—y—;:O}.

Y la union de las anteriores
1
Vig={(z,y) e R*: (z® +y*> — 1) <x2 Ty 3) — 0},

1
Vie={(z,y) eR*: (2 +y* - 1) <x2 +y? - > =0}.
Los volumenes de las variedades vienen dados por
2
Vol(Vy) = 2 Vol(V3) = 3 Vol(V;) =2

Para N1,N3 y N € N consideramos los correspondientes t-designs en cada una de las va-
riedades: {x1,...,xn, } en Vi; {y1,....,yns} en Va y {z1,...,2n,} en Vi. Por [

, Theorem 3.1] sabemos que los t-designs son precisamente las t + 1 raices de
la unidad del circulo permitiendo una rotacion por cualquier dngulo 6 € [0,27) Evaluamos

ahora el polinomio
Plz,y) = 2" +y° -1
en Vi g y Vi x. Siguiendo la Definicion (2.17), suponemos que

N3

Vol(V1) + Vol(V3) / Vol(V3)
= P(z,y)dzxdy = P(z,y)dxdy = 5.
Ni + N3 ZZ: Vi )dedy = Vs () dedy N ; ’
Ast que,
Vol(Vi) + Vol(V3) — Vol(V3) PN 81 27 - 4o Ni+ N3
N1+ Nj Ns 3(N1—|—N3) 3N3 N3 '

No tenemos mds que fijar, por ejemplo, N3 y tomar en Vi un t-design con N1 = 3N3 puntos
para obtener un t-design en V1 3.

Veamos ahora el otro caso. Suponemos que

l v, v,
VolVi) + VollV, Z = P(z,y)dzdy —/ P(z,y)dxdy = VO Zzz

Nl + N Z B Vl S\ ™
Entonces,
Vol(V1) + Vol(Vy)  Vol(Vy) PN 2r+2 2 — 41— Ni + N;
Ny + N; N, Ni+N, N, N,

Como N1, N, € N, la ultima igualdad no se verifica nunca, asi que no podemos tener un

t-design en Vi » que sea union de t-designs en Vi y Vr.
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Figura 2.4: Variedad del Ejemplo 2.5.5.
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CAPITULO 3

Generalizaciones del spherical ensemble

Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Systems gehort eine FErhal-
tungsgrofe.

Teorema de Noether.
A. E. Noether (1918).

Invariante Variationsprobleme.
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En la Seccién 1.3.5 hemos presentado el spherical ensemble, un proceso de puntos de-
terminantal definido por Krishnapur en [Krishnapur, 2009]. Algunas de las propiedades més
relevantes del spherical ensemble han sido probadas por Alishahi y Zamani en [Alishahi and
Zamani, 2015]. Entre ellas destacan los pequenos valores que toman las esperanzas de las
distintas energias de Riesz evaluadas en los puntos que provienen del proceso. De esta forma,
los conjuntos de puntos que provienen del spherical ensemble nos proporcionan varias de las
mejores cotas que se conocen a dia de hoy para los valores minimos de las s-energias. En
este capitulo proponemos varias generalizaciones de este proceso determinantal a diferentes
espacios: S§?¢, S24+1 y P (Cd+1), d € N. Dado que el spherical ensemble utiliza la estructura
compleja de S? (mds concretamente, la identificacion de S? con C mediante la proyeccién
estereografica), nuestra generalizacién sera distinta para las esferas de dimensién par (con
proyeccién estereogréfica a C%) y las de dimensién impar. Dependiendo de la generalizacién
que tomemos nos sera posible calcular la esperanza de las energias de Riesz y de Green para
los distintos conjuntos de puntos obtenidos en este capitulo. Los resultados aqui presentados

estan recogidos en los articulos [Beltran and Ftayo, 2018b] y [Beltran and FEtayo, 2018¢].

A lo largo del capitulo haremos referencia a distintos procesos de puntos determinanta-
les. Para no volver demasiado engorrosa la notacién, hemos adjuntado una tabla al final del
capitulo donde aparece un resumen con la nomenclatura asociada a cada proceso determi-
nantal. Ademés, durante este capitulo trabajaremos indistintamente con C% y R??, obviando,

siempre que sea posible, el isomorfismo que hay entre estos dos espacios vectoriales.
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3.1. El spherical ensemble

Comenzamos este capitulo recordando brevemente en qué consiste el spherical ensemble
presentado en la Seccién 1.3.5. Sean A, B matrices de talla N x N con entradas aleatorias
gaussianas complejas, es decir, cada entrada de A y B es independiente identicamente distri-
buida tomando sus partes real e imaginaria siguiendo la distribucién real gaussiana con media
0 y varianza 1/2. Si calculamos los autovalores Aj,..., Ay € C del haz de matrices (A, B) y
los enviamos a la esfera S? a través de la proyeccién estereografica, obtenemos el spherical
ensemble. Fijémonos en que los \; son nimeros complejos tales que det(\;A — B) =0y que
existen (para A, B genéricos) N soluciones para esta ecuacion.

Krishnapur en | | demostré que este proceso es determinantal y que el
ntcleo asociado al proceso determinantal en el plano complejo es el nicleo reproductor del

subespacio N-dimensional de LZ(C) generado por

_ k
N(N 1)’" v 0<ESN-1p,
SLIVATRIEEE S

donde consideramos la medida de Lebesgue p en C que hace que este conjunto sea ortonormal.
Dada una base ortonormal del espacio, podemos calcular facilmente su nicleo reproductor
con la féormula (1.14) y tenemos

(zw)"
>u+mﬁ?u+wWT
N (1+ zw)N-1
L+ P (L fwf?)

N+1
2

Consideramos la proyeccién estereografica

7 :8%\{(0,0,1)} — R?
(@,9,2) = <1fz’ 132) '

Como dicha aplicacién establece un difeomorfismo entre C y S?\{(0,0, 1)}, podemos aplicar

la Proposicién 1.3.5 y concluimos que existe un proceso de puntos determinantal en S? cuyo
nucleo viene dado por:
(1+ zw)N-1

N
KN (p,q) = = . .
¥ AT (14 21275 (14 jwf2) "5

donde z = m(p) y w = w(q). Fijémonos en que el nicleo verifica

(N) N

KS2 (pvp) = Ea
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lo cual implica, en nuestra notacién, que el proceso es homogéneo; e incluso mas, es isotrépico

(véase la Seccién 1.3.4), ya que

Km0 = (B T

Es por esta propiedad (la isotropia del nicleo) que se pueden calcular explicitamente y son
pequenas tanto la esperanza de la s-energia, como otras cantidades interesantes de un conjunto

de puntos provenientes del spherical ensemble, véase | ].

3.2. Un proceso determinantal en C?

Vamos a intentar generalizar este proceso determinantal partiendo de un proceso de puntos
determinantal en C? y trasladandolo después a S??\{(0,0,1)} o S*¢*+1\{(0,0,1)}.

Definicion 3.2.1. Sea L > 0, consideramos el conjunto de las siguientes funciones definidas

en C%:
a1 aq
Zl ...Zd
I= {m oy ELEL } (3.1)
L+ 1l2P) 2 ) st tau<t

donde los coeficientes multinomiales son de la forma

oL _ (d+L)! L 1 (d+L)!
M@ pd )\, o, L— (a1 + .o+ ag))  marl..agl (L — (o + ... + ag))!

Denotemos por H el espacio que generan en L% (Cd).

Proposicion 3.2.2. H tiene dimension N = (d+dL) compleja.

Demostracion. Tenemos que

Polinomios en d

L
dimH = dim | variables de grado = Z dim (
=0

Polinomios en d )

variables de grado i
igual o menor que L

Combinaciones de d
L L odti—1
=1+ Z elementos en grupos de i | =1+ Z ( . )
i=1

i
. i=1
elementos con repeticién

Ahora vamos a demostrar por induccién en L que
L rdti—1 d+L
1 = .
RAGHDE Y
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Vemos que para L = 1 se verifica:

NHRENCY!

Supongamos que se verifica para L — 1 y veamos que entonces es cierto también para L:

1+ZL:<CH§1> :1+Lzl(d+zl>+<d+§l>

i=1 i=1

d+L—-1 d+L—-1
=Hip. d + I o

_(d+L-1)! (d+L-1)
(YL —1) " (L)!(d—1)!
_ (d+L-1)! (d+L) (d+L) (d+L
S d-DY(L-1)! dL d'L! _< d )

O]

Proposicién 3.2.3. La coleccion I propuesta en la Definicion 3.2.1 es una base ortonormal
de H en L%(Cd) y el nicleo reproductor K((C]Z) :C% x C* — C de H asociado a la medida de
Lebesque usual en C? es:

Nd! (14 (z,w))*
™A1 T (1 ] ?)

Demostracion. Comenzamos demostrando que es una base ortonormal.

!/ /
2tzg P
c (L+1]21%) (L (|2

_ oL oF 2113 ---ngTd%d d
- bl Joa (T JJAR)AR T S5

2001 o —a1 2ag5—a),—ay
_ L L ||z ][z |[zal |* ¥4z
= \/COZI 77777 OZdC ’o &/(Cd ( + Hz” )d+L+1 dzled

K8 (z,w) =

d+L+1 .

Usamos ahora el siguiente cambio de variables: z = (21, ..., zq) — (p1™", ..., pge?®4), que tiene
jacobiano normal NJac = p;...pq (para una definicién de jacobiano normal, véase el apéndice

B), y calculamos la integral

pZOél o) —on ei01 (o) — 041) p204dpo‘d Qd z@d(ad—ad)
/ / pddpldpddeld(gd
0,00)¢ J[0,27)¢

(L+pf + . pp) e

a1+a1+1 i1 (af—a1) Hpgd+a&+1ei6d(a&—ad)
dpl...dpddel...ded.
/0 00) ~/[027r

(14 p2+ ... + p2)dti+l
Estamos en condiciones de aplicar el Teorema de Fubini

a1+af+1 pad—&—a;l—i-l

P1 - Md 101 () —a1)  iba(a);—aq)
dpl...dpd/ eI\ T eWdl®aT X dl, .. .dby.
Amwu+ﬁ+m+@ﬂﬁﬂ 0,27
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De aqui podemos deducir que si (a1, ..., aq) # (0], ...a;) entonces
/ (iOrled—an)_ oibalei=d) g, g, = 0,
[0,27)¢

Con lo cual las funciones son ortogonales. En cambio, si (ai,...,aq) = (a],...c/;) entonces

calculamos:

a1+af+1 agtal+1

p p p2a1+l p2ad+l
1 ‘Hd 1 o Md
dpl...dpd = / dpl...dpd.
/(o,oo)d (L4 pf + oo+ p)arEtt (000)¢ (1+pF + oo 4 p3) AL+

De nuevo utilizamos el Teorema de Fubini

p2a1+1 20(d+1
1 --Pq
dpy...d
/<07oo)d (Lt P2 + .. + po)dr Lyt OP1 P
2a1+1

0 20,41 0 41 o9 0
(e %] d—1
= p / p / dpi...dpq.
/0 d f, Pe o (L4 p3 4t pRdrL

Donde:
/°° prott . ald+L—1—a)!
o (Lt + 4 )T T S I+ g2+ o+ )T or
véase por ejemplo | , Férmula 3.251, 5]. Luego:
/ CRAE
(O,00)d (L4 p}+ ...+ pZ)dti+l

_ald+L—-1-a) /°° et /°° it /OO P32 dpy...dpy
2(d+ L)! o 1 o ¢ o Q4 p3+ .+ pR)dtLa

_alm!d+L—2—o1 —ay)! /°° e+l /°° pRa-1t] /OO p5** dps...dpg
4(d+L)! d o 4 o (L4 pE 4+ pR)dtloent

Con lo que podemos concluir que

p%al—i-lmp?iozlfrl . ;
/(0700)11 (14 p? 4 ... + p2)dtLl+l pr--Gpd
Caglagliagd+L—1—-a))l(d+L—-2—a1 —a)l..(L—a1 —az —... — ag)!
B 20 d+ L)V d+L—an — D).+ L—ag — ... —ag)!
atlaglag(L—o1 —az — ... — ag)!
2¢(d+ L)!
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Por lo que

Xg

2z 7 z?ll zd/
.
/Cd Ca1,...,ad (1+||Z||2)d+§+1 m(1+‘|z|‘ )d+L+1 le...dZd

p2a1+1 p2ad+1
=cL / L d dpi...dpg / do...doy
A1 yeeny g (0,00)d (1 + pl 4.+ pg)d-‘rL-i-l [O,Qﬂ')d

_ ol arlagl..agl(L — aq 70427...70@)!26[ d
— Yat,...,0q 2d(d+L)'
(d + L)!allagl...ad!(L -] — Qg — ... — ad)!Qdﬂ'd

_ — 1.
Wdall...ad!(L — (al + ...+ ad))!2d(d =+ L)'

Asi que las funciones tienen norma 1. Como hemos demostrado que I es una base ortonormal

de H, entonces el nicleo reproductor de H viene dado por

—\a1 —\ayg
KW (2, w) = Z ct o (z1w07) ... (2qwq )

cd d+L+1
2 (1 ] ?)

d+L+1
o taq<L (L +[[=11%)

—ZL: 5 1 (d+L)! (zlm)l (zq0q)%

oyl ag (L — (a1 + ... + ag))! (141212 (1 + ||w]]2)

drL+1
=0 ai1+...+ag=1 2

d+L+1
2

_ (d+L)! ZL: 1 5 i (7). (2qT0g)
—il(L — 1)

(1 + [|2][?) (1+ |\w|\2)d+§+1 e o1l...ag!
Por el Teorema multinomial | , Formula 2.6.4(ii)],
L .
d+ L)! w1 + ... )
K((ij)(z,w) = — . d(JrL: ) s Z (leli'J(rL _‘:.)Zl'dwd)
(L I2]?) 2 (14 [[w]]?) i=0 : -
_ (d+ L) (14 2107 + ... + zqw3)"
- d+L+1 drLi1 1
m (L4 [12]]7) 72 (L [lw]?) 2 L!
_ Nd! (14 (z,w)¥
d d+L+1 d+L+1
AP (A [[w]?)
O

Gracias al Teorema de Macci-Shosnikov (en este documento, Teorema 1.3.3), podemos

dar la siguiente definicion.

Definicién 3.2.4. Existe un proceso de puntos determinantal de N puntos en C¢ que deno-

(N)

taremos por X, con nucleo asociado

Nd! (14 (z,w))*
d diLi1
AP T (- (wl?)

K8 (z,w) =

d+L+41°
2
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3.2.1. Un primer acercamiento a un proceso determinantal en S?*

Queremos transladar el proceso determinantal definido en la Definicién 3.2.4 a la esfera S2¢
imitando el método empleado para el spherical ensemble. Para ello, definimos la proyeccién

estereografica en cualquier dimension real par y calculamos su jacobiano.

Lema 3.2.5. Consideremos la aplicacion estereogrdfica definida por

7 :S*\{(0, ...,0,1)} — R
d
2

D1 D24
(P1, s P2d+1) = < ) -
T 1—poay1’ 1= poa1

Entonces la aplicacion diferencial de 7 en el punto p € S*? es

Dr(p)p = ( D1 D1D2d+1 D2d D2dD2d+1 )
1—poar1 (L=p2a11)?" " 1—pogr1 (1 — pags1)?

Demostracion. Solo tenemos que calcular una derivadas:

Dr(p)p = m(p+tp) =
_d ( p1+tp p2 +tp2 P2d + tp2d )
dt \1—pagp1 — theas1’ 1 — poay1 — tP2ar1 1 — Paas1 — tPads1
< P1P2d+1 Dd2 n Pd2P2d+1 >
1 — pad+1 (1 —p2as1)? 1 =poay1 (L —paag1)?)

O]

Lema 3.2.6. Sea 771 : R? — S2? g aplicacidn inversa de la proyeccion estereogrifica

definida en el Lema 3.2.5, entonces
9 2d
NJacrL(y) = () )
N FE

donde NJac denota el jacobiano normal. Para una definicion de jacobiano normal, véase el

apéndice B.

Demostracién. Calculamos la matriz jacobiana de 71 (y)

0 2y1 0 2y1 il 2y1
dyr \ [ly|[*+1 dy2 \ [lyl[?+1 Tt dyaa \lyl[2H41 v1
Dr Yy =
0 (lylP-1 o (lwlP=t o (llyl*P=1 oy
dyr \ [ly|[*+1 dy2 \[lyll*+1 T dyaa \lylP+1
2(|lyl2+1) —4yi —4y1y2 —4y1y v
(lyll?+1)2 (lylP+1)2 = (Hy|\2+1) 1
4y1 4y 4yaq oy
(lyl[*+1)2 (P41 (JlylP41)?
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Para cada punto y € R?? tomamos una base ortonormal de R?? de la siguiente forma: con-

sideramos el vector ﬁ y una base de vectores ortonormales a ﬁ en R??, que no daremos

explicitamente, a la que denotamos por (w(l), w®, .. w(Qd_l)). Entonces calculamos:

2(| |yl +1)—4y? —4y1y2 —4y1Ya4 Y1
y (lyll2+1)2 (ll2+1)2 = ((lyl2+1)2 [yl
Drl(y) = =
’ ‘y| ’ 4y1 4y2 dyagq Ya2d
(lyl2+1)2 (wlP+02 = ((wlP+1)2 [[yll
_ < 251 (1 = [lyll*) 29200 = [lyl*) 4llyl| )
(12 + D2yl (lyl? + D2yl (lyl* + 1)
o P
Nyl + )2yl \7777 7 (1= [y[[?)
2(llyll2+1)—4y3 —4dy1y2 —4y1y2q w(i)
) (lyl2+1)2 (lylP+1)2 o (([ylP+1)2 1
Dr Y y)w® =
4y1 4y 4yag w(i)
(lyl]>+1)2 (lyl2+1)2 = ((lyll*+1)? 2d

_ 2w§z) 2w§l) 0
yll2 + 17 [lyl2+1"7

_ 2 () ()
= IE+1 (wl , Wy ,...,0).

Podemos calcular el jacobiano normal utilizando la férmula (B.1):

L [det ((Dri(y)(wl®), Da-l(y)wl))
NJacr ~1(y) —\/ det ((w®, w®Y)

donde, para que la notacién resulte mas sencilla, hemos denotado por w?® al vector ﬁ

i,j=1,....2d

Como {w(i)}izlymgd es una base ortonormal, det (<w(i),w(j)>) = 1 y por lo tanto, sélo

tenemos que calcular

NJacwfl(Z/) = \/det (<D7T_1(y)(w(i))7Dﬂ'_l(y)w(j)>)¢,j:1,...,2d

4
e 0 0

= |det
0 0

-

(igt)”

4
(Ilyll>+1)
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Proposicién 3.2.7. Eziste un proceso de puntos determinantal en S**, que denotamos por

(N) .
Xgoq con nicleo

K(N)( ) = Nd! (1+(p,q) — pads1 — quH)L
SZd p7 q - 7Td2L+d+1 ( L+d L+d *

1 —pog+1) 2 (1 —qoay1) 2

Demostracion. Utilizamos la Proposicién 1.3.5 con la proyeccion estereogréafica definida en el

Lema 3.2.5 y obtenemos:

N Nad! (1+ {z,w))"
Kéw)(p’ q) = d92d+1 gy L=d oy L=d
L+ [2117) "2 (L + [[w]]?) =
P p q q L
B Nd! (1+ <<1—p21d+1 v 1—172224-1) ! (1—Q21d+1""’ 1—q22£;+1)>)
- qd2d+1 ( p1 P2d ) 2y 54 ( Q1 924 ) 2554
(L +1] I=paa+1’ """ 1=padt1 )72 (@ +]] 1=g24417 """ 1=q2a+1 )72

(p,Q>—P2d+1Q2d+1 L
Nd! (1+ (1*p2d+1)(1*(I2d+1))
d92d+1 1+ L_d 1+ L_d
a9 P2d+1\ =5 92d+1\ =5
(1 + 1*p2d+1) (1 + 1*(12d+1)

Nd!' (14 (p,q) — paa+1 — Ga+1)"

doLtd+1 Lid Lid"
w2 (1 =paay1) 2 (1 —qody1) 2

O]

(N)

Proposicién 3.2.8. Xg,,

es un proceso determinantal con nicleo asociado no homogéneo.

Demostracion. No tenemos més que calcular

(N) _ Nd' (14 (p,p) — 2p2g1)*
Keoi (P,0) = —orra L+d
me2 (1 — pad+1)
Nd' (1 - pogs1)”
7Td2d+1 (1 _ p2d+1)L+d
B Nd!
- 7.‘.d2d—i-1(1 _ p2d+1)d.

Como Kéé\;) (p,p) depende de pag+1, no es constante luego el niicleo no es homogéneo. ]
El nticleo de %(SJQ\;) (p,p) no es homogéneo, con lo que no puede ser isotrépico. Esta es
la principal caracteristica del spherical ensemble y lo que provoca que podamos calcular la
esperanza de su s-energia. Asi pues, esta primera generalizaciéon que hemos propuesto parece

no ser la deseada. Nos planteamos los siguientes problemas.

Problema 3.2.9. ;Como modificamos el spherical ensemble en una esfera de dimension par

para que el nicleo sea, por lo menos, homogéneo?

Problema 3.2.10. ;Qué aplicacidn podemos definir de C* a S™ con m impar que conserve

la buena distribucion de los puntos en C% como la proyeccion estereogrdfica?
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76 3.3. UN PROCESO DETERMINANTAL EN §2¢

3.3. Un proceso determinantal en S

Para solucionar el Problema 3.2.9, vamos a seguir esta estrategia. En vez de utilizar la
(V)

Cd
(N)

Ccd
pretendemos dejar invariante la direccién de cada uno de los vectores de C? pero cambiar

proyeccién estereogréfica para llevar X, a un proceso determinantal en S?¢, vamos a hacer

un paso intermedio transformando X,.,’ en otro proceso determinantal distinto en C?. Asi,

continuamente su norma para obtener finalmente un proceso en S** con nicleo homogéneo.

Definicion 3.3.1. Sea

g:[0,00) — [0, 00)

una aplicacién de clase C*°, creciente, con g(0) =0y a:ll)rgo glz) =00y
%) R R
x

x%g(llxl\)m-

Proposicion 3.3.2. La aplicacion ¢ definida en la Definicion 3.3.1 es una biyeccion.

Demostracion. Claramente g : [0,00) — [0,00) es una biyeccién: la inyectividad viene dada
por su monotonfa y la sobreyectividad por sus valores en los limites. Para ver que ¢ : R —;

R?? también lo es, vamos a definir su aplicacién inversa. Sea

r:R¥ R

-1
g Y
Sy )

[yl

entonces,

P PID)

_ “MlylD ) — ~“(lylD Wil ¥ _
» (poT)(y)=¢ (g HyHy ?J) =g (g Hy”y H?JH) %%H)Hy\\ =Y.
Y

—1(gll=lD ),
« (rog)@) = (s(llell ) = WQHIW =a.

WHIH

Como (¢ o7)(y) =Idy (7 o¢)(z) = Id, podemos concluir que 7 = ¢! y por lo tanto, la
aplicacién ¢ es biyectiva.
O

Tenemos entonces el siguiente diagrama:
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R2d d R2d T S24\ {(0,....0, 1
\( )}

2d

s

#—————g(l[all) 2

y ( 2y1 2y24 H?J||2—1>
[[yl2+17 0 JlylP+1° Jlyl]2+1 )

Considerando la aplicacién (771 o) entre las variedades riemannianas R?? y §?¢, gracias
a la Proposicién 1.3.5 podemos concluir que existe un proceso de puntos determinantal en

S24 con nicleo

KW (5 0) K (77 0 0) (), (7 0 0) " (9)) |
’ VINTac((m 1o @) ((x "o ) () NJac((r "o 9) (7T 0 ) ()]

Vamos a calcular explicitamente dicho niicleo. Para hacer mas sencillo el célculo del jacobiano

normal, desglosaremos la demostracién en diferentes lemas.

Proposicién 3.3.3. Para cada x € R?, la isometria 0, definida en la Proposicién B.0.7 hace

conmutativo el siguiente diagrama.

d d
R o R
0 0
d d
R o R

Demostracion. No tenemos mas que tomar un punto x = (1, ...,x2q) € R? y aplicarle, por

un lado ¢ o 6, y por otro lado 6, o ¢ y ver que obtenemos lo mismo.

p o 0x(x) = 0(0z(2)) = ¢(||2[], 0, ..., 0) = g([|=[])

02 0 ol2) = 0u((a)) = 0 (gmxr) d ) = =Dy 0, 0).

]| [|]]

Podemos concluir entonces que el diagrama es conmutativo. O
Corolario 3.3.4. En particular, tenemos que
NJacp(z) = NJacp(bz(x)).

Demostracion. Es una consecuencia directa del Teorema B.0.6. O
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Lema 3.3.5. La aplicacion diferencial de la aplicacion

] R™ — Ry

= [[]]

es D(|| )(z)d = =22,

Il

Demostracion. Comenzamos calculando

DA P = &

y7 ||z + ti| |2

t=0

& o <$+tﬂf7$+t$>

=(&,x) + (z, )
=2 (x,T) .

Como ademds sabemos que D(|| [|?)(x)d = 2||z||D(|| ||)(x)#, podemos deducir que

(z, )

2{w,8) = 221D D) = DAHD(@)E = =2

O]

Lema 3.3.6. La aplicacion diferencial de la aplicacion ¢ definida en la Definicion 3.5.1 en

un punto x € R?? es

oz, &) #ll] - 242

Do(z)i: =g'(||z])) 5" 22 g(llfﬁ\l)W-

Demostracion. Por la definicién de aplicacién diferencial tenemos:

De(@i= G| ple+ti) =G| g+ il
Gracias al Lema 3.3.5 tenemos
Dot =G| olle+ el
=) 22T ey T
_ o lmE)
e P I

Lema 3.3.7. Sea ¢ : R2* — R24 g aplicacion definida en la Definicion 3.3.1, entonces

2d—1
Niacp(z) = ¢'(|la]) (gﬂ””,}’)) .
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Demostracion. El célculo de este jacobiano normal es el mas dificil del capitulo, ya que vamos
a hacer todos los calculos explicitamente. Por eso recomendamos al lector poco experimen-
tado que lea antes el Apéndice B donde se demuestran las propiedades que utilizamos aqui.
Tomamos una base ortonormal del espacio tangente al punto z en R?? (que también es R2%)
asi que consideramos la base {e, ..., ea4} con e; = (0, ...,0,1,0...,0) donde 1 ocupa la posicién

i-ésima. Calculamos:

(z,e1)

x (z,e1) e1lz]| — = IE
De(z)er =g (||l2ll) =z~ + g(lll])
| |||
R/ (HxH7O7'“70)t<(HxH707“'70)t761>
(I11,0,---,0)" e
erllal| = (Il 0, .., 0) U0 c1)
+o(llel) =
el
, (||z|[,0, ..., 0)¢|||| elz(| = (|, 0,..., 0) ]|
=g (I[=[]) + g(ll])
||| |2
=g (llz[))e1.
<xvei>
x<$,ei> eil|z|| — x IE
(De(@)ei)ipr =g (|2 =g +9(l2l)——
7 ||| |2
(Il2]],0, ., 0)" ((|[]], 0, .., 0)", &)
/
=g (l=[1)
|||
x tE'
ol H)ei|r:c||—<r|:c|,o,...,o>t<(""ﬁ’;W
g(||z
||| |2
eil|z]|
=g(ll=[l)
||| |2
_olllelh,,

Podemos observar que la imagen de los vectores de la base estandar de R?? a través de la
diferencial de ¢ en un punto x son ellos mismos multiplicados por un escalar. Dicho escalar,
ademds, nunca es nulo, puesto que si ¢’(||z||) = 0 para algtin x, entonces la funcién g no seria
mondétona creciente. Por otro lado, g(||x||) sélo vale 0 en el punto 0. Luego, podemos concluir
que ker(Dy(x)) = 0 y podemos tomar como base de ker(Dp(x))* la base estandar de R4

Tenemos, por el Teorema B.0.6 y el Corolario 3.3.4, que para cada z € R?*? podemos escribir
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el jacobiano de ¢(x) como:

NJacp(r) = Nlacg(f(x) = y/det ((Dg(a)es. De(a)e;))

(g'(I11]))* 0 - 0

i,j=0,...,2d

Ly

SN E ”))M_l,

||

donde 6, es la isometria definida en la Proposiciéon B.0.7.
O

Proposicién 3.3.8. Sean L >0,d > 1, g : (0,00) — (0,00) como en la Definicion 3.5.1 y
N de la forma N = (ngL). Entonces, :{élz\;,g) es un proceso de puntos determinantal en S??
con nucleo asociado

_ Nd!(1+ (z,w)"R(||z]) R(l|wl])
7d92d ’

K5 (p.q) (3.2)

(g(t) + )42
d+L+1 °

7g(t)2 (1 +12)3

Demostracion. Por la regla de la cadena del Jacobiano normal (Lema B.0.5), sabemos que
NJac(m ™1 o ¢)(2) = NJac(n ™) (p(2))NJac(p)(2).

Asi que, utilizando los resultados de los lemas 3.2.6 y 3.3.7 tenemos

ac(m top)(z) = 2 B (12 Ul o
Nl o)) = (g ) e ()T

Nos fijamos en que ||p(z)|| = Hg(HzH)ﬁH = |lg(||z]])|| , por lo tanto, la expresién anterior

se reduce a:

_10 2) = # “ ! z 97
ot 090 = (ees) 700 (5
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Por la Proposicion 1.3.5,

EX (o 0) ™ (p), (r 0 0) "M (q))
VINJac((m o @) ((m~1 o ¢)~1(p)))NJac((r Lo p) (1 0 ) ~1(q)))]
B ng)(z, w)
 V/INJac((m Lo ) (2))NJac((r 1 o ¢) (w)))]

KD (z,w)

g(llzl) \ 241 2 2d g([lwl) ) 241
¢‘MIIWH g Ul (58) " () o/l (%)
2d—1

Nz w)(g(l1211)2 + 14127 (g(|[w]])? + 1)?
224, /g ([N (121)*= /g (Twlg(llw])) 7

2d7

Nd! 1+ (2 w))L( (=) + 1) HZH (g(llwll)? + 1) jwl] 5

w220 =M= 7 /g Qg (w]) 2 (1 +[12]2) T2 (1 + [Jw][2)

Kézd) (p,q) =

da+L41 °
2

Una situacion ideal se da con g = Id y d = 1, en la cual recuperamos el spherical ensemble
original de Krihsnapur y |Kéév) (p, q)|? sélo depende de ||p —q||. Nos gustaria que |Kéé\£) (p,q)|?
dependiera solamente de ||p — ¢||, es decir, que el nicleo sea isométrico para todo d > 1. Y

eso motivara nuestra definicién de la funcién g.

Proposicién 3.3.9. Para cada d € N existe una unica funcién g : [0,00) — [0, 00) de clase

C®, creciente, con g(0) =0 y lim g(x) = oo que hace Ké];;) (p,p) constante y viene dada por:
Tr—r00

2\
I d,d) = ——
1112(7 ) <t2+1> ’

donde I,(a,b) es la funcion beta incompleta reqularizada. Se puede consultar su definicion en

el apéndice A.

Demostracion. Comenzamos demostrando la unicidad. Por el Corolario 1.3.4 sabemos que
todo proceso de puntos determinantal en S?? definido por un nicleo K(p,q) homogéneo

segln la Definicién 1.3.7 verifica

N NT (d+ 3)
K(p7p) - VOI(SQd) - 27‘(’d+% ) (33)
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para todo p € S?. En nuestro caso podemos calcular Kéé\g) (p,p) a través de la férmula (3.2),

gracias a la cual obtenemos:

Kéé?(p,p)
Nd! (1+ = 2) 2 (a2l + DALl *T (920D + D4l "7

2d—1 d+L+1

w120 M=ol 7 Vg Mgzl 7 (1 + 1122 9% (1 + ||2]]2)
_ Nd (11l (g ([#1D? + D)2
79224 g/([[z|g([[2I[)24= 1 (1 + [|2[[2) ¢+ T+
CONd (gl + 1)2 ]!
~ 79224 g/ ([[2Ng([]2l)2 (L + [[2]B) T

da+L+1
2

Como vemos, Kéé\g) (p, p) depende sélo de una variable ||z|| € [0, 00), para hacer la notacién
mas sencilla, sea ||z|| = t,
Nd!  (g(t)? + 1)2d¢2d-1

(N) _
Ked (p,p) = 7422 g/ () g (1) 241 (1 + (2) a1 (3.4)

Si igualamos las ecuaciones (3.3) y (3.4) obtenemos

K(N)(p p) - Nd! (g(t)2 4 1)2dt2d_1 B NT (Qdéi-l)
d ) - _ -
S2 rd922d g’(t)g(t)2d 1(1 + t2)d+1 271_26127“

Asi que sélo tenemos que resolver la siguiente ecuacién diferencial

VEd (gt)? + 1)

_
92d—17 (2d2+1) g(£)24-1(1 4 ¢2)d+1 — g (t).

Lo primero que vamos a hacer es ocuparnos de las constantes. Aplicamos la férmula de la
duplicacién de la funcién gamma | , Formula 5.5.5] (puede consultarse también

en el Apéndice A.0.1) y obtenemos:

Jrd! V7T (d)d! _AN6) g g

92d-1[ (2L£1) ~ \/722d-121-2dT(2d) ~  I'(2d)

donde B(z,y) es la funcién beta (véase el apéndice A). Ahora continuamos con la resolucién

de la ecuacién diferencial por el método de variables separadas.

(g(t)2+1)2dt2d_1 B @
dB(d’ d)g(t)2d71(1+t2)d+1 T dt
t2d71 g(t)del
WDy = (e + 1

th—l t 2d—1
i = | Gl

dg (3.5)
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La integral de la izquierda se resuelve:

t2d_1 t2d—1
dB(d,d)—————dt =dB(d,d) | —————dt
[ 4B(.4) st = aB(.0) [ G
12d
=dB(d,d)————
(d )Qd(t2 +1)4
_ B(d,d) t*
2 (24D
Y la de la derecha:
2d—1 g J2d-1
/ - / LS
(92+1)2d 0 (82+1)2d
Lt d-1
_2/1 11— i1y
1492
1
1
- / t47 (1 — ) tat — /”92 t7H 1 — 1) Lt
2 1o 0
1
== [B(d, d)—B_1_(d, d)} .
2 1+g
Asi que tenemos
1 B(d,d) t*
- |B(d,d) — B d,d)| = .
2{(’) H;(’)} 2 (2+1)

por | , Formula 8.17.4] sabemos que
Ix(a,b) =1—11_4(b,a),

donde I(a,b) es la funcién beta incompleta regularizada. Luego,

B(d,d) t*
d,d) =
11292( d) 2 (2+1)¢

y podemos concluir que

I

2\
d,d)=|—--——1] .
11292( , ) <t2+1>

La existencia resulta trivial, pues toda funcién beta incompleta regularizada I(a,b) es la

funcion de distribucién asociada a una distribucién beta, por lo tanto, es biyectiva en el

d
intervalo [0,1]. Ademas, V¢ € (0,00), 0 < % < 1y por lo tanto, 0 < (%) < 1. Como

d
I » (d,d) es biyectiva en (0,1) y (%) € (0,1), para cada d € N existe un g tal que la

g
1442

d

s 7 2 ’ . . . .

funcién I 2 (d,d) = (tzt?) . Vamos a ver que ademas dicha ¢ verifica las condiciones que
1+g2

exigimos en la Definicién 3.3.1 :

2
» g(0)=0:sit=0=1 (d,d)zOé#zOég:().
1+g2

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



84 3.3. UN PROCESO DETERMINANTAL EN §24

d
. llm g(t) = oo: hm I 2 (d,d) = t—> ( L ) = 1. Ahora bien, si th'm I 2 (d,d) =

21
tooo i * O T4g?
1= lim -2, =1= lim g = o0
{00 119 t—o0

= g es creciente: hemos visto que g verifica la siguiente ecuacién diferencial

Vadl (gt + DX

1
92d—17 (2d2+1) g(t)2d—T(1 + ¢2)d+T — g (),

donde podemos ver que cada término de la izquierda es positivo para d > 1 y por lo

tanto la derivada es positiva, con lo que la funcion es creciente.

Luego ¢ verifica las condiciones de partida y asi queda totalmente probada su existencia y

unicidad.
O

De ahora en adelante, siempre nos referiremos por g a la funcién definida en la Propo-
sicién 3.3.9. De nuevo en | | podemos encontrar una forma de escribir esa beta

incompleta regularizada como un polinomio, asi, tenemos:

Li(m,n—m+1) = zn: <7;>xj(1 — )",

j=m
con n,m enteros positivos y 0 <z < 1. Si tomamos m =d, n=2d—1y z = %, tenemos:
2d—1
I (&d) =1 1+g 2d 1 Z o

Tenemos asi, para los primeros valores de d.

d=2 9 +3g° .
(> +1)°  (+1)?
J—3 g +54°+10g° 10
(¢>+1)° (£ +1)°
i 4 g+ 79" +219" +35¢° £ |
(g2 +1)7 (2 +1)*

Hemos representado los 9 primeros casos en la Grafica 3.1. Como apuntamos anterior-
mente, para d = 1, esto es, para la esfera de dimension 2, la funcién g es la funcién identidad,

lo cual convierte al spherical ensemble en un caso particular del proceso aqui descrito.
Teorema 3.3.10. Sean L > 0, d > 1 y N de la forma N = (d+L) Entonces, .’{égd’g) es un
proceso determinantal homogéneo en S*¢ con niicleo

N (L+ (zw)”
VOI(S™) (1 + 2127 (1 + [le]|?)

Kézd) (p,q) =

L
2

donde z = w;l(ﬂ(p)), w = 90;1(“((1))-
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]

[¥3)

2.5

|
SRR AR A Ae, e
N ([ A
000 =1 O i LS bD =

)
|

15¢

0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3.1: Funcién g¢(t) para distintos valores de d. Obsérvese que conforme crece d el cre-

cimiento de g se ralentiza.
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Demostracion. Por la Proposicién 3.3.8 sabemos que Z{g;;’g) es un proceso de puntos deter-

minantal en $2¢ con nicleo

_ Nd!I(1+ (z,w))"R(||=]) R(||wl])
1d92d ’

KL (p.q)

donde z = ga;l(ﬂ(p)), w = @;1(7?@)) y

(g(£)2 + 1)% 2
d+L+1 °

gDt 2 (1412) 7
Tomamos la aplicacion g dada en la Proposicién 3.3.9, dicha g verifica:

(92 + 1)2dt2d—1
o
G211 1 2y — 9~

R(t) =

dB(d,d)

Luego verifica:

(g(t)2 + 1)2dt2d71 B 1 (3 6)
g(t)** =g () (1 + 12)41 — dB(d,d)’ '
No tenemos més que sustituir (3.6) en la férmula (3.2) y obtenemos
W oy NO(d+3) (1 (zw)”
ngd (p,q) = dr L L L
2rz (L4 [[2]12)2 (14 [|w]]?)=
N (1+ (z,w))"
VOUS™) (14 J122)7 (1 + flw]2) 7
O

3.4. Un proceso determinantal en P ((Cd“)

A lo largo de este capitulo denotaremos por P (Cd“) al espacio proyectivo complejo de

dimension compleja d.

Una interpretacién natural del spherical ensemble consiste en considerar el problema de
los autovalores generalizados del haz de matrices (A, B) descrito en la Seccién 3.1 en el espacio
proyectivo complejo. Esto es, considerar los puntos (a, §) € P ((CQ) tales que det(aB—(3A) =0
e identificar P(C?) con la esfera de Riemann. Después basta con pasar los puntos a S? a través
de una homotecia. Esta manera de enfocar el problema sugiere que el spherical ensemble
puede estudiarse como un proceso natural en el espacio proyectivo complejo, lo cual nos lleva
a plantearnos una generalizaciéon a espacios proyectivos de dimensiéon mayor. Comenzamos
esta seccién proponiendo pues un proceso de puntos determinantal en P(C%+!) para cualquier
d > 2, al cual llamaremos el conjunto proyectivo. Este proceso también puede verse como un

caso especifico de una construccién mucho més general propuesta por Berman en |

].
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La distancia proyectiva entre dos puntos p,q € P((Cd+1) viene dada por:

2
Ped+1 qrd+1
d P, q) = 1—'< , >‘ . (3-7)
p(er) (P 0) \/ lIpca ]| Tlagas]]

donde ped+1 y gea+1 son dos representantes cualesquiera en C¥1 de los puntos p y q.

Proposiciéon 3.4.1. Sean L > 0, d > 1 y r de la forma r = (dflL). Entonces, la imagen

%(T()Cd+l) de %gd) a través de la aplicacion g dada en la Definicion 1.1.5 es un proceso de

puntos determinantal en P(C*1) con niicleo asociado dado por

o )

Llamamos a los puntos obtenidos a partir de este proceso determinantal el conjunto proyec-

rd! L

‘K <cd+1)(p’ Q)' =

tivo.

r)

Demostracion. Por el Lema 1.3.5, sabemos que %( p(ci+

) tiene un nucleo reproductor dado

por

K (a'(#0), 93" (@) |
VINTac(a) (07 () NJac(a) (67 (a))|

Como demostramos en el Lema 1.1.7, el jacobiano normal de 1, es:

1 dt1
NJac(ya)(z) = <1+HZH2> :

K (?Cdﬂ) (p.q) =

Asi que si denotamos p = (1,2) y ¢ = (1,w) y tenemos:

rd! \1+<wd w7 @)]"
d LT oy SELEL
‘K}}(DT()(CdH)(pv Q)‘ (1+de ) 2N (v @I) &l
<1+|¢ (p)||2> <1+||w )2>
Crd 14z w)f
T [22)E (14 [w]f2)?
_rd |(p,)|"

[l llall*

O

El spherical ensemble es justamente el conjunto proyectivo para d = 1 si identificamos

P(C?) con la esfera de Riemann y transladamos el proceso a la esfera unidad.

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



88 3.5. UN PROCESO DE PUNTOS EN §2d+1

3.5. Un proceso de puntos en S?*+!

A partir del conjunto proyectivo podemos obtener un conjunto de puntos bien distribuido
en las esferas de dimensién impar. Para ello no tenemos méas que considerar r puntos del
conjunto proyectivo. Después, a cada punto de los anteriores le asociamos k representantes
afines, equiespaciados y de norma 1. Permitimos que cada conjunto de representantes de un

mismo punto pueda rotar un angulo aleatorio. Como resultado, obtenemos rk puntos en la
esfera de dimensién impar S(C%+1) = §24+1,

Definiciéon 3.5.1. Dados los enteros d, k > 1, L. > 0, sea r = (dZL) y N = kr. Sean
(r)

]P’((Cd+1)
representante afin, que denotaremos por la misma letra. Sean 60y, ...,60, € [0,27) un conjunto

r1,..., 2, € P(C) puntos del conjunto proyectivo X . Escogemos, para cada x;, un

de nimeros escogidos de forma aleatoria y uniforme, definimos entonces

gl =0t ) 1<i<r 0<j<k-1. (3.8)

k
Denotaremos este proceso de puntos por .’{éQZQl.

Otra manera de describir este conjunto consiste en identificar cada punto proyectivo con
un circulo maximo en la esfera S?¥t1 a través de la fibracién de Hofp generalizada. De esta
forma, tenemos circunferencias bien repartidas en la esfera S?¢t! en vez de puntos bien
repartidos. Como vimos en la seccién 1.1.1, la fibraciéon de Hofp generalizada es un fibrado
principal, es decir, cada fibra S! es un grupo de Lie que acttia en S?***! dando como resultado
las clases S?¢+1/S! ~ P (Cd+1) y por ello no podemos escoger un puntos en cada fibra. Si
pudieramos elegir un punto en cada fibra, entonces tendriamos una secciéon o : P (Cd+1) —
S?@*1 y el fibrado serfa trivial, es decir, el producto S?**! ~ S!xP (C41), lo cual es imposible,
ya que los grupos fundamentales no coinciden: {0} # Z x II; (P (Cd+1)). Asi que ahora, en
cada circunferencia en vez de tomar K puntos equiespaciados fijos, permitimos que estos
roten una fase aleatoria. De esta forma obtenemos el mismo conjunto de puntos. Esta forma
de llevar puntos de P (C?*!) a S?*! es una solucién al Problema 3.2.10.

Obtenemos los conjuntos de puntos en S*¢*1 a través de un proceso determinantal y otro
aleatorio pero con una estructura mucho més rigida: permitimos una rotacién aleatoria de las
raices de la unidad. Esta composicién de procesos nos hace perder la estructura determinantal
del primer proceso, con lo cual los puntos obtenidos en la esfera seran aleatorios pero no

determinantales.

3.6. Nuevas cotas para la energia de Riesz

Los procesos de puntos (determinantales o no) que hemos ido describiendo en las secciones

anteriores nos proporcionan nuevas cotas para ciertas familias de energias. Como explicamos
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en la Seccién 1.3.2, el calculo de la asintética de la energia asociada a una familia de con-
juntos de puntos es una operacién extremadamente complicada. Sin embargo, el cdlculo de
la asintdtica de la esperanza de dicha energia puede resultar mucho mas sencillo. Asi pues,
utilizaremos la aleatoriedad de nuestros puntos y (cuando sea posible) su estructura deter-
minantal para calcular varias esperanzas. En particular, para el proceso determinantal en
S2@ descrito en la Proposicién 3.3.8 damos una cota para la asintética de su s-energfa para
0 < s < 2d. Para el conjunto de puntos en las esferas de dimensién impar descrito en la
Definicion 3.5.1 podemos calcular exactamente su esperanza obteniendo una asintética para
las 2m-energias, con m € N y una cota en el resto de valores positivos de s. Ademas, calcula-
mos exactamente la esperanza de la energia de Green de los puntos que forman el conjunto

proyectivo. Con estos resultados, colaboramos en la resolucion del Problema 1.2.2.

Las mejores cotas para la s-energia minima en esferas de dimension d > 2 estdn dadas
por el harmonic ensemble (véase la Seccién 1.3.6). Si comparamos nuestra asintética con la
del harmonic ensemble podemos concluir que para el caso de dimensién par, la asintética
del harmonic ensemble es mejor que nuestra cota, en el sentido de que es mas parecida a la
energia minima; sin embargo, para las esferas de dimensién impar, nuestros puntos aportan
una cota mejor. Como no hay muchos trabajos sobre la energia discreta de Green en P (Cd+1),
no podemos comparar el valor de nuestra asintética con otra familia de puntos, asi que la

comparamos con puntos tomados de forma uniforme en P (Cd+1).

3.6.1. Esferas de dimensién par

(N.g)
s2d

es homogéneo pero no isotrépico, lo cual dificulta mucho el calculo de las esperanzas. La

Recordamos que el nicleo del proceso determinantal X descrito en el Teorema 3.3.10
cota que proponemos es suficientemente fina en el sentido de que el primer término en la
asintética es el correcto y el segundo tiene el orden correcto. Llegar a esa finura en la cota nos
exige tener mucho cuidado en los calculos, por lo que las pruebas que nos llevan al resultado
principal (Teorema 3.6.16) son largas y en ocasiones complicadas. De hecho, junto a los
calculos aqui contenidos, hemos tenido que desarrollar una nueva desigualdad que involucra
funciones betas incompletas que no hemos encontrado en la literatura y que puede consultarse

en el Apéndice A. Comenzamos definiendo la siguiente aplicacién.
Definicion 3.6.1. Llamamos 6 a la aplicacién

6 :C* — s
(z,1)
1, DI

T —

donde C? y S?? tienen dimensién 2d real.
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Proposicién 3.6.2. Sean p,q puntos de S**, entonces

<‘KS(]2VJQM)2 > méx {(1 — [l¢(p) — o(q)l*)", 0}
Ko (p) ) o

donde ¢p(z) = (0 o o' om)(x) es una aplicacion que lleva S* a su mitad superior y Kéé\;’g)

(N.g)

es el nicleo del proceso Xy,

Demostracion. Recordemos que

NT (d+3) (1+ (z,w)"
dr™3 (L4 |2]2)7 (1 + [Jw][?)

K5 (p,q) =

L
2

N ) .
Kém’g) es homogéneo, asi que

Koi”0) _ (Qtw)t
Ko (p,p) (L4127 (1 + [[w]|?)?

Entonces, utilizando la desigualdad del Lema 1.1.4 obtenemos

K2 (9, 9)l i _ ( 11+ (z,w) 2 w1y [
K899 (p,p) (1 +[[2[[A)(1 + [[w][?) \/1+Hz|]2\/1—|-||w||2

2L 2\ L
_‘<Héz B! HEw 13!\> B d2< H! lw BH )

1_” °¢)(p),1) ((W °p)” 1(qr)v )
(= 10@) Hp), 1)

= (1 - ll¢(p) — o(@)I*)*.

=
—~
:]
L
(e]
S
\_/
L
—
=)
N—
\_/

Lema 3.6.3. Sean p,q € S*¢, entonces la siguiente desigualdad se verifica.

l6(p) — ¢(@)|l < (llp — all + llp — qll*) sup | Do(z) |,

donde tomamos el supremo de los x contenidos en cualquier geodésica entre p y q.

Demostracién. Dados dos puntos p, ¢ € S*?, sea o = ds2a(p, q¢) donde denotamos por dgza la

distancia esférica, y sea ~y cualquier segmento geodésico entre p y ¢q. Entonces tenemos

1) — ()]l =ll6(+(0))  B(x(a)) ] < H [ D¢<w<t>>w<t>dtH
< " IDS( (1) (1) dt < asup [ DS(@)])
0
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donde x pertenece a cualquier segmento geodésico entre p y g. Nos fijamos en que 2 arcsin(z/2) <
x + 23 para 0 < z < 2. Para demostrarlo basta con ver que ambas funciones se anulan en
x = 0, sus derivadas son positivas en el intervalo (0,2) y que la derivada de 2 arcsin(x/2) es
més pequena que la de x + 23 en todo el intervalo (0,2). Por lo tanto podemos concluir

_(llp—q
a = dgpa(p, q) = 2arcsin (”2H> <lp—al +Ilp—dql’

Lema 3.6.4. Consideremos la aplicacion

Sp_l :RQd N RQd

g~ (llyl)

Y —
[yl

definida en la demostracion de la Proposicion 3.5.2, entonces su aplicacion diferencial viene

dada por
_ . _ y{y,y _ y||yH )
Dy )i = (o Y QI + g iy

Demostracion. Para realizar este cdlculo, utilizaremos la definicién de aplicacion diferencial:

_ . d _ . d _ N YTty
Do Y y)y = — Ly 4+ tg) = — 1 ) 2L
o ()Y g t:O(P (y +ty) o t:Og (Ily + yH)Hy+t3)H

Como vimos en el Lema 3.3.5 , D(|| ||)(y)y = ﬁﬁ’jﬁ, luego
—1/ - —1v/ (v,9) vy —1 yllyll - y<\3|/;\J\>
Do~ (y)y =(g~ )" (lyll) ol mﬂ} (II?ADW
_ y<y,y> _ yHyH -y
—(g™ Y (Ilyl) + g7 Iyl g At

lyl? [lyl[?

O]

Corolario 3.6.5. Siy L 7 entonces la aplicacion diferencial de ¢~!

en el punto y viene dada
por
P (Il
Do~ M y)y = =
[yl
Lema 3.6.6. Sea 0 la aplicacion definida en la Definicion 3.6.1 entonces su aplicacion dife-

rencial en el punto x € R?* viene dada por

(&,0)[|(z,1)]| - (z, 1) {EAH00

) [|(z,1)]]
Dl(x)x =
(=) @ DIP

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



92 3.6. NUEVAS COTAS PARA LA ENERGIA DE RIESZ

Demostracion. De nuevo aplicamos la definicién de aplicacién diferencial.

ooy L @t _ @0)l|G, ]| = ()
dt|,_o [|( + t2, 1)]] (DI ‘

DO(z)d = =
0(x)x i,

Corolario 3.6.7. En el caso x 1 &, la aplicacion diferencial de 6 queda reducida a
(2,0)
[I(z, DI

Proposicién 3.6.8. Sea p # n = (0,0,...,0,1) un punto cualquiera de la esfera S**. Consi-

Do(x)i =

deramos el conjunto {p" }2d L de vectores de norma 1, ortogonales entre si, ortogonales a p

y tales que su coordenada pfﬂ“ = 0. Entonces el conjunto {1’)1, PRl %’glp es una
1=p3a1

base del espacio tangente a S** en el punto p.

—P2d+1P

Demostracién. Solo hace falta comprobar que — es ortogonal a p y a cada p', 1 < i <

1-p3,
2d — 1 y que su norma es 1.

n — paq+1p
<p, as > ({p,n) — pags1 (0, 1))
\/ 1- p2d+1 \/ p2d+1
= 72 (p2d+1 — P2d+1) = 0,
\/ L — P41
< . L — Pad+41P

P, > ((p',n) — paat1 (', p)) =0,
\/ 1- p2d+1 \/ p2d+1

n — pog n — p2d
\/1 ~ Pagy1 \/1 ~ Paan1 21

2 2 2 2
L — Pa1 = Poas1 T Poaia _ L — Poas1 _q
1 1-— '

2 2
— DPog41 DPoa11

Proposicién 3.6.9. Dados los p' definidos en la Proposicién 3.6.8 tenemos:

, 1<i<2d-1
/ 1 [1+pady1 2
p2d+1\/1 + <g ( —p2d+1)>
N — Pad (g7 (\/pr)
D(p) = o ,

)
_pn2 _ 1
V1= Paap (1 +g7t (\/ Jifijﬁ) ) (1 = p2d+1)
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donde n = (0,...,0,1) € S*® y la aplicacion ¢ estd definida en la Proposicién 3.6.2.
Demostracion. Recordamos que ¢(z) = (fop~!on)(z). Consideremos entonces la aplicacién
Do(p) T,S* — Ty, S*
donde TpSQd es el espacio tangente a S*¢ en el punto p. Por la regla de la cadena tenemos que

D¢(p)p=D(0 o ' om)(p)p = DO(¢~ ' (n(p))) Dy ! (n(p)) D (p)p

. 1 [1+ p2dt1
pp)=g——W1,P2d) = (ITW) =77 >
®) 1—p2d+1( 2a) = (Pl 1 — pad+1

-1 I4paats
o (n(p) = ’ <\/J) (P1s s p2a) = [l ()] = g7 <m> '

2
L= p3i

donde

Por el Lema 3.2.5 sabemos que:

n D?T(p)pl = 1_P12d+1 (pll, ’pZZd)
- D?T(p) N—Pp2d41P __ 1 (pl, ~-',p2d)-

\/1_p§d+1 (1—1024-&-1)\/1_1’3(1-‘-1
Como p' tiene la tltima coordenada nula y p L p’, entonces si consideramos los vectores
resultantes de la proyeccion en el subespacio de las primeras 2d coordenadas (o lo que es equi-
valente, si eliminamos la tltima coordenada), (p1, ..., paq) sique siendo ortogonal a (p, ..., p’; 2)
La aplicacién 7 es precisamente esa proyeccién modificando la norma de los vectores resultan-
tes y la aplicacion diferencial de 7 en el punto p vuelve a ser simplemente una modificacion
de la norma del vector que deja invariable su direccién. Por lo tanto, como p L p’ etonces

7(p) L Dr(p)p’ y estamos en condiciones de aplicar el Corolario 3.6.5 obteniendo:

L Wl ()
Dy~ (m(p)) D7 (p)p" = o) Dr(p)p* = m (Y -y Dha)-

Nn—poq4+1pP

Para el vector utilizamos directamente el Lema 3.6.4 y obtenemos:

( —1)/ ( /1+p24+1>
n — pa2q+1p 9 1—pogyi1
2 = 2 (p17"'>p2d)-
\/ L = P5a4q (1—- p2d+1)\/ L= poaa
Ahora ya sélo nos queda el ultimo cédlculo, para el cual utilizaremos el Lema 3.6.6. Por una
-1 [ 14+p2d+1 - -0
g < 177) (ph---,pgd»o)
P2d+1 (3'9)
1 2 1 —1 1+pogi1 2
— P\ 1T |9 T—paat1
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Dy~ (n(p))Dr(p)

parte tenemos:

DO~ (n(p)) Dy (m(p)) Dr(p)p’ =
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y por otra:

D6(o ™ (n(p))) D (m(p)) D (p) 2. —

2
\ L= pla
1 1+p -1 1+-p: 2
(7 (/2222 ) (1, oo poas 970 (252 ) 1 = 1) (3.10)
3 .
2 1 1+pag1 2
V1= Paa1 (1= pagyr)y /1 + (9 (\/ m))
Calculamos cada una de las normas:
(/)

= |[Do(p)p']| = >
H ppH m\/l—i—(gl( 1+pog i1 )

1=pogt1

_ 1+p
1y/ 2d+1
(g7 ( Hm“)

= b} .
- 1+P2g41
<1+9 1(\/%) )(1—p2d+1)

D¢(p) n—p24d+1P

2
\/1*1”2d+1

O
Corolario 3.6.10. La aplicacion D¢(p) evaluada en la base {pl, 24t \7;7’2‘%”’} con-
“P2d41
serva la ortogonalidad de los vectores.

Demostracion. Es una consecuencia directa de las férmulas (3.9) y (3.10). O

Lema 3.6.11. Fijamos un d > 1. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para todo p = (p1,...,paas1) € S* tenemos

n — paq+1p
)
/ 2
L =Pl

donde los p', 1 < i < 2d—1, estdn definidos en la Proposicion 3.6.8 y n= (0, ...,0,1) €
S24,

| Do (p)p'|| = || Do (p)

2. Para todo s € (0,1) se verifica

=

dBs(d, d)\/1 — (I(d,d))d > s4(1 — 5)%,

donde Bs(d,d) es una beta incompleta (para la definicion de beta incompleta, puede

consultarse el Apéndice A).
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Demostracion. Por la Proposicion 3.3.9 sabemos que

1/2
o (dd)/d \"
—1 1+32
g \8)=
() 1-1 2 (d,d)l/d
1+52
1 ,
En nuestro caso s = 4/ ﬁpﬂ, asi que
—P2d+1
9 1+pogi1
S _ 1—pagt1 _ 1 + P2d+1
1+ 52 Tpaatt 2
1+ 1—pad+1

y por lo tanto,
1/2

1/d
L L+ paatr | _ I%(d’ d) (3.11)
1- P2d+1 1-—- Il+P2d+1 (d7 d)l/d
2

Sustituimos el término de la izquierda de la igualdad (3.11) en las expresiones de la Propo-

sicién 3.6.9 y obtenemos:

11+P2d+1 (d,d)l/d 1/2
P2dil
gfl 14+p2d41 1—1 1p (d,d)l/d
1=p24+1 TP2dtl

||Do(w)p'|| = -

2 I (d d)l/d
/1 — 2 \/1 + ( 1 ( 1+p2d+1)> 1+pogy1 (@
p2d+1 ) 1—pogyi1 7/ 1-— p%d-‘,—l 1+ 11 1+2p (@d)17d
2d+1
\/IL”%H (d,d)'/d
_ 2

/ 2
L= D341

Por otro lado, tomamos la definicién de ¢'(¢) de la ecuacién (3.5):
1y 1+ pogr1 | 1
(97) 1 —pog+1 B /( _1< /%))
9 \9 1—p2a41

ol ()T e (o ()
Do (VB ) (V)

(3.12)

d+1
1+p2d+12d ! 1+ ( ( 1+p2d+1> 2
1 1-pog41 g 1-p2d+1
B dB(d, d) <1+P2d+1 1>2d ( ( 1+P2d+1>> 2d-1
1—pod+1 1—pagqt1
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Utilizamos de nuevo la expresién (3.11) y obtenemos

1+pod+t1 2d-1 1 I% (d.d)t/ d+1
+
1— _ 1/d
(g—ly< 1+P2d+1> _ 1 P Ty, (00)
- B 2d—1
1 —p2d+1 dB(d, d) . . Titpgey ()2 \ 12
(#_’_1) — 3 -
1—p2dg+1 1_11+P2d+1 (d,d)
ItPode1

1 _
(1 —p2d+1)d+2 (1 +p2d+1)d 1/21 d d)=-!
N dB(d, d)2% rgann (9 45

Por lo que podemos concluir

2 d—3 1y
n — P2y 1P (1= p5gp)" 2 I%(d, d)2d

Do(p) = : (3.13)
Vi- e dB(d,d)2%d <1 — Lispggy,y (d, d)«11>

Consideramos ahora las expresiones de las ecuaciones (3.12) y (3.13):

L d—1 1
Litpogy (d, d) 2 (1= P3as1)" * Ditrzass (d,d) 21
2 2

>
\/ 1 - pgd—‘rl dB(d, d)22d <1 - :[1+P2d+1 (d, d)‘11>
2
d
(1 - pngrl)

dB(d, d)22d (1 — Tty (d, d)
2

— Il+p2d+1 (d, d) >
2

Q=

)

> > (1 _pngrl)d
— 22d :

Q=

— dB 1+pogy1 (d7 d) <1 - 11+P24+1 (d7 d)
2 2

d _ (1_p§d+1)d‘

Terminamos con el cambio de variables s = Hp%, con lo que s4(1 — s) 534
O]
Proposicién 3.6.12. Para todo d > 1 y para todo p € S*¢
. n — pog+1p
|Dow)s| = | Do) = 222 |
L= D3ap
donde p', 1 <i < 2d — 1, estdn definidos en la Proposicion 3.6.8 y n = (0,...,0,1) € §*¢,
Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Lema 3.6.11 y el Teorema A.0.5. O

Corolario 3.6.13. Sea p,q € S*, |[p—q|| <7 y paas1 < € donde 0 < € + 7 < 1. Entonces,

para todo x € S** en un segmento geodésico entre p y q tenemos
1 1+(7+¢€)
9 ( 1—(T+E)) < 1

\/m\/u(g—l( %»2 VI (m+ep?

I1D¢()]| <

€,T*
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Demostracion. La segunda desigualdad es trivial. Para la primera, por el Corolario 3.6.10

podemos concluir que {D(b(p)pi, Dqﬁ(p)\n/lp?:%lp} es una base de T,S?? y por lo
2441 ) 1<i<od—1

tanto,

IDo(p)|| = méx < Dé(p)pi, Db(p)——L2dH1D

1<i<2d—1 /1 2
- — Dog41

Utilizando ahora la Proposicién 3.6.12 tenemos que

-1 14+@od+1 1/d
9 (\/ 17> 3.11 Horat
Do) < R\ e
~ L2441

2

_ 2 1+x2d+1

2d+1 1— x2d+1
Esta claro que si consideramos la expresiéon anterior como una funcién de z9q41, esta es
creciente. Ahora solo tenemos que ver que pogi1 < €y ||[p—¢|| < 7 implica |xog—1 —pogi1| < T

y por lo tanto zog+1 < 7+ €.
O

Proposicién 3.6.14. Sean ¢,7 € (0,1) con € + 1 < 1. Entonces para todo p,q € S** se

verifica
<K<” 0 (. q>|>
/ K5q® (p.p) dpdg >
paesza  |lp—qll® -
W (e) Vo) (1 7 )“ i (1 o (L4 )L
(2d — s) 4 1—(e+71)?) ~

donde W (€) es el volumen del conjunto de p € S?d tales que pagp1 < €.

Demostracion. Utilizamos los resultados de los lemas 3.6.2 y 3.6.3 y el Corolario 3.6.13. Como

7,6 >0y 0<7+e€e<1, tenemos:

2 2
(N,g) (N,g)
K (p,p) K (p,p)
[ ) Gion)
S2d x §2d Hp —4q ‘ lp—q||<7,p2q+1<e Hp - ‘

L
1+72)2||p—ql?

(1 = 1—(e+71)?2 )
/ 5 dpdq.
lp—all <7pags1 <e lp —all
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Por el Teorema de Fubini y el Lema 1.1.1, podemos reescribir esta integral como:

L
14+72)[lp—ql®

1—(_#
/ / ( 1 Hs) ) dq | dp
paasr<e |Jlp—all<r lp —ql|

72)2 L
(1- 222 - 20,00

— - dq| dp
/pzd+1<e /\/2—2<p,q><f V2 —2(p,q)

L
(11— TR 0 9y
_ VOI(SQd—l)/ , ( 1—(e+7)? > (1 _t2)d—1dt/ dp
172 Pp2gt1<¢

V2 —2t°
(1—1—7’2 2 L
W (€)Vol(S24-1) 1 (1 - 7146“))2 (2- 2’5)) it
= . - (1— )4 1at.
22 1_ﬁ V31—t

donde W (e) es el volumen del conjunto de puntos de S2¢ que verifican que su dltima coorde-
nada es menor o igual que e. Utilizamos el cambio de variables ©w = 1 — ¢ para resolver esa

ultima integral

7_2 2 L
1_2 \/1 — ts -

2\ d—1 2 2\2 L
9 _ T / 2 1— QMU w15 du >
2 0 1—(e+71)?

<2—T22)d1 (1—721(_14217 ) / “Sdu. (3.14)

242 L 242
Pues si u < %, entonces (1 - 23?;%2 u) > (1 — 2 04 ) . Al resolver esta ultima

integral hemos probado la siguiente cota inferior.

) )

Podemos reescribir este resultado de la siguiente forma.

Teorema 3.6.15. Sean L > 0,d > 1,0 < s < 2d y sea N de la forma N = (d+L) Entonces,
para T > 0 tal que T <1 — 1/\f tenemos:

N2 Vol(S*-1) y
(2d — s) Vol(S?4)

Ewa(Nyg) [gs<wN)] < N2VS(S2d) -
s2d

L
d—1 _1+L
<1_T42> c2ds [ 2 (1+7%)? ! 1€ T2
1
ey e
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Demostracion. Gracias al Teorema 1.3.3 sabemos que la esperanza de la energia de Riesz de

(

un conjunto de N puntos del proceso determinantal }:Sévd’g) con 0 < s < 2d verifica:

N. N. N,
r ) . / Kézd’g) (p>p)Ké2d’g) (%Q) - |Ké2dg) (p7 Q)|2
N §2d y§2d

E Es(z1,. .. = dpdq =
e (B Ip — qll* P
N, N,
_/ K (p,p)? — !Kémg)(p,q)\dedq
$2d x §2d lp—all®
1_ (Kgivdg)(pqn)
_ N / K55 (p.p) dpda
Vol(S%4)? Js2a,g2d lp —qll*

Kéi\;g)(pq

|
1 (K(Ng P,p)
= K20 (p,p)? / dpdq—/ ~s 7
st P s2axs2d ||p — ql|* seaysed  |lp—qll®

K9

Sgd (p(I)

N2 K(Ng)( )
—NQVSSM—/ s dndg.
5™ = Vo8 Jungo~ p—qlr P

La Proposicién 3.6.14 nos proporciona una cota para esta integral dependiendo de € y 7.
Comenzamos dando una cota para W (e), para ello, basta con tomar n = 2d — 1 en la férmula

de la Proposicién 1.1.2,

1
e 1taa

w(G)z0 (G am) 2y -

1
2d
Sustituimos la cota en la férmula de la Proposicién 3.6.14 y obtenemos

N2Vol(S?1-1) "
(2d — s)Vol(S24)

E (N,9) [SS(WN)] < N2V3(S2d) —
xNxSQd

L
s s 2 (477 et
- T 1 5 1 :
1
1—(\}g+7) 2,/1— L

donde 0 < 7 < 1—1/Vd.

Teorema 3.6.16. Sea N de la forma N = (d+L), cond>1yL>0y0<s<2d, entonces

[Es(wn)] < Vi(8*)N?

_a(1-)\ 43
Vol(SQd_l) <(2ds;£1d)) Y
1

(N,g)
xNZ{Squ

o | N'sa 4 o(N ).
(2d — ) Vol(S*9))(d!) 2\/1— &
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Demostracion. Por el Teorema 3.6.15,

EINxéled,g) [gs (OJN)] - N2V:9<82d) _ Nl—fdvol(SQdfl) y
Nitza —  (2d — s)Vol(S%)
L
2\ 2d—s o (1477 e ta
1= (& +7) 2/1- 5

Fijamos un C' > 0 y sea 7 = /C/L (que verifica 7 < 1 — ﬁ para un L suficientemente

largo). Entonces la expresién anterior se puede escribir como

_leﬁvol(ghl—l) Cdfg . 671+i 0
Vol(S24)(2d — 5) L3 i 0oL )

donde (), es una sucesién con Lh'm Q1 = 1. Recordamos que N = (dZL)
—00

, lo que implica

d
LY (Ltd) (L1 (d+ L) _
d = dl d

Asi que hemos probado:

E [€s(wn)] = N2V5(8*)

(N,9)
mNZ{SQdQ

N1+ﬁ S
Ni=zavol(s2-1) (-3 e~ 142

 Vol(S2)(2d — s)(Nd!) "5 85 21— L

lo que es valido para todo C' > 0. Ahora basta con calcular el C' éptimo. Para ello, considera-
ci3

mos la funcién f(C) = =5z= y mediante el célculo de su derivada, concluimos que el minimo
ed—1
global se encuentra en:
d—1
C=d-1- s.
2d
Concluimos sustituyendo el valor de C' en la férmula anterior. O

Como mencionamos en la introduccion, la cota proporcionada por el Teorema 3.6.15 es
peor que la dada por el harmonic ensemble. Podemos ver un ejemplo con valores concretos
para sy d en la Figura 3.2. Sin embargo, los puntos obtenidos de esta generalizacién del sphe-
rical ensemble respetan la asintdtica de la energia de Riesz minima, obteniendo el exponente

correcto (1 + %) para el segundo término de la expansion.
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Vs(S3)N? — E6(wy)
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Figura 3.2: Segundo término de la asint6tica de la 6-energia del harmonic ensemble (la linea
continua azul) y la 6-energia de nuestra generalizacién del spherical ensemble (linea a trozos

roja) en S®. El harmonic ensemble muestra un resultado mejor asintéticamente.

3.6.2. Energia de Green en P (C*™)

En esta seccién calculamos la esperanza de los potenciales andlogos a la energia de Riesz
en el espacio proyectivo P(C%*1) (Teorema 3.6.17 y Corolario 3.6.18) y de la energia de Green

(Teorema 3.6.19) para los puntos del conjunto proyectivo.

Teorema 3.6.17. Sean L >0,d>1,r = (ngL) yw, = (x1,...,1,) € P(CH)". Definimos

entonces el potencial de Riesz proyectivo como

EFw) =Y :

i#j sin_(dp(cd+1)(xi,xj)>

donde dp(cat1)(zi, 7;) es la distancia proyectiva, definida en la ecuacion (3.7). Entonces, para

0<s<2d,

E) [sf’(wr)} - df r2 — r2dB (d - g L+ 1)

(\Gl1v)

A, (i3

T3 (1)~

+o0 (rHi) .

Nos fijamos en que d/(d—s/2) es precisamente la s—energia continua para la medida uniforme
en P(CH1).
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Demostracion. Llamamos J a la cantidad que queremos calcular. Gracias al Teorema 1.3.3 y

(r)

a la definicién del nticleo K p(Ci+

) dada en la Proposicién 3.4.1 tenemos que

J=E x() s
Tpcd+) 75] sin (d]p Cd+1) xz,xj))

K[;?()([:d+1)< ) - ‘Klézzcd+l)(p7 Q)|2

/ 2 dpdq
P(Ca+1)xP(Ca+1) sin (dp(@d+1) (p, Q)>

r2d!? )2

1—|(p,q dpdg

2d /]P,(Cdﬂ)xp((cdﬂ) (1 _ |<p q>|2> 2

donde escogemos representantes de norma 1 de p,q. Como el integrando depende solo de la
distancia de p a ¢ y P(C%1!) es un espacio homogéneo, podemos fijar p = e; = (1,0,...,0) y

obtener:

24! 1— 2L
r ’<61¢Q>’ Edq’

T oqd P(Cd+1) (1 _ ‘<€1, q>‘2> 2

para lo que también hemos usado que el volumen de P(C4*1) es igual a 7?/d!. Para calcular
esta integral, usamos el Teorema del cambio de variables con la funcién 4, cuyo jacobiano

estd dado en el Lema 1.1.7, y obtenemos:

. (1,2)
TQd!/ 1 ‘<€1, 1+|2|2>
=
“ 1-— eq 2
V122

L
1
Qd' 1— z||? 1 dtl
:rd/ (1+|| |)< > .

et (11 \i \ITIRIP
L+[[][?

Integramos en coordenadas polares,

L
_ 1 d+1
_rid 2t /001 <1+t2> < 1 > (21
0

o1d (d—1)! L1 3 \ 1+ ¢t2
(1-+7)

9 oo t2d7175 e8] t2d7178
=2r<d ——————dt — s—dt
' [/0 (Lt )7 J (L+ )5 ]

B(d—$%,1) B(d—%,L+1)
2 B 2

2L

1
2) 2 (1 lz|?)et

dz

= 2r%d

_ 4, —r2dB<d—§L+1>

l\.‘J\CJJ
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Para calcular la asintética, fijémonos en que

B (d- L+ 1) = FF((Z__?I(LL;L;)) =1 (a- ;) L5140 (L574),
()5

B(d—%,LJrl) (d—i) (dir)3a +o(r%*1).

y por lo tanto,

O

Corolario 3.6.18. Sean L >0,d>1,r = (d+L) yw, = (x1,...,2,) € P(CHN. Definimos

la energia logaritmica de un conjunto de puntos en el espacio proyectivo por

EL (wy) Z log !

i#j sin (dp(@#l)(l‘i, l‘j)>

FEntonces,
P r2  rid L
Beo [&wn)] =2+ SoB, L+ 1)
x];(i:d-‘—l) 0 (w"") 2d + 2 + go
2 1
;d 4! ;5 +o(rlogr).
Demostracion. Resulta sencillo ver que & (w,) = d%|8:0 Es(wy). En particular, si cambiamos

el orden de la esperanza y la derivada (justifica este cambio el Teorema | , Theorem

16.11]) entonces por el Teorema 3.6.17 tenemos

d . (deTQ—TQdB(d—;,LH)).

r SP :| —_
E . [ o(wr)] = - )
Calculamos la derivada de B (d -5, L+ 1) utilizando la funcién digamma, véase el Apéndice
A.

E

d S L 1

73( S 1) (——L 1)

B (d-3.L+ d 1) i

j=0
Entonces tenemos
dr? dr? S = 1

SR 000 Y PR ) s
X5 0 2(d_§)2 2 2 jgod—2+]

r2  dr? L 1
= T BaL+)y —.
2q o Bl +)j§d+j

Utilizando la expansién asintética de la funcién beta definida en la ecuacién (3.15) y la
aproximacion como serie del logaritmo natural podemos concluir la demostracion.
O
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Teorema 3.6.19. Sea d > 2. Entonces,

, P | 1—1
i i 0 (EG () O
r—00 7"2_3 47 (d - 1)

donde Sg(wr) es la energia de Green definida en la Definicion 1.2.4.

Demostracion. Por las definiciones del Teorema 3.6.17, el Corolario 3.6.18 y el calculo del
nicleo de Green para el espacio proyectivo complejo de dimensién d recogido en la Definicién
1.2.4, podemos concluir que la esperanza de la energia de Green de r puntos del conjunto
proyectivo es

A
1
E_. EX(wy)| = . E . &b Il +E EX (w,
e (8] = 2 (3T [emte]) B[]
d
r(r—1)(d—-1)! 1
B 47rd ( Zk)

k

Cada una de las esperanzas que aparecen en A ha sido calculada, bien en el Teorema 3.6.17

o en el Corolario 3.6.18, asi que tenemos:

1 de(k) r2  rlogr

4= [(Z: ( . <d'>5>>+d+ d
o d! ! 1 (d')l_f _1 1

- d(zkd 1) +dz) m” o (r* 1)

L(d—1) (1 @)@ 4 1 o1
47rd <d+ >_47Td(d—1)r o (7).
Por lo tanto,
1
P I ) 2-1
Exra [gg(Wr)] = T ird(d - 1)7" d —i—o(r d).

Como esta ecuacién se verifica para una sucesion infinita de nimeros (todos los enteros de la
forma r = (d;L)), el Teorema 3.6.19 queda probado. O

Si tomamos 7 puntos aleatorios independientes con densidad uniforme en P(C4*t1), la es-
peranza de su energia de Green es exactamente 0, mientras para un conjunto de r puntos
tomados del conjunto proyectivo la energia de Green toma valores negativos. En otras pala-
bras, los puntos del conjunto proyectivo estdn mejor distribuidos que los puntos uniformes
en el sentido de minimizar la energia de Green. El Teorema 3.6.19 nos propone un criterio
para decidir cémo de bien distribuido estd un conjunto de puntos en el espacio proyectivo
complejo: basta con calcular su energia de Green y compararla con la expresién obtenida en
el Teorema 3.6.19.
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3.6.3. Esferas de dimensién impar

El célculo de la s-energia en las esferas de dimensiéon impar resulta mas sencillo que su
homologo en dimensién par. Esto se debe a que en el caso par no éramos capaces de calcular
exactamente el valor de las integrales que definen la esperanza y nos veiamos abocados a
dar una cota superior lo més fina posible. En el caso impar, en cambio, podemos calcular
exactamente el valor de las integrales. Consideramos ahora el proceso de puntos %é’;’;) definido
en la Definicién 3.5.1. Comenzamos dando un resultado para un caso particular de las energias

de Riesz, la 2-energia.

Proposicién 3.6.20. Sean L > 0,d > 1, r de la formar = (dEL) ywr =y, .., ..., yk ) €

S2H1 definidos en la Definicién 3.5.1, entonces

k—
Ex(kT) [gQ(y(lja Y1 1a "aygv' ayf 1)]

s2d+1
d

3
_ 2d—1(kr)2+i dP(d )k2 1+ +0<k2 1+2d>.

12 (d')1**
Para probar la Proposicién 3.6.20 usamos el siguiente Lema.

Lema 3.6.21. Sea y € (—1,1), entonces se verifica la siguiente ecuacidn,

e o
- , 1
/0 1 —ycos(0) 1— 2 (3.16)

Demostracion. Se puede consultar, por ejemplo, | ,3.792-1]. O

Demostracion de la Proposicion 3.6.20. Tenemos que calcular:

1
/ E (k,r) |:52(y?7 7y{€ 17 "7y197' 7y1]f 1):| d(ela"we’r)
01,...,0r€[0,27]

(27‘&')7" s2d+1

1 1
- o7 /91,...,ere[o,2w1E*M D —

g2a+1 | = J1 2
i1#iz o 1#d2 ||Yi, — Vi,

= Jl + J27
donde
1
Ji = 27) / Eken Z Z 2| 401, Or),
01, 0r€[0,2n]  Te2dH ST ST ygl _yz
1
Jo = 271')7“/ Egg(km) Z Z 7| A6 6)
01,...,0-€[0,27] s2d+1 Jl,p =011 7#i2 yill—yw
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Por la Definicion 3.5.1 tenemos:

1 — 1
Jp=— / Eotem _ de.
QW; belo2n] Z 2mja 2

s2d+1 1o 61<0+%)xi761<9+ % ):cl

La integral no depende del dangulo @ ni del vector z; € C"*1, asf que tenemos:

T 1

r

2

172 €7k —e

‘ 27jq 1 2mjo
k

es la 2-energia de las k raices de la unidad. Esta cantidad ha sido estudiada con detalle
en | ]. En particular, por el Teorema | , Theorem

1.1] sabemos que su valor es de la forma k%/12 + O(k). Por lo que podemos concluir:

3
Jl = % + O(T’k?) (3.17)

Ahora calcularemos Jo. Comenzamos cambiando el orden de integracién y tenemos:

k-1 2m 2m
1 df;,db;
.] — E - - 1 2 ,
= | X S [ .

2d+1 | S — 4 27y )
i |, S ), ),

donde podemos escoger cualquier representante de norma 1 de z;, y x;,. Para calcular la
integral, fijamos i1,i2 y asumimos que la eleccién que hemos hecho verifica (z;,,z;,) € [0,1]

(i.e. es real y no negativa), lo que implica

sin dp(cay(Tiy, Tip) = /1 — (24, T3,)2. (3.18)

Ahora un simple calculo utilizando la invarianza de la integral por rotaciones nos hace concluir

que:
i /271’ /-271' deu dem
47T2 0 0 ‘ 61(97;14-%)1‘“ . 1(912“!‘27;32):1:2'2 2
_ 1 m do (3.16) 1 (3.18) 1
- A 0 2 — 2<1‘i1,xi2>C089 N 2./1 — <55i1733i2>2 N 2Sind[p((cd+1)(l‘i1,xi2)v

y este dltimo valor es independiente de ji, j2. Por lo que tenemos:

J k2 . 1
2= 5 L. E -
2 X el Sin d[p((cd) (.’Eil , xig)
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Hemos calculado esta esperanza en el Teorema 3.6.17, luego:

dr (d—;
Jo d (kr)? — ( ?) kK2rtai 4o <k27‘1+2*1d> . (3.19)
d

T 2d—1 2(dN) 2
Concluirmos sumando las cantidades de las ecuaciones (3.17) y (3.19).
O

Con este mismo tipo de procedimiento, podemos calcular también la esperanza de la s-

g;’d?l para cualquier s € 2N. Para el resto de valores

positivos del parametro s podemos calcular una cota superior para la integral y por lo tanto,

energia para N puntos del proceso X

para la esperanza de la s-energia.
La Proposicién 3.6.20 describe como diferentes elecciones de L (es decir, de r) y k producen
diferentes valores de la 2—energia del conjunto de N = rk puntos asociado. El siguiente

corolario nos presenta la mejor eleccién.

Corolario 3.6.22. Tomamos el nimero natural k = Ar2a para algin A € R (por lo tanto

N = kr es también un nimero natural), entonces:

k— _
Ex(kaT) [gQ(y(l)""ayl 15"'ay'9a"'ay7]~€ 1)]

s2d+1

92 1y ql—=2_
¢ (F e

— Ntz (NHﬁ). 3.20
2d — 1 12 2 (dl)'~2a > "o (3:20)

Demostracion. En la Seccién 1.8 hemos visto el orden del segundo término en la asintotica de
la s—energia minima: N1+2/(d+1) — (pk)1+2/(24+1) a5 que podemos concluir que los valores
optimos de r y k verifican:

k~ rfld.
Sustituimos este valor en la formula de la Proposicién 3.6.20 y obtenemos el corolario. O

Teorema 3.6.23. Con la notacion anterior,

minf B g [S2(wn)] < Va(S2E)N?
Nooo ™%yt

31752 (2d — 1)1 2 (2d + 1)T (d — 1)* %
94~ 251 (d))? " et

1260 (S N2 — %NH—T‘“’H +o( N,
e

Demostracion. Fijamos d > 1y sea

A w AT (d— 1) A
f(A) = - 1—L
12 2 (d)'2a
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el coeficiente de N'" 221 en el Corolario 3.6.22. La funcién f(A) tiene un minimo global

estricto en

3 (d—3)(2d—1)

A=
’ 2 (dl) 3

De hecho,

31752 (2d — 1)1 (2d + 1)T (d — 1)* 77
4—_2 o__4
2% 2d+1 (d!) 2d+1

f(Ad) = —

nos proporciona una cota para el lim inf dado en el Teorema 3.6.23. No podemos simplemente
tomar k = Adri en el Corolario 3.6.22 porque podria ocurrir que k & Z, pero este problema
se puede solucionar de una forma sencilla. Sea L > 1 un entero positivo, sea r = (di'lL) y sea

A el tinico entero en el intervalo:

[Ag, Ag +T_i)

tal que k = Arsd € 7. Finalmente, sea N = Ny = rk, que depende tnicamente de dy L, y

que verifica N, — oo cuando L — oco. Entonces para cada € > 0 tenemos:

Va(S*H) N} — miy, (E(wn,))

lim sup > —f(A) > —f(Aq) — e

2
L—oo N1+2d+1
L

La primera desigualdad se cumple por el Corolario 3.6.22 y la segunda desigualdad debido a

que r — oo cuando L — oo, lo que implica que para alguna constante C' > 0:
[F(A) = f(Ag)| < Cr72i -0, L— oo,

Por lo que hemos probado

V2<S2d+l>N[2/ - mianL (SQ(WNL>)

lim sup >
L—o0 1+2d+1
N
L

> —f(Aa).

O]

La cota del Teorema 3.6.23 es menor que la cota proporcionada por el harmonic ensemble
(véase la Seccién 1.3.6), lo cual prueba que los puntos obtenidos a través de este proceso
son mejores (en el sentido de que su 2—energia media es menor) que los puntos obtenidos del

harmonic ensemble. En la Figura 3.3 podemos encontrar una comparacién entre ambas cotas.
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0.8 |

0.7 |

0.5

0.4 |-

. ., - , . 142
Figura 3.3: Comparacién de los valores de las constantes que acompaiian al término N' 1 24+1
en nuestro conjunto (linea discontinua) y el harmonic ensemble (linea continua) para diferen-

tes valores de d, siguiendo la notacién del Problema 1.2.2.
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3.7. Nomenclatura del capitulo

En esta tltima seccion del capitulo hemos recogido en una tabla los nombres y los ntcleos de los distintos procesos puntuales

(determinantales o no) definidos.

Proceso Ntcleo
() d (™) _ Nd (1+< w))T L+d
X C K, (z,w) = =% donde N = :
- = “ ™ () T <1+H“;H2> . (9
x4 c? T s K (p,q) = =k (i) donde z = w(p) y w = n(p),
(1+]]2112) 72 (14 jwl2) 2
no es homogéneo.
(N.g) d 2 (N.g) _ N (1+(zw)) E (14g(]|21)2) 4|2 Hd‘ (L+g(llwl ) w]|?~ 2
kd ct 5t TS K0 (p,q) =
52 2 T2 S UMalA) /g TwDallwl) 2 (1+]212) T2 o flwlj2) =2

NF(d+2) (14 (z,w)) -
dr T2 (14]]2]]2) F (14 w||2)
y w = ¢ 1(n(p)), es homogéneo.

e N, _
para g 6ptima Kw? (p,q) = , con z = @~ (7(p))

P(Cd+1)

K(N) Nd!

p(cd+1)(p7 q)| = T

L
EEli
[lpll” Tlqll

x|t L P (Cit) o s

El proceso no es determinantal.

01T
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CAPITULO 4

La estructura de diamante

Dans un espace euclidien a n > 3 dimensions deux ensembles arbitraires, bornés et con-

tenant des points intérieurs (p. ex. deuz sphéres a rayons différents), son équivalents par
décomposition finie.

Paradoja de Banach-Tarski.

S. Banach et A. Tarski (1924).

Sur la décomposition des ensembles de points en parties respectivement congruentes,

Fundamenta Mathematicae 6: 244-277.

111






Contenido

4.1. Una construccion general . . . . . . . . . . . v v v oo 114
4.2. Eleccion de los paralelos . . . . ... . ..o 119
4.3. El nimero de puntos apropiado por paralelo . . . ... ... ... 125
4.3.1. Elconjunto modelo. . . . . . . .. ... . 126
4.4. La estructura de diamante . . . . ... ... ... ..., 133
4.4.1. Unejemplosencillo. . . . ... ... oo 135
4.4.2. Un ejemplo algo mas elaborado . . . . . . ... ... ... ... 136
4.5. Energia logaritmica de la estructura de diamante . . .. ... .. 138
4.5.1. Energia logaritmica de ejemplos concretos . . . . . . . ... ... .. 142

En la Seccién 1.3.1 hemos visto la importancia y la dificultad de definir familias de puntos
en S? para los que se pueda calcular analiticamente la asintética de la energfa logarftmica y
que ademas esta sea lo mas parecida posible a la asintética de la energia logaritmica minima

(dada en la ecuacién (1.9)).

En este capitulo, definimos varias familias de puntos aleatorios en S? que tienen en comin
la estructura de diamante, definida como Diamond ensemble en [Beltran and Ftayo, 2018a].
El principal interés de estas familias de puntos es que la esperanza de su energia logaritmica
puede ser calculada analiticamente. En la Seccién 4.5.1 presentamos una eleccién casi éptima
(en el sentido de que minimiza la energia logaritmica) de los pardmetros que definen la
estructura de diamante. Para ciertas elecciones de parametros, nuestra estructura produce
familias de puntos muy parecidos a algunas familias ya conocidas en la esfera para las cuales
la expansion asintética de la energia logaritmica era, hasta la fecha, desconocida. Entre estas
familias encontramos los octahedral points, definidos y estudiados en [Iolhos and Rogea, 2014]
y los zonal equal area nodes, véase [Rakhmanov et al.. 1994]. De hecho, el resultado principal
de este capitulo, el Teorema 4.5.8, se puede interpretar como la continuacién de [Rakhmanov
et al., 1994, Theorem 3.2].

La estructura de diamante define familias de puntos constructivas: una vez establecido
el valor para los parametros simplemente tenemos que escoger algunos ntmeros aleatorios
61,...,0, uniformemente en [0, 27| y entonces los N puntos se obtienen directamente de las

férmulas propuestas en la Seccién 4.5.1.
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4.1. Una construccién general y una formula para calcular su

energia logaritmica

Podemos definir cualquier paralelo de la esfera S> C R? mediante su altura z € (—1,1)
como el conjunto de puntos x € S? tales que (z,(0,0,1)) = 2. Utilizando esta definicién,

consideramos la siguiente familia de puntos:

1. Tomamos un entero positivo p y 21,...,2, € (—1,1). Consideramos los p paralelos

definidos por sus alturas z1,..., 2.

2. Para cada j, 1 < j < p, escogemos un nimero r; de puntos que pertenecen al paralelo
j.

3. Distribuimos 7; puntos en el paralelo j (que es una circunferencia) simplemente proyec-
tando las r; raices de la unidad en la circunferencia y permitiendo que roten un angulo

aleatorio ¢; tomado uniformemente en [0, 27].
4. Anadimos los polos Norte y Sur, (0,0,1) y (0,0,—1), al anterior conjunto de puntos.

Denotamos por Q(p,rj,z;) al conjunto que acabamos de describir.
Podemos obtener formulas explicitas para esta familia de puntos. Si tomamos coordenadas

cilindricas, los puntos que pertenecen al paralelo de altura z; son de la forma

x = (,/l—z?cosﬂ,\/qsine,zj) , (4.1)

para algin 6 € [0,27] y por lo tanto, la familia que acabamos de describir se concreta en la

siguiente definicién.

Definicién 4.1.1. Sea Q(p,r;, 2;) el siguiente conjunto de puntos:

n=(0,0,1)
Qp,rj,zj) = q:; = (, /1 — z]? cos (27"—7]” + 9]-) a1 — 2]2 sin (27’7 + Gj) ,zj> (4.2)
s=(0,0,—1)

donde 7; es el numero de raices de la unidad que consideramos en el paralelo j, 1 < j < p
es el nimero de paralelos, 1 < ¢ < r; y 6; estd tomado de forma aleatoria uniformemente en
[0, 27] para todo 1 < j <p.

Queremos dar una férmula para la energfa logaritmica de (p, 7}, zj). Para ello, conside-

ramos el siguiente resultado.
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Proposicion 4.1.2. Sea x; un punto aleatorio tomado uniformemente en el paralelo de altura
z; y sea xj un punto aleatorio tomado uniformemente en el paralelo de altura z;, con z; # z;.

Entonces,

10g (1 — ZiZj + |Zi — Zj’)
9 .

Antes de demostrar la Proposicién 4.1.2, presentamos el siguiente Lema.

Ep, 0, [—1og (|[zi — z][)] = —

Lema 4.1.3. La igualdad

™ /2 _ }H2
/ log(a + bcos(0))df = 7 log (W)
0

se verifica si a > |b| > 0.

Demostracion. Esunaigualdad conocida, el lector puede encontrarla, por ejemplo en |
, Férmula 4.224]. O

Demostracion de la Proposicion 4.1.2. Fijémonos en que

||zi — ;|| = H(\/l—zfcos&-,\/l—z?sin@i,zi> - (,/1—zjzcos€j,1/1—z?sian,zJ)H
—\@\/1—2’1'2]‘—\/1—2’12\/1—2]2-COS(01

Calculamos

Eg, 9, [~ log (||lz; — ;]])]

2 2
4772/ / log<\[\/1—z,z] \/1 ,/l—z cos (6 >d9d0

| 27 27
_ e L LT e ( ity = \J1— 221 22 cos(ts - ) 46,0,
71 1 271'
— O2g() - 471_/0 log <1 — ZjZj — MMCOS(G)) do
—log(2 1 "
— O2g() — 271—/0 log (1 — 22 — MMCOS(@) do
Aplicamos el resultado del Lema 4.1.3 con a = 1 — 2izj, b = _MM Y % # Zj

tenemos que

—10g2 1 1— 2z + 2z — 25
Eg, 0, [~ log (||z; — 2;]))] = ;)_%ﬂlog< &k E j>
—log(2 1
B 2() = 5 llog (1 = zizj + |z — 25]) — log(2)]
_log (1 — 2izj + |2 — %)
; .
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A partir de la Proposicién 4.1.2 obtenemos los siguientes resultados.

Corolario 4.1.4. Sean x azgq como en la Definicion 4.1.1 con zj # zj. Entonces,

Eo, [ Zlog(ux —ahll)| =

donde 0,0y, estan distribuidos uniformemente en [0, 27].

log(l — zjzp + |25 — 2i))
2 Y

Demostracion. Solo tenemos que repetir los calculos de la Proposicién 4.1.2.

Tk
Eo, o, [— Zlog (||x§ - x§€||)] -
=1
1 2 p2w Tk - l
- m/ / Z—log V2 1—z52, — MMCOS <27r <7“j — 7“k> +0, 9k> d6, db),
) l
:4772/ —log(2 10g(1%%ﬂﬂcos<27r<:jTk>+9>)d9

l

-1 Tk 27 .
= (rk27rlog(2) + Z/ log (1 — zjz — /1 — zjv/1 — 2 cos <27r (: — 7%) + 9)) d9>
1=1"0 J

_ —rilog(2) 1 & 1—zjzi + |25 — 2k

_ Tk log(2) log <1 —zjzp + |25 — zk|> _ _Tklog(l — zjzK + |25 — 2x|)

Corolario 4.1.5. Sean :c $k como en la Definicion 4.1.1 con zj # zj. Entonces,

Eo; 6, [ ZZlog (||x —xk||>] = —rjrklog(l _ijlf2+ |z _Zk|)’

=1 i=1

donde 0;, 0y, estdn distribuidos uniformemente en [0, 27].

Demostracion.

L
Eo, .0, [—Zzlog(llx} —xil)] =

=1 i=1

Tj

2m 2 Tk .
4772 / ZZ—log (\/ﬁ\/l—zjzk—\/l—zj\/l—zkcos (277 (;_—le>+9j—9k>>d0jd0k
J

=1 =1

1 i 2 2m Tk i l
:4772;_:1/0 /0 ;—log (ﬁ\/l—zjzk—\/1—zj\/1—zkcos (277 (7"]_7"k> +9j—9k>>d9jd€k7

que por el Corolario 4.1.4 es igual a

N
i: o Jog (L =z + 25 — ) _ log (1 — zjzp + |25 — 2l)
K 5 = —rp7; 5 .

i=1
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Gracias al Corolario 4.1.5 podemos demostrar el siguiente resultado, que nos proporciona

una expresién para la esperanza de la energfa logaritmica del conjunto de puntos Q(p,r;, z;).

Proposicién 4.1.6. La esperanza de la energia logaritmica del conjunto de puntos Q(p,rj, z)

es

Eel,...,ape[o,%]p [E10g (2P 75, 25))] =
P

—2log(2 Zr [log - log(l — Z; ) + log r]}
7j=1

a log (1 — zjz + |25 — z))
— Z T‘j’f'k 9 .

J,k=1

Demostracion. Tenemos que sumar las siguientes cantidades:

= A: el logaritmo de la distancia entre cada punto ac ,1<j<pyl<i<r;yelpolo

norte y el polo sur; y el logaritmo de la distancia entre el polo norte y el polo sur.
= B: la energia logaritmica de las raices de la unidad de cada paralelo j para 1 < j < p.

= (' la esperanza de la suma de los logaritmos de la distancias entre los puntos que

pertenecen a diferentes paralelos, como en el Corolario 4.1.5.

Fijémonos en que el componente aleatorio del conjunto (61, ...,6, € [0,27]) solo afecta a
la cantidad C.

Calculo de la cantidad A

Sabemos que

1(0,0,1) — || =v24/1 =
10,0, —1) — | :f\/uzj.

Por lo tanto, la cantidad A viene dada por

A=—2log(2 _2& log (V2,/T= %) _QZTJ log (V2/T+2)

P
= —2log(2 er log 4)—|—log(1—z))
7=1

(4.3)

Multiplicamos por 2 ya que por convenio, para calcular la energia logaritmica contamos la

distancia del punto p a ¢ y del punto ¢q a p.
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Calculo de la cantidad B

Para realizar este cdlculo, nos remitimos a | ].

Lema 4.1.7. La energia logaritmica asociada a las N raices de la unidad en la circunferencia

unidad es

1
Elog(N) =N lo = Nlo = —Nlog N.
log (N Z g|sz—le| & N1 T sin 2k &

Demostracion. Puede consultarse la prueba en | , Pg. 3]. O

Corolario 4.1.8. La energia logaritmica asociada a los N puntos equidistribuidos en una

circunferencia de radio R es

ER,(N)=—=NlogN — N(N — 1)log R.

Demostracion. Seguimos la demostracién de | , Pg. 3].
N 1 N
Eﬁg( N;logm%]\[_z“v| Z(log|ZkN_ZlN| logR>
=N (Zlog |ZkN*21N| ZlogR)
=—NlogN — N(]\;— D log R?
=—NlogN + N(N2_ D) log R2.

O

Como el paralelo de altura z; es una circunferencia de radio /1 — z?, la cantidad B es
( -1
Z rjlogr; + log(1 — z3). (4.4)

Calculo de la cantidad C

Este célculo ya ha sido realizado en el Corolario 4.1.5:

p
C= 3 o8 ZJZ’;”ZJ ) (4.5)
k. j=1:k#j
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Ahora solo tenemos que sumar las cantidades (4.3), (4.4) y (4.5).

M*@

Ey, _0,e(0.27)7 [E10g(Q2p, 75, 27))] = —21og(2) — > _r; (log(4) + log (1 — z5))

j=1
P
log (1 — 2. _
- Z <7"J logr; + ( —1) log(1 — 25 )> - erﬂk % zjzk;_ 12 = 2l)
i=1 k#j
P .2
= —2log(2 Z rjlog(4) + rjlog(l — 2; 2+ rjlogr; + 53 log(1 — zjz)
7j=1

T log (1 — zjzi + |25 — 2k
—Ejlog(l—zj?)—i-errk ( J 9 ’j D
k#j

M-

Il
—

=—2log(2) — [rj log(4) + 23 log(1 — 2; %) +rjlogr;

J

p
log (1 — zizp + |z; — 2k
e e e ]

O

Una vez definida la estructura general de nuestro conjunto de puntos, podemos definir la

estructura de diamante. Para ello, debemos responder a las siguientes preguntas.
Problema 4.1.9. ;Qué paralelos tomamos?
Problema 4.1.10. ;Cudntos puntos tomamos en cada paralelo?

Problema 4.1.11. Para unos puntos concretos, sla cantidad dada en la Proposicion 4.1.6

se puede calcular exactamente hasta el orden o(N)?

Cada una de las siguientes secciones dard respuesta a una de estas preguntas. Las dos
primeras preguntas definen la estructura de diamante, y la tercera el cdlculo de su energia

logaritmica.

4.2. Eleccién de los paralelos

El resultado principal de esta seccién consiste en que para cualquier eleccién de r1,...,1,
se puede calcular exactamente la elecciéon 6ptima de alturas 21, ..., 2,. De esta forma, damos

respuesta al Problema 4.1.9, siempre que se conozca la respuesta del Problema 4.1.10.

Proposicién 4.2.1. Dados {r1,...,1p} tales que r; € N, existe un dnico conjunto de alturas

{#z1,..., 2} tales que z1 > ... > 2z, y

flz, ..o, Zp) = Eel,...,epe[o,zw]p [5log(9(p7 Tj, Zj))]
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alcanza su minimo. Las alturas vienen dadas por:

Z i~ ZTJ

-
j=l+1 L+rm+2)
z = =1- N1 ,

1+Z’I“j
=1

donde N =2+ Z§:1 rj es el nimero total de puntos.

Demostracion. Derivamos la formula de la Proposicién 4.1.6 respecto de z; y obtenemos:

dEel,...,epe[o,%r]P [E10g(2(p, 75, 25))]
dzl

0 b le . 9 P L log (1 — zjz + |25 — zx|)
T M ML L

j=1 j=1k=1

_ AN Zﬂ“l 1+ 2z B ' 1—2z;
BT +Z7°ﬂ“z —21)(1+ z) j; T )1 2)

-1 P
ari(1+r) rir TiTl
= + —
1_Zl2 jz;lzl ,zl:ll+zl

P
o .
_71_%2 (T+r)z+ 1+ 2) er (1—2) Z Tj
J=l+1
r -1
1
:71_212 zl—i—er er—i-lerj
7j=1 Jj=l+1
Entonces tenemos
dEy, ...0,el0.2n) [E10g(Qp, 75, 27))] d 2 o=
etpeozn? AR g s (143 | = 2 -
! j=1 j=l1+1 j=1
O lo que es lo mismo,
Z 5= ZTJ
J=l+1
zZ] = D
1+Z?”j
j=1

O

A partir de ahora denotaremos por Q(p, ;) al conjunto Q(p,r;,2;) donde los z; son los
definidos por la Proposicién 4.2.1. Con esta elecciéon de z; podemos simplificar la férmula de

la Proposicién 4.1.6.
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Teorema 4.2.2. Sea p = 2M — 1 un nimero entero impar. Si vj = rpp1—; y los zj estdn

definidos como en la Proposicion /.2.1 entonces tenemos
Ey, ... 0,027 [glog(Q(pa 75))]

p
=—(N —1)log(4 Zr] logr; — —1)er(1—zj)log(1—zj)
j=1

= —(N —1)log(4) + rarlogry — 2er log r;

j=1
M M
—(N—l)er(l—z])log(l—zJ er + z;) log(1 + z;).
j=1 j=1

Para probar el Teorema 4.2.2 utilizaremos el siguiente lema.

Lema 4.2.3. Sea r; = rpy1—; y sean z; definidos como en la Proposicion 4.2.1. Entonces

1 PP
522@1} log (1 — zjz, + |2 — 2|) =
7j=1k=1 ]:1

- Z rjlog(1 — z;).
j=1

M@

(1 — zj)log(1 — 2)

Demostracion. Sea
ajr =rirrlog (1 — zjzn + |25 — 2il),  bjp = rjrelog (1 + 2z, + |25 + 2])
entonces se verifica:
Ak = Qkj, Qjprik = Djk, Qpyi—jk = Ojk,  Apyi—jpri—k = Gk, aprr,m = 0.

Por lo tanto, tenemos

p P p
ZZ@ Za7]+2a]k—22rlogl—z +Zaﬂk
7j=1k=1 j=1 ]l;kl Jl;];
J J

Es mas, como p =2M — 1,

M 2M-1 2M—-1 M 2M—1
Zayk—Z%wZ PORUTE D DD DTS DTS (4.6)
jyk=1 jyk=1 j=1k=M+1 j=M+1 k=1 jyk=M+1
J#k 7k j#k

Las dos sumas del medio del término de la derecha en (4.6) pueden reescribirse como

M M-1 M-1 M M M-1
DD bkt D> bik=2 > biks
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



122 4.2. ELECCION DE LOS PARALELOS

y como z; > 0 para 1 < j < M esta tltima ecuacién puede escribirse como

M M-1 M M-1 M M-1
22253,1:—22 rirylog(l + z;5) +222rjrklog(1+zk)
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1
M-1 M M-1
2( rk>2rjlog (I+2)+2 Zr] i log(1 + 21)
k=1 j=1 j=1 k=1
M—1 M-1
=2 TM+QZTj Zrklog(l-i-zk),
j=1 k=1

donde, en el dltimo paso, hemos usado que z); = 0. Sustituimos esta ultima expresién en

(4.6) y hemos probado que la suma del lema es

M-1 M-1 M-1 2M—1
Zr?log(l—z?)+ Ty + 2 T Zrklog 1+ 2) + Za]k+ Z aj k
j=1 7j=1 k=1 ] k=1 Jrk=M+1
J#k J#k
M—1 M—1 M—1 LM 1
log l—z rar+ 2 T Z rklog(l—l—zk)—i—i Zajvk+§ Z aj s
j=1 j=1 k=1 jk=1 Jk=1
ik ik

para lo cual hemos tenido en cuenta que apy1—jp+1-k = aji. Las dos tltimas sumas de la
expresién anterior tienen muchos términos en comun, asi que las podemos reagrupar de la

siguiente forma:

1 M 1M—l
§Z%‘,k+52%k Z%H Z“Mk+ ZC‘JM

dik=1 d,k=1

J#k J#k g7y
175-1

M-
=2 aj,k+§ ang k
7=1 k=1

M-1j

=2 Z Zaﬂk+ Zerklog + 2),

Jj=1 k=1

donde de nuevo estamos usando que a;jx = ag; y zp = 0. Hasta el momento, tenemos que

la suma del lema iguala

M-1 M-1 M-1
log (1 —z v+ 2 T i log(1 + z)
=1 j=1 k=1
M-1j5-1
+ 2 ajk+ Z Ty log 1+Zk)
=1 k=1
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A través de pequenas operaciones algebraicas tenemos
M—
=2

1 .2 Jj—1
5227” rilog (1 — zjzi + |25 — 2i) Zerrklog(l—zj),
k=1

1

M-1j5-1
+2 Z errk log(1 + z),
j=1 k=1

M-
Z logl—z)

M M—-1
+2( D r | D rrlog(l+ 2).
j=1 k=1

Si cambiamos el orden de suma y el nombre de las variables, el segundo sumando del término

de la derecha de (4.7) puede escribirse como

M—2 M—1 M—2 M—1 j—1
Qerlog(1+zj) Z rk:2erlog1+zj (Zrk—rj—Zrk>
j=1

k=j+1 j=1 k=1 k=1

M-1 N —r 7j—1
ZQerlog(l—l—zj) <2 M—l—’l“j—zrk).
k=1

i=1

Con lo que hemos probado que

1P M-1 j—1
5 Zerrk log (1 — zjzi + |zj — z|) =2 Z rjlog(1l — z;) Zrk
= j=1

j=1 k=1 k=1
M-1 Ny j—1 M-1 ) )
+22r]log1+zj (2—1—rj—Zrk>+erlog(1—zj)
j=1 k=1 j=1
M-1
+ (N —=2+ry) Z rjlog(1l + z;).
j=1

Tras simplificar obtenemos

N

p P M—1 j—1
erﬂrk log (1 — zjzi + |2j — 2i|) = Z Tj (rj + 227%) log(1 — z;)
j=1 k=1 j=1 k=1
M—1 j—1
— Z T (rj + 22%) log(1 + z) (4.8)

M-1
(2N —4) > rjlog(l+ z;).
7j=1
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Nos fijamos ahora en los dos primeros sumandos del término de la derecha de (4.8). Para ello

recordamos que

- .
147 +230 7% g
zj=1- o :>rj+2;rk:(zv—1)(1—zj)—1,

y por lo tanto la suma del lema es

M—1
(N—-1) ri(1 — z;)log(l — z;) — Zr]logl—zj
7j=1
M—1 M—1
erl—z] log(1 + z;) +erlog1+z])
7=1 7j=1
M 1
rjlog(1 + zj),
j:l
es decir,
M 1 M—1
ri(1 — z;)log(1 r;log(1
J=1 7=1
M 1 M—1
+ (N (14 z;) log(1 + zj) — Zrlog (1+ 25).
j:l 7j=1

La simetria z; = 2,41, nos permite escribir que esta ultima expresién como

M—-1
erl—zj log(1 — zj) — erlogl—zj

j=1
P P
+ (N —-1) Z ri(1 — z;)log(l — z;) — Z rjlog(1l — z;).
j=M+1 j=M+1

Por lo tanto hemos probado (usando que zj; = 0) que

ri(1 — z;)log(1 — 2)

T M"@

1P
izzrﬂ’kbg 1= zjzp + |25 — z]) =
Jj=1k=1

- Z rjlog(1l — z;).
j=1
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Demostracion del Teorema 4.2.2. Escribimos la férmula de la Proposicién 4.1.6 y sustituimos

el iltimo sumando por la expresiéon obtenida en el Lema 4.2.3.

12
g, opel0.2mp [E10g (2, 75))] = —210g(2) — (N = 2)log(4) — 5 > rjlog(l - z3)
j=1
P P
—erlogrj Z (1 —z;)log(1 —i—erlog
j=1 j=1
Usamos ahora que z; = —z,11-; y obtenemos
1< 1<
52 logl—z erlog +§erlog(1+zj)

j=1

P
er log(1 Zr] log(1 — z;) er log(1 — z;).
j=1

Por lo tanto ese término se cancela con el tltimo y obtenemos

P
E, ... opc0,27]7 [Eog (A, 75))] = —21og(2) — (N — 2)log(4) — ) _r;logr;
j=1

—(N—-1) eru — zj)log(1 — 2j)

p
=—(N —1)log(4 erlogrj —I)er(l—zj)log(l—zj).
j=1

4.3. EIl niimero de puntos apropiado por paralelo

El problema que nos ocupa ahora consiste en escoger ciertos nimeros naturales r1,...,7,
tales que la esperanza de la energia logaritmica asociada a r1,...,7, y los correspondientes
21,...,%p dados por la Proposicién 4.2.1 sea tan pequena como sea posible. Buscamos, por
lo tanto, dar respuesta al Problema 4.1.10.

Para escoger el ntimero correcto de puntos por paralelo, utilizaremos el siguiente argu-
mento heuristico: definimos un conjunto llamado el conjunto modelo que sigue la estructura
general de la Definicién 4.1.1, pero que no tiene un nimero natural de puntos en cada parale-
lo, sino un ndmero real. Es decir, permitimos que r; tome cualquier valor real. La estructura
de diamante aproxima el conjunto modelo tomando un ntmero entero de puntos en cada

paralelo.

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



126 4.3. EL NUMERO DE PUNTOS APROPIADO POR PARALELO

4.3.1. El conjunto modelo

Sean z1, ..., 2, tales que definen p paralelos equidistantes en la esfera. La distancia euclidea
entre dos paralelos consecutivos es 7/(p+ 1) y los z; resultantes son los nodos de Chebyshev:
g
p+1

Nos gustarfa tomar r; de manera que la distancia entre dos puntos consecutivos del

2j = COS (4.9)

mismo paralelo sea aproximadamente igual a una constante por la distancia esférica entre dos
paralelos consecutivos: 2sin (7/2(p + 1)). Como el paralelo de altura z; es una circunferencia
de radio sin(j7/(p + 1)), el ntimero de puntos debe ser parecido a

27rsm<77r) 773111(”)

+1 +1
- K, PT K, P/
3 ™ 3 s
25 (o) o (o)

Proposicién 4.3.1. El nimero total de puntos del conjunto Q(p,r;,z;) con z; definido en

(4.10)

la ecuacion (4.9) y rj definido en la ecuacion (4.10) entendido como N =2+1r1 +...+1p es

Kym cos (ﬁ)
sin? (525 )

#Uprj ) =N =2+

La asintdtica de N en funcion de p viene dada por

4K, 1)2
N — olp+1) n
™

o(1).

Para probar la Proposicién 4.3.1 utilizaremos el siguiente Lema.

Lema 4.3.2. La siguiente igualdad se verifica

im( in ) = = (2(pﬂ+l)>
‘ L sin ()
Demostracion. Es un resultado clasico, se puede encontrar por ejemplo en [
, Formula 1.344]. O

Demostracion de la Proposicion 4.5.1. Gracias al Lema 4.3.2 tenemos que:
P msin (

) T COS (L>
Verikoy ) e ),

; 3 _T a2 _

i=1 51 (2<p+1>> S (2<p+1))

Para la asintética, utilizamos los desarrollos de Taylor del seno y el coseno en torno al punto
0.

p+1

T (1 8(p+1)2 +o((p+ 1)_3)>
(s + o+ 1))

4(p+1)°

N =2+ K, — 21 K, —K0g+o(1).
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Olvidémonos por un momento de que esta elecciéon de r; no es valida ya que no son
nimeros naturales. Lo que si que podemos hacer es sustituir las expresiones (4.9) y (4.10) en

la férmula de la Proposicién 4.1.6.

Teorema 4.3.3. Consideremos el conjunto Q(p,rj,z;) con z; definido en la ecuacion (4.9)

y r; definido en la ecuacion (4.10). Entonces,

Eg,.....0,c[0.2n) [ (D, 25, 75)]

Kor 1 log ™ (4.11)

1
= Wieg(S*)N? — 5V log(N) + ( — ~log Ko —

3 5 >N+0(N),

donde N =2 +ry +---+ 1, es el numero total de puntos.

Corolario 4.3.4. Consideremos el conjunto Q(p,rj,z;) con z; definido en la ecuacion (4.9)
y r; definido en la ecuacion (4.10). Entonces,
log (%

) 1
N? — ZNlog(N) +
5 5 og(N)

1 —log(3)

Eal,...epe[o,%]p [5log(9)} < - 92

N +o(N),

donde =123 ~ _(.0493.

Dedicaremos el resto de la seccién a demostrar el Teorema 4.3.3 y el Corolario 4.3.4.

Comenzamos con algunos lemas técnicos.

Lema 4.3.5.

1
/0 sin (ym) log (1 — cos(mz) cos(my) + | cos(mx) — cos(my)|) dy = ———=

Demostracion.

/Olgj(y)dy :/Opl sin (y) [log (1 + cos(my)) + log <1 — cos <pj+”1>>] dy
+ /t sin (y) [log (1 + cos (p‘ifl)) +log (1 — Cos(ﬂ'y))} dy,

p+1
donde
. i
/p sin (ym) [log (1 + cos(my)) + log <1 — COS ( ’ >>] dy
0 P !
i i u

_ [T (ym)log (1 4 cos(my)) dy + /" sin (y) log <1 — cos ( J >> dy

0 0 v :

| =

_ <1+cos<pj+7rl)> <1_IO§<1+COS<£>>>
_loi(2)+71rlog <1—COS (Z,JIl)) (1_COS <pjj:1>>’

NN
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/ " i ) [log <1 + cos <p]+”1>> +log (1 — cos(ﬂy))] dy
_ /l sin (y7) log <1+c0s <p‘7+”1>) dy—l—/t sin (ym) log (1 — cos(ry)) dy

p+1

- %1 g<1+cos <p]:1>) <1—|—Cos (pjj:1> _ 210%;(5)
(el (e ()

Con lo que tenemos

+
1 ' j 2log (£ 2log (£
+ —log ( 1+ cos I 1+ cos Jr _ 0g(2)_ Og(g)
s p+1 p+1 us m
1 ) )
+; log <1 — cos (p]—:1>
1 .
+<1—cos<‘m>
T p+1
1 T

Lema 4.3.6. Sea p € N, entonces la siguiente desigualdad se verifica,
Z sin [ —— ] sin log | 1 —cos| —— | cos
k=1 p+l p+ 1 p+1 p+1
cos — cos
p+1 p+1

§ 2log (%) cos (ﬁ) (p+1) - 7 log(2e) cos (m) log (2)

B 7 sin (ﬁ) 6(p+ 1)sin (ﬁ) 3

Demostracion. Denotamos por

p . .
. Jm . km g km
S = 321 sin <p—|—1) sin <p—|—1) log (1 — cos <p n 1) cos <p n 1)

_|_

+o(1).

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



4.3. EL NUMERO DE PUNTOS APROPIADO POR PARALELO 129

y definimos la funcién

g;j(y) = sin (ym) log (1 — cos (pj—i—ﬂ1> cos (ym) + |cos (pj—l—ﬂ1> — cos (ym)

Finalmente, denotamos por

% _Zgj (p+1>

k=1

Ep: < )log (1—608 <pj_:1>cos <pkfl>+

k=1

(55) = (5))
COS — COS .
p+1 p+1

La funcién g;(y) esta definida por expresiones diferentes en los intervalos [0, Tﬁ} y {#1, 1} .

Calculamos las derivadas de g;(y) en cada intervalo y obtenemos

J_|.
= Para y € {O’W]

o g5(y) = sin (ym) [log (1 +cos(y)) +log (1 — cos (;25,))].

° gi(y)=m [cos(wy) (1 + log (1 + cos(my)) + log (1 — Co8 (ﬁ))) — 1} .
= Para y € {#1,1}:

e g;(y) = sin (ym) [log (1 + cos (p+1)> +log (1 — cos(ﬁy))}

° gily)=m [cos(wy) (1 + log (1 + cos (p+1>> +log (1 — cos(wy))) + 1} .

Aplicamos la regla del trapecio compuesta (véase el Apéndice B) con j subintervalos en

el intervalo [0, J ] y p+ 1 — j subintervalos en el intervalo [#1, 1]

4
T R — /(eh) 110 *2%‘ (1)
% g%hfj(o) Fol(p+1)
- [ sy 2L &
_93“1)2@91 5)17*1) Fol(p+ 1))
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Sumando A) y B) obtenemos

! 1 g0 +g() &~ [k
/Ogj(y)dprrl 5 +Z_:91 <p+1>

G+ ()~ (), - 90
a 12(p +1)2

(4.12)

+o((p+1)7%),

donde g} (}ﬁ) es la derivada por la izquierda y g} (ﬁ) es la derivada por la derecha.
— +
Por el Lema 4.3.5:

Ademas, sabemos que ¢;(0) =0=g;(1) y

gi(0) = <1og(2) + log (1 — cos <pj:1>)> ’
4 (5) o), o
gi(1) = - <10g(2) +log <1 +eos (pizrl)» '

Sustituimos estas expresiones en la férmula (4.12) y obtenemos

+o((p+1)7%).

M

2o (4 ? 7 (los 2¢) + log (sin (7))
<p + 1)

s 6(p + 1)

Concluimos que

5 - Zp:gj < k ) _ ZIOi(‘C}) (4 1) ﬂlog6<;)l1(f;r1)) B Té(lzgfle)) Follp+1)73).

Por lo tanto S resulta

5= ism <pj:1) ZIOi(i) (p+1)— mos (i (555))  rlog(20

6(p+1) C 6(p+1)

+o((p+1)77)

Gracias al Lema 4.3.2 tenemos

2 log ) cos ( mlog(2e) cos (

n) 0+ )
7TSlIl< ) 6(p—1—1)81n( 55 +1))

- ésm (pjfl) log (sm <p”j1>) Fo((p+1)79).
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Como f(z) = sin(nwz)log(sin(mx)) es una funcién continua, tenemos que

pil S in <p*7+”1> log <sin <p‘7+”1>> _ /0 ' sin(re) log(sin(rz))dz + o{1)
:Zsm( >log (sin <p{7:1>> = Qloi(g) (p+1)+o(p+1).

En nuestra férmula

p+1 kzpz < j >10g<Sin<pj+7T1>>:_6(p11) <210i(2)(p+1)+o(p+1)>

(4.13)

Si sustituimos este dltimo resultado en S tenemos

2log % cos (5—~—= ) (p+1) mlog(2e) cos ( 5= 2
o (2) cos (5 - (555m) ~ log( )+O(1).

sin (m) 6(p+ 1)sin (2(];:_1)) 3

Demostracion del Teorema 4.53.5. Sustituimos los valores de z; y r; en la férmula de la Pro-

posicién 4.1.6 y obtenemos:
Euog(Qp.7j,23)) = —210g(2) + (I) + (IT) + (I11). (4.14)
donde

Ko (log (sin (%)) —log(4) — log(Kom) )

)i e

(1) =

g=1

g Kom Vi Kom
log ( 1 — cos cos + |cos [ —— ] — cos
p+1 p+1 p+1 p+1
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Caélculo de la cantidad (I)

Por el Lema 4.3.2 tenemos que

Ko (log (sin (ﬁ)) —log(4) — log(KoW)) Ccos (ﬁ)

)= sin? (ﬁ)

cos ( 572
Como N =2+ KOW.Q(Qi(’:’U) podemos escribir

sin? (3575

(I) =Ko <10g <Sin (2(]91 1)>> —log(4) — lOg(Kmr)) NK_ :
~log <sm <2(p7r—|—1)>> orlos (41;07) Aol

El comportamiento asintético de log (sin (2(1)7;1))) N es

. U Kom log Ko 1
1 —_ N =1 — | N N) = N — —-Nlog N N).
og <s1n (2(p+1)>> og (\/ N ) +o(N) 5 5V log + o(N)

Y por lo tanto,

(1) = — %ngzv +log ( ) N + o(N). (4.15)

1
4\/ K07T

Calculo de la cantidad (I1)

Usamos el mismo argumento que utilizamos en la ecuacién (4.13):

—2K, 2log (2 4K log (€) (p+ 1
(11) =28 ( 5LE) (4 1)+ ofp + 1>) _Molg (DB 41y,
: s T : s
s <2(p+1)> sin (2(p+1))
Para N suficientemente grande tenemos N = KOA‘(IDW$1)2 asi que,
e
(II) = 2log (5) N + o(N). (4.16)
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Cailculo de la cantidad (IIT)

Por el Lema 4.3.6,

K2n? P& ' K, j K,
S L I— Z Z sin [ 27 ) sin [ =0T log (1 — cos )7 cos | =T
2sin2<%)) D1 Kot p+1 p+1 p+1 p+1

Vs Kom
+ |cos | —— ) — cos
(p + 1> (p + 1> ')
K 2log (%) cos <2(p7fi-1)> (p+1) B 7 log (2) cos (‘2(;::11)) _log (2) o)
. - . x . 3
2 sin2 (72(17-%1)) 7 sin (2(p+1)) 6(p + 1) sin (2(p+1)>
KZrlog () cos (2@11)) (p+1) . K23 log (2¢) cos (2@11)) . K2n?log (2)
sin?® (2(];:_1)) 12sin® (72(;_1)) (p+1) 6 sin2 (2(1)11))
+o((p+1)2).
Describimos la asintética de p en términos de N, y reescribimos (/1) como
1
(I11) = Og2( )y (210g <4> + Kg”) N + o(N) (4.17)
e

Solo nos queda sumar las cantidades (I), (II) y (II1) de las ecuaciones (4.15), (4.16) y (4.17):

1 4 K,
E1og(Qp, 75, 2))) < °g2( Dy (2log <> + g”) N + 2log ( ) N - leogN
2
1
1 — | N N
s <4m) + o)
1 £ 1 K log( K
log (3) o Lnog v 4 ((Hom _lostEom)) oy
2 2 6 2
O
Demostracion del Corolario 4.5.4. Consideramos la funcién
Kr  log(K)
K)y=———-—"—.
f(K) presenta un minimo global en K = =, asi que basta con tomar Ky = § O

4.4. La estructura de diamante

Inspirados por el argumento heuristico presentado en la Secciéon 4.3.1, nuestro objetivo

ahora consiste en encontrar conjuntos de puntos de la forma Q(p,r;, z;), con z; dados por

3sin( L%
< ey ’ 1
la Proposicién 4.2.1 y para los cuales 7; es un nimero entero cercano a ——= &

Sln(?(p11)> . Nuestra
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forma de aproximar r; consiste en considerar diferentes aproximaciones lineales a trozos para
la férmula (4.10) cuando Ko = 3/7.

Definicién 4.4.1. Sean p, M dos ntimeros naturales con p = 2M — 1 impar y sea r; = r(j)
donde 7 : [0,2M] — R es una funcién continua lineal a trozos que satisface que r(x) =
r(2M —z) y
a1+ P si0=tg <z <t
r(z) =

ap+Ppr sit, 1 <x<t, =M

Denotamos por [tg,t1,...,t,] a una particién de [0, M] y asumimos que todos los g, vy, By
son numeros enteros.

Sea a; =0, ap,Bp >0y B >0,y sea A > 2 una constante que no depende de M tal que
ay < AM y By < A. Suponemos también que t; > cM para algin ¢ > 0. Sean z; definidos
como en la Proposicion 4.2.1.

Decimos que una familia de puntos sigue la estructura de diamante si sus z; y r; verifi-
can las expresiones anteriores. Denotamos por ¢(N) a un conjunto de puntos que presenta
la estructura de diamante, omitiendo en la notacién su dependencia de los parametros n,

t1,...,tn, a1,...,0p, B1,...,Bn. El niimero total de puntos de la estructura de diamante es

n 124
N=2—(an+B8M)+2> > (ar+Be)
(=1 j=tp_1+1

Denotamos por Ny el nimero total de puntos hasta t,_1, esto es,

tp—1—1

Ng: Z Tj.
j=1

Nos fijamos en que si j € [ty_1, ty] entonces

Clanr2sfing | 12N on 428, (et A

“ N-1 N-1
o 1+2Nj—(a["i‘ﬂzj)+20[z(j—tg,1+1)+,8£(j+tg,1)(j—tg,1—l—l)
N -1 '

Asi que consideramos la funcién z(x) definida a trozos por parabolas

_ 142N, — (o + Bex) + 20y(x — t—1 + 1) + Be(z + to—1)(x — te—1 + 1)
N -1

ze(z) =1 (4.18)

donde z; = z(j).
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Zonal Equal Area Nodes

En | ] los autores definen una particién regular de S? que consiste
en dos casquetes esféricos centrados en el polo norte y el polo sur y celdas rectangulares
situadas entre distintos paralelos de S?. Recordamos que en la Seccién 2.2 se presentan la
definicién y algunas de las propiedades de las particiones regulares. El parecido entre el
conjunto de puntos que obtenemos si consideramos el centro de cada celda de la particién
(lamado Zonal Equal Area Nodes) y la estructura de diamante es notable, y aunque las
distintas construcciones no dan lugar a los mismos puntos, estos son muy parecidos. De hecho,
tanto los autores de | | como nosotros mismos intentamos aproximar el
valor de r; definido en la férmula (4.10) por un nimero natural. Las cotas que obtenemos para
la energia logaritmica son ligeramente mejores que las cotas numéricas obtenidas en |

| para los Zonal Equal Area Nodes.

La Proposicién | , Proposition 2.3.] demuestra que la sucesién de los
Zonal Equal Area Nodes esta equidistribuida y es casi uniforme. Dada la similitud entre
nuestra estructura y esta tltima, deducimos que un resultado similar podria probarse para
la estructura de diamante.

A continuacién exploramos dos ejemplos diferentes (definidos por diferentes pardmetros)
de la estructura de diamante. [lustraremos cada ejemplo con un par de gréficas: un ejemplo de
puntos que corresponden al conjunto (véase los graficas 4.1 y 4.3) y una grafica que muestra
la funcién r; que define el conjunto y la curva original 7; definida en la férmula (4.10) con
Ky = 3/m (gréficas 4.2 y 4.4). En las graficas 4.1 y 4.3 hemos usado diferentes colores para

los puntos obtenidos de las diferentes componentes lineales que definen r(z).

4.4.1. Un ejemplo sencillo

Tomamos n = 1, r; = Kj con K un nimero natural para 1 < j < M. Entonces para
le{l,..., M} tenemos
w1 1+ KI?
N -1

El ntimero total de paralelos es 2M — 1 y el ntimero total de puntos del conjunto es

p M
N=2+)Y rj=2-KM+2) Kj=2+KM
j=1 i=1

La familia de Octahedral points

En | | se define una aplicacién de la esfera unidad al octaedro
regular circunscrito en ella que preserva las dreas. En el mismo articulo, los autores definen

dos conjuntos de puntos en la esfera usando dicha aplicacién en algunas mallas jerarquicas
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Figura 4.1: Una realizacién del ejemplo sencillo con K =4y N = 1602. Los diferentes colores

de los puntos corresponden a las diferentes componentes lineales que definen r(x).

triangulares definidas en las caras del octaedro. El primero de los conjuntos, 2, esta definido

por los vértices de la malla y el segundo, Ay, por los centros de los tridngulos de la misma.

Qy esta formada por 4M? 4 2 puntos en la esfera que son muy similares a una realizacién

concreta (con #; = 0V1 < j < p) de nuestro ejemplo sencillo para K = 4.

4.4.2. Un ejemplo algo mas elaborado

Sea p=2M — 1 con M = 4m y m un nimero entero positivo. Sea n = 3 y sea r; = r(j)

donde

6x 0<x<2m

6m + 3x 2m < x < 3m
2m+x 3Im<z<4m
20m—x 4dm <z <bd5m

30m—3x dm<xz<6m

\48m—6x om <z <8m
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Figura 4.2: Numero de puntos por paralelo para la funcién r(j) =

para un ejemplo sencillo con K = 4 (linea discontinua).

verifica 7(x) = r(p+ 1 — ) = r(8m — x). Sea z; = z(j) donde z(x) esta definido por (4.18),

esto es,

% 0<x<2m
W 2m < x < 3m
112m?—24ma—a?

0= s
Lme e mate-  4m < < 5m
W 5m <z < 6m
W 6m < x < 8m

Tenemos N = 82m?2 + 2.
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Figura 4.3: Una realizacién de un ejemplo mas elaborado con N = 1314. Los diferentes colores

de los puntos corresponden a las diferentes componentes lineales que definen r(x).

4.5. Calculo de la esperanza de la energia logaritmica para la

estructura de diamante

Por el Teorema 4.2.2, la esperanza de la energia logaritmica de ¢(N) viene dada por

Eg, ....0,€0,20) [Elog(0(N))]
M

= —(N —1)log(4) + r(M)logr(M —227" Jogr(j (4.19)

M:

M
Zr )(1 — 2(7)) log(1 — 2(4))

Jj=1

(1) (1 + 2(4)) log(1 + 2(j))-

<.
Il
—

Recordamos que dada una funcién f : [a,b] — R con a < b enteros, la regla trapezoidal

compuesta es

Ty (1) = LD 57 4 (1.20)
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Figura 4.4: Ntimero de puntos de un ejemplo mas elaborado.

Para un estudio més detallado sobre la regla del trapecio, véase el Apéndice B. A la vista de
la férmula (4.20), podemos escribir las sumas de la férmula (4.19) como argumentos de una

regla trapezoidal compuesta.

Corolario 4.5.1. La esperanza de la energia logaritmica de puntos definidos por la estructura

de diamante es

Eo,,...0,e00,27]7 [Eiog (6(N))] = =(N = 1) log(4) =2 " Tp, , 1,)(fo)
/=1

- (N - 1) Zﬂtg_l,tz} (gE) - (N - 1) ZT[tz_l,tg](hZ)’
(=1 =1
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donde para 1 < ¢ < n las funciones fy,ge, hy estdn definidas en el intervalo [ty — 1,t4] y

verifican

fe(z) =(ap + Bex) log(ay + Bex)
ge(w) =(ap + Bez)(1 — z¢()) log(1 — 24(z))
he(z) =(ay + Bex) (1 + 2¢(x)) log(1 + z¢())

Como fy es una funcién continua para 1 < £ < n, la regla del trapecio T}, | +,1(fe)

aproxima la integral f,. Concretamente, su diferencia estd acotada de la siguiente forma.

Lema 4.5.2. Para 1 < /{¢ <n tenemos

te

T[t,g_l,tg](fé) - fe(z) dx

te—1

< (t — to_1)3K log(2AM) < 3AM log(2AM),

para una constante A.

Demostracion. Sea S la cantidad del lema, entonces

ty

SSZ/

j=te_1+177

fol) — feld — 1; + S|

J
-1
Para = € [j — 1, j] tenemos

fla) = ful—1)] < / Jl A0 dt < 1+ Alog(KM + KM) < 2Alog(2AM),
.

Donde A es la constante dada en la Definicién 4.4.1. Por lo que concluimos que

fo(G—1) + fz(ﬁ' <

fe(z) — 5

fe(G = 1) — fo(j)
2

|fe(x) = fo(j — D) + < 3Alog(2AM).

O]

De hecho, podemos usar la férmula de Euler-Maclaurin (véase por ejemplo [ ,
Th. 9.26]) para estimar la diferencia entre la regla del trapecio compuesta y la integral de las

funciones gy y hy.

Lema 4.5.3. La siguiente desigualdad se verifica para 1 < { < n:

. 9y(te) — gy(ti—1)| _ Clog M

’T[te—l,tg] (9¢) — /te—l ge(x)de — > < L

para alguna constante C' > 0.

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



4.5. ENERGIA LOGARITMICA DE LA ESTRUCTURA DE DIAMANTE 141

Demostracion. Gracias al Lema C.0.5 sabemos que es suficiente probar que |g)’(z)|dx <

ClngM para alguna constante C'. Ahora bien, gy = u(z)v(z)w(x) donde u es una aplicacién

lineal, v es un polinomio cuadratico y w = logwv. La regla de Leibniz para la derivada del

producto nos dice que

" n 1.0, 1,0 ",/ / " 1,01
gy = wow” +6uvw + 3uv"w + 3uvw + 3uvw” + 3uv'w”.

Si £ =1 entonces g tiene una expresion simple y resulta sencillo comprobar que

Clog M
gt < el

para alguna constante C' > 0. Para ¢ > 1 nos fijamos en que u(x) = ay + Spx verifica
ul < CM, | <C

donde C es alguna constante. Es més, v(x) = 1 — z(x) verifica

C

C
c<ll<t, WIS, W<

para alguna constante positiva ¢ que no depende de M. Ademds, w = log v verifica

C C C
/ " n
W <C W< W< <
O
Lema 4.5.4. La siguiente desigualdad se verifica para 1 < <n:
te hy(te) — hy(te—1)| _ C
T he) — ho(z) dz — =& ¢ <=
’ [té—lyti]( ¢) /te—l ¢(z) dx 19 i
para alguna constante C' > 0.
Demostracion. Basta con seguir paso a paso la demostracion del Lema 4.5.3. 0

Gracias a los lemas 4.5.3 y 4.5.4 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.5.5. Los puntos definidos por la estructura del diamante verifican:
n to
Eg, ....0,€00.27) [Elog(0(N))] = —(N — 1) log(4) — 22/ fe(w) dx
=1

— (N - 1);71; </:l go(a) da + 90 = gé(tfl)) h

1 12

/til he(z) dx + lte) _12%(&_1)) +o),

—muwi(

(=1

donde para 1 < £ < n las funciones fy, ge, hy estdn definidas en el Corolario 4.5.1.
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Demostracion. Por el Lema 4.5.2 tenemos

te

Tty 12 (fe) = fo(x) dx + o(M?).

to—1

De igual forma, por los lemas 4.5.3 y 4.5.4 sabemos que

te ! /
9e(te) — go(te—1)
T (o) = | oeaydo+ SO IEEN 4 o),
ty—1
b Ry (te) — hiy(te—1)
() = [ hota)do+ O o),
ty—1
Sustituimos estas expresiones en la férmula del Corolario 4.5.1 y obtenemos el Teorema
4.5.5. O

4.5.1. Energia logaritmica de algunas familias que presentan la estructura
de diamante

Ahora que tenemos la férmula proporcionada por el Teorema 4.5.5, podemos calcular la

esperanza de la energia logaritmica de las familias definidas en la Seccién 4.4.

Un ejemplo sencillo

Teorema 4.5.6. La esperanza de la energia logaritmica de un conjunto de puntos definidos
por la estructura de diamante con los pardmetros de la Seccion 4.4.1, llamado un ejemplo

sencillo, es

1
Eg, . _o,c(0.27]7 [Eog(0(N))] = Wigg(S*)N? — 5 Vlog N

log2 1 log K
+N<O§ K~ +1log2 - ng >+0(N).

En particular, para K = 4 tenemos

2log2 1

5 2> +o(N).  (4.21)

1
Eg, _o,e/027) [Elog(0(IN))] = Wigg(S?) — §N10gN +N <
Demostracion. Podemos escribir las funciones definidas en el Corolario 4.5.1 obteniendo

f(z) =Kzlog(Kx).

1+ Ka? 1+ Kaz?
log .

N -1 N -1

14 K2 14 K2
h(z) =Kz <2+> 10g<2+x>.

g(z) =Kz

N -1 N -1
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Entonces, la férmula del Teorema 4.5.5 resulta ser
Bi....,cl0:27 [Eiog (0(N))] = —(N — 1) log(4) — 2 / fla

M /
—(N—1)</0 ()+h()d:c+g(M)12 9(0) 12h()>+o(M2).

El célculo de las derivadas e integrales nos proporciona el resultado. O

En la Seccién 4.4.1 vimos que la estructura de diamante con estos pardmetros da lugar a
una familia de puntos muy similar a los Octahedral points. En el articulo [
| , los autores aportan algunas simulaciones numéricas para la energfa logaritmica de los
Octhaedral points que son confirmadas por el Teorema 4.5.6. También podemos encontrar
nuevas simulaciones numéricas del mismo conjunto de puntos en | , Figure
2.2], donde el nimero obtenido es muy similar a la cota aqui encontrada.

Nos fijamos en el coeficiente del término en N de la férmula (4.21):

2log2 1
(;g -5 —0.037901879626703 . . .

Asi que usando este sencillo ejemplo estamos tan solo a 0.0177 unidades de distancia del valor

propuesto en la conjetura 1. Por lo tanto, este conjunto nos proporciona una nueva mejor
cota para la eneriga logaritmica.

Ante los buenos resultados obtenidos con la primera eleccién de pardametros (Seccién
4.4.1), calculamos la esperanza de la energia logaritmica para un ejemplo mas elaborado
(Seccién 4.4.2).

Un ejemplo mas elaborado

Teorema 4.5.7. La esperanza de la energia logaritmica de un conjunto de puntos defini-
dos por la estructura de diamante propuesto en la Seccion 4.4.2, llamada un ejemplo mds

elaborado, es

N
E61,...,0p6[0,27r}p [glog(O(N))] = VV]Og(S2)N2 - 5 log N +¢N + O(N)7

donde ¢ = —0.048033870622806 . . . verifica

492¢ = —113log 113 — 9821log 82 — 2101og 70 — 51 log 51
+ 16381log 41 + 9001og 15 — 36 log 12 — 1536 log 8
+ 1441og 6 — 4921og 4 + 1968 log 2 — 246.

Demostracion. Al igual que en el Teorema 4.5.6, podemos sustituir las funciones fy, g¢, hy en
la formula del Teorema 4.5.5. En este caso hemos utilizado el programa Maxima para calcular
las integrales y derivadas exactamente, obteniendo el resultado. En el Apéndice D se pueden

encontrar los programas utilizados. O
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Usando este ejemplo mas elaborado estamos solamente a 0.0076 de distancia del valor

propuesto en la Conjetura 1.

Un ejemplo casi 6ptimo para la energia logaritmica

Presentamos un udltimo ejemplo de familia de puntos que presenta la estructura de dia-
mante. También aqui ilustraremos el ejemplo con un par de graficos: un ejemplo de puntos
que corresponden al conjunto, Grafica 4.5 y una gréfica que muestra la funcién r; que define
el conjunto y la curva original 7; definida en la férmula (4.10) con Ky = 3/, en la grafica
4.6.

Figura 4.5: Una realizacién de un modelo casi 6ptimo para N = 958. Los diferentes colores

de los puntos corresponden a las diferentes componentes lineales que definen r(z).

La mejor eleccién de pardametros para la estructura de diamante (la que minimiza la

energia logaritmica) que hemos encontrado se define de la siguiente forma: sea M = 7m con
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m un entero positivo, sea p =2M — 1 y sea

.
6x 0<x<2m

2m+5r 2m<x <3m
Sm+4r 3Im<x<4m
Im+3x dm < x <bm
1dm +2z dSm < x <bm
20m+x om<x<Tm
dm—x Tm<x<8m
42m —2x 8m < x < 9Ym
5Im —3x 9Im <z <10m
6lm —4x 10m <z <1lm

2m —5x 1lm <z <12m

84m —6x I2Zm<z<ldm=p+1

que verifica 7(z) = r(p+ 1 —x) = r(14m — x). Sea z; = 2(j) donde z(x) estd definido por la
ecuacién (4.18), esto es,
239m? — 622 0<z<2m
243m? — dmax — 5 2m < x < 3m
252m?% — 10mx — 42> 3m <z < 4m
268m2 — 18mz — 322 4dm <z < 5m
293m? — 28max — 22> 5m <z < 6m
2(a) = 1 " 329m?2 — 40mzx — x2 om <z <Tm
239m* + 1 1 497m? — 68ma +22  Tm <z < 8m
491m? — 84mz + 22> 8m <z < 9Im
572m? — 102mz + 32°  9Im <z < 10m
672m? — 122mx +42* 10m <z < 1lm
793m?2 — 144mz + 522 11m <z < 12m
937m? — 168max + 62> 12m <z <ldm=p+1

Tenemos N = 239m2 + 2.

Teorema 4.5.8. La esperanza de la energia logaritmica de un conjunto de puntos que pre-

sentan el modelo casi optimo de estructura de diamante es

1
Wig(S?) N? — 5 NVlog N + o N+ o(N),
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donde c, = —0.0492220914515784 . .. verifica

14340 ¢, = 1912010g 239 — 22701og 227 — 1460 log 73 — 265 log 53 — 1935 log 43
—930log31 — 17101log 19 — 19381log 17 4- 19825 log 13 4 17501og 7
—42501log 5 — 131307 log 3 + 56586 log 2 — 7170.

Demostracion. Al igual que en el Teorema 4.5.7, basta con sustituir los valores de fy, g¢, hy en

la formula del Teorema 4.5.5. De nuevo calculamos las derivadas e integrales con el programa

Maxima.
]
T
4eb
3e6
2eb
le6
J

5e5 leb 1.5e6 2eb

Figura 4.6: Ntimero de puntos para el modelo casi 6ptimo.

El valor de la constante dista aproximadamente 0.0058 de la constante de la Conjetura
1. Ademas, el valor del coeficiente de N en el conjunto modelo es —0.0493, lo cual nos lleva
a pensar que la cota alcanzada en el Teorema 4.5.8 no puede mejorarse demasiado con otra

eleccién de pardmetros para la estructura de diamante.
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Cerramos el capitulo presentando una grafica en la que comporamos las distintas opciones

de r; presentadas en este capitulo frente al r; que define el conjunto modelo. Podemos observar

como el modelo casi 6ptimo aproxima muy bien a la curva.

Tj
-
=" Tl S~ -
y' . * ~
rs . - *
, - ¢ -
’ K - .
deb ’ . . -
’ . . \‘
+ . .
. - -, N
r * * A}
‘ .,‘ .’ ‘
" . \
3e6 | . o . \
i . - 1
s o ‘Y )
. "
. “s
»\ ‘e
2e6 | - .,
. .
o‘ “
. “
oh ‘.
o\ “
. l.
1e6 |- R Y
. ‘s
.“ II
..‘ "
. ‘0’
I I I I ]
5e5 le6 1.5e6 2eb

Figura 4.7: Numero de puntos para los distintos modelos de la estructura de diamante pre-

sentados en este capitulo. Hemos tomado 2M = 2.500.000 paralelos.
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APENDICE A

Funciones especiales

En este apéndice recogemos las definiciones y algunas propiedades de las funciones beta y
gamma, para lo cual seguimos el libro | |. También demostramos una desigualdad

para funciones betas incompletas que no hemos encontrado en la literatura.

Definiciones

Funcién gamma

Si n es un entero positivo, entonces definimos la funcién gamma por
I'(n)=(n—-1)!

Para el resto de los ntimeros complejos z con parte real positiva el factorial se extiende de la

siguiente forma
[o.@]
I'(z) = / t*~le~t dt.
0
Esta integral converge absolutamente y puede ser extendida a todo el plano complejo, excepto

a los enteros negativos y al cero, donde la funcién gamma es singular.

Algunas propiedades de la funcién gamma

Presentamos a continuacion, aunque sin demostrar, algunas de las principales propiedades

de la funciéon gamma.

Proposicién A.0.1 (Férmula de la duplicacién). La funcidn gamma verifica:

22571P ()T (z + ;) =T (;) I'(22)

para todo z tal que I'(z) y I'(22) estan definidos.

Proposicién A.0.2 (Férmula de la reflexién). La funcidn gamma verifica:
T

Fz)I'1l—=2) =

sin(7z)
para todo z tal que T'(z) y T'(1 — 2) estdn definidos.
Proposicién A.0.3 (Desigualdad de Gautschi). La siguiente desigualdad se verifica

_1 _TD(z+9) _
S 1< < S 1
(2+5) ST+l =~

para todo z > 0 y todo 0 < s < 1.
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Derivadas de la funcién gamma

Podemos considerar la log-derivada de la funcién I'

U(z) = ilog I'(z) =

que es una funcién meromorfa con polos en los enteros negativos y en 0 y recibe el nombre

de funcién digamma. La funcién W verifica
1
U(z4+1)=T(z)-
z

para todo z € C\{0,—1,—2,...}. Si consideramos las derivadas sucesivas de la funcién di-
gamma obtenemos la funcién poligamma de orden n. En particular, la funcién poligamma de
orden 2 también es meromorfa y con polos dobles en los enteros negativos y el 0. Podemos

escribir esa funcion como:

para todo z € C\{0,—1,—-2,...}.

Funcién beta

La funcién beta es una funcién especial estrechamente relacionada con la funcion gamma,

definida por
1
Blpa) = [ #7l1- 0
0

con p, ¢ numero complejos con parte real positiva. Su relacién con la funcién gamma estd dada

por

[(z)'(y) =T(z +y) B(z,y).

De donde podemos deducir que la funcién beta es simétrica: B(z,y) = B(y, z).
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Derivada de la funcién beta

La derivada de la funcion beta se puede expresar en términos de la funcién digamma ¥

para m € N:

d
—B
g (t,m) =

()T (m

Lt +m

()T (m)L(t +m) — T ()T (m)T (t + m)
I'(t 4+ m)?

_ YL@ (m) — TEL(m)¥(t +m)

I'(t+m)

\-/\/

_ 4 LT (m)
dt
r

Funcién beta incompleta

Definimos la funcién beta incompleta por

Bx(p,q)Z/ (1 — )7 dt.
0

Vemos que para x = 1 recuperamos la funcién beta B(p,q). Muchas veces presentamos la

funcién beta incompleta regularizada es decir, normalizada de la siguiente forma

B (p,q)

I(p,q) = Bipq)

Caracterizacién de B(d,d)

Sea d un nimero real positivo. Por la definicién de la funciéon beta tenemos que

D(d)T'(d)

Bld.d) = =50

De la combinacion de esa féormula con la féormula de la duplicacién de la funcién gamma

(Proposicién A.0.1) tenemos
F(d)ﬁ

Lema A.0.4. Para todo d > 2 se verifica que

Bl.d) > 2

Demostracion. Por la férmula A.1 sabemos que

D(d)v/7

B(d,d) = s DT
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Ademsas, la desigualdad de Gautschi (Proposicién A.0.3) nos dice que

I _T(d=5+3) 1

T+]) T@-5+)~ iy

1
Vd
Si unimos ambas ecuaciones obtenemos:

2 Im
> ==,

Una desigualdad para la funcién beta incompleta

Teorema A.0.5. Para todo d > 1 y todo s € (0,1) se verifica que

d
B d)\/1 - I,(d, d)i > s%(1 - s)4,

y la igualdad se da solo cuando s € {0, 1}.
Antes de probar el Teorema A.0.5, probaremos el siguiente lema técnico.

Lema A.0.6. La funcion

f(s) = dB,(d,d) + 5"(1 — )" (d — 2ds — /(1 — 252 + 1+ 2d)
verifica que f(s) > 0 para s € (0,1).

Demostracion. Como f(0) = 0 calculamos f'(s) = ds? (1 — 5)¢~'h(s) donde

h(s) =1+ (1—2s) (d—2ds— V& —23)2+1+2d> +

2d(1 — 25)
s(1-s) <_2 - VR —252+1+ 2d> '

Basta con probar que h(s) > 0 para s € (0,1). Llamamos u(s) = d?(1 —2s)> +1+2d y

tenemos

h(S) =1+ d(l — 23)2 _ 25(1 — 3) 4 (1 _ 28) u(s) (2d8(1 —5) — u(s)) .

u(s)
Como 2ds(1 — s) < u(s) para todo s € (0,1) concluimos que si s > 1/2 entonces todos los
términos de h(s) son positivos y h(s) > 0. Falta probar que h(s) > 0 para s € (0,1/2), lo

cual es equivalente a

2ds(1 — s) — u(s))Q,

(1+d(1—2s)%—2s(1 — 5))2 > (1= 2s)"u(s) < u(s)
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esto es
2 2 2 2
u(s) (1 +d(1 —2s)° —2s(1 — 8)) — (1 —2s5)%(2ds(1 — s) —u(s)) > 0.
Si desarrollamos los términos, obtenemos
2 2
s°(1 —s)“(4+8d) > 0,
lo cual es cierto, asi que el lema queda demostrado. ]

Demostracion del Teorema A.0.5. Resulta sencillo comprobar que la desigualdad del teorema

es equivalente a .
fs) = B’ f(s) = Q(s) (1 = Q(s)*A(s))"
donde Q(s) = By(d,d)~' y A(s) = s?%(1 — 5)??/d%. Fijémonos en que

1

f(l) = m,

y por lo tanto basta con demostrar que f es una funcién no creciente en (0,1). Para eso

calculamos la derivada

F(s) = (1= Q(s)°A(s)) " (Q'(5) — (1 +2d)Q'(5)Q(5)*Als) — dQ(s)*A'(s)) .

y entonces basta con ver que
Q'(s) = (1 +2d)Q'(5)Q(5)*A(s) — dQ(s)°A'(s) <0, s € (0,1),
0 lo que es equivalente
dA'(s)Bs(d,d) + s¥7 11 — s)T7Y(B(d,d)? — (1 + 2d)A(s)) > 0, s e (0,1).

Calculamos la derivada A’(s) y simplificamos la expresiéon obteniendo que esta tltima de-

sigualdad es equivalente a

1+ 2d
+ 2d

By(d,d)? + 25%(1 — 5)4(1 — 25)B,(d, d) — =

(1-s)2>0,

y por lo tanto, también es equivalente a

2 1+2d
(Bs(d, d) + s%(1 — 5)%(1 — 25)) > $(1— )*(1 - 28) + ——s"!(1 — 5)*
1+42d
= s%(1 — 5)% ((1 —25)% + 22 ) :
gracias al Lema A.0.6 después de tomar raices cuadradas. O
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APENDICE B

El jacobiano normal en variedades

diferenciales

Definicién
Comenzamos recordando algunos conceptos.

Definicién B.0.1. Una variedad riemanniana es una terna (M, {¢q}, g) donde:

s (M, {¢o}) es una variedad diferenciable en la que se ha especificado el conjunto de

cartas locales.
m g: TM xTM — R es una aplicacién bilineal definida positiva.
En particular, g permite definir en cada espacio tangente una norma || X|| = 1/g(X, X).

Dada una aplicacion entre dos variedades diferenciales, el jacobiano normal mide cémo
varia forma de volumen del espacio tangente a la variedad bajo la aplicacién diferencial. A

continuacién damos una definicién mas rigurosa.

Definicién B.0.2. Sean M y N variedades diferenciales y
o:M—N
una aplicacién diferencial. Sea
Do(x) : TeM — Ty N

la diferencial de la aplicacién ¢ en el punto z. Consideremos una base ortonormal de ker (Dcp(x))J‘,
v1,...,Ux ¥ su imagen por la aplicacién Dg(x); entonces el jacobiano normal, denotado por

NJacp(z) viene dado por el volumen de (Dp(z)vy, ..., Do(x)vg).

Calculo general del jacobiano normal
Sean M y N dos variedades riemannianas reales de dimensién m y n respectivamente.

Para calcular el jacobiano normal de ¢ : M — N en el punto z € M tal que Dp(z) es

sobreyectiva seguimos el siguiente algoritmo:
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1. Calculamos la diferencial de ¢ en el punto =, Dp(z).
2. Tomamos una base {w1, ..., wy,,} de ker(Dy(z))"*.
3. Calculamos la diferencial de ¢ en cada uno de los elementos de la base: Dy(x)w;.

Entonces el jacobiano normal viene dado por la siguiente formula:

_[det ((Dp(x)w;, Do(x)w;))
NJacy(z) —\/ det ((wi,w;)) : ' B

1<i,j<m
Cuando las variedades son complejas, seguimos el mismo procedimiento solo que la férmula

final resulta

NJacp(x) = 2 “geﬁ(%z ngx)wm e (B.2)

Caso particular: m =n

En este caso si tomamos una base cualquiera {wy, ..., w,,} de ker(Dp(x))*, siempre po-
demos obtener a partir de ella una base ortonormal, llamemos {ej, ..., e;,} a esa nueva base.

Entonces:

_[det ({(Dg(x)e;, Dp(x)e;))
NJace(z) _\/ det ((e;,e;))

1<ij<m
Resulta facil comprobar que:

(Dep(@)er, Dp(x)e;),_jy = Jaco(x) Jacp(z)
donde Jacp(x) es la matriz jacobiana de . Asi que tenemos:
NJacp(z) = det ((Dy(x)e;, Dp(x)e;)) _ det (Jac«p(az)tJacw(x))
det ({ei, e;)) 1
= det (Jacp(z)).

El Teorema de cambio de variables

En esta seccién estudiamos una version del Teorema de cambio de variables para jacobia-

nos normales. Comenzamos presentando la versién original del teorema.

Teorema B.0.3 (Teorema de cambio de variable). Sean M; y Ma dos variedades rieman-

nianas y ¢ : My — Ma un difeomorfismo entre ambas.
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Entonces para toda funcién f : My — [0,00) medible y para toda funcién g : Mg —

[0,00) medible se tiene:

f@)Jac p(z)|de = [ fle " (y))dy. (B.3)
1 Mo
B fle )
o= [ (B4)

/ 9(p())|Tac o(z)|dz = / o(y)dy. (B.5)
My

Moz

| stetanas= [ IO (B.6)
My

M, [Jac o(e1(y))]

Lema B.0.4. Si M es una variedad riemanniana, entonces para toda isometria o : M —

M se verifica
NJaco(x) =1

para todo x € M.

Demostracion. Sea (vi, ...,v,) una base de ker(Do(z))*, entonces podemos escribir el jaco-

biano normal como:

VI {Do(z)vi, Do (x)v;) |

NJaco(z) =
) o0

Como o es una isometria, tenemos en particular que (Do (z)v;, Do(x)v;) = (v;,v;) para todo

i€ (1,...,n). Luego tenemos:

NJaco(x) = VIt v) | =1

| (vi,v5) |

O

Lema B.0.5. Sean £, M, N wvariedades riemannianas y o1 : L — M, o3 : M — N dos

aplicaciones tales que al menos una de las siguientes condiciones se verifica:
1. ¢1 es un difeomorfismo.
2. @2 es una isometria.

Entonces la regla de la cadena para los jacobianos normales

NJac(p2 0 v1)(x) = NJacpa(e1(x)) NJacyr(x)

se verifica.
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Demostracion. Calculamos

NJac(pz 0 1) (2)? =det (Jac(ps o 1) () Jac(iz 0 1) ()
—det ([Jacys (1 (2)) Jac ()] Jaces (91 (x)) Jace: (2)])
—det (Jacgr (2) Taces (p1(2)) Jacgs (91 (2)) Jacp: () -

Donde Jac es la matriz jacobiana. Ahora bien, si ¢1 es un difeomorfismo, la matriz Jacy; ()

es cuadrada, asi que

NJac(p2 0 gpl)(x)2 =det (Jaccpl(x)tJaccpg (Lpl(x))t Jacys (p1(x)) Jacy: (x))
=NJacpa(¢1(z))NJace: ().

Por otro lado, si @2 es una isometria entonces
Jacps (¢1(x))" Jaces (p1(x)) = Id
y por lo tanto

NJac(iz 0 p1)(x)? =det (Jacp (z)"Jacps (p1(x))" Jacos (p1(2)) Jace (z))
=det (Jacep: (z) Jacp: (z))
=NJacy; (x)? = NJacps(¢1(x))NJacp: (z).

O]

Teorema B.0.6. Sean M, N wvariedades diferenciales, ¢ : M — N wuna submersion y
om: M — M, on : N — N isometrias tales que hacen conmutativo el siguiente diagrama

M N
oal o
M N

Entonces para todo x € M, NJacp(z) = NJacp(om(x)).

¥
¥

Demostracion. Por la regla de la cadena para jacobianos normales (Lema B.0.5) podemos

afirmar que
NJac(p o oam)(z) = NJacp(om(x))NJaco ().

Ademsds, por el Lema B.0.4 sabemos que NJaco(x) = 1, luego tenemos que:
NJac(p o opm)(z) = NJacp(om(x)). (B.7)
Podemos razonar de igual forma para ver que

NJac(on o ¢)(xz) = NJacp(zx), (B.8)

Ujué Etayo Rodriguez Universidad de Cantabria



161

ademads, como el diagrama es conmutativo, tenemos que
NJac(¢ o op)(x) = NJac(on o o) (x). (B.9)
Uniendo las igualdades (B.7), (B.8) y (B.9) obtenemos
NJacp(om(z)) = NJac(p o opq)(x) = NJac(on o ¢)(z) = NJacy(z).
O
Una isometria muy 1til con la que trabajamos varias veces en esta tesis es la siguiente.

Proposicién B.0.7. Para cada x € R?*? existe una isometria de la forma

0, R* — R

x> (|[2]],0, .., 0).

Demostracién. Consideremos un vector z € R??, podemos completarlo con vectores (wa, ...waq)
hasta formar una base de R??. A través de un proceso de Gram-Schmidt obtenemos una nueva

base (H";—H,vg, ...,Ugd), esta vez ortonormal. Consideremos entonces la matriz A, cuyas co-

lumnas son precisamente los vectores ( +%r, Vo, ..., V2q |. Como A, es una matriz ortonormal
p Mall> V2> > V2d x )

tanto ella como su inversa definen una isometria. Ademés, tenemos que:

Age; = ——
[|]]
luego z = ||z||Aze1. Tomemos entonces la isometria 6, = A, entoces se verifica:

Oz = Ay w = AL ||2]|Aser = J|a]| A7  Ager = [|zller = (||]],0, ..., 0).
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APENDICE C

Regla del Trapecio

Resulta sorprendente que un método tan sencillo como la regla del Trapecio siga pro-
porcionando tan buenos resultados cuando se trata de aproximar integrales. En esta seccién
explicamos como obtener la regla del Trapecio para cualquier funcion integrable y demostra-

mos unas cuantas cotas para su error.

Regla del Trapecio simple

Si resolvemos la integral / f(x)dx integrando por partes con u = f(x), dv = dz, du =
f(x)de yv=u1a+ A, obtenemos

b b
/f(w)darz(f(a:)(x+A)|2—/ f'(z)(z + A)da.

De nuevo integramos por partes con u = f/(x), dv = (x+A)dz, du = f"(z)dx yv = M%—B

/ 'l <w+A) +B>dx,
tenemos

[ s =+ - (e (S5 8)| 4 [ (O 4 )

a 2
—F(B)(b+ A) — fla)a+ 4)— F() ((b“‘) ; B) - Fla) <<+A> +B>

2 2
/aﬂ (x+A) B>mx

Tomamos A = “H’ y sustituimos en la ecuacién anterior obteniendo

/a  fla)de =

para resolver

/ab f'(x)(z + A)dx = <f/(ac) ((:U +2A >

—a —a)?
@+ 10) - (P51 B) (10) - @)

A
a2
+/ZW@<@_i§)+B)m.
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(b—a)®
8

b —a ’ r— ) —a)’
/fmm_b20@+ﬂm+/f%%( J)—w8)>“

Definicién C.0.1. Sea f : [a,b] — R una funcién integrable, entonces la regla del Trapecio

Como queremos que Z se anule, tomamos B = — y obtenemos

afirma que

b —a b ZL‘—L—H)Q —a2
Afmw=620@+ﬂm+4fw%( ;)—“8>>m

Una cota para la regla del Trapecio simple

Teorema C.0.2. Sea [ : [a,b] — R una funcion integrable tal que f"(x) > —M Vx € [a,b].

Entonces , s
b—a b—a)°M
[ s <252 ) + g + L
y " (2=250)" _ (=0’
Demostracion. Supongamos que f”(x) > —M para todo x € [a,b]. Como 5 — g

toma valores negativos para x € [a, b] tenemos

o — atb)? )2 o atb)? )2
f”(fU)(( 2)_(b )><—M<( 2)_(b ))’

2 8

y por lo tanto,

b —a b o atb)? —a)?
/af(a?)da:<b2(f(a)+f(b))+/a —M<( 22) _(® . ) )dx

—a —a)?
=29 () + 1oy + LN

Regla del Trapecio compuesta

Ahora dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos de longitud h = ZFT“. Si aplicamos

la Definicién C.0.1 en cada subintervalo obtenemos:

g+ GHD0=a)

a+(j+1)n(b*a) —a—ih— h 2 h2
[ )

4it=a)
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Asi que

n—1 a+ (j+1)"§b7a>

/abf@)dx; /+() Fa)ds

o ) s o)
_ -9 f<b>;f<a>+:§f<a+w>

Donde tenemos

j+1)(b=a)

R (x—a—jh—ﬁ)2 h?
1" 2 _
/a+j“’n“> /(@) < 2 8 da

:/Ohf” (y%—a—i—j(b;a)) <(y—2}2‘)2 _l;2> dy

a través del cambio de variables y =z — a — hj.

Definicién C.0.3. Sea f : [a,b] — R una funcién integrable con el intervalo [a, b] dividido

en n subintervalos de longitud h = b_T“, entonces la regla del Trapecio compuesta afirma que

b C(b—a) | f0) + fla) | = j(b—a)
/af(:c)dx— 5 —l—;f(a—i-n )

n

" (y_ﬁ)2 h? = 7 (b—a)
+/0 (22_8> ':Of <y+a+y n )dy

J

Una cota para la regla del Trapecio compuesta
El siguiente es un resultado conocido en andlisis de Fourier.

Lema C.0.4. Sea f : [n,n+1] = R una funcién C* conn € Z. Sea C > 0 y tal que |f'| < C.
Entonces para todo k > 1,

n+1 C
/ cos(2mkx) f(x) dx| < —.
n 2rk
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Demostracion. Si integramos por partes tenemos

n+1 1 n+1
/ cos(2mkx) f(x) dx = ~5% sin(2rkx) f'(z) dx.
n ™ n
Podemos acotar sin(2rkz) f'(x) por C'y concluimos la demostracion. O

Lema C.0.5. Sea f : [a,b] — R una funcion C? con a < b mimeros enteros y asumimos que

f es C? en el intervalo abierto con |f"| < C. Entonces,

fla) + f(b) | < <> f’() C(b - a)
N B >t /f ) dx — < .

. 241
Jj=a+1

Demostracion. Sea S la cantidad que queremos acotar. Por la identidad de Euler-Macalaurin

(encontramos una versién en | , Theorem 9.26)),

0o b—
S = 227#]{2/ cos(2mk(x—a)) f"( :kz_: Z/ cos(2mk(x—a)) f"(z) dx.

Por el Lema C.0.4, la integral vale como mucho Cm/2. Entonces,

—a C C(b —a)
< .
s Z 22 k2 27rk 24
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APENDICE D

Programas en Maxima

En este apéndice presentamos el cédigo de los programas empleados en el Capitulo 4. El

codigo tiene sus propios comentarios sobre las distintas funciones.

/* Comprobacién de que se cumplen las cotas de las terceras derivadas */

u:atb*x;

z:1-(1+2%n- (a+b*x) +2%a* (x—t+1) +b* (x+t) * (x-t+1) ) / (N-1) ;
v:l-z;

w:log(v);

vx:ratsimp(diff(v,x));

vx2:ratsimp(diff(v,x,2));

wx:ratsimp(diff (w,x));

wx2: (diff (w,x,2));

wx3: (diff (w,x,3));

gx3:ratsimp(substitute([t=0,n=0],diff (uxv*w,x,3)));

u:at+b*x;

z:1-(142%n- (a+b*x) +2%ax (x—t+1) +b* (x+t) * (x-t+1) )/ (N-1) ;
v:l+z;

w:log(v);

vx:ratsimp(diff (v,x));

vx2:ratsimp(diff (v,x,2));

wx:ratsimp(diff (w,x));

wx2: (diff (w,x,2));

wx3: (diff (w,x,3));

gx3:ratsimp (substitute([t=0,n=0,a=0] ,diff (uxv*w,x,3)));
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/* Las integrales correspondientes al diamond ensemble para p=2M-1x/
assume (M>0 and K>0);

/* Cdlculo de la energia logaritmica con r=1 */

z:1-(1+K*x~2) /(N-1) ;

f:Kxx*xlog (K*x) ;

I1:integrate(f,x,0,M);

g:Kkxx(1-z)*1log(1-2);

h:Kxxx (1+z) xlog(1+2);

gx:diff (g,x);

hx:diff(h,x);

extrag: (substitute (x=M, gx)-substitute(x=0,gx))/12;

extrah: (substitute (x=M,hx)-substitute(x=0,hx))/12;
E:-(N-1)*log(4)-2+I1-(N-1)*(extrag+extrah+integrate(g+h,x,0,M));
E:substitute (M=sqrt ((N-2)/K) ,E);
EterminoN:taylor (E+(2x1log(2)-1) /2*N~2+N*xlog(N)/2,N,inf,1);
EterminoN:ratsimp(limit(EterminoN/N,N,inf)) ;

/* Célculo de la energia logaritmica con r=3 en el caso particular tratado
en el capitulo 4, M=4m, p=8m-1 */
assume (m>1) ;
alphal:0;
betal:6;
alpha2:6*m;
beta2:3;
alpha3:12*m;
beta3:1;
alpha4:20%*m;
betad:-1;
alphab:30%*m;
betab:-3;
alpha6:48%m;
beta6:-6;
t0:0;
t1:2%m;
t2:3%m;
t3:4%m;
t4:5%m;
t5:6%*m;
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t6:
rl:
r2:
r3:
rd:
r5:
r6:
N1:
N2:
N2:
N3:
N3:
N4:

N4

8%*m;

alphal+betalx*x;
alpha2+beta2*x;
alpha3+beta3*x;
alphad4+betad*x;
alphab+betab*x;
alpha6+betab*x;

0;
sum(ril,x,1,2*m-1),simpsum;
ratsimp(N2) ;
sum(r2,x,2*m,3*m-1) ,simpsum;
ratsimp (N3+N2);

sum(r3,x,3*m,4*m-1) ,simpsum;

:ratsimp (N4+N3);
N5:
N5:
N6:
N6:

sum(r4,x,4*m,5*m-1) ,simpsum;
ratsimp (N5+N4) ;
sum(r5,x,5*m,6*m-1) ,simpsum;

ratsimp (N6+N5) ;

N:sum(r6,x,6*m,8*m-1) ,simpsum;

N:ratsimp (N+N6)+2;

zl:ratsimp(1-(1+2*N1-(alphal+betal*x)+2*alphal*(x-t0+1)+betal*(x+t0)
*(x-t0+1))/ (N-1));
z2:ratsimp (1-(1+2*N2-(alpha2+beta2+*x)+2*alpha2* (x-t1+1) +beta2* (x+t1)
*(x-t1+1))/(N-1));
z3:ratsimp (1-(1+2*N3-(alpha3+beta3*x)+2*alpha3* (x-t2+1)+beta3* (x+t2)
*(x-t2+1))/ (N-1));
z4:ratsimp (1-(1+2*N4-(alphad+betad*x)+2*alphad* (x-t3+1) +betad* (x+t3)
*(x-t3+1))/(N-1));
z5:ratsimp (1-(1+2*N5- (alphab+betab*x) +2*alphab* (x—t4+1)+betab* (x+t4)
*(x-t4+1))/ (N-1));
z6:ratsimp (1-(1+2*N6-(alphab+betab*x)+2*alphab* (x-t5+1) +betab* (x+t5)
*(x-t5+1))/(N-1));

fi:
£f2:
£3:

rixlog(rl);
r2*xlog(r2);
r3*log(r3);
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gl:ri*x(1-z1)*log(1-z1);
g2:1r2x(1-22) *log(1-22) ;
g3:1r3*(1-23)*x1log(1-23);

hi:r1*x(1+z1)*log(1+z1);
h2:r2%(1+2z2) *log(1+2z2) ;
h3:r3*(1+z3) *log(1+z3) ;

Gl:gl+hl;
G2:g2+h2;
G3:g3+h3;

Glx:diff (G1,x);
G2x:diff (G2,x);
G3x:diff (G3,x);

I1:integrate(f1,x,0,t1);
I2:integrate(f2,x,t1,t2);
I3:integrate(£3,x,t2,t3);

I:ratsimp(I1+I2+I3);

Jl:integrate(Gl,x,0,t1);

J2:integrate(G2,x,t1,t2);

J3:integrate(G3,x,t2,t3);

J:ratsimp(J1+J2+J3);
Extral:ratsimp(substitute(x=t1,G1x)-substitute(x=t0,G1x))/12;
Extra2:ratsimp(substitute(x=t2,G2x)-substitute (x=t1,G2x))/12;
Extra3:ratsimp (substitute (x=t3,G3x)-substitute(x=t2,G3x))/12;
Extra:ratsimp(Extral+Extra2+Extra3);
E:-(N-1)*log(4)-2xI-(N-1)*(J+Extra) ;

E:substitute(m=sqrt ((NN-2)/82) ,E);
EterminoN:taylor (E+(2*log(2)-1)/2*NN"2+NN*log(NN)/2,NN,inf,1);
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EterminoN:ratsimp(limit (EterminoN/NN,NN,inf));
float (EterminoN) ;

/* Célculo de la energia logaritmica con r=7 en el caso particular M=7m, p=2M-1 */
assume (m>1,K>1) ;

K:0;

constanteinicial:K;

betal:6;

beta2:6;

beta3:
beta4:
betab:
betab:
beta7:

)

b

= N W oo

t0:0;

tl:m;

t2:2%m;
t3:3%m;
t4:4%m;
t5:5%*m;
t6:6%m;
t7:7*m;

alphal:constanteinicial;

alpha2:alphal-(beta2-betal)*t1l;
alpha3:alpha2-(beta3-beta2)*t2;
alphad:alpha3-(betad-betad)*t3;
alphab:alpha4-(betab-betad)*t4;
alpha6:alphab-(beta6-betab)*t5;
alpha7:alpha6-(beta7-betab)*t6;

rl:alphal+betalx*x;
r2:alpha2+beta2*x;
r3:alpha3+betald*x;
r4:alphad+betad*x;
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r5:alphab+betab*x;
r6:alpha6+betab*x;
r7:alpha7+beta7*x;

r8:substitute (x=14*m-x,r7) ;

r9:ratsimp(substitute (x=14*m-x,r6)) ;
r10:ratsimp(substitute (x=14*m-x,r5)) ;
rll:ratsimp(substitute(x=14*m-x,r4));
ri2:ratsimp(substitute (x=14*m-x,r3));
r13:ratsimp(substitute (x=14*m-x,r2));
ri4:ratsimp(substitute (x=14*m-x,r1));

N1:0;
N2:sum(rl,x,1,t1-1),simpsum;
N2:ratsimp(N2);
N3:sum(r2,x,t1,t2-1),simpsum;
N3:ratsimp(N3+N2);
N4:sum(r3,x,t2,t3-1) ,simpsum;
N4 :ratsimp(N4+N3);
N5:sum(r4,x,t3,t4-1),simpsum;
N5:ratsimp(N5+N4) ;
N6:sum(r5,x,t4,t5-1) ,simpsum;
N6:ratsimp (N6+N5) ;
N7:sum(r6,x,t5,t6-1) ,simpsum;
N7:ratsimp (N7+N6) ;
N:sum(r7,x,t6,t7),simpsum;
N:ratsimp (N+N7);

N:ratsimp (2*N+2-substitute (x=7*m,r7)) ;

menfunciondeN: (sqrt (239*NN+49*K~2+239*K-478) -7*K) /239;

zl:ratsimp(1-(1+2*N1-(alphal+betal*x)+2*alphal* (x-t0+1)+betal*(x+t0)
*(x-t0+1))/ (N-1));
z2:ratsimp (1-(1+2*N2-(alpha2+beta2+*x)+2*alpha2* (x-t1+1)+beta2* (x+t1)
*(x-t1+1))/(N-1));
z3:ratsimp (1-(1+2*N3-(alpha3+beta3*x)+2*alpha3* (x-t2+1)+beta3* (x+t2)
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*(x-t2+1))/(N-1));
z4 :ratsimp(1-(1+2*N4-(alphad+betad*x)+2*alphad* (x-t3+1) +betad* (x+t3)
*(x-t3+1))/(N-1));
z5:ratsimp (1-(1+2*N5-(alphab+betab*x)+2*alphab* (x—-t4+1)+betab* (x+t4)
*(x-t4+1))/(N-1));
z6:ratsimp (1-(1+2*N6- (alpha6+betab*x)+2*alphab* (x—t5+1) +betab* (x+t5)
*(x-t5+1))/(N-1));
z7:ratsimp (1-(1+2*N7-(alpha7+beta7*x)+2*alpha7* (x-t6+1)+beta7* (x+t6)
*(x-t6+1))/(N-1));

z8:ratsimp(-substitute (x=14*m-x,27)) ;
z9:ratsimp(-substitute(x=14*m-x,z6));
z10:ratsimp(-substitute (x=14*m-x,z5)) ;
zll:ratsimp(-substitute(x=14*m-x,z4));
z12:ratsimp(-substitute(x=14*m-x,23));
z13:ratsimp(-substitute (x=14*m-x,2z2));
z14:ratsimp(-substitute (x=14*m-x,z1));

fl:rixlog(rl);
£f2:1r2%1log(r2);
£3:r3x1log(r3);
f4:r4xlog(rd);
£5:r5*log(rh);
f6:r6x1log(r6);
£7:r7x1og(x7);

gl:rix(1-z1)*log(1-z1);
g2:1r2%(1-22)*log(1-22) ;
g3:1r3*x(1-23) *1log(1-23) ;
gl :rdx(1-z4)*1log(1-z4);
g5:r5%(1-2z5)*xlog(1-25) ;
g6:1r6%(1-26)*Log(1-26) ;
g7:x7x(1-27)*1log(1-27) ;

hil:rix(1+z1)*log(1+z1);
h2:r2%(1+2z2) *log(1+22) ;
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h3:r3* (1+2z3) *log(1+2z3) ;
hd:rd4*(1+z4)*1log(1+z4) ;
h5:r5% (1+z5) *log(1+2z5) ;
h6:r6* (1+2z6) *log(1+z6) ;
h7:r7*(1+27) *1og (1+27) ;

Gl:gl1+hi1;
G2:g2+h2;
G3:g3+h3;
G4:g4+h4;
G5:gb+hb;
G6:g6+h6;
G7:g7+h7;

Gix:diff (G1,x);
G2x:diff (G2,x);
G3x:diff (G3,x);
G4x:diff (G4,x);
G5x:diff (G5,x) ;
G6x:diff (G6,x) ;
G7x:diff (G7,x);

I1:integrate(f1,x,t0,t1);
I2:integrate(£f2,x,t1,t2);
I3:integrate(£3,x,t2,t3);
I4:integrate(f4,x,t3,t4);
I5:integrate(£f5,x,t4,t5);
I16:integrate(f6,x,t5,t6);
I7:integrate(£f7,x,t6,t7);

I:ratsimp(I1+I2+I3+I4+I5+16+17);

J1:integrate(G1l,x,t0,t1);
J2:integrate(G2,x,t1,t2);
J3:integrate(G3,x,t2,t3);
J4:integrate(G4,x,t3,t4);
J5:integrate(G5,x,t4,t5);
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J6:integrate(G6,x,t5,t6);
J7:integrate(G7,x,t6,t7);

J:ratsimp (J1+J2+J3+J4+J5+J6+J7) ;

Extral:ratsimp(substitute(x=t1,G1x)-substitute(x=t0,G1x))/12;
Extra2:ratsimp(substitute(x=t2,G2x)-substitute(x=t1,G2x))/12;
Extra3:ratsimp(substitute(x=t3,G3x)-substitute(x=t2,G3x))/12;
Extra4:ratsimp(substitute(x=t4,G4x)-substitute(x=t3,G4x))/12;
Extrab:ratsimp(substitute(x=t5,G5x)-substitute (x=t4,G5x))/12;
Extra6:ratsimp(substitute(x=t6,G6x)-substitute(x=t5,G6x))/12;
Extra7:ratsimp(substitute(x=t7,G7x)-substitute(x=t6,G7x))/12;

Extra:ratsimp(Extral+Extra2+Extra3+Extrad4+Extrab+Extra6+Extra7) ;

E:-(N-1)*log(4)-2*I-(N-1)*(J+Extra) ;

E:substitute (n=menfunciondeN,E);

EterminoN:taylor (E+(2*log(2)-1)/2%NN"2+NN*log(NN)/2,NN,inf,1);
EterminoN:ratsimp(limit (EterminoN/NN,NN,inf));

float (EterminoN) ;
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