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RESUMEN. En este trabajo se demuestra el siguiente resultado de exis-
tencia y unicidad para las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Teorema. Supongamos que la ecuacion de Euler Lagrange de cierto pro-

blema variacional puede escribirse en la forma

" = fz,,¢),

donde las funciones f, f, = 0f/0p, fo = 0f/0¢" son continuas en cada
punto finito (x,p) y para cada ¢ finita. St existen k > 0 y funciones a =
alz, @), = B(x,p) > 0 (acotadas en cualquier region acotada del plano)
tales que

folm,o.0) >k y |f(z,0,0)] < (@) + 5,

entonces una y solamente una curva solucion de la ecuacion pasa por dos

puntos dados (a, A), (b, B), a # b.

ABSTRACT. In this undergraduate thesis we prove the following existence
and uniqueness result for ODEs.

Theorem. Let the Fuler-Lagrange equation of a variational problem be
given by

" = f(z, 0, ¢,

where f, f, = 0f/0p, fy = 0f /0’ are continuous at each finite point (x, p)
for each finite value of ¢'. If there is a k > 0 and functions a« = a(x, @), 5 =
B(x, ) >0 (bounded on each bounded region in the plane) such that

felw,0.0) >k y [f(z,0,0)] < al¢) +5,

then there is a unique solution curve to the equation passing through two
given points (a, A), (b, B), a # b.
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Introduccion

En el estudio del Calculo de Variaciones —realizado en el Seminario de
Anélisis 2014-2016 del Departamento de Matematicas de la Universidad del
Tolima— ha surgido el problema de determinar condiciones suficientes para
la existencia y unicidad de soluciones a las ecuaciones de Fuler-Lagrange
asociadas a ciertas funcionales definidas en espacios de Banach clasicos. Es-
pecialmente, se vio la necesidad de estudiar un resultado de Bernstein (1912)
que estda en la base misma de dicho problema. Este trabajo de grado presenta
los resultados fundamentales de Bernstein de una manera contemporanea, a
la luz de la Topologia y el Andlisis de hoy. Ademas, al introducir elementos
mas modernos, las demostraciones se han hecho mas claras y se han descu-
bierto los teoremas del Analisis que soportan los resultados, por ejemplo, el
Teorema del Valor Medio y el Principio del Méximo. Tal es el mérito principal
de lo que aqui se desarrolla.

En el Capitulo 1 se presenta la conexién del Calculo de Variaciones con
las ecuaciones diferenciales que nos ocupan, es decir, las ecuaciones de Euler-
Lagrange. El Capitulo 2 estd dedicado a aclarar el asunto de la existencia
de soluciones junto con algunas propiedades relevantes de tales soluciones.
De importancia crucial para el resto del trabajo es el asunto del acotamien-
to de las tangentes. En concreto, cuando la funcién que define la ecuacion
crece menos que el cuadrado de la primera derivada, se obtiene que las de-
rivadas de las soluciones estan acotadas. Tal es la materia del primer lema
de Bernstein. La condiciéon impuesta a priori es la mejor posible para ob-

tener soluciones apropiadas. Este resultado se deja también expresar en el



lenguaje del Anélisis Funcional. En el Capitulo 3 se consideran familias de
trayectorias o soluciones al problema contenidas en un conjunto compacto
con el propésito de establecer condiciones suficientes para la unicidad de las
soluciones. El resultado central de este capitulo es el segundo lema de Berns-
tein, cuya demostracion esta acompanada de varias graficas explicativas, las
cuales constituyen un aporte de los autores de este trabajo al estudio de las
ecuaciones diferenciales estudiadas. El Capitulo 4 contiene la aplicacion de
las condiciones descubiertas en los Capitulos 2 y 3 a la resolucién total del
problema. De manera particular, se ha descubierto el importante papel que
juega el Principio del Maximo en la demostracion de la unicidad de las so-
luciones. Por ultimo la teoria desarrollada se ilustra con un par de ejemplos
donde se esbozan algunas conclusiones sobre lo aprendido en el camino.
Estamos convencidos de haber redescubierto un método muy 1til para
establecer propiedades cualitativas de las soluciones a una ecuaciéon diferen-
cial, a saber: el estudio de las familias de las trayectorias que son soluciones
al problema. Este método permite relacionar efectivamente la geometria de

las familias de curvas con propiedades como existencia y unicidad.



CAPITULO 1

Calculo de Variaciones

En este capitulo describimos brevemente, sin mayores detalles, el contexto
analitico en el que surge el problema que se enfrenta en este trabajo de
grado, a saber: el de establecer un teorema de existencia y unicidad para las
soluciones globales al problema de Euler-Lagrange. Dicho problema proviene
del Céalculo de Variaciones, uno de los campos de trabajo mas fructiferos y
certeros del Anélisis. Grosso modo, partimos de un problema de méaximos y
minimos en espacios de funciones y llegamos a una ecuacién diferencial cuyas

soluciones son los extremos o puntos criticos del problema original. Veamos.

1.1. Problema variacional mas simple

Consideremos el problema variacional mas sencillo posible:

Sea F' una funcion real —suficientemente diferenciable para lo que
sigue— de tres variables reales, definida en algun dominio conve-
niente del espacio euclidiano R3. Buscamos funciones suficient

y continuamente diferenciables o, definidas en un intervalo real

[a,b], tales que satisfagan condiciones de frontera prefijadas (a),

La determinacién de la clase C* de estas funciones hace parte del problema.
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gp(b)ﬁ (constantes) y que produzcan un extremo —punto critico, en

verdad— de la funcional

b
wHﬂwz/FW%MwéR

1.2. Condicion necesaria para la existencia de

un punto critico

Teorema 1.1 (Euler-Lagrange). Sea I : B — R una funcional de la forma

I(p) = / F(z,0,¢")dz,

donde B es cierto espacio de Banach por determinar y el integrando F' es lo
suficientemente diferenciable. Si I alcanza un extremo (mdximo o minimo)
en una funcion ¢ € B que satisface la condiciones prescritas de frontera p(a)
y p(b), entonces dicha funcion es una solucion de la ecuacion diferencial de

Euler-Lagrange
d
F, — %Fw =0.

Los subindices de F' denotan derivacion parcial. Ya que esta ecuacion es —en

general— de orden dos, podemos tomar B = C?|a, .

Demostracion. Las condiciones de frontera restringen la funcional / a un
subespacio vectorial de su dominio. De este modo, asumimos la existencia del
extremo ¢ y lo variamos o perturbamos mediante funciones h en el subespacio

vectorial de las llamadas “funciones admisibles”:
H = {h € C’l[a, b] : h(a) = h(b) = 0}.
El incremento de la funcional es

b
I(o+h)—I(p) = /(F(x,go—i—h,cp/—kh’)—F(x,gp,cp’))dx

b
= / (Foh + Fyh/)dz + otros términos de orden mayor en h,
a

2Se podrian exigir condiciones de otro tipo, éste es sélo el problema mas sencillo posible.
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en virtud del Teorema de Taylor. La primera derivada de la funcional en ¢
es la parte lineal I'(p) de esta tltima expresién. Es bien sabido que una con-
dicion necesaria para la existencia del extremo supuesto es que esta derivada

sea nula: \
I’(gp) = / (th + szh’)d:)s = (.

Ahora bien, esta expresion se puede simplificar algo con ayuda de una inte-

gracion por partes:

b
I'(p) = / (F@ - %Fw) hdx =0, Vh € H.

De las propiedades elementales de las funciones continuas se sigue que

d
Fﬂp - %Fcp’ — O

O

De ahora en adelante las ecuaciones de Euler-Lagrange se llamaran, en

breve, ecuaciones EL.

1.3. Soluciones a una ecuacion EL

Por el teorema anterior, el Calculo de Variaciones clasico conlleva la ta-
rea de resolver las ecuaciones diferenciales EL. El problema es de naturaleza
distinta a aquel de los cursos basicos de ecuaciones diferenciales —Teorema de
Picard-Lindelof-. En efecto, las soluciones deben existir y ser tinicas global-
mente. Para lo que sigue en este trabajo, supondremos que dicha ecuacién

EL se puede escribir, de alguna manera, en la forma

" = flx, 0, ¢).

En concordancia, buscamos soluciones ¢ € C?[a, b]. En los proximos capitulos
determinaremos condiciones suficientes sobre f que garanticen la existencia

y unicidad globales de las soluciones para este tipo de ecuaciones.
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Usaremos “métodos clésicos”H, a pesar de que el Calculo de Variaciones
contemporaneo ha abandonado el estudio de la ecuacion EL y se ha dedicado
al estudio de los llamados “métodos directos”H. En particular, las funciones

consideradas en este trabajo tendran siempre derivadas fuertes (clésicas).

3En ellos, se usan espacios de Banach clésicos, o sea, espacios C*, donde se busca la

solucién de la ecuacion EL.
4En los que se usan espacios de Sébolev, donde se busca directamente el minimo o el

méximo de la funcional.



CAPITULO 2

Tangentes acotadas

Las estimaciones a priori constituyen el paso mas delicado en el proceso
de solucién de una ecuacién diferencial. En el caso que nos ocupa, tales
estimaciones van a garantizar principalmente dos cosas: un comportamiento
adecuado de las soluciones y la globalidad. En este capitulo trataremos el
primer aspecto, o mas en concreto, ciertas propiedades cualitativas de las
soluciones que tienen que ver con el acotamiento de la derivada. El segundo
aspecto (unicidad) se cubrird mas adelante.

De otro lado, la existencia estara garantizada por el célebre Teorema de
Cauchy-Peano-Arzela, tal como se explica en la primera seccién, a continua-
cién. Bernstein (1912, p. 432) explica que las estimaciones a priori de la
segunda seccion vienen sugeridas por la forma que toman las ecuaciones del
movimiento de Lagrange: la energia cinética es un multiplo del cuadrado de
la velocidad. Un caso menos general al de Bernstein habia sido ya estudiado
por Painlévé (1897). En la tercera seccién reescribimos el acotamiento de
Bernstein (1912) en el lenguaje del Andlisis Funcional, recurriendo a ciertos

espacios de Banach clasicos.
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2.1. Existencia

Como lo dijimos, la existencia de soluciones a una ecuaciéon EL va a estar

garantizada por el siguiente teorema del Andlisis Clasico.

Teorema 2.1 (Cauchy-Peano-Arzela). Sean F': K — R™ una funcién con-
tinua definida en un cilindro compacto K = [to — a,to + a] x B(zo,r) de
R x R™, M wuna cota superior de la norma de F' en K y ¢ = min{a,r/M}.
Entonces, existe una solucion y : [ty — ¢, to + ¢] — m al problema con
condicion

y' = F(ty). y(to) = Y.
La solucion pudiera no ser inica, pues del mismo punto inicial (to, yo) pueden

emanar varias soluciones.

El mismo Peano (1890) ha dado importantes ejemplos sobre la carencia
de unicidad.

Ejemplo 2.2. La ecuacion

dy

2 -3 2/37

at Y
donde la expresion de la derecha es continua —jmas no lipschitzianal- en
y =0, admite las soluciones y =t yy = 0 que satisfacen (tg,yo) = (0,0), al
igual que las funciones que se anulan en [0,a] y toman el valor (t —a)® para
t> a.

Ejemplo 2.3. El problema con condicion inicial
dy 4yt3
=g V=0

admite, para C' > 0 arbitraria, las cinco soluciones:

y(t) = ¢

y(t) = —t%

y(t) = 0,

y(t) = C—VC2+14,
y(t) = VC2+t - C.
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Con esto, supongamos que la funcién f en la ecuacién EL

¢ = flz,0.¢)
es continua. Por el procedimiento usual de reduccion del orden, ponemos

11 = @, Y2 = . De esta manera, obtenemos el sistema equivalente

B = Yo
Yo = f(x7y17y2)'

Dado que la funcién (yi,y5) = (v, f(z,91,y2)) es continua, el teorema an-
terior asegura la existencia de soluciones. Por ahora, ellas son locales. En
el préximo capitulo, las curvas solucién se podran extender en un dominio
conveniente para hacerse globales.

Queda todavia pendiente el asunto de las condiciones que se van a imponer
a la ecuacion. Sin embargo, si —de alguna manera— logramos probar que
por dos puntos distintos —en cierta regién conveniente— pasa una y solo una
solucion a la ecuacién, entonces todas las condiciones que se pueden imponer
(iniciales o de frontera) son equivalentes. Como esto es precisamente lo que
vamos a intentar hacer en lo que sigue, no nos preocuparemos mas por las
mencionadas condiciones.

Observacién 2.4. En el problema mds simple del Cdlculo de Variaciones
es usual exigir condiciones de frontera (a,¢(a)) y (b, p(b)). Ya que podemos
tomar como eje coordenado a la linea que une estos dos puntos, de ahora
en adelante y sin pérdida de generalidad, tomaremos () = ¢(b) = 0. Otra
interpretacion de esta simplificacion se puede lograr en términos de espa-
cios vectoriales de funciones admisibles, como es costumbre en el Calculo de

Variaciones clasico.

Considerada la existencia, debemos preocuparnos por buscar soluciones

que exhiban un “buen comportamiento”.
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2.2. Acotamiento a prior:

El punto de partida para las investigaciones de Bernstein (1912) sobre las
ecuaciones diferenciales del Calculo de Variaciones constituye la sustancia de

nuestro primer lema.

Lema 2.5 (Bernstein). Supongamos que ¢ es una solucion analitica acotada

del problema diferencial

" = flx,0,¢"), wla) =) =0,

en el intervalo [a,b]. Si existen constantes A, B > 0 tales que

|[f(z, 0, 0)] < A(¢')* + B,

en cierta region (compacta) apropiada del plano x,p, entonces ¢’ también es

acotada.

Demostracion. Por hipdtesis, se tiene que
—A(Y) - B< " < A(Y)? + B.

También, existe M > 0 tal que —M < ¢(z) < M para = € (a,b). Multipli-
quemos 0 < ¢ + M por 2A > 0 para obtener 0 < 2A(p + M). Existe, pues,

una funcién analitica acotada u con 1 < u(x), x € (a,b), tal que

log u
2A

o=—M+ ssi u = exp(24(p + M)).

Derivando con respecto a x,

, Lo, 1 du—(u)? 1 (u” (u’)z)

@:ﬂu’(p—ﬁ u2 “oA\w T @2

Reemplazando en el acotamiento a priori, desigualdad izquierda,

1 u/l 1 (ul>2

AV
— B i 1 M_QAB
2A u 4A u? ssLoun = 2u Y
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debido a que u > 1 > 0. Por lo tanto, v’ > —2ABu.
Ahora bien, el teorema de Rolle garantiza que existe un xy € (a,b) tal
que ¢ (xg) = u'(xg) = 0. Si para valores de  menores a x; se tiene ¢'(z) > 0,

también u'(x) > 0. De esta manera, multiplicando por 2u/,
2u'u” > —4ABuu’.
Luego de integrar en el intervalo [z, 2],

(t/(20))* = (u'(2))* = —(u(2))* > =2AB ((u(20))* — (u(z))?) .

En consecuencia,

(u/(2))? < 2AB(u(x0))?.

De este modo, (w(z) (u(z)
pove o (W(x))? B(u(zg))?
P = Tt = 2Au@) 2

En virtud de la definicién de u y de la desigualdad triangular,

((2))? < 5 exp (4Alp(w0) = pl@)]) < 57 exp (BAM)

) < esp (4430,

Si para valores de = mayores a xg se tiene ¢'(x),u/(z) < 0, entonces

Asi pues,

como se queria.

2u'u" < —4ABu/.
Por integracién en [xg, z],
(W' (2))? < =2AB ((u(x))* — (u(20))?) < 24B(u(z0))*.

Por lo tanto, se logra el mismo acotamiento.

Los casos restantes se obtienen del analisis similar para

log v
2A

o=M— ssi v =-exp(2A(M — ¢)).
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Esta vez,

De esta manera,

O sea,

1 ,Ul/ 1 (,Ul>2 ] (U/)2
—— [ — —— B — < = 2AB 2ABw.
2A(v)< 1A o? + Ssl1 v < 2v+ v < v

Con esto, si para © < xq se tiene ¢'(z) < 0, entonces v'(x) > 0y, de este

modo, —2v'v" < 4ABvv’. Al integrar como antes en [z, zg,
(v'(2))* < 2AB ((v(xo))2 — (v(x))Q) < 2AB(v(x))?.
El caso faltante es evidente. O

Corolario 2.6. La demostracion anterior sigue siendo vdlida cuando ¢ es
dos veces diferenciable en [a,b] y A, B son funciones positivas continuas de

x € [a,b] y ¢ (por lo tanto, acotadas en los compactos).

Definicion 2.7. Las ecuaciones diferenciales EL que satisfacen la condicion

de acotamiento en el lema anterior se llaman ecuaciones de tipo L.

Ahora, jqué sucede si el crecimiento determinado por f es superior al
segundo grado con respecto a la derivada de ¢? La respuesta no es evidente.

El asunto se trata en el resto de esta seccion.

Teorema 2.8. Si el crecimiento de f es superior a dos con respecto a ¢,

entonces pueden haber soluciones acotadas con derivada infinita.

Demostracion. Por ejemplo, supongamos que f pueda escribirse en una ve-
cindad del punto (xg,p = 0,¢' = 400) (es decir, la tercera coordenada

grande) en la forma

f(x,0,0") = ()" (Alz, ) +e(¢) = ¢,
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donde m > 2, A(z,¢) # 0y limy_,o €(¢’) = 0. Como ¢' > 0, el teorema de
la funcién inversa garantiza que x se puede escribir como funcién de ¢ con
, 1

r=—y a = ©
@' (¢')?

Reemplazando ¢” en la expresién de la derecha, un corto célculo muestra
que
" = —(2')"" (A, ) + ("))

donde lim,/ 0 €(z') = 0. Afirmamos que esta 1ltima ecuacién tiene una solu-
cién no trivial (es decir, distinta de la constante ) que vale zg en ¢ =0y

cuya derivada 2’ es nula en tal punto. Veamos. Con ayuda de

o =umz ossi ()2 =,

la ecuacién considerada equivale al sistema

W= = (m=2)@)" N = —(m = 2) (Al ) + ).
¥
T s

Ahora bien, este sistema tiene al menos una solucién que satisface las condi-
ciones iniciales u = 0,x = ¢ para ¢ = 0. Esto es consecuencia del Teorema
de Cauchy-Peano-Arzela, por la continuidad de las expresiones para las de-
rivadas. Por lo tanto, ¢, en cuanto inversa de x, es la funcién acotada con

derivada infinita que estabamos buscando. O

Este teorema significa que el acotamiento de la segunda derivada por el
cuadrado de la primera derivada es el mejor posible, si queremos que las
derivadas de la solucion permanezcan finitas. Se tiene, ademads, el interesante

resultado que sigue.

Corolario 2.9. Sea f como en el teorema anterior. Entonces existen puntos
P.Q en el plano x, p tales que ninguna trayectoria que satisfaga la ecuacion

diferencial puede pasar por tal par de puntos.
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Demostracion. En la ecuacion anterior
2" = =2 (Alz, ) + €(2))

tomemos por ejemplo A < 0. De esta manera, para 2’ > 0 muy pequeno,
la segunda derivada es positiva en cierto punto (¢, 7). Por la continuidad
del lado derecho, las segundas derivadas son positivas y acotadas en una ve-
cindad de dicho punto. En particular, la segunda derivada permanece mayor
a un valor positivo dado en dicha vecindad y asi, una trayectoria recta ho-
rizontal es imposible. Mas atn, la concavidad “hacia arriba” hace que las
trayectorias solucion por dicho punto se alejen de la recta = x; a medida
que ¢ crece. Por lo tanto, habrd puntos en una recta z = =y +1n (n > 0
suficientemente pequena) por donde no pasard ninguna de las trayectorias

solucién por (¢1,x1). O

trayectorias

LItk - - - — — - = =— — X
2 I

punto inalcanzable

Figura 2.1: Puntos por fuera de las trayectorias.

En el contexto del préximo capitulo, este corolario significa que, cuando
se viola el acotamiento de la segunda derivada por el cuadrado de la primera,
no podemos aspirar siquiera a la existencia global de soluciones con valores

de frontera prescritos en dos puntos de cierta region de interés.
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2.3. Conclusién en lenguaje moderno

Poniendo todo lo anterior junto, el lema de Bernstein, resultado princi-
pal de este capitulo, puede interpretarse con ayuda de ciertos espacios de
funciones. Denotamos con C'|a, b] al espacio de Banach de las funciones con-
tinuamente diferenciables en el intervalo [a,b] y con C?[a, b] al espacio de las

funciones dos veces continuamente diferenciables en el mismo intervalo.

Lema 2.10 (de encajamiento). Sea ¢ una solucion acotada dos veces dife-

renciable de

" = f(z,0,9);  wla) =) =0,z € [a,b],

donde | f(x,¢,¢")| < A(¢')? + B, para ciertas funciones positivas continuas
A = A(z,p), B = B(x,p) definidas en cierto subconjunto compacto del es-
pacio x, . Entonces, ¢ € Cta,b]. Mds todavia, ¢ € C*[a,b].

Demostracion. Del lema de Bernstein y la definicién de la norma para el

espacio de Banach C'[a, ] se sigue que

lelletfay = llellcoan + 1€ ]lcops < oo
M4s atin, el acotamiento |¢”| < A(¢')? + B implica entonces que
lellezan = ll@llcoas + 1€ lcofp + 11€" lcofa.n-
]

Esta interpretacion es uno de los aportes de este trabajo al estudio del

problema que nos ocupa.
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Analysis situs de una familia de curvas

Resueltos los problemas de la existencia local y del comportamiento de
las soluciones, es pertinente encarar el asunto de la unicidad y globalidad de
las mismas. Para ello, se consideran las familias de soluciones a una ecuacién
EL de tipo L en cierto subconjunto del espacio (x,¢). En tales familias o
conjuntos de trayectorias se relacionan nociones de cercania en cierto espacio
de Banach con la regularidad y la simplicidad de las soluciones.

En este capitulo se prueba un teorema general (sobre familias de curvas)
cuya aplicaciéon permite llevar el propédsito de este trabajo a feliz término en

el capitulo siguiente.

3.1. Trayectorias regulares y simples

Comencemos por permitir que las funciones A(x,¢) y B(z,¢) de una
ecuacién de tipo L se hagan infinitas en un subconjunto discreto (o finito,
para facilitar la presentacién) de cierto subconjunto de interés, por ejemplo la
esfera de Riemann. Separemos los puntos del subconjunto con bolas de radio
suficientemente pequeno centradas en ellos y aislemos igualmente el punto en

el infinito mediante una circunferencia centrada en un punto finito de radio



3.1. Trayectorias regulares y simples 24

grande. Llamemos {2 al subconjunto pinchado resultant —que pudiera no
ser conexo. Cf. Figura Bl

En © consideramos la familia de las trayectorias o soluciones a nuestra
ecuacion diferencial de tipo L.

Definicién 3.1. Una de tales trayectorias que une los puntos P,Q € ) es
reqular entre estos dos puntos si existe un subconjunto compacto €y, con las

mismas propiedades topologicas que §2, tal que la trayectoria va de P a Q) sin
salirse de Qq. V. Figura 31l

\ ! (O

Figura 3.1: Trayectoria regular.

La regularidad puede ser “uniforme” en un conjunto.

Definicion 3.2. Usando las nociones de la definicion anterior, sean wg Yy wq
dos subconjuntos simplemente conexos de 1. Las trayectorias que van de wy

a wy son uniformemente requlares si permanecen en el interior de un mismo
subconjunto €1y .

'Hubiésemos querido usar la palabra dominio, pero no conviene porque la conexidad
de estos conjuntos no esta siempre garantizada. No obstante, para lo que se necesita en lo

que sigue, se puede suponer que el conjunto es abierto y conexo, es decir, un dominio.
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También es pertinente definir cierta nocién de “simplicidad” de las tra-

yectorias.

Definicién 3.3. Con las notaciones anteriores, una trayectoria ¢ de P a @)
en € es simple si, para todo € > 0, es posible encontrar un 6 > 0 (“pequeno”)

tal que para toda trayectoria ¢ en §2y que cumpla
o—el<dyld -] <

no se encuentran nunca simultdineamente en el interior de una bola abierta de
radio € centrada en P y en el interior de una bola abierta de radio € centrada
en Q. V. Figura[32. Una trayectoria es mailtiple cuando esta condicion no

se cumple.

Observacién 3.4. Asi, una trayectoria puede ser simple entre P y ) sin

serlo en ciertos Py y (QQ1, comprendidos entre los primeros.

~ trayectorias ¢

Figura 3.2: Trayectoria simple ¢. Las ¢ son tales que ||[¢ — ¢/ < 4.

20 sea, la distancia entre ¢ y ¢, en la métrica inducida por la norma C', es menor que
el 6.
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3.2. Segundo lema de Bernstein

El resultado crucial de este capitulo es el siguiente.

Lema 3.5 (Bernstein). Siwg,w; son dos subconjuntos simplemente conexos
de Q) y todas las trayectorias —soluciones de una ecuacion de tipo L— que van
de wy a wy son uniformemente requlares y simples, entonces el niumero de
trayectorias que unen un Py € w, con un Py € wy es el mismo, sin importar

la eleccion de los puntos Py y Py.

Demostracion. Supongamos que existe una trayectoria desde Py = (g, o) €
wo a Py = (21, ¢1) € wy. Sean también Pj, P, € wy dos puntos unidos por una
linea poligonal, de lados paralelos a los ejes coordenados x, i, que no se sale
de wy. Por la regularidad y el primer lema de Bernstein (capitulo anterior,
ojala en su versién con espacios de Banach), las derivadas de las trayectorias
—0 tangentes— son acotadas. Digamos que el valor de ¢’ en Py es ag vy, en
general, « = ¢ en los puntos que se necesiten. Por continuidad, existe un

n > 0 tal que
la —apl <n cuando xy <z <21+ 7.

Ademas, la trayectoria de Py a P;, junto con sus vecinas emanadas de Fp, se
pueden representar por

p =Pz, ),
donde @ es continua en sus argumentos, u holomorfa cuando f es analiticaH.
Ademas, siendo la trayectoria de Py a P; simple, ® debe ser mondtona con
respecto a a en la bola (z — 1)* + (p — ¢1)? < €, determinada por cierto

e > 0. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ® es decreciente y asi,
O(z, ap — Aa) > Pz, ) > P(z, a9 + Ac)

en la mencionada bola. La situacién se puede entender con ayuda de la Figura
?7?. El drea amarilla indica un area donde las trayectorias -quizas— se cortan

entre ellas.

3Dependencia continua o diferenciable de las condiciones iniciales.
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Sea P el vértice vecino (mds cercano) de P; en la linea poligonal de Py
a P,. Afirmamos que el segmento P;P contiene un subsegmento P; Ry, cuyos
puntos (todos) encuentran curvas de la familia ®(z, ). Ciertamente, la recta
por P y P tiene ecuacién x = x1 0 ¢ = ;. Si lo primero, debemos resolver
la ecuacion ¢ = ®(z1, @); si lo segundo, p; = ®(x,«). En el primer caso,
el punto R; tiene ordenada ®(xi,a + A«a) cuando se asume —sin pérdida
de generalidad, como se ha hecho— que la ordenada de P es menor que la
de P;. A partir de R; podremos construir nuevamente un segmento R;R»
que interseque trayectorias o cuyas derivadas ¢’ en Py estén entre ag+ Aa 'y
ap+2Aw. Y asi sucesivamente tales derivadas tomarédn valores entre ag+nAa
y ag+ (n+ 1)Aa, n € N. Al repetir el proceso un nimero finito de veces se
llegard necesariamente (propiedad arquimediana) al punto P, donde sabemos
que la derivada es finita —pues de lo contrario, existirian trayectorias de Fy
a w; cuya derivada no seria acotada, contradiciendo el primer lema. En el

segundo caso, se toma « con oy — Aa < a < ap + Aa y un x tal que
0<|z—m] < Aa<e
(en el punto de partida P,). Por monotonicidad, cerca a P, € w; se tendra
O(z, 00 + Aa) — 1 <0y Oz, 0 — Aar) — 1 > 0.

Del teorema del valor intermedio se desprende la existencia de una solucién
para cierto a.. Esta vez, el tamano del segmento P R; es igual a una cantidad
determinada Ax. Repitiendo el procedimiento un niumero finito de veces,
llegamos a P por la propiedad arquimediana.

De esta forma se puede pasar de cada segmento poligonal al siguien-
te, hasta llegar a P,. Por lo tanto, toda trayectoria regular de Py a P; se
transformara continuamente en una trayectoria de Py a P,. Més ain, seria
imposible que dos trayectorias diferentes de I}y a P, se transformaran en una
misma trayectoria de Py a P, porque ello implicaria que la trayectoria de Py

a P, no seria simple. Se sigue la tesis del lema. O
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3.3. Regularidad y clase de una ecuacién

Para simplificar el asunto, de ahora en adelante supondremos que nuestro
subconjunto €2 es homeomorfo a un circulo abierto de radio tan grande como
queramos, en particular, puede ser un rectangulo abierto. En otros términos,
las funciones A y B permanecen acotadas para valores finitos de x, ¢ y con

ello, se elimina la posibilidad de que f tenga singularidades en puntos finitos.

Definicién 3.6. Diremos que una ecuacion de tipo L es reqular si todas sus
soluciones o trayectorias que unen a dos puntos de €2 son uniformemente
requlares. Si esta misma propiedad se verifica en un subconjunto w C £,

diremos que la ecuacion es reqular en el subconjunto w.

En este mismo contexto introducimos un nuevo concepto que nos permite

sacar provecho del lema anterior.

Definicién 3.7. Llamaremos clase de un w C €2, en relacion con un punto
P € Q, al numero maximo de trayectorias requlares que pasan por P y un
punto dado cualquiera de w (es decir, el nimero puede ser menor o igual
a dicho nimero mdximo). Si tal nimero n es finito e independiente de la
eleccion de P y w, diremos que el subconjunto €2 es de clase n. En este
ultimo caso diremos también que la ecuacion diferencial —cuyas trayectorias

solucion yacen en - es de clase n.

Se sigue inmediatamente un corolario muy importante del segundo lema
de Bernstein, en el que se establecen condiciones suficientes para la existencia

de soluciones unicas.

Corolario 3.8. Sea una ecuacion de Euler-Lagrange de tipo L, regular y
de clase 1. Supongamos también que esta ecuacion tiene siempre soluciones
globales en el dominio €). Entonces, por cada par de puntos distintos de €)

pasa una y solo una trayectoria o solucion reqular a la ecuacion.

Demostracion. Por hipotesis, la existencia de soluciones globales estd garan-

tizada. Por ser 2 de clase 1, dichas trayectorias regulares deben ser simples.
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Por el lema de la seccién anterior, el nimero de trayectorias es igual a uno

sin importar cudles sean los puntos Py Q). O

En el proximo capitulo este corolario jugara un papel central.



CAPITULO 4

Unicidad y globalidad

Con las convenciones del final del capitulo anterior, todo queda reducido
a probar que las ecuaciones EL de tipo L son regulares y de clase 1 en
cierto dominio 2 (abierto y simplemente conexo). Establecer la regularidad
es facil y el asunto esta relacionado con la globalidad de las soluciones. Para lo
relativo a la clase 1, nos valemos del conocido Principio del Maximo. Con esto
se alcanza el objetivo general de este trabajo: encontrar ciertas condiciones

suficientes que garanticen la existencia global y la unicidad de las soluciones.

4.1. Regularidad, globalidad

Para demostrar que una ecuacion de tipo L es regular basta encontrar a
priori una cota superior al valor absoluto de las soluciones ¢, sin importar
cuales sean los puntos P y @) en ). Con esto se logra una solucién local: la
variable z estd confinada a la cota ¢ = min{a,r/M} que le fija el Teorema
211 (Cauchy-Peano-Arzela) y la variable ¢ a la cota referida.

Ahora bien, es sabido que cada solucién se puede extender —quizas— por
aplicacién reiterada del mencionado Teorema 2.1l Afortunadamente, en nues-
tro caso, las extensiones son posibles en todo el intervalo ya que ¢ es una

constante que depende sélo de las cotas fijas de x, ¢ y ¢’. Por la propiedad
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arquimediana, se cubre todo el intervalo [a, b]. De esta manera, las soluciones
se hacen globales. No sobra insistir en que las extensiones de las soluciones
no son todavia tnicas. Estos resultados basicos sobre ecuaciones diferenciales
ordinarias se pueden consultar, por ejemplo, en el texto de Hartman (1964,
I1.3). En suma, ) contiene un rectdngulo que encierra las soluciones, ha-
ciéndolas regulares.

Para lograr la unicidad se debe hacer un trabajo adicional. Recurrimos a

otro resultado importante del Analisis.

4.2. Principio del Maximo

El Principio del Maximo es una herramienta muy potente para estable-
cer propiedades de las soluciones a ciertas ecuaciones diferenciales, v. e. g.
Radulescu, Radulescu y Andreescu (2009). Para nuestros propdsitos basta la

siguiente versién de tan importante resultado.

Teorema 4.1 (Principio del Méximo). Sea § : [a,b] = R, a,b € R, a < b,
una funcion continua dos veces diferenciable en (a,b), solucion de la ecuacion

diferencial ordinaria
8" =xd" + ¢d en (a,b),

donde x, ¢ : (a,b) — R son continuas y ¢ > 0 en (a,b). Entonces,
10(z)| < méx{|d(a)|,|0(b)|}, para toda x € [a,b].

Demostracion. Por Topologia elemental, § es acotada en [a, b] (compacto) y
alcanza su maximo y su minimo alli. Afirmamos que § no puede tener ni un
maximo positivo, ni un minimo negativo en (a, b . Supongamos un maximo

positivo y sea zg € [a, b] con §(xp) > 0. Entonces,

d(zg) < M :=max{d(x) : = € [a,b]}.

IEs decir, no alcanza extremos en este abierto.
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Si § tiene su valor méximo en x); € (a,b), entonces ¢'(zp) =0y

(condiciones necesarias para la existencia del méximo). Pero entonces se pro-

duce la contradiccién §(zp) <0 < §(zp). De esta forma,
0(wo) < M = méx{d(a),d(b)} < max{|d(a)l,[5(b)}-

El punto xy puede ser cualquiera en el intervalo. La demostracion para el

minimo negativo es analoga. O

Corolario 4.2. Sid(a) = d6(b) = 0, se tiene que 6 =0 en [a, b].

4.3. Teorema de existencia y unicidad

Ya para finalizar, introducimos una nueva condicién sobre la derivada
parcial f, = g—i;. Con ello, el Teorema del Valor Medio permite arribar al
resultado central de este trabajo. Veamos.

Teorema 4.3. Sea f(x,¢,¢’) una funcién de clase C' definida en cierto
subcongunto compacto D del espacio (euclidiano tridimensional). Sean tam-
bién una constante k > 0 y funciones continuas positivas A = A(z,¢) y

B = B(z, ) definidas en la interseccion de D con el plano (x, ). Si
fe>k y IfISAY)+B

en D, entonces, por dos puntos convenientes (a,p(a)) y (b, @(b))H, a < b,
pasa una y sélo una trayectoria o curva integral ¢ € C*[a,b] de la ecuacion
diferencial EL

@' = f(z,0,¢).

2Situados en la interseccién de D con el plano (x,¢).
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Demostracion. Sean, ¢, v s dos trayectorias con las condiciones enunciadas.

En virtud del Teorema del Valor Medio, sin pérdida de generalidad,

90/2/ = f(x7302780/2)
= fl@, 01,00 + (2 — 01) folz, (1 = 0)p1 + b, (1 — )@} + 0¢h)
(0 — ) for (2, (1 = 0) o1 + Opa, (1 — V)| + I¢ph),

para ciertas 0 < 6,9 < 1. De esta manera, la diferencia § = ¢; — o satisface

una ecuacion lineal de la forma
6// — X(S/ + ¢57

donde , ¢ son funciones continuas y ¢ > 0, por hipotesis. Ya que las dos solu-
ciones satisfacen las mismas condiciones de frontera, el Principio del Maximo
implica que § = ¢; — @9 = 0 en el intervalo [a, b]. Con esto se demuestra que
el dominio € es de clase 1.

Para verificar que la ecuacién es regular, debemos encontrar una cota a
priori para la solucion. Para tal fin, escribimos —con ayuda del Teorema del

Valor Medio, de nuevo— la ecuacién diferencial en la forma

" = f(2,0,¢) + ofo(2,00,¢), 0< 0 < 1.

En efecto, mediante una traslacién adecuada, podemos suponer que los pun-
tos (z,¢,¢") = (2,0,0) € D, x € [a,b], sin perjuicio para el alcance del
teorema. Sea M el maximo de |f(xz,0,0)| en el intervalo considerado. Si ¢

alcanza su valor maximo positivo ¢y en 7, ¢”(z3) < 0y, por lo tanto,

f(@ar,0,0) + ko < f(zar,0,0) + oarfo(@ar, O, 0) < 0.

O sea,
f(zMa Oa O) M
< —— < —.
4 k k
De manera similar, si ¢ tiene su valor minimo negativo ,, en x,,, entonces

~ f(zm,0,0)
fgo(xma O Pm, O) .

f(2m,0,0) + Spmfcp(xmaem%om’o) > 0 sst o >
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Asi pues,
M

> ——
14 2

Con esto, la cota buscada queda determinada. Asi, se cumplen las hipdtesis
del Corolario B.8y la tesis del teorema. O



CAPITULO 5

Ejemplos de aplicacion

5.1. El problema de la braquistécrona

Este famoso problema de la edad heroica del Célculo infinitesimal fue
resuelto por Leibniz, L’Hopital, Newton y los dos hermanos Bernoulli, Johann
y Jakob. Se trata de encontrar la curva plana de la trayectoria de un cuerpo
puntual que cae avanzando sin friccion desde el reposo, acelerado por la
gravedad, desde un punto a otro en el menor tiempo posible (la expresién
griega brdakhistos khrdnos quiere decir “el tiempo mas corto”).

Para resolverlo, planteamos un problema del Célculo de Variaciones. Por

conservacion de la energia, en cada instante tenemos

1 2
—muv- =1m
2 g@?

donde m es la masa, v es la velocidad del cuerpo, g es la gravedad y ¢ es la
distancia vertical desde el punto inicial. Asi,
ds
dt
donde s la longitud de arco de la curva y t es el tiempo. Ahora bien, ds =
/14 ¢?dz, donde z es la distancia horizontal. Por lo tanto,

T(p) = / dt — \/1279 / v 1\;;0/2(&.

=v=1/29%,
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La integracion se hace de x = a a x = b. Debemos minimizar el tiempo total
T.

La ecuacién EL (Euler-Lagrange) asociada es, por lo tanto,

O )
2 1+ ¢ 2
Con esto,
' =A¢” +B
con las funciones A(p) = B(p) = —(2p)!. La ecuacién es de tipo L si

elegimos p(a) < 0 —sin pérdida de generalidad— de tal manera que ¢ sera

siempre negativo. Con esto, también

of _ 1+¢” .1
f@:%: 2@2 >]€Z:In1112—802>0.

Por el Teorema [4.3], la solucién al problema existe y es tnica.

Dicha solucién se encuentra por los métodos clasicos. Ya que el integrando
de la funcional es independiente de z, la ecuacién tiene primera integral
(identidad de Beltrami)

VIit+te? o, d 1+ ? o
Ve de' \fp
Y, después de ciertos calculos elementales,

(1+¢?)(p —pla) = K.

La curva solucién es una cicloide que se puede expresar en términos de un

parametro € > 0 de tal forma que

z(0) = —%(9 —send),

e(0) = g(l—cose)jttp(a).

Por facilidad, pongamos § = 0 en x = a = 0. El valor de K < 0 se pue-
de entonces encontrar o aproximar a partir de la ecuacién cartesiana de la
cicloide

T = —% arc cos <1 — M) - \/(@ —p(a)) (K — (v — »(a)))
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en la condicion de frontera (b, p(b)). Esta solucién existe como consecuencia
del Teorema de la Funcién Implicita. En la Figura 5.1 se bosqueja la forma

de la solucién.

Figura 5.1: La braquistécrona.

5.2. Superficies de revolucién con area mini-

ma

Queremos determinar cudles son las curvas planas —suficientemente suaves—
@(x) > 0, entre dos puntos (a, (a)) y (b, (b)), que generan, por revolucién
alrededor del eje x, superficies de area minima. El Célculo vectorial elemental

ensenia que dicha area estd dada por la integral

b
Ap) = 27r/ o\ 1+ ¢?dx.

Su ecuacion EL es, entonces,

" 1 2
1f = =0ssi 1+ ¢ —pp” =0ssi ¢ = e
¥

Primero notamos que la ecuacion es de tipo L con A(p) = B(p) = 1/¢ > 0.

= fle,¢).

I—o

Por otra parte,
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El Teorema no es aplicable en este caso.
A pesar de esto, la ecuacién se deja integrar con facilidad. Ella tiene

integral primera de Beltrami

80 1_'_80/2_

90/2 1
pu— pu— C
® /1 _I_SOIQ ¥ /1 +S0/2

S02_C2
p=CV1t¢? v &=\

Con esto, una integracion elemental arroja que, para C' # 0, la soluciéon

En consecuencia,

general de la ecuacion EL es

z— K
C Y

para cierta constante K. La solucion es, pues, una catenaria. Las constantes

¢(x) = C cosh

C, K existen y se pueden determinar o aproximar numéricamente a partir de
las dos ecuaciones implicitas que definen las condiciones de frontera (a, ¢(a))
y (b,¢(b)). Se puede elegir C' > 0 porque el caso C' < 0 es totalmente
simétrico.

En verdad, por simples consideraciones geométricas basadas en reflexio-
nes y translaciones, podrian existir al menos dos extremos o catenarias que
son soluciones de la ecuacion EL y satisfacen las condiciones prescritas de
frontera. La situacién se ilustra en la Figura 5.2

Ahora, la teoria de esta ecuacion diferencial es bien conocida: si existen
dos extremos, uno solo de ellos corresponde al area minima buscad, v.
Gelfand y Fomin (1963, Ejemplo QH, p. 20 y 21). Con maés precision, en Jost
y Li-Jost (1998, seccién 8.3) la existencia de tales superficies o catenoides se
presenta como un ejemplo de un proceso de bifurcacién. En el lenguaje de

este trabajo: la ecuacion EL es de clase mayor a 1, tout court.

'Habria que recurrir a una condicién de segundo orden o a otra herramienta similar

para demostrar este hecho.
2Incluso puede suceder que la curva buscada no exista.
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1= —\=

Figura 5.2: Dos curvas que generan extremos de la funcional de &rea.

5.3. Un problema isoperimétrico

Buscamos la curva ¢ de longitud P en el semiplano superior (¢(z) > 0)
que pasa por los puntos (—a,0), (a,0) —para cierto a > 0— y tal que el area
comprendida entre ella y el intervalo [—a, a] en el eje z es maxima. Es decir,
buscamos la funcién ¢(x) > 0 tal que

J(p) = / pdx

es maxima bajo la restriccion
R(p) = / V1+2de =P.

Usamos al lagrangiano

a

J(¢) + AR(p) = / (0 + AV T 9)dz,

—a

donde A es un multiplicador de Lagrange. Su ecuacién EL es

d ! 1 2
(NI W - 1+)\g0”< ’ )3/2>:0.

do [T+ g2 Vite? (L+y?

Dicho de otro modo,

1
(1 + @/2)3/2 + )\SDH — 0 ssi 90” _ _X(l + S0/2)3/2.
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La ecuacion no es siquiera de tipo L. No obstante, ella tiene integral

primera de Beltrami
/

X _-¢
V1t o2

La integracion de esta expresién produce la familia de circunferencias

T+ A

(x—C)P+(y—D)* =\

Los valores de C, D, \ se encuentran usando las condiciones de frontera
(—a,0),(a,0) junto con R(p) =7\ =P:
(C+a)*+D* = P?/r?,
(C—a)*+D* = P*/r%
De donde C' = 0. Como la solucién es una semicircunferencia, tiene que pasar
también por el punto (0, a), se tiene también el sistema
D*+a* = P*/n?
(D —a)* = P*/n°

Asi, D = 0. En suma, la semicircunferencia esta centrada en el origen y tiene
radio P /7.



A manera de conclusion

Hay una diferencia esencial entre el teorema de existencia y unicidad
estudiado aqui y los teoremas clasicos de Picard-Lindelof y de Cauchy-Peano-
Arzela. En verdad, aqui la presentacion puede perfectamente prescindir de
la existencia local y asumir desde el comienzo la existencia global, propiedad
que queda clara al final, después de haber logrado los acotamientos cruciales.
El problema de la unicidad también se reviste de cardcter global, pues se
trata de una vez en todo el intervalo de existencia de la solucion.

A propdésito, la referencia al teorema de Cauchy-Peano-Arzela es nuestra.
En el articulo de Bernstein (1912) —que ilumina este trabajo— nunca se habla
de existencia, ni mucho menos se diferencia lo local de lo global. El autor
sabe ya que, al final, luego de establecer las cotas para las soluciones y sus
derivadas, las soluciones globales tienen garantizadas (de alguna manera) su
existencia.

Nuestro aporte ha consistido en dilucidar los resultados analiticos que
sustentan los argumentos de Bernstein: algiin teorema de existencia local, los
espacios de Banach, la propiedad arquimediana, ciertas nociones de topologia,
el Principio del Maximo, el ineludible Teorema del Valor Medio, entre otros.
Salvo por ciertas nociones topolégicas, ninguno de ellos se menciona por su
nombre en el articulo original —sencillamente se muestran las deducciones
suponiendo la familiaridad del lector con los razonamientos.

También creemos que el rescate de las ideas detras del segundo lema
contribuye a entender mejor el Andlisis de hoy. Es interesante, sobre todo,

notar el talante geométrico de la demostracion de este lema, que abarca una
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totalidad de soluciones reparando en las deformaciones continuas de una de
ellas.

Por ultimo, queda pendiente profundizar en el estudio de muchos aspec-
tos. En particular, el proceso de bifurcacién encontrado en el ejemplo de
las superficies de revolucion con area minima sugiere ampliar el método de

Bernstein a ecuaciones de clase superior a uno.
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