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i 

 

Resumo 
 

 

 

A modelagem de detonações altamente não-ideais é fundamental para se ob-

ter uma coerente descrição das fenomenologias associadas aos desmontes de 

rochas com explosivos. Uma vez que um dos requerimentos mais importantes 

na optimização dos processos mineiros, ou partes do mesmo, é a habilidade de 

modelar os fenômenos envolvidos, um modelo capaz de descrever os processos 

energéticos envolvidos na detonação de cargas explosivas é altamente dese-

jado. Assim, um modelo de detonação multidimensional não-ideal é proposto. 

Com base na construção elíptica da frente de choque, e para uma dada velo-

cidade de detonação e cinética de reação, uma solução axial pode ser primei-

ramente calculada ao solucionar o sistema de equações diferenciais definidos 

no modelo Q1D. A partir desta solução, uma relação vital entre a curvatura 

do choque axial e os parâmetros de forma da frente de choque pode ser esta-

belecida. Uma vez que esta relação é definida, o problema se reduz a encon-

trar os parâmetros de forma do choque sujeitos às condições de contorno na 

borda da carga. Como resultado, a dimensão radial do explosivo pode ser de-

terminada. O modelo proposto permite mapear a curva do efeito-diâmetro de 

um dado explosivo relacionando as velocidades de detonação com seus respec-

tivos diâmetros. Por outro lado, devido ao seu baixo custo computacional, a 

abordagem proposta neste trabalho permite a obtenção dos parâmetros que 

regem a cinética de reação, ajustando-se o modelo à um conjunto de dados 

experimentais de detonação não-confinadas. Finalmente, os resultados obti-

dos neste trabalho são validados com aqueles oriundos de outros modelos, jun-

tamente com dados numéricos e experimentais, para diversas configurações 

de explosivos e condições de confinamento. 

 

Palavras-Chave: detónica, detonação ideal, detonação não-ideal, modela-

gem, energia, explosivos, desmonte de rocha. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ii 

 

Abstract 
 

 

 

A coherent description of all phenomenologies associated with rock blasting 

with explosives requires a fundamental modelling of the non-ideal detonation 

process. Since one of the most important requirements when optimizing min-

ing operations, or parts thereof, is the ability to model all involved phenom-

ena, a model capable of describing the energy processes derived from the det-

onation of explosive charges is highly needed. Thus, a non-ideal multidimen-

sional detonation model is proposed. Based on the elliptical shock front con-

struction, for a given velocity of detonation and reaction rate, an axial solution 

can first be calculated by solving a differential equations system defined in 

the Q1D model. From this solution, a vital relationship between the axial 

shock curvature and the shock shape parameters can be established. Once 

this relationship is defined, the problem is reduced to finding the shock shape 

parameters subject to the boundary conditions at the edge of the charge. As a 

result, the radial dimension of the explosive charge can be determined. The 

proposed model can map the diameter-effect curve of a given explosive by re-

lating the velocities of detonation to their respective diameters. On the other 

hand, due to its attractive computational cost, the proposed model allows the 

calibration of reaction rate parameters that govern the kinetics of reaction, 

adjusting the model to a set of unconfined experimental detonation data. Fi-

nally, the results obtained in this work are validated with those from other 

models, along with numerical and experimental data, for different configura-

tions of explosives and confinement conditions. 

 

Key-words: detonic, ideal detonation, non-ideal detonation, modelling, en-

ergy, explosives, rock blasting. 
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1 Introdução 
 

A fragmentação ou escavação de materiais rochosos para a confecção de objetos e 

utensílios de uso doméstico, ferramentas e armas de caça, ademais de aberturas e 

escavações em rochas para obras de infraestrutura e de transformação, entre ou-

tras, sempre acompanhou a humanidade ao longo de sua ascensão tecnológica. Du-

rante esta escalada, diversas formas de energia foram utilizadas com o propósito 

de fragmentar os maciços rochosos, desde técnicas primitivas como a quebra ma-

nual às modernas tecnologias que utilizam a escavação mecânica ou a energia ter-

moquímica desenvolvida pelos explosivos industriais (Couceiro, 2013). Não obs-

tante, não foi antes do século XVII, provavelmente na Hungria, que a aplicação dos 

explosivos – como a pólvora negra – na indústria civil e mineira se tornaria uma 

prática generalizada para a abertura de caminhos ou tuneis (Sanchidrián & Mu-

ñiz, 2000). Neste contexto, a Revolução Industrial do século XIX e o consequente 

desenvolvimento observado durante todo o século XX e na primeira década do XXI 

seria impensável sem os benefícios aportados pela aplicação da energia dos explo-

sivos em escala industrial. Esta energia viabilizaria grandes e importantes obras 

de infraestrutura – aberturas de caminhos, túneis, canais de navegação, portos, 

etc. –, ademais da extração de minerais essenciais e necessários para a indústria 

(Sanchidrián & Muñiz, 2000). 

Os explosivos apresentam uma vasta diversidade de aplicações em distintos 

seguimentos da indústria: desde natureza militar, programas espaciais, passando 

pela fragmentação de rochas em pedreiras, minas, obras de infraestrutura e civil, 

solda de metais, avalanches controladas, extinção de incêndios, entre outros. Não 

obstante, dentro do âmbito das aplicações civis, seu uso mais significativo se en-

contra imerso nos trabalhos de fragmentação e escavação de rochas ou solos muito 

compactados. De forma geral, os desmontes de rocha com explosivos são indicados 

quando o material a desmontar é competente o suficiente para que a escavação 

mecânica ou outra tecnologia não seja mais viável técnica e/ou economicamente. 

Desde o século XVII, com a aplicação da pólvora negra, o uso de explosivos como 

forma de fragmentar maciços rochosos se tornou um dos métodos mais difundidos 

e utilizados na indústria. Entretanto, ainda que neste último século se tenha ob-

servado que o uso da energia termoquímica fora explorada de forma viável em di-

versos trabalhos de escavação e fragmentação de rochas, teorias cientificas 
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plausíveis sobre as fenomenologias associadas ao acoplamento de cargas explosivas 

confinadas em rochas – e suas consequências –, somente vieram a emergir nas úl-

timas décadas (Esen, 2008). 

Uma dessas linhas de desenvolvimento científico se centra no entendimento 

dos mecanismos e estados de detonação de explosivos não-ideais. Não obstante, as 

primeiras tentativas de modelar o comportamento de detonações surgiram no final 

do século XIX com os trabalhos de Berthelot & Vieille (1881, 1882) e Mallard & Le 

Chatelier (1881) sobre propagação de chamas, evoluindo rapidamente para o que 

hoje se conhece como a teoria unidimensional da detonação Chapman-Jouguet ou 

simplesmente CJ, através dos trabalhos realizados por Chapman (1899) e Jouguet 

(1905, 1917). Este modelo considera a existência de uma reação infinitamente rá-

pida, unidimensional e de choque plano, onde os produtos de reação estão simulta-

neamente em equilíbrio mecânico, químico e térmico. Na década de 1940, um im-

portante avanço na modelagem das detonações foi conseguido através do modelo 

ZND, um acrônimo dos autores Zeldovich (1940), von Neumann (1942) e Doering 

(1943) que, de forma independente, desenvolveram os cimentos desta teoria. Dife-

rentemente do modelo CJ, o modelo ZND permite a existência de uma zona de re-

ação finita e, como consequência, uma solução espacial da estrutura de detonação 

entre a frente de choque e o loco sônico. Estas teorias são classificadas como ideais, 

uma vez que as características resultantes do estado de detonação se referem a 

uma estimação do máximo desempenho de um dado explosivo (Braithwaite, et al., 

1996).  

Entretanto, ainda que estes modelos sejam capazes de explicar razoavelmente 

bem o comportamento de altos explosivos – por exemplo, como os explosivos mili-

tares –, sua aplicação direta aos explosivos não-ideais – como aqueles baseados em 

nitrato de amônio –, não é suficiente para quantificar o seu real estado de detona-

ção devido a incapacidade de incorporar os efeitos multidimensionais, cinética de 

reação, heterogeneidades, entre outros. Segundo Braithwaite & Sharpe (2013), um 

explosivo heterogêneo reage com uma taxa de reação finita, apresentando perdas 

de energia e momento laterais ao longo do seu processo de detonação. Ademais, os 

explosivos não-ideais apresentam taxas de reações mais lentas e uma mais acen-

tuada curvatura na frente de choque, quando comparadas com os explosivos ideais. 

Neste sentido, tanto o efeito do confinamento como o tamanho da carga explosiva 

são cruciais no comportamento de explosivos não-ideais. Um reflexo de tal compor-

tamento se manifesta por meio da velocidade de detonação experimental, o qual se 

encontra por baixo da velocidade de detonação ideal. Segundo Persson et al. (1994), 

em circunstâncias de não-idealidade, a velocidade de detonação poderá se aproxi-

mar, mas nunca excederá a velocidade de detonação ideal. Desta forma, o grau de 

não-idealidade de um explosivo pode ser julgado pela diferença entre as velocida-

des de detonação experimental e ideal (Bilgin & Esen, 1999). Embora limitada à 

sua máxima performance, a caracterização do estado de detonação ideal de um ex-

plosivo continua relevante, uma vez que se permite obter um adequado entendi-

mento sobre o comportamento termodinâmico dos produtos de reação (Braithwaite 

et al, 1996), ademais de prover  importantes parâmetros para alguns modelos não-

ideais de detonação (Esen, 2008). 

A segunda metade do século XX brindou importantes avanços no entendi-

mento dos mecanismos não-ideais de detonação para além de uma simples descri-

ção unidimensional. A corrida armamentista e espacial experimentada no período 
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pós-guerra e o recente interesse no aperfeiçoamento da aplicação de explosivos na 

mineração, impulsionaram diversos estudos no campo da modelagem não-ideal. A 

maioria dos modelos atuais se baseiam nas equações de fluxo reativo de Euler para 

a conservação de massa, momento e energia. Por um lado, o método da simulação 

numérica direta (DNS, do inglês Direct Numerical Simulation), cuja intensa de-

manda computacional requerida o torna essencialmente acadêmico, é considerado 

um método de “solução exata”, provendo informações de grande valor comparativo 

para soluções ou análises mais aproximadas do problema (Braithwaite, et al., 

2010). A simulação numérica direta requer uma fina definição da malha numérica 

empregada na região compreendida entre a frente de choque e loco sônico, chamada 

da zona de condução da detonação (DDZ, do inglês Detonation Driving Zone), tor-

nando-o inviável para seu uso no dia-a-dia da indústria. Por outro lado, algumas 

classes de modelos quase-unidimensionais são usados com distintos graus de su-

cesso. Recentes avanços na modelagem multidimensional são normalmente conse-

guidos ao reduzir o sistema de equações diferenciais parciais, que descrevem o mo-

vimento do material, a um sistema de equações diferenciais ordinárias, ao realizar 

aproximações relativas à física do problema (Croft, 2017). Entre eles, duas teorias 

baseadas nos trabalhos desenvolvidos por Wood-Kirkwood (1954) estão atualmente 

em uso. A primeira delas emprega conceitos de fluxos levemente divergentes na 

área central do tubo de fluxo (Fickett & Davis, 1979; Kirby & Leiper, 1985) para 

desenvolver uma solução axial do problema que inclui um termo associado à diver-

gência do fluxo. Por outro lado, o segundo modelo, Q1D (do inglês, quasi-one di-

mensional), proposto por Sharpe & Braithwaite (2005), elimina a necessidade de 

estimar o termo da divergência, uma vez que se baseia na teoria do choque dinâ-

mico da detonação (DSD, do inglês, Detonation Shock Dynamics) (Stewart & Bdzil, 

2007), melhorando significativamente a estimação da solução axial do problema. 

Entretanto, quando se trata de estudar o desempenho de um explosivo civil 

em desmonte de rochas, cuja carga explosiva – normalmente cilíndrica –, está con-

finada por um maciço rochoso, duas interessantes perguntas podem ser realizadas 

(Croft, 2017): (1) qual o efeito que o explosivo exercerá ao material confinante? e 

(2) qual o efeito que o material confinante exercerá ao explosivo? De acordo com 

Sharpe & Bdzil (2006), a resposta à primeira pergunta pode ser elucidada ao ana-

lisar o perfil da pressão exercida pelo explosivo no material confinante. O efeito do 

confinamento lateral atua como suporte para as altas pressões geradas na zona de 

reação, ajudando a sustentar a detonação mesmo em pequenos diâmetros. Por ou-

tro lado, a segunda pergunta pode ser respondida ao entender o efeito que o mate-

rial confinante exerce na dinâmica, forma e velocidade de detonação de um dado 

explosivo, resultando numa curva característica conhecida como curva diâmetro-

velocidade de detonação ou simplesmente curva do efeito-diâmetro. Não obstante, 

os modelos quase-unidimensionais não se relacionam com o diâmetro da carga ex-

plosiva de forma direta, necessitando-se de uma equação empírica ou extensões em 

base a teoria DSD para realizar esta conexão. Esta última teoria se mostrou efici-

ente para explosivos levemente não-ideais, os seja, aqueles em que a velocidade de 

detonação é levemente inferior a velocidade de detonação ideal ou para cargas 

muito confinadas (Sharpe & Braithwaite, 2005), o que não é verdade para o caso 

de explosivos altamente não-ideais e não confinados. 

Nos últimos anos, um modelo bidimensional de detonação não-ideal estacio-

nário – baseado na particularização das equações de fluxos reativos de Euler a um 
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sistema de coordenadas sobre as linhas de fluxos – foi proposto por Watt et al 

(2011). Quando estas linhas de fluxo são assumidas como retas, a matemática do 

problema se simplifica consideravelmente. Essa simplificação é chamada, pois, de 

aproximações por linhas de fluxo retilíneas (SSA, do inglês, Straight Stramline 

Approximation). Dada essa relativa novidade, o modelo SSA dispõe de uma escassa 

literatura específica (Croft, 2017). Este modelo nasceu na Inglaterra como resul-

tado de investigações derivadas da teoria de máxima entropia efetiva e outras re-

lacionadas com a modelagem de detonações não-ideais estacionarias (Watt et al, 

2011; Watt et al, 2009; Byers Brown, 2002). Uma das vantagens que este modelo 

introduz, para uma dada taxa de reação, é a capacidade de obter o diâmetro da 

carga referente a uma velocidade de detonação correspondente, ou vice-versa. 

Como consequência, se permite obter a curva diâmetro-velocidade de detonação 

característica do explosivo. Outrossim, para uma dada série de velocidades de de-

tonação experimentais não-confinadas e seus correspondentes diâmetros, se per-

mite obter os parâmetros da taxa de reação do explosivo estudado de forma bas-

tante eficiente – o que inviável com simulações numéricas diretas devido ao altís-

simo consumo computacional que se requere.  

A reprodução em escala real de agentes explosivos e suas condições de aplica-

ção em desmonte de rocha, como diâmetros e confinamento, em laboratório são res-

tritivas. O uso de métodos em pequena escala para avaliar a energia dos explosivos 

se tornaram limitadas (Esen, 2008; Persson et al., 1994). Por outro lado, a relativa 

facilidade com que se pode medir a velocidade de detonação de um ou mais explo-

sivos em condições de escala reais permite inferir outros parâmetros associados ao 

estado de detonação dos mesmos. Por esta razão, os modelos de detonações não-

ideais que permitem obter os parâmetros da taxa de reação de um dado explosivo 

através de um processo de ajuste não-linear sobre uma curva experimental da ve-

locidade-diâmetro, com um custo computacional atrativo, se interpõem como ferra-

mentas de grande interesse na caracterização do explosivo estudado.  

Neste sentido, o presente trabalho amplia o modelo quase-unidimensional 

Q1D, em base as umas relações espaciais e geométricas da DDZ, para um modelo 

bidimensional, chamado de Q1D EA (do inglês, Engineering Approach). Como re-

sultado, para um dado jogo de parâmetros da taxa de reação, se estabelece um 

método muito atrativo para a estimação do diâmetro da carga explosiva para uma 

determinada velocidade de detonação não-confinada. O modelo assume que a 

frente de choque possa ser representada por um arco elipsoidal. Assim que, uma 

vez calculada a solução axial com o modelo Q1D – para uma dada velocidade – se 

estabelece umas relações entre a curvatura axial e os parâmetros de forma da 

frente de choque. Logo, necessita-se de uma segunda condição para calcular a 

borda do explosivo, que se desenvolve levando em consideração a geometria do pro-

blema. Dada estas características, o modelo Q1D EA permite obter os parâmetros 

da taxa de reação de forma muito atrativa, uma vez que apenas necessita solucio-

nar o sistema de equações diferenciais uma única vez em cada etapa do processo 

não-linear de ajuste – no caso do modelo SSA, tem-se que calcular o sistema de 

equações diferenciais para cada uma das linhas de fluxo, distribuídas do eixo à 

borda do explosivo, podendo conter um considerável número delas para obter uma 

aceitável convergência numérica. Ademais, como a solução axial Q1D é mais pre-

cisa que a solução axial do modelo SSA, as curvas tendem a ser melhores. 
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 Uma segunda etapa consiste em ampliar o modelo Q1D EA para as condições 

de confinamento. A modelagem do estado de detonação não-ideal confinada é de 

grande interesse para a indústria devido a sua direta relação com a aplicação de 

agentes explosivos em desmonte de rochas. A parte disso, existe um grande inte-

resse em obter as curvas do efeito-diâmetro para detonações confinadas. A estra-

tégia se baseia em encontrar o diâmetro da carga não confinada equivalente para 

uma dada velocidade de detonação. Esta aproximação é contundente com as con-

clusões de Sharpe & Braithwaite (2005), uma vez que para um dado jogo de parâ-

metros da taxa de reação, todas as velocidades de detonação – tanto para cargas 

confinadas como não-confinadas – se acomodam em uma única curva em relação 

ao raio de curvatura axial. Uma vez conhecida a solução não-confinada equiva-

lente, a uma dada velocidade de detonação, se procede ao cálculo do diâmetro da 

carga explosiva confinada em função da impedância do material confinante e sua 

espessura. 

 

1.1 Motivação 
 

O século XX foi marcado por um crescimento populacional e urbano sem preceden-

tes na história da humanidade. A população da Terra passou do primeiro bilhão no 

começo do século XIX para mais de sete bilhões de pessoas no começo do século 

XXI. Uma explosão exponencial que viria revolucionar toda uma cadeia de produ-

ção de bens e serviços, entre as quais se encontram as atividades de exploração 

mineral e infraestruturas. É evidente que este supercrescimento propiciou uma 

importante sobrecarga econômica, ambiental e social em vários aspectos da socie-

dade. Entretanto, não se pode subjugar a responsabilidade dos projetos de explo-

ração mineira e de infraestrutura exclusivamente ao problema da superpopulação 

e ao crescimento da demanda per capta por minerais, mas certamente o seu cres-

cimento exponencial contribuiu significativamente para uma escalada nos conflitos 

de interesses entre ambas as partes: indústria e população. 

Por um lado, encontra-se a latente escassez dos recursos hídricos e energé-

ticos – necessários para o desenvolvimento do processo de exploração – associados 

ao forte senso de responsabilidade ambiental sustentável demandada pela socie-

dade. Por outro lado, se delineia um contínuo esgotamento das reservas minerais, 

onde cada vez mais estéril é necessário ser removido, combinada à ciclos econômi-

cos imprevisíveis que permeiam o setor mineiro com períodos de importantes re-

duções nos preços dos metais e outros minerais. Enfrentar este cenário requer a 

implementação de estratégias sustentáveis de longo prazo. Assim, pois, se levanta 

uma problemática sobre o quão eficiente a energia, e os demais recursos disponí-

veis, são usados em todas as operações unitárias e processos, especialmente na 

cominuição. De forma simplificada, a mineração pode ser vista como uma série de 

processos interconectados, onde a energia é consumida de forma sequencial. Assim, 

o desempenho das operações unitárias subsequentes do processo pode ser potenci-

almente influenciado pela eficiência da energia inicial introduzida no sistema 

(Couceiro et al, 2018). A partir desse ponto de vista, a energia efetiva desenvolvida 

pela detonação de cargas explosivas heterogêneas – de comportamento não-ideal, 

normalmente usadas em desmonte de rochas – adquire um grande interesse na 

indústria. 
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A optimização das operações mineiras através da minimização do consumo 

energético total é um ponto chave na sustentabilidade de qualquer empreendi-

mento mineiro. Sendo, pois, o desmonte de rocha por explosivos muitas vezes a 

etapa inicial desse processo extrativo, o entendimento de como a energia desenvol-

vida pela detonação é efetivamente usada para promover a fragmentação e o mo-

vimento do maciço rochoso é indiscutivelmente necessário. Portanto, a caracteriza-

ção do estado de detonação não-ideal de um explosivo é um passo imprescindível 

no entendimento da energia efetiva desenvolvida durante o processo de fragmen-

tação e movimento do maciço rochoso, já que o que realmente se persegue é a quan-

tificação da capacidade de realizar trabalho sobre o meio circundante ao explosivo, 

ou seja, o maciço rochoso. No processo resultante da detonação de cargas explosivas 

em desmonte de rochas, quase todo o trabalho realizado na rocha acontece depois 

da passagem da onda de choque e do loco sônico, ou seja, da DDZ. Segundo 

Braithwaite & Sharpe (2013), uma vez que a estrutura da zona de condução da 

detonação possa ser calculada, simulações mais confiáveis do trabalho realizado no 

maciço rochoso podem ser realizadas. 

Por tanto, o objetivo principal desde trabalho consiste na caracterização do 

estado de detonação não-ideal correspondente a uma velocidade de detonação ex-

perimental, diâmetro, densidade e confinamento de um dado explosivo, necessários 

para quantificar/entender as fenomenologias associadas ao desmonte de rochas 

com explosivos desde um prisma de engenharia. Tal motivação nasce principal-

mente da necessidade de dar um enfoque prático às potenciais aplicações do enten-

dimento e simulação dos estados de detonação de um determinado explosivo no 

campo do desmonte de rochas, uma vez que uma simulação numérica direta é ex-

tremamente cara computacionalmente, mesmo com simplificações das relações ter-

modinâmicas e taxas de reação (Braithwaite & Sharpe, 2013). 

 

1.2 Organização da Tese 
 

A dissertação se encontra estruturada em cinco partes (Partes I, II, III, IV e V) com 

o fim de estabelecer uma sequência lógica na apresentação dos fundamentos teóri-

cos e desenvolvimento dos modelos de detonação ideal, ATLAS-DET, e não-ideal, 

Q1D EA. Uma vez que existem importantes diferenças na abordagem entre ambos 

campos de conhecimento, ideal e não-ideal, dedica-se a primeira parte ao campo 

das detonações ideais e demais, ao das detonações não-ideais. 

A primeira parte desse trabalho apresenta toda a argumentação necessária 

para a escrita e validação do código termodinâmico ATLAS-DET. Concentrados ao 

longo dos Capítulos 2, 3, 4 e 5, abordam-se questões associadas ao choque unidi-

mensional, método de cálculo, equações de estado (BKW e JCZ), equilíbrio químico 

de elevadas dimensões, entre outros, com a finalidade de determinar o estado de 

detonação ideal de um dado explosivo em função da sua formulação química e den-

sidade. 

Em seguida, dedicar-se-á toda a segunda e terceira partes ao campo das de-

tonações não-ideais estacionárias. Nesta secção, que compreende os Capítulos 6, 7 

e 8, analisar-se-ão distintas teorias e modelos de detonação não-ideais (reação par-

cial e fluxos reativos) com o objetivo de estabelecer um marco sobre o atual estado 

da arte. Logo após a discussão do efeito do confinamento na detonação, dedicar-se-

á a Parte III ao desenvolvimento do modelo Q1D EA, ponto principal desta Tese, o 
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qual combina o modelo Q1D com o modelo EA, desenvolvido para a descrever o 

efeito multidimensional na conformação dos diâmetros de cargas confinadas e não-

confinadas correspondentes a uma dada velocidade de detonação e parâmetros da 

taxa de reação.  

Uma vez desenvolvido o modelo Q1D EA, dedicar-se-á a quarta parte deste 

trabalho ao seu processo de implementação e validação. Portanto, o Capítulo 9 con-

trasta os resultados obtidos com aqueles resultantes de distintos modelos de deto-

nação não-ideais, os quais foram descritos na Parte II, juntamente com dados nu-

méricos e experimentais, os quais são amplamente discutidos ao longo de toda a 

Parte IV. 

Finalmente, a última secção desta Tese consolida as conclusões e limitações 

derivadas ao longo do processo de desenvolvimento, implementação e validação dos 

códigos ATLAS-DET e Q1D EA. Ademais, apresentam-se linhas de trabalho para 

futuras investigações, expandindo os horizontes preditivos desses modelos frente 

a uma abordagem mais ampla sobre as fenomenologias associadas aos desmontes 

de rocha por explosivos. 
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Parte I – Detonação Ideal 
 

 

 
 

As primeiras incursões no entendimento dos mecanismos envolvidos no processo 

de detonação de materiais energéticos surgiram no final do século XIX com inves-

tigações conduzidas por Berthelot & Vieille (1881, 1882), e por Mallard & Le Cha-

telier (1881) sobre propagação de chamas. Em seguida, os elementos básicos da 

teoria da detonação unidimensional foram formulados por Chapman (1899) e Jou-

guet (1905, 1917) na virada do século, sendo conhecida por Teoria Chapman-Jou-

guet de detonação. Um avanço fundamental ocorreu quase simultaneamente, e de 

forma independente, por Zeldovich (1940) na Rússia, von Neumann (1942) nos Es-

tados Unidos e Doering (1943) na Alemanha. Como resultado, surge o modelo ZND 

de detonação. A partir da segunda metade do século XX, impulsionados principal-

mente pela corrida armamentista e espacial, um grande avanço no entendimento 

do fenômeno da detonação foi observado. 

Diversos programas e códigos termodinâmicos foram elaborados nas últimas 

décadas com o intuito de realizar cálculos relativos ao equilíbrio químico e estado 

de detonação CJ, assim como sua expansão isentrópica e liberação de energia. Mui-

tos desses códigos são propriedade de entidades, organizações ou companhias indi-

viduais como o IDeX, IPX, VIXEN, W-DETCOM, entre outros, ou são sujeitas a 

restrições estratégicas devidos as suas aplicações em defesas, como o TIGER ou 

CARTE (Braithwaite, 2013). O RUBY (Levine & Sharples, 1962) e FORTRAN 

BKW (Mader, 1967, 1979, 1998) foram os primeiros de uma série de códigos termo-

dinâmicos (Lopez, 2003). Em 1973, uma versão melhorada do TIGER (Cowper-

thwaite & Zwisler, 1973), em uma versão para o Windows, foi publicada com o 

nome de TIGER-WIN (BAI, 1996). Contudo, um dos códigos mais confiáveis e com-

pletos foi o CHEETAH (Fried et al., 1998; Souers & Kury, 1993; Souers et al., 2001; 

Lu, 2001), que incorpora condições de estado e cinéticas das reações. Na década de 

80, foi desenvolvido na Espanha o DETCOM (Sanchidrián, 1986), logo melhorada 

em 1991 com a versão W-DETCOM (Sanchidrián & Lopez, 1992). Diversos outros 

códigos termodinâmicos foram desenvolvidos nos últimos anos (BLAKE (Freed-

man, 1982); WINEX (UNE, 1994); CLARK (Clark, 1980); EXPLO5 (Sućeska, 2001); 

VIXEN (Cunningham, 2003)). 

Uma vez que a grande maioria dos códigos termodinâmicos são proprietários, 

tem-se a necessidade de escrever um código termodinâmico ideal como parte 
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preliminar do desenvolvimento do modelo de detonação não-ideal (desenvolvido na 

segunda parte deste trabalho). O estado de detonação ideal é aquele em que se 

assume um fluxo unidimensional, de choque plano e diâmetro infinito, apresen-

tando uma zona de ração muito fina, tendo toda a energia liberada no plano CJ 

(Borg et al., 1995; Sanchidrián & Lopez, 2006). 

 
Figura 1: Estrutura do código ATLAS-DET. 

 

Portanto, a primeira parte desta tese se dedicará ao desenvolvimento e vali-

dação do código termodinâmico ATLAS-DET. Este código permitirá descrever as 

propriedades termodinâmicas resultantes de uma determinada formulação quí-

mica e densidade em uma estrutura de cálculo baseada em duas equações de esta-

dos, BKW e JCZ. A Figura 1 apresenta a estrutura geral do código ATLAS-DET. 

Constitui-se, pois, de um conjunto de funções termodinâmicas e demais informa-

ções químicas dos elementos que compõem o explosivo estudado, com rotinas de 

cálculos específicos. Por último, os distintos resultados obtidos incluem uma com-

pleta descrição do estado de detonação CJ, curvas isentrópicas e estados de reações 

parciais. As duas primeiras – detonação CJ e curvas isentrópicas – constituem a 

base de informação necessária para alimentar diversos modelos de detonação não-

ideais, como será o caso do modelo Q1D EA. 

 

 

  



Choque Unidimensional Plano 

10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 Choque Unidimensional Plano 
 

As ondas de choque apresentam um perfil de ataque instantâneo (Rolim, 2006), 

originando uma superfície de descontinuidade nas propriedades do meio de propa-

gação. Diz-se que quando essas mudanças provocam uma transformação de estado, 

tem-se um choque reativo, ou seja, um choque seguido de uma reação. Este é o caso 

típico do choque com reação química exotérmica, ou mais comumente conhecido 

como detonação (Aguilar, 1972).  

A detonação ideal é aquela em que um choque plano e unidimensional se pro-

paga ao longo de uma carga explosiva de diâmetro infinito, gerando uma a reação 

instantânea durante a passagem da onda. Neste sentido, o desenvolvimento das 

equações necessárias para descrever o fenômeno do choque com reação requer a 

aplicação das equações de continuidade, quantidade de movimento e energia. Por 

outro lado, uma teoria mais completa levaria em consideração fenômenos tais como 

viscosidade, condução de calor, perda de carga (Sanchidrián, 1986), que se despre-

ciam em um estudo de comportamento ideal. 

 

2.1 Equações de uma Onda Plana Unidimensional 
 

As equações que descrevem um choque plano e unidimensional podem ser deriva-

das ao considerar um meio de propagação onde uma onda de choque viaja ao longo 

do eixo 𝑥. Em um sistema de coordenadas que se move juntamente com a frente de 

choque, onde 𝑥 = 0 coincide com o choque, pode-se analisar o movimento relativo 

do fluxo através do plano de descontinuidade, definindo duas zonas chamadas de 

inicial (sub-índice o) e final (sem sub-índice), tal como descreve a Figura 2. 

 
Figura 2: Estrutura conceitual do plano de descontinuidade 

na frente de choque. 

Onda de Choque

Condições iniciais

(P, r, T, E) (Po, ro, oTo, Eo)

(I)                                                                                           (o)
U - u                      U - uo
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O princípio de conservação de massa determina que a massa contida numa 

porção volumétrica de um material em seu estado inicial se conserva quando este 

sofre uma mudança de estado, ao seu estado final. Assim, ao tomar uma área trans-

versal infinitesimal do material, poder-se-á comprovar que 𝜌𝑜𝑑𝑣𝑜 = 𝜌𝑑𝑣. Os volu-

mes infinitesimais podem ser calculados através da seguinte relação 

𝑑𝑣𝑜 = (𝐷 − 𝑢𝑜)𝑑𝑡                            𝑑𝑣 = (𝐷 − 𝑢)𝑑𝑡 (2.1) 

Logo, combinando-as com a relação de conservação de massa, chegasse a fa-

cilmente a seguinte equação 

𝜌𝑜(𝐷 − 𝑢𝑜) = 𝜌(𝐷 − 𝑢) (2.2) 

caracterizando a primeira relação de conservação de um choque em um fluido. 

A seguinte relação se estabelece através da conservação da quantidade de 

movimento. Logo, considerando a massa elementar 𝜌𝑜(𝐷 − 𝑢𝑜)∆𝑡 da zona inicial e 

as pressões atuantes em cada lado do choque, considerando ainda que 

 

∑𝐹 = 𝑚
∆𝑢

∆𝑡
 

 

e que ∆𝑢 = 𝐷 − 𝑢𝑜 − (𝐷 − 𝑢) = 𝑢 − 𝑢𝑜, chega-se à relação que estabelece a conser-

vação da quantidade de movimento de um fluido. Logo, 

𝑃 − 𝑃𝑜 = 𝜌𝑜(𝐷 − 𝑢𝑜)(𝑢 − 𝑢𝑜) (2.3) 

Finalmente, a última relação, aquela em que se conserva a energia em um 

regime estacionário, pode ser escrita diretamente como 

𝐸 +
𝑃

𝜌
+
1

2
(𝐷 − 𝑢)2 = 𝐸𝑜 +

𝑃𝑜
𝜌𝑜
+
1

2
(𝐷 − 𝑢𝑜)

2 (2.4) 

que com alguma manipulação algébrica, combinando com algumas das expressões 

derivadas anteriormente, pode ser escrita em sua forma mais comum 

𝐸 − 𝐸𝑜 =
1

2
(𝑃 + 𝑃𝑜)(𝑣𝑜 − 𝑣 ) (2.5) 

onde 𝑣 é o volume específico 𝑣 = 1/𝜌 e 𝐸 a energia interna por unidade de massa. 

Uma vez conhecida a equação de estado do problema, o sistema de equação que 

define o choque pode ser solucionado. Esta mesma equação pode ser escrita em 

termos da Entalpia, uma vez que 𝐻 = 𝐸 + 𝑃𝑣. Logo 

𝐻 − 𝐻𝑜 =
1

2
(𝑃 − 𝑃𝑜)(𝑣𝑜 + 𝑣 ) (2.6) 
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Portanto, um conjunto de equações derivadas da conservação de massa, mo-

mento e energia, que se denominam como Hugoniot-Rankine, em homenagem aos 

que primeiro derivaram sua formulação, pôde ser estabelecida. Ainda assim, 

usando o sistema de equações diferenciais de fluxo de Euler, podem-se deduzir es-

tas mesmas equações. Estas relaciones são aplicáveis tanto a choques puros como 

aqueles com reação, que é o interesse no presente trabalho. 

 

2.2 Hugoniot-Rankine 
 

Um choque puro ou com reação pode ser representado em sua forma clássica ao 

relacionar graficamente o volume específico na abscissa e as pressões nas ordena-

das, ou qualquer outra combinação das propriedades do material, sendo conhecida 

como curva de Hugoniot-Rankine ou simplesmente Hugoniot (Sanchidrián & Mu-

ñoz, 2000). Sua representação matemática pode ser tomada da equação da energia 

(2.5) desenvolvida anteriormente  

𝐸 − 𝐸𝑜 =
1

2
(𝑃 + 𝑃𝑜)(𝑣𝑜 − 𝑣 ) (2.7) 

onde o valor de energia interna 𝐸 depende da forma da equação de estado (EOS) 

usada para realizar os cálculos. 

Ademais, é possível estabelecer uma relação dependente entre a velocidade 

de choque 𝐷 e outras propriedades do fenômeno ao combinar as duas primeiras 

equações de conservação (2.2) e (2.3). Ao eliminar 𝑢, considerando que a velocidade 

de partícula inicial do explosivo é 𝑢𝑜 = 0, se pode escrever que 

𝑃 − 𝑃𝑜
𝑣 − 𝑣𝑜

= −(
𝐷

𝑣𝑜
)
2

 (2.8) 

definindo a relação de tangencia em relação à curva Hugoniot-Rankine. Esta equa-

ção define uma série de retas de Rayleigh-Michelson que passam pelo estado inicial 

do explosivo (𝑣𝑜 , 𝑃𝑜) e cujas pendentes são funções diretas da velocidade de detona-

ção. 

A curva de Hugoniot pode ser contemplada como a representação dos lócus 

de todos os estados de choque possíveis (Cooper, 1996). Assim que a linha que co-

necta o estado inicial (𝑣𝑜 , 𝑃𝑜) com o estado final (𝑣, 𝑃) no plano 𝑃-𝑣 da Hugoniot 

não-reativa representa o que se conhece como condição de salto entre estado inicial 

ou plano de descontinuidade formado pela frente de choque, representadas por re-

tas de Rayleigh. Os lócus de interesse podem ser visualizados na Figura 3, são eles: 

(A) Estado inicial do explosivo não-reagido; (B) A condição de tangência da Hugo-

niot que define o estado de detonação CJ, o chamado lócus sônico; (C) Estado do 

choque na frente de detonação, condição do salto entre o material inerte e o choque, 

chamado de pico de Von Neumann; (D) Condição de choque forte oriunda de uma 

Rayleigh que intersecta a Hugoniot em dois pontos; (E) Condição de choque débil 

oriunda de uma Rayleigh que intersecta a Hugoniot em dois pontos; e (F) Condição 

de um estado de detonação a volume constante. 

Assim que dada uma velocidade de detonação 𝐷, existirá uma reta Rayleigh 

que eventualmente se intersectará com a Hugoniot. Estas intersecções definem 
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todos os estados de detonação possíveis para aquela velocidade de detonação. Se a 

pressão 𝑃 é maior que a pressão inicial 𝑃𝑜, então o volume específico 𝑣 deve ser 

menor que o volume específico inicial 𝑣𝑜. Dentre todos os casos possíveis, existem 

alguns casos limites ou particulares que merecem destaque. São eles: 

 

(a) Ao considerar o caso de uma velocidade de detonação nula ou zero, obtém-se 

uma reta de Rayleigh horizontal, o qual descreve um estado de detonação a 

pressão constante.  

 

(b) Entretanto, quando se considera uma velocidade de detonação infinita 

(Persson et al., 1994; Sanchidrián & Muñoz, 2000), tem-se que o volume es-

pecífico correspondente é exatamente o volume específico inicial do explo-

sivo, 𝑣𝑜. Igualmente, tal estado não existe na realidade, entretanto, propor-

ciona uma simplificação matemática para o cálculo de um estado de detona-

ção a volume constante, recomendado inclusive por regulamentações euro-

peias (Sanchidrián et al., 2000; CEN, 2005).  

 

(c) Outrossim, entre todas as interseções possíveis, existe uma condição espe-

cial cuja Rayleigh intersecta a Hugoniot em um único ponto. A condição de 

existência deste ponto está associada a uma velocidade de detonação mí-

nima, conhecida também como condição de tangencia da Hugoniot. Trata-se 

do estado Chapman-Jouguet de detonação, ou simplesmente CJ. Tal estado 

de detonação é talvez o estado mais importante para os cálculos termodinâ-

micos pois caracteriza o estado de detonação mais provável de um explosivo, 

também conhecido como lócus sônico. 

 

 
Figura 3: Diagrama com as curvas de Hugoniot-Rankini 

reativa e não-reativa e retas Rayleigh.  

 

Hugoniot Reativa

Volume Específico

P
re

ss
ã

o

PCJ

Ps

Po

vs vCJ
vo

B

A

C

D

F

E

Hugoniot

Não-reativa

Rayleigh



Choque Unidimensional Plano 

14 

 

2.3 Equações de Choque 
 

A determinação das condições iniciais na frente de choque é necessária para a re-

solução espacial do problema da detonação, uma vez que constitui umas das condi-

ções de contorno. A forma mais tradicional de resolver este problema se baseia na 

determinação das mudanças entre as distintas propriedades através do choque, o 

qual de se baseia nas relações Hugoniot-Rankine para a conservação de massa, 

momento e energia. Ao aplicar as condições de choque forte, o qual implica assumir 

que os valores de 𝑃𝑜 e 𝐸𝑜 são desprezíveis em comparação à magnitude dos demais 

parâmetros, a aproximação mais comum usada nos modelos de explosivos conden-

sados pode ser determinado. 

 Assim, a equação da conservação de massa permite definir a velocidade de 

partícula 𝑢 em função do volume específico 𝑣, tal que 

𝑢 = −𝐷 (
𝑣

𝑣𝑜
) (2.9) 

Enquanto que para a reta Rayleigh, tem-se a pressão em função do volume especí-

fico, tal que 

𝑃𝑅 =
𝐷2

𝑣𝑜
(1 −

𝑣

𝑣𝑜
) (2.10) 

Ao combinar as equações (2.9) e (2.10) com a equação de energia da Hugoniot 

(2.7), a seguinte equação pode ser estabelecida 

1

2
𝐷2 (

𝑣

𝑣𝑜
)
2

+ 𝑃𝑅𝑣 + 𝐸(𝑃, 𝑣, 𝜆) −
1

2
𝐷2 = 0 (2.11) 

onde 𝜆 representa o progresso da reação (𝜆 = 1 para reaçao completa).  

 Esta equação (2.11) permite conhecer o volume específico 𝑣 para uma dada 

velocidade de detonação D. Ao tratar de conhecer os valores correspondentes às 

variáveis de detonação imediatamente ao passar a onda de choque, se necessita 

definir a forma da equação de estado e fixar  𝜆 = 0. Para equações de estado sim-

ples, a resolução do volume específico é analítica. Por outro lado, para equações 

mais complexas, a resolução da equação (2.11) deve ser numérica. Todas as demais 

variáveis relacionadas ao estado de choque podem ser calculadas por substituições 

sucessivas nas equações da reta Rayleigh e conservação de massa (Stewart & Yao, 

1998). 
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3 Método de cálculo 
 

 

 

3.1 A Detonação Ideal 
 

O entendimento comum sobre uma detonação ideal, segundo Sanchidrián & Muñiz 

(2000), é aquele idealizado, inexistente no mundo real, onde a detonação é plana, 

unidimensional e estacionaria, em que a reação se produz de forma instantânea 

durante a passagem da onda de choque. Idealmente, a onda de choque gerada por 

uma detonação é suportada pela energia química liberada na frente de onda de 

reação ou próxima a ela, sendo a detonação um fluxo auto suportado onde a propa-

gação ocorre a uma velocidade de reação constante (Davis, 1997). Neste caso, a 

frente de reação da detonação é bem definida como um choque, uma descontinui-

dade, que se propaga a uma velocidade constante de reação conhecida por Veloci-

dade de Detonação. Esta descontinuidade de choque separa a região do explosivo 

ainda intacto, ainda não reagido, da região dos produtos de reação, que são predo-

minantes gasosos (Sanchidrián & Muñiz, 2000). 

 
Figura 4: Esquema de uma detonação ideal unidimensional. 

 

O fenômeno de uma reação com choque pode ser representado como um fluxo 

unidimensional de matéria em um tubo, assim que a teoria e as equações deduzidas 
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são ditas ocasionalmente como hidrodinâmicas. O estado de detonação ideal pode 

ser entendido como aquele de um fluxo unidimensional plano (curvatura 𝜅 = 0) e 

um diâmetro de carga infinito, onde todas as reações químicas e a energia é libe-

rada ocorrem no plano CJ de detonação (Sanchidrián & Lopez, 2006). A região que 

se define entre a frente da onda de choque e o plano CJ é chamado de Zona de 

Condução da Detonação, DDZ, do inglês Detonation Driving Zone. A configuração 

esquemática pode ser observada na Figura 4. 

As equações de conservação que compreendem um domínio em que se in-

cluem o choque são aqueles da massa, impulso e energia: 

𝜌𝑜(𝐷 − 𝑢𝑜) = 𝜌(𝐷 − 𝑢) (3.1) 

𝑃 − 𝑃𝑜 = 𝜌𝑜(𝐷 − 𝑢𝑜)(𝑢𝑜 − 𝑢) (3.2) 

𝐸 − 𝐸𝑜 =
1

2
(𝑃𝑜 + 𝑃)(𝑣𝑜 − 𝑣) (3.3) 

O conjunto de equações de conservação se denominam de Hugoniot-Rankine. 

Este conjunto de equações são aplicáveis tanto a um choque com reação (detonação) 

como um choque não reativo. 

A equação de energia ou relação de Hugoniot representa os possíveis estados 

na frente posterior ao choque para um estado inicial do explosivo (Sanchidrián, 

1986). Sendo sua representação gráfica no plano (𝑃, 𝑣) chamada de Curva de Hu-

goniot ou Adiabática dinâmica dos produtos de reação. 

 

3.1.1 Detonação Chapman-Jouguet 

 

O estado de detonação Chapman-Jouguet, ou simplesmente CJ, é o estado de deto-

nação mais provável de um explosivo. Em efeito, aqueles explosivos que se compor-

tam em regime de detonação próximo ao ideal, apresentam uma velocidade de de-

tonação característica, única, que se aproxima quase perfeitamente com as que se 

obtêm teoricamente ao aplicar a condição CJ (Sanchidrián & Muñiz, 2000). 

O estado Chapman-Jouguet é caracterizado através da condição de tangen-

cia da reta de Rayleigh sobre a Hugoniot (ponto B, representado na Figura 3), onde 

sua representação analítica vem dada por: 

(
𝜕𝑃

𝜕𝑣
)
𝐻
=
𝑃 − 𝑃𝑜
𝑣 − 𝑣𝑜

= −(
𝐷

𝑣𝑜
)
2

 (3.4) 

onde o subíndice da derivada significa que esta é realizada sobre a Hugoniot. Por 

outro lado, a energia deve se conservar através da frente de choque, o que em ter-

mos das relações de Hugoniot, se resume à equação (3.3). 

Entretanto, para poder aplicar as relações Chapman-Jouguet, são necessá-

rias expressões que permitam calcular tanto a derivada da Hugoniot da pressão 

em relação ao volume específico como a energia interna dos produtos de detonação 
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em equilíbrio químico. De acordo com Sanchidrián (1986), uma vez que se obtenha 

os valores de P, v, t e a composição dos produtos de detonação no estado CJ, é pos-

sível proceder aos cálculos dos demais parâmetros como 𝑢 – velocidade de partícu-

las – e 𝐷𝐶𝐽.  

A velocidade de detonação ideal se obtém da aplicação direta da equação 

(3.4) 

𝐷𝐶𝐽 = 𝑣𝑜√
𝑃 − 𝑃𝑜
𝑣𝑜 − 𝑣

 (3.5) 

Por outro lado, a velocidade de partícula 𝑢 vem dada por: 

𝑢 = √(𝑃 − 𝑃𝑜)(𝑣𝑜 − 𝑣) (3.6) 

e a velocidade do som: 

𝑐𝐶𝐽 = 𝐷𝐶𝐽 − 𝑢 (3.7) 

Coeficiente adiabático dos produtos de detonação é outro parâmetro de 

grande importância. Considerando que os produtos de detonação se comportam 

como um gás isotrópico, tem-se que 𝑃 e 𝑣 estão relacionados em uma relação isen-

trópica através: 

γ ≡ −(
𝜕 ln𝑃

𝜕 ln 𝑣
)
𝑆
 (3.8) 

Trabalhando sobre a derivada, a fim de torná-la apta para o cálculo, chega-

se a seguinte expressão 

γ = −
(
𝜕 ln 𝑃
𝜕𝑣

)
𝑆

(
𝜕 ln 𝑣
𝜕𝑣

)
𝑆

= −

1
𝑃 (
𝜕𝑃
𝜕𝑣
)
𝑆

1
𝑣

= −
𝑣

𝑃
(
𝜕𝑃

𝜕𝑣
)
𝑆
= −

𝑣

𝑃
(
𝜕𝑃

𝜕𝑣
)
𝐻𝑢𝑔𝑜𝑛𝑖𝑜𝑡

 (3.9) 

que em combinação com a equação que define a condição Chapman–Jouguet de 

detonação, chega-se a 

γ𝐶𝐽 = −
𝑣

𝑃
(
𝑃 − 𝑃𝑜
𝑣 − 𝑣𝑜

) = (
𝑃 − 𝑃𝑜
𝑃

) (
𝑣

𝑣𝑜 − 𝑣
) (3.10) 

Finalmente, ao considerar que a pressão atuante no estado de detonação é 

muito superior à pressão ambiente 𝑃 ≫ 𝑃𝑜, pode-se escrever que o coeficiente gama 

no estado CJ é 

γ𝐶𝐽 =
𝑣

𝑣𝑜 − 𝑣
 (3.11) 
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3.1.2 Cálculo do Estado de Detonação Chapman-Jouguet 

 

A estratégia de cálculo adotada é similar àquelas aplicadas por Mader (1967, 1979, 

1998, 2008), Sanchidrián (1986) e Borg et al. (1995). Trata-se de um processo inte-

rativo, onde determinadas relações devem ser atendidas para que as condições de 

equilíbrio químico e estado de detonação se cumpram.  

Primeiramente, calcula-se a energia interna 𝐸𝑜 do explosivo em base a sua 

formulação química. Em seguida, forma-se um grupo de produtos de detonação 

possíveis, que serão a base da mistura das espécies nos cálculos seguintes. O nú-

mero total de produtos é 𝑁𝑝. 

O processo interativo se inicia ao assumir uma temperatura 𝑇 e um volume 

específico 𝑣 iniciais. Logo, calculam-se as funções termodinâmicas fundamentais 

correspondentes a essa temperatura (energia interna, entalpia, entropia, entre ou-

tros).  De posse da equação de estado, avalia-se a pressão, 𝑃, correspondente. Com 

esse conjunto de parâmetros, procede-se ao cálculo do equilíbrio químico através 

da minimização da energia livre de Gibbs ou Helmholtz. Entretanto, os parâmetros 

de detonação resultantes desta composição de equilíbrio 𝑛𝑖 não estão necessaria-

mente sobre a Hugoniot. Assim, a equação da energia (3.3) deve ser resolvida para 

uma nova temperatura,  𝑇. Como consequência, a composição de equilíbrio anterior 

já não é válida, sendo necessária um novo cálculo da composição de equilíbrio, em 

um processo interativo sobre a temperatura. 

Após as interações anteriores, obtém-se um novo jogo de parâmetros para a 

pressão e temperatura, ademais da composição de equilíbrio, que estão sobre a Hu-

goniot. Entretanto, o volume específico resultante não corresponde necessaria-

mente ao estado de detonação CJ. Para tanto, deve-se observar o cumprimento da 

condição Chapman-Jouguet, que é aquela em que a inclinação da reta de Rayleigh 

é igual a tangente da Curva de Hugoniot. Logo, procede-se a solução da equação 

(3.12) em favor da pressão, 𝑃, que satisfaz a condição CJ, tal que 

(
𝜕𝑃

𝜕𝑣
)
𝑇
= (

𝑃 − 𝑃𝑜
𝑣 − 𝑣𝑜

) (3.12) 

Como consequência desse processo, a temperatura e composição de equilí-

brio anterior já não são mais válidas. Assim, realiza-se um novo cálculo do equilí-

brio químico, da pressão e da temperatura, iniciando o processo de interação nova-

mente até que as tolerâncias numéricas pré-definidas sejam atingidas. 

Concluído o processo interativo, os valores remanentes nas variáveis do pro-

blema correspondem ao do estado de detonação Chapman-Jouguet. Assim que 

 
𝐷𝐶𝐽 = 𝐷 

𝑇𝐶𝐽 = 𝑇 

𝑃𝐶𝐽 = 𝑃 

𝑣𝐶𝐽 = 𝑣 

 

Finalmente, é possível calcular os demais parâmetros da detonação. Tais 

como o Calor de Detonação, 𝑄𝑑, Calor de Explosão, 𝑄𝑣, volume de gases em condi-

ções normais (em m3/kg) 𝑉𝐶𝑁 = 0.0224𝑛𝑔, coeficiente adiabático gama e velocidade 

de partícula, entre outros. 
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Como se pode observar, o método de cálculo é um processo interativo em que 

determinados critérios devem ser atendidos para que efetivamente se obtenha um 

estado de detonação que cumpram com as condições Chapman-Jouguet. 

 

3.1.3 Cálculo do Estado de Detonação a Volume Constante 

 

O processo de cálculo do estado de detonação a volume constante é similar ao pro-

posto para o estado CJ. A diferença óbvia é que não é necessário calcular o volume 

específico associado ao ponto CJ da curva de Hugoniot, pois este parâmetro se man-

tém constante durante todo o processo de cálculo, ou seja 𝑣 = 𝑣𝑜 . Outra diferença 

importante é a convergência da temperatura no processo de cálculo que, como con-

sequência de um volume constante, tem-se através da equação da energia (3.3) 

𝐸 − 𝐸𝑜 = 0 (3.13) 

Uma vez que se consegue a convergência da temperatura, os parâmetros ori-

undos descrevem o estado de detonação a volume constante, incluindo a tempera-

tura e composição de equilíbrio. Logo, os seguintes parâmetros podem ser calcula-

dos: 

 

(a) Calor de Explosão: 𝑄𝑣 = ∑ 𝑝𝑗∆𝐸𝑓𝑗
𝑜𝑁𝑐

𝑗=1 − ∑ 𝑛𝑖∆𝐸𝑓𝑖
𝑜𝑁𝑝

𝑖=1 . 

 

(b) Volume de gases em condições normais (em m3/kg): 𝑉𝐶𝑁 = 0.0224𝑛𝑔 

 

Entretanto, a partir de um estado a volume constante, pode-se estimar al-

gumas propriedades do estado CJ (Kamlet & Jacobs, 1968). Tais fórmulas para o 

cálculo da pressão e velocidade de detonação são as seguintes: 

𝑃𝐶𝐽 = 𝐾𝜌𝑜
2𝜑 (3.14) 

onde 𝑃𝐶𝐽 é a pressão de detonação; 𝜑 = 𝑛𝑔𝑀
1/2𝑄1/2; 𝐾 = 7.614 × 10−4; 𝜌𝑜é a densi-

dade; 𝑛𝑔 é a quantidade de moles gasosos por kg de explosivo; 𝑀 massa molecular 

média dos produtos gasosos; 𝑄 calor de explosão. 

𝐷𝐶𝐽 = 𝐴𝜑
1/2(1 + 𝐵𝜌𝑜) (3.15) 

onde 𝐷𝐶𝐽 é velocidade de detonação; 𝐴 = 22,328 ; e 𝐵 = 1,30. 

 

3.2 Expansão Isentrópica 
 

A expansão isentrópica se calcula a partir do estado CJ. Trata-se de permitir uma 

expansão volumétrica dos produtos de detonação a uma entropia constante. Na 

prática, significa que uma vez calculada a entropia 𝑆𝑐𝑗 no estado CJ, se inicia um 

processo de cálculo onde se incrementa, passo a passo, o volume especifico de 𝑣𝑐𝑗 a 

um 𝑣𝑓, forçando que a entropia se mantenha constante 𝑆𝑐𝑗 = 𝑆𝑖(𝑇), resolvendo-a, 
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pois, para a temperatura 𝑇𝑖 correspondente à expansão, 𝑣𝑖. Logo, se calculam as 

funções termodinâmicas fundamentais, equação de estado e equilíbrio químico cor-

respondentes até obter a convergência da temperatura, 𝑇𝑖. O processo, então, se 

repete para o próximo volume de expansão, 𝑣𝑖+1, até o volume final estabelecido, 

𝑣𝑓, seja alcançada. 

 

3.2.1 Trabalho Útil 

 

De forma similar, o trabalho útil pode ser avaliado determinando, em primeiro lu-

gar, o estado CJ de explosão e realizando uma expansão adiabática dos produtos 

de detonação a partir de dito estado (Persson et al., 1994; Sanchidrián, 1997; Esen, 

2008). O trabalho de expansão realizado pelos produtos do estado (𝑃𝐶𝐽, 𝑣𝐶𝐽) até um 

determinado estado (𝑃, 𝑣) é: 

𝑊𝑢 = ∫ 𝑃𝑑𝑣
𝑣

𝑣𝐶𝐽

−
1

2
𝑢𝐶𝐽
2  (3.16) 

onde 𝑢𝐶𝐽 e 𝑣𝐶𝐽 são a velocidade de partículas e o volume específico respectivamente 

no estado CJ. A integral sobre a isentrópica pode ser calculada segundo: 

∫ 𝑃𝑑𝑣
𝑣

𝑣𝐶𝐽

= 𝐸(𝑃𝐶𝐽, 𝑣𝐶𝐽) − 𝐸(𝑃, 𝑣) (3.17) 

sendo 𝐸 a energia interna dos produtos de detonação. Por tanto: 

𝑊𝑢 = 𝐸(𝑃𝐶𝐽, 𝑣𝐶𝐽) − 𝐸(𝑃, 𝑣) −
1

2
𝑢𝐶𝐽
2  (3.18) 

O estado (𝑃, 𝑣) até o qual se determina o trabalho útil é um tema de atual 

controversa, ainda que seja geralmente aceitado o critério de pressão de corte a 

100MPa. A pressão de corte vem determinada pelo momento no qual as gretas al-

cançam a face-livre, permitindo o escape dos gases e cessando assim a realização 

de trabalho. 

 

3.3 Funções Termodinâmicas Fundamentais 
 

Para realizar os cálculos termodinâmicos de um dado explosivo, é fundamental e 

necessária a obtenção de propriedades termodinâmicas básicas tanto dos compo-

nentes do explosivo como dos produtos da detonação. Como resumem Sanchidrián 

et al. (2000), as variáveis termodinâmicas primordiais necessárias são aquelas 

como energia interna, entalpias, entropia, calor específico, potencial químico, entre 

outros. 

Assim, inicialmente, para um determinado explosivo, as seguintes informa-

ções são requeridas: (a) Formulação do Explosivo em átomos-gramo por unidade de 

massa; e (b) Energia de formação de cada componente que forma o explosivo. In-

formações sobre a energia de formação dos principais componentes que formam os 

explosivos civis estão disponíveis na literatura, como Kohler & Mayer (1993), por 

exemplo. 
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Por outro lado, a realização de cálculos referentes à detonação requer, em 

todos os casos, o conhecimento dos produtos de detonação formados e suas propri-

edades termodinâmicas, resumindo-se às seguintes informações: (a) Fórmula quí-

mica de cada produto de detonação; (b) Energia Interna ou Entalpia de formação à 

temperatura de referência de 298k. Nos casos em que o equilíbrio químico sejam 

calculados através da minimização não-linear da energia livre, as seguintes infor-

mações também são necessárias: (a) Energia Interna para os Gases 𝐸𝑖 = ∆𝐸𝑓𝑖
298 +

(𝐸𝑇 − 𝐸298)𝑖 e para condensados 𝐸𝑖 = ∆𝐻𝑓𝑖
298 + (𝐻𝑇 − 𝐻298)𝑖; (b) Potencial Químico 

𝜇𝑖
𝑜 = ∆𝐻𝑓𝑖

298 + (𝐻𝑇 − 𝐻298)𝑖 − 𝑇𝑆𝑖; e (c) Entropia 𝑆𝑖 = ∫ 𝑑𝑇 + 𝑆𝑐𝑖
𝐶𝑝𝑖
𝑇

. 

 

3.3.1 Polinômios de Funções Termodinâmicas 

 

Os programas de cálculo termodinâmicos requerem uma rápida solução das equa-

ções que constituem o equilíbrio químico, em base a minimização da energia livre 

de sistemas de elevadas dimensões. Tal tarefa requer, entre outros parâmetros, 

informações termodinâmicas de todas as espécies envolvidas no cálculo para uma 

determinada temperatura. Os parâmetros molares principais, como a entalpia, ca-

lor específico e entropia, são dados tanto em forma de polinômio, em função da 

temperatura, a exemplo dos polinômios publicados pela NASA (Zehe et al., 2002), 

como em tabelas termodinâmicas JANAF (Stull & Prophet, 1971). 

Neste trabalho se optou por usar os polinômios de 9-constantes desenvolvi-

dos pela NASA Glenn Research Center, o qual mantem um banco de dados de mais 

de 2000 espécies. Os coeficientes usados nos polinômios foram obtidos por ajustes 

de mínimos quadrados sobre valores medidas ou calculadas de funções termodinâ-

micas, tanto para espécies condensadas como para gases (Zehe et al., 2002; 

McBride & Gordon, 1992). As funções polinomiais termodinâmicas para a entalpia 

𝐻𝑜(𝑇), entropia 𝑆𝑜(𝑇) e o capacidade calorífica 𝐶𝑃
𝑜(𝑇) apresentam as seguintes for-

mas 

𝐻𝑜(𝑇)

𝑅𝑇
= −𝑎1𝑇

2 + 𝑎2
ln 𝑇

𝑇
+ 𝑎3 + 𝑎4

𝑇

2
+ 𝑎5

𝑇2

3
+ 𝑎6

𝑇3

4
+ 𝑎7

𝑇4

5
+
𝑏1
𝑇

 (3.19) 

𝑆𝑜(𝑇)

𝑅
= −𝑎1

𝑇2

2
− 𝑎2𝑇

−1 + 𝑎3 ln 𝑇 + 𝑎4𝑇 + 𝑎5
𝑇2

2
+ 𝑎6

𝑇3

3
+ 𝑎7

𝑇4

4
+ 𝑏2 (3.20) 

𝐶𝑃
𝑜(𝑇)

𝑅
= 𝑎1𝑇

−2 + 𝑎2𝑇
−1 + 𝑎3 + 𝑎4𝑇 + 𝑎5𝑇

2 + 𝑎6𝑇
3 + 𝑎7𝑇

4 (3.21) 

A NASA vem usando os polinômios de 9-constantes desde 1994 (Zehe et al., 

2002) em substituição de sua forma antecessora de 7-constantes (McBride et al., 

1993). 

 

3.4 Equilíbrio Químico 
 

O cálculo do equilíbrio químico talvez seja uma das etapas mais importantes no 

processo de cálculo termodinâmico de um explosivo (White et al., 1956; Sanchi-

drián, 1986; Borg et al, 1996; Lopez, 2003). Distintos métodos podem ser usados 
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para determinar o equilíbrio de um sistema, tal como o balanço dos potenciais quí-

micos ou minimização da energia livre. No caso da minimização da energia livre, 

por se tratar de um processo de minimização não-linear de elevadas dimensões – 

com múltiplos equilíbrios químicos, devido a combinação de produtos resultantes 

da reação –, sujeita ao balanço de matéria (massa e não negatividade), o método de 

resolução deve ser robusto o suficiente para permitir a obtenção do mínimo global 

do sistema. Como exemplos de soluções, White et al. (1956) desenvolveram uma 

solução usando a técnica da descida mais íngreme. Sanchidrián (1986) propôs uma 

solução pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Borg et al. (1995), em con-

traste, expôs soluções em base a métodos de máxima pendente e probabilístico. 

Lopez (2003) propôs um método de minimização baseado no gradiente projetado. 

 

3.4.1 Problema de Minimização da Energia Livre 

 

A função objetivo 𝑓(𝑥) a minimizar será a energia livre resultante do equilíbrio 

químico dos produtos resultantes da detonação.  Para um dado sistema de s com-

ponentes, a energia libre de Gibbs, 𝐺(𝑛) ou Helmholtz 𝐴(𝑛) é mínima quanto este 

sistema se encontra em equilíbrio. Assim, a estratégia se baseia na ideia de obter, 

como consequência do processo de minimização, uma composição de equilíbrio 𝑛𝑖 
sujeita a umas restrições de balanço de massa e não negatividade. Portanto, temos 

que: 

min
𝑛𝑖
𝐺(𝑛𝑖) 𝑜𝑢 𝐴(𝑛𝑖) (3.22) 

onde a solução, 𝑛𝑖, deve verificar as seguintes condições: 

𝑏𝑗 =∑𝑎𝑖𝑗𝑛𝑖     ;          𝑗 = 1, 2…𝑛𝑒

𝑛𝑃

𝑖=1

 
(3.23) 

 

𝑛𝑖 ≥ 0 
 

onde 𝑏𝑗 são os moles por kg de cada elemento presente; 𝑎𝑖𝑗 é a matriz de coeficientes 
do elemento 𝑗 no produto 𝑖; 𝑛𝑒 é o número de elementos; 𝑛𝑝 é o número de produtos 

de detonação; 𝑛𝑖 é a composição de equilíbrio de espécie, 𝑖. 
 

3.4.2 Otimização Não-Linear de Elevadas Dimensões 

 

O método de ponto interior ou da barreira, desenvolvido na década de 60, é o esco-

lhido para a realização dos cálculos de minimização da energia livre do sistema que 

define o equilíbrio químico no presente trabalho. Este método vem sendo usado 

com sucesso para a resolução de problemas de optimização não-linear. Experiên-

cias numéricas indicam que o método do ponto interior é normalmente mais rápido 

que métodos do tipo SQP para problemas longos, particularmente quando a quan-

tidade de variáveis livres é grande (Nocedal & Wright, 2006). 
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4 Equações de Estado (EOS) 
 

 

 

Em termodinâmica, quando grandezas termodinâmicas de um sistema podem ser 

relacionadas por uma equação constitutiva matemática, o qual descreve o estado 

da matéria submetida a um conjunto de condições físicas, se diz que tal relação é 

uma Equação de Estado (EOS, do inglês Equation of State). No caso mais simples, 

a Equação de Estado de um sistema relaciona a pressão exercida por um fluido em 

um estado mecânico, térmico, material/difusional, elétrico e em equilíbrio químico 

com seu volume, temperatura e massa (Byers Brown & Amaee, 1992). 

No campo descritivo da termodinâmica dos explosivos, a aplicação de uma 

equação de estado deve ser capaz de desenvolver uma adequada performance em 

condições de altíssimas pressões e densidade. A capacidade de prever os parâme-

tros de um explosivo em um determinado estado de detonação, assim como a com-

posição de equilíbrio correspondente, é largamente governada pela equação de es-

tado usada para descrever os diferentes produtos e fases produzidas (Braithwaite 

et al. 1996). 

Braithwaite et al. (1996) definem os principais critérios que devem incorpo-

rar uma equação de estado para que seja capaz de descrever corretamente as pro-

priedades termodinâmicas dos produtos de detonação. Por um lado, deve existir 

uma coerente correspondência com os dados de choque da Hugoniot pura, para as 

espécies não-reagidas e auto consistência nos parâmetros da equação de estado 

usada com as propriedades críticas esperadas; por outro lado, deve incorporar con-

dições químicas adequadas e permitir um comportamento adequado em suas deri-

vadas, como o coeficiente adiabático e Gruneisen gama, por exemplo. Deve também 

permitir um comportamento correto para altas e baixas pressões e uma correspon-

dência entre a velocidade de detonação teórica e experimental. 

 

4.1 Equação de Estado Politrópica e Pseudo-Politrópica 
 

Talvez uma das equações de estado mais básicas seja a politrópica. Em sua forma 

mais simples, se baseia em um índice ou coeficiente gama politrópico 𝛾 constante, 

onde se permite modelar gases densos com moderada precisão (Fickett & Davis 

1979; Bdzil 1981; Wescott et al., 2004; Short et al. 2008). Entretanto, esta equação 

de estado vem sendo historicamente usada para validar distintos modelos 
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termodinâmicos, principalmente por permitir um tratamento analítico em distin-

tos modelos de detonação, incluindo modelos não-ideais (Chan, 1981; Kirby & Lei-

per, 1985; Cowperthwaite, 1995; Sharpe & Braithwaite, 2005). 

A equação de estado politrópica vem dada por: 

𝐸 =
𝑃𝑣

(𝛾 − 1)
− 𝜆𝑄 (4.1) 

onde 𝑃 é a pressão; 𝑣 é o volume específico; 𝑄 é o calor de explosão, representado 

toda a energia contida no explosivo; 𝛾 é o índice politrópico, que se mantem cons-

tante; 𝜆 é a fração reagida do explosivo (𝜆 = 0 para não reagido e 𝜆 = 1 completa-

mente reagido). 

Com esta equação de estado, a velocidade de detonação ideal se relaciona 

com os demais parâmetros da seguinte forma: 

𝐷2 = 2(𝛾2 − 1)𝑄 (4.2) 

onde D é a velocidade de detonação ideal. 

Por outro lado, a equação de estado politrópica pode ser ampliada para um 

estado quadrático em gama, dependente dos volumes específicos ou densidade. 

Nesta forma, passa-se a chamar de equação de estado Pseudo-Politrópica (Sharpe 

& Braithwaite, 2005). 

𝐸 =
𝑃𝑣

(𝛾∗ − 1)
− 𝜆𝑄 (4.3) 

onde  

𝛾∗ = 𝛾𝑜 + 𝛾1
𝜌

𝜌𝑜
+ 𝛾2 (

𝜌

𝜌𝑜
)
2

 (4.4) 

onde 𝜌 é a densidade, sendo 𝜌𝑜 a densidade inicial do explosivo. Esta equação pode 

ser descrita tanto em termos de densidade como em volume específico 𝜌 = 1/𝑣.  As 

constantes 𝛾𝑜, 𝛾1 e 𝛾2 são determinadas ao realizar o ajuste da isentrópica do parâ-

metro gama, de tal forma que 𝛾𝑜 corresponde ao valor no estado ideal, Chapman-

Jouguet. Por outro lado, quando a expansão isentrópica tende ao infinito, os valores 

resultantes em 𝛾∗ devem corresponder aos valores 𝛾. 

 

4.2 Equação de Estado para Condensados 
 

Nem todos os produtos resultantes da detonação de um explosivo são gasosos. Fre-

quentemente se encontram entre eles produtos condensados em estado líquido e/ou 

sólido, principalmente quando o explosivo é muito deficitário em oxigênio (Lopez, 

2003). Entre os mais comuns, se encontram o grafite e a alumina. Sanchidrián 

(1986), utiliza uma estratégia em base à aplicação de coeficientes de compressibi-

lidade isoterma 𝑥𝑡 e dilatação isobara constantes 𝛼𝑝, definidas como: 
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𝑥𝑇 = −
1

𝑣
(
𝜕𝑣

𝜕𝑃
)
𝑇
 (4.5) 

𝛼𝑝 =
1

𝑣
(
𝜕𝑣

𝜕𝑇
)
𝑃
 (4.6) 

 Está alternativa é consideravelmente melhor se comparada à frequente as-

sunção de que os produtos condensados se mantêm incompressíveis durante o pro-

cesso. Aplicando tal conceito, Sanchidrián (1986) define a seguinte equação para a 

variação da densidade (ou alternativamente o volume específico) de acordo com as 

variações das pressões e temperatura em um determinando estado de equilíbrio 

químico 

𝜌 = 𝜌𝑜
1 +

𝑥𝑡
2
(𝑃 − 𝑃𝑜) −

3
2𝛼𝑝

(𝑇 − 𝑇𝑜)

1 −
𝑥𝑡
2
(𝑃 − 𝑃𝑜) +

3
2𝛼𝑝

(𝑇 − 𝑇𝑜)
 (4.7) 

onde 𝜌 e 𝜌𝑜 a densidade e densidade inicial.  

A equação (4.7) pode ser usada para estima o volume total dos condensados, 

tendo em conta a quantidade em massa de tais produtos. De posse deste valor, o 

volume total dos produtos de detonação pode ser calculado e, como consequência, o 

volume realmente ocupado pelos gases (Lopez, 2003). 

 

4.3 Equação de Estado Becker-Kistiakowsky-Wilson (BKW) 
 

A equação de estado Becker-Kistiakowsky-Wilson (BKW) tem sido amplamente 

usada para determinar as propriedades e os estados de detonação de explosivos 

(Sanchidrián, 1986; Mader, 1967, 1998, 2008). Sua primeira versão data de 1921, 

introduzida por Becker e desenvolvida anos depois por Kistiakowsky & Wilson 

(1941) e Cowan & Fickett (1956). A forma final da equação de estado BKW é 

𝑃𝑣𝑔

𝑅𝑇
= (1 + 𝑋𝑒𝛽𝑋) (4.8) 

onde os parâmetros usados no modelo BKW são 𝛼, 𝛽, 𝜅, 𝜃. Onde 𝑣𝑔 é o volume 
molar, 𝛼, 𝛽, 𝜅, 𝜃 são constantes. K é um covolume, definido como 

𝐾 = 𝜅∑𝑥𝑖𝑘𝑖
𝑖=1

 (4.9) 

onde 𝑥𝑖 = 𝑛𝑖/𝑛𝑔 é a fração molar; 𝑘𝑖 é covolume de cada espécie gasosa i; 𝑛𝑔é número 
de moles gasosos por unidade de massa; 𝑛𝑖 é composição de uma mistura (moles do 

composto i por unidade de massa) 

𝑋 =
𝐾

𝑣𝑔(𝑇 + 𝜃)𝛼
 (4.10) 

O fator de imperfeição BKW é 
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𝐹 = 1 + 𝑋𝑒𝛽𝑋 (4.11) 

A equação de estado BKW é estritamente empírica. Seus coeficientes (α, β, κ 

e θ) e covolumes têm sido alvo de constantes reparametrizações e calibrações com 

o intuito de conseguir uma boa aproximação com valores experimentais de veloci-

dade de detonação e pressões, sendo as últimas publicadas por Hobbs & Baer 

(1993) e Fried & Souers (1996) conhecidas como BKW-S e BKW-C, respectiva-

mente. Entretanto, ainda que a última parametrização importante seja a BKS-C, 

a versão mais amplamente usada é a BKW-S, devido a que se dispõe de uma maior 

e mais extensa base de dados de produtos (Lopez, 2003). 

 
Tabela 1: Principais jogos de Parâmetros para a EOS BKW (Lopez, 2003). 

 Parâmetros 𝜶 𝜷 𝜽(𝐾) 𝜿(𝑐𝑚3𝐾𝛼) Referência 

 BKW-R 0.5 0.18 1850 11.8 Finger at al.,1976 

 BKW-S’ 0.5 0.17 5160 11.85 Hobbs & Baer, 1992 

 BKW-S 0.5 0.298 6620 10.5 Hobbs & Baer, 1993 

 BKW-C 0.5 0.403 5441 10.86 Fried & Souers, 1996 

 

O jogo de parâmetros adotado no presente trabalho é o BKW-S, publicado 

por Hobbs & Baer (1993), que é o mesmo usado pelos códigos termodinâmicos 

CHEETAH e W-DETCOM (Lopez, 2003). Por outro lado, os covolumes correspon-

dentes a esse jogo de parâmetros podem ser observados na Tabela 1 (Hobbs & Baer, 

1992). 
Tabela 2: Covolumes BKW-S (Hobbs & Baer, 1992) 

Composto Estado Covolume (Å3) 

C Condensado 250 

CH4 Gás 493 

CO Gás 614 

CO2 Gás 663 

H Gás 69 

H2 Gás 153 

H2O Gás 376 

NH3 Gás 418 

NO Gás 394 

NO2 Gás 626 

N2 Gás 376 

N2O Gás 812 

OH Gás 372 

O2 Gás 316 

 

 

4.3.1 Termo de imperfeição (BKW) 

 

O desenvolvimento do termo de imperfeição adequado à equação de estado BKW 

se baseia nos trabalhos de Sanchidrián (1986) e Mader (1998, 2008). Partindo, da 

definição da equação de estado BKW 
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𝑃𝑣𝑔 = 𝑅𝑇𝐹 (4.12) 

 se calcula a derivada com respeito a T, com 𝑣𝑔 constante. Logo 

(
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

𝑣𝑔 = 𝑅 [𝐹 + 𝑇 (
𝜕𝐹

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

] (4.13) 

As derivadas que aparecem na equação, ou seja, sobre as expressões de F, se 

obtém da seguinte forma 

(
𝜕𝐹

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

= (
𝜕𝑋

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

𝑒𝛽𝑋 + 𝑋𝑒𝛽𝑋𝛽 (
𝜕𝑋

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

= 𝑒𝛽𝑋(1 + 𝛽𝑋) (
𝜕𝑋

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

 (4.14) 

onde a derivada de X com respeito a temperatura vem dada por 

(
𝜕𝑋

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

= −
𝛼𝐾

𝑣𝑔(𝑇 + 𝜃)𝛼+1
= −

𝛼𝑋

𝑇 + 𝜃
 (4.15) 

Logo, podemos escrever 

𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

− 𝑃 = −𝑃
𝛼𝑇𝑋𝑒𝛽𝑋(1 + 𝛽𝑋)

𝐹(𝑇 + 𝜃)
 (4.16) 

Realizando a integral de ambos lados da equação 

∫ [𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

− 𝑃]
𝑣𝑔

∞

𝑑𝑣𝑔 = ∫ −
𝑃𝛼𝑇

(𝑇 + 𝜃)

𝑋𝑒𝛽𝑋(1 + 𝛽𝑋)

𝐹

𝑣𝑔

∞

𝑑𝑣𝑔 (4.17) 

e desenvolvendo a integral do lado direito da equação 

∫ −
𝑃𝛼𝑇

(𝑇 + 𝜃)

𝑋𝑒𝛽𝑋(1 + 𝛽𝑋)

𝐹

𝑣𝑔

∞

𝑑𝑣𝑔 =
𝑃𝛼𝑇

(𝑇 + 𝜃)
∫

𝑋𝑒𝛽𝑋(1 + 𝛽𝑋)

𝐹

∞

𝑣𝑔

𝑑𝑣𝑔 (4.18) 

como 𝑃/𝐹 = 𝑅𝑇/𝑣𝑔, a integral torna-se 

𝑅𝛼𝑇2

𝑇 + 𝜃
∫

𝑋𝑒𝛽𝑋(1 + 𝛽𝑋)

𝐹

∞

𝑣𝑔

𝑑𝑣𝑔 (4.19) 

Realizando uma mudança de variável: 

 

𝑋 =
𝐾

𝑣𝑔(𝑇 + 𝜃)𝛼
 

 

𝑑𝑋 =
𝐾

𝑣𝑔2(𝑇 + 𝜃)𝛼
𝑑𝑣𝑔 

 

Logo 
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𝑑𝑋

𝑋
= −

𝑑𝑣𝑔

𝑣𝑔
 

 

Consequentemente, os limites se tornam 

 
𝑣𝑔 → ∞   ∴     𝑋 → 0 

𝑣𝑔 → 𝑋 

 

Assim, temos que 

𝑅𝛼𝑇2

𝑇 + 𝜃
∫ 𝑋𝑒𝛽𝑋(1 + 𝛽𝑋)
𝑋

0

𝑑𝑋

𝑋
 

 

𝑅𝛼𝑇2

𝑇 + 𝜃
∫ 𝑒𝛽𝑋(1 + 𝛽𝑋)
𝑋

0

𝑑𝑋 

 

𝑅𝛼𝑇2

𝑇 + 𝜃
[∫ 𝑒𝛽𝑋

𝑋

0

𝑑𝑋 +∫ 𝛽𝑋𝑒𝛽𝑋
𝑋

0

𝑑𝑋] (4.20) 

onde as integrais constituintes são 

 

∫ 𝑒𝛽𝑋
𝑋

0

𝑑𝑋 =
1

𝛽
𝑒𝛽𝑋|

0

𝑋

=
1

𝛽
(𝑒𝛽𝑋 − 1) 

 

∫ 𝛽𝑋𝑒𝛽𝑋
𝑋

0

𝑑𝑋 =
1

𝛽
𝑒𝛽𝑋(𝛽𝑋 − 1)|

0

𝑋

=
1

𝛽
[𝑒𝛽𝑋(𝛽𝑋 − 1) + 1] (4.21) 

Combinado com a equação (B.22), chegamos a 

 

∫ [𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

− 𝑃]
𝑣𝑔

∞

𝑑𝑣𝑔 =
𝑅𝛼𝑇2

𝑇 + 𝜃

1

𝛽
[𝑒𝛽𝑋 − 1 + 𝛽𝑋𝑒𝛽𝑋 − 𝑒𝛽𝑋 + 1] 

 

𝑅𝛼𝑇2

𝑇 + 𝜃
𝑋𝑒𝛽𝑋 = 𝑅𝑇

𝛼𝑇

𝑇 + 𝜃
(𝐹 − 1) (4.22) 

Finalmente, a expressão final o termo de imperfeição da equação de estado BKW 

𝐸𝑖𝑚𝑝 = 𝑛𝑔𝑅𝑇
𝛼𝑇

𝑇 + 𝜃
(𝐹 − 1) (4.23) 

 

4.3.2 Cálculo da Energia Livre de Gibbs (BKW) 

 

O desenvolvimento das equações termodinâmicas necessárias para o cálculo da 

energia livre se baseia nos trabalhos desenvolvidos por Aguilar (trabalho não pu-

blicado) e estendidas por Sanchidrián (1986). 
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Da termodinâmica, se tem que a entalpia livre 𝐺 é definida como 

𝐺 = 𝐻 − 𝑇𝑆 (4.24) 

A entalpia derivada para a equação de estado BKW é dada por: 

𝐻 =∑𝑛𝑖𝐻𝑖
𝑜

𝑁𝑔

𝑖

+ 𝑛𝑔𝑅𝑇(𝐹 − 1) (
𝛼𝑇

𝑇 + 𝜃
+ 1) (4.25) 

Por outro lado, a entropia é dada por 

𝑆 =∑𝑛𝑖𝑆𝑖
𝑜

𝑁𝑔

𝑖

− 𝑅(∑𝑛𝑖 ln
𝑛𝑖
𝑛𝑔

𝑁𝑔

𝑖

+ 𝑛𝑔 ln
𝑃

𝑃𝑜
) + 𝑛𝑔𝑅 (ln 𝐹 −

𝑒𝛽𝑋 − 1

𝛽
+ 𝛼

𝐹 − 1

𝑇 + 𝜃
) (4.26) 

Logo, a entalpia libre ou energia de Gibbs é 

𝐺 =∑𝑛𝑖𝐻𝑖
𝑜

𝑁𝑔

𝑖

+ 𝑛𝑔𝑅𝑇(𝐹 − 1) (
𝛼𝑇

𝑇 + 𝜃
+ 1)

− 𝑇 [∑𝑛𝑖𝑆𝑖
𝑜

𝑁𝑔

𝑖

− 𝑅(∑𝑛𝑖 ln
𝑛𝑖
𝑛𝑔

𝑁𝑔

𝑖

+ 𝑛𝑔 ln
𝑃

𝑃𝑜
)

+ 𝑛𝑔𝑅 (ln 𝐹 −
𝑒𝛽𝑋 − 1

𝛽
+ 𝛼

𝐹 − 1

𝑇 + 𝜃
)] 

(4.27) 

Tendo em conta que 𝐻𝑖
𝑜 − 𝑇𝑆𝑖

𝑜 = 𝐺𝑖
𝑜 

𝐺 =∑𝑛𝑖𝐺𝑖
𝑜

𝑛𝑝𝑔

𝑖=1

+ 𝑅𝑇 [∑𝑛𝑖 ln
𝑛𝑖
𝑛𝑔

𝑛𝑝𝑔

𝑖=1

+ 𝑛𝑔 ln
𝑃

𝑃𝑜
] − 𝑛𝑔𝑅𝑇 [ln 𝐹 −

𝑒𝛽𝑋 − 1

𝛽
− (𝐹 − 1)] (4.28) 

onde 𝐺 é a energia livre de Gibbs; 𝐺𝑖
𝑜 é a energia livre referente a espécie 𝑖; 𝑛𝑖 com-

posição de equilíbrio, referente a espécie 𝑖; 𝑇 é a temperatura; 𝑃 é a pressão; 𝑃𝑜 é a 

pressão inicial, normalmente a ambiente; 𝑅 é a constante universal dos gases; 𝑛𝑝𝑔 

e 𝑛𝑃𝑇 são a quantidade de espécies gasosas e condensadas, respectivamente; 𝑛𝑔 

quantidade de moles por quilo de produtos gasosos; 𝛼𝑝𝑖 e 𝑥𝑡1 são os coeficientes de 

compressibilidade isoterma e dilatação isóbara; 𝑣𝑖
𝑜 e 𝑣𝑖 são os volumes específicos 

iniciais e finais dos produtos condensados. 

 

4.4 Equação de Estado Jacobs-Cowperthwaite-Zwisler (JCZ) 
 

A equação de estado JCZ foi apresentada por Cowperthwaite & Zwisler (1976) 

como uma expansão da equação de estado desenvolvida por Jacobs (1963, 1969) ao 

introduzir regras de misturas para n moles de s espécies de produtos de detonação 

em uma dada relação termodinâmica entre a pressão, temperatura e volume. A 

JCZ EOS se baseia em fundamentos da mecânica estatística ao utilizar os poten-

ciais intermoleculares para descrever o comportamento termodinâmico dos produ-

tos gasosos resultantes da detonação de materiais energéticos (Cowperthwaite & 

Zwisler, 1976). Por outro lado, diferentemente da equação de estado BKW, a JCZ 
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incorpora termos que descrevem as pressões tanto de forma termo-independente 

como termo-cinético (Guidry, et al., 1978). 

 
Tabela 3: Jogo de Parâmetros JCZ-S (McGee et al., 1998) 

ID Composto Estado 𝒓∗(Å) 𝜺/𝒌(K) ID Composto Estado 𝒓∗(Å) 𝜺/𝒌(K) 

1 Al G 2,98 2750 22 Na G 4,00 1375 

2 AlH G 4,71 300 23 NaCN G 5,58 500 

3 AlN G 4,85 100 24 NaH G 5,13 50 

4 AlO G 4,78 100 25 NaO G 5,26 300 

5 Al2O G 5,59 500 26 NaOH G 4,27 1962 

6 Al2O2 G 5,48 500 27 Na2 G 6,12 400 

7 CH4 G 4,23 154 28 OH G 3,29 80 

8 CO G 3,88 98 29 O2 G 3,86 125 

9 COS G 5,02 200 30 SO2 G 4,53 348 

10 CO2 G 4,22 244 31 CL G 4,06 131 

11 CS2 G 5,03 467 32 CL2 G 4,73 316 

12 CaO2H2 G 6,50 300 33 CL2O G 5,07 300 

13 H G 2,00 145 34 HCL G 3,35 345 

14 H2 G 2,85 38 35 HOCL G 4,50 350 

15 H2O G 3,06 356 36 NOCL G 4,74 356 

16 H2S G 4,07 301 37 NO2CL G 4,90 300 

17 NH3 G 3,33 481 38 C C 3,70 71,4 

18 NO G 4,15 117 39 Al(L) C 2,98 2750 

19 NO2 G 4,77 349 40 AlN C 4,85 100 

20 N2 G 4,00 102 41 Al2O3 C 5,48 500 

21 N2O G 4,30 232 42 CaO C 5,22 100 

 

Quando apropriadamente parametrizada, a equação de estado JCZ oferece 

uma melhora substancial não somente na capacidade preditiva das pressões e ve-

locidades de detonação, mas também da temperatura, composição de equilíbrio e 

expansões isentrópicas (Guidry, et al., 1978). Neste sentido, um substancial esforço 

foi dedicado no desenvolvimento das parametrizações apropriadas para a JCZ nas 

últimas quatro décadas (Cowperthwaite & Zwisler, 1976; Guidry, et al., 1978; Stiel 

et al., 1993; Stiel et al., 1996; McGee et al., 1998; Hobbs et al., 2014). A limitada 

disponibilidade de espécies gasosas nos primeiros anos de aplicação da JCZ foi su-

perada nos anos 90 com a introdução do banco de dados proposto por Hobbs et al. 

(1998). Este banco de dados, apresentado parcialmente na Tabela 3, conhecido por 

JCZ-S, em referência ao laboratório de Sandia, USA, incorporou 56 elementos, 747 

gases e mais de 400 produtos condensados (Hobbs et al., 2014). O desenvolvimento 

do banco de dados JCZ-S se baseou na obtenção das constantes das forças poten-

ciais para cada uma das espécies consideradas de forma a parametrizar a função 

potencial exponencial 6 (EXP-6) 
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𝜑(𝑟) = 𝜀 [(
6

𝜂 − 6
) exp [𝜂 (1 −

𝑟

𝑟∗
)] − (

𝜂

𝜂 − 6
) (
𝑟∗

𝑟
)
6

] (4.29) 

onde 𝜑(𝑟) é a função potencial exponencial 6; 𝜀 é a profundidade do vale do poten-

cial e 𝑟∗ é o raio da mínima energia do par de potenciais. Os parâmetros de forças 

moleculares 𝜀, 𝜂 e 𝑟∗ são requeridos para cada uma das espécies. A constante de 

força é frequentemente dada como 𝜀/𝑘, onde 𝑘 é a constante de Boltzmann. 

 

4.4.1 Desenvolvimento da JCZ EOS 

 

A definição da equação de estado JCZ, formulada por Cowperthwaite & Zwisler 

(1976), é 

𝑃 =
𝑛𝑅𝑇

𝑉
𝐺(𝑉, 𝑇) + 𝑝𝑜(𝑉) (4.30) 

onde 𝑃, 𝑛, 𝑅, 𝑇 e 𝑉 representam a pressão, número de moles, constante universal 

dos gases, temperatura e o volume específico, respectivamente. Sendo 

𝑛 =∑𝑛𝑖

𝑠

𝑖=1

 (4.31) 

onde s é o número total de espécies gasosas. 

Ademais, a JCZ EOS incorpora duas funções: 𝐺(𝑉, 𝑇) e 𝑝𝑜(𝑉). A primeira 

função introduz a contribuição termal das pressões geradas pelas forças intermo-

leculares enquanto a segunda trata de captar a pressão reticular ao longo da iso-

terma em zero grau. Para gases ideais, 𝐺(𝑉, 𝑇) se aproxima a 1 e 𝑝𝑜(𝑉) a zero. Essas 

funções dependem do potencial intermolecular, e sua dependência não é trivial 

(McGee et al., 1998). 

A função 𝑝𝑜(𝑉), definida em base à estatística termodinâmica, foi proposta 

por Jacobs (1969) como 

𝑝𝑜(𝑉) = −
𝑑𝐸𝑜
𝑑𝑉

 (4.32) 

onde 𝐸𝑜 é o volume potencial, definida como uma função dos componentes adimen-

sionais de repulsão e atração  𝜑𝑅 e 𝜑𝐴, respectivamente, tal que 

𝐸𝑜 =
𝑒𝑜𝑚𝑙

2(𝑙 − 𝑚)
(𝜑𝑅 − 𝜑𝐴) (4.33) 

onde 𝑙 e 𝑚 são os expoentes repulsivos e atrativos, respectivamente, e 𝑒𝑜 a profun-

didade do vale do potencial na distância de equilíbrio 𝑟∗.  
A seleção do par de funções que representam os potenciais intermoleculares 

para uma correta descrição do comportamento dos produtos de detonação é extre-

mamente importante. Normalmente, o termo de atração, 𝑚, é assumido como 6. 

Por outro lado, o termo repulsivo, 𝑙, pode assumir distintos valores dependendo do 

tipo de par de potenciais elegido. Quando selecionado o par de potenciais 6-12, o 
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valor de 𝑙 é, consequentemente, 12, e a equação de estado chama-se JCZ-2. Da 

mesma forma, quando o par de potenciais é do tipo 13,5-6, o valor de termo repul-

sivo, 𝑙, é fixado como 13,5 e a equação se passa a chamar JCZ-3 (Wang et al. 1985). 

A equação de estado JCZ-3, ademais, emprega uma função de repulsão do tipo ex-

ponencial 6 (EXP 6). Um grande esforço foi recentemente realizado pelo laboratório 

Sandia, USA (McGee et al, 1998; Hobbs et al., 1998) com o objetivo de ampliar o 

banco de dados da JCZ-3 para mais de 700 gases em base ao par de potenciais do 

tipo EXP 13-6, quer dizer, aplicando um termo de repulsão, 𝑙, de 13. Como resul-

tado da aplicação desse banco de dados, se passa a identificar a equação de estado 

como JCZ-S, em referência ao laboratório Sandia. 

As funções de repulsão e atração, 𝜑𝑅 e 𝜑𝐴, são definidas, de acordo com Cow-

perthwaite & Zwisler (1976), como 

𝜑𝑅 =
𝐵𝑙
𝑙
exp [𝑙 − 𝑙 (

𝑉∗

𝑉
)
−1/3

] (4.34) 

𝜑𝐴 =
𝐵𝑚
𝑚
(
𝑉∗

𝑉
)
𝑚/3

 (4.35) 

onde 𝐵𝑙 e 𝐵𝑚 são as constantes de Madelung para o caso de sistemas cristalinos 

cúbicos de face centrada.  

 Logo, uma vez conhecida a forma de 𝐸𝑜, a expressão da pressão reticular 

𝑝𝑜(𝑉) pode ser calculada como −𝑑𝐸𝑜/𝑑𝑉 

𝑝𝑜 = −
𝑒𝑜𝑚𝑙

2(𝑙 − 𝑚)
{
𝐵𝑚
3𝑉

(
𝑉∗

𝑉
)
𝑚/3

−
𝐵𝑙

3(𝑉∗𝑉2)1/3
exp [𝑙 − 𝑙 (

𝑉∗

𝑉
)
−1/3

]} (4.36) 

onde os valores de 𝑒𝑜 e 𝑉∗são calculados através de regras específicas de misturas 

de distintas espécies. 

Por outro lado, o fator 𝐺 foi formulado em termos de densidades e tempera-

turas adimensionais, sendo definido como 

𝐺(𝑉, 𝑇) = 1 −
𝑉

𝑓
(
𝜕𝑓

𝜕𝑉
)
𝑇
 (4.37) 

onde o fator 𝑓 está formulado com o fim de permitir um comportamento dentro dos 

limites dos erros computacionais no cálculo do fator 𝐺 (Cowperthwaite & Zwisler, 

1976). Assim, está definido como a soma dos fatores dos produtos gasosos e sólidos, 

𝑓 = 𝑓𝑔 + 𝑓𝑠, de tal forma que o termo dos produtos gasosos 𝑓𝑔 domina a somatória 

em baixas densidades enquanto o termo dos sólidos 𝑓𝑠 domina a altas densidades.  

A expressão para 𝑓𝑔 foi estruturada com coeficientes viriais calculados com 

o potencial repulsivo 

𝑓𝑔 = 1 + 𝑎1𝑦 + 𝑎2𝑦
2 +⋯+ 𝑎𝑞𝑦

𝑞 (4.38) 

onde o jogo de constantes 𝑎𝑖 são definidos por um jogo de relações recorrentes em 

termos de coeficientes na expansão virial determinada pelos cálculos de Monte 
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Carlos (Cowperthwaite & Zwisler, 1976). As relações de recorrência são as condi-

ções para que o fator G se reduza à expansão virial quando 𝑦 se aproxima a zero, 

sendo 𝑦 definido como 

𝑦 =
𝑉∗

𝑉
(
𝐹

𝑙
)
3

 (4.39) 

onde 𝐹 vem dado por 

𝐹 = 𝑐 + 𝑙 − ln [
𝑛𝑅𝑇

𝑒𝑜
(
𝑙 − 𝑚

𝑚
)] (4.40) 

sendo 𝑐 o coeficiente de Euler–Mascheroni. 

Já a expressão 𝑓𝑠 foi desenvolvida com base na aproximação harmônica de 

Einstein para materiais sólidos, com potencial repulsivo para um sistema crista-

lino cúbico de face centrada 

𝑓𝑠 = 2 [
𝑒𝑜
𝑛𝑅𝑇

(
𝑚

𝑙 − 𝑚
)
𝑧

𝜋
(𝑧 − 2)𝑒𝑙−𝑧]

3/2

 (4.41) 

onde 𝑧 = 𝑙(𝑉∗/𝑉)−1/3. 
A aplicação destas equações requer um jogo de regras de misturas entre os 

distintos produtos de reação com o objetivo de quantificar os parâmetros 𝑒𝑜 e 𝑉∗. 
Estas expressões foram formuladas considerando que as interações entre as dis-

tintas moléculas pudessem ser bem descritas através de interações par a par (Cow-

perthwaite & Zwisler, 1976). A equação de estado JCZ foi formulada para uma 

mistura de 𝑛 moles com 𝑠 espécies em base as regras típicas de misturas de espécies 

𝑒𝑜 =
1

𝑛
∑∑𝑛𝑖𝑛𝑗𝑒𝑖𝑗

𝑗𝑖

 (4.42) 

𝑉∗ =
1

𝑛
∑∑𝑛𝑖𝑛𝑗𝑣𝑖𝑗

∗

𝑗𝑖

 (4.43) 

onde os parâmetros 𝑒𝑖𝑗 e 𝑣𝑖𝑗
∗  são calculados através das seguintes relações 

𝑒𝑖𝑗

𝑅
= (

𝜀𝑖
𝑘

𝜀𝑗

𝑘
)
1/2

 (4.44) 

𝑣𝑖𝑗
∗ =

𝑁

√2
(𝑟𝑖𝑗

∗ )
3
 (4.45) 

𝑟𝑖𝑗
∗ =

𝑟𝑖
∗ + 𝑟𝑗

∗

2
 (4.46) 

onde N é o número de Avogadro; 𝑟𝑖
∗ e 𝑟𝑗

∗ são as distâncias de equilíbrio dos poten-

ciais do par de espécies i e j. Os valores para 𝜀𝑖/𝑘 e 𝑟𝑖
∗, para cada espécie i, são 

dados por McGee et al. (1998), conformando o banco de dados Sandia (JCZ-S).  
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4.4.2 Cálculo do Estado Chapman-Jouguet CJ 

 

Como já exposto, o estado CJ de um explosivo pode ser determinado satisfazendo 

os seguintes critérios: 

 

1. No loco sônico, Chapman-Jouguet, a reta de Rayleigh deve ser tangente à 

curva Hugoniot 

𝑑𝑃

𝑑𝑉
|
𝑆
≡
𝑑𝑃

𝑑𝑉
|
𝑇
=
𝑃 − 𝑃𝑜
𝑉 − 𝑉𝑜

 (4.47) 

2. A energia deve se conservar através da frente de choque, o que em termos 

das relações de Hugoniot, é mesmo que 

𝐸 − 𝐸𝑜 =
1

2
(𝑃 + 𝑃𝑜)(𝑉𝑜 − 𝑉) (4.48) 

Entretanto, para poder aplicar as relações Chapman-Jouguet, são necessá-

rias expressões que permitam calcular tanto a derivada da Hugoniot da pressão 

em relação ao volume específico como a energia interna dos produtos de detonação 

em equilíbrio químico. Tais expressões serão desenvolvidas em seguida.  

 

4.4.2.1 Derivada da isentrópica da pressão em relação ao volume 

 

Como a expansão isentrópica começa no ponto CJ, a derivada da equação de estado 

em relação ao volume permite calcular a tangente correspondente ao ponto inicial 

da expansão, CJ. Assim, tomando a derivada de (4.30) em relação a V chegamos a 

seguinte expressão 

(
𝜕𝑃

𝜕𝑉
)
𝑇
= −𝐺 (

𝑛𝑅𝑇

𝑉2
) + (

𝜕𝐺

𝜕𝑉
)
𝑛𝑅𝑇

𝑉
+
𝜕𝑝𝑜
𝜕𝑉

 (4.49) 

onde as derivas 𝜕𝐺/𝜕𝑉 e 𝜕𝑝𝑜/𝜕𝑉 são necessárias para realizar os cálculos. 

A expressão para 𝜕𝑝𝑜/𝜕𝑉 se obtém diretamente derivando a equação (4.36) 

em relação ao volume. Em outras palavras, seria a segunda derivada da energia 

potencial 𝐸𝑜, resultando em 

𝜕𝑝𝑜
𝜕𝑉

=
𝑒𝑜𝑚𝑙

18(𝑙 − 𝑚)

𝑒−𝑧

𝑉∗
2
3𝑉

11
3

[𝐵𝑚(𝑚 + 3) (
𝑉∗2+𝑚

𝑉𝑚−5
)

1
3

𝑒𝑧 + 𝐵𝑙𝑉
2(−𝑙√𝑉

3
− 2√𝑉∗

3
)𝑒𝑙] (4.50) 

onde 𝑧 = 𝑙(𝑉∗/𝑉)−
1

3. 

Para realizar o cálculo do fator 𝐺, e sua correspondente derivada 𝜕𝐺/𝜕𝑉, é 

necessário conhecer primeiramente a derivada do fator 𝑓 com relação ao volume 

específico V. Como a função 𝑓 é definida como a soma entre as contribuições gasosas 

e sólidas, temos que 
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(
𝜕𝑓

𝜕𝑉
)
𝑇
=
𝜕

𝜕𝑉
(𝑓𝑔 + 𝑓𝑠) =

𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑉
+
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑉

 (4.51) 

onde se permite calcular as derivadas dos fatores relativos aos gases e sólidos de 

forma independente.  

Como consequência da definição da função G, as expressões resultantes da 

sua derivada são extensas, uma vez que se combinam distintas expressões com 

términos viriais de ordem 𝑞 (ver equação (4.38)). Assim que um truncamento em 

uma ordem não muito alta é conveniente para tornar as equações mais tratáveis. 

Assim, pois, realizando o truncamento da expressão virial do fator 𝑓𝑔 em 𝑞 = 3, 

chegamos que a derivada da expressão (4.38) é 

𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑉
= −𝑎1 (

𝐹

𝑙
)
3 𝑉∗

𝑉2
− 2𝑎2 (

𝐹

𝑙
)
6 𝑉∗2

𝑉3
− 3𝑎3 (

𝐹

𝑙
)
9 𝑉∗3

𝑉4
 (4.52) 

Outrossim, a derivada do fator relativo aos sólidos 𝑓𝑠, definida pela equação 

(4.41), será 

𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑉

= − [
𝑒𝑜

𝑛𝑅𝑇𝜋
(
𝑚

𝑙 − 𝑚
)]
3/2 𝑙√(𝑧 − 2)𝑧

𝑉∗𝑉
2
3

[𝑙2𝑉
2
3 − 4𝑙(𝑉∗𝑉)

1
3 + 2𝑉∗

2
3] 𝑒[

3
2
(𝑙−𝑧)]

 (4.53) 

Finalmente, uma vez conhecida os fatores 𝑓𝑔 e 𝑓𝑠, e suas derivadas, o valor 

de G pode ser calculado através 

𝐺(𝑉, 𝑇) = 1 −
𝑉

𝑓𝑔 + 𝑓𝑠
(
𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑉
+
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑉
) (4.54) 

 

4.4.2.2 Termo de imperfeição (JCZ) da energia livre 

 

Partindo da equação de estado JCZ (4.30) e derivando-a com relação à 𝑇, para uma 

𝑉 constante, chegamos a 

(
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑉
= (

𝜕𝐺

𝜕𝑇
)
𝑉

𝑛𝑅𝑇

𝑉
+ 𝐺

𝑛𝑅

𝑉
+ (

𝜕𝑝𝑜
𝜕𝑇

)
𝑉
 (4.55) 

Logo, valendo-se da equação (B.18), e substituindo as equações (4.30), (4.29) 

e (4.55), podemos escrever que 

∫ [
𝑛𝑅𝑇2

𝑉
(
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)
𝑉
+ 𝑇 (

𝜕𝑝𝑜
𝜕𝑇

)
𝑉
+ (

𝜕𝐸𝑜
𝜕𝑉

)]
𝑉

∞

𝑑𝑉 (4.56) 

resultando, finalmente, na expressão que representa o termo de imperfeição para 

a equação de estado JCZ 

𝑛𝑅𝑇2∫ [
1

𝑉
(
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)
𝑉
]

𝑉

∞

𝑑𝑉 + 𝐸𝑜(𝑉) (4.57) 
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que, combinada com a equação (B.21), se permite calcular a energia interna cor-

respondente ao estado de detonação em estudo. No presente trabalho, a resolução 

desta integral se dará de forma numérica. 

 

4.4.3 Cálculo da Energia Livre de Helmholtz (JCZ) 

 

A estratégia de cálculo do equilíbrio químico adotado neste trabalho se baseia na 

minimização da energia livre. No caso da equação de estado BKW, como visto na 

sessão 4.3, se aplica a energia livre de Gibbs. Entretanto, no caso da JCZ, é conve-

niente minimizar a energia livre de Helmholtz, uma vez que sua expressão foi de-

finida por Cowperthwaite & Zwisler (1976) de tal forma que pudesse ser escrita 

explicitamente em função de 𝐺, 𝑓 e da energia livre de Helmholtz do gás ideal, tal 

como 

𝐴 = 𝐴∗ + 𝐸𝑜(𝑉) + 𝑅𝑇 ln 𝑓 (4.58) 

onde 𝐴∗ é a energia livre de Helmholtz ideal. 

No entanto, ao tratar de minimizar um sistema de equações de elevadas di-

mensões, faz-se necessário conhecer o gradiente do sistema para assegurar uma 

melhor convergência do modelo de optimização não-linear aplicado. Logo, desen-

volver-se-á as expressões matemáticas correspondentes que descrevam o gradiente 

da energia livre de Helmholtz, ou seja, dos potenciais químicos.  

 

4.4.3.1 Cálculo do Gradiente 

 

O potencial químico da equação de estado JCZ pode ser calculado derivando a equa-

ção (4.30) em relação as concentrações molares dos produtos de reação. Logo 

𝜕𝐴

𝜕𝑛𝑖
=
𝜕𝐴∗

𝜕𝑛𝑖
+
𝜕𝐸𝑜
𝜕𝑛𝑖

+
𝜕

𝜕𝑛𝑖
(𝑛𝑅𝑇 ln 𝑓) +

𝜕𝐴𝑐𝑜𝑛𝑑
𝜕𝑛𝑖

 (4.59) 

onde 𝜇𝑖 = 𝜕𝐴𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙/𝜕𝑛𝑖 é o potencial químico dos gases ideais e 𝜇𝑖 = 𝜕𝐴𝑐𝑜𝑛𝑑/𝜕𝑛𝑖 é o 

potencial químico dos produtos condensados. A estratégia para o desenvolvimento 

das demais derivadas presentes na equação (4.59) se baseia no trabalho de Borg et 

al. (1995). 

O potencial químico ideal pode ser calculado tendo em conta a seguinte re-

lação termodinâmica 𝐴 = 𝐸 − 𝑇𝑆. Logo, usando a equação (B.19) chegamos a se-

guinte expressão 

𝜕𝐴∗

𝜕𝑛𝑖
= 𝐻𝑖

𝑜 − 𝑆𝑖
𝑜𝑇 − 𝑅𝑇 ln

𝑣𝑃𝑜
𝑛𝑖𝑅𝑇

 (4.60) 

onde 𝐻𝑖
𝑜 e 𝑆𝑖

𝑜 é a entalpia e a entropia da espécie i, respectivamente. 

O segundo termo da equação (4.59) pode ser expandido, usando a regra da 

cadeia, na seguinte expressão 

𝜕𝐸𝑜
𝜕𝑛𝑖

=
𝜕𝐸𝑜
𝜕𝑒𝑜

𝜕𝑒𝑜
𝜕𝑛𝑖

+
𝜕𝐸𝑜
𝜕𝑉∗

𝜕𝑉∗

𝜕𝑛𝑖
 (4.61) 
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onde as derivadas parciais 𝜕𝐸𝑜/𝜕𝑒𝑜, 𝜕𝑒𝑜/𝜕𝑛𝑖, 𝜕𝐸𝑜/𝜕𝑉
∗, 𝜕𝑉∗/𝜕𝑛𝑖 são obtidas deri-

vando as equações (4.33), (4.42) e (4.43). Logo, tais derivadas vêm dadas por 

𝜕𝐸𝑜
𝜕𝑒𝑜

=
𝑚𝑙

2(𝑙 − 𝑚)
{
𝐵𝑙
𝑙
exp [𝑙 − 𝑙 (

𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
] −

𝐵𝑚
𝑚
(
𝑉∗

𝑉
)

𝑚
3
} =

𝐸𝑜
𝑒𝑜

 (4.62) 

𝜕𝐸𝑜
𝜕𝑉∗

=
𝑒𝑜𝑚𝑙

2(𝑙 − 𝑚)
{
𝐵𝑙
3𝑉∗

(
𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
exp [𝑙 − 𝑙 (

𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
] −

𝐵𝑚
3𝑉∗

(
𝑉∗

𝑉
)

𝑚
3
} (4.63) 

𝜕𝑒𝑜
𝜕𝑛𝑖

=
2

𝑛
∑𝑛𝑗𝑒𝑖𝑗
𝑗

−
𝑒𝑜
𝑛

 (4.64) 

𝜕𝑉∗

𝜕𝑛𝑖
=
2

𝑛
∑𝑛𝑗𝑣𝑖𝑗

∗

𝑗

−
𝑉∗

𝑛
 (4.65) 

Já o terceiro termo da equação (4.59) vem dado diretamente por (Borg et al., 

1995) 

𝜕

𝜕𝑛𝑖
(𝑛𝑅𝑇 ln 𝑓) = 𝑛𝑅𝑇

1

𝑓

𝜕𝑓

𝜕𝑛𝑖
+ 𝑅𝑇 ln 𝑓 (4.66) 

onde a derivada do fator 𝑓 em relação as concentrações molares dos produtos de 

detonação vêm dada por 

𝜕𝑓

𝜕𝑛𝑖
=
𝜕𝑓

𝜕𝑒𝑜

𝜕𝑒𝑜
𝜕𝑛𝑖

+
𝜕𝑓

𝜕𝑉∗
𝜕𝑉∗

𝜕𝑛𝑖
+
𝜕𝑓

𝜕𝑛

𝜕𝑛

𝜕𝑛𝑖
 (4.67) 

Para desenvolver estas derivadas de forma mais tratável, compactar-se-á 

alguns parâmetros que se permanecem constantes durante a derivação de tal que 

𝜎1 = 𝑐 + 𝑙 − ln [𝑛𝑅𝑇 (
𝑙 − 𝑚

𝑚
)] (4.68) 

𝜎2 =
1

𝑛𝑅𝑇
(
𝑚

𝑙 −𝑚
)
𝑙

𝜋
𝑒𝑙 (4.69) 

Logo, as correspondentes derivadas presentes na equação (4.67) podem ser 

calculadas. Como o fator f é a soma dos fatores gasosos e da contribuição dos sóli-

dos, temos que 

𝜕𝑓

𝜕𝑒𝑜
=
𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑒𝑜
+
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑒𝑜

 (4.70) 

onde a derivada do fator dos gases é 
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𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑒𝑜
= 3𝑎1 (

𝑉∗

𝑉𝑙3
)
(𝜎1 + ln 𝑒𝑜)

2

𝑒𝑜
+ 6𝑎2 (

𝑉∗

𝑉𝑙3
)
2 (𝜎1 + ln 𝑒𝑜)

5

𝑒𝑜
 

+9𝑎3 (
𝑉∗

𝑉𝑙3
)
3 (𝜎1 + ln 𝑒𝑜)

8

𝑒𝑜
 

(4.71) 

e para os sólidos 

𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑒𝑜

= 3𝜎2√𝜎2𝑒𝑜 {(𝑙 (
𝑉∗

𝑉
)
−
2
3
− 2(

𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
)exp [−𝑙 (

𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
]}

3/2

 (4.72) 

 Da mesma forma, a derivada de 𝑓 em relação a 𝑉∗, será 

𝜕𝑓

𝜕𝑉∗
=
𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑉∗
+
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑉∗

 (4.73) 

onde 

𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑉∗
= 𝑎1

(𝜎1 + ln 𝑒𝑜)
3

𝑉𝑙3
+ 2𝑎2𝑉

∗
(𝜎1 + ln 𝑒𝑜)

6

(𝑉𝑙3)2
+ 3𝑎3𝑉

∗2
(𝜎1 + ln 𝑒𝑜)

9

(𝑉𝑙3)3
 (4.74) 

𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑉∗

= 𝜎2
3/2

(
𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
(𝑙 (

𝑉∗

𝑉
)
−
2
3
− 2(

𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
)

1
2

(2𝑉∗2/3 − 4𝑙(𝑉𝑉∗)1/3 

+𝑙2𝑉2/3 ) exp [
3

2
− 𝑙 (

𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
] 

 

(4.75) 

 Entretanto, o cálculo do fator f em relação a n, pode ser calculado ao expandir 

𝜕𝑓/𝜕𝑛 através da regra da cadeia, como 

𝜕𝑓

𝜕𝑛
=
𝜕𝑓

𝜕𝜎1

𝜕𝜎1
𝜕𝑛

+
𝜕𝑓

𝜕𝜎2

𝜕𝜎2
𝜕𝑛

 (4.76) 

onde das derivadas de f vêm dadas pela soma das derivadas de 𝑓𝑔 e 𝑓𝑠. Assim que 

𝜕𝑓

𝜕𝜎1
=
𝜕𝑓𝑔

𝜕𝜎1
+
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝜎1

 (4.77) 

Sendo as correspondentes derivadas dadas por 

𝜕𝑓𝑔

𝜕𝜎1
= 3𝑎1 (

𝑉∗

𝑉𝑙3
) (𝜎1 + ln 𝑒𝑜)

2 + 6𝑎2 (
𝑉∗

𝑉𝑙3
)
2

(𝜎1 + ln 𝑒𝑜)
5 

+9𝑎3 (
𝑉∗

𝑉𝑙3
)
3

(𝜎1 + ln 𝑒𝑜)
8 

(4.78) 

𝜕𝑓𝑠
𝜕𝜎1

= 0 (4.79) 
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 De forma similar, temos que 

𝜕𝑓

𝜕𝜎2
=
𝜕𝑓𝑔

𝜕𝜎2
+
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝜎2

 (4.80) 

onde 

𝜕𝑓𝑔

𝜕𝜎2
= 0 (4.81) 

𝜕𝑓𝑠
𝜕𝜎2

= 3𝑒𝑜√𝜎2𝑒𝑜 {(𝑙 (
𝑉∗

𝑉
)
−
2
3
− 2(

𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
)exp [−𝑙 (

𝑉∗

𝑉
)
−
1
3
]}

3/2

 (4.82) 

 Por fim, as duas derivadas restantes são obtidas derivando as equações 

(4.68) e (4.69) 

𝜕𝜎1
𝜕𝑛

= −
1

𝑛
 (4.83) 

𝜕𝜎2
𝜕𝑛

= −
1

𝑛2𝑅𝑇
(
𝑚

𝑙 − 𝑚
)
𝑙

𝜋
𝑒𝑙 = −

𝜎2
𝑛

 (4.84) 

O termo final da equação (4.59) está associado à contribuição dos produtos 

de detonação condensados ao potencial químico. Para sua determinação, assu-

mindo a equação de estado (4.7) (Sanchidrián, 1986), partimos da seguinte relação 

termodinâmica, 𝐴 = 𝐸 − 𝑇𝑆, que ao derivar chegamos 

𝜕𝐴𝑐𝑜𝑛𝑑
𝜕𝑛𝑖

=
𝜕𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑
𝜕𝑛𝑖

−
𝜕

𝜕𝑛𝑖
(𝑇𝑆𝑐𝑜𝑛𝑑) (4.85) 

Onde 𝜇𝑖 = 𝜕𝐴𝑐𝑜𝑛𝑑/𝜕𝑛𝑖 é o potencial químico da espécie i. 

De Sanchidrián (1986), tomamos que a energia dos condensados pode ser 

expressa como 

𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑 =∑𝑛𝑖

𝑁𝐺

𝑖=1

(𝐻𝑖
𝑜 − 𝑃𝑜𝑣𝑖

𝑜) 

+∑𝑛𝑖

𝑁𝐺

𝑖=1

(
3𝛼𝑝𝑖

𝑋𝑡𝑖

𝑇 + 𝑇0
2

(𝑣𝑖 − 𝑣𝑖
𝑜) −

𝑃 + 𝑃0
2

(𝑣𝑖 − 𝑣𝑖
𝑜)) 

(4.86) 

que, derivando em relação às concentrações de equilíbrio dos produtos de reação, 

chegamos a 

𝜕𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑
𝜕𝑛𝑖

= 𝐻𝑖
𝑜 − 𝑃𝑜𝑣𝑖

𝑜 +
3𝛼𝑝𝑖

𝑋𝑡𝑖

𝑇 + 𝑇0
2

(𝑣𝑖 − 𝑣𝑖
𝑜) −

𝑃 + 𝑃0
2

(𝑣𝑖 − 𝑣𝑖
𝑜) (4.87) 

Por outro lado, é necessário conhecer o valor atribuído a entropia 𝑆𝑐𝑜𝑛𝑑. As-

sim que a seguinte expressão pode ser aplicada (Sanchidrián, 1986) 
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𝑆𝑐𝑜𝑛𝑑 =∑𝑛𝑖

𝑁𝐺

𝑖=1

𝑆𝑖
𝑜 +∑𝑛𝑖

𝑁𝐺

𝑖=1

(
3𝛼𝑝𝑖

𝑋𝑡𝑖
(𝑣𝑖 − 𝑣𝑖

𝑜)) (4.88) 

sendo sua respectivamente derivada, dada por 

𝜕𝑆𝑐𝑜𝑛𝑑
𝜕𝑛𝑖

= 𝑆𝑖
𝑜 +

3𝛼𝑝𝑖

𝑋𝑡𝑖
(𝑣𝑖 − 𝑣𝑖

𝑜) (4.89) 

Finalmente, a equação necessária para calcular os potenciais químicos rela-

tivos aos produtos condensados é 

𝜕𝐴𝑐𝑜𝑛𝑑
𝜕𝑛𝑖

= 𝐻𝑖
𝑜 − 𝑃𝑜𝑣𝑖

𝑜 +
3𝛼𝑝𝑖

𝑋𝑡𝑖

𝑇0 − 𝑇

2
(𝑣𝑖 − 𝑣𝑖

𝑜) −
𝑃 + 𝑃0
2

(𝑣𝑖 − 𝑣𝑖
𝑜) − 𝑇𝑆𝑖

𝑜 (4.90) 
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5 Validação e Discussão de Resultados 
 

 

 

Um código termodinâmico de detonação denominado ATLAS-DET foi programado 

em MATLAB a fim de estudar as propriedades resultantes dos produtos de deto-

nação de explosivos condensados. Baseado na teoria Chapman-Jouguet, o código 

ATLAS-DET incorpora tanto a equação de estado BKW como a JCZ, o que permite 

caracterizar o estado de detonação ideal mais provável de um dado explosivo. Esta 

descrição é uma etapa fundamental na caracterização de qualquer explosivo uma 

vez que quantifica importantes propriedades termodinâmicas de um dado material 

energético. 

Portanto, a fim de validar a correta implementação deste código e das res-

pectivas equações de estado, distintos explosivos foram selecionados, tais como, a 

Pentrita (PETN), Trilita (TNT), Nitroglicerina (NG), Hexógeno (RDX), ANFO e 

ANFO-Al. Esta seleção permite comparar materiais energéticos com distintos 

graus de idealidade (ou não-idealidade), moleculares e heterogêneos, e distintos 

balanços de oxigênio. Os resultados obtidos com o ATLAS-DET foram comparados 

com resultados provenientes de distintos códigos termodinâmicos, tais como o W-

DETCOM, BKW, TIGER, AMRL, ETARC e CHEETAH, entre outros códigos. Os 

parâmetros mais importantes de um estado de detonação, tais como a pressão de 

detonação, temperatura, calor de detonação e explosão, expansão isentrópica e 

energia de expansão, entre outros, como composição de equilíbrio resultante no es-

tado Chapman-Jouguet, foram avaliados. 

 

5.1 Resultados para Altos Explosivos 
 

Uma primeira validação do código ATLAS-DET foi realizada para um grupo de 

explosivos considerados ideais, também denominados de altos explosivos. Classifi-

cados como explosivos secundários, devido a que requerem uma iniciação mais in-

tensa quando comparados com os explosivos primários, os explosivos selecionados 

são bastante usados na prática, seja do ponto de vista militar como também no 

âmbito civil. As características desses explosivos, tais como sua formulação quí-

mica, energia de formação à 298 K e balanço de oxigênio são apresentadas na Ta-

bela 4. Estes materiais energéticos – normalmente monomolecular – formam parte 

de um grupo de substâncias explosivas conhecidas como CHNO. Como se pode 
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observar, procurou-se incluir explosivos fortemente deficitários de oxigênio, uma 

vez que forma uma grande quantidade de carbono sólido entre os produtos de de-

tonação (Lopez, 2003), como outros dois com um melhor balanço de oxigênio. Tais 

rangos de balanço de oxigênio, combinadas com distintas densidades, permitem 

uma boa avaliação do código ATLAS-DET para ambas equações de estado, BKW e 

JCZ. 

 
Tabela 4. Formulações de Referência. 

Explosivo Fórmula Química 
Energia de  

Formação à 298K 

Balanço de  

Oxigênio 

RDX  Hexógeno C3H6N6O6 417 kJ/kg -21.608 % 

PETN  Pentrita C5H8N4O12 -1590 kJ/kg -10.122 % 

TNT  Trilita C7H5N3O6 -185 kJ/kg -73.962 % 

NG  Nitroglicerina C3H5N3O9 -1547 kJ/kg 3.523 % 

 

Primeiramente, comparou-se a performance do código ATLAS-DET com a 

equação de estado BKW-S com resultados publicados por distintos autores e códi-

gos termodinâmicos, tais como o W-DETCOM (Lopez, 2003), CHEETAH (Hobbs & 

Baer, 1993), SDA (Borg, et al., 1995), BKW (Mader, 2008) e EXPLO5 (Sućeska, 

2004), juntamente com resultados experimentais. O objetivo é assegurar a correta 

implementação da BKW EOS no código ATLAS-DET. Entretanto, as comparações 

com os códigos SDA, BKW e EXPLO5 se apresentam a título informativo, pois os 

mesmos utilizaram distintos jogos de parâmetros de ajuste para a BKW. Como 

consequência, a comparação do código ATLAS-DET, a título de implementação, se 

realizou somente contra os códigos W-DETCOM e CHEETAH. 

 
Tabela 5. Resultados para RDX com BKW-EOS 

Explo-

sivo 

𝜌𝑜  

(g/cm3) 
CJ EXP. 

Códigos Termodinâmicos (BKW) 

ATLAS-DET W-DETCOM CHEETAH SDA BKW EXPLO5 

BKW-S BKW-S BKW-S BKW* BKW* BKW-N 

RDX 

1,82 

P (GPa) - 33,6 35,1 36,1 - - - 

D (m/s) - 9186 9591 8885 - - - 

T (K) - 4232 4145 4323 - - - 

1,80 

P (GPa) 34,1 32,7 - 33,4 34,5 34,7 34,5 

D (m/s) 8750 9103 - 8960 8711 8754 8920 

T (K) - 4251 - 4140 2588 2587 4354 

1,00 

P (GPa) 8,9 9,1 - 11,0 - 10,8 10,7 

D (m/s) 6100 5811 - 6210 - 6128 6310 

T (K) 4600 4632 - 4490 - 3600 4389 

 

Como se pode apreciar nas tabelas 5-8, quando comparado aos demais códi-

gos, os resultados obtidos neste trabalho foram bastante similares para todos os 

explosivos calculados. No caso do RDX, as variações com relação à pressão de de-

tonação foram maiores quando comparado com o CHEETAH, obtendo uma dife-

rença de -7,4% para uma densidade de 1,82 g/cm3. Para esta densidade, a diferença 

com o W-DETCOM foi menor, obtendo -4,4%.  Já para densidade de 1,80 g/cm3, a 
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diferença observada foi de apenas -2,0%. Por outro lado, maiores variações foram 

observadas para o caso de 1,00 g/cm3, de -20,7%. Entretanto, o código ATLAS-DET 

foi o que mais se aproximou ao valor experimental da pressão de detonação a 1,00 

g/cm3, apresentando uma diferença de 2,3%. As velocidades de detonação apresen-

taram melhores resultados, com variações entre -6.9% e -4,4% entre os códigos e 

densidades estudadas. 

 
Tabela 6. Resultados para TNT com BKW-EOS 

Explo-

sivo 

𝜌𝑜  

(g/cm3) 
CJ EXP. 

Códigos Termodinâmicos (BKW) 

ATLAS-DET W-DETCOM CHEETAH SDA BKW EXPLO5 

BKW-S BKW-S BKW-S BKW* BKW* BKW-N 

TNT 

1,64 

P (GPa) 18,8 18,1 - 20,3 21,3 21,3 20,2 

D (m/s) 6932 7355 - 7190 7168 7197 7150 

T (K) - 3724 - 3720 2825 2829 3744 

1,45 

P (GPa) 14,4 13,6 - 15,3 - - - 

D (m/s) 6500 6577 - 6510 - - - 

T (K) - 3813 - - - - - 

1,00 

P (GPa) 6,7 5,9 - 7,7 - - 7,2 

D (m/s) 5000 4823 - 5210 - - 5220 

T (K) 3400 3930 - 3750 - - 3550 

 
Tabela 7. Resultados para PETN com BKW-EOS 

Explo-

sivo 

𝜌𝑜  

(g/cm3) 
CJ EXP. 

Códigos Termodinâmicos (BKW) 

ATLAS-DET W-DETCOM CHEETAH SDA BKW EXPLO5 

BKW-S BKW-S BKW-S BKW* BKW* BKW-N 

PETN 

1,76 

P (GPa) 33,7 31,1 31,2 31,2 - 31,8 31,1 

D (m/s) 8270 8846 8351 8670 - 8421 8660 

T (K) - 4420 4387 4280 - 2833 4349 

1,67 

P (GPa) 29,2 27,7 - - 27,9 28,0 - 

D (m/s) 7957 8488 - - 8024 8056 - 

T (K) - 4486 - - 3014 3018 - 

1,00 

P (GPa) 6,70 9,01 - 10,0 9,78 10,1 - 

D (m/s) 5000 5767 - 5990 5929 5947 - 

T (K) - 4821 - 4640 3958 3970 - 

0,50 

P (GPa) 2,7 2,65 - - 2,89 3,03 - 

D (m/s) 3711 4058 - - 4308 4313 - 

T (K) - 4960 - - 4599 4493 - 

 

Os valores obtidos para a TNT apresentaram valores sistematicamente mais 

baixos quando comparados com CHEETAH, onde as diferenças entre as pressões 

de detonação foram entre -12,6% e -12,1% para altas densidades, e 31% para a 

densidade de 1,0g/cm3. Entretanto, a diferença para a pressão de detonação expe-

rimental foi de apenas -4,0%. Por outro lado, os resultados obtidos com o ATLAS-
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DET para BKW EOS foram similares aqueles obtidos com a JCZ EOS, como se 

poderá ver mais adiante. Quando comparadas as velocidades de detonação, se ob-

serva uma importante redução das diferenças entre os valores calculados, de 2,2% 

e 1,0% para as densidades de 1,65 g/cm3 e 1,45 g/cm3. 

Os resultados obtidos para a PETN com distintas densidades são apresen-

tados na Tabela 7. Para altas densidades, os resultados entre os códigos foram ex-

celentes, com diferenças da pressão de detonação entre -0,2% e -0,3% quando com-

parados com os códigos W-DETCOM e CHEETAH a uma densidade de 1,76 g/cm3, 

respectivamente. Ainda que uma maior diferença tenha sido observada para a den-

sidade de 1,00 g/cm3, com pressões -10,9% inferiores as calculadas com o 

CHEETAH, o resultado obtido com o ATLAS-DET foi o que melhor se aproximou 

aos valores experimentais. 

 
Tabela 8. Resultados para NG com BKW-EOS 

Explo-

sivo 

𝜌𝑜  

(g/cm3) 
CJ EXP. 

Códigos Termodinâmicos (BKW) 

ATLAS-DET W-DETCOM CHEETAH SDA BKW EXPLO5 

BKW-S BKW-S BKW-S BKW* BKW* BKW-N 

NG 1,60 

P (GPa) 25,3 24,9 - 25,0 - 24,6 23,8 

D (m/s) 7700 8140 - 8010 - 7700 7770 

T (K) 4260 4682 - 4550 - 3216 4596 

 

As pressões resultantes para a NG (Tabela 8) apresentaram excelentes re-

sultados. As diferenças entre o ATLAS-DET e o CHEETAH foram de apenas -0,3% 

enquanto que para a velocidade de detonação, foi de 1,6%. 

 Uma segunda análise foi realizada quanto a capacidade preditiva da equa-

ção de estado JCZ. A Tabela 9 apresenta os resultados comparativos com outras 

referências. Como se pode observar, existe uma considerável variação entre os di-

versos códigos e autores para a mesma equação de estado. Por exemplo, o rango de 

variação da pressão de detonação do RDX a uma densidade de 1,80 g/cm3 é de 

12,7%, variando de 30,8 GPa à 34,7 GPa, enquanto que para o PETN a 1,77 g/cm3, 

a diferença é da ordem de 17,9%, variando de 28 GPa à 33 GPa. O erro obtido entre 

o código ATLAS-DET o valor experimental do RDX é de -1,2% enquanto para o 

PETN é de -7,6%. Por outro lado, a velocidade de detonação calculada para o RDX 

é ligeiramente superior a todos as demais referências, com um erro de 4,1% frente 

ao valor experimental, enquanto que para a PETN, se encontra muito mais pró-

xima ao seu valor experimental, com um erro de 1,9%. No caso da NG, que apre-

senta um balanço de oxigênio positivo, a diferença entre a pressão de detonação 

calculada e experimental é de -6,4% enquanto a diferença na velocidade é de ape-

nas -0,4%. A TNT, por outro lado, devido ao grande défice de oxigênio, produz uma 

grande quantidade de carbono sólido. A diferença entre o valor experimental e cal-

culado para a pressão é de -15,4% e -0,1%, para as densidades de 1,64 g/cm3 e 1,00 

g/cm3, respectivamente. Análises similares podem ser realizadas para as demais 

densidades e explosivo. Entretanto, as diferenças entre as temperaturas, velocida-

des e pressões de detonação obtidas com o código ATLAS-DET variam dentro do 

rango de variação encontrados por outros autores e os valores experimentais. 

Ainda que não existam muito dados disponíveis quanto a temperatura de 
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detonação CJ experimental, os resultados obtidos neste trabalho apresentaram 

uma boa correlação com aqueles obtidos por outros códigos e autores. 

 
Tabela 9: Resultados para JCZ-EOS 

Explosivo 
𝜌𝑜  

(g/cm3) 

ATLAS-DET 

(JCZS) 

Outros Códigos 

(JCZ) 
Código Ref. 

P  

(GPa) 

D  

(m/s) 

T  

(K) 

P  

(GPa) 

D  

(m/s) 

T  

(K) 

RDX 1,80 33,7 9109 4153      

  -1,2% 4,1% - 34,1 8750 - EXP. 1 

  8,4% 4,2% 0,2% 31,1 8741 4145 AMRL 2 

  -2,9% 3,7% - 34,7 8780 - CHEETAH 3 

  4,7% 3,4% 3,5% 32,2 8806 4012  4 

  -1,7% 3,4% - 34,3 8813 -  5 

  9,4% 5,1% - 30,8 8670 -  6 

  0,6% 1,9% 3,1% 33,5 8940 4028  7 

          

 1,00 10,6 6007 4510      

  19,1% -1,5% -2,0 8,9 6100 4600 EXP. 1 

  6,0% -0,2% 3,9% 10,0 6020 4339 CHEETAH 3 

          

PETN 1,77 30,5 8561 4416      

  -7,6% 1,9% - 33,0 8405 - EXP. 1 

  8,5% 4,1% -4,3% 28,1 8220 4615 AMRL 2 

  5,8% 4,3% 4,2% 28,8 8210 4237  8 

  8,9% 4,4% - 28,0 8200 -  6 

  7,3% 3,4% 2,2% 28,4 8280 4319  7 

          

 1,76 30,1 8518 4424      

  -10,7% 3,0% - 33,71 8270 - EXP. 1 

  2,4% 1,0% -3,4% 29,4 8433 4580 ETARC 11 

  1,7% 1,4% - 29,6 8400 - CHEETAH 3 

          

 1,60 24,8 7882 4521      

  -6,8% 1,7% 2,7% 26,6 7750 4400 EXP. 1 

  5,9% 1,7% 3,3% 23,4 7750 4378 CHEETAH 3 

          

 1,00 8,9 5543 4719      

  33,1% 10,9% - 6,7 5000 - EXP. 1 

  7,5% 0,1% -5,1% 8,3 5539 4974 ETARC 11 

  27,4% 9,5% - 7,0 5060 - CHEETAH 3 

  0,2% -3,6% - 8,9 5750 -  6 
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Explosivo 
𝜌𝑜  

(g/cm3) 

ATLAS-DET 

(JCZS) 

Outros Códigos 

(JCZ) 
Código Ref. 

P  

(GPa) 

D  

(m/s) 

T  

(K) 

P  

(GPa) 

D  

(m/s) 

T  

(K) 

TNT 1,64 17,8 7114 3709      

  -15,4% 2,7% - 21,0 6930 - EXP. 1 

  0,9% 4,8% -2,4% 17,6 6786 3799 AMRL 2 

  -8,9% 1,2% - 19,5 7030 - CHEETAH 3 

  -4,0% 4,1% 5,2% 18,5 6833 3525 TIGER 12 

  -1,9% 4,8% 5,9% 18,1 6790 3501  8 

  -6,5% 2,9% 1,7% 19,0 6912 3647  9 

  0,3% 2,9% 0,5% 17,7 6911 3692  10 

  -5,5% 3,0% - 18,8 6910 -  6 

  -4,0% 4,2% 0,3% 18,5 6830 3699  7 

          

 1,00 6,7 4980 3490      

  -0,1% -0,4% 2,7% 6,7 5000 3400 EXP. 1 

  -4,4% -1,6% 7,9% 7,0 5060 3235 CHEETAH 3 

          

NG 1,60 23,7 7670 4665      

  -6,4% -0,4% 9,5% 25,3 7700 4260 EXP. 1 

  3,0% -0,6% -5,3% 23,0 7715 4927 AMRL 2 

  7,2% 0,4% 2,0% 22,1 7640 4575 CHEETAH 3 

  9,2% 1,8% 4,9% 21,7 7535 4445  9 

  2,1% -0,3% 2,2% 23,2 7690 4563  7 

          

 1,59 23,4 7627 4671      

  9,1% 1,7% 4,4% 21,4 7500 4476 TIGER 12 

          

 
1 McGee, et al., 1998 7 Hoseinian & Mazaheri, 2012 

2 Borg, et al., 1995 8 Finger, et al., 1976 

3 McGee, et al., 1998 9 Feng, et al., 1985 

4 Cowperthwaite, 1995 10 Sentman, et al., 1981 

5 Chirat & Pittion-Rossillon, 1974 11 Chirat & Pittion-Rossillon, 1981 

6 Hardesty & Kennedy, 1977 12 Persson, et al., 1994 

 

Com o intuito de detalhar um pouco mais os resultados do código ATLAS-

DET referente a PETN, se realizou uma comparação das pressões e velocidades de 

detonação Chapman-Jouguet para distintas densidades. Estes resultados são apre-

sentados na Figura 5, onde se observa o comportamento das pressões e velocidades 

de detonação com a densidade da PETN obtidas com o ATLAS-DET usando ambas 

equações de estados, BKW e JCZS, juntamente com dados experimentais (Hornig, 

et al., 1970; Chirat & Pittion-Rossillon, 1981). Comparativamente, a curva 𝜌𝑜 − 𝐷𝐶𝐽 

obtida com a JCZS é muito mais precisa que a obtida com a BKWS, que por sua 

vez tende a sobrestimar a velocidade de detonação sistematicamente. Por outro 

Cont. 
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lado, as pressões de detonação estimadas por ambas equações de estado estão bem 

próximas aos valores experimentais no rango central de densidades enquanto am-

bas subestimam as pressões para densidades superiores a 1,50g/cm3. Outrossim, a 

BKWS tende a apresentar um melhor comportamento em rangos de baixas densi-

dades, como mostra a curva 𝜌𝑜 − 𝑃𝐶𝐽.  

 
(a) (b) 

  
 

Figura 5: Velocidades (a) e Pressões (b) de detonação Chapman-Jouguet experi-

mentais e calculadas (BKWS e JCZS) para a PETN com ATLAS-DET. 

 

5.2 Resultados para Explosivos Heterogêneos 
 

As formulações dos explosivos estudados são apresentadas na Tabela 10. Quatro 

formulações distintas para o ANFO foram consideradas. As três primeiras se refe-

rem a um ANFO puro com misturas de 94/6, 94,5/5,5 e 94,55/5,45 de nitrato de 

amônio e diesel, respectivamente. A última formulação estudada inclui 5% de alu-

mínio na formulação do ANFO. 

 
Tabela 10. Formulações de Referência. 

Componente ANFO(1) (2) ANFO(3) ANFO(3) ANFO-Al(1) 

Alumínio    5 % 

Gasóleo (diesel) 6 % 5,5 % 5,45 % 4 % 

NH4NO3 94 % 94,5 % 94,55 % 91 % 

Balanço de Oxigênio -2,09 % -0,18 % -0,07 % -0,18 % 

(1) Lopez (2003); (2) Sanchidrián et al. (2000); CEN (2005); (3) Persson et al. 

(1994) 

 

5.2.1 Resultados ANFO e ANFO-Al 

 

Uma primeira comparação foi realizada para um ANFO puro, com formulação de 

94% de nitrato de amônio e 6% de diesel, em três densidades distintas, a saber, 
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800, 850 e 1000 kg/m3. Os resultados obtidos pelo código W-DETCOM (Lopez, 2003) 

e o presente trabalho podem ser apreciados na Tabela 11. Em geral, as diferenças 

dos parâmetros de detonação não superam 3,2%, o que indica que se conseguiu 

obter um mínimo da energia livre similar ao código W-DETCOM (Tabela 12). Por 

outro lado, as maiores diferenças foram observadas para o caso da densidade de 

850 kg/m3, apresentando diferenças de 1,2%, -3,2% e 2,6% sobre a velocidade de 

detonação, pressão e temperatura, respectivamente. Ainda assim, constatou-se 

uma diferença de -1,1% e 1,2% no valor da pressão de detonação e temperatura 

para uma densidade de 800kg/m3, respectivamente, e de 1,7% na temperatura em 

uma densidade de 1000kg/m3. Em todos os demais parâmetros, as diferenças foram 

mínimas, inferiores a 1%. Estes resultados apontam que os parâmetros calculados 

neste trabalho para o ANFO puro neste rango de densidades foram satisfatórios. 

As diferenças, entretanto, podem estar atribuídas principalmente à composição de 

equilíbrio resultante do processo de minimização não-linear utilizada e funções ter-

modinâmicas fundamentais usadas, que diferem daquelas usadas pelo W-DET-

COM, já que este se baseia nas tabelas JANAF (Stull & Prophet, 1971). 

 

 

 

Tabela 11. Resultados para ANFO puro de formulação 94%/6%. 

Código 
W-DET-

COM 

ATLAS-

DET 

W-DET-

COM 

ATLAS-

DET 

W-DET-

COM 

ATLAS-

DET 

Cálculo do  

Equilíbrio 

Grad.  

Projetado 

Ponto  

Interior 

Grad.  

Projetado 

Ponto  

Interior 

Grad.  

Projetado 

Ponto  

Interior 

EOS BKW-S BKW-S BKW-S BKW-S BKW-S BKW-S 

Densidade (kg/m3) 800 800 850 850 1000 1000 

DCJ (m/s) 5141 5181 5326 5388 5995 6033 

PCJ (GPa) 5,74 5,68 6,62 6,42 9,00 8,99 

T (K) 2960 2995 2919 2996 2924 2974 

Volume de Gases (l/kg) 986,9 987,4 986,9 986,1 985,8 984,9 

Qd (kJ/kg) 3718 3710 3726 3732 3731 3747 

Qv (kJ/kg) 3836 3824 3849 3846 3844 3860 

Produtos (mol/kg)             

CH4 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,001 

CO 0,229 0,365 0,184 0,176 0,132 0,000 

CO2 3,994 3,857 4,039 4,046 4,090 4,221 

H 0,005 0,005 0,003 0,007 0,003 0,001 

H2 1,070 0,969 1,073 1,071 1,095 1,174 

H2O 26,970 27,085 26,940 26,943 26,900 26,783 

NH3 0,026 0,012 0,045 0,048 0,062 0,088 

NO 0,015 0,018 0,010 0,013 0,008 0,001 

NO2 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

N2 11,720 11,728 11,720 11,712 11,710 11,698 

N2O 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

OH 0,020 0,032 0,013 0,003 0,008 0,000 

O2 0,004 0,007 0,002 0,000 0,002 0,000 

C_S 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

Moles Gases (mol/kg) 44,06 44,08 44,03 44,02 44,01 43,97 
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Tabela 12. Diferenças percentuais para ANFO puro. 

Densidade (kg/m3) 800 850 1000 

DCJ (m/s) 0,8% 1,2% 0,6% 

PCJ (GPa) -1,1% -3,2% -0,1% 

Temperatura (K) 1,2% 2,6% 1,7% 

Volume de Gases (l/kg) 0,0% -0,1% -0,1% 

Qd (MJ/kg) -0,2% 0,2% 0,4% 

Qv (MJ/kg) -0,3% -0,1% 0,4% 

 

 

Tabela 13.  Resultados para ANFO-Al de formulação 91%/4%/5%. 

Código W-DETCOM W-DETCOM 
Presente  

Trabalho 

Cálculo do Equilíbrio 
Grad. 

Projetado 
Lagrange 

Ponto  

Interior 

EOS BKW-S BKW-S BKW-S 

Densidade (kg/m3) 850 850 850 

DCJ (m/s) 5216 5215 5257 

PCJ (GPa) 6,424 6,545 6,258 

T (K) 3358,7 3369,5 3435,8 

Volume de Gases (l/kg) 901,53 901,77 901,48 

Qd (kJ/kg) 4500 4494 4494 

Qv (kJ/kg) 4653 4655 4707 

Produtos (mol/kg)    

Al 0,00 - 2,88E-04 

AlH 0,00 - 0,001 

AIN 0,00 - 0,002 

AlO 3,561E-08 3,697E-09 2,01E-04 

Al2O 0,00 - 0,001 

Al2O2 0,00 - 0,001 

CH4 3,042E-07 1,007E-06 5,06E-05 

CO 0,087 0,082 0,164 

CO2 2,728 2,733 2,649 

H 0,006 0,008 0,014 

H2 0,434 0,457 0,381 

H2O 25,320 25,290 25,353 

NH3 0,007 0,009 0,001 

NO 0,131 0,133 0,116 

NO2 9,876E-04 8,486E-04 0,002 

N2 11,300 11,300 11,302 

N2O 2,054E-04 1,176E-04 0,006 

OH 0,089 0,092 0,127 

O2 0,123 0,132 0,133 

C_S 0,000 - 0,002 

AlN_S - - 2,40E-04 

Al2O3_S 0,927 0,927 0,922 

Moles Gases (mol/kg) 40,22 40,23 40,25 
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Igualmente, realizou-se uma comparação dos resultados obtidos neste tra-

balho para o caso do ANFO aluminizado, com uma formulação composta de 

91%/4%/5% de nitrato de amônio, diesel e alumínio, respectivamente (Tabela 13). 

Aqui, compara-se com os resultados oriundos do código W-DETCOM (Lopez, 2003) 

para dois métodos de minimização da energia livre distintos, a saber, do gradiente 

projetado e dos multiplicadores de Lagrange. Em geral, observou-se uma boa rela-

ção com os parâmetros de detonação calculados neste trabalho e os principais pro-

dutos de detonação resultantes da minimização da energia livre. 

 
Tabela 14. Diferenças percentuais para ANFO-Al 

Cálculo do Equilíbrio 
Grad.  

Projetado 
Lagrange 

D (m/s) 0,8% 0,8% 

P (GPa) -2,6% -4,4% 

T (K) 2,2% 2,0% 

Volume de Gases (l/kg) 0,0% 0,0% 

Qd (MJ/kg) -0,2% 0,0% 

Qv (MJ/kg) 1,2% 1,1% 

 

Um quadro com as diferenças comparativas para o caso do ANFO-Al pode 

ser apreciado na Tabela 14. Tanto a velocidade de detonação quanto a temperatura 

obtida foram ligeiramente superiores a ambos métodos de minimização do W-DE-

TCOM, sendo 0,8% maior para a velocidade e 2,2% e 2,0% para a temperatura. Por 

outro lado, a pressão de detonação calculada foi inferior em -2,6% com relação ao 

método do gradiente projetado e -4,4% ao método dos multiplicadores de Lagrange. 

Tanto o volume de gases como o calor de detonação apresentaram diferenças infe-

riores a 0,2%. Entretanto, os valores relativos ao calor de explosão ficaram em 1,2% 

e 1,1% com relação aos métodos do gradiente projetado e multiplicadores de La-

grange, respectivamente.  

 

5.2.2 Comparações com Códigos Usados na Europa 

 

Um grande esforço foi realizado pelo Comitê Europeu de Normalização para har-

monizar os métodos usados para a realização de testes aos explosivos civis vigentes 

na Europa (Sanchidrián et al., 2000; CEN, 2005). Uma das etapas realizadas foi a 

realização de um levantamento comparativo de alguns dos métodos de cálculos ter-

modinâmicos em voga na Europa. Este trabalho, que incluiu países como Espanha, 

França, Alemanha e Holanda, teve o intuito de evidenciar as principais diferenças 

metodológicas e estabelecer a melhor estratégia para estandardizar um método de 

cálculo comum. Em geral, as principais diferenças observadas incluem: distintos 

métodos de cálculo do equilíbrio químico, distintas equações de estado e diferentes 

fontes de dados termodinâmicos fundamentais. Um resumo dos resultados obtidos 

com códigos usados na Europa para um ANFO puro de formulação 94%/6% e o 

presente trabalho é apresentado na Tabela 15. 

A fim de poder comparar os resultados de forma mais rigorosa, é necessário 

que se realize o cálculo do estado de detonação a volume constante ao invés do 

estado Chapman-Jouguet. Entretanto, a partir de um estado a volume constante, 

pode-se estimar algumas propriedades do estado CJ (Kamlet & Jacobs, 1968).  
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Ao comparar os resultados, pôde-se constatar que os obtidos neste trabalho 

são relativamente similares aos dos códigos usados na Europa, ainda que impor-

tantes diferenças sejam observadas (Tabela 15). Entretanto, vale salientar a exis-

tência de intrínsecas variações nos resultados apresentados pelos códigos usados 

na Europa entre si. Dentre eles, os códigos usados na Espanha e Holanda apresen-

tam uma maior similitude na composição de equilíbrio, ainda que uma considerá-

vel diferença no calor de explosão seja observada. 

As diferenças entre os resultados de um estado de detonação a volume cons-

tante realizado no presente trabalho e aqueles obtidos com os principais códigos 

termodinâmicos usados na Europa podem ser apreciados na Tabela 16. Diferenças 

significativas foram observadas quanto aos valores da temperatura: 15,4% com o 

código usado na França, que aliás apresentou as maiores diferenças em geral, e 

3,7% e -4,8% entre os usados na Espanha e Alemanha, respectivamente. A melhor 

aproximação da temperatura se observou com o CHEETAH, usado na Holanda, 

com uma diferença de apenas -0,3%. As variações quando ao volume dos gases foi 

Tabela 15.  Resultados para ANFO puro de formulação 94%/6%. Códigos usados na 

Europa (1)  

Código 
Espanha 

(W-Detcom) 

Holanda 

(Cheetah) 
Alemanha França 

Presente 

Trabalho 

Cálculo do Equilíbrio 

Minimização 

da Energia 

Livre 

Balanço de 

Potencial 

Químicos 

Constantes 

de  

Equilíbrio 

Minimização 

do Potencial 

Químico 

Ponto  

Interior 

EOS BKW-S BKW-S Gás Ideal H9 BKW-S 

Densidade (kg/m3) 850 850 850 850 850 

DCJ (m/s) 5319(2) 5401(2) 5358(2) 5302(2) 5361(2) 

PCJ (GPa) 7,05(2) 7,27(2) 7,15(2) 7,00(2) 7,16(2) 

Temperatura (K) 2557 2658 2784 2298 2651 

Volume de Gases (l/kg) 981 980 986 983 987 

Qv (kJ/kg) 3749 3963 3839 3690 3842 

Produtos (mol/kg)          

CH4 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

CO 0,23 0,25 0,50 0,52 0,36 

CO2 4,05 4,03 3,80 3,76 3,86 

H     0,00 

H2 0,81 0,79 0,50 0,67 0,94 

H2O 26,91 26,92 27,20 27,18 27,15 

NH3 0,04 0,03 0,30 0,02 0,00 

NO 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

NO2     0,00 

N2 11,72 11,72 11,70 11,73 11,74 

N2O     0,00 

OH     0,00 

O2 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

C_S 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

Moles Gases (mol/kg) 43,76 43,74 44,0 43,88 44,06 

(1) Cálculo termodinâmico a volume constante (CEN, 2005; Sanchidrián et al., 2000)  

(2) Valor estimado com a fórmula de Kamlet & Jacobs (1968). 
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mínima, menores que 1,0%. As velocidades de detonação estimadas pelas fórmulas 

de Kamlet & Jacobs (1968) apresentaram pouca variação, menores que 1,0%, com 

exceção da França, que obteve uma diferença de 1,1%. Quanto às pressões de deto-

nação, as variações ficaram na ordem de 1,6%, -1,2% e 2,2% quando comparados 

com a Espanha, Holanda e França, tendo uma melhor aproximação com a Alema-

nha, onde ser observou uma diferença de apenas 0,1%. Finalmente, quanto ao calor 

de explosão, talvez o parâmetro mais importante nos cálculos de estados de deto-

nação à volume constante, foram observadas variações de 2,5% e -3,0% entre os 

códigos usados na Espanha e Holanda, respectivamente. A menor variação foi ob-

servada com o código usado na Alemanha, de 0,1%, e a maior com o código usado 

na França, de 4,1%.  

 
Tabela 16.  Diferenças percentuais com os códigos usados na Europa. 

Código Espanha Holanda Alemanha França 

DCJ (m/s) 0,8% -0,6% 0,1% 1,1% 

PCJ (GPa) 1,6% -1,2% 0,1% 2,2% 

Temperatura (K) 3,7% -0,3% -4,8% 15,4% 

Volume de Gases (l/kg) 0,6% 0,7% 0,1% 0,4% 

Qv (MJ/kg) 2,5% -3,0% 0,1% 4,1% 

 

Portanto, pode-se intuir que as diferenças sejam consequência de distintos 

métodos de equilíbrio químico e equações de estado. Em geral, as espécies mais 

representativas da composição de equilíbrio apresentaram concentrações simila-

res. Entretanto, a composição obtida com o ATLAS-DET apresentou concentrações 

de H2 e CO bem distintas das demais, obviamente como resultado do cálculo do 

equilíbrio químico adotado. Tais concentrações podem ter contribuído para algu-

mas das diferenças observadas com os métodos usados na Espanha e Holanda. 

 

5.2.3 Comparação com os Códigos BKW e TIGER 

 

Ainda sobre o ANFO, realizou-se uma comparação com os resultados obtidos neste 

trabalho com aqueles publicados por Persson et al. (1994). O ANFO em questão 

apresenta uma densidade de 900 kg/m3 e uma formulação ligeiramente distinta 

daquela estudada na seção anterior, tais como 5,45/94,55 e 5,5/94,5 de diesel e ni-

trato de amônio, respectivamente. Apresentam-se, pois, os resultados obtidos com 

os códigos BKW (Mader, 1967, 1979, 1998, 2008) e TIGER (Cowperthwaite & Zwis-

ler, 1973) juntamente com os do presente trabalho (Tabela 17). 

Os resultados comparativos são apresentados na Tabela 18. Como se pode 

observar, as diferenças com o código BKW de Mader (1967, 1979, 1998, 2008), para 

uma formulação de 94,55/5,45, em relação a velocidade de detonação, é mínima, de 

0,6%. Por outro lado, as diferenças na temperatura e pressão de detonação alcan-

çam 31,3% e -3,6%, respectivamente. Tais diferenças podem ser o resultado de di-

ferenças na composição de equilíbrio, método de cálculo do equilíbrio químico e o 

uso de um distinto jogo de constantes para a equação de estado BKW. A compara-

ção com o código TIGER (Cowperthwaite & Zwisler, 1973) apresenta resultados 

melhores com relação a temperatura, volume de gases e calor de explosão, 6,3%, 

0,0% e 0,7% respectivamente. Entretanto, as diferenças encontradas na velocidade 

e pressão de detonação alcançam 8,3% e 12,5%, respectivamente. Evidentemente, 
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essas diferenças estão relacionadas em grande parte com o tipo de equação de es-

tado, uma vez que a JCZ3 (Jacobs-Cowperthwaite-Zwisler) foi usada na simulação. 

 

 
Tabela 18.  Diferenças percentuais para ANFO com dis-

tintas formulações e equações de estado 

Formulação 94,55/5,45 94,5/5,5 

EOS BKW JCZ3 

DCJ (m/s) 0,6% 8,3% 

PCJ (GPa) -3,6% 12,5% 

Temperatura (K) 31,3% 6,3% 

Volume de Gases (l/kg) 0,4% 0,0% 

Qv (MJ/kg) -1,6% 0,7% 

 

Tabela 17.  Resultados para ANFO publicados por Persson et al. (1994). 

Código BKW  
Presente  

Trabalho 
TIGER 

Presente  

Trabalho 

Formulação  94,55/5,45 94,55/5,45 94,5/5,5 94,5/5,5 

Balanço de Oxigênio -0,070 % -0,070 % -0,254 % -0,254 % 

EOS BKW BKW-S JCZ3 BKW-S 

Densidade (kg/m3) 900 900 900 900 

DCJ (m/s) 5531 5562 5156 5570 

PCJ (GPa) 7,4 7,13 6,40 7,15 

Temperatura (K) 2286 3001 2856 3008 

Volume de Gases (l/kg) 973 976,5 975 977 

Qv (kJ/kg) 3910 3848 3890 3864 

Produtos (mol/kg)         

CH4  0,00  0,000 

CO  0,02 0,07 0,001 

CO2 3,82 3,82 3,81 3,870 

H   0,00  0,000 

H2  0,30 0,06 0,315 

H2O 27,77 27,50 27,72 27,480 

NH3  0,00 0,02 0,007 

NO  0,07 0,02 0,058 

NO2   0,00  0,000 

N2 11,81 11,77 11,73 11,771 

N2O   0,00  0,002 

OH   0,02  0,055 

O2 0 0,09 0 0,040 

C_S 0 0,00 0 0,000 

Moles Gas (mol/kg) 43,4 43,6 43,4 43,6 
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5.3 Isentrópicas de Expansão e Energia Efetiva 
 

A energia desenvolvida pelos explosivos pode ser avaliada através do trabalho útil 

de expansão isentrópica (Persson et al., 1994; Sanchidrián, 1997; Lopez, 2003). Du-

rante a expansão dos gases, o trabalho realizado sobre o maciço rochoso desde a 

detonação até o momento em que as fraturas pressurizadas pelos gases de detona-

ção alcançam a face livre, ocorrendo, como consequência, o escape dos gases para 

atmosfera, determina a pressão de corte correspondente ao que se considera traba-

lho efetivo. Apesar da controvérsia sobre qual pressão de corte usar (Cunningham 

& Sarracino, 1990; Persson et al., 1994; Katsabanis & Workman, 1998; Spathis, 

1999; Cunningham, 2002; Lopez, 2003; Sanchidrián & Lopez, 2006), Persson et al. 

(1994) sugerem, como referência para avaliar a performance do explosivo, as ex-

pansões de 10, 15 e 20 vezes o volume específico inicial do explosivo. Considera-se 

que estes valores, e o estado isentrópico correspondente, são capazes de represen-

tar a ação efetiva do explosivo em rochas duras, médias e brandas, respectiva-

mente. Por outro lado, o valor da pressão de corte de 100 MPa, também é referen-

ciado como estândar. 

 

 
Figura 6: Comparação da Energia útil de expansão para 

ANFO com densidades de 800 e 1000 kg/m3 entre os códigos 

W-DETCOM (Lopez, 2003; Sanchidrián & Lopez, 2006) e o 

presente trabalho. 
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Neste sentido, realizaram-se os cálculos das expansões isentrópicas para o 

ANFO para duas distintas densidades, a saber, 800 kg/m3 e 1000 kg/m3 (Figura 6). 

Em geral, a energia efetiva calculada neste trabalho apresentou valores levemente 

superiores a partir de expansões ao redor de 𝑣/𝑣𝑜 = 2. Especificamente, observou-

se que as expansões de  𝑣/𝑣𝑜 = 10 e 20 apresentaram uma diferença de 1,5% entre 

os valores de energia calculados para o caso do ANFO a uma densidade de 800 

kg/m3. 

 
Figura 7: Isentrópicas de Pressão para ANFO com densida-

des de 800kg/m3 obtidos com código TIGER (Nie, 1998; Hus-

trulid, 1999) e o presente trabalho. 

 

Nie (1998), em correspondência privada com Hustrulid (1999), apresentou 

os resultados da expansão isentrópica de um ANFO com densidade de 800 kg/m3 

obtidos com o código TIGER. As isentrópicas da pressão com relação à razão entre 

volume específico da expansão com o volume específico inicial do explosivo são 

apresentadas na Figura 7. Como se pode observar, os resultados obtidos no pre-

sente trabalho foram muito próximos aos apresentados por Nie (1998) com o código 

TIGER. 
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Parte II – Detonação Não-Ideal 
 

 

 
 

 

Os códigos termodinâmicos de detonação ideal descrevem razoavelmente bem o 

comportamento de altos explosivos, ou seja, aqueles que apresentam comporta-

mentos próximos ao ideal. Entretanto, ainda que importantes propriedades termo-

dinâmicas são obtidas como resultado da aplicação desses códigos, o uso direto des-

sas ferramentas é insuficiente para obter uma caracterização realista do estado de 

detonação, tendo em vista que a grande maioria dos explosivos empregados na in-

dústria mineira se compõem de explosivos não-ideais. 

A incorporação dos efeitos multidimensionais da carga, cinéticas de reação, 

heterogeneidades, entre outros, são necessários para uma correta descrição de um 

explosivo não-ideal. Neste sentido, observam-se que explosivos heterogêneos nor-

malmente apresentam uma taxa de reação finita, onde as perdas laterais de ener-

gia e momento – ao longo da expansão radial dos produtos de detonação – contri-

buem para ralentar o tempo de reação e acentuar a curvatura da frente de choque 

da detonação, quando comparadas com explosivos ideais.  

Um reflexo de tal comportamento se manifesta por meio da velocidade de 

detonação experimental, o qual se encontra sempre por baixo da velocidade de de-

tonação ideal. Segundo Persson et al. (1994), em circunstâncias de não-idealidade, 

a velocidade de detonação poderá se aproximar, mas nunca excederá a velocidade 

de detonação ideal. Tanto é assim, que o grau de não-idealidade de um explosivo 

pode ser julgado pela diferença entre as velocidades de detonação experimental e 

ideal (Bilgin & Esen, 1999). Desse modo, existe uma patente necessidade por mo-

delos não-ideais com o intuito de obter uma caracterização mais fiel do desempenho 

das detonações. 

 Portanto, a segunda parte desta tese versará sobre as detonações não-ideais, 

os principais modelos que os descrevem e o efeito do confinamento.  
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6 Modelos de Detonação Não-ideais 
 

Uma breve revisão dos principais modelos de detonações não-ideais será apresen-

tada neste capítulo. Tem-se como principal objetivo, pois, a construção de uma re-

ferência histórica tanto sobre a evolução dos fundamentos teóricos como sobre a 

capacidade preditiva dos modelos de detonações não-ideais estacionárias. 

 

6.1 Modelo ZND: Zel’dovich, von Neumann e Doering 
 

Um importante avanço no estudo das detonações veio à luz com os trabalhos reali-

zados de forma independente por Zel’dovich (1940), von Neumann (1942) e Doering 

(1943), do qual nasceu a sigla ZND. Ainda que estritamente ideal e similar ao mo-

delo CJ, o modelo ZND permite a resolução do problema considerando a existência 

de uma zona de reação química finita (Minchinton, 2015), sendo, pois, um dos per-

cursores para todo um grupo de teorias sobre as detonações. Mas tarde, esta zona 

de reação foi chamada de Zona de Condução da Detonação – DDZ, do inglês Deto-

nation Driving Zone. A estrutura da detonação descrita no modelo ZND assume 

que a detonação é uma onda de choque seguida de uma zona de reação finita, que 

por sua vez provê a energia necessária para auto-suportar a detonação.  

O entendimento gráfico da estrutura de detonação do modelo ZND pode ser 

observado na Figura 8. A pressão na frente de choque se incrementa ao longo da 

Hugoniot não-reativa até que esta atinge o ponto onde a reta de Rayleigh intersecta 

a curva de Hugoniot. Este ponto é conhecido como o pico de von Neumann. Deste 

ponto, a pressão começa a atenuar ao longo da reta de Rayleigh até atingir o ponto 

Chapman-Jouguet, ou condição sônica, onde a velocidade de detonação se iguala a 

velocidade do som do meio. No modelo ZND, o ponto CJ descreve exatamente um 

estado de detonação ideal. 

A estrutura espacial da DDZ pode ser estimada para o caso ideal e unidi-

mensional, aquele onde o diâmetro da carga tende ao infinito, através do modelo 

ZND. Uma vez conhecida a taxa de reação de um determinado explosivo, a estru-

tura espacial da zona de reação no modelo ZND pode ser calculada da seguinte 

forma 

𝑑𝜆

𝑑𝑛
= ∫

𝑢(𝜆)

𝑊(𝑃(𝜆), 𝜌(𝜆), 𝜆)

𝜆

0

𝑑𝜆 (6.1) 
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onde 𝑛 é a distância desde a frente de choque; 𝜆 representa o progresso da reação 

química, sendo 1 para reação completa e 0 para não reagido; 𝑢 é a velocidade de 

partícula e 𝑊 é a taxa de reação química. 

Por outro lado, é necessário conhecer a solução do problema ao longo do eixo 

da carga. Assim, tem-se que a descrição dos parâmetros de detonação ao longo do 

progresso da reação 𝜆 pode ser expressada através das seguintes relações (Stewart, 

1993) 

𝜌 = 𝜌𝑜
𝛾 + 1

𝛾 − 𝑙
 (6.2) 

𝑢 = −𝐷𝐶𝐽
𝛾 − 𝑙

𝛾 + 𝑙
 (6.3) 

𝑃 = 𝜌𝑜𝐷𝐶𝐽
2
1 + 𝑙

𝛾 + 1
 (6.4) 

onde 𝑙 é definida por 𝑙 = √1 − 𝜆. Note que quando a reação se completa, 𝜆 = 1, ob-

tém-se que 𝑙 = 0. Logo, as equações acima definidas tomam a forma das relações 

aplicadas ao cálculo do estado CJ ideal. 

 

 
Figura 8: Esquema gráfico do comportamento da deto-

nação no modelo ZND. 

 

A decomposição dos explosivos civis durante o processo de detonação é bas-

tante complexa. Normalmente, o processo de detonação envolve um grande número 

de espécies e reações intermediarias que ocorrem com cinéticas de reação distintas 

e específicas entre si (Byers Brown, 2002; Zhang, 2016). Uma solução usual para 

este problema é a consolidação de todas as cinéticas de reações em uma única e 
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mais simples lei, que engloba a totalidade dessas reações, controlada pela variável 

que descreve o progresso de reação  𝜆. Como consequência, é comum a aplicação da 

taxa de reação definida pela seguinte equação (Byers Brown, 2002; Sharpe & 

Braithwaite, 2005) 

𝑊 =
1

𝜏
(1 − 𝜆)𝑚 (

𝑃

𝑃𝑟𝑒𝑓
)

𝑛

 (6.5) 

onde os parâmetros 𝑚, 𝑛 e 𝜏 são ajustáveis sobre dados experimentais. A pressão 

de referência, 𝑃𝑟𝑒𝑓, é assumida como de 1GPa. 

  

6.1.1 Aplicação do modelo ZND para um ANFO 96/4 

 

A fim de aplicar o modelo ZND, necessita-se conhecer os parâmetros que regem a 

cinética de reação do explosivo. Para este fim, assume-se os parâmetros 𝑛 = 1.5, 

𝑚 = 1 e 𝜏 = 28 μs, publicados por Sharpe & Braithwaite (2005). Assim, uma vez 

definida a forma e os parâmetros da taxa de reação química, realizou-se os cálculos 

correspondentes que definem a estrutura espacial da reação do ANFO com densi-

dades de 800 kg/m3 e 1000 kg/m3. Os demais parâmetros necessários para o cálculo 

podem ser coletados da Tabela 11. 

 

  
 

Figura 9: Representação da evolução da pressão (a) e grau de reação (b) 

dentro da zona de condução da detonação, segundo o modelo ZND para um 

ANFO com densidades de 800 kg/m3 e 1000 kg/m3. 

 

Os resultados do comportamento espacial da zona de condução da detonação, 

DDZ, podem ser apreciados na Figura 9 e na Tabela 19. A longitude da zona de 

reação 𝑙𝑅𝑆, para uma reação completa, 𝜆 = 1, foi de 173 mm e 104 mm para os AN-

FOs com 800 e 1000 kg/m3, respectivamente. Similarmente, ao analisar a progres-

são da reação a 99%, obteve-se que as distâncias entre a frente de choque e este 

lócus foi de 20,55 e 12,46 mm. Tais resultados concordam com observações experi-

mentais no sentido de que maiores densidades permitem sustentar a detonação de 
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forma mais efetiva. Outra propriedade calculada é a pressão atuante no lócus de 

choque, conhecida como pico de von Neumann. Para um ANFO 800 kg/m3, essa 

pressão foi de 11,36 GPa. Já para um ANFO de 1000 kg/m3, a pressão foi de 17,98 

GPa. 

 
Tabela 19.  Estrutura ZND para o ANFO 

Explosivo 𝑙𝑅𝑆 𝑙𝑅𝑆 99% Ps PCJ 

ANFO   800 kg/m3 173 mm 20,55 mm 11,36 GPa 5,68 GPa 

ANFO 1000 kg/m3 104 mm 12,46 mm 17,98 GPa 8,99 GPa 

 

 

6.2 Modelo Unidimensional de Reação Parcial 
 

Baseando-se na teoria ZND, sigla oriunda dos nomes dos fundadores da teoria mo-

derna da detonação: Zel’dovich, von Neuman e Doering (Fickett & Davis, 1979), o 

qual supõe que uma fração do explosivo 𝜆 reage na frente de detonação, contribu-

indo efetivamente a realização de trabalho, enquanto que uma fração (1 − 𝜆) o faz 

durante a fase de expansão, não contribuindo a realização de trabalho (Lopez, 

2003), é possível incorporar condições de não-idealidade aos modelos termodinâmi-

cos de detonação. O W-DETCOM está dotado de métodos de resolução que se ba-

seiam em um suposto equilíbrio térmico ou equilíbrio dinâmico, já o TIGER-WIN, 

por exemplo, apresentam métodos de resolução baseados tanto no equilíbrio tér-

mico como queimado superficial (Lopez, 2003). 

 
Figura 10: Representação dos distintos graus de detonação 

existentes entre o estado ideal (𝜆 = 1) e o material não-rea-

gido (𝜆 = 0). 

 

Ao tratar de incorporar critérios de não-idealidade através dos conceitos de 

reação parcial, incógnitas e equações adicionais são necessárias para descrever o 
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processo de detonação. Estas equações transformam o modelo de detonação ideal – 

descrito na primeira parte deste trabalho – em um modelo multifásico ao incorpo-

rar as condições de não-idealidade baseadas em produtos reagidos e não-reagidos 

(Lopez, 2003, Sanchidrián & Lopez, 2006). 

Seguindo o exposto por Lopez (2003) e Sanchidrián & Lopez (2006), a ideia 

é buscar um estado de detonação Chapman-Jouguet CJ’ com reação parcial para 

uma dada velocidade de detonação experimental. Assim que, tomando como par-

tida a equação da energia 

𝐸 − 𝐸𝑜 =
1

2
(𝑃 − 𝑃𝑜)(𝑣𝑜 − 𝑣) (6.6) 

onde para um estado de choque com reação total ou completa se supõe 𝜆 = 1. Por 

outro lado, um choque não-reativo supõe que 𝜆 = 0. Para o caso do modelo de reação 

parcial, a energia se compõe de uma parte correspondente aos produtos reagidos e 

outra aos não reagidos, onde o comportamento do progresso da reação supõe 0 ≤
𝜆 ≤ 1. 

Tendo em vista esta repartição de energia, pode-se escrever que a energia 

interna dos produtos reagidos e não reagidos se combinam através 

𝐸 = 𝜆𝐸𝑃 + (1 − 𝜆)𝐸𝑛 (6.7) 

onde 𝜆 é a fração de explosivo reagido no processo de detonação, 𝐸𝑃 é a energia 

interna dos produtos de detonação por unidade de massa, 𝐸𝑛 é a energia interna 

dos produtos não reagidos por unidade de massa. Ao combinar ambas equações, se 

obtém 

𝜆𝐸𝑃 + (1 − 𝜆)𝐸𝑛 − 𝐸𝑜 =
1

2
(𝑃 − 𝑃𝑜)(𝑣𝑜 − 𝑣) (6.8) 

onde a relação entre os volumes específicos se estabelece através 

𝑣 = 𝑣𝑛(1 − 𝜆) + 𝑣𝑃𝜆 (6.9) 

onde os subíndices 𝑛 e 𝑝 se referem a “não reagidos” e “reagidos”, respectivamente. 

Segundo Byers Brown & Braithwaite (1996), existem três tipos de assunções 

necessárias para relacionar ambas fases, chamadas de condições de interfase. A 

primeira trata de relacionar as fases em termos de um equilíbrio térmico. Este tipo 

de equilíbrio é considerado um caso extremo, uma vez que se assume que a taxa de 

condução de calor é infinita, conduzindo a que ambas fases estejam em equilíbrio 

térmico (Byers Brown & Braithwaite, 1996). O segundo tipo de equilíbrio é o dinâ-

mico. Trata-se do critério de equilíbrio mais comumente usada. Assume-se, pois, 

que ambas fases estão em equilíbrio mecânico. Lopez (2003) e Sanchidrián & Lopez 

(2006) apresentam o modelo do equilíbrio dinâmico como solução para o modelo de 

reação parcial baseado em que os produtos reagidos e não-reagidos se movem com 

a mesma velocidade, onde só há energia cinética. O terceiro, e último tipo de equi-

líbrio, é o entrópico. Neste outro caso extremo, assume-se que não há condução de 
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calor entre os materiais não-reagidos e reagidos (Byers Brown & Braithwaite, 

1996). Este tipo de equilíbrio é usado para estabelecer as expansões isentrópicas 

dos produtos de reação. 

Lopez (2003) e Sanchidrián & Lopez (2006) desenvolvem um modelo de rea-

ção parcial baseado no equilíbrio dinâmico assumindo que a equação de estado Mie-

Gruneisen possa representar os produtos não reagidos 

𝑃 = 𝑃𝑟𝑒𝑓(𝑣𝑛) +
Γ𝑛
𝑣𝑛
[𝐸𝑛 − 𝐸𝑟𝑒𝑓(𝑣𝑢)] (6.10) 

onde 𝑃𝑟𝑒𝑓 e 𝐸𝑟𝑒𝑓 são funções conhecidas e Γ𝑛 é o coeficiente de Gruneisen. Tal como 

sugere Sanchidrián & Lopez (2006), o estado de choque dos produtos não-reagidos 

pode ser convenientemente representado pela equação de Hugoniot linear, onde se 

relacionam a velocidade do choque 𝑢𝑠 em função da velocidade de partícula 𝑢 

𝑢𝑠 = 𝐶𝑜 + 𝑠𝑢 (6.11) 

onde 𝐶𝑜 e 𝑠 são constantes ajustadas sobre dados experimentais. Quando combina-

das com as relações de choque para escrever expressões para a pressão e energia 

interna, chega-se a 

𝑃𝑟𝑒𝑓 =
𝐶𝑜
2(𝑣𝑜 − 𝑣𝑛)

2

[𝑣𝑜 − 𝑠(𝑣𝑜 − 𝑣𝑛)]2
 (6.12) 

𝐸𝑟𝑒𝑓 = 𝐸𝑜 +
1

2

𝐶𝑜
2(𝑣𝑜 − 𝑣𝑛)

2

[𝑣𝑜 − 𝑠(𝑣𝑜 − 𝑣𝑛)]2
 (6.13) 

Combinando as equações (6.11), (6.12), (6.10) e (6.6), considerando um cho-

que forte 𝑃 ≫ 𝑃𝑜, se obtém a seguinte expressão 

𝑃 =
𝐶𝑜
2(𝑣𝑜 − 𝑣𝑛)

2

[𝑣𝑜 − 𝑠(𝑣𝑜 − 𝑣𝑛)]2

1 −
Γ𝑛
2𝑣𝑛

(𝑣𝑜 − 𝑣𝑛)

1 −
Γ𝑛
2𝑣𝑛

(𝑣𝑜 − 𝑣)
 (6.14) 

onde a equação (6.14) se resolve numericamente em 𝑣𝑛. 

 As condições de equilíbrio dinâmico se combinam com os métodos de resolu-

ção descritos na primeira parte deste trabalho, dedicado as detonações ideais. A 

estratégia se baseia em encontrar o grau de reação para uma dada velocidade de 

detonação experimental, calculando o correspondente volume específico dos produ-

tos não-reagidos 𝑣𝑛 com a equação (6.14) em cada etapa interativa de cálculo. Como 

consequência, se obtém o volume específico dos produtos reagidos através da equa-

ção (6.9) em cada etapa do processo de cálculo. O processo se repete até conseguir 

a convergência da temperatura e do volume específico no estado CJ. No final do 

processo, os valores remanentes descrevem o estado de detonação parcial para uma 

dada velocidade de detonação. 
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6.2.1.1 Validação do Modelo de Reação Parcial 

 

O código ATLAS-DET, tal como o W-DETCOM, incorpora o modelo de reação par-

cial em equilíbrio dinâmico. A validação do modelo de reação parcial introduzido 

no ATLAS-DET segue preceitos similares aos apresentados por Lopez (2003). As-

sim, tal como realizou Lopez (2003), comparar-se-á os resultados obtidos com o 

ATLAS-DET com os modelos de detonação parcial W-DETCOM (Sanchidrián & 

Lopez, 2006; Lopez, 2003), TIGER-WIN (BAI, 1996) e dados publicados por Mader 

(1998) para um ANFO com 94% de nitrato amônio e 6% de diesel, a uma densidade 

de 0,954 g/cm3.  

 
Tabela 20. Resultados termodinâmicos dos estados de detonação provenientes de 

modelos de reação parcial. 

ATLAS-DET W-DETCOM TIGER-WIN MADER 

  
D  

(m/s) 

P  

(GPa) 
  

D  

(m/s) 

P  

(GPa) 
  

D  

(m/s) 

P  

(GPa) 
  

D  

(m/s) 

P  

(GPa) 

0,29 3200 2,46 0,30 3117 2,19 0,44 3400 2,19 0,44 3200 1,90 

0,35 3500 2,94 0,45 3734 3,28 0,48 3687 2,64 0,48 3500 2,40 

0,40 3700 3,28 0,55 4118 4,14 0,53 3953 3,12 0,53 3700 2,90 

0,64 4600 5,08 0,70 4674 5,33 0,77 4974 5,66 0,77 4600 4,70 

0,98 5715 7,83 0,96 5617 8,27 1,00 5613 8,17 1,00 5715 8,60 

 

Os resultados são apresentados na Tabela 20. Por outro lado, a fim de obser-

var a ordem de grandeza das diferenças encontradas entre os modelos de reação 

parcial, apresentam-se as matrizes de erros para os graus de reação de 0,45 e 0,70 

na Tabela 21 e Tabela 22, respectivamente. Adicionalmente, apresentam-se os re-

sultados das velocidades e pressões de detonação em relação ao progresso da reação 

na Figura 11. 

 
Tabela 21. Matriz de erros para 𝜆 = 0,45 
 ATLAS-DET W-DETCOM TIGER-WIN MADER 

ATLAS-DET 0,0% -4,0% -9,9% -15,3% 

W-DETCOM 4,1% 0,0% -6,2% -11,9% 

TIGER-WIN 11,0% 6,6% 0,0% -6,0% 

MADER 18,1% 13,4% 6,4% 0,0% 

 

Tabela 22. Matriz de erros para 𝜆 = 0,70 
 ATLAS-DET W-DETCOM TIGER-WIN MADER 

ATLAS-DET 0,0% -3,2% -2,8% -8,2% 

W-DETCOM 3,3% 0,0% 0,3% -5,2% 

TIGER-WIN 2,9% -0,3% 0,0% -5,5% 

MADER 8,9% 5,5% 5,8% 0,0% 

 

Observa-se, pois, que à medida em que se incrementa o grau de reação, apro-

ximando-se das condições de idealidade, o erro ou diferença entre modelos diminui 

consideravelmente. Como era de se esperar, as incertezas aumentam quando se 

distanciam das condições ideais de detonação. O código ATLAS-DET se comporta 
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de forma muito similar ao W-DETCOM, uma vez que se alimenta da mesma estra-

tégia de cálculo. Para um grau de reação de 0,45, por exemplo, observam-se dife-

renças de -4,0%, -9,9% e -15,3% entre os resultados obtidos com ATLAS-DET, W-

DETCOM, TIGER-WIN e Mader, respectivamente. Já para um grau de 0,70, as 

diferenças se reduzem para -3,2%, -2,8% e -8,2%, respectivamente. 

 

  
  

Figura 11: Velocidades e pressões de detonação em função do grau de reação 

para um ANFO 94/6 provenientes de distintos códigos termodinâmicos. 
 

 

6.3 Teoria de Fluxos em Meios Reativos 
 

As equações de Euler, combinadas a uma equação de estado e cinética de reação, 

governam o movimento de um fluido compressível. Ao admitir alguma compressi-

bilidade, tais fluxos estão sujeitos a suportar ondas de choque. Tal como exposto 

no início deste trabalho, uma onda de choque consiste em uma mudança abrupta 

(Lagrangiana) nas densidades e velocidades do fluido (Hankin, 2001). No caso das 

detonações de cargas explosivas, as equações de Euler se acoplam a um estado re-

ativo, uma vez que a onda de choque funciona como gatilho de início de uma reação 

termoquímica. Em base aos princípios de conservação de massa, momento e ener-

gia, acoplada com o estado temporal de reação do material quanto ao progresso da 

reação, as equações de fluxos reativos de Euler se definem como 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇. 𝜌 + 𝜌∇ ∙ 𝒖 = 0 (6.15) 

𝜌
𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇. 𝒖 + ∇𝑃 = 0 (6.16) 

𝜕𝐸

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇𝐸 + 𝑃 (

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇𝑣) = 0 (6.17) 

𝜕𝜆

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇𝜆 −𝑊 = 0 (6.18) 
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onde 𝒖 é o vetor de velocidades, 𝑃 é a pressão, 𝑣 é o volume específico, 𝐸 é a energia 

interna, ∇ é operador divergente e 𝑊 é taxa de reação.  

 Estas equações se aplicam em qualquer parte do fluxo onde há variações 

suaves das variáveis de campo e suas primeiras derivadas espaciais (Stewart, 

1993). Aplicam-se, pois, à onda de choque ou de detonação, seguidas por um estado 

de variação suave das variáveis termodinâmicas na zona de reação. As equações se 

completam uma vez que se define a equação de estado e a forma da taxa de reação 

(Sharpe & Braithwaite, 2005). 

 

6.3.1 Perturbação Axial de Wood-Kirkwood 

 

A estrutura da teoria de fluxo levemente divergente se baseia nos trabalhos apre-

sentados inicialmente por Wood & Kirkwood (1954) e logo explorados em mais pro-

fundidade por Fickett & Davis (1979). Nesta teoria, assume-se que o explosivo é 

formado por um cilindro de longitude infinita e diâmetro finito, onde o eixo axial 

se estrutura em um sistema de coordenadas 𝑥, sendo 𝑥 = 0 na frente de choque, e 

𝑟, representando a distância radial desde o eixo 𝑥. Uma vez que o operador da di-

vergência é definido como ∇ ≡ 𝜕/𝜕𝑟 + 𝜕/𝜕𝑥, as equações hidrodinâmicas de fluxos 

reativos de Euler para a conservação de massa, momento e energia (6.15), (6.16), 

(6.17) e (6.18), sobre um vetor velocidade 𝒖 = (𝑢,𝑤), podem ser escritas como 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝜌

𝜕𝑟
+ 𝜌 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝜔

𝜕𝑟
) + 𝜌

𝜔

𝑟
= 0 (6.19) 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0 (6.20) 

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝜔

𝜕𝑟
+
𝜕𝑃

𝜕𝑟
= 0 (6.21) 

𝜕𝐸

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐸

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝐸

𝜕𝑟
+ 𝑃 (

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝑣

𝜕𝑟
) = 0 (6.22) 

𝜕𝜆

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜆

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝜆

𝜕𝑟
= 𝑊 (6.23) 

onde 𝑢 e 𝜔 são as velocidades ao longo e perpendicular ao eixo, respectivamente; 

𝑃, 𝜌, 𝑣 e 𝐸 são a pressão, densidade, volume específico e energia interna, respecti-

vamente. A taxa química é denotada por 𝑊 e 𝜆 representa o progresso da reação 

(𝜆 = 1 para reação completa). 

Quando aplicamos às equações de fluxos reativos as condições necessárias 

para ter-se fluxos estacionários, as derivadas parciais em relação ao tempo se anu-

lam. Logo, o sistema de equações toma a forma 

𝑢
𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝜌

𝜕𝑟
+ 𝜌 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝜔

𝜕𝑟
) + 𝜌

𝜔

𝑟
= 0 (6.24) 
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𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0 (6.25) 

𝑢
𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝜔

𝜕𝑟
+
𝜕𝑃

𝜕𝑟
= 0 (6.26) 

𝑢
𝜕𝐸

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝐸

𝜕𝑟
+ 𝑃 (𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝑣

𝜕𝑟
) = 0 (6.27) 

𝑢
𝜕𝜆

𝜕𝑥
+ 𝜔

𝜕𝜆

𝜕𝑟
= 𝑊 (6.28) 

A resolução direta desse sistema de equações diferenciais não é trivial. Neste 

estágio, não se conhece o termo divergente, ou seja, a derivada parcial da veloci-

dade radial 𝜔 em relação à 𝑟, o que requer a presunção do seu comportamento. 

Neste sentido, quando particularizamos a solução ao longo do eixo da carga cilín-

drica, por simetria, pode-se assumir que a velocidade radial 𝜔 desaparece, ainda 

que sus derivadas parciais continuam presentes. Assim, de acordo com esta sim-

plificação, chega-se finalmente ao sistema de equações que compõe o problema do 

fluxo levemente divergente 

𝑢
𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −2𝜌

𝜕𝜔

𝜕𝑟
 (6.29) 

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 (6.30) 

𝜕𝑃

𝜕𝑟
= 0 (6.31) 

𝜕𝐸

𝜕𝑥
+ 𝑃

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 (6.32) 

𝜕𝜆

𝜕𝑥
=
𝑊

𝑢
 (6.33) 

As equações de fluxo podem ser integradas para se obter as equações de con-

servação em um sistema de quase-unidimensionalidade com a inclusão do termo 

da divergência 𝜔𝑟 = 𝜕𝜔/𝜕𝑟 

𝑢𝜌 − 𝜌𝑜𝐷 = −2𝜌𝑜𝐷𝐼2 (6.34) 
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𝑢2𝜌 + 𝑃 − (𝜌𝑜𝐷
2 + 𝑃𝑜) = −2𝜌𝑜𝐷

2𝐼3 (6.35) 

𝐻 +
1

2
𝑢2 − (𝐻𝑜 +

1

2
𝐷2) = 0 (6.36) 

onde 𝐷 representa a velocidade de fluxo, ou a velocidade de detonação. Os símbolos 

𝐼2 e 𝐼3 denotam as seguintes integrais adimensionais 

𝐼1 =
1

𝐷
∫ 𝜔𝑟(𝑥

′)𝑑𝑥′
𝑥

0

 (6.37) 

𝐼2 =
1

𝜌𝑜𝐷
∫ 𝜌(𝑥′)𝜔𝑟(𝑥

′)𝑑𝑥′
𝑥

0

 (6.38) 

𝐼3 =
1

𝜌𝑜𝐷2
∫ 𝜌(𝑥′)𝑢(𝑥′)𝜔𝑟(𝑥

′)𝑑𝑥′
𝑥

0

 (6.39) 

Fickett & Davis (1979) expõe que, através de algumas manipulações, tais 

equações podem ser escritas em função dos fatores de divergência como 

𝐸 −
1

2
𝑃(𝑣𝑜 − 𝑣) = 𝐷2 [(1 −

𝑣

𝑣𝑜
) 𝐼1 − 2

𝑣

𝑣𝑜
𝐼2] (6.40) 

Com o intuito de escrever as equações de forma dependente à razão de libe-

ração de energia, voltamos à equação diferencial (6.32), tendo em conta a relação 

diferencial para a equação de estado 𝐸(𝑃, 𝑣, 𝜆) 

𝜕𝐸

𝜕𝑥
=
𝜕𝐸

𝜕𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝐸

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝐸

𝜕𝜆

𝜕𝜆

𝜕𝑥
 (6.41) 

chegando a seguinte equação 

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 𝑐2

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑐2𝜎

𝜕𝜆

𝜕𝑥
 (6.42) 

que é o ponto de partida para desenvolver o que se conhecerá como Equação Maes-

tra. Onde a velocidade do som de congelamento 𝑐 e o coeficiente de termicidade 𝜎 

são definidas pelas equações (Fickett & Davis, 1979) 

𝑐2 = 𝑣2 (𝑃 +
𝜕𝐸

𝜕𝑣
)
𝜕𝐸

𝜕𝑃
⁄  (6.43) 

𝜎 = −
1

𝜌𝑐2
(
𝜕𝐸

𝜕𝜆

𝜕𝐸

𝜕𝑃
⁄ ) (6.44) 
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Assim, combinando as equações (6.42), (6.29) e (6.30), se obtém a seguinte 

equação diferencial para velocidade de partícula axial 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜓

𝜂
 (6.45) 

onde os parâmetros adimensionais 𝜓 e 𝜂 são definidos por Wood & Kirkwood (1954) 

como 

𝜓 =  𝜎𝑊 − 2𝜔𝑟 (6.46) 

𝜂 = 𝑐2 − 𝑢2 (6.47) 

constituindo, pois, as equações onde se definem as condições generalizadas Cha-

pman-Jouguet. 

Tal como observaram Wood & Kirkwood (1954), uma vez que o fluxo que se 

propaga atrás do choque é subsônico, se observa que 𝜂 > 0. Por outro lado, para um 

estado estacionário, deve haver uma expansão similar à Prandtl-Meyer atrás do 

choque, fazendo que o fluxo passe a um estado supersônico 𝜂 < 0 em algum ponto 

atrás do choque. Neste sentido, espera-se que exista um ponto específico na zona 

estacionaria da detonação onde o fluxo se torna exatamente sônico 𝜂 = 0, o que 

requer que o termo 𝜓 seja também nulo neste mesmo ponto. Estas duas condições 

são conhecidas como as condições generalizadas Chapman-Jouguet. Por tanto, no 

ponto Chapman-Jouguet, ou lócus sônico, tem-se que a velocidade de partícula é 

igual a velocidade do som, 𝑢 = 𝑐, e consequentemente, 𝜂 se anula. A equação (6.45) 

sugere que 𝜓 deve igualmente ser zero no ponto CJ, sendo conhecida como a se-

gunda condição CJ, onde o fluxo passa ao regime supersônico além desde ponto. 

 

6.3.2 Modelo Chan 

 

O modelo proposto por Chan (1981) se desenvolve em base às equações de fluxos 

reativos apresentadas por Wood & Kirkwood (1954). Diferencia-se, pois, na apro-

ximação unidimensional adotada no desenvolvimento das integrais definidas em 

(6.37), (6.38) e (6.39). Chan (1981) foi capaz de simplificar a integração das equa-

ções para o ponto Chapman-Jouguet em função da área transversal do tubo de fluxo 

𝐴, definida como 𝐴(𝑥 = 0) = 1 na frente de choque, e 𝐴(𝑥 > 0) > 1 ao se incremen-

tar a distância longitudinal 𝑥, para uma equação de estado politrópica. 

Para tal tarefa, primeiro faz-se necessário expressar a divergência 𝜔𝑟 como 

uma função da distância 𝑥, onde que para pequenas distâncias radiais a partir o 

eixo, a velocidade radial pudesse ser expressada como 𝜔 = 𝜔𝑟𝑟 (Fickett & Davis, 

1979). Assim que o movimento radial pode ser dado pela seguinte expressão 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝜔 = 𝜔𝑟𝑟 (6.48) 

onde 𝑟 é a distância radial e 𝜔𝑟 a velocidade transversal ou a divergência. 

A fim de avaliar as integrais (6.38) e (6.39), necessita-se expressar a diver-

gência 𝜔𝑟 em função da distância 𝑥. Tendo em vista que tanto a distância quanto o 
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tempo estão relacionados ao longo do eixo por 𝑑𝑟 = 𝑢𝑑𝑡, pode-se escrever que a di-

vergência 𝜔𝑟 estaria relacionada com a área seccional relativa A através 

𝜔𝑟 =
𝑢

2

1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑥
 (6.49) 

onde 𝑢 é a velocidade de partícula.  

Ao substituir a equação (6.49) na integral (6.38), e integrando-a, Chan (1981) 

obteve a seguinte expressão para 𝐼2 

𝐼2 =
1

2
(1 −

1

𝐴
) (6.50) 

Procedendo de forma similar, a integral 𝐼3 é resolvida integrando por partes, 

assumindo que a variação de A é menor que (𝜌𝑜 𝜌⁄ )𝐴3. Logo, tem-se aproximada-

mente que 

𝐼3 ≅
1

2

𝜌𝑜
𝜌𝑠
𝐴 (1 −

1

𝐴
) (6.51) 

onde 𝜌𝑠 é a densidade do material na frente de choque e 𝜌𝑜 a densidade do explo-

sivo. 

Portanto, uma vez selecionada a equação de estado politrópica, e aplicando 

as condições generalizadas Chapman-Jouguet, pode-se obter o seguinte jogo de 

equações que expressa as magnitudes dos parâmetros que caracterizam o estado 

CJ em função da área seccional relativa 𝐴 

(
𝑢

𝐷
)
𝐶𝐽
=

𝛾𝐴

𝛾 + 1
[1 −

𝜌𝑜
𝜌𝑠
(𝐴 − 1)] (6.52) 

(
𝜌𝑜
𝜌
)
𝐶𝐽

=
𝛾𝐴2

𝛾 + 1
[1 −

𝜌𝑜
𝜌𝑠
(𝐴 − 1)] (6.53) 

(
𝑃

𝜌𝑜𝐷2
)
𝐶𝐽

=
1

𝛾 + 1
[1 −

𝜌𝑜
𝜌𝑠
(𝐴 − 1)] (6.54) 

𝜆𝐶𝐽 = (
𝐷

𝐷∞
)
2

[(
𝑢

𝐷
)
2

(𝛾 + 1)2 − (𝛾2 − 1)] (6.55) 

onde 𝐷∞ = √2(𝛾2 − 1)𝑄 correspondente à velocidade de detonação ideal. Como se 

pode observar, as equações (6.52), (6.53), (6.54) e (6.55) se reduzem à forma clássica 

unidimensional CJ quando 𝐴 = 1, como esperado. 

Assim, para uma dada velocidade de detonação experimental 𝐷, as equações  

(6.52), (6.53), (6.54) e (6.55) apresentam uma explícita relação entre 𝜆𝐶𝐽 e 𝐴𝐶𝐽. En-

tretanto, para resolver estas equações, necessita-se conhecer o valor de A no ponto 

CJ. Neste sentido, assumindo que a expansão do tubo de fluxo seja pequena, 
(𝐴 − 1) < 1 , pode-se aproximar 𝐴 por um cone regular (Kuznetsov, 1968) como 
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𝐴 = (1 +
𝑎

𝑑
𝑥)

2

 

 

onde 𝑎 é uma constante e 𝑑 o diâmetro da carga. Expandindo o termo (a/𝑑)𝑥 em 

função do raio de curvatura da frente de choque, 𝑅, ao longo do eixo e do fluxo 

divergente 𝜔𝑟 imediatamente atrás da frente de choque, pode-se proceder ao cál-

culo da área do tubo de fluxo (Leiper & Kirby, 1985) através 

𝐴 = (1 +
1

𝑅𝑠
∫

𝐷 − 𝑢

𝑢

𝑥

0

𝑑𝑥)

2

 (6.56) 

onde 𝑥 é o valor da longitude da zona de condução da detonação ao longo do eixo, 

𝑥 = 𝑥𝐶𝐽. Assim que, para uma dada velocidade de detonação 𝐷, tem-se a seguinte 

expressão empírica (Wood & Kirkwood, 1954; Esen, 2004; Kennedy, 1995) 

𝑥𝐶𝐽 = 𝛼𝑑 (1 −
𝐷

𝐷𝐶𝐽
) [𝐶 + 𝛼𝛽 (1 −

𝐷

𝐷𝐶𝐽
)]

−1

 (6.57) 

onde 𝐶 = 3.5. Uma vez estimada 𝑥𝐶𝐽, calcula-se o raio da curvatura da frente de 

choque através  

𝑅𝑠 = 𝛼(𝑑 − 𝛽𝑥𝐶𝐽) (6.58) 

onde 𝛼 e 𝛽 são parâmetros obtidos por ajustes experimentais. 

 

6.3.3 Modelo DeNE 

 

O modelo DeNE (do inglês Detonics of Non-ideal Explosives) foi desenvolvido por 

Esen (2004) em base a bem estabelecida análise dos fluxos levemente divergentes 

propostas por Kirby & Leiper (1985). Assim sendo, fundamenta-se na associação 

de um termo ou parâmetro de divergência ao sistema de equações diferenciais de 

fluxos reativos de Euler, que por sua vez está associado à área central unitária de 

um tubo que representa o fluxo cilíndrico da carga explosiva. Para uma dada velo-

cidade de detonação, o código DeNE resolve o problema de equações diferenciais no 

eixo axial da carga. Entretanto, a interdependência entre velocidade de detonação 

e diâmetro se realiza através de uma equação empírica, tomada sobre uma curva 

do efeito diâmetro não-confinada experimental. A relação com diâmetros confina-

dos também se realiza através de equações empíricas. 

As principais simplificações e suposições associadas à teoria dos fluxos leve-

mente divergentes são (Esen, et al., 2005): 

 

(a) Estado de detonação estacionário; 

(b) Lagrangiano (perfil de choque instantâneo); 

(c) Sistema de coordenadas cilíndricas; 

(d) Teoria pseudo-unidimensional aplicada à área central do fluxo cilíndrico; 

(e) Velocidade radial no eixo é zero; 

(f) O termo da divergência é calculado de forma aproximada; 
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(g) Assume-se uma relação empírica entre o raio de curvatura da frente de cho-

que e a forma das isóbaras.  

 

 
Figura 12: Representação idealizada do regime de deto-

nação não-ideal segundo a teoria dos fluxos levemente di-

vergentes. 

 

A solução axial do problema dos fluxos levemente divergentes requer a solução 

de um sistema de equações diferenciais definidas por umas condições de contorno 

entre a frente de choque e o lócus sônico. Esen (2004), seguindo os trabalhos de 

(Kirby & Leiper, 1985) e outros pesquisadores, propôs um modelo definido pelo 

seguinte conjunto de nove equações diferenciais ordinárias 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
𝑢𝑐2 (𝜎

𝑑𝜆
𝑑𝑡
− 2𝜔)

𝑐2 − 𝑢2
 

(6.59) 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= −𝜌𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 (6.60) 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2𝐴𝜔 (6.61) 

𝑑𝜆

𝑑𝑡
= 𝑊 (6.62) 

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −

1

𝑅

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 (6.63) 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=
𝑑𝑃

𝑑𝑡

𝜕𝐸

𝜕𝑃
+
𝑑𝑣

𝑑𝑡

𝜕𝐸

𝜕𝑣
+
𝑑𝜆

𝑑𝑡

𝜕𝐸

𝜕𝜆
 (6.64) 
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𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝑣

𝑢
(
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 2𝜔𝑢) (6.65) 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
=
1

𝑢𝑣
(
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 2𝜔𝑢) (6.66) 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢 (6.67) 

onde 𝑢 é a velocidade de partícula; 𝑃 é a pressão; 𝑣 é o volume específico, sendo que 

𝑣 = 1/𝜌, onde 𝜌 é a densidade; 𝑡 é o tempo; 𝑊 é a taxa de reação; 𝜆 é o grau da 

reação; 𝐸 é a energia específica, definida pela equação de estado elegida; 𝜔 é o 

termo da divergência; 𝑥 é a distância da frente de choque ao longo do eixo da carga; 

𝐴 é a área secional do tubo cilíndrico formado pelas linhas de fluxo, assumindo 

unitária da frente de choque; os termos da termicidade 𝜎 e velocidade do som 𝑐 vem 

dadas por 

𝜎 =
1

𝜌𝑐2
[−
(
𝜕𝐸
𝜕𝜆
)
𝑃,𝑣

(
𝜕𝐸
𝜕𝑃
)
𝜆,𝑣

] (6.68) 

𝑐2 = 𝑣2 [
𝑃 + (

𝜕𝐸
𝜕𝑣
)
𝑃,𝜆

(
𝜕𝐸
𝜕𝑃
)
𝜆,𝑣

] (6.69) 

e 𝑅 é o raio de curvatura de uma isóbara a uma distância 𝑥 da frente de choque, 

dada por 

𝑅 =
𝑅𝑠
2 − 𝑥𝑅𝑠 +

𝜁𝑥2

2
𝑅𝑠 − 𝜁𝑥

 (6.70) 

onde 𝜁 é um parâmetro de curvatura; e 𝑅𝑠  é o raio de curvatura da frente de choque. 

A teoria dos fluxos levemente divergentes requer a existência de uma relação 

empírica para o raio de curvatura da frente de choque, 𝑅𝑠. A relação mais comum 

se estrutura em relação ao diâmetro da carga 𝑑 e longitude da zona de condução 

da detonação 𝑥𝐶𝐽, através da seguinte relação 

𝑅𝑠 = 𝛼(𝑑 − 𝛽𝑥𝐶𝐽) (6.71) 

onde 𝛼 e 𝛽 são parâmetros de ajuste empíricos, assumindo os valores 3,75 e 6,33, 

respectivamente. Esta relação empírica permite relacionar a solução axial do pro-

blema com a dimensão radial, permitindo estimar o diâmetro de carga (velocidade 

de detonação) para uma dada velocidade de detonação (diâmetro de carga). 

 Em seu modelo, Esen (2004) utiliza uma taxa de reação dependente da pres-

são, de forma similar à proposta por Howard et al. (1998) 



Modelos de Detonação Não-ideais 

73 

 

𝑊 = 𝑘(1 − 𝜆) (
𝑃

𝑃𝑟𝑒𝑓
)

2

 (6.72) 

onde k é a constante da taxa de reação. A pressão de referência 𝑃𝑟𝑒𝑓 vem estabele-

cida em 1GPa. Ainda que esta forma para taxa de reação é bem estendida na mo-

delização de modelos de detonação não-ideais, Esen (2004) limita os expoentes do 

grau de reação e da pressão em 1 e 2, respectivamente. 

 

6.3.4 Modelo Q1D – Quase Unidimensional 

 

Sharpe & Braithwaite (2005), baseando-se na teoria Detonation Shock Dynamics, 

DSD, estudaram detonações não-ideais estacionarias de explosivos cilíndricos atra-

vés de simulações numéricas diretas (DNS) e observaram que a solução axial do 

problema depende, de forma paramétrica, da velocidade de detonação e do raio de 

curvatura da frente de choque, sugerindo que esta dependência é governada por 

uma relação 𝐷𝑛 − 𝜅, onde 𝜅 é a curvatura.  

Na teoria DSD, portanto, assume-se a existência de uma relação do tipo (Ste-

wart, 1993) 

𝐷𝑛 = 𝐷𝐶𝐽 − 𝛼(𝜅) (6.73) 

onde 𝐷𝑛 é a velocidade de detonação normal à superfície que compõe a frente de 

choque; 𝐷𝐶𝐽 é a velocidade de detonação ideal; e 𝛼(𝜅) é uma função da curvatura 𝜅, 

que é determinada em função das propriedades do material explosivo. 

A aproximação do problema para as condições de quase uni-dimensionali-

dade Q1D assume que as propriedades do sistema variam lentamente ao longo da 

direção 𝜉. Como consequência, as derivadas parciais que dependem de 𝜉 podem ser 

desprezadas na formulação do problema, simplificando o sistema de equações dife-

renciais. Sendo verdadeira tal premissa, Sharpe & Braithwaite (2005) concluem 

que as variáveis do problema passam a depender de forma paramétrica de 𝜉, atra-

vés das variáveis 𝜅(𝜉) e 𝐷𝑛(𝜉).  
Logo, Sharpe & Braithwaite (2005) propõem um sistema de equações dife-

renciais ordinárias 

𝑑𝑢𝑛
𝑑𝑛

=
𝑄(𝛾 − 1)𝑊 + 𝜅∗𝑐2(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛)

𝑐2 − 𝑢𝑛2
 (6.74) 

𝑑𝜌

𝑑𝑛
=
−𝑄(𝛾 − 1)𝜌

𝑊
𝑢𝑛
+ 𝜅∗𝜌𝑢𝑛(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛)

𝑐2 − 𝑢𝑛2
 (6.75) 

𝜕𝜆

𝜕𝑛
=
𝑊

𝑢𝑛
 (6.76) 

onde 𝜅∗ = 𝜅(1 + 𝑛𝜅)−1.  
A equação de estado considerada no desenvolvimento das equações Q1D é a 

pseudo-politrópica, definida pela equação (4.3), com o coeficiente adiabático qua-

drático 𝛾∗, o qual deve ser ajustado sobre a isentrópica do estado ideal de 
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detonação, com o objetivo de incorporar um comportamento mais amplo do sistema 

na EOS selecionada.  

A pressão pode ser calculada – assumindo um choque do tipo forte –, através 

da seguinte equação 

𝑃 = 𝜌 (
𝛾∗ − 1

𝛾∗
) (
𝐷𝑛
2 − 𝑢𝑛

2

2
+ 𝑄𝜆) (6.77) 

enquanto que a velocidade do som pode ser expressa como 

𝑐2 = 𝑃 [
𝛾∗

𝜌
+

1

𝛾∗ − 1
(𝛾1

1

𝜌𝑜
+ 2𝛾2

𝜌

𝜌𝑜2
)] (6.78) 

A taxa de reação é definida como 

𝑊 =
1

𝜏
(1 − 𝜆)𝑚 (

𝑃

𝑃𝑟𝑒𝑓
)

𝑛

 (6.79) 

onde os parâmetros 𝑛,𝑚 e 𝜏 são obtidos através de ajustes experimentais. Parker 

& Cunningham (Sharpe & Braithwaite, 2005) tomam o valor de 𝑛 = 3/2, 𝑚 = 1 e 

𝜏 = 28 μs para o ANFO. 

O problema se resume a resolução de um conjunto de três equações diferen-

ciais ordinárias, nas variáveis 𝜌 , 𝑢𝑛 e 𝜆. As condições iniciais de contorno se esta-

belecem tomando as condições de choque, onde 𝜆 = 0. A condição CJ, por sua vez, 

se determina quando o fluxo se torna sônico, ou seja, quando 𝑢𝑛 = 𝑐, simultanea-

mente com o zeramento da termicidade. Por outro lado, ao realizar a solução obtida 

no eixo, a raio axial de curvatura 𝑅𝑠 se relaciona com a curvatura 𝜅 através da 

seguinte relação 𝑅𝑠 = 2/𝜅 (Sharpe & Braithwaite, 2005; Sharpe, 2000; Stewart & 

Yao, 1998).  

Uma abordagem mais detalhada do modelo Q1D (Sharpe & Braithwaite, 

2005), incluindo sua fundamentação teórica e matemática, se apresentará no Ca-

pítulo 8, durante o desenvolvimento do modelo Q1D EA. 

 

6.3.5 Teoria da Máxima Entropia Efetiva 

 

Uma elegante teoria baseada na máxima entropia efetiva gerada na zona de con-

dução da detonação (DDZ) foi proposta por Byers Brown (1998). O argumento se 

baseia em solucionar o problema através da maximização da entropia efetiva ge-

rada entre a frente de choque e o lócus sônico usando uma ansatz sujeita à parâ-

metros variacionais, ao invés de tentar resolver o sistema de equações diferenciais 

diretamente. Em física, química e matemática, uma ansatz é um palpite que se 

verifica posteriormente por seus resultados em termos de condições de contorno. 

Em base aos trabalhos de Byers Brown (2002) para um problema de choque 

curvo bidimensional, Watt et al. (2009) usaram uma ansatz para a velocidade de 

partícula normal da seguinte forma 

𝑢𝑎𝑛𝑧 = 𝑢𝐹 + 𝑢1(1 − √1 − 𝜆) + 𝑢2𝜆 (6.80) 
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onde 𝑢1 e 𝑢2 são parâmetros variacionais, que apresentam diferentes valores na 

normal de cada ponto ao longo da frente de choque; 𝜆 é o progresso da reação (𝜆 = 1 

para reação completa); 𝑢𝐹 é a velocidade normal na frente de choque, que para o 

caso de uma equação de estado politrópica vem dada por 

𝑢𝐹 = −(
𝛾 − 1

𝛾 + 1
)𝐷𝑛 (6.81) 

onde 𝛾 é o coeficiente politrópico. 

Ao assumir uma função de forma elíptica para a conformação da frente de 

choque analítica, tem-se que 

𝑦𝐹(𝑥) = 𝑎 (1 − (
𝑥

𝑏
)
2

)
1/2 

− 𝑎 (6.82) 

onde 𝑎 e 𝑏 são parâmetros de forma do choque elíptico, obtidos através do processo 

de maximização da entropia de reação efetiva.  

Uma vantagem de dispor de uma descrição analítica para a frente de choque 

é a possibilidade de conhecer precisamente o valor da curvatura 𝜅 e o ângulo nor-

mal de choque 𝜙 para cada ponto ao longo da frente de choque 𝑥. Assim, na parede 

da carga, 𝑥 = 𝑅, é possível obter o ângulo de deflexão para o caso de cargas não 

confinadas através 

𝜙(𝑅) = − tan−1(𝑦𝐹
′ (𝑅)) = 𝜙𝑏𝑜𝑟𝑑𝑎 (6.83) 

onde 𝑅 é o raio da carga. 

A velocidade de partícula no ponto sônico pode ser calculada tendo em conta 

a condição generalizada Chapman-Jouguet, que para a equação maestra, escrita 

em coordenadas atadas ao choque (ver seção 8.2.2), pode ser  

𝑑𝑢𝑛
𝑑𝜆

=
𝜑

𝑢𝑛2 − 𝑐2
𝑢𝑛
𝑊

 (6.84) 

que, ao impor as condições de contorno 

(
𝑑𝑢𝑛
𝑑𝜆

)
𝐹
= (

𝑑𝑢𝑎𝑛𝑧
𝑑𝜆

)
𝐹
 (6.85) 

(𝑢𝑎𝑛𝑧)𝐶𝐽 = −𝑐𝐶𝐽                  𝜑𝐶𝐽 = 0 (6.86) 

onde 𝑐𝐶𝐽 é a velocidade do som no plano CJ. As demais equações que compõem o 

problema vêm dadas por 

𝜑𝐶𝐽 = 𝑄(𝛾 − 1)𝑊 − 𝜅𝑐2(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛) = 0 (6.87) 
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onde 𝐷𝑛 = 𝐷0 cos𝜙, sendo 𝐷0 a velocidade de detonação estacionaria, e 𝑊 é a taxa 

de reação. A derivada da velocidade de partícula 𝑢𝑎𝑛𝑧, sujeita aos parâmetros vari-

acionais, em relação a 𝜆 vem dada por 

𝑑𝑢𝑎𝑛𝑧
𝑑𝜆

=
𝑢1

2√1 − 𝜆
+ 𝑢2 (6.88) 

A velocidade sônica 𝑐 pode ser escrita em função de 𝑢𝑛 e 𝜆 através da se-

guinte equação 

𝑐2 = (𝛾 − 1) (
𝐷𝑛
2 − 𝑢𝑛

2

2
+ 𝑄𝜆) (6.89) 

A contribuição da entropia, no limite curvo débil, entre a frente de choque e 

o ponto sônico ao longo de qualquer normal ao choque pode ser calculada como 

Δ𝑆(𝑥) = 𝑄𝛾∫
1

𝑐2
𝑑𝜆

𝜆𝐶𝐽

0

 (6.90) 

Logo, ao adicionar a contribuição de toda a entropia gerada na zona de con-

dução da detonação 

Δ𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
1

𝑅
∫ Δ𝑆(𝑥)𝑑𝑥
𝑅

0

 (6.91) 

onde Δ𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 é a máxima entropia efetiva de reação. 

Por tanto, a solução do problema consiste em variar os parâmetros 𝑢1 e 𝑢2, 
ademais de 𝜆, para encontrar a velocidade de partícula 𝑢𝑎𝑛𝑧 que satisfaz as condi-

ções generalizadas Chapman-Jouguet ao longo de cada normal para uma dada ve-

locidade de detonação 𝐷0.  Solucionando essas equações ao longo da normal, em 

cada ponto que compõe a frente choque, o valor de 𝜆𝐶𝐽 no lócus sônico, onde 𝑢𝑛
2 +

𝑢𝑡
2 = 𝑐2 pode ser determinado, sendo 𝑢𝑡 = 𝐷0 sin𝜙 o componente tangencial na 

frente de choque. Assim, faz-se variar a forma da frente de choque, em um processo 

interativo, até que Δ𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 seja máxima para uma dada condição na fronteira da 

carga explosiva. 

 

6.3.6 Modelo SSA para cargas cilíndricas 

 

Nos últimos anos, um modelo de detonação não-ideal estacionário baseado na so-

lução das equações de fluxo reativos sobre aproximações por linhas de fluxos reti-

líneas foi proposto (Watt et al., 2012; Cartwright, 2016; Croft, 2017). Dada essa 

relativa novidade, o modelo SSA (do inglês, Straight Streamline Approximation) 

dispõe de uma escassa literatura específica (Croft, 2017). Este modelo nasceu na 

Inglaterra como resultado de investigações derivadas da teoria de máxima entro-

pia efetiva e outras relacionadas com a modelagem de detonações não-ideais está-

veis (Watt et al., 2012; Watt et al., 2009; Byers Brown, 2002). Quando se trata de 

estudar a bidimensionalidade das detonações não-ideais estacionárias, onde a ve-

locidade de detonação se afasta bastante (~50%) do valor ideal CJ, os modelos tra-

dicionais baseados na DSD, por exemplo, não são capazes de fornecer resultados 
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representativos da detonação devido aos efeitos significativos que a componente 

transversal causa ao problema. Por outro lado, as soluções numéricas diretas 

(DNS) requerem tempo e recurso computacional em ordens de magnitudes superi-

ores ao aceitável para sua aplicação na indústria. 

O modelo assume que as equações de fluxo reativos de Euler são mais tratá-

veis quando escritas em um sistema de coordenadas baseado em linhas de fluxos 

(Watt et al., 2012; Byers Brown, 2002). Assim que uma vez que se conheça a forma 

das linhas de fluxo, o problema se reduz a um sistema de equações diferenciais 

ordinárias definidas ao longo da linha de fluxo onde as fronteiras são definidas pela 

frente do choque e as condições generalizadas do lócus sônico. Uma simplificação 

considerável do problema acontece ao assumir que as linhas de fluxos são curvas 

retilíneas que deflexionam pela passagem da onda de choque, derivando no modelo 

definido por Watt et al. (2012) como aproximações por linhas de fluxo retilíneas 

(SSA). O modelo SSA será usado neste trabalho para comparar os resultados obti-

dos com o modelo Q1D EA – desenvolvido nesta tese –, em distintas configurações, 

incluindo equações de estado, parâmetros da taxa de reação, densidades de explo-

sivos, velocidades de detonações, entre outros. 

 

6.3.6.1  Equações de fluxos reativos do modelo SSA  

 

As derivações detalhadas das equações inerentes ao modelo SSA podem ser encon-

tradas nos trabalhos de Watt et al. (2012), Cartwright (2016) e Croft (2017). Esta 

seção limita-se a reproduzir as principais equações, especializadas ao caso de car-

gas cilíndricas, mantendo-se, ademais, as notações originais do modelo.  Neste sen-

tido, em um sistema de coordenadas cilíndricas, 𝑟 representa a distância radial 

desde o centro da carga cilíndrica enquanto 𝑧 representa a distância ao longo ou 

paralela ao eixo. Assim, 𝑟 = 0 corresponde ao eixo da carga enquanto na borda da 

carga, 𝑟 = 𝑅. Neste caso, a função das linhas de fluxo 𝜓 deve satisfazer as seguintes 

relações 

(
𝜕𝜓

𝜕𝑧
)
𝑟
= 𝑟𝜌𝑢 (6.92) 

(
𝜕𝜓

𝜕𝑟
)
𝑧
= −𝑟𝜌𝑣 (6.93) 

onde 𝑢 e 𝑣 são as componentes radial e axial da velocidade do fluido, respectiva-

mente. Onde a deflexão da linha de fluxo se obtém diretamente da razão entre as 

equações (6.92) e (6.93) 

(
𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓
=
𝑢

𝑣
 (6.94) 

implicando que a direção do fluxo é tangente ao fluxo de velocidades. 

As equações derivadas a partir das equações de fluxo reativos de Euler, em 

um sistema de coordenadas baseadas nas linhas de fluxos, específicas para uma 

geometria de cargas cilíndricas, são dadas por Cartwright (2016) e Croft (2017) 

para a densidade e pressão como 
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(
𝜕𝜌

𝜕𝑧
)
𝜓
= 𝜌2𝑣𝑟 (

𝜕2𝑟

𝜕𝜓𝜕𝑧
) −

𝜌

𝑣
(
𝜕𝑣

𝜕𝑧
)
𝜓
−
𝜌

𝑟
(
𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓

 (6.95) 

(
𝜕𝑃

𝜕𝑧
)
𝜓
= −𝜌𝑣 [1 + (

𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓

2

] (
𝜕𝑣

𝜕𝑧
)
𝜓
− 𝜌𝑣2 (

𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓
(
𝜕2𝑟

𝜕𝑧2
)
𝜓

 (6.96) 

onde a equação maestra, acoplada com a taxa de reação, vem dada por: 

[𝑣2 (1 + (
𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓

2

) − 𝑐2] (
𝜕𝑣

𝜕𝑧
)
𝜓

= 𝑐2𝑣 [
1

𝑟
(
𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓
− 𝜌𝑣𝑟 (

𝜕2𝑟

𝜕𝜓𝜕𝑧
)] − 𝑣3 (

𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓
(
𝜕2𝑟

𝜕𝑧2
)
𝜓

 

+
𝑣

𝜌

𝜕𝐸

𝜕𝜆
(
𝜕𝐸

𝜕𝑃
)
−1

(
𝜕𝜆

𝜕𝑧
)
𝜓

 

(6.97) 

(
𝜕𝜆

𝜕𝑧
)
𝜓
=
𝑊

𝑣
 (6.98) 

A fim de solucionar o sistema de equações diferenciais desenvolvido, necessita-se 

obter as derivadas parciais 𝜕𝑟/𝜕𝑧, 𝜕2𝑟/𝜕𝑧2 e 𝜕2𝑟/𝜕𝜓𝜕𝑧, ademais de definir a equa-

ção de estado que descreverá as propriedades termodinâmicas do problema. 

Portanto, partindo do fato de que a função que define as linhas de fluxo pode 

ser obtida ao integrar a equação (6.93), podemos obter que 

𝜓 =
1

2
𝑟𝑓
2𝜌𝑜𝐷𝑜 (6.99) 

Sabendo que as linhas de fluxo intersectam a frente de choque no ponto (𝑟𝑓 , 𝑧𝑓), e 

derivando a equação (6.99) em relação à 𝜓, a forma das linhas de fluxo pode ser 

estabelecida como 

𝑟 = 𝑟𝑓 + 𝐹(𝜓)(𝑧 − 𝑧𝑓) (6.100) 

onde 𝐹(𝜓) = 𝜕𝑟/𝜕𝑧. Uma vez que as linhas de fluxos são assumidas ser curvas re-

tilíneas, se obtém diretamente da equação (6.100) que 

(
𝜕2𝑟

𝜕𝑧2
)
𝜓

= 0 (6.101) 

Uma vez definida a função das linhas de fluxo, pode-se calcular os valores 

das derivadas parciais necessárias para calcular as equações de fluxo. Neste sen-

tido, ao derivar a equação (6.100) em relação à forma de linha de fluxo 𝜓, e para-

metrizando o choque como 𝑧𝑓 = 𝑧𝑓(𝑟𝑓), tem-se que 

(
𝜕𝑟

𝜕𝜓
)
𝑧

=
𝑑𝑟𝑓

𝑑𝜓
+
𝑑𝐹

𝑑𝜓
(𝑧 − 𝑧𝑓) − 𝐹(𝜓)𝑧𝑓

′
𝑑𝑟𝑓

𝑑𝜓
 (6.102) 
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onde 𝑧𝑓
′ = 𝜕𝑧𝑓/𝜕𝑟𝑓. 

Através de sucessivas substituições, algumas manipulações algébricas e de-

rivando a equação (6.99) em favor de 𝜕𝑟𝑓/𝜕𝜓, pode-se escrever a equação (6.102) 

em função do ângulo 𝑧𝑓
′  e curvatura 𝑧𝑓

′′ da frente de choque, como 

(
𝜕𝑟

𝜕𝜓
)
𝑧

=
1

𝜌𝑜𝐷𝑜𝑟𝑓
[1 +

𝑑𝐹

𝑑𝑧𝑓
′ 𝑧𝑓

′′(𝑧 − 𝑧𝑓) − 𝐹(𝜓)𝑧𝑓
′] (6.103) 

Seguindo a que 

(
𝜕2𝑟

𝜕𝜓𝜕𝑧
) =

𝑑𝐹

𝑑𝜓
= (

1

𝜌𝑜𝐷𝑜𝑟𝑓
)
𝑑𝐹

𝑑𝑧𝑓
′ 𝑧𝑓

′′ (6.104) 

onde 𝑑𝐹/𝑑𝑧𝑓
′  deve ser determinada de acordo com as relações de choque.  

Como observado por Cartwright (2016), uma vez que as equações se para-

metrizam em função da frente de choque, através de 𝑧𝑓
′  e 𝑧𝑓

′′, o ângulo da frente de 

choque 𝑧𝑓
′  é conhecido, restando por conhecer apenas a curvatura do choque, 𝑧𝑓

′′. O 
método de resolução do sistema de equações diferenciais ao longo de cada linha de 

fluxo se baseia no método do disparo. Uma vez que a posição (𝑧𝑓 , 𝑟𝑓) com o qual a 

linha de fluxo cruza a frente de choque é conhecida, se soluciona o problema de 
contorno entre as condições de choque oblíquo e a condição generalizada Chapman-

Jouguet para uma dada velocidade de detonação 𝐷𝑜.  Com esta solução, se procede 

ao cálculo da linha de fluxo imediatamente ao lado, ao variar a posição 𝑟𝑓, tendo 
em conta a solução e derivadas do choque 𝑧𝑓 da solução anterior. A resolução pro-

cede para cada linha de fluxo até o momento que se cumpre as condições de con-

torno na interface entre explosivo e material confinante (ou ar, em caso de detona-
ções não confinadas). Estas condições de contorno se baseiam no ângulo de deflexão 

das linhas de fluxo, baseadas nas análises de choque polarizado, como será apre-

sentado no capítulo 7. 

 

6.3.6.2  Validação do modelo SSA 

 

A implementação do modelo SSA foi realizada no entorno MATLAB. Com objetivo 

de comprovar sua correta implementação numérica, comparará-se-ar com os resul-

tados de referência publicados por Watt et al. (2012) para detonações não-confina-

das. Para solucionar as equações de fluxo, necessita-se definir uma equação de es-

tado e estabelecer as relações necessárias de choque e demais equações. Neste sen-

tido, seguindo a Watt et al. (2012), Cartwright (2016) e Croft (2017), a equação 

politrópica definida na seção 4.1 será usada 

𝐸 =
𝑃

(𝛾 − 1)𝜌
− 𝑄𝜆 (6.105) 

onde 𝑄 é o calor de explosão e 𝛾 𝑜 coeficiente politrópico, assumido constante 𝛾 = 3. 

Por outro lado, a forma da taxa de reação vem dada por 

𝑊 =
1

𝜏
(1 − 𝜆)𝑚 (

𝑃

𝑃𝑟𝑒𝑓
)

𝑛

 (6.106) 
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onde 𝜏, 𝑛 e 𝑚 são os parâmetros ou constantes de reação; a pressão de referência é 

𝑃𝑟𝑒𝑓 = 1. 

 As constantes de reação foram as mesmas usadas por Watt et al. (2012), 

onde 𝑚 foi fixada em 1/2 para todas as simulações, enquanto 𝑛 assume 0, 1.0, 1.7 e 

2.0. Os valores correspondentes de 𝜏 são apresentados da na Tabela 23. 

 

Tabela 23.  Parâmetros da taxa de reação (Croft, 2017) 

𝑛 0 1 1.7 2 

1/𝜏  0.31434 0.680991 1.17138 1.47839 

 

Inicialmente, como o desenvolvimento dos cálculos apresentados por Watt et 

al. (2012) não estão direcionados a um explosivo em concreto, as variáveis são nor-

malizadas da seguinte forma 

𝐷𝑜 =
𝐷̃𝑜
𝐷𝐶𝐽

 𝜌 =
𝜌̃

𝜌𝑜
 

onde a tilde ~ significa quantidades dimensionais. 

Ademais, assumindo o critério limite de choque forte, o calor de explosão 𝑄 

pode ser simplificada à seguinte expressão 

𝑄 =
1

2(𝛾2 − 1)
 (6.107) 

As relações de choque obliquo podem ser determinadas analiticamente para 

a equação de estado politrópica. Uma vez que as relações de choque são estabeleci-

das, seguindo a estratégia definida na seção 2.3, a variação de suas magnitudes ao 

longo do choque pode ser parametrizada através do ângulo que a normal faz com a 

direção vertical. Escrevendo-as em função da primeira derivada da frente de cho-

que 𝑧𝑓
′ , tem-se 

𝑃𝑓 =
2𝜌𝑜𝐷𝑜

2

(𝛾 + 1)
[

1

1 + (𝑧𝑓
′)
2] (6.108) 

𝑢𝑓 = −
2𝐷𝑜

(𝛾 + 1)
[

𝑧𝑓
′

1 + (𝑧𝑓
′)
2] (6.109) 

𝑣𝑓 = −
𝐷𝑜

(𝛾 + 1)
[
𝛾 − 1 + (𝛾 + 1)(𝑧𝑓

′)
2

1 + (𝑧𝑓
′)
2 ] (6.110) 

estabelecendo um jogo de equações para a pressão e velocidades longitudinais e 

radiais ao longo de toda frente de choque. 

A definição do jogo de velocidades longitudinais e radiais ao longo do choque 

permite obter a expressão de 𝐹(𝜓) de forma imediata. Logo, tem-se que 
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𝐹 =
𝑢𝑓

𝑣𝑓
=

2𝑧𝑓
′

𝛾 − 1 + (𝛾 + 1)(𝑧𝑓
′)
2 (6.111) 

o que leva a obter 

𝑑𝐹

𝑑𝑧𝑓
′ = 2

𝛾 − 1 − (𝛾 + 1)(𝑧𝑓
′)
2

[𝛾 − 1 + (𝛾 + 1)(𝑧𝑓
′)
2
]
2 (6.112) 

necessárias para completar os dados necessários para integrar o jogo de equações 

diferenciais que definem o fluxo reativo. 

Adicionalmente, o cálculo da pressão e velocidade do som ao longo de cada 

linha de fluxo pode ser obtido através 

𝑃 = −
(𝛾 − 1)

2𝛾𝑣𝑟
(
𝜕𝑟

𝜕𝜓
)
𝑧

−1

[𝐷𝑜
2 − (1 + (

𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓

2

)𝑣2 + 2𝑄𝜆] (6.113) 

𝑐2 =
(𝛾 − 1)

2
[𝐷𝑜

2 − (1 + (
𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓

2

)𝑣2 + 2𝑄𝜆] (6.114) 

onde ambos parâmetros estão relacionados com a linha de fluxo através das deri-

vadas 𝜕𝑟/𝜕𝜓 e 𝜕𝑟/𝜕𝑧. 
Uma vez estabelecida as equações necessárias para resolver o sistema de 

equações diferenciais ao longo de cada linha de fluxo, é possível encontrar uma 

relação entre uma dada velocidade de detonação e o seu correspondente diâmetro 

de carga. O método de resolução, pois, se baseia em encontrar o diâmetro corres-

pondente a uma velocidade de detonação aplicando as condições de contorno sônico 

na borda da carga, dadas pelas análises de choque polarizado, como  

𝑧𝑓
′  = −(

𝛾 − 1

𝛾 + 1
)
1/2

 (6.115) 

Em outras palavras, integra-se o sistema de equações a partir do eixo da carga 𝑟 =
0 ao longo do choque até que se cumpra a condição sônica na borda do explosivo. 

Neste ponto, tem-se que 𝑅 = 𝑟𝑓. 

Uma vez que a função que descreve a forma da onda de choque é desconhe-

cida, se adota uma construção da frente de choque em base a sua série de Taylor 

(Cartwright, 2016), com o ânimo de obter a solução numérica de sua forma. Como 

a forma da frente de choque é diferenciável em torno ao número real que corres-

ponde ao incremento da direção radial Δ𝑟𝑓, pode-se escrever uma série do tipo 

𝑧𝑓
𝑛+1 = 𝑧𝑓

𝑛 +
𝑑𝑧𝑓

𝑛

𝑑𝑟𝑓
Δ𝑟𝑓 +

1

2

𝑑2𝑧𝑓
𝑛

𝑑𝑟𝑓
2 Δ𝑟𝑓

2 (6.116) 

onde as derivadas de 𝑧𝑓 são conhecidas em cada etapa de cálculo sobre cada uma 

das linhas de fluxo, considerando que 
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𝑑𝑧𝑓
𝑛

𝑑𝑟𝑓
=
𝑑𝑧𝑓

𝑛

𝑑𝑟𝑓
+
𝑑2𝑧𝑓

𝑛

𝑑𝑟𝑓
2 Δ𝑟𝑓 (6.117) 

𝑟𝑓
𝑛+1 = 𝑟𝑓

𝑛 + Δ𝑟𝑓 (6.118) 

onde, como já exposto, a curvatura 𝑧𝑓
′′ correspondente ao ponto onde a linha de 

fluxo intersecta a frente de choque é parte da solução do sistema de equações dife-
renciais que definem o estado do fluxo reativo. 

 
(a) (b) 

  
(c) (d) 

  
Figura 13: Curvas “efeito-diâmetro” para geometria cilíndrica para 𝑚 = 1/2 e (a) 

𝑛 = 0, (b) 𝑛 = 1.0, (c) 𝑛 = 1.7 e (d) 𝑛 = 2.0. 

 

Como se pode apreciar na Figura 13, os resultados obtidos neste trabalho 

para as distintas combinações de parâmetros da taxa de reação são consistentes 

com os publicados por Watt et al. (2012). As pequenas diferenças observadas estão 
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provavelmente relacionadas aos distintos métodos numéricos utilizados na resolu-

ção das equações diferenciais, tolerâncias adotadas e passo numérico aplicado. Por 

outro lado, dificuldades similares aos encontrados por Cartwright (2016) e Croft 

(2017) também foram observados no presente trabalho. As equações SSA, específi-

cas para o caso de geometria cilíndrica, apresentam uma singularidade quando 𝑟 =
0 – solução axial –, devido a presença de um fator 1/𝑟. Esta característica requer 

um tratamento especial, tal como propôs Cartwright (2016) para algum dos fatores 

lim
𝑟→0

1

𝑟
(
𝜕𝑟

𝜕𝑧
)
𝜓
= (

𝜕2𝑟

𝜕𝜓𝜕𝑧
) (
𝜕𝑟

𝜕𝜓
)
𝑧

−1

 (6.119) 

Entretanto, Croft (2017) conclui que um maior esforço deve ser dedicado em torno 

de uma melhora da solução axial.  

Outra característica observada se vincula ao passo Δ𝑟𝑓 mínimo necessário 

para obter uma consistente convergência do raio da carga explosiva. Para um dado 

diâmetro, intervalos pequenos de Δ𝑟𝑓 correspondem a uma grande quantidade de 

linhas de fluxo, acarretando um aumento considerável no tempo de resolução do 

problema. Por outro lado, valores demasiado grandes, não são capazes de capturar 

os diâmetros correspondentes ao problema de forma apropriada. Em suma, a elei-

ção de Δ𝑟𝑓 deve considerar uma eficiente convergência e uma aceitável performance 

numérica quanto ao tempo de resolução do problema. Com o fim de ilustrar o efeito 

da eleição do passo Δ𝑟𝑓, e consequentemente do número de linhas de fluxo resul-

tantes, se compara a estrutura da zona de condução da detonação DDZ para três 

passos distintos. Os resultados podem ser apreciados na Figura 14. Este parâmetro 

deve ser escolhido buscando a máxima eficiência computacional em termos de con-

vergência e custo computacional. 

 

 
 

Figura 14: Efeito da eleição do passo Δ𝑟𝑓 na convergência na definição do 

diâmetro da carga e consequentemente na forma da DDZ. 

 

6.4 Simulação Numérica Direta (DNS) 
 

Simulações numéricas diretas se referem àquelas soluções exatas e completas do 

problema de fluidos dinâmicos com reação, imposto pelo conjunto de equações di-

ferenciais de Euler. Estas soluções são de grande valor uma vez que representam 
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um benchmark para comparar modelos aproximados do problema, como aquelas do 

fluxo levemente divergentes ou SSA. Assim, grande parte das validações impostas 

ao modelo desenvolvido nesta tese (Q1D EA) se realizarão contra soluções numéri-

cas diretas resultantes de distintos explosivos, publicados por distintos autores/in-

vestigadores.  

Tal como exposto por Croft (2017), a solução do problema requer a conside-

ração de vários fatores, tais como a escala da simulação (diâmetro e longitude da 

carga) e a fineza da malha numérica aplicada na zona de condução da detonação, 

entre outros. Basicamente, quando se propõe simular o efeito-diâmetro de um de-

terminado explosivo, o domínio numérico deve ser extenso o suficiente para captu-

rar tanto a borda da carga como o estado estacionário da detonação, ou seja, deve-

se permitir que a solução se desenvolva até que a velocidade de detonação se esta-

cione. Por outro lado, a malha numérica aplicada na zona de condução deve ser a 

mais fina possível, para permitir uma mais precisa captura das propriedades físi-

cas do problema. Como consequência destas necessidades, se encontra o inevitável 

aumento da demanda computacional para a resolução do problema, tornando-o, na 

maioria dos casos, uma ferramenta mais acadêmica que prática. É considerado um 

método de “solução exata”, provendo informações de grande valor comparativo para 

soluções ou análises mais aproximadas do problema (Braithwaite et al., 2010). 

Distintas estratégias foram desenvolvidas nos últimos anos com o fim de ob-

ter soluções numéricas eficientes. Muitas delas se detêm em refinar a malha nu-

mérica de forma adaptativa na zona de condução da detonação – região de interesse 

– e manter malhas grandes em regiões onde a solução apresentam suaves varia-

ções. Este tipo de tratamento permite aumentar consideravelmente a eficiência 

computacional do problema sem penalizar a qualidade da solução. Umas das for-

mas de traçar ou capturar a zona de condução da detonação se baseia no cálculo 

dos gradientes das variáveis de fluxo do problema a fim de identificar aquelas que 

sofrem mudanças mais rapidamente que outras. A longitude da carga deve ser es-

tabelecida de tal forma que a propagação da onda de choque, e consequentemente 

as propriedades da zona de condução da detonação, se tornem independentes do 

tempo, ou seja, que se obtenham seu estado estacionário (Sharpe & Braithwaite, 

2005).  

 

  



Efeito do Confinamento 

85 

 

 

 

 

 

 

 

 

7 Efeito do Confinamento 
 

 

 

O principal propósito de uma detonação em desmonte de rochas é prover a energia 

necessária para dirigir os processos de fragmentação e movimentação da pilha de 

escombro de forma segura, eficiente e econômica. Esses processos são intricados e 

envolve complexas interações entre a estrutura da detonação e o meio confinante. 

Quantificar esses efeitos é uma tarefa complexa, uma vez que se trata de um fenô-

meno acoplado onde tanto o explosivo como o material confinante exercem uma 

influência na resposta dinâmica um do outro. Neste sentido, o perfil de pressões 

geradas durante a detonação de um explosivo causa o movimento lateral do mate-

rial confinante, fazendo-o se comportar como um fluido na região imediatamente 

próxima ao explosivo, e eventualmente sua falha. Por outro lado, as propriedades 

do confinamento exercido sobre a carga explosiva durante o processo de detonação 

desenvolvem um papel fundamental na conformação da estrutura da zona de con-

dução da detonação. Em moldes mais simplificados, a incorporação do efeito do 

confinamento exercido por materiais rochosos requer informações constitutivas so-

bre o material, tais como os parâmetros da Hugoniot e propriedades elásticas da 

rocha, e geometria do problema.  

Neste capítulo, portanto, revisar-se-á os principais conceitos que envolvem 

os tipos ou classificações de interações entre explosivo e o material confinante as-

sim como a descrição dos métodos analíticos e empíricos que descrevem seus com-

portamentos, e que são frequentemente usados no modelamento não-ideal de deto-

nações confinadas. 

 

7.1 Classificação ou Graus de Confinamento 
 

A classificação dos principais tipos de interações entre explosivos e materiais de 

confinamento estão extensamente debatidos na comunidade científica (Aslam & 

Bdzil, 2002; Sharpe & Bdzil, 2006; Sharpe, et al., 2009; Short & Quirk, 2018; Croft, 

2017; Esen, et al., 2005; Souers, et al., 2004). Em geral, o grau de confinamento se 

determina em relação às propriedades do explosivo e meio confinante, normal-

mente associados ao grau de impedância entre ambos materiais.  

No presente trabalho, adota-se a classificação relativa à razão entre as velo-

cidades de detonação do explosivo e acústica do material confinante, 𝐷/𝐶𝑜, uma vez 
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que importantes propriedades do fenômeno se derivam como consequência do aco-

plamento entre ambos materiais. Segundo este critério, quando a razão 𝐷/𝐶𝑜 > 1, 

tem-se a clássica situação onde a onda de choque no explosivo deriva uma onda de 

choque obliqua no material confinante, resultando em um fluxo supersônico no ex-

plosivo e subsônico no material inerte. Por outro lado, quando a velocidade acústica 

do material confinante é superior à velocidade de detonação, 𝐷/𝐶𝑜 < 1, aquela se 

propaga através do material confinante à frente do choque no explosivo, pre-com-

primindo uma porção do explosivo intacto imediatamente a frente da onda de de-

tonação. Neste caso, não há formação de onda de choque no material confinante, o 

que caracteriza um estado de fluxo supersônico no material inerte. O caso transô-

nico, onde a velocidade acústica do material confinante é similar ao da detonação, 

𝐷/𝐶𝑜 ≈ 1, requer soluções não-estacionarias devido à complexidade e não-lineari-

dade do fenômeno acoplado. Entretanto, investigações mostram que à medida que 

a velocidade de detonação se aproxima da velocidade acústica do inerte, se incre-

menta o efeito do confinamento na detonação ao perceber um decremento no ângulo 

de deflexão entra ambos materiais (Sharpe & Bdzil, 2006). 

Outras caracterizações podem ser aplicadas, tais como as propostas por 

Sharpe, et al. (2009) ou Croft (2017). O primeiro se baseia inteiramente nas intei-

rações dos diagramas de choque polarizados resultantes do explosivo e material 

inerte. Destas relações, resultam dois grandes grupos com dois subgrupos cada um. 

O primeiro grupo inclui aquelas situações em que a intercessão entre os diagramas 

ocorre na região subsônica do explosivo, podendo, entretanto, gerar um fluxo su-

persônico ou subsônico no material inerte. Por outro lado, o segundo grupo reúne 

aquelas situações em que a intercessão entre os diagramas ocorre na região super-

sônica do explosivo ou quando não há interseção. Em função destas relações, Croft 

(2017) sumariza estas interações em termos de confinamento forte, rígido, não-es-

tacionário, finito (material confinante de espessura finita) e frágil ou não-confi-

nado. 

 

 

7.2 Análise de Choque Polarizado 
 

Uma das estratégias mais comuns – pelo menos como uma primeira aproximação 

– no estudo das interações entre o explosivo e o material confinante se baseia na 

teoria do choque polarizado. Trata-se, pois, de relacionar a pressão gerada pela 

passagem do choque com o ângulo de deflexão sofrido pela interface entre ambos 

materiais, parametrizada pelo ângulo do choque. Normalmente se apresenta em 

forma de um diagrama gráfico, onde se apresentam os estados de choque polari-

zado entre os materiais envolvidos no estudo, como exemplificado na Figura 15. 

Esta análise está baseada na solução de ondas bidimensionais estacionarias admi-

tidas na vizinhança do ponto de interseção comum entre ambos materiais (Bdzil & 

Stewart, 2012). Assume, portanto, que tanto o choque como a linha de fluxo são 

localmente lineares na região próxima a interseção de ambos (Short & Quirk, 

2018). Assim, pois, uma vez definida a equação de estado, se permite estruturar 

uma série de equações capazes de descrever o comportamento de um choque obli-

quo na interface entre dois materiais. 
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Figura 15: Exemplo de um diagrama de choque polarizado. A 

linha continua representa o explosivo enquanto a linha trace-

jada, o material inerte. 

 

Em um choque obliquo, com ângulo 𝜔 entre a direção normal da frente de 

choque e a interface do material não-perturbado, o fluxo imediatamente posterior 

ao choque, para uma velocidade de detonação 𝐷𝑜, é descrita pelo seguinte jogo de 

equações 

𝑢𝑛 = 𝐷𝑜 sin(𝜔) (1 −
𝜌𝑜
𝜌
) (7.1) 

𝑃 = 𝜌𝑜𝐷𝑜
2 sin2(𝜔) (1 −

𝜌𝑜
𝜌
) (7.2) 

𝐸 − 𝐸𝑜 +
1

2
𝑃 (
1

𝜌
−
1

𝜌𝑜
) = 0 (7.3) 

onde 𝑢𝑛 é a velocidade do fluxo normal ao choque e 𝐸 é a energia definida pela 

equação de estado elegida para descrever o explosivo ou material confinante. Logo, 

ao considerar o caráter obliquo da incidência da frente de choque, as velocidades 

nas direções u e v podem ser calculadas através 

𝑢 = 𝑢𝑛 sin(𝜔),       𝑣 = 𝑢𝑛 cos(𝜔) (7.4) 

onde 𝑢𝑛 é a velocidade de partícula normal. 

Logo, uma vez conhecida a velocidade de fase 𝐷𝑜 e as correspondentes velo-

cidades nas direções u e v, pode-se estimar o ângulo de deflexão através  
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tan(𝜃) =
𝑣

𝐷𝑜 − 𝑢
 (7.5) 

onde 𝜃 é o ângulo de deflexão. Ao substituir os valores de u e v pelas equações (7.1), 

tem-se 

𝜃 = tan−1
𝑢𝑛 cos(𝜔)

𝐷𝑜 − 𝑢𝑛 sin(𝜔)
 (7.6) 

onde a forma de 𝑢𝑛 é dependente da equação de estado adotada. 

No caso de um explosivo, a equação de estado deve ser capaz de descrever 

suas propriedades termodinâmicas de mais interesse. Dada sua simplicidade algé-

brica, a EOS mais comumente usada é politrópica não-reativa (uma vez que não 

há reação na frente de choque, tem-se que 𝜆 = 0). Ainda que outras equações de 

estado possam ser usadas, neste trabalho se adota a EOS politrópica e politrópica 

quadrática. Logo, a equação (4.1) pode ser escrita como 

𝐸 =
𝑃

(𝛾 − 1)𝜌
 (7.7) 

onde 𝜌 é a densidade, 𝛾 é o coeficiente politrópico ou a expansão quadrática, e P a 

pressão. 

Ao substituir 𝑢𝑛 pela equação (7.1), usando a relação entre coeficiente poli-

trópico e volumes específicos, se obtém facilmente a seguinte equação para o ângulo 

de deflexão 

𝜃 = tan−1
2 cos(𝜔) sin(𝜔)

𝛾 + 1 − 2 sin2(𝜔)
 (7.8) 

que em conjunto com a equação (7.2) permite obter o diagrama de choque polari-

zado do explosivo. 

 Quando a interação ocorre com materiais inertes de baixa impedância, uma 

onda de rarefação é refletida justo atrás da onda de choque (Bdzil & Stewart, 2012). 

Nestas situações, a possível solução se encontra ao assumir a existência de ondas 

de rarefação em abanico, conhecidas como Prandtl-Meyer (PM). Neste caso, assu-

mindo que o choque é reto, a taxa de reação é congelada e a dependência do tempo 

suprimida (Bdzil & Stewart, 2012), pode-se obter um jogo de equações para deter-

minar a expansão Prandtl-Meyer. Assim, para a EOS politrópica, tem-se 

𝑈𝑟 = −𝐷𝑜 cos (− (
𝛾 − 1

𝛾 + 1
)
1/2

𝜙 + 𝐾1) (7.9) 

𝑈𝜙 = −𝐷𝑜 (
𝛾 − 1

𝛾 + 1
)
1/2

sin (−(
𝛾 − 1

𝛾 + 1
)
1/2

𝜙 + 𝐾1) (7.10) 

onde 𝑈𝑟 e 𝑈𝜙 são velocidades em coordenadas polares. Logo, o ângulo de deflexão 

vem dado por 
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𝜃𝑀 = tan
−1
(sin(𝜔)

2𝐷𝐶𝐽
𝛾 + 1 − 𝐷𝑜)𝑈𝑟 − cos

(𝜔)
2𝐷𝐶𝐽
𝛾 + 1𝑈𝜙

cos(𝜔)
2𝐷𝐶𝐽
𝛾 + 1𝑈𝑟 + (sin

(𝜔)
2𝐷𝐶𝐽
𝛾 + 1 − 𝐷𝑜)𝑈𝜙

 (7.11) 

onde 𝐷𝑜 = 𝐷𝐶𝐽/ sin(𝜔) e 

𝐾1 = (
𝛾 − 1

𝛾 + 1
)
1/2

𝜙 + arcsin [(
𝛾 + 1

𝛾 − 1
)
1/2 𝑐1

𝐷𝑜
] (7.12) 

onde 𝑐1 é a velocidade sônica do material. Detalhes das derivações destas equações 

podem ser consultadas em Bdzil & Stewart (2012). 

 Uma vez que a expansão Prandtl-Meyer é isentrópica, pode-se assumir que 

a variação da pressão ao longo da onda de rarefação é dada por 

𝑃𝑃𝑀 = 𝑃1 (
𝑈𝜙
2

𝑐1
2 )

𝛾
𝛾−1

 (7.13) 

onde normalmente 𝑃1 é a pressão no lócus sônico. 

Por outro lado, a EOS Mie-Gruneisen – combinada com a equação de Hugo-

niot linear 𝑢𝑠 = 𝐶𝑜 + 𝑠𝑢𝑛, onde se relacionam a velocidade do choque 𝑢𝑠 em função 

da velocidade de partícula 𝑢𝑛 –, é normalmente usada para descrever o comporta-

mento dinâmico do material inerte. Assim, a energia interna vem dada por  

𝐸(𝑃, 𝜌) = 𝐸𝑟𝑒𝑓(𝜌) +
1

𝜌Γ𝑛
[𝑃 − 𝑃𝑟𝑒𝑓(𝜌)] (7.14) 

onde 𝑃𝑟𝑒𝑓 e 𝐸𝑟𝑒𝑓 são funções de referência conhecidas, Γ𝑛 é o coeficiente de Grunei-

sen, 𝐶𝑜 é a velocidade do som na pressão ambiente e 𝑠 é a inclinação da curva 

d𝑢𝑠/d𝑢𝑛. 

Logo, tendo em conta a Hugoniot linear, as seguintes expressões podem ser 

derivadas para a pressão 𝑃𝑖𝑛 e ângulo de deflexão 𝜃𝑖𝑛 do material inerte, ao combi-

nar as equações (7.1), (7.2) e (7.6) com a equação de Hugoniot linear 

𝑃𝑖𝑛 = 𝜌𝑖𝑛𝐷𝑜 sin(𝜔)
1

𝑠
(𝑢𝑠 − 𝐶𝑜) (7.15) 

𝜃𝑖𝑛 = tan
−1

cos(𝜔)
1
𝑠
(𝑢𝑠 − 𝐶𝑜)

𝐷𝑜 − sin(𝜔)
1
𝑠
(𝑢𝑠 − 𝐶𝑜)

 (7.16) 

onde o subíndice 𝑖𝑛 se refere ao material inerte. 

Assim, o diagrama de choque polarizado pode ser construído ao representar 

de forma gráfica a variação 𝑃 e 𝜃 em função de 𝜔, onde 0 ≤ 𝜔 ≤ 90º. As possíveis 

interseções (pontos comuns) entre os diagramas representam as possíveis soluções 

do problema entre o explosivo e o material inerte, no que se refere às pressões e 

deflexões da interface entre os materiais.  
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A Figura 16 apresenta algumas das possíveis interações entre explosivo e 

material inerte. Neste exemplo, assume-se um explosivo com velocidade 𝐷𝑜 =
4800 m/s e 𝛾 = 3 e se estuda suas possíveis interações com distintos tipos de mate-

riais confinantes. O primeiro caso, ilustrando as situações de confinamento débil e 

forte, se representa nas figuras (a) e (b). No caso do confinamento débil, se observa 

que a única intersecção entre o diagrama do explosivo e material inerte ocorre du-

rante a expansão Prandtl-Meyer do explosivo. Por outro lado, o caso de confina-

mento forte indica que a intersecção ocorre no rango subsônico do explosivo, carac-

terizando o caso mais típico de confinamento. Um segundo grupo de situações – 

onde se obtêm múltiplos pontos de intersecção – se apresentam através das figuras 

(c) e (d). A figura (c) representa o caso com duas intersecções; uma no rango subsô-

nico do explosivo e outra durante sua expansão Prandtl-Meyer. Neste caso, a solu-

ção mais provável do problema acoplado ocorre no rango subsônico do explosivo. 

Por outro lado, a figura (d) apresenta o caso com três pontos de intersecção. Nesta 

situação, a solução mais provável ocorre na intersecção do rango supersônico do 

explosivo, acompanhado por duas possíveis – mas não prováveis – soluções durante 

a expansão Prandtl-Meyer do explosivo. Estas duas soluções intersectam os rangos 

supersônicos e subsônicos do material inerte. O último caso, representado pelas 

figuras (e) e (f) apresentam situações de intersecção supersônica no explosivo e 

aquelas sem solução aparente. O segundo caso apresenta uma solução quando a 

expansão Prandtl-Meyer no material confinante intersecta o rango supersônico do 

explosivo. Entretanto, esta solução não é trivial e requer um estudo mais aprofun-

dado, não sendo possível determinar a solução através do método de choque pola-

rizado. 

Esta técnica é comumente usada para determinar as condições de contorno 

na borda de uma carga explosiva. Um dos interesses em conhecer o comportamento 

dinâmico na interface entre os materiais, para umas dadas condições iniciais de 

cálculo, é a capacidade de calcular o diâmetro da carga. Neste sentido, uma vez que 

a forma da frente de choque se supõe conhecida – e por suposto, os ângulos de 

choque normais e as deflexões sofridas por cada linha de fluxo ao longo do choque 

–, poder-se-ia encontrar o raio da carga correspondente a uma dada velocidade de 

detonação ao conhecer a posição correspondente à deflexão calculada pelos diagra-

mas de choque polarizado. Esta é a estratégia usada em outros modelos não-ideais 

tais como Q1D DSD (Braithwaite & Sharpe, 2013) e SSA (Watt, et al., 2012; Car-

twright, 2016; Croft, 2017), por exemplo. 

Ao contrário das detonações não-confinadas, em que a deflexão na borda do 

explosivo é exatamente sônica, as detonações confinadas apresentam deflexões 

consideravelmente menores devido ao efeito confinante do material inerte. Para os 

casos de forte confinamento, o ponto que define o estado de deflexão entre a frente 

de choque da detonação e o material confinante se define como a intercessão entre 

a região subsônica do explosivo com a supersônica do material confinante (Croft, 

2017). Assim, para uma dada forma da frente de choque confinada, pode-se encon-

trar a posição 𝑟 correspondente à distância radial onde o ângulo de deflexão sofrida 

pelas linhas de fluxo em um determinado ponto da frente de choque é exatamente 

igual ao ângulo de deflexão obtida pela a análise de choque polarizado. 
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(a) Confinamento débil. A intersecção ocorre so-

mente na expansão Prandtl-Meyer do explo-

sivo. 

 

(b) Confinamento forte. A intersecção mais pro-

vável ocorre no rango subsônico do explosivo. 

  
(c) Existência de duas intersecções. O mais pro-

vável ocorre no rango subsônico do explosivo. 

 

(d) Existência de três intersecções. O mais pro-

vável ocorre no rango supersônico do explosivo. 

  
(e) A intersecção ocorre no rango supersônico 

do explosivo. 

(f) Aparente inexistência de intersecções. Único 

ponto ocorre entre a expansão Prandtl-Meyer 

do material inerte. 

 

Figura 16: Distintos comportamentos entre explosivo e material inerte segundo o 

modelo de choque polarizado. 
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7.3 Efeito do confinamento 
 

Entretanto, à falta de uma solução analítica para descrever o efeito do confina-

mento no raio de curvatura da frente de detonação (Esen, 2008), Braithwaite 

(2003) propõe a seguinte relação 

𝑅𝑠𝑐
𝑅𝑠𝑢

= 1 +
𝜌𝑟𝐶𝑝

𝜌𝑜𝐷𝑐
 (7.17) 

onde 𝑅𝑠𝑐 e 𝑅𝑠𝑢 são os raios de curvatura de uma detonação confinada e não-confi-

nada, respectivamente; 𝐶𝑝 e 𝐷𝑐 são as velocidades sísmica da rocha e de detonação 

confinada do explosivo, respectivamente; 𝜌𝑟 e 𝜌𝑜 são as densidades da rocha e ex-

plosivo, respetivamente. 

Por outro lado, sabe-se que a espessura do material confinante é igualmente 

importante sobre a conformação do raio de curvatura e consequente impacto na 

velocidade de detonação. Assim, propõe-se uma ampliação da expressão proposta 

por Braithwaite ao incluir a espessura 𝛿 do material confinante ao explosivo. Logo, 

a forma geral seria dada por 

𝑅𝑠𝑐
𝑅𝑠𝑢

= 1 +
𝜌𝑟𝐶𝑝

𝜌𝑜𝐷𝑐
𝑓(𝛿) (7.18) 

onde os limites de tal equação deve corresponder ao comportamento esperado 

quando a espessura do material inerte confinante é zero, onde 𝑅𝑠𝑐 𝑅𝑠𝑢⁄ = 1 e quando 

esse é suficientemente grande em relação às dimensões da carga, assumindo a 

forma proposta por Braithwaite, 𝑅𝑠𝑐 𝑅𝑠𝑢⁄ = 1 + (𝜌𝑟𝐶𝑝) (𝜌𝑜𝐷𝑐)⁄ . Por outro lado, 

existe uma espessura mínima 𝛿𝑐𝑡, chamada de espessura crítica, a partir do qual 

não se observa uma maior influência da espessura do material confinante. Tal es-

pessura é definida como a metade da longitude entre a frente de choque e o lócus 

sônico, ou seja, longitude da zona de reação 𝑥𝐶𝐽 (Sellers, 2007). 

 Esen (2004, 2008), por sua vez, adota uma estratégia baseada em um ajuste 

estatístico do efeito do confinamento para determinar a velocidade de detonação 

confinada em seu modelo não-ideal de detonação, DeNE. Dentro do marco de um 

projeto de estudo e desenvolvimento de explosivos e técnicas de desmonte realiza-

dos na Turquia por Bilgin & Esen (1999), uma grande quantidade de medidas ex-

perimentais de velocidades de detonação confinadas e não-confinadas foram reali-

zadas. Em base a este estudo, Esen (2008) desenvolveu um modelo empírico que 

relacionasse propriedades elásticas do material confinante e características não-

confinadas da detonação, para um mesmo diâmetro, descrito como 

𝐷𝑐
𝐷𝑢

= 1 + (
𝐷𝐶𝐽 − 𝐷𝑢
𝐷𝐶𝐽

) (
𝑀

1 + 𝑎𝑀𝑏
) (7.19) 

sendo  

𝑀 =
𝜌𝑟𝐶𝑝

𝜌𝑜𝐷𝑢
 (7.20) 
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onde a e b são constantes, assumindo os valores de 4,563 e 0,688 (Esen, 2008); 𝐷𝑐, 
𝐷𝑢 e 𝐷𝐶𝐽 são as velocidades de detonação confinadas, não-confinadas e ideal, res-

pectivamente; 𝜌𝑟 e 𝜌𝑜 são as densidades da rocha e explosivo; e 𝐶𝑝 é a velocidade 

da Onda-P da rocha intacta. 

 Para aplicar este modelo, é necessário conhecer a velocidade de detonação 

não-confinada para um dado diâmetro. Esta informação pode ser obtida através de 

ensaios experimentais ou estimado através de cálculos não-ideais de detonação. A 

velocidade de detonação ideal é normalmente calculada através de códigos termo-

dinâmicos, tais como o W-DETCOM (Sanchidrián, 1986; Sanchidrián & López, 

1992) ou ATLAS-DET. Assim, uma vez que se conhece a velocidade de detonação 

não-confinada, é possível obter a velocidade de detonação confinada correspon-

dente ao diâmetro em questão, submetido a um grau de confinamento M. Como 

esperado, para o caso não-confinado 𝑀 = 0 e, consequentemente, 𝐷𝑐 = 𝐷𝑢. Note que 

a velocidade de detonação experimental nunca poderá ser superior a velocidade de 

detonação ideal. 

 

7.4 Interação Explosivo-Rocha 
 

A detonação de uma carga explosiva proporciona, em um intervalo muito curto de 

tempo, a liberação de uma grande quantidade de energia; uma poderosa onda de 

choque compressiva é transmitida ao maciço rochoso circundante seguida por uma 

expansão de gases tremendamente violenta. Ainda que grande parte da energia 

desprendida na detonação se perde em trabalho não-efetivo, a parcela efetiva re-

sultante – estimada por Hagan (1979) como um 15% da energia total gerada no 

desmonte – se concentra na ação conjunta de duas fases distintas: (i) fase dinâmica, 

dominada pela ação das ondas de choque; e (ii) fase semi-estática, dominada pela 

ação dos gases da expansão gasosa no macio rochoso (Langefors, 1963; Dinis da 

Gama, 1971; Coaters, et al., 1973; Rolim, 2006). 

Durante a fase dinâmica, as altas pressões geradas durante a detonação da 

coluna de explosivo são transmitidas à rocha através das ondas de choque. Estas 

ondas se propagam radialmente pelo maciço rochoso através de pulsos de compres-

são concêntricos, que se atenuam à medida que se afastam do centro de carga; 

eventualmente atingem a face-livre, planos de fratura ou meios com propriedades 

elásticas distintas, em que as impedâncias características de cada meio determi-

nam o regime de transmissão e reflexão das ondas de choque. O grau da energia 

transmitida à rocha é dominado pelas relações de impedância entre os meios ex-

plosivo e rochoso.  

Após a passagem das ondas de choque, o estado dinâmico em que a rocha foi 

submetida recobra seu estado quase-estático; ou seja, as propriedades estáticas do 

maciço começam a se manifestar de maneira mais efetiva devido ao surgimento de 

um campo semi-estático de tensões correspondente às pressões dos gases nas pa-

redes do furo (Whittaker et. al, 1992). Como antes da detonação o material explo-

sivo se encontra confinado em um volume limitado pelo furo, a rápida expansão 

dos gases de detonação – a volumes muito superiores ao seu confinamento –, pro-

picia sua violenta infiltração através das fraturas, em ação de cunha, separando o 

maciço rochoso em diversos fragmentos ou bloques de rocha. Em consequência, de-

vido ao sistema termodinamicamente instável provocado, o equilíbrio da 
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sobrecarga energética presente no interior das fraturas direciona os gases à direção 

de menor resistência, normalmente à atmosfera. 

 

7.5 Modelo de Repartição de Energia 
 

Um modelo de repartição de energia pode ser estabelecido ao representar a expan-

são isentrópica em termos da pressão e volume específico, ao superpor as interações 

explosivo-rocha descritas por Lownds (1986, 1991) e Udy & Lownds (1990). Tal 

modelo assume que a rocha se comporta de forma elástica e que a detonação na 

rocha é um fenômeno adiabático. Este modelo é normalmente representado em 

forma de um diagrama onde se permite comparar a performance de diferentes ex-

plosivos em diferentes condições de confinamento e materiais rochosos. 

 

 
Figura 17: Partição de energia em desmonte de rochas com ex-

plosivos (baseado em Udy & Lownds, 1990; Mortazavi, 1999) 

 

O diagrama de repartição de energia de Lownds proporciona um entendi-

mento simplificado, mas ao mesmo tempo poderoso sobre os fenômenos dinâmicos 

e semi-estáticos que caracterizam a detonação de uma carga explosiva em meios 

rochosos. O início do processo de detonação, ou da fase dinâmica, se origina no 

ponto A, com a frente de detonação propagando-se através da coluna do explosivo. 

No ponto B, a coluna de explosivo está completamente reagida, atingindo o estado 

de detonação estacionário do explosivo. Os produtos de reação gerados como resul-

tado da detonação, majoritariamente gasosos, atuam nas paredes do furo à altíssi-

mas temperaturas e pressões. Assim, um campo de tensões compressivas é gerado 

no meio circundante, originando a propagação de ondas de tensões através do meio 

rochoso. A porção da energia gerada até este estágio é consumida na geração das 

zonas triturada e fraturada, e também na reflexão de ondas em distintos meios, 
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planos de fratura ou faces livres. Durante a ação dinâmica produzida pelas ondas 

de choque, as propriedades da rocha mudam localmente resultando no aumento do 

volume do furo, definido pelo ponto C. Segundo Ugy & Lownds (1990), o maciço 

rochoso se encontra em um estado de equilíbrio com as tensões induzidas pela ação 

das ondas de choque. No ponto C, o furo se encontra expandido e após a zona tri-

turada, ainda que o material esteja intacto, está sob altas tensões internas.  

Explorando a geometria cilíndrica do fenômeno, pode-se relacionar a pressão 

interna 𝑃 necessária para deformar o raio 𝑅 a um valor de ∆𝑅 em furo cilíndrico 

através da seguinte expressão (Timoshenko & Goodier, 1951) 

𝑃 =
𝐸𝑟

(1 + 𝑣𝑟)

∆𝑅

𝑅
 (7.21) 

onde 𝐸𝑟 é o módulo de elasticidade e 𝑣𝑟 é o coeficiente de Poisson do material inerte. 

Esta equação permite estabelecer uma relação de proporção entre a pressão e a 

capacidade de deformação elástica. 

A capacidade de deformação elástica sofrida pelo material inerte, quando 

submetida a uma pressão 𝑃, permite estimar a expansão das paredes do furo de-

vido à ação dos gases atuantes em seu interior, deformando suas paredes enquanto 

a pressão se atenua. No momento em que os gases em expansão se equilibram com 

o estado de deformação do furo, se atinge uma condição de equilíbrio conhecido 

como “furo em equilíbrio” (Hustrulid, 1999). Assim, o aumento volumétrico sofrido 

pelo furo pode ser estimado a partir da seguinte equação 

𝑉𝑒𝑞 = 𝜋𝑅
2 [1 + 𝑃𝑒𝑞 (

1 + 𝑣𝑟
𝐸𝑟

)]
2

𝐿𝑐 (7.22) 

onde 𝑉𝑒𝑞 é o volume de equilíbrio; 𝑅 o raio do furo; 𝑃𝑒𝑞 é a pressão de equilíbrio; 𝐿𝑐 

é a longitude de carga. Por sua vez, a pressão de equilíbrio é calculada em conjunto 

com as curvas isentrópicas de pressão, durante o processo de expansão adiabática 

dos gases. Muitas vezes, essa pressão de equilíbrio é chamada de pressão de furo, 

estimada de forma aproximada como a metade da pressão de detonação do explo-

sivo. 

Após o ponto C, a energia associada aos produtos de detonação está total-

mente mobilizada e a rocha não resiste ao intenso processo de fragmentação indu-

zido. Segundo Lownds (1991), o material na frente do furo só começa a se mover 

quando as fraturas originadas no furo alcançam a face livre, ou depois que os gases 

pressurizam as fraturas criadas na fase dinâmica ou aquelas fraturas naturais pré-

existentes e estas alcançam a face livre, ou ambos fenômenos. Os processos de fra-

gmentação e expansão que ocorrem entre os pontos C e D estão associadas à fase 

semi-estática, onde ocorre o processo de pressurização dos gases e a liberação da 

energia de deformação armazenada no maciço pelas ondas de tensões e gases. As 

ações dinâmicas induzidas pelas ondas de choque são responsáveis por acionar 

uma sequência de complexos mecanismos de fraturamento ao redor do furo. Devido 

às altas pressões e temperaturas geradas pela detonação, uma porção do material 

confinante se vê subitamente em um estado de tensões superiores à sua resistência 

à compressão, iniciando o processo de fraturamento da rocha.  
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O ponto D representa a pressão atuante no momento do escape das pressões 

para a atmosfera. Neste ponto, a rocha está com sua capacidade de armazenar 

energia muito deteriorada devido ao seu processo de fragmentação. As pressões 

exercidas pelos gases em expansão deformam à massa de material confinante, ge-

rando um campo de tensões compressivas que depende tanto do módulo volumé-

trico 𝐾𝐵 como da pressão 𝑃, tal que 

𝐾𝐵 = −𝑉
𝜕𝑃

𝜕𝑉
 (7.23) 

onde 𝑉 é o volume. Assim, o volume ocupado pelos gases em expansão dentro da 

rede de fraturamento pode ser determinado pela seguinte equação 

𝑉𝑐𝑟 = 𝑉𝑅 (1 −
𝑃𝑐𝑟
𝐾𝐵
) (7.24) 

onde 𝑉𝑐𝑟 volume ocupado pelos gases nas fraturas, 𝑃𝑐𝑟 é a pressão atuante nas fra-

turas, 𝑉𝑅 é o volume de rocha submetido aos esforços compressivos. Portanto, ao 

assumir que a rocha se comporta como um material elástico isotrópico, o módulo 

volumétrico pode ser estimado como 

 

𝐾𝐵 =
𝐸𝑟

3(1 − 2𝑣𝑟)
 

 

que combinada com a equação (7.24), permite escrever que 

𝑉𝑐𝑟 = 𝑉𝑅 [1 − 3 (
1 − 2𝑣𝑟
𝐸𝑟

)𝑃𝑐𝑟] (7.25) 

Uma vez que ocorre uma redução das pressões no interior do furo, este co-

meça a retornar ao seu volume original (Hustrulid, 1999). Assim, o volume total 

ocupado pelos gases até a iminência do movimento do material, pode ser estimada 

como 

𝑉𝑒𝑠𝑐 = 𝑉𝑒𝑞 + 𝑉𝑐𝑟 (7.26) 

onde 𝑉𝑒𝑠𝑐 é o volume ocupado pelos gases de detonação até o momento de escape à 

atmosfera ou estado de equilíbrio mecânico-elástico com a rocha. As pressões atu-

antes, tal como no caso da pressão de equilíbrio, são calculadas em conjunto com 

as curvas isentrópicas de pressão, durante a expansão adiabática dos gases. Esta 

pressão é conhecida como pressão de corte. 

A pressão de corte está associada com a capacidade que um determinado 

explosivo tem de gerar trabalho efetivo quando submetido a umas determinadas 

condições de confinamento. Considerando a imensa variabilidade que pode signifi-

car a combinação entre distintos tipos de explosivos e condições de confinamento, 

tem-se adotado o valor de 100MPa como referência, ainda que também se 
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consideram as expansões de 10𝑣𝑜 e 20𝑣𝑜 (Persson, et al., 1994; Lopez, 2003). En-

tretanto, o método baseado no conceito de repartição de energia de Lownds permite 

levar em consideração uma grande parte dos aspectos que influenciam o fenômeno. 

Como se pode apreciar na Tabela 24, as pressões de corte podem ser bastante dis-

tintas dependendo do tipo de confinamento imposto ao explosivo. 

 
Tabela 24.  Pressões de corte para distintos tipos de rocha 

(Lownds, 1984; Hustrulid, 1999) 

Tipo de Rocha 
Módulo de Young 

(GPa) 

Pressão de Corte 

(MPa) 

Muito branda 5 40 

Branda 15 73 

Média 50 140 

Dura 140 240 

 

A partir do ponto D, a energia restante se manifesta em forma de movi-

mento, calor, ruído, ventilação de gases e projeções dos materiais detonados. Esse 

último grupo, pois, representa a porção de energia não-efetiva, devido a sua inca-

pacidade de realizar trabalho. 

O modelo de partição de energia proposto por Ugy & Lownds (1990), permite 

agrupar a energia liberada durante o processo de detonação e expansão isentrópica 

dos gases em dois tipos principais, a energia de choque e energia de gás – ou heave, 

movimento ou arremesso (Sheahan & Minchinton, 1988). A energia de choque total 

se define como a soma das regiões cinéticas e de deformação, identificados como 1 

e 2, na Figura 17. Nesta mesma figura, define-se como energia de gás a soma das 

regiões 3 e 4, ou seja, a porção de energia que atua durante a expansão dos produtos 

da detonação no interior da rede de fraturas do maciço rochoso. Esse mecanismo 

de partição energética, ainda que simplificado, permite explicar fenômenos de 

grande importância prática.  Ao aplicar, por exemplo, um mesmo tipo de explosivo 

em detonações de rochas brandas e duras, percebe-se que a primeira se expande 

de forma mais rápida que a segunda, o que indica que rochas brandas consomem 

uma maior porção da energia em forma de choque, remanescendo uma menor 

quantidade de energia em forma de gás. Este fenômeno explica, por exemplo, o 

porquê que o ANFO normalmente obtém melhores resultados que a dinamite em 

rochas muito brandas. 
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Parte III - Desenvolvimento do modelo Q1D EA 
 

 

8 Modelo Q1D EA 
 

 

 

O complexo mecanismo que envolve a liberação de energia durante a detonação de 

explosivos heterogêneos, como aqueles baseados em nitrato de amônio, tem sido 

objeto de intensa investigação nos últimos anos. Um dos principais campos de in-

teresse no estudo dos desmontes de rochas com explosivos envolve a necessidade 

de prover um termo de informação fiável sobre a fenomenologia energética associ-

ada ao processo de detonação e sua aplicação em modelos de simulação de desmonte 

de rochas. Neste sentido, a optimização das operações unitárias mineiras através 

da optimização energética, o qual é fortemente influenciada por um eficiente des-

monte de rochas, é fundamental para uma exploração mineral sustentável de longo 

prazo. Portanto, a caracterização não-ideal do processo de detonação se torna es-

sencial para entender a fonte energética de todas as fenomenologias associadas aos 

desmontes de rochas com explosivos. 

A maioria dos modelos aplicados à modelagem das detonações não-ideais se 

baseiam nas equações de Euler com reação, quanto à conservação de massa, mo-

mento e energia. Em análises multidimensionais, enquanto os modelos baseados 

na teoria DSD funcionam bem para detonações levemente curvadas ou fortemente 

confinadas (Sharpe & Braithwaite, 2005; Watt et al., 2012), os modelos baseados 

na DSD não são capazes de representar, de forma eficiente, detonações altamente 

não-ideais. Neste último campo, o modelo SSA introduziu uma importante melhora 

quanto à capacidade preditiva de modelos altamente não-ideais, onde a velocidade 

de detonação pode chegar a ser tão baixa quanto 50% da DCJ – sendo DCJ a veloci-

dade de detonação ideal. A descrição estrutural da zona de condução da detonação 

(DDZ) alça um grande interesse para o entendimento bidimensional da detonação. 

Uma consequência direta deste conhecimento é a possibilidade de descrever o 

“efeito-diâmetro” de um dado explosivo, ou seja, a curva que realizam as velocida-

des de detonação e seus respectivos diâmetros. Neste campo, o modelo SSA vem 

representando uma interessante alternativa devido a sua boa capacidade preditiva 

e relativo baixo custo computacional. Entretanto, ainda que quanto ao diâmetro da 

carga, o modelo SSA é bastante satisfatório, este tende a prever longitudes da zona 

de condição da detonação inferiores às comparadas com soluções exatas oriundas 
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da aplicação da DNS e, em consequência, uma descrição menor do locus sônico 

(Watt et al., 2012; Cartwright, 2016; Croft, 2017). 

Sob esta conjectura, um modelo aproximado de engenharia para descrever 

as detonações não-ideais estacionarias será desenvolvido. O argumento básico re-

side na existência de uma coerência espacial entre a solução axial e as condições 

de contorno na borda da carga não-confinada. O modelo combina a solução axial 

resultante do modelo Q1D proposto por Sharpe & Braithwaite (2005) com suposi-

ções quanto às funções de forma da frente de choque e o lócus sônico. A estrutura 

espacial da zona de condução da detonação (DDZ) pode ser definida como a região 

compreendida entre os lócus de choque e sônico. A Figura 18 representa a estrutura 

conceitual de uma detonação estacionaria bidimensional. Em explosivos não ideais, 

a DDZ pode ser da ordem de vários centímetros em longitude (Braithwaite et al, 

2010). Como algumas das principais propriedades da detonação podem ser relaci-

onadas com esta região, a descrição de ambos lócus – choque e sônico – se torna 

crucial para um entendimento bidimensional do estado de detonação de um explo-

sivo. 

 
Figura 18: Estrutura conceitual de uma detonação estacionaria bidimen-

sional. 

 

 As fenomenologias envolvidas nos desmontes de rocha são complexas. As in-

terações entre o explosivo e o material inerte confinante – normalmente rocha – 

ainda é uma questão de intensa pesquisa e discussão, especialmente nos casos onde 

a velocidade sísmica da rocha é superior a velocidade de detonação do explosivo 

(Sharpe et al., 2009; Sharpe & Braithwaite, 2005; Braithwaite et al., 2010; Sellers, 

2007; Braithwaite & Sharpe, 2013; Esen, 2008; Sellers et al., 2012).  

 

8.1 Construção do modelo 
 

No caso de detonações altamente não-ideais, soluções numéricas diretas (DNS) in-

dicam que a frente de choque pode ser bem ajustada por um arco elíptico (Sharpe 

& Braithwaite, 2005; Kennedy, 1998). Neste mesmo sentido, Watt et al. (2009), ao 

estudar a aplicação da teoria da máxima entropia efetiva na construção da DDZ, 

também obtiveram melhores resultados quando a frente de choque foi assumida 

ser um elipsoide. Estas evidencias sugerem que um arco elipsoidal é perfeitamente 

capaz de representar a frente de choque, ainda que se observem que para 
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velocidades de detonação próximas à ideal, a frente de choque melhor se ajuste a 

um arco circular (Sharpe & Braithwaite, 2005; Cunningham, et al., 2006).  Por-

tanto, um arco de elipse da seguinte forma 

𝑧𝑓
2 + 𝛼2

𝛼2
+
𝑟2

𝛽2
= 1 (8.1) 

pode ser usada para representar a forma da frente de choque da detonação. Onde 

𝑧 e 𝑟 são as direções axiais e radiais, respectivamente. A origem do sistema de 
coordenadas adotado se localiza na posição axial da frente de choque, onde 𝑟 = 0 e 

𝑧 = 0. 𝛼 e 𝛽 são os semieixos menor e maior da elipse. O presente modelo adota os 

semieixos da elipse como os parâmetros de forma do choque.  

 A aplicação de uma função elíptica para descrever a frente de choque deriva 

a possibilidade de obter, para um dado jogo de parâmetros de forma, o gradiente 𝑧𝑓
′  

e a curvatura 𝜅 para qualquer ponto ao longo da frente de choque 𝑧𝑓. Uma vez 

conhecido o gradiente em um determinado ponto, pode-se calcular o respectivo ân-

gulo 𝜙 que a velocidade de detonação normal forma com a direção vertical. Tal 

informação é fundamental para estabelecer as condições de contorno da carga ex-

plosiva. O gradiente do choque pode ser calculado ao derivar a equação (8.1) em 

relação a r, o qual se obtém 

𝑧𝑓
′ = −

𝛼𝑟

𝛽2
(1 −

𝑟2

𝛽2
)

−1/2

 (8.2) 

onde 𝑧𝑓
′ = 𝑑𝑧/𝑑𝑟. Quando 𝑟 = 𝑅, sendo 𝑅 o raio da carga explosiva, a equação (8.2) 

provê o gradiente – e o respectivo ângulo 𝜙 – na borda da carga explosiva. 
 No caso de detonações não-confinadas, encontramos que as condições de con-

torno na borda da carga, 𝑟 = 𝑅, requerem que a deflexão na interface explo-

sivo/inerte seja exatamente sônica. De acordo com as análises de choque polari-
zado, a condição sônica equivale dizer que a equação (8.2) deve ser igual a 

𝑧𝑓
′(𝑅) = −(

𝛾 − 1

𝛾 + 1
)
1/2

 (8.3) 

Portanto, o ângulo 𝜙𝑒𝑑𝑔𝑒 em que a pressão ou velocidade de detonação normal faz 

com a direção z na borda da carga pode ser calculado por 

𝜙(𝑅) = 𝜙𝑒𝑑𝑔𝑒 = − tan
−1 (𝑧𝑓

′(𝑅)) (8.4) 

 Ao definir a frente de choque através de uma função contínua, podemos cal-

cular a curvatura em qualquer ponto ao longo do choque, o que permite estabelecer 

umas relações diretas entre os parâmetros de forma do choque 𝛼 e 𝛽 com distintas 

propriedades geométricas do problema.  A função que define a frente de choque 𝑧𝑓 

pode ser derivada duas vezes para obter uma expressão relacionada com a curva-

tura ao longo do choque 

𝑧𝑓
′′ = −

𝛼

𝛽2
(1 −

𝑟2

𝛽2
)

−3/2

 (8.5) 
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que, no eixo da carga, 𝑟 = 0, se reduz a 

𝑧𝑓
′′(𝑟 = 0) = −

𝛼

𝛽2
 (8.6) 

 A equação (8.6) permite estabelecer uma relação entre os parâmetros de 

forma da frente de choque e a curvatura axial. Uma vez que, para uma dada velo-

cidade de detonação, a curvatura axial é parte fundamental da solução do modelo 

Q1D, os parâmetros de forma 𝛼 e 𝛽, necessários para construir a estrutura espacial 

da DDZ, podem ser escritos um em função do outro. Quer dizer, a equação (8.6) 

permite vincular as proporções entre ambos parâmetros em função da curvatura 

axial. Entretanto, uma segunda condição é necessária para estender o modelo Q1D 

para duas dimensões, tal como se desenvolverá nas seguintes seções. 

 

8.2 Solução Axial – Q1D 
 

A solução axial da detonação não-ideal estacionaria é requerida como parte funda-

mental da construção do modelo Q1D EA. Ainda que qualquer modelo poderia ser 

usado para tal fim, como o modelo de fluxo levemente divergente (Kirby & Leiper, 

1985), o modelo Q1D proposto por Sharpe & Braithwaite (2005) é preferido neste 

trabalho devido as consideráveis melhoras frente a outros modelos de solução axial. 

Uma vantagem muito clara do modelo Q1D frente a outros, como os modelos deri-

vados de fluxos levemente divergentes, é a substituição do termo divergente – fun-

damentalmente desconhecido, o que requer definições alternativas – pela curva-

tura axial. O modelo Q1D vem demonstrando excelentes resultados quanto à solu-

ção axial de detonações altamente não-ideais confinadas e não-confinadas.  

 

8.2.1 Fundamentação do modelo 

 

O modelo Q1D se estrutura em base a teoria conhecida por Detonation Shock Dyna-

mics, DSD, nome dado a um conjunto de teorias multidimensionais que descrevem 

a dinâmica de detonações próximas ao estado Chapman-Jouguet (Stewart, 1993), 

oriunda dos trabalhos de Bdzil (1981). A teoria se baseia nas relações entre 𝐷𝑛 − 𝜅 

onde 𝐷𝑛 é a velocidade de detonação normal ao choque e 𝜅 a correspondente curva-

tura. De forma similar a muitas outras teorias, sua formulação matemática se de-

senvolve através das equações de fluxos reativos de Euler definidos como 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇. 𝜌 + 𝜌∇ ∙ 𝒖 = 0 (8.7) 

𝜌
𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇. 𝒖 + ∇𝑃 = 0 (8.8) 

𝜕𝐸

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇𝐸 + 𝑃 (

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇𝑣) = 0 (8.9) 
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𝜕𝜆

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇𝜆 −𝑊 = 0 (8.10) 

onde 𝒖 é o vetor de velocidades, 𝑃 é a pressão, 𝑣 é o volume específico, 𝐸 é a energia 

interna, ∇ é operador divergente e 𝑊 é taxa de reação. As equações se completam 

uma vez que se define a equação de estado e a forma da taxa de reação (Sharpe & 

Braithwaite, 2005). 

 Trata-se, pois, de particularizar as equações que governam o modelamento 

de fluxos reativos compressivos a um sistema de coordenadas intrínsecas ao cho-

que, de forma que se possa encontrar soluções ao longo das direções normais à 

frente de choque. Quando especializada à posição axial da carga cilíndrica, as ve-

locidades e correspondentes derivadas em relação às direções transversais às nor-

mais se desprezam – devido a que estas derivadas variam muito lentamente no 

eixo. Por outro lado, ao considerar o sistema estacionário, as derivadas em relação 

ao tempo se eliminam e se obtém, finalmente, as equações que constituem o modelo 

Q1D.  

 

8.2.2  Coordenadas intrínsecas ao longo do choque 

 

A mudança de variável torna-se necessária para descrever o comportamento do 

fenômeno dinâmico ao longo da direção normal em qualquer ponto da frente de 

choque, constituindo-se a base da teoria DSD. Assim, deve-se transformar a equa-

ção de fluxo reativo de Euler do sistema de coordenadas cartesianas (𝑥, 𝑦, 𝑡) para 

um sistema de coordenadas atada ao choque (𝑛, 𝜉, 𝑡). As formulações reproduzidas 

nesta seção se baseiam nos trabalhos de Stewart (1993), Yao & Stewart (1996) e 

Sharpe & Braithwaite (2005). 

 

 
Figura 19: Sistema de coordenadas angulares ao longo da longitude 

de arco. 

 

A estrutura da superfície da onda de choque pode ser bem representada no 

sistema de coordenadas de laboratório (𝑥, 𝑦, 𝑡), onde 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0. Sendo, pois, a 

direção normal, escolhida ser positiva em direção ao explosivo não reagido, pode 

ser diretamente obtida tendo em conta que 𝒏̂ = ∇𝜓/|∇𝜓|.  Assumindo o sistema de 

coordenadas de laboratório cilíndricas (𝑟, 𝑧, 𝑡), e parametrizando a superfície do 

choque com uma função 𝑟 = 𝑟𝑠(𝜉, 𝑡), as coordenadas de Betrand podem ser relacio-

nadas através da seguinte mudança de variável  
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𝑟 = 𝑟𝑠(𝜉, 𝑡) + 𝑛𝒏̂(𝜉, 𝑡) (8.11) 

onde 𝑛 e 𝜉 são as distâncias ao longo da direção normal à onda de choque e ao longo 

da longitude de arco, como representado na Figura 19. Dada esta configuração, o 

vetor unitário tangencial ao longo do arco pode ser definido como 𝒕̂ = 𝜕𝑟𝑠/𝜕𝜉. 

Por outro lado, a fim de obter um mapa único sobre a descrição do compor-

tamento do fenômeno ao longo do choque, se define a longitude de arco 𝜉 de tal 

forma que, em cada ponto, o ângulo normal 𝜙(𝜉, 𝑡) ao choque descreve a orientação 

das direções normais de um choque bidimensional. Esta definição permite escrever 

os vetores unitários normais 𝒏̂ e tangenciais 𝒕̂, inerentes ao sistema atado ao cho-

que, em função dos vetores unitários 𝒆̂𝒓, 𝒆̂𝒛, nas direções 𝑟 e 𝑧 do sistema de coor-

denadas cilíndricas, como 

𝒏̂ = sin(𝜙) 𝒆̂𝒓 + cos(𝜙)𝒆̂𝒛 
 

𝒕̂ = cos(𝜙) 𝒆̂𝒓 − sin(𝜙)𝒆̂𝒛 
(8.12) 

onde a derivada do ângulo 𝜙 com respeito a longitude de arco 𝜉 define a curvatura  
𝜅 = 𝜕𝜙/𝜕𝜉.  

As fórmulas de Frenet (Stewart, 1993) aplicadas a este sistema de coorde-

nadas relacionam as derivadas dos vetores unitários ao longo das direções das co-

ordenadas e reflete o fato que o sistema de coordenadas atada ao choque é local-

mente ortogonal, e está alinhado ao longo das linhas das curvaturas principais 

normais. 

𝜕𝒕̂

𝜕𝜉
= −𝜅𝒏̂ 

 
𝜕𝒏̂

𝜕𝜉
= 𝜅𝒕̂ 

(8.13) 

Em particular, deve-se encontrar os operadores de divergência no sistema 

de coordenadas atada ao choque. Para tal tarefa, parte-se da definição de ∇ 

∇ ≡ 𝑒̂𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑒̂𝑧

𝜕

𝜕𝑧
 (8.14) 

onde, através da regra da cadeia, temos as formas das suas derivadas parciais  

𝜕

𝜕𝑟
=
𝜕𝜉

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜉
+
𝜕𝑛

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝑛
 (8.15) 

𝜕

𝜕𝑧
=
𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝜉
+
𝜕𝑛

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑛
 (8.16) 

Ao diferenciar a equação (8.11), que define a transformação de coordenadas, 

com respeito a 𝑟 e 𝑧 
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𝑟𝒆̂𝒓 + 𝑧𝒆̂𝒛 = 𝑟𝑠(𝜉, 𝑡) + 𝑛𝒏̂(𝜉, 𝑡) (8.17) 

e usando a definição do vetor unitário 𝒕̂ e as fórmulas de Frenet, se obtém as se-

guintes expressões entre os vetores unitários de ambos sistemas de coordenadas 

𝒆̂𝒓 = 𝒕̂
𝜕𝜉

𝜕𝑟
+
𝜕𝑛

𝜕𝑟
𝒏̂ + 𝑛𝜅

𝜕𝜉

𝜕𝑟
𝒕̂ (8.18) 

𝒆̂𝒛 = 𝒕̂
𝜕𝜉

𝜕𝑧
+
𝜕𝑛

𝜕𝑧
𝒏̂ + 𝑛𝜅

𝜕𝜉

𝜕𝑧
𝒕̂ (8.19) 

Logo, ao realizar o produto vetorial das fórmulas (8.18) e (8.19) com os vetores uni-

tários 𝒏̂ e 𝒕̂, se obtém que 

𝒆̂𝒓 ∙ 𝒏̂ =
𝜕𝑛

𝜕𝑟
  , 𝒆̂𝒓 ∙ 𝒕̂ = (1 + 𝑛𝜅)

𝜕𝜉

𝜕𝑟
 

 

𝒆̂𝒛 ∙ 𝒏̂ =
𝜕𝑛

𝜕𝑧
   ,         𝒆̂𝒛 ∙ 𝒕̂ = (1 + 𝑛𝜅)

𝜕𝜉

𝜕𝑧
 

(8.20) 

o que permite escrever os vetores unitários do sistema de coordenadas cilíndricas 

em termos dos componentes do sistema de coordenadas atada ao choque como 

𝒆̂𝒓 = (𝒆̂𝒓 ∙ 𝒏̂)𝒏̂ + (𝒆̂𝒓 ∙ 𝒕̂)𝒕̂ 
 

𝒆̂𝒛 = (𝒆̂𝒛 ∙ 𝒏̂)𝒏̂ + (𝒆̂𝒛 ∙ 𝒕̂)𝒕̂   
(8.21) 

 Logo, o operador da divergência ∇ pode ser calculado ao combinar as equa-

ções (8.14), (8.15), (8.16) e (8.21)  

∇ ≡ 𝒆̂𝒓 (
𝜕𝜉

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜉
+
𝜕𝑛

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝑛
) + 𝒆̂𝒛 (

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝜉
+
𝜕𝑛

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑛
) (8.22) 

Ao multiplicar a equação (8.22) e usar as propriedades dos vetores unitários |𝒕̂| =
|𝒏̂| = 1 e 𝒕̂ ∙ 𝒏̂ = 0, e usando o fato de que 𝜕𝑡̂/𝜕𝑛 = 0, logo se obtém 

∇ = 𝒕̂
1

1 + 𝑛𝜅

𝜕

𝜕𝜉
+ 𝒏̂

𝜕

𝜕𝑛
 (8.23) 

Finalmente, usando a definição da velocidade em coordenadas atada ao choque  
𝑼 = 𝑈𝑛𝒏̂ + 𝑢𝜉 𝒕̂, as divergências ∇ ∙ 𝑼 e 𝑼 ∙ ∇ podem ser obtidas, respectivamente 

∇ ∙ 𝑼 =
𝜕𝑈𝑛
𝜕𝑛

+
1

1 + 𝑛𝜅
(
𝜕𝑢𝜉

𝜕𝜉
+ 𝜅𝑈𝑛) − 𝜅𝑢𝜉 (8.24) 
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𝑼 ∙ ∇= 𝑈𝑛
𝜕

𝜕𝑛
+

𝑢𝜉

1 + 𝑛𝜅

𝜕

𝜕𝜉
 

Por outro lado, dado o estado estacionário em que se baseia o estudo, todas 

as derivadas em relação ao tempo se anulam, 𝜕/𝜕𝑡 = 0. Sabendo, ademais, que a 

velocidade normal relativa pode ser escrita como 𝑢𝑛 = 𝑈𝑛 − 𝐷𝑛, o sistema de equa-

ções diferenciais em coordenadas atadas ao choque pode ser obtido. Assim, o jogo 

de equações que governam o fenômeno de fluxo reativo são 

𝜕(𝜌𝑢𝑛)

𝜕𝑛
+

𝜅

1 + 𝑛𝜅
𝜌(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛) = 𝜅𝜌𝑢𝜉 −

1

1 + 𝑛𝜅

𝜕(𝜌𝑢𝜉)

𝜕𝜉
 (8.25) 

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

𝜌𝑢𝑛 +
𝜕𝑃

𝜕𝑛
=

𝜅

1 + 𝑛𝜅
𝑢𝜉
2𝜌 −

𝑢𝜉

1 + 𝑛𝜅

𝜕(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛)

𝜕𝜉
𝜌 (8.26) 

0 =
𝜕𝑢𝜉

𝜕𝑛
𝜌𝑢𝑛 +

𝑢𝜉

1 + 𝑛𝜅

𝜕𝑢𝜉

𝜕𝜉
𝜌 −

𝜅

1 + 𝑛𝜅
𝑢𝜉(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛)𝜌 +

1

1 + 𝑛𝜅

𝜕𝑃

𝜕𝜉
 (8.27) 

𝜕𝐸

𝜕𝑛
𝑢𝑛 −

𝜕𝜌

𝜕𝑛

𝑃

𝜌2
𝑢𝑛 = −

𝑢𝜉

1 + 𝑛𝜅

𝜕𝐸

𝜕𝜉
−

𝑢𝜉

1 + 𝑛𝜅

𝜕𝜌

𝜕𝜉

𝑃

𝜌2
 (8.28) 

𝜕𝜆

𝜕𝑛
𝑢𝑛 −𝑊 = −

𝑢𝜉

1 + 𝑛𝜅

𝜕𝜆

𝜕𝜉
 (8.29) 

onde as expressões à direita agrupam todos os parâmetros associados à transver-

salidade do sistema, ou seja, aquelas dependentes 𝜉. 

 A aproximação quase-unidimensional Q1D assume que as variáveis ao longo 

da longitude de arco 𝜉 variam muito lentamente. Assim que as quantidades ao lado 

direito das igualdades das expressões acima – e toda a equação (8.27) – que contêm 

termos envolvendo derivadas parciais com respeito a 𝜉 ou 𝑢𝜉, assumem valores 

nulos (Sharpe & Braithwaite, 2005; Stewart, 1993; Yao & Stewart, 1996), resul-

tando no seguinte sistema de equações diferenciais parciais  

𝜕

𝜕𝑛
(𝜌𝑢𝑛) +

𝜅

1 + 𝑛𝜅
𝜌(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛) = 0 (8.30) 

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

𝑢𝑛 +
1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑛
= 0 (8.31) 

𝜕𝐸

𝜕𝑛
−
𝑃

𝜌2
𝜕𝜌

𝜕𝑛
= 0 (8.32) 

𝜕𝜆

𝜕𝑛
−
𝑊

𝑢𝑛
= 0 (8.33) 
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onde 𝜅(𝜉) é a curvatura do choque e 𝐷𝑛(𝜉) é a componente normal da velocidade do 

choque, no ponto definido pela longitude de arco 𝜉. 𝑢𝑛 é a componente da velocidade 

do material na direção 𝑛. As equações acima representam as condições de conser-

vação de massa, momento normal, momento ao longo do arco, de energia e taxa de 

reação, respectivamente. 

 

8.2.3  Derivação do Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias 

 

A fim de solucionar o sistema de equações diferenciais apresentados na seção an-

terior, faz-se necessário desenvolver uma série de relações adicionais para permitir 

um tratamento matemático mais maleável do problema. Para tal fim, partindo da 

equação da energia (8.32), definida como 

 
𝜕𝐸

𝜕𝑛
−
𝑃

𝜌2
𝜕𝜌

𝜕𝑛
= 0 

 

e expandindo a derivada parcial da energia 𝜕𝐸/𝜕𝑛 através da regra da cadeia, pode-

se escrever 

(
𝜕𝐸

𝜕𝜌
)
𝜕𝜌

𝜕𝑛
+ (

𝜕𝐸

𝜕𝑃
)
𝜕𝑃

𝜕𝑛
+ (

𝜕𝐸

𝜕𝜆
)
𝜕𝜆

𝜕𝑛
−
𝑃

𝜌2
𝜕𝜌

𝜕𝑛
= 0 (8.34) 

que ao dividir ambos lados da equação por 𝜕𝐸/𝜕𝑃, chega-se a 

−[
𝑃

𝜌2
−
𝜕𝐸

𝜕𝜌
] (
𝜕𝐸

𝜕𝑃
)
−1 𝜕𝜌

𝜕𝑛
+
𝜕𝑃

𝜕𝑛
+
𝜕𝐸

𝜕𝜆
(
𝜕𝐸

𝜕𝑃
)
−1 𝜕𝜆

𝜕𝑛
= 0 (8.35) 

Uma vez obtida esta relação, observa-se que o termo que multiplica a deri-

vada 𝜕𝜌/𝜕𝑛 coincide com a definição do quadrado da velocidade do som de esfria-

mento 𝑐, definida como 

𝑐2 = [
𝑃

𝜌2
−
𝜕𝐸

𝜕𝜌
] (
𝜕𝐸

𝜕𝑃
)
−1

 (8.36) 

De igual forma, o termo que multiplica a derivada 𝜕𝜆/𝜕𝑛, descreve o coeficiente de 

termicidade 

𝜎 =
𝜕𝐸

𝜕𝜆
(
𝜕𝐸

𝜕𝑃
)
−1

 (8.37) 

que representa a transformação da energia, obtida pela quebra das ligações quími-

cas e da mudança do número de partículas ou tamanho das moléculas pela reação 

química, em energia de calor e movimento (Fickett & Davis, 1979). Logo, pode-se 

escrever a equação (8.35) em função do coeficiente de termicidade e velocidade do 

som de esfriamento, como 

−𝑐2
𝜕𝜌

𝜕𝑛
+
𝜕𝑃

𝜕𝑛
+ 𝜎

𝜕𝜆

𝜕𝑛
= 0 (8.38) 
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 Em seguida, através de sucessivas substituições das expressões (8.30) e 

(8.31) na equação (8.38), é possível escrever 

−𝑐2 [−
𝜅𝜌

1 + 𝑛𝜅
(
𝑢𝑛 + 𝐷𝑛
𝑢𝑛

) −
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

𝜌

𝑢𝑛
] − 𝜌𝑢𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

+ 𝜎
𝜕𝜆

𝜕𝑛
= 0 (8.39) 

Finalmente, reordenando os termos da equação (8.39) para isolar a derivada 

da velocidade de partícula normal 𝜕𝑢𝑛/𝜕𝑛, obtém-se a equação maestra 

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

(𝑐2 − 𝑢𝑛
2) = − [

𝜅

1 + 𝑛𝜅
𝑐2(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛) + 𝜎

𝑢𝑛
𝜌

𝜕𝜆

𝜕𝑛
] (8.40) 

onde 𝑢𝑛𝜕𝜆/𝜕𝑛 = 𝑊 representa a taxa de reação, como definido pela equação (8.33). 

Logo, a forma geral da equação maestra vem dada por 

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

=
𝜓

𝜂
= −

𝜎
𝜌𝑊 +

𝜅
1 + 𝑛𝜅 𝑐

2(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛)

𝑐2 − 𝑢𝑛2
 (8.41) 

onde 𝜂 e 𝜓 constituem as condições generalizadas Chapman-Jouguet, quando se 

anulam simultaneamente. 

As demais equações diferenciais das 𝜌, 𝑃, 𝐸 e 𝜆 podem ser reescritas em fun-

ção da derivada 𝜕𝑢𝑛/𝜕𝑛 para obter 

𝜕𝜌

𝜕𝑛
= −

𝜌

𝑢𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

 (8.42) 

𝜕𝑃

𝜕𝑛
= −𝜌𝑢𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

 (8.43) 

𝜕𝐸

𝜕𝑛
=

𝑃

𝜌𝑢𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

 (8.44) 

𝜕𝜆

𝜕𝑛
=
𝑊

𝑢𝑛
 (8.45) 

 As equações (8.41), (8.42), (8.43), (8.44) e (8.45) podem ser integradas para 

obter uma descrição completa do fluxo resultante para uma dada velocidade de 

detonação ou curvatura. As condições de contorno incluem as relações de choque e 

a condição sônica no plano CJ. A técnica de solução deste sistema de equações será 

discutida mais adiante. 

Por outro lado, uma vez definida a equação diferencial maestra, necessita-

se definir a forma da equação de estado elegida para descrever as propriedades 

termodinâmicas da detonação. A equação de estado politrópica com o coeficiente 

adiabático quadrático, como definida na seção 4.1, é escolhida para representar as 

propriedades termodinâmicas da detonação 



Modelo Q1D EA 

108 

 

𝐸 =
𝑃

𝜌

1

(𝛾∗ − 1)
− 𝜆𝑄 (8.46) 

onde 𝑄 é o calor de explosão e 𝛾∗ o coeficiente politrópico quadrático, dada por 

𝛾∗ = 𝛾𝑜 + 𝛾1
𝜌

𝜌𝑜
+ 𝛾2 (

𝜌

𝜌𝑜
)
2

 (8.47) 

onde 𝜌 é a densidade, sendo 𝜌𝑜 a densidade inicial do explosivo. 

 Portanto, as quantidades termodinâmicas necessárias para complementar o 

jogo de equações diferenciais parciais são o coeficiente de termicidade e velocidade 

do som. Logo, a partir de suas definições termodinâmicas, chegamos a um coefici-

ente de termicidade descrito por 

𝜎 =
𝜕𝐸

𝜕𝜆
(
𝜕𝐸

𝜕𝑃
)
−1

= −𝑄(𝛾∗ − 1) (8.48) 

e uma velocidade do som de esfriamento  

𝑐2 = [
𝑃

𝜌2
−
𝜕𝐸

𝜕𝜌
] (
𝜕𝐸

𝜕𝑃
)
−1

= 𝑃 [
𝛾∗

𝜌
+

1

𝛾∗ − 1
(𝛾1

1

𝜌𝑜
+ 2𝛾2

𝜌

𝜌𝑜2
)] (8.49) 

onde 𝜌 = 1/𝑣. 

Finalmente, segundo Sharpe & Braithwaite (2005), como as propriedades 

em função da longitude de arco 𝜉 variam muito lentamente, conclui-se que as vari-

áveis do problema passam a depender de forma paramétrica de 𝜉, através de 𝜅(𝜉) 
e 𝐷𝑛(𝜉). Logo, combinando a equação (8.48) com as equações (8.41), (8.42), (8.43), 

(8.44) e (8.45), pode-se obter um jogo de equações diferenciais ordinárias do tipo 

𝑑𝑢𝑛
𝑑𝑛

= (
1

𝑐2 − 𝑢𝑛2
) [𝑄(𝛾∗ − 1)𝑊 − (

𝜅

1 + 𝑛𝜅
) 𝑐2(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛)] (8.50) 

𝑑𝜌

𝑑𝑛
= (

1

𝑐2 − 𝑢𝑛2
) [−𝑄(𝛾∗ − 1)𝑊

𝜌

𝑢𝑛
+ (

𝜅

1 + 𝑛𝜅
)𝜌𝑢𝑛(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛)] (8.51) 

𝑑𝑃

𝑑𝑛
= −(

𝜌𝑢𝑛
𝑐2 − 𝑢𝑛

2
) [𝑄(𝛾∗ − 1)𝑊 − (

𝜅

1 + 𝑛𝜅
) 𝑐2(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛)] (8.52) 

𝑑𝐸

𝑑𝑛
=

𝑃

𝜌𝑢𝑛
(

1

𝑐2 − 𝑢𝑛2
) [𝑄(𝛾∗ − 1)𝑊 − (

𝜅

1 + 𝑛𝜅
) 𝑐2(𝑢𝑛 + 𝐷𝑛)] (8.53) 

𝑑𝜆

𝑑𝑛
=
𝑊

𝑢𝑛
 (8.54) 
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Dependendo da forma da taxa de reação 𝑊 aplicada, o número mínimo de 

equações diferenciais necessárias para solucionar o problema se reduz. O modelo 

adota uma forma para taxa de reação que engloba todas as cinéticas de reações em 

uma única lei, definida como (Sharpe & Braithwaite, 2005) 

𝑊 =
1

𝜏
(1 − 𝜆)𝑚 (

𝑃

𝑃𝑟𝑒𝑓
)

𝑛

 (8.55) 

onde os parâmetros 𝑚, 𝑛 e 𝜏 são os coeficientes de reação e 𝑃𝑟𝑒𝑓, a pressão de refe-

rência, assumida como de 1GPa. Ao depender da pressão, e consequentemente da 

densidade ou volume específico, se pode eliminar do sistema a equação da energia 

(8.53). Opcionalmente, ademais, se pode prescindir da equação da pressão (8.52), 

ao assumir a aproximação de choque forte, em favor da seguinte equação 

𝑃 =
(𝛾∗ − 1)𝜌

𝛾∗
[
𝐷𝑛
2 − 𝑢𝑛

2

2
+ 𝑄𝜆] (8.56) 

Portanto, o número mínimo de equações que compõem o sistema são três, 

(8.50), (8.51) e (8.54). O método de solução mais comum para este sistema de equa-

ções diferenciais ordinárias é o método do disparo, frequentemente utilizado para 

solucionar problemas de contorno e valores próprios. As condições de contorno con-

sistem, por um lado, que o sistema esteja submetido às relações de choque, que 

conformam a frente de detonação (𝜆 = 0) e, por outro, que cumpra as condições 

generalizadas do estado Chapman-Jouguet. 

 

8.2.4  Método do Disparo – Estratégia de Resolução Numérica 

 

O sistema de equações diferenciais ordinárias desenvolvido na seção anterior con-

forma um problema de contorno e valores próprios (eigenvalue). Ou seja, para uma 

dada velocidade de detonação (curvatura), existe apenas uma única curvatura (ve-

locidade de detonação) como solução. Wood e Kirkwood (1954) foram os primeiros 

a analisar o caráter não-linear que define a relação entre a curvatura 𝜅 e a veloci-

dade de detonação normal, 𝐷𝑛. Por um lado, as condições de contorno requerem que 

se cumpram as relações de choque na frente de detonação e as condições generali-

zadas do estado Chapman-Jouguet, no ponto sônico próxima ao final da zona de 

reação (Yao & Stewart, 1996). 

A primeira condição de contorno se estabelece através das relações de choque 

na frente de detonação. Partindo da equação (2.11) 

1

2
𝐷𝑛
2 [(

𝑣𝑠
𝑣𝑜
)
2

− 1] + 𝑃𝑠𝑣𝑠 + 𝐸(𝑃, 𝑣, 𝜆) = 0 

onde 𝜆 representa o progresso da reação (𝜆 = 1 para reação completa), se permite 

conhecer o volume específico 𝑣 (ou a densidade 𝜌 = 1/𝑣 ) para uma dada velocidade 

de detonação 𝐷𝑛. Recorrendo as relações de choque (2.2), (2.3) e (2.4), o seguinte 

sistema de equações, para a EOS pseudo-politrópica, pode ser estabelecido 
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{
 
 
 
 

 
 
 
 
1

2
𝐷𝑛
2 [(

𝑣𝑠
𝑣𝑜
)
2

− 1] + 𝑃𝑠𝑣𝑠 [1 +
1

(𝛾∗ − 1)
] = 0

𝑃𝑠 =
𝐷𝑛
2

𝑣𝑜
(1 −

𝑣𝑠
𝑣𝑜
)                                                 

𝛾∗ = 𝛾𝑜 + 𝛾1
𝑣𝑠
𝑣𝑜
+ 𝛾2 (

𝑣𝑠
𝑣𝑜
)
2

                              

 (8.57) 

onde 𝜆 = 0, uma vez que não há reação ao longo da frente de choque. Este sistema 

de equação se resolve numericamente em 𝑣𝑠, 𝑃𝑠 e 𝛾∗, para uma dada velocidade de 

detonação 𝐷𝑛. Todas as demais variáveis relacionadas ao estado de choque podem 

ser calculadas por substituições sucessivas nas equações de Rayleigh e conservação 

de massa (Stewart & Yao, 1998). Para a velocidade de partícula, tem-se que 

𝑢𝑠 = −𝐷𝑛 (
𝑣𝑠
𝑣𝑜
) (8.58) 

completando o conjunto de parâmetros 𝑢𝑠, 𝑣𝑠 e 𝑃𝑠 necessários para conformar as 

condições de contorno na frente de choque.  
 A segunda condição de contorno se estrutura em base aos trabalhos de Wood 

& Kirkwood (1954), conhecidas como as condições generalizadas Chapman-Jou-

guet. Esta condição, quando aplicadas às equações de fluxos reativos de Euler, 
apresentam uma singularidade quando 𝜂 = 0. Partindo da equação Maestra 

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑛

=
𝜓

𝜂
 

se observa que o fluxo se torna sônico quando 𝑐2 = 𝑢𝑛
2. Este comportamento requer, 

por outro lado, que 𝜂 se anule exatamente ao mesmo tempo que a termicidade 𝜓. 
A combinação de ambas condições define as condições generalizadas Chapman-

Jouguet. Logo, as seguintes relações 

𝜂 = 𝑐2 − 𝑢𝑛
2 = 0 

 

𝜓 =
𝜎

𝜌
𝑊 +

𝜅

1 + 𝑛𝜅
𝑐2(𝑢𝑛 +𝐷𝑛) = 0 

(8.59) 

são conhecidas como as condições generalizadas Chapman-Jouguet.  

Como resultado desses critérios, se obtém duas condições algébricas que 

constitui a segunda condição de contorno necessária para solucionar o sistema de 

equações diferenciais. A integral deve começar na frente de choque, onde 𝜆 = 0, e 

para uma curvatura positiva, deve passar por um ponto singular que corresponde 

a condição onde o fluxo se torna sônico, 𝜂 = 0. A solução não-singular para este 

problema de contorno requer que tanto o parâmetro sônico 𝜂 como a termicidade 𝜓 

se anulem simultaneamente. 

 Uma vez especificada a equação de estado e a expressão para a taxa de rea-

ção, apenas duas outras variáveis são indeterminadas: a velocidade de detonação 
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e a curvatura. Para uma dada velocidade de detonação, 𝐷𝑛, o sistema de equações 

diferenciais forma um problema de valor próprio em relação à curvatura 𝜅, estando 

sujeitas às condições de contorno descritas acima. A estratégia de resolução numé-

rica é o método do disparo (Sharpe & Braithwaite, 2005; Stewart & Yao, 1998; 

Sharpe, 2000). Assim que para uma dada velocidade de detonação, o procedimento 

consiste em realizar um primeiro palpite sobre a curvatura e logo integrar o sis-

tema de equações a partir das condições de contorno na frente de choque até que 

uma das condições generalizadas Chapman-Jouguet sejam satisfeitas. As diferen-

ças remanescentes encontradas em 𝜂 ou 𝜓 são usadas para alterar o valor da cur-

vatura e, com este novo valor, integrar novamente as equações de fluxo. Um mé-

todo interativo não-linear é normalmente aplicado, como o método da bissecção ou 

Newton-Raphson, para inteirar o valor curvatura até que se cumpra a condição 

generalizada Chapman-Jouguet ou que a diferença entre dois valores consecutivos 

da curvatura seja menor que uma pré-determinada precisão. 

 

 
Figura 20: Comportamento das soluções durante o processo intera-

tivo do método do disparo.  

 

 Durante o processo interativo, se o valor da curvatura 𝜅 é a correta, então, 

após a integração, o valor de 𝑢𝑛 deve coincidir com 𝑐 no plano Chapman-Jouguet. 

Por outro lado, se a curvatura é bem menor, então o valor de 𝑢𝑛 < 𝑢𝑛
𝐶𝐽

 no plano CJ, 

enquanto que se a curvatura é maior, 𝑢𝑛 > 𝑢𝑛
𝐶𝐽

. Este comportamento, representado 

na Figura 20, permite obter o valor da curvatura em qualquer grau de precisão 

preestabelecido. Como resultado, ademais, se obtém toda a estrutura da solução 

axial. 

 

8.3 Aproximação da dimensão radial da carga 
 

A determinação da solução bidimensional da detonação se condiciona intrinseca-

mente à função de forma elipsoidal da frente de choque. Existe, portanto, uma re-

lação entre os parâmetros de forma da frente de choque, a solução axial e a dimen-

são da carga explosiva. Assim, uma vez calculada a solução axial correspondente a 

uma dada velocidade de detonação, a primeira condição de contorno se estabelece 
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através de uma relação entre a curvatura axial e os parâmetros de forma 𝛼 e 𝛽 da 

frente de choque, tal que 

𝛽 = (
2𝛼

𝜅𝑎𝑥𝑖𝑠
)
1/2

 (8.60) 

onde 𝜅𝑎𝑥𝑖𝑠 é a curvatura axial cilíndrica obtida como parte da solução axial do pro-

blema. Esta relação é uma condição necessária para uma correta dependência en-

tre os parâmetros de forma e a curvatura axial. 

Por outro lado, a condição de contorno na borda da carga explosiva se com-

plementa em termos do ângulo de choque, onde o fluxo posterior ao choque deve 

ser exatamente sônico para o caso de detonações não-confinadas (Cartwright, 

2016). Tal relação vem dada pela equação (8.3). Entretanto, para uma dada solução 

axial, inumeráveis soluções que cumprem esta condição sônica podem ser encon-

tradas, originando uma infinidade de diferentes raios de carga. Portanto, uma con-

dição adicional relacionando o raio do explosivo em termos dos parâmetros de 

forma do choque deve ser estabelecida.  

Desta forma, para um dado jogo de parâmetros de forma, se espera encontrar 

uma dimensão radial de carga 𝑅, necessariamente menor ou igual que o semieixo 

maior da elipse 𝑅𝑚𝑎𝑥 = 𝛽. Esta proporção pode ser representada por uma simples 

relação do tipo 

𝑅

𝑅𝑚𝑎𝑥
= 𝑓𝑛 (8.61) 

onde 𝑓𝑛 é uma expressão relacionada ao grau de não-idealidade do explosivo. Igual-

mente à outras relações de proporção de não-idealidade, como 𝐷𝑜/𝐷𝐶𝐽 ou 𝜆, 𝑅/𝑅𝑚𝑎𝑥 

também deve apresentar um comportamento similar. De tal premissa, se especula 

que 𝑓𝑛 deve ser uma função proporcional a 

𝑓𝑛 ~𝑓 (𝜆𝐶𝐽,
𝐷𝑜
𝐷𝐶𝐽

,
𝑃

𝑃𝑟𝑒𝑓
, … ) 

Por outro lado, no caso limite quando a velocidade de detonação se aproxima 

da ideal e, consequentemente, o progresso da reação se aproxima a 𝜆 = 1, a função 

𝑓𝑛 deve tender a 1. É conveniente, ademais, que 𝜆 se comporte com a mesma ciné-

tica que na equação da taxa de reação (6.79), ou seja, (1 − 𝜆)𝑚. Portanto, se define 

a função dimensional do raio do explosivo como 

𝑓𝑛  = 1 − 𝑓𝑎√(1 − 𝜆𝐶𝐽)
𝑚 𝐷𝑜
𝐷𝐶𝐽

 (8.62) 

onde 𝜆𝐶𝐽 representa o progresso da reação no eixo; 𝑚 é um dos parâmetros da taxa 

de reação; 𝐷𝑜, 𝐷𝐶𝐽 são as velocidades de detonação estacionaria e ideal; 𝑓𝑎 é uma 

função dependente da pressão e do coeficiente adiabático, definida como 

𝑓𝑎 =
1

𝛾
[1 + (

𝑃

𝜌𝑜𝐷𝑜2
)

1
𝑚
] (8.63) 
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onde o coeficiente adiabático 𝛾 vem dado por 𝛾 = 𝑐2𝜌/𝑃 e a pressão de referência, 

𝑃𝑟𝑒𝑓 = 𝜌𝑜𝐷𝑜
2; 𝑃 é a pressão axial no lócus sônico. 

 

 
 

Figura 21: Estrutura elipsoidal da frente de choque não-confinada em 

conjunto com o lócus sônico. Observa-se a proporão entre o raio 𝑅 e o 

raio máximo, 𝑅𝑚𝑎𝑥. 

 

Assim sendo, tanto o raio da carga 𝑅 quanto a velocidade de detonação esta-

cionaria 𝐷𝑜 podem ser relacionadas com os parâmetros de forma da frente de cho-

que ao combinar as equações (8.61), (8.62) e (8.63) 

𝑅 = 𝑅𝑚𝑎𝑥 [1 − 𝑓𝑎√(1 − 𝜆𝐶𝐽)
𝑚 𝐷𝑜
𝐷𝐶𝐽

] (8.64) 

A partir da equação (8.64), pode-se observar que a dimensão radial da carga 

𝑅 aumenta quando 𝐷𝑜 e 𝜆𝐶𝐽 aumentam. No caso limite de uma detonação ideal, 𝜆 →

1 e 𝐷𝑜 → 𝐷𝐶𝐽, tem-se que 𝑅 → 𝑅𝑚𝑎𝑥. Este comportamento está alinhado com as ob-

servações de Sharpe & Braithwaite (2005) relativas a que quando a velocidade de 

detonação se incrementa, a frente de choque sempre se torna mais plana no eixo. 

 Portanto, o procedimento de cálculo consiste em determinar a dimensão ra-

dial (ou diâmetro) correspondente a uma dada velocidade de detonação não confi-

nada e um jogo de parâmetros da taxa de reação. Primeiramente se obtém a solução 

axial através do modelo Q1D (Sharpe & Braithwaite, 2005), com o qual se permite 

conhecer toda a estrutura da solução ao longo da linha de fluxo axial (𝑟 = 0). Entre 

outras informações, a solução axial permite relacionar os parâmetros de forma da 

frente de choque 𝛼 e 𝛽 com a curvatura axial 𝜅𝑎𝑥𝑖𝑠 através da equação (8.60). Uma 

vez que 𝑅𝑚𝑎𝑥 = 𝛽, o raio da carga 𝑅 também se pode escrever em função dos parâ-

metros de forma. Logo, o modelo proposto Q1D EA requer calcular o parâmetro de 

forma do choque 𝛼 (uma vez que 𝛽 pode ser escrito em função de 𝛼 e 𝑅, em função 

de 𝛽), de tal forma que o ângulo de choque na borda da carga 𝑅 seja exatamente 

sônica, como definida na equação (8.3). 
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8.4 Efeito do Confinamento 
 

Alguns modelos bidimensionais de detonação não-ideal, como o DSD ou SSA, com-

binam as deflexões das linhas de fluxo ao longo da frente de choque com as análises 

de choque polarizados para calcular o diâmetro da carga correspondente a uma 

dada velocidade de detonação. Entretanto, estes modelos não são capazes de en-

contrar soluções satisfatórias para casos complexos de acople “explosivo-inerte”, 

onde, por exemplo, a velocidade acústica do material inerte é superior ao da deto-

nação. Ainda que para condições de forte confinamento estes modelos conseguem 

produzir soluções coerentes com observações numéricas e experimentais – quanto 

aos raios e velocidades de detonação confinadas –, normalmente a forma da frente 

de choque diferem consideravelmente. Estas diferenças podem ser explicadas, em 

parte, devido às limitações intrínsecas ou simplificações adotadas no desenvolvi-

mento do modelo matemático. 

 Sharpe & Braithwaite (2005) observaram que as velocidades de detonação e 

o correspondente raio de curvatura oriundas das soluções axiais de detonações es-

tacionarias não-ideais confinadas e não-confinadas se acomodam perfeitamente em 

uma única curva. Este comportamento é apresentado em detalhe na seção 9.1.1. 

Observa-se, pois, a existência de uma solução axial não-confinada equivalente para 

toda solução axial de uma detonação confinada. Utilizando esta premissa, dada 

uma velocidade de detonação, se procede a encontrar a solução não-confinada equi-

valente através do método exposto na seção anterior e, como resultado, os parâme-

tros de forma da frente de choque e o diâmetro da carga não-confinada equivalente, 

entre outros parâmetros como a pressão de detonação, velocidade de partícula e 

volume específico, entre outros. Uma vez conhecida a solução axial do problema, se 

estima o efeito do confinamento através das propriedades do material confinante, 

em referência aos parâmetros da detonação. 

 A estratégia adotada no presente trabalho se baseia nas ideias propostas 

inicialmente por Eyring et al. (1949) e continuadas por Souers et al. (2004). Eyring 

et al. (1949) foi um dos pioneiros no estudo do efeito do confinamento nas detona-

ções de cargas cilíndricas, propondo, entre outras coisas, a representação da velo-

cidade de detonação estacionaria em função do inverso do raio da carga cilíndrica. 

Bem como afirmam Souers et al. (2004), este tipo de descrição gráfica se tornou 

estândar na representação do “efeito-diâmetro”, uma vez que permite incluir a ve-

locidade de detonação ideal na origem do eixo da abcissa, 1/𝑅∞ → 0. Souers et al. 

(2004) justificam o uso dos modelos baseados no inverso do raio através do compor-

tamento energético da detonação. Segundo sua teoria (Zeldovich & Kompaneets, 

1960; Zeldovich & Raizer, 1967), no estado de detonação Chapman-Jouguet, uma 

parte da energia, 𝐸𝑐, desenvolvida sob a isentrópica P-V é usada para comprimir a 

porção sólida do explosivo, gerando uma energia cinética devido à massa em movi-

mento. A outra porção restante da energia presente na expansão isentrópica, mais 

a energia química do material, 𝐸𝑜, seria a responsável pelo suporte à velocidade da 

onda de choque do explosivo. Logo, a energia de detonação – obtida como a soma 

de ambas energias – tende a aumentar à medida que o raio da carga explosiva 

aumenta assintotamente a um valor máximo, quando o progresso da reação 𝜆 se 

aproxima à sua completação (𝜆 → 1). Devido à esta perda lateral de energia, uma 

série de relações proporcionais ao progresso da reação 𝜆 podem ser estabelecidas 

entre os distintos parâmetros da detonação (Price & Ghee, 2009), tal que 
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𝜆 ≈
𝐸𝑜
 𝐸𝐶𝐽

≈
𝑃

 𝑃𝐶𝐽
≈ (

𝐷𝑜
 𝐷𝐶𝐽

)

2

 (8.65) 

onde 𝐸𝐶𝐽, 𝑃𝐶𝐽 e 𝐷𝐶𝐽 são a energia total, pressão de detonação ideal e velocidade de 

detonação ideal associados a um raio infinito (ou oriundo de cálculos termodinâmi-

cos) enquanto 𝐸𝑜, 𝑃 e 𝐷𝑜 são a energia, pressão e velocidade de detonação resultan-

tes de um raio 𝑅. Como resultado, uma relação de proporcionalidade entre estas 

propriedades e os correspondentes raios pode ser estabelecida    

(
𝐸𝑜
 𝐸𝐶𝐽

)

1/2

=
𝐷𝑜
𝐷𝐶𝐽

=
𝑅 − 𝑅𝑒
𝑅

 (8.66) 

A variável 𝑅𝑒, presente na equação (8.66), representa, ou pelo menos tenta 

quantificar, a perda lateral de energia devido à geometria cilíndrica da carga. Se-

gundo (Souers, et al., 2004), tal termo se relaciona com a longitude da zona de 

condução da detonação e o movimento das paredes do material confinante. A equa-

ção (8.66) é capaz de representar o efeito-diâmetro de forma eficiente, tanto para 

detonações não-confinadas como confinadas. Reescrevendo-a em sua forma mais 

usual, obtemos 

𝐷𝑜
𝐷𝐶𝐽

= 1 −
𝑅𝑒
𝑅

 (8.67) 

sendo 𝑅 o raio da carga correspondente à 𝐷𝑜. 

 

 
Figura 22: Esquema geométrico do efeito confinante, eviden-

ciando as relações de raios e velocidades constantes (Souers, 

et al., 2004). 

 

Uma simples análise do comportamento resultante das curvas de detonações 

não-confinadas e confinadas revela que para um dado diâmetro, o aumento do con-

finamento tende a aumentar a velocidade de detonação quando comparado com o 
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mesmo diâmetro não-confinado. De forma similar, para uma dada velocidade de 

detonação, o aumento do confinamento tende a permitir o auto-suporte da detona-

ção em diâmetro de carga inferiores ao seu equivalente não-confinado. Em outras 

palavras, uma vez conhecidas as curvas não-confinadas e confinadas, se permite 

realizar uma comparação do efeito confinante através da ótica do diâmetro cons-

tante ou velocidade constante. A Figura 22 representa curvas esquemáticas e as 

relações geométricas consequentes.  
No presente trabalho, a curva não-confinada é obtida diretamente através 

do método descrito na seção anterior. Por outro lado, como também observado, a 
solução axial estacionaria resultante de uma determinada velocidade de detonação 

comparte as mesmas propriedades axiais da mesma velocidade de detonação con-

finada. Este comportamento sugere que a análise mais natural no método desen-
volvido neste trabalho se realize em base a velocidade constante. Assim, para o 

caso de velocidade constante, 𝐷𝑜 = 𝐷𝑜(𝑢) = 𝐷𝑜(𝑐), a equação (8.67) se aplicaria para 

ambas situações, confinada e não-confinada, tal que 

𝐷𝑜 = 𝐷𝐶𝐽 (1 −
𝑅𝑒(𝑢)

𝑅𝑢
) = 𝐷𝐶𝐽 (1 −

𝑅𝑒(𝑐)

𝑅𝑐
) (8.68) 

onde 𝑅𝑢 e 𝑅𝑐 é o raio não-confinado e confinado, respectivamente; os sub-índices u 

e c correspondem às condições não-confinadas e confinadas. Esta relação resulta 

rapidamente em que 

𝑅𝑒(𝑢)

𝑅𝑒(𝑐)
=
𝑅𝑢
𝑅𝑐

 (8.69) 

que, ao escrever os raios em sua forma inversa, chamando-as de y, podemos 

𝑅𝑒(𝑢)

𝑅𝑒(𝑐)
=
𝑦𝑐
𝑦𝑢
≥ 1 (8.70) 

Evidentemente, entre um estado não-confinado e confinado, diferentes com-

portamentos para 𝑅𝑒 são esperados. Portanto, uma vez que se conheça o estado de 

detonação não-confinado, o estado confinado equivalente dependeria diretamente 

do efeito confinante exercido pelo material inerte circundante, que seria o mesmo 

que 

𝑦𝑐 =
𝑅𝑒(𝑢)

𝑅𝑒(𝑐)
𝑦𝑢 (8.71) 

 Espera-se que o comportamento do fator de confinamento  𝑓𝑐 = 𝑅𝑒(𝑢)/𝑅𝑒(𝑐) 

seja proporcional tanto às propriedades constitutivas do material (propriedades 

elásticas, equações de choque de Hugoniot, etc.) quanto à espessura do material 

circundante. No caso de detonações de cargas explosivas em desmontes de rocha, 

esse confinamento é considerado infinito, devido ao volume de rocha envolvido. 

Com o intuito de incluir o efeito do confinamento no ajuste da curvatura axial das 

detonações, tanto Esen (2008) como Cunningham et al. (2006), trataram de 
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relacionar propriedades relativas entre os materiais envolvidos. Esen (2008), à 

falta de uma solução analítica para descrever o efeito do confinamento, aplicou uma 

aproximação proposta por Braithwaite (2003) para ajustar o raio de curvatura 

axial através da relação de impedâncias entre o explosivo e material inerte 

𝑅𝑠𝑐
𝑅𝑠𝑢

= 1 +
𝜌𝑟𝐶𝑝

𝜌𝑜𝐷𝑐
 (8.72) 

onde 𝑅𝑠𝑐 e 𝑅𝑠𝑢 são os raios de curvatura axial confinada e não-confinada, respecti-

vamente; 𝐶𝑝 é a velocidade sísmica da rocha; 𝐷𝑐 é a velocidade de detonação confi-

nada do explosivo; 𝜌𝑟 e 𝜌𝑜 são as densidades da rocha e explosivo, respectivamente. 

Assim, dada a característica acoplada do fenômeno, procurou-se estabelecer 

uma expressão adimensional simples que relacionasse tanto as propriedades elás-

ticas do material inerte como as propriedades de detonação, de tal modo que 

𝑅𝑒(𝑢)

𝑅𝑒(𝑐)
=
𝑅𝑢
𝑅𝑐
 ~ 𝑓𝑐(𝐷𝑜 , 𝜌𝑜 , 𝐶𝑐, 𝜌𝑐 , … ) 

Assumindo que existe uma proporcionalidade entre as propriedades dos ma-

teriais envolvidos e a relação entre os diâmetros das cargas confinadas e não-con-

finadas, combinam-se as equações (8.71) e (8.72), incluindo um expoente relacio-

nado com a relação de velocidades acústicas e de detonação, de tal modo que   

 𝑓𝑐 = [1 +
𝜌𝑐𝐶𝑐
𝜌𝑜𝐷𝑜

]

𝐶𝑐
𝐷𝑜

 (8.73) 

onde 𝜌𝑐 e 𝐶𝑐 são a densidade e velocidade acústica do material confinante; 𝜌𝑜 e 𝐷𝑜 

são a densidade e velocidade de detonação estacionaria do explosivo. Esta equação 

responde ao caso de confinamento de espessura infinita. Entretanto, sabe-se que a 

espessura do material confinante é igualmente importante para a conformação da 

detonação. Assim, com o intuito de modelar este efeito, propõe-se a inclusão de um 

fator de espessura 𝑓𝑒 relativa ao material confinante ao explosivo. No presente tra-

balho, este fator é definido como uma distribuição acumulada de Weibull 

 𝑓𝑒 = 1 − exp (−
𝛿

𝛿𝑐
) (8.74) 

onde 𝛿 é a espessura do material confinante e 𝛿𝑐 é a espessura crítica, a partir do 

qual não se observa uma maior influência da espessura do material confinante. O 

comportamento limite do fator de espessura deve necessariamente cumprir as con-

dições de contorno do problema, ou seja, para o caso de uma espessura desprezível 

𝛿 → 0 e confinamento infinito, 𝛿 → ∞. Assim que os limites correspondentes são 

 

lim
𝛿→0

(1 − exp (−
𝛿

𝛿𝑐
)) = 0 

 

lim
𝛿→∞

(1 − exp (−
𝛿

𝛿𝑐
)) = 1 
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O que confirma um correto comportamento limite. 

 

 
Figura 23: Representação simplificada do confinamento subsônico, 

𝐷𝑜 > 𝐶𝑐, baseado em Sellers (2007). 

 

 
Figura 24: Representação simplificada do confinamento supersônico, 

𝐷𝑜 < 𝐶𝑐, baseado em Sellers (2007). 

 

 Uma vez estruturada o fator de espessura, necessita-se estimar a espessura 

crítica 𝛿𝑐. Tal espessura é definida por Sellers (2007) como a metade da longitude 

entre a frente de choque e o lócus sônico. Entretanto, o presente trabalho adota um 

tratamento similar ao de Souers et al. (2004) e Knepper et al. (2012), onde se con-

sideram o tempo de propagação das ondas incidentes e refletidas dentro do mate-

rial inerte (Figura 23). Ao assumir que o tempo necessário para que a onda indu-

zida ao material inerte atravesse a interface explosivo/inerte e retorne justo ao fi-

nal da DDZ venha dado por aproximadamente por 

 𝑡𝑐 =
2𝛿𝑐
𝑈𝑠

≈
3/2𝛿𝑐
𝐶𝑐

=
𝑛𝐶𝐽
𝐷𝑜

 (8.75) 

onde  𝑡𝑐 é o tempo de propagação crítico e 𝑈𝑠 a velocidade do choque no material 

inerte. Aqui se assume que o cálculo pode ser aproximado pela velocidade acústica 

𝐶𝑐 do material confinante, compensada por uma redução artificial de 1/4 da espes-

sura devido a deflexão da interface explosivo-inerte. Logo, a espessura crítica 𝛿𝑐 do 

material confinante se obtém diretamente como 
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𝛿𝑐 = 𝑛𝐶𝐽 (
2𝐶𝑐
3𝐷𝑜

) (8.76) 

onde 𝑛𝐶𝐽 é a longitude da zona de condução da detonação. Portanto, a forma do 

fator de confinamento  𝑓𝑐 – resultado da combinação das equações (8.73) e (8.74) –, 

vem dada por 

 𝑓𝑐 = {1 +
𝜌𝑐𝐶𝑐
𝜌𝑜𝐷𝑜

[1 − exp (−
𝛿

𝛿𝑐
)]}

𝐶𝑐
𝐷𝑜

 (8.77) 

onde 𝛿𝑐 é o resultado da equação (8.76). 

O fator de confinamento (8.77) incorpora importantes parâmetros que afe-

tam as feições da detonação confinada. Sellers (2007) observou a importância dos 

parâmetros elásticos do material confinante e seu efeito na velocidade de detonação 

confinada. Outra importante feição se refere ao comportamento do fator de confi-

namento nos contornos do problema. Como esperado, quando a espessura do ma-

terial inerte confinante é zero, o fator de confinamento se comporta como uma de-

tonação não-confinada, ou seja,  𝑓𝑐 = 1. Por outro lado, quando a espessura é sufi-

cientemente grande em relação à espessura crítica, a equação se reduz à condição 

de confinamento infinito, definida pela equação (8.73). 

Entretanto, diferentes comportamentos ocorrem em função das proprieda-

des dos materiais envolvidos. Neste sentido, entre os diversos efeitos que o material 

confinante exerce ao estado de detonação, estão os casos de acople subsônico 

𝐷𝑜/𝐶𝑐 > 1 e supersônico, 𝐷𝑜/𝐶𝑐 < 1. O primeiro caso, representado na Figura 23, 

englobam as condições mais conhecidas quanto ao estudo e modelagem das deto-

nações estacionarias confinadas (Sharpe, et al., 2009; Aslam & Bdzil, 2002; Short 

& Quirk, 2018). Neste tipo de interação, a solução de acoplamento se encontra na 

porção superior no diagrama de choque polarizado, a altas pressões, onde a deto-

nação induz uma onda de choque obliquo no material inerte. Por outro lado, quando 

a velocidade acústica 𝐶𝑐 do material inerte é superior a velocidade de detonação do 

explosivo, 𝐷𝑜, como representado na Figura 24, a onda acústica propaga-se mais 

rapidamente que o próprio choque, deformando o material confinante imediata-

mente à frente da onda de choque, comprimindo uma porção do material não-rea-

gido do explosivo. Na realidade, esse fenômeno é bastante complexo, e envolve com-

portamentos que se encontram atualmente em estudo (Sellers, 2007; Sharpe et al., 

2009; Schoch et al., 2013; Croft, 2017, Short & Quirk, 2018). 

Para o caso supersônico, Schoch et al. (2013) observaram que o aumento da 

energia transportada através do material inerte afrente da frente de detonação 

permite o auto-suporte de menores velocidades de detonação em pequenos diâme-

tros. Este efeito é notável nas curvas do efeito-diâmetro quando comparados com 

os casos subsônicos. Sharpe & Bdzil (2006) desenvolveram uma teoria para o fluxo 

estacionário ao longo da interface explosivo/inerte, onde tanto a espessura confi-

nante relativa à longitude da DDZ quanto a magnitude da diferença entre a velo-

cidade de detonação e velocidade acústica do material inerte contribuem de forma 

fundamental ao comportamento resultante do fenômeno. Uma conclusão latente 

desta teoria foi a observação que o aumento da magnitude do ângulo de deflexão 
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do inerte à frente da onda de choque da detonação é proporcional à espessura do 

material inerte e a diferença entre 𝐶𝑐 e 𝐷𝑜 (Short & Quirk, 2018). 

O presente modelo, Q1D EA, incorpora o comportamento da espessura do 

material confinante em função da dimensão da DDZ, estando em linha com as ob-

servações de Sharpe & Bdzil (2006). Por outro lado, ao assumir a existência do 

efeito compressivo no explosivo não-reagido à frente da onda de choque, espera-se 

encontrar um aumento instantâneo artificial da impedância do explosivo, propor-

cional tanto à razão entre as velocidades acústicas e de detonação como suas dife-

renças. Assim, chamando 𝑧𝑒 = 𝜌𝑜𝐷𝑜, simplifica-se o problema do acople supersônico 

assumindo a deformação relativa sofrida pelo material inerte, comprimindo o ex-

plosivo a frente do choque, através 

𝑧𝑒
∗ =

{
 
 

 
 
𝑧𝑒 (

𝐶𝑐
𝐷𝑜
)

3
2
+
𝐷𝑜
𝐶𝑐
(1 +

𝐶𝑐 − 𝐷𝑜
𝐷𝐶𝐽

)

𝐷𝑜
𝐷𝐶𝐽

                   𝑠𝑒 (𝐷𝑜/𝐶𝑐) < 1

𝑧𝑒                                                                        𝑠𝑒 (𝐷𝑜/𝐶𝑐) ≥ 1

 (8.78) 

onde é 𝑧𝑒
∗ é a impedância artificial do explosivo não-reagido devido à compressão 

sofrida pelo mesmo imediatamente afrente da onda de choque. A correção da im-

pedância do explosivo é introduzida no fator de confinamento (8.77) de acordo com 

os casos subsônico e supersônico. Portanto, as variáveis mais significativas, de 

acordo com Sharpe & Bdzil (2006), estão presentes no modelo proposto. 

 Finalmente, o raio confinado 𝑅𝑐, ou equivalentemente o seu inverso 𝑦𝑐, po-

dem ser calculados ao combinar as equações (8.71), (8.76), (8.77) e (8.78). A equação 

resultante vem dada por 

𝑦𝑐 = 𝑦𝑢 {1 +
𝜌𝑐𝐶𝑐
𝑧𝑒∗

[1 − exp (−
𝛿

𝛿𝑐
)]}

𝐶𝑐
𝐷𝑜

 (8.79) 

 

8.5 Estimação do Lócus Sônico 
 

Simulações numéricas diretas (DNS) demonstram que a forma do lócus sônico di-

fere consideravelmente quando comparadas aos resultados obtidos a partir de de-

tonações confinadas e não-confinadas (Sharpe & Braithwaite, 2005). Para o caso 

não-confinado, sua forma é complexa, envolvendo distintos comportamentos depen-

dendo do diâmetro da carga, curvatura da frente de choque e longitude da zona de 

condução da detonação (DDZ). Diferentes mínimos relativos podem ser observados 

em função de como se combinam estes distintos elementos geométricos. Por outro 

lado, para o caso confinado, o comportamento do lócus sônico parece ser mais sim-

ples, com o mínimo relativo localizado no eixo da carga, coincidindo com a longitude 

da DDZ, e curvando-se levemente em direção à frente de choque. 

A estratégia adotada neste trabalho consiste em descrever o lócus sônico em 

função da solução axial, forma da frente de choque, grau de confinamento e uma 

função que relaciona as diferenças relativas entre a frente de choque e o lócus sô-

nico. A reação termoquímica se inicia imediatamente ao passo da onda de choque, 
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definindo assim o lócus onde (𝜆 = 0). A reação progride ao longo da zona de reação 

de acordo com a taxa de reação, permitindo uma perfilagem entre o choque e o lócus 

sônico. De fato, ao analisar como o progresso da reação se distribui espacialmente 

ao longo da estrutura da detonação, observa-se a existência de um aproximado pa-

ralelismo entre a frente de choque e o progresso da reação. Entretanto, o lócus 

sônico tende a se aproximar à frente de detonação à medida em que ambos lócus 

se aproximam da interface entre o explosivo e material inerte (ou ar, em caso de 

detonações não confinadas). 

 

 

 
Figura 25: Representações típicas dos lócus sônicos para: (a) carga 

não-confinada; e (b) carga confinada. 

  

 A fim de estimar os limites espaciais da DDZ, uma função de forma para o 

lócus sônico 𝑧𝐶𝐽 deve ser definida em base as propriedades principais do problema. 

Neste sentido, a função de forma deve levar em conta o raio da carga, longitude da 

zona de condução da detonação, grau de confinamento e sua espessura, entre ou-

tros. Logo, a seguinte expressão é proposta 

𝑧𝐶𝐽(𝑟) = 𝑛𝐶𝐽 +
𝑧𝑓(𝑟)

 𝑓𝑐
− 𝑓𝑟(𝑟) (8.80) 

onde 𝑧𝑓 é a função de forma da frente de choque, 𝑛𝐶𝐽 é a longitude axial da DDZ, 𝑓𝑐 
é a função de confinamento, dada pela equação (8.77), e 𝑓𝑟 é uma função que rela-

ciona as diferenças relativas entre os lócus sônico e o choque ao longo da direção 
radial, 𝑟. 
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 Para o caso das detonações não-confinadas, a função 𝑓𝑟 deve cumprir com 

duas condições fundamentais: a primeira, que no eixo, a função 𝑓𝑟 deve permitir 

que 𝑧𝐶𝐽(𝑟 = 0) = 𝑛𝐶𝐽, uma vez que  𝑓𝑐 = 1 e 𝑧𝑓(𝑟) = 0. A segunda, que na borda do 
explosivo não-confinado, a função 𝑓𝑟 permita que 𝑧𝐶𝐽(𝑟 = 𝑅) = 𝑧𝑓(𝑟), uma vez que 

𝑓𝑟(𝑟) = 𝑛𝐶𝐽. Por outro lado, para o caso das detonações confinadas, Sharpe & 

Braithwaite (2005) observaram que o mínimo relativo do lócus sônico se encontra 
em geral no eixo da carga. Uma das possíveis razões se deve ao efeito exercido pelo 

confinamento à quantidade de energia necessária para a detonação auto-suportar-

se em um determinado diâmetro. O modelo proposto tenta incorporar este efeito 
através do fator de confinamento (𝑓𝑐 ≥ 1).  

Assim, tanto as propriedades constitutivas do material como sua espessura 

são incorporados. Logo, a seguinte expressão é definida para o caso não-confinado 

𝑓𝑟(𝑟) = 𝑎 { 𝑓𝑐
𝑏𝑓𝑧 [1 − exp(

𝑟

𝑓𝑧|𝑧𝑓(𝑅)|
)] [1 − exp (

𝑅

𝑓𝑧|𝑧𝑓(𝑅)|
)]

−1

}

𝑏𝑓𝑧

 (8.81) 

onde 𝑅 é o raio não-confinado (ou não-confinado equivalente, para o caso de deto-

nações confinadas); 𝑎 e 𝑏 são parâmetros de forma. A escolha desses parâmetros é 

de fundamental importância para o controle da forma do lócus sônico. Neste traba-

lho, o valor de 𝑎 se assume ser uma constante, 𝑎 = 𝑛𝐶𝐽, e 𝑏 vem dado por 

𝑏 =
𝛽

2𝛼
𝑓𝑛 (8.82) 

onde 𝑓𝑛 é uma expressão que incorpora o grau de não-idealidade da detonação dada 

pela equação (8.62) e 𝑓𝑧, um fator que relaciona a posição 𝑛𝐶𝐽 no eixo (𝑟 = 0) com a 

posição 𝑧𝑓 na posição do raio não-confinado (ou não-confinado equivalente) da carga 
explosiva (𝑟 = 𝑅). Quando a posição do lócus sônico está localizada em um menor 

mínimo em comparação à borda da carga não-confinada, ou seja, 𝑛𝐶𝐽 < 𝑧𝑓(𝑅), o va-

lor 𝑓𝑧 de assume 

𝑓𝑧 = |
𝑛𝐶𝐽
𝑧𝑓(𝑅)

| (8.83) 

Caso contrário, 𝑓𝑧 = 1. 

 

8.6 Expansão Isentrópica 
 

A modelagem da expansão dos gases de reação adotada para o modelo Q1D EA é a 

mesma escolhida por Esen (2004, 2005, 2008) para o código DeNE.  

A partir da primeira lei da termodinâmica, obtém-se que a variação de ener-

gia interna 𝑑𝐸 é igual ao calor 𝑄 trocado com o meio menos o trabalho 𝑃𝑑𝑉 realizado 

pelo gás, tal que 

𝑑𝐸 = 𝑄 − 𝑃𝑑𝑉 (8.84) 

que, ao assumir que o sistema se encontra termicamente isolado, tem-se 𝑄 = 0. 

Ademais, uma vez que a variação de energia interna pode ser representada como 



Modelo Q1D EA 

123 

 

a capacidade calorifica à volume constante pela variação de temperatura, 𝑑𝐸 =
𝐶𝑉𝑑𝑇, pode-se escrever a equação (8.84) como 

𝑑𝑇 = −
𝑃

𝐶𝑉
𝑑𝑉 (8.85) 

onde 𝐶𝑉 é a capacidade calorifica à volume constante e 𝑑𝑇 é a variação infinitesimal 

de temperatura. 

Por outro lado, dado que  𝑑(𝑃𝑉) = 𝑃𝑑𝑉 + 𝑉𝑑𝑃 = 𝑛𝑅𝑑𝑇, onde 𝑛 é o número de 

mols e 𝑅 a constante universal dos gases, tem-se, ao combinar com a equação (8.85), 

a seguinte relação 

𝑑𝑃

𝑃
= −𝑛𝑅

𝑑𝑉

𝑉
 (8.86) 

onde 𝑛𝑅 = (𝐶𝑃/𝐶𝑉), sendo 𝐶𝑃 a capacidade calorifica à pressão constante. Assu-

mindo que 𝛾 = (𝐶𝑃/𝐶𝑉), tem-se que 

𝑑𝑃

𝑃
= −𝛾

𝑑𝑉

𝑉
 (8.87) 

onde 𝛾 é o coeficiente politrópico gama. 

 Ao integrar ambos lados equação (8.87), e extrair o exponencial, pode-se che-

gar a relação adiabática 𝑃1𝑉1
𝛾
= 𝑃2𝑉2

𝛾
. Finalmente, assumindo que a expansão adi-

abática ocorre a partir do estado CJ, 𝑣𝐶𝐽, até um volume arbitrário 𝑣, tem-se a 

atenuação politrópica (Zukas & Walters, 1998; Fickett & Davis, 2000) 

𝑃 = 𝑃𝐶𝐽 (
𝑣𝐶𝐽
𝑣
)
𝛾𝐶𝐽
∗

 (8.88) 

onde o subíndice CJ se refere aos valores do estado de detonação presentes no lócus 

sônico. 

 Tal como definido na seção 3.2.1, o trabalho realizado durante a expansão 

isentrópica dos gases de detonação se obtém através da integração da pressão em 

relação ao volume específico desde o lócus sônico a um volume arbitrário v, menos 

a energia de compressão do estado inicial ao ponto CJ, tal que 

𝑊𝐸 = −𝐸𝑐 +∫ 𝑃𝑑𝑣
𝑣

𝑣𝐶𝐽

 (8.89) 

onde 𝐸𝑐 é a energia de compressão, calculada através 

𝐸𝑐 =
1

2
𝑃𝐶𝐽(𝑣𝐶𝐽 − 𝑣) (8.90) 

 Logo, realizando a integração da equação (8.88) presente na equação (8.89), 

se obtém a seguinte equação para o trabalho de expansão isentrópica 
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𝑊𝐸 = −𝐸𝑐 +
𝑃𝐶𝐽𝑣𝐶𝐽
𝛾𝐶𝐽
∗ − 1

[1 − (
𝑣𝐶𝐽
𝑣
)
𝛾𝐶𝐽
∗ −1

] (8.91) 

onde 𝑣 é o volume específico final da integração.  

No caso da energia efetiva 𝐸𝑒𝑓, v corresponde ao volume associado à pressão 

de corte ou alívio 𝑃𝑎, calculada de acordo com a secção 7.5 ou fixada à 100 MPa. Por 

outro lado, a energia de choque é definida, em base à Udy & Lownds (1990) e San-

chidrián (1997), como o trabalho realizado entre o ponto CJ e o volume de equilíbrio 

do furo menos a energia de compressão, tal que 

𝐸𝑆 = −𝐸𝑐 +
𝑃𝐶𝐽𝑣𝐶𝐽
𝛾𝐶𝐽
∗ − 1

[1 − (
𝑣𝐶𝐽
𝑉𝑒𝑞
)

𝛾𝐶𝐽
∗ −1

] (8.92) 

onde 𝑉𝑒𝑞 é o volume de equilíbrio do furo, calculada através da equação (7.22). 

 Por outro lado, a energia de movimento, gás ou heave vem definida como 

sendo a energia desenvolvida pelo explosivo entre o volume de equilíbrio 𝑉𝑒𝑞 até o 

momento do escape dos gases de detonação 𝑉𝑒𝑠𝑐 para atmosfera 

𝐸𝐻 =
𝑃𝐶𝐽𝑣𝐶𝐽
𝛾𝐶𝐽
∗ − 1

[(
𝑣𝐶𝐽
 𝑉𝑒𝑞  

)

𝛾𝐶𝐽
∗ −1

− (
𝑣𝐶𝐽
𝑉𝑒𝑠𝑐𝑞

)

𝛾𝐶𝐽
∗ −1

] (8.93) 

onde 𝑉𝑒𝑠𝑐 é calculada através da equação (7.26). 

Portanto, como se pode comprovar, a energia efetiva 𝐸𝑒𝑓 vem ser a soma da 

energia de choque e heave, tal que 

𝐸𝑒𝑓 = 𝐸𝑆 + 𝐸𝐻 = −𝐸𝑐 +
𝑃𝐶𝐽𝑣𝐶𝐽
𝛾𝐶𝐽
∗ − 1

[1 − (
𝑣𝐶𝐽
𝑉𝑒𝑠𝑐

)
𝛾𝐶𝐽
∗ −1

] (8.94) 
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Parte IV – Resultados e Validação 
 

 

9 Resultados 
 

Este capítulo dedicar-se-á a uma completa verificação e análise do modelo de deto-

nação não-ideal proposto, o modelo Q1D EA. Para tanto, estrutura-se um sistemá-

tico processo de comparação entre os resultados obtidos neste trabalho com aqueles 

procedentes de ensaios experimentais, simulações numéricas diretas, como tam-

bém de outros modelos de detonação não-ideais atualmente em uso. Neste sentido, 

distintos tipos de explosivos, diâmetros de carga e condições de confinamento serão 

considerados. No transcurso desta análise, espera-se explorar as capacidades pre-

ditivas do modelo Q1D EA no campo das fenomenologias associadas ao desmonte 

de rochas com explosivos.  

Em uma primeira parte, valorar-se-á a correta implementação do modelo 

uniaxial Q1D em vista aos dados de referência disponíveis no trabalho original de 

Sharpe & Braithwaite (2005). Em seguida, a extensão multidimensional proposta 

nesta tese será contrastada com resultados numéricos diretos e sofisticados mode-

los multidimensionais como o SSA. O objetivo desta primeira fase de validação é a 

certificação da correta desenvoltura do modelo Q1D EA. Numa segunda fase, exa-

minar-se-á a capacidade de calibração dos parâmetros que compõem a expressão 

da taxa de reação através do modelo Q1D EA em base a uma série de dados expe-

rimentais de detonações não-confinadas de diferentes explosivos. O processo de ca-

libração será recorrente aos distintos explosivos usados ao longo deste capítulo, 

uma vez que é imperativo obter uma correta descrição da cinética de reação du-

rante o processo de detonação. Finalmente, estudar-se-á a aplicabilidade do modelo 

Q1D EA em detonações confinadas em distintos materiais. Nesta linha, compara-

ções entre os resultados obtidos com modelo Q1D EA e aqueles provenientes de 

simulações numéricas diretas, modelos de detonação não-ideais, assim como dados 

experimentais, serão analisados com o intuito de estender ao máximo a aplicabili-

dade do modelo no campo dos desmontes de rochas com explosivos. 

 

9.1 Validação do Modelo Q1D EA 
 

Nesta secção, o modelo Q1D EA é validado com inúmeros modelos de detonações 

não-ideais, tais como o DNS (Direct Numerical Simulation), SSA (Straight Stre-

amline Approximation) e Q1D DSD (Detonation Shock Dynamics) publicados por 
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Sharpe & Braithwaite (2005), Watt et al. (2012) e Cartwright (2016). Nesta pri-

meira etapa de validação, o modelo Q1D EA é calculado para os mesmos dados 

oriundos da detonação de um ANFO não-confinado (Sharpe & Braithwaite, 2005), 

onde por um lado se verifica a implementação da solução axial Q1D e, por outro, 

sua ampliação ao caso bidimensional. Uma segunda etapa consiste na verificação 

das soluções bidimensionais para distintos parâmetros e cinéticas de reação apre-

sentadas por Watt et al. (2012) como resultado do modelo SSA em detonações não 

confinadas adimensionais. 

Para o caso do ANFO, a equação de estado considerada é a pseudo-politró-

pica definida pela equação (4.3), que por conveniência, é reproduzida a seguir 

𝐸 =
𝑃

(𝛾∗ − 1)𝜌
− 𝑄𝜆 𝛾∗ = 𝛾0 + 𝛾1

𝜌

𝜌𝑜
+ 𝛾2 (

𝜌

𝜌𝑜
)
2

 

onde 𝜌𝑜 = 800 kg/m3, 𝑄 = 3822 kJ/kg, 𝛾0 = 1.3333, 𝛾1 = 0.36264 e 𝛾2 = 0.076288. A 

taxa de reação adotada vem dada pela equação (6.79) 

𝑊 =
1

𝜏
(1 − 𝜆)𝑚 (

𝑃

𝑃𝑟𝑒𝑓
)

𝑛

 

onde 𝑃𝑟𝑒𝑓 = 1 GPa e os parâmetros 𝑛,𝑚 e 𝜏 são 𝑛 = 1.5, 𝑚 = 1 e 𝜏 = 28 μs (Sharpe 

& Braithwaite, 2005). 

 Por outro lado, para os casos de detonações não-ideais não-confinadas e adi-

mensionais, uma simples equação de estado politrópica, tal como definida pela 

equação (4.1), com o coeficiente politrópico constante 𝛾∗ = 𝛾 = 3 e parâmetros da 

taxa de reação 𝑚 = 0.5 e 𝑛 = 0, 1, 1.7 e 2.0. Ademais, por se tratar de um problema 

adimensional, tem-se que 𝐷𝐶𝐽 = 1 e 𝜌𝑜 = 1. Ver a secção 6.3.6.2 para mais detalhes. 

 

9.1.1  Solução Axial Q1D 

 

A descrição das propriedades que caracterizam o estado de detonação não-ideal 

mais provável de um explosivo requer a resolução de um jogo de equações diferen-

ciais ordinárias, definidas pelas equações (8.50)-(8.54), que descrevem o fluxo rea-

tivo ao longo do eixo da carga explosiva. Trata-se, pois, de um problema conhecido 

como eigenvalue ou de autovalor, onde, para uma dada velocidade de detonação 𝐷, 

existe uma única curvatura 𝜅 como solução, ou vice-versa (ver secção 8.2.4 para 

mais detalhes sobre o método de resolução adotado).  

Uma vez que o modelo axial de detonação não-ideal adotado neste trabalho 

é o Q1D (Sharpe & Braithwaite, 2005), a primeira etapa de validação consiste na 

verificação da própria solução axial. Para tal processo, toma-se como referência os 

resultados publicados por Sharpe & Braithwaite (2005), o qual descreve a solução 

axial completa para um ANFO com 100mm de diâmetro, detonando a uma veloci-

dade de 3,13 km/s (0,652DCJ) e 𝜌𝑜 = 800 kg/m3. A solução do problema permite a 

obtenção dos perfis da pressão, progresso da reação, entre outros parâmetros como 

velocidade de partículas e energia, ao longo do eixo central da carga, 𝑧. Na Figura 

26, por exemplo, é possível verificar que os resultados obtidos através do código 

implementado neste trabalho estão corretos, dada sua ótima correlação com os re-

sultados apresentados por Sharpe & Braithwaite (2005).  
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Figura 26: Perfis axiais: (a) pressão e (b) progresso da reação (𝜆 =
0, não reagido e 𝜆 = 1, completamente reagido) em função da dis-

tância da frente de choque. Linha azul, resultante do modelo Q1D 

implementado neste trabalho; linha negra tracejada, resultante da 

DNS (Sharpe & Braithwaite, 2005). 

 

 
Adicionalmente, a fim de verificar a aplicabilidade do modelo para outras 

configurações, calculam-se os estados de detonação resultantes para outras veloci-
dades de detonação com 𝜌𝑜 = 800 kg/m3. Como resultado, compõe-se todo um es-
pectro de resultados relacionando as velocidades de detonação 𝐷 e seu correspon-
dente raio axial de curvatura 𝑅𝑠𝑢, uma vez que o raio axial de curvatura pode ser 
relacionado com a curvatura 𝜅 através 𝑅𝑠𝑢 = 2/𝜅. Ao comparar-se com os resulta-
dos obtidos por Sharpe & Braithwaite (2005), representados na Figura 27, verifica-
se mais uma vez a correta implementação do modelo Q1D. A Tabela 25 apresenta 
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os resultados referentes aos lócus sônicos correspondentes a várias velocidades de 
detonação. Pode-se observar que, à medida que a velocidade de detonação experi-
mental 𝐷 se aproxima da velocidade de detonação ideal 𝐷𝐶𝐽, o progresso da reação  
𝜆 se aproxima a 1, como esperado. 

 

 
Figura 27: Campo de soluções axiais entre as velocidades de deto-

nação versus raio de curvatura axial do choque. Os círculos são pon-

tos oriundos de DNS (Sharpe & Braithwaite, 2005), e a linha sólida, 

resultados do modelo Q1D implementado neste trabalho. 

 

 
Tabela 25.  Lócus sônicos resultantes para diversas veloci-

dades de detonação de um ANFO com 𝜌𝑜 = 800 kg/m3. 

D (km/h) P (GPa) 𝜆 z (mm) Rsu (mm) 

1920 0,74 0,38 -14,25 73,7 

2400 1,17 0,53 -14,52 86,8 

2880 1,70 0,67 -14,90 108,8 

3120 2,00 0,73 -15,17 125,7 

3240 2,16 0,76 -15,34 136,5 

3360 2,33 0,79 -15,53 149,3 

3480 2,51 0,81 -15,76 164,9 

3600 2,69 0,84 -16,04 184,1 

3720 2,88 0,86 -16,37 208,2 

3840 3,07 0,88 -16,77 239,2 

3960 3,27 0,90 -17,28 280,2 

4080 3,48 0,92 -17,92 336,9 

4200 3,70 0,94 -18,75 419,2 

4320 3,92 0,95 -19,86 548,5 

4440 4,15 0,97 -21,46 775,9 

4560 4,39 0,98 -23,98 1265,1 
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9.1.2  Solução bidimensional 

 

Outro importante aspecto do modelo é a verificação da sua capacidade em repre-

sentar as geometrias envolvidas na descrição dos lócus sônico e de choque. Sharpe 

& Braithwaite (2005) apresentaram as formas geométricas provenientes de simu-

lações numéricas diretas (DNS) de alta-resolução resultantes de um ANFO não-

confinado para três diferentes diâmetros, 100mm, 150mm e 200mm. Estas geome-

trias são usadas como referência para comparar as formas geométricas resultantes 

da aplicação do modelo Q1D EA e sua capacidade de representar a zona de condu-

ção da detonação (DDZ). 

Primeiramente, realizaram-se os cálculos referentes ao caso do ANFO com 

diâmetro de 100mm e velocidade de detonação de 3,13 km/s (0,652DCJ) e 𝜌𝑜 = 800 

kg/m3. A Figura 28 mostra os resultados da construção geométrica da DDZ em 

comparação com o cálculo da DNS de Sharpe e Braithwaite (2005). Uma inspeção 

cuidadosa da borda da carga mostra que o Q1D EA superestimou ligeiramente o 

raio do explosivo (50 mm no DNS e 51,2 mm no Q1D EA). No entanto, Sharpe & 

Braithwaite (2005) observaram que o lócus sônico resultante de suas simulações 

cruzou a interface explosivo/inerte ligeiramente abaixo da frente de choque, indu-

zindo a um fluxo pós-choque ligeiramente subsônico no explosivo. Esse detalhe su-

gere que, no caso de haver um fluxo pós-choque subsônico exato no explosivo, o raio 

do explosivo deveria ser um pouco maior que 50 mm e, assim, estaria mais próximo 

dos resultados obtidos com o modelo Q1D EA. 

 

 
 

Figura 28: Lócus sônico e frente de choque para um ANFO 

(100mm e 𝜌𝑜 = 800 kg/m3). Linhas cinzas (DNS, Sharpe & 

Braithwaite, 2005); Linhas tracejadas azuis (Q1D EA) com lócus 

sônico para 𝑏 = 0.7913; linhas pontilhadas: laranja representa o 

lócus sônico para 𝑏 = 1.0; e verde, o lócus sônico, para 𝑏 = 1.2. 

 

Uma excelente concordância é observada tanto para as frentes de choque 

quanto para predições dos raios dos explosivos, em todos os três diâmetros (Figura 

28 e Figura 29). No entanto, algumas diferenças quanto à predição do lócus sônico 

são evidentes. Estudando primeiramente o caso do diâmetro de 100mm, três pos-

síveis lócus sônicos são apresentados. Obviamente, o valor de 𝑏 = 0.7913, o qual foi 

estimado pela equação (6.81), parece ser a que melhor representa o resultado da 

DNS. Os outros valores 𝑏 = 1.0 e 1.2 são apresentados com o intuito de ilustrar o 

comportamento matemático da equação (6.82). Em todas as simulações, o valor de 
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𝑎 é assumido constante e definida como o comprimento axial da DDZ. Por outro 

lado, a predição da longitude da zona de reação axial de Q1D é ligeiramente supe-

rior que a simulada pelo DNS e, portanto, a posição do lócus sônico no eixo da carga 

também é um pouco maior que o DNS. 

A Figura 29 apresenta os lócus sônico e de choque para os diâmetros de 

150mm e 200mm, com velocidades de detonação de 3,73 km/s (0,778DCJ) e 4,02 

km/s (0,837DCJ) respectivamente, em comparação com os resultados apresentados 

por Sharpe & Braithwaite (2005). O comportamento do lócus sônico na borda da 

carga explosiva parece ser qualitativamente bom. Entretanto, algumas discrepân-

cias começam a surgir na região média à medida que o raio da carga se incrementa. 

Este comportamento é uma consequência de assumir um valor constante para 𝑎. 

Portanto, um potencial ponto de melhora do modelo seria permitir a variação do 

valor de 𝑎 em função da posição 𝑟.  
 

 

 
Figura 29: Lócus sônico e frente de choque para um ANFO com 

𝜌𝑜 = 800 kg/m3 e (a) 150mm a (b) 200mm. Linhas cinzas represen-

tam os resultados da DNS (Sharpe & Braithwaite, 2005); linhas 

tracejadas azuis representam os resultados do modelo Q1D EA. 

 

Ainda seguindo os resultados de Sharpe & Braithwaite (2005), representam-

se os lócus sônico e de choque para os diâmetros de 100mm, 150mm e 200mm com 

a origem do sistema de coordenadas alocada no ponto de interseção do choque na 

borda da carga (Figura 30). Sharpe & Braithwaite (2005) notaram que toda a es-

trutura dos lócus suficientemente próximas à borda da carga não são sensíveis ao 

diâmetro do explosivo. O modelo proposto nesta tese (Q1D EA) de fato alcançou um 

comportamento similar na borda da carga explosiva. 

O próximo aspecto a ser analisado é a capacidade de representar o efeito-

diâmetro do explosivo. No caso do ANFO estudado nesta primeira etapa, a Figura 

31 mostra que a curva do efeito-diâmetro calculada com o modelo proposto Q1D EA 

é bastante similar ao obtido com o modelo SSA (Cartwright, 2016), estando ainda 

levemente mais próximo dos resultados da DNS (Sharpe & Braithwaite, 2005; Car-

twright, 2016) para maiores diâmetros. Entretanto, de forma similar ao modelo 
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SSA, o modelo proposto aparentemente subestima o efeito-diâmetro na região do-

minada por pequenos diâmetros (<100mm), uma vez que o resultado da DNS apre-

sentado por Cartwright (2016) nessa região possa ser resultado de uma resolução 

numérica inferior àquela usada por Sharpe & Braithwaite, 2005. 

 

 
 

Figura 30: Lócus sônico e frente de choque para um ANFO com 𝜌𝑜 =
800 kg/m3 e: 100mm e 𝑏 = 0.7913 (linha contínua azul), 150mm e 𝑏 =
1.011 (linha tracejada laranja) e 200mm e 𝑏 = 1.1797 (linha pontilhada 

verde) calculadas com o modelo Q1D EA. A origem do sistema de coorde-

nadas foi alocada na borda da carga explosiva, de forma similar a apre-

sentada por Sharpe & Braithwaite (2005). 

 

 

 
 

Figura 31: Curva do efeito-diâmetro do ANFO (Sharpe & 

Braithwaite, 2005; Cartwright, 2016). A velocidade de deto-

nação ideal CJ é 4800 m/s. A linha contínua azul (Q1D EA), 

linha pontilhada laranja (SSA), linha tracejada verde (Q1D 

DSD) e círculos e triângulos (DNS).  

 

Com o fim de expandir a validação do modelo para várias configurações e 

cinéticas de reação distintas, aplica-se a equação de estado politrópica com 𝛾 = 3 

em detonações genéricas não-confinadas e adimensionais, tal como descrito na 
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secção 6.3.6.2. Os cálculos foram realizados para 𝑚 = 0.5 e vários valores de 𝑛 (ver 

Tabela 23), e comparados com os resultados publicados por Watt et al. (2012). Como 

se pode apreciar nas Figura 32(a) e Figura 32(b), as predições das curvas do efeito-

diâmetro para 𝑛 = 0 e 𝑛 = 1 concordam muito bem com os cálculos realizados com 

o DNS. Este é um ótimo sinal, já que os casos mais graves de detonações não-ideais 

dependem pouco do seu estado (Watt, et al., 2012). Em comparação com o modelo 

SSA, o modelo Q1D EA parece melhorar a curva do efeito-diâmetro para diâmetros 

maiores, enquanto é praticamente equivalente para os menores para 𝑛 = 0 e ligei-

ramente maiores para 𝑛 = 1. 

 

 
 

Figura 32: Curvas do efeito-diâmetro para cargas de geometria cilíndricas. Linha 

contínua azul (Q1D EA), linhas pontilhadas laranjas (SSA), linha tracejaras verdes 

(Q1D DSD) e círculos (DNS). 

 

Analisando os resultados para valores mais altos de 𝑛, o modelo Q1D EA 

apresenta melhorias notáveis sobre os modelos Q1D DSD e SSA, especialmente 

para o caso de 𝑛 = 1.7, como pode ser visto na Figura 32(c). Excelentes predições 

puderam ser alcançadas para todos os diâmetros, grandes e pequenos. Neste caso, 

o diâmetro crítico previsto pelo modelo Q1D EA é um pouco menor do que o previsto 
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pelo modelo SSA de Watt et al. (2012), embora a curva obtida com DNS pareça 

predizer o diâmetro crítico ainda menor. No entanto, para o caso de 𝑛 = 2, o modelo 

Q1D EA prediz bem os diâmetros compreendidos na região média-grande enquanto 

superestima o diâmetro crítico, quando comparado com os resultados obtidos atra-

vés da DNS (Watt, et al., 2012). Neste caso, o modelo SSA prevê melhor o diâmetro 

crítico em comparação com o Q1D EA. Por outro lado, as dimensões de diâmetros 

de maior interesse são os médios-grandes, devido à sua aplicação prática em ope-

rações de mineração, ainda que os diâmetros críticos representem um ramo de es-

tudo de interesse. Supreendentemente, o modelo Q1D EA alcançou interessantes 

resultados em predições de diâmetros médios-grandes, não apenas para 𝑛 = 2, mas 

em todos os outros cenários. 

 

9.2 Calibração dos parâmetros da cinética de reação 
 

Durante o desenvolvimento do modelo Q1D EA, verificou-se interessantes propri-

edades preditivas quanto a sua capacidade de representar as curvas do efeito-diâ-

metro de explosivos não-ideais não confinados. Uma vez que o modelo proposto está 

acoplado ao modelo Q1D (Sharpe & Braithwaite, 2005), quanto a determinação da 

solução axial, é possível calibrar os parâmetros da taxa de reação a partir de um 

conjunto de dados experimentais que relacionem as velocidades de detonações e 

seus correspondentes diâmetros não confinados. Esse processo de calibração é pos-

sível devido à capacidade de estender a solução axial Q1D a um estado multidi-

mensional, introduzida neste trabalho. Como para um dado problema, o modelo 

Q1D EA requer a solução do sistema de equações diferenciais ordinárias uma única 

vez, o tempo de computação necessário para realizar os cálculos durante o processo 

de ajuste experimental é extremamente atrativo. 

 A estratégia de ajuste experimental se baseia na minimização dos resíduos 

resultantes dos quadrados das diferenças entre os inversos dos diâmetros experi-

mentais e calculados. O processo de ajuste se inicia considerando um jogo inicial 

de parâmetros de reação (𝑛,𝑚 e 𝜏), o qual permite gerar uma curva do efeito-diâ-

metro inicial. Consequentemente, os resíduos gerados entre os valores experimen-

tais e calculados podem ser determinados. Logo, a soma de todos os quadrados dos 

resíduos é minimizada ao variar os valores de 𝑛,𝑚 e 𝜏 em um processo de optimi-

zação não-linear. 

 

9.2.1  Ajuste Experimental para um ANFO 

 

A capacidade de ajuste experimental do modelo Q1D EA é ilustrada primeiramente 

para um conjunto de dados experimentais publicados por Kirby et al. (2014) refe-

rentes a um ANFO não confinado com densidade de 800 kg/m3. Realizou-se, pois, o 

ajuste dos parâmetros da taxa de reação 𝑛,𝑚 e 𝜏, presentes na equação (6.79), de 

tal forma que o resíduo fosse mínimo. A velocidade de detonação ideal é tomada 

como aquela apresentada por Sharpe & Braithwaite (2005), ou seja, 𝐷𝐶𝐽 = 4800 

m/s. Os demais parâmetros, como o calor de explosão e os coeficientes que consti-

tuem a função do gama-quadrático são também tomadas de Sharpe & Braithwaite 

(2005). 

Os valores de 𝑛,𝑚 e 𝜏 resultantes do processo de minimização são apresen-

tados na Tabela 26 em conjunto com os valores usados por Sharpe & Braithwaite 
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(2005) em suas simulações numéricas diretas de alta-resolução. Ao analisar os re-

sultados, observa-se que o valor de 𝑚 se incrementou em comparação com Sharpe 

& Braithwaite (2005). Ademais, nota-se que uma dependência de estado mais fraca 

foi necessária para ajustar experimentalmente o modelo, uma vez 𝑛 = 1,78 foi ob-

tido. Cowperthwaite (1994) foi quem primeiramente observou que quando 𝑛 ≥ 1.5 

sempre há um ponto de inflexão da curva do efeito-diâmetro (Watt et al., 2012; 

Cartwright, 2016). A Figura 33 apresenta a curva do efeito-diâmetro resultante do 

modelo Q1D EA juntamente com os dados experimentais (Kirby et al., 2014). Como 

se pode observar, o modelo é capaz de representar de forma fidedigna o comporta-

mento experimental. A presença do ponto de inflexão é evidente, permitindo deter-

minar um diâmetro crítico de 78,8 mm, o qual é, para fins práticos, idêntico ao 

diâmetro mínimo de 79 mm medido experimentalmente. Nota-se, ademais, que à 

medida que os diâmetros aumentam, as velocidades de detonação se aproximam 

da velocidade de detonação ideal, tal como esperado. 

 

 
Figura 33: Curva ajustada do efeito-diâmetro re-

sultante dos dados experimentais do ANFO (Kirby 

et al., 2014). A velocidade de detonação CJ é DCJ = 

4800 m/s. Linha contínua azul (Q1D EA) e círculos 

(valores experimentais). 

 

Tabela 26. Parâmetros de Reação para o ANFO  

Explosivo 
ANFO 

(Kirby et al., 2014) 

ANFO 

(Sharpe & Braithwaite, 2005) 

Densidade inicial 800 kg/m3 800 kg/m3 

DCJ ideal  4800 m/s 4800 m/s 

𝑚 2,19 1,00 

𝑛 1,78 1,50 

𝜏 2,82(-05) 2,80(-05) 
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Figura 34: Superposição dos contornos da DDZ resultante do modelo Q1D 

EA (linhas contínuas brancas) sobre a simulação numérica direta (DNS) 

apresentada por Croft (2017). Resultados para ANFO com D = 3120 m/s. 

 

A estrutura espacial da DDZ resultante do modelo Q1D EA para o ANFO de-

tonando a 3120m/s pode ser apreciada na Figura 34. O resultado se apresenta su-

perposta aos resultados provenientes de sua equivalente simulação numérica di-

reta, obtida de Croft (2017). Para esta velocidade de detonação, a DNS prediz um 

diâmetro de 140mm, enquanto o modelo Q1D EA, 141mm, ou seja, uma diferença 

de apenas 0,71%. Estas pequenas diferenças, incluindo forma e dimensões dos ló-

cus sônico e de choque, podem ser explicadas ao considerar a aplicação de distintas 

equações de estado, taxas de reação e, por suposto, limitações do modelo Q1D EA. 

Entretanto, os resultados apresentam uma excelente capacidade preditiva, repro-

duzindo as dimensões da estrutura da zona de reação do explosivo de forma satis-

fatória. 

 

9.2.2  ANFO confinado em concreto e aço 

 

A capacidade de ajuste experimental do modelo Q1D EA foi ilustrada para o caso 

do ANFO (Kirby et al., 2014) não-confinado. O ajuste experimental sobre os dados 

de detonações não-confinadas é uma etapa necessária para uma correta calibração 

dos parâmetros que compõem a cinética de reação do explosivo. Uma vez calibrada, 

o modelo é capaz de reproduzir os estados de detonações em uma ampla gama de 

diâmetros não-confinados. Entretanto, um maior interesse reside na modelização 

de cargas explosivos confinadas, tais como as que se encontram em desmonte de 

rochas por explosivos. Assim, inferir o efeito do material confinante no desempenho 

de um determinado explosivo permite estabelecer um critério de quantificação do 

seu estado de detonação correspondente. 

   
Tabela 27. Propriedades dos materiais confinantes (Schoch 

et al., 2013; Croft, 2017). 

Parâmetros Densidade Velocidade Sísmica 

Concreto 2340 kg/m3 2235 m/s 

Aço 7840 kg/m3 3670 m/s 
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A aplicação do modelo Q1D EA para as condições de confinamento é estu-

dada primeiramente para os casos do confinamento do ANFO em concreto e aço. 

As propriedades dos materiais são apresentadas na Tabela 27. As curvas confina-

das usadas como referência nesta comparativa são oriundas de simulações numé-

ricas diretas (DNS) obtidas de Croft (2017), que por sua vez faz referência à Schoch 

(2012). 

 

 
 

Figura 35: Curvas do efeito-diâmetro para ANFO não-confinadas e 

confinadas em concreto e aço. Triângulos são dados experimentais 

(Dremin, 1999). Linhas tracejadas com círculos e quadrados são re-

sultados da simulação numérica direta, DNS (Schoch et al., 2013). 

Linhas contínuas são resultados do modelo Q1D EA.  

 

Como se pode observar na Figura 35, as curvas confinadas em concreto e aço 

representam as curvas numéricas de forma razoável. Para o ANFO confinado em 

concreto, o modelo Q1D EA é capaz de representar muito bem os resultados da 

DNS para grandes diâmetros, divergindo quanto ao rango de pequenos diâmetros. 

As diferenças observadas nas velocidades de detonação em pequenos diâmetros, 

como no caso de 50mm, chegam a 9,4%. O erro se reduz à medida em que se incre-

menta o diâmetro, chegando a apenas 3,3% em diâmetros de 100mm, muito utili-

zados em pedreiras e obras públicas. Para o caso do confinamento em aço, observa-

se que as previsões do modelo Q1D EA subestimam as velocidades de detonações 

para grandes diâmetros e superestimam para pequenos. Entretanto, as diferenças 

entre os valores obtidos pela DNS e Q1D EA são pequenos, apresentando erros da 

ordem de 2,6% em diâmetros de 30-33mm e -1,8% em diâmetros de 200-215mm. 

Essas diferenças são aceitáveis ao considerar que o erro experimental dos ensaios 

de medida de velocidade de detonação, em condições reais de aplicação, pode estar 

na ordem de 7,2% (Esen, et al., 2005). 
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Uma das limitações reportadas por Croft (2017) quando da aplicação dos mo-

delos baseados na SSA, combinadas com a teoria dos choques polarizados, é a in-

capacidade de representar o efeito da espessura do material confinante. Para ilus-

trar a capacidade do modelo Q1D EA em descrever o efeito da espessura do confi-

namento, utilizar-se-á as curvas resultantes das DNS apresentadas por Croft 

(2017), resultantes dos trabalhos de Schoch (2012). As curvas resultantes do ANFO 

confinado em aço, em espessuras de 5mm e 30mm, são apresentadas na Figura 36. 

Como se pode observar, os resultados para o caso de 5mm de confinamento são 

excelentes para todo o rango de diâmetros. Para o caso de 30mm, os resultados 

também são excelentes para uma grande gama de diâmetros, subestimando apenas 

uma fração das velocidades de detonação em grandes diâmetros. Um importante 

aspecto dos resultados obtidos para o confinamento de 5mm é o fato deste caracte-

rizar uma condição onde a velocidade acústica do meio, 3670 m/s, é superior que a 

velocidade de detonação do explosivo em uma grande gama de diâmetros. Neste 

caso, não há formação de onda de choque no material confinante, o que caracteriza 

um estado de fluxo supersônico no material inerte. 

 

 
Figura 36: Curvas do efeito-diâmetro para ANFO não-confinadas e 

confinadas em aço com espessuras de 5mm e 30mm. Triângulos são 

dados experimentais (Dremin, 1999). Linhas tracejadas com círculos 

e quadrados são resultados da simulação numérica direta, DNS 

(Croft, 2017). Linhas contínuas são resultados do modelo Q1D EA.  

 

 

9.3 Emulsão em diversos graus de misturas 
 

Uma completa modelização dos estados de detonação ideais e não-ideais de uma 

emulsão apresentada por Sujansky & Noy (2000) será realizada nesta secção. Par-

tindo da composição química da emulsão explosiva – chamada neste trabalho de 
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EM03 –, realizar-se-á uma completa caracterização termodinâmica com o código 

ATLAS-DET, desenvolvido na primeira parte deste trabalho, com o intuito de co-

nhecer a máxima performance teórica do explosivo estudado. Em seguida, em base 

aos dados experimentais das velocidades de detonações não-confinadas realizados 

por Sujansky & Noy (2000), o grau de não-idealidade da emulsão EM03 será inves-

tigada para distintas misturas explosivas através do modelo de detonação não ideal 

Q1D EA. 

 

9.3.1  Emulsão EM03 

 

Buscando um maior controle da repartição das energias de choque e movimento do 

material detonado, Sujansky & Noy (2000) desenvolveram uma emulsão explosiva 

que, quando detonada, produz um volume relativamente grande de gases proveni-

entes dos produtos de detonação, independente da energia efetiva da composição 

explosiva, devido a adição de um agente químico especial (Sujansky & Noy, 2000). 

 

Tabela 28. Formulação da Matrix de Emulsão EM03 (Sujansky & Noy, 2000) 

Componente 
Formulação  

Química 
Composição 

Solução  

Oxidante 

Nitrato de Amônio N2O3H4 73,80% 

Água H2O1 18,40% 

Ácido Acético C2H4O2 0,16% 

Carbonato Sódico CNa2O3 0,04% 

Combustível 
Emulsificante C8H10O3 1,85% 

Parafina C18H38 5,75% 

Balanço de Oxigênio -8,60% 

 

Tabela 29. Ensaios experimentais da Emulsão EM03 (Sujansky & Noy, 2000) 

Emulsão/NSA 100/0 70/30 60/40 50/50 40/60 

𝜌𝑜(g/cm3) 1,12 1,23 1,29 1,33 1,35 

Diâmetros Velocidade de detonação (km/h) 

28mm 4,95 F    

40mm 5,15 4,20 F F F 

70mm 5,40 4,80 4,60 3,80 / 

100mm 5,50 5,00 4,80 4,40 4,40 

152mm 5,65 5,10 5,00 4,60 / 

Diâmetros 

críticos 
>28mm >40mm >50mm >60mm >120mm 

F = falho de detonação 

/  = não examinado 

 

A formulação da matriz da emulsão é apresentada na Tabela 28, assim como 

o balanço de oxigênio correspondente. Esta emulsão foi misturada, em distintas 

proporções, com um agente especial (Nitrato de Sulfato de Amônio, NSA), com o 

intuito de incrementar a capacidade de gerar movimento em desmontes de rocha. 

Partindo de uma composição pura (100/0), fez-se misturas com proporções entre 
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EM03 e NSA de 70/30, 60/40, 50/50 e 40/60, respectivamente. Uma vez definidas 

as misturas, ensaios experimentais foram realizados com o intuito de caracterizar 

as velocidades de detonação não-confinadas (em cartolina) para um conjunto de 

distintos diâmetros, tais como apresentadas na Tabela 29. Igualmente, os ensaios 

realizados por Sujansky & Noy (2000) permitiram a identificação ou indícios sobre 

quais seriam os diâmetros críticos para cada tipo de mistura. 

 

Tabela 30.  Resultados termodinâmicos para Emulsão EM03 

EOS BKW-S 

Emulsão/NSA 100/0 70/30 50/50 

Densidade (kg/m3) 1120 1230 1330 

DCJ (m/s) 6124 6648 7037 

PCJ (GPa) 9,46 11,94 14,15 

T (K) 2142 2272 2320 

Volume de Gases (l/kg) 1013 985 961 

Qd (kJ/kg) 2405 2586 2642 

Qv (kJ/kg) 2523 2705 2758 

Produtos (mol/kg)    

CH4 1,35000 0,01981 0,05375 

CO 0,03363 0,01702 0,00029 

COS 4,20E-18 3,33E-04 3,61E-05 

CO2 3,70469 3,52461 2,49007 

CS2 2,10E-18 5,15E-05 1,06E-06 

H 2,19E-04 2,44E-04 2,54E-05 

H2 0,05081 0,00756 0,00126 

H2O 30,84588 29,18653 28,13109 

H2S 7,34E-18 1,19052 1,09341 

NH3 3,67E-08 1,05070 1,06826 

NO 3,55E-05 3,19E-04 4,44E-04 

NO2 1,92E-05 7,80E-06 6,13E-06 

N2 9,21918 8,75543 8,78774 

N2O 1,03E-05 6,81E-06 5,19E-06 

Na 6,19E-06 5,25E-06 3,56E-06 

NaCN 1,95E-06 1,52E-06 1,23E-06 

NaH 5,20E-06 1,40E-06 1,17E-06 

NaO 1,57E-06 1,34E-06 1,02E-06 

NaOH 0,00753 0,00527 0,00377 

Na2 6,39E-07 5,70E-07 5,63E-07 

OH 5,27E-04 5,49E-05 6,89E-04 

O2 1,42E-04 6,25E-06 1,56E-04 

SO2 4,08E-17 0,22279 1,26280 

C 8,34E-07 5,43E-06 4,97E-06 

Moles Gases (mol/kg) 45,2127 43,9813 42,8938 
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9.3.2  Caracterização Termodinâmica 

 

Uma completa caracterização termodinâmica foi realizada para a emulsão EM03 

pura, seguidas de duas das quatro misturas com Nitrato de Sulfato de Amônio en-

saiadas por Sujansky & Noy (2000). Devido a sua representatividade comercial, as 

misturas 100/0, 70/30 e 50/50 foram selecionadas para este trabalho. As densidades 

das misturas seguem aquelas descritas nos ensaios experimentais de Sujansky & 

Noy (2000), a saber, 1120, 1230 e 1330 kg/m3, para as razões de 100/0, 70/30 e 

50/50, respectivamente. Por outro lado, dada a indisponibilidade dos valores refe-

rentes à entalpia e energia de formação do NSA, foi-lhe atribuída as mesmas que 

o nitrato de amônio. Os resultados obtidos pelo código ATLAS-DET podem ser 

apreciados na Tabela 30. Em geral, percebe-se claramente como a adição do agente 

NSA, e o consequente aumento de densidade, alteram os estados de detonação re-

sultantes e a formação dos produtos de detonação, assim como no aumento da ener-

gia disponível, entre outros. Esta caracterização termodinâmica permite a quanti-

ficação do máximo rendimento teórico dos explosivos estudados. 

 

 
 

Figura 37: Isentrópicas do coeficiente gama da Emulsão EM03 

e suas misturas com NSA, 70/30 e 50/50. 

 
Tabela 31.  Coeficientes do gama-quadrático para EM03 e suas misturas. 

Mistura 𝛾0 𝛾1 𝛾2 

100/0 1,356586 0,745930 0,674208 

70/30 1,405302 0,770296 0,705634 

50/50 1,400475 0,750969 0,799671 

 

Adicionalmente, as isentrópicas para cada uma das misturas foram calcula-

das. Como discutido na primeira parte deste trabalho, as isentrópicas assumem 

que a entropia gerada no estado de detonação CJ se mantem constante durante 

toda a expansão dos produtos de detonação. As curvas resultantes do código 

ATLAS-DET podem ser apreciadas na Figura 37, o que permite a constatação de 

que as isentrópicas são virtualmente similares. Assim, uma vez que o modelo Q1D 

EA utiliza a equação de estado pseudo-politrópica, torna-se necessário a realização 

do ajuste do gama-quadrático (4.4) a fim de obter os coeficientes 𝛾0, 𝛾1 e 𝛾2. Como 
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resultado do ajuste, os coeficientes necessários para representar o comportamento 

do coeficiente gama na equação são obtidos (Tabela 31).  

 

9.3.3  Ajuste experimental: cinética de reação 

 

O desempenho teórico máximo da emulsão EM03 e suas misturas tende a aumen-

tar com a adição do agente NSA. Este comportamento foi constatado na caracteri-

zação termodinâmica das misturas 70/30 e 50/50. Entretanto, ainda que o desem-

penho teórico máximo destas sejam superiores que à emulsão pura, a adição de 

NSA induz a um aumento considerável no estado de não-idealidade do explosivo, 

afetando o desempenho quanto as velocidades de detonação e diâmetro crítico, uma 

vez que a alta heterogeneidade associada às mesmas – e seus componentes – afe-

tam de forma significativa sua cinética de reação.  

O comportamento não-ideal da EM03 e suas misturas pode ser perfeita-

mente observado através dos dados experimentais apresentados na Tabela 29 (Su-

jansky & Noy, 2000), e representados graficamente na Figura 38. A curva do efeito-

diâmetro dos explosivos estudados permite a visualização dos efeitos multidimen-

sionais e cinética de reação no processo de detonação não-confinada, incluindo a 

identificação dos diâmetros críticos do explosivo. Em base a estes dados, procedeu-

se a realizar a calibrações dos parâmetros ou taxa de reações 𝑛,𝑚 e 𝜏 para a emul-

são EM03 (100/0) e suas misturas (70/30 e 50/50), ajustando as curvas modeladas 

sobre os ensaios experimentais. Como resultado, obteve-se ajustes de grande re-

presentatividade, tendo os parâmetros 𝑛,𝑚 e 𝜏 apresentados na Tabela 32. 

 

Tabela 32. Parâmetros de reação para EM03 e suas misturas 

Explosivo 100/0  70/30 50/50 

Densidade inicial 1120 kg/m3 1230 kg/m3 1330 kg/m3 

DCJ ideal  6124 m/s 6648 m/s 7037 m/s 

𝑚 8,48 16,27 17,81 

𝑛 3,11 5,77 4,98 

𝜏 5,01(-06) 2.45(-04) 2,54(-04) 

 

Os parâmetros que compõem a expressão da taxa de reação 𝑊, resultantes 

do processo de calibração da cinética, confirmam a tendência quanto ao aumento 

da não-idealidade do explosivo devido à adição do agente NSA à emulsão EM03. 

Ainda que uma expressão para a taxa de reação mais complexa seja desejada, a 

presente formulação ainda é capaz de demonstrar como a constante 𝜏 aumenta à 

medida que a proporção de NSA aumenta. Uma vez que a taxa de reação descreve 

a velocidade da reação termoquímica, 𝑊 = 𝑑𝜆 𝑑𝑡⁄ , a fórmula (6.79) indica que as 

velocidades de reação para as misturas 70/30 e 50/50 sejam inferiores à emulsão 

EM03 pura. Reações mais lentas, como as observadas para as misturas, sugerem 

que uma substancial quantidade de reações pode ocorrer durante o processo de 

expansão dos produtos de reação. Neste caso, com o intuito de uma mais fiel des-

crição do processo cinético da reação, uma mais detalhada expressão para a taxa 

de reação seria recomendada, tais como aquelas que consideram a presença de dis-

tintas fases (gases e condensados), pontos quentes, entre outros. 
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A Figura 38 apresenta as curvas resultantes do modelo Q1D EA para as três 

misturas explosivas estudadas (100/0, 70/30 e 50/50), juntamente com os resulta-

dos experimentais das velocidades de detonação não-confinadas apresentados por 

Sujansky & Noy (2000). Como se pode apreciar, o modelo Q1D EA se ajusta de 

forma muito satisfatória aos dados experimentais de todos os três explosivos. Um 

interessante resultado proveniente dessas simulações é a comprovação ou estima-

ção dos diâmetros críticos associados a cada mistura explosiva. Para o caso da 

EM03 100/0, Sujansky & Noy (2000) apresentam um diâmetro crítico inferior a 

28mm, mas não apresentaram evidências de detonações falidas em menores diâ-

metros. Na simulação realizada com o modelo Q1D EA, se obtém um diâmetro crí-

tico muito pequeno, ao redor de 6,4mm. Provavelmente o modelo Q1D EA não seja 

capaz de capturar o diâmetro crítico real sem a inclusão de dados experimentais 

em menores diâmetros. Por outro lado, o resultado obtido para a mistura 70/30 

identifica que o diâmetro crítico é inferior a 40mm e superior a 28mm, uma vez que 

os ensaios em diâmetros de 40mm detonaram de forma coerente e em 28mm, fa-

lharam. O modelo Q1D EA, para este caso, identifica o diâmetro crítico como em 

36mm, em perfeita coerência com os dados experimentais. Já para o caso da mis-

tura 50/50, os experimentos identificam detonações exitosas em diâmetro superio-

res a 70mm e falidas em diâmetros inferiores a 40mm. Sujansky & Noy (2000) 

identifica, por tanto, um diâmetro crítico ao redor de 60mm. Entretanto, o modelo 

Q1D EA identifica, em base aos dados disponíveis, um diâmetro crítico de 66mm 

aproximadamente. 

 

 
Figura 38: Curvas do efeito-diâmetro da emulsão EM03 100/0 

e suas misturas 70/30 e 50/50. Pontos, triângulos e quadrados 

representam os valores experimentais; curvas contínuas, tra-

cejadas e pontilhadas representam os resultados do modelo 

Q1D EA. 
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9.4 Aplicação do modelo Q1D EA para Emulsão EM120D 
 

Existe uma extensa literatura dedicada à caracterização, tanto experimental como 

numérica, da emulsão EM120D (Schoch, et al., 2013; Croft, 2017; Wilkinson, et al., 

2017; Dremin, 1999). Trata-se de uma emulsão tipicamente usada na indústria 

mineira, constituída principalmente de nitrato de amônio, água, combustível e 

emulsificante. A EM120D foi sensibilizada com microesferas a uma densidade mé-

dia de 1200 ±10 kg/m3 e estudada experimentalmente por Dremin (1999) através 

de detonações não-confinadas e confinadas em concreto e aço. A caracterização ter-

modinâmica ideal foi realizada através do código IDEX (Schoch, et al., 2013; Wil-

kinson, et al., 2017; Croft, 2017), resultando em uma velocidade de detonação ideal 

de 𝐷𝐶𝐽 = 6389,5 m/s e calor de explosão de 𝑄 = 2446 kJ/kg. Por tanto, dada a com-

pleta disposição de dados experimentais e numéricos, investigar-se-á a capacidade 

do modelo Q1D EA em representar os estados de detonação não-confinados e con-

finados da EM120D. 

 

9.4.1 Caracterização Experimental 

 

Dremin (1999) realizou uma série de ensaios experimentais com o intuito de carac-

terizar a emulsão EM120D em distintas condições de confinamento. Dentre os en-

saios realizados, incluem-se registros das velocidades de detonação não-confinadas 

(confinado em papel) e confinados em concreto e em aço, para distintos diâmetros 

de carga. Tal como descrito por Schoch et al. (2013), nove ensaios de detonação não-

confinadas foram realizados, dos quais sete são apresentadas na Tabela 33. Os di-

âmetros testados variaram entre 27mm e 120mm. As cargas explosivas foram con-

finadas em papel com espessura de 1,1 ± 0,1mm, o que para efeitos práticos se 

considera um estado não confinado. 

 
Tabela 33. Velocidades de detonação, D, da EM120D não-confinada para distin-

tos raios, R. 

Não-confinado 

R (mm) 13,5 15 18 20 30 40 60 

D (m/s) 4000 4207 4780 4920 5470 5690 5900 

 
Tabela 34. Velocidades de detonação, D, da EM120D confinada em aço para dis-

tintos raios, R.  

Confinado em Aço 

R (mm) 7 10 15 21 27 37,5 

D (m/s) 4900 5400 5800 5900 6000 6000 

 
Tabela 35. Velocidades de detonação, D, da EM120D confinada em concreto para 

distintos raios, R. 

Confinado em Concreto 

R (mm) 13,5 15 20 39 60 

D (m/s) 4800 5000 5300 5800 6000 
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Por outro lado, os ensaios confinados foram realizados com materiais de dis-

tintas propriedades, como o aço e o concreto. Para o caso do confinamento metálico, 

seis ensaios confinados em tubos de aço, com espessura de 4,0 ± 0,3mm, foram re-

alizados. Os resultados são apresentados na Tabela 34. As propriedades de resis-

tência do aço para pequenos diâmetros (7-10mm) foram ligeiramente inferiores em 

comparação com o aço usado para maiores diâmetros (14-75mm). Para o caso do 

confinamento em concreto, prepararam-se espécimes com espessura de 30 ± 0,5mm 

e diâmetros internos variando entre 27mm e 120mm. Cinco diâmetros foram en-

saiados, os quais são apresentados na Tabela 35. 

 
Tabela 36. Curvatura da frente de choque, detonações não-confinadas EM120D 

(Schoch et al., 2013). 
 

R (mm) 
Distância do eixo da carga (mm) 

5 7,5 10 15 20 25 30 35 40 50 60 

17,5 0,04 – 0,22 0,58 – – – – – – – 

20 0,04 – 0,2 0,51 1 – – – – – – 

30 0 – 0,1 – 0,46 0,66 1,02 – – – – 

40 <0,01 – 0,06 0,14 0,24 0,38 0,58 0,81 1,08 – – 

60 <0,01 – – – 0,13 0,17 0,3 – 0,5 0,93 1,41 

 Tempos de chegada da frente de detonação (s) 

 
Tabela 37. Curvatura da frente de choque, detonações confinadas em concreto 

EM120D (Schoch et al., 2013). 
 

R (mm) 
Distância do eixo da carga (mm) 

5 7,5 10 15 20 25 30 35 40 50 60 

13,5 0,04 0,12 0,28 – – – – – – – – 

15 0,04 0,17 0,29 0,29 0,6 – – – – – – 

20 0,03 – 0,14 0,35 0,75 – – – – – – 

39 <0,01 – 0,05 0,13 0,23 0,36 0,54 0,78 – – – 

60 <0,01 – – – 0,1 0,17 0,26 – 0,42 0,8 1,38 

 Tempos de chegada da frente de detonação (s) 

 

De forma complementar aos registros de velocidades de detonação, medições 

da curvatura da frente de choque foram realizadas para ambos os casos de detona-

ções não-confinadas e confinadas. De acordo com Schoch et al. (2013), as medições 

provenientes das detonações confinadas em aço geraram frentes bastante planas, 

e não foram reportadas por Dremin (1999). Os registros da forma da frente de cho-

que foram realizados com técnicas de fotografias de alta velocidade, os quais per-

mitiram obter medições da curvatura da frente de choque em termos dos atrasos 

temporais ao longo da distância radial da carga. Os resultados suavizados são apre-

sentados na Tabela 36 e Tabela 37, para as detonações não-confinadas e confinadas 

em concreto, respectivamente. As tabelas apresentam medidas dos tempos de che-

gada da frente de detonação correspondente a uma certa distância do eixo da carga 
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para vários diâmetros. Detalhes dos procedimentos experimentais podem ser en-

contrados em Dremin (1999) e Schoch et al. (2013). 

 

9.4.2  Caracterização Termodinâmica 

 

Wilkinson et al. (2017) apresentam uma completa descrição das propriedades ter-

modinâmicas da EM120D, incluindo as curvas isentrópicas da pressão em função 

do volume específico. A caracterização do estado termodinâmico ideal é apresen-

tada na Tabela 38, obtido através do código IDEX. 

 
Tabela 38.  Estado Termodinâmico Ideal – EM120D 

vCJ (m3/kg) Q (kJ/kg) PCJ (GPa) DCJ (m/s) 

1/1598,4  2446  12,00  6398,5  

 

As isentrópicas são apresentadas por Wilkinson et al. (2017) em forma de 

funções contínuas, as quais foram ajustadas sobre as saídas do código IDEX. Um 

processo de ajuste especial foi realizado a fim de manter propriedades importantes 

quanto ao comportamento da isentrópica do coeficiente gama. Assim, a isentrópica 

da pressão 𝑃 em função do volume específico 𝑣 vem representada por 

𝑃(𝑣) = 𝑎𝑣𝑏 + 𝑐 exp(−𝑑𝑣) (9.1) 

onde 𝑎, 𝑏, 𝑐 e 𝑑 são coeficientes de ajuste.  

Segundo Wilkinson et al. (2017), os valores dos coeficientes são 𝑎 = 17,47, 

𝑏 = −2,712, 𝑐 = 2,109 × 1011 e 𝑑 = 6571. Por outro lado, a aplicação da equação de 

estado pseudo-politrópica com o coeficiente gama-quadrático – elegida para o mo-

delo Q1D EA – requer o conhecimento da isentrópica do coeficiente gama. Logo, a 

derivada da pressão em relação ao volume específico 𝛾(𝑣) = 𝜕𝑃/𝜕𝑣 permite obter a 

seguinte expressão para a isentrópica do coeficiente gama 

𝛾(𝑣) =
𝜕𝑃

𝜕𝑣
|
𝑆,𝑣=𝑣𝐶𝐽

= 𝑎𝑏𝑣𝑏−1 − 𝑐𝑑 exp(−𝑑𝑣) (9.2) 

o qual vem representada na Figura 39. 

 

 
Figura 39: Isentrópicas do coeficiente gama resultante do có-

digo IDEX e ajustado para o gama-quadrático. 
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Por último, uma vez conhecida a isentrópica resultante do código IDEX, se 

procede ao ajuste da expressão do gama-quadrático (4.4) a fim de obter os coefici-

entes 𝛾0, 𝛾1 e 𝛾2. Após o processo de ajuste, obtém-se os coeficientes (Tabela 39) 

necessários para representar o comportamento do coeficiente gama na equação de 

estado pseudo-politrópica, o qual é apresentado na Figura 39. 

 
Tabela 39.  Coeficientes do gama-quadrático para EM120D 

𝛾0 𝛾1 𝛾2 
2,71200 0,192295632  0,085736858 

 

Portanto, todas as informações necessárias para a correta aplicação da equa-

ção de estado pseudo-politrópica com gama quadrático foram determinadas: 𝜌𝑜 =
1200 kg/m3, 𝑄 = 2446 kJ/kg, 𝛾0 = 2.71200, 𝛾1 = 0.19230 e 𝛾2 = 0.085737. 

 

9.4.3  Calibração dos parâmetros da cinética de reação 

 

O modelo Q1D EA requer a calibração dos parâmetros que compõem a expressão 

da cinética de reação 𝑛,𝑚 e 𝜏. Tal como exposto na secção 9.2, o procedimento con-

siste no ajuste da curva do efeito-diâmetro gerada pelo modelo à um conjunto de 

dados experimentais, minimizando o resíduo formado pelos quadrados da diferença 

dos inversos dos diâmetros. Assim, em base às velocidades de detonação experi-

mentais obtidas por Dremin (1999), disponíveis na Tabela 33, torna-se possível ca-

librar os parâmetros de reação para a emulsão EM120D.  

 

 
Figura 40: Curva ajustada do efeito-diâmetro resul-

tante dos dados experimentais da emulsão EM120D 

(Schoch et al., 2013). A velocidade de detonação CJ é 

DCJ = 6398,5 m/s. Linha contínua vermelha (Q1D EA) 

e círculos (valores experimentais). 
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Tabela 40. Parâmetros de Reação para a emulsão 

EM120D ajustados através do modelo Q1D EA. 

Explosivo 
EM120D 

(Schoch et al., 2013) 

Densidade inicial 1200 kg/m3 

DCJ ideal  6398,5 m/s 

𝑚 1.67 

𝑛 2.06 

𝜏 3.63(-05) 

 

A Figura 40 apresenta os dados experimentais em conjunto com a curva re-

sultante do modelo Q1D EA. Observa-se que o modelo Q1D EA se ajusta muito bem 

aos ensaios realizados por Dremin (1999). Por outro lado, a existência de um ponto 

de inflexão na curva do efeito-diâmetro sugere um diâmetro crítico de 25mm, asso-

ciado a uma velocidade de detonação de 3195 m/s. Os parâmetros da cinética de 

reação resultantes do ajuste experimental são apresentados na Tabela 40. Por-

tanto, uma vez calibrado, o modelo Q1D EA pode ser usado para prever o estado 

de detonação não-ideal para qualquer diâmetro não-confinado ou confinado. 

 

 

 
 

 

Figura 41: Superposição dos contornos da DDZ resultante do modelo Q1D 

EA (linhas contínuas brancas) sobre a simulação numérica direta (DNS) 

apresentada por Croft (2017). Resultados para EM120D com diâmetro de 

38mm. DNS (D = 4800m/s), Q1D EA (D = 4810m/s). 

 

Uma vez que a cinética de reação está calibrada, a curva do efeito-diâmetro 

da emulsão EM120D comprova a capacidade do modelo Q1D EA de representar as 

dimensões radiais das cargas para uma dada velocidade de detonação. Entretanto, 

um segundo exame deve ser realizado a fim de comprovar se, adicionalmente às 

dimensões radiais, a curvatura da frente de choque é coerente. Para tanto, toma-

se como referência umas das simulações numéricas diretas apresentadas por Croft 

(2017) para EM120D com diâmetro de 38mm. Em sua tese, Croft (2017) aplica uma 

equação de estado multifásica combinadas a uma taxa de reação em duas etapas, 

similar às trabalhadas por Schoch et al. (2013), para desenvolver o modelo de de-

tonação não-ideal por ela proposto. Logo, a DNS simulada resultou em uma veloci-

dade estacionaria de D = 4800 m/s. A fim de comprovar a curvatura da frente de 

choque gerada pelo modelo Q1D EA, calculou-se o estado de detonação resultante 

da EM120D não-confinada em 38mm, resultando em uma velocidade de detonação 
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de D = 4810 m/s. A diferença de 10 m/s, ou seja 0,2%, está perfeitamente compre-

endida entre os erros experimentais observados por Dremin (1999). A Figura 41 

examina a estrutura da DDZ resultante do modelo Q1D superposta aos resultados 

da DNS de Croft (2017). Observa-se, pois, uma correspondência quase idêntica 

quanto à forma da frente de choque, apesar de um pequeno desvio ao aproximar da 

borda da carga. Por outro lado, a diferença observada no lócus sônico é o resultado 

das diferentes equações de estado e taxa de reação aplicadas. No caso do presente 

trabalho, aplica-se uma equação de estado unifásica e taxa de reação de apenas 

uma etapa, resultando em uma cinética de reação mais rápida, quando comparada 

com a modelização de Croft (2017) e Schoch et al. (2013). 

O perfil da solução axial da pressão e progresso da reação para a EM120D 

não-confinada a um diâmetro de 38mm pode ser observado na Figura 42. Nestas 

circunstâncias, o modelo Q1D EA determina um estado de detonação de P = 

6,21GPa e 𝜆 = 0,742, a uma velocidade de detonação D = 4810m/s. 

 

 
Figura 42: Solução axial da pressão e progresso da re-

ação para EM120D, diâmetro 38mm e D = 4810m/s. 

 

Adicionalmente, dispõe-se das curvaturas experimentais da frente de cho-

que não-confinados obtidos por Dremin (1999), apresentados na Tabela 36. Schoch 

et al. (2013) utilizaram os mesmos dados experimentais para comprovar os resul-

tados de simulações numéricas diretas (DNS) proveniente de modelos multifásicos, 

obtendo resultados excelentes. Seguindo estes autores, apresenta-se os resultados 

das curvaturas obtidas com o modelo Q1D EA e compara-se com os resultados ex-

perimentais. 

Os resultados das frentes de choque experimentais e modelados são apre-

sentados na Figura 43, de tal forma que o eixo-x representa a distância radial, 

perpendicular à linha de fluxo central, e o eixo-y, paralela à linha de fluxo central, 

representa o retraso temporal que cada ponto da frente de choque realiza tendo 

como referência o centro (t = 0). Como se pode observar, a comparação entre as 

formas das frentes de choque não-confinadas obtidas com o modelo Q1D EA con-

cordam muito bem com as curvaturas experimentais. Surpreendentemente, os re-

sultados conseguidos com o modelo Q1D EA concordam de forma excelente com às 

curvaturas numéricas publicadas por Schoch et al. (2013). Este resultado põe de 
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manifesto a interessante capacidade preditiva do modelo desenvolvido neste tra-

balho ao considerar sua imensa simplicidade quando comparado com modelos de 

simulações numéricas diretas. A Tabela 41 apresenta algumas das soluções resul-

tantes do modelo Q1D EA para distintos diâmetros. 

 

 
 

Figura 43: Comparação entre as curvaturas das frentes de choque ex-

perimentais (Dremin, 1999) e modeladas (Q1D EA) para distintos diâ-

metros não-confinados. EM120D. 

 

 
Tabela 41. Resultados EM120D não-confinado – Q1D EA 

d (mm) D (m/s) P (GPa) 𝜆 z (mm) 𝜅 (m-1) 

32 4473 5,34 0,68 -3,31 45,76 

60 5431 7,99 0,84 -4,15 19,50 

89 5751 9,00 0,89 -5,09 11,43 

170 6070 10,07 0,94 -7,39 4,81 

257 6198 10,52 0,96 -9,50 2,76 

 

 

9.4.4  Detonações confinadas em concreto, aço e alumínio 

 

Em uma segunda etapa de validação, o modelo Q1D EA foi aplicado para as mes-

mas condições de confinamento da emulsão EM120D em concreto, aço e alumínio. 

O intuito principal é estudar a capacidade do modelo de confinamento proposto 

neste trabalho frente aos resultados obtidos nos experimentos e soluções numéri-

cas aportadas por Schoch et al. (2013) e Croft (2017). As propriedades consideradas 

para cada material confinante, necessárias para o modelo confinado, são obtidas 

das mesmas referências e apresentadas na Tabela 42. Os dados usados para o con-

creto e aço são as mesmas usadas nas simulações do ANFO confinado na secção 

9.2.2. 
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Tabela 42. Propriedades dos materiais confinantes (Schoch 

et al., 2013; Croft, 2017). 

Parâmetros Densidade Velocidade Sísmica 

Concreto 2340 kg/m3 2235 m/s 

Aço 7840 kg/m3 3670 m/s 

Alumínio 2700 kg/m3 6238 m/s 

 

 

 
 

Figura 44: Curvas do efeito-diâmetro para EM120D não-confinadas 

e confinadas em concreto e aço. Pontos, triângulos e círculos são da-

dos experimentais (Dremin, 1999). Linhas tracejadas são resultados 

de simulação numérica direta, DNS (Schoch et al., 2013). Linhas con-

tínuas são resultados do modelo Q1D EA.  

 

As curvas do efeito-diâmetro para a emulsão EM120D confinadas em con-

creto e aço são apresentadas na Figura 44. Como se pode observar, o modelo Q1D 

é capaz de representar significativamente bem o comportamento multidimensional 

resultante das condições de confinamento. A capacidade preditiva para o caso do 

confinamento em concreto foi excelente em todo o rango de diâmetros disponíveis. 

O confinamento em aço também apresentou muito bons resultados, exceto para 

pequenos diâmetros. Ao comparar com os resultados da DNS publicados por Schoch 

et al. (2013), considerando um confinamento de espessura infinita, pode-se concluir 

– de  forma similar a Schoch et al. – que as discrepâncias em pequenos diâmetros 

advém dos dois tipos de aços empregados por Dremin (1999) em seus ensaios, os 

quais apresentavam diferentes resistências últimas (Schoch et al., 2013). Ao con-

siderar que as resistências do aço são as mesmas, se prediz umas condições de con-

finamento superiores no rango de pequenos diâmetros. Tendo em conta os 
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resultados numéricos de Schoch et al. (2013), pode-se concluir que o modelo Q1D 

EA representa de forma bastante digna as condições de confinamento impostas à 

detonação. 

 As frentes de choque para distintos diâmetros foram determinadas com o 

modelo Q1D EA e comparados com as curvaturas experimentais de Dremin (1999). 

Adicionalmente à curva do efeito-diâmetro, estes dados permitem conferir a forma 

da frente de choque, e seu comportamento ao longo da mesma. De forma similar ao 

analisado para o caso não-confinado, os resultados das curvaturas confinadas em 

concreto são apresentados na Figura 45, juntamente com os dados experimentais. 

Os resultados são excepcionalmente bons em maiores diâmetros, e regular em pe-

quenos. Entretanto, dificuldades e flutuações experimentais em pequenos diâme-

tros foram reportadas (Schoch et al., 2013). Entretanto, ao comparar com os resul-

tados obtidos por Schoch et al. (2013) em seu modelo numérico, observa-se a exce-

lente coerência entre os resultados conseguidos com o modelo Q1D EA e aqueles 

provenientes da DNS. 

 

 
 

Figura 45: Comparação entre as curvaturas das frentes de choque experi-

mentais (Dremin, 1999) e modeladas (Q1D EA) para distintos diâmetros 

confinados em concreto. EM120D. 

 

As simulações para detonações confinadas em alumínio entram em um campo 

bem mais complexo do fenômeno, uma vez que a velocidade de detonação máxima 

ideal da EM120D é 6389,5m/s, quase a mesma velocidade acústica do alumínio, 

6238 m/s. Isso significa que quase a totalidade das velocidades de detonação expe-

rimentais são inferiores a velocidade acústica do material confinante, configurando 

o típico caso de um confinamento supersônico, 𝐷𝑜 < 𝐶𝑐. Neste contexto, o modelo 

Q1D EA assume a existência de um estado de pre-compressão do material não-

reagido imediatamente à frente da onda de choque, o que gera um aumento artifi-

cial da impedância do meio. Um aspecto crítico do modelo, por outro lado, é a esti-

mação da espessura crítica, ou seja, aquela em que já não se observa o efeito da 

espessura na auto-sustentação da detonação. Assim, ao aplicar o modelo Q1D EA 
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para um confinamento supersônico, observa-se uma boa aproximação para o rango 

de maiores diâmetros, para o caso da espessura de 3mm e confinamento infinito. 

As discrepâncias ocorrem de forma evidente para o rango de pequenos diâmetros, 

onde a velocidade de detonação é bastante inferior a velocidade acústica do alumí-

nio. Entretanto, para o rango dos diâmetros de interesse na indústria mineira, o 

modelo parece ser comportar de forma bastante satisfatória. 

 

 
 

Figura 46: Curvas do efeito-diâmetro para EM120D não-confinada 

e confinada em alumínio com espessuras de 3mm e infinita. Triân-

gulos dados experimentais (Dremin, 1999). Linhas tracejadas com 

quadrados e círculos são resultados de simulação numérica direta, 

DNS (Schoch et al., 2013). Linhas contínuas são resultados do mo-

delo Q1D EA.  

 

 

9.5 Detonações confinadas em maciços rochosos 
 

O desempenho das detonações em condições de confinamento, especialmente em 

maciços rochosos, é de extrema importância nos processos de melhora contínua e 

optimização energética dos processos mineiros. Neste sentido, a quantificação da 

capacidade energética em detonações confinadas revela-se como um dos mais rele-

vantes atributos quanto ao papel dos explosivos no desmonte de rochas. Deste 

modo, torna-se interessante uma avaliação adicional do modelo Q1D EA para o 

caso das detonações não-ideais confinadas. 

Assim, realizar-se-á uma análise comparativa dos resultados obtidos com o 

modelo Q1D EA com resultados experimentais e de outros modelos, como o DeNE 

e os JWL++ (Esen, et al., 2005), com o intuito de reforçar a capacidade do modelo 

proposto em condições de confinamento normalmente encontrados em desmontes 
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de rochas. Para tanto, se utilizará um ANFO ensaiado por Esen et al. (2005), e os 

mesmos tipos de confinamento (Kimberlita e Calcário). As propriedades termodi-

nâmicas da formulação do ANFO – e que serão adotadas para o modelo Q1D EA – 

foram baseadas nas publicações de Sharpe & Braithwaite (2005). Já os parâmetros 

usados nos modelos DeNE e JWL++ são apresentados por Esen et al. (2005). Estas 

características foram calculadas com o código termodinâmico Vixen-I e CHEETA, 

respectivamente. 

 
Tabela 43. Dados termodinâmicos e ciné-

tica de reação usadas no modelo Q1D EA 

Parâmetros ANFO 

Densidade 800 kg/m3 

DCJ 4800 m/s 

𝑄 3,822 MJ/kg 

𝛾𝐶𝐽 2,78 

𝛾0 1,3333 

𝛾1 0,36264 

𝛾2 0,076288 

𝑚 2.493(-05) 

𝑛 0.975 

𝜏 0.578 

 

As simulações realizadas por Esen et al. (2005) se centram em dois diâme-

tros de carga, a saber, 165mm e 250mm, com furos completamente acoplados ao 

meio confinante. Adicionalmente, este mesmo trabalho apresenta as curvas do 

efeito-diâmetro para o ANFO não-confinado e confinado em Kimberlita, como re-

sultado da aplicação do código JWL++. O código JWL++ é um hidrocódigo desen-

volvido por Souers et al. (2000) capaz de obter as propriedades dos fluxos reativos 

em todas as linhas de fluxo. Sua estrutura se fundamenta em um código bidimen-

sional arbitrário Lagragiano-Euleriano (Esen et al., 2005). Por outro lado, o código 

DeNE – o qual foi discutido na secção 6.3.3 –, fundamenta-se na solução axial do 

problema em base à teoria dos fluxos levemente divergentes. O modelo DeNE es-

tima do diâmetro da carga em base a uma equação empírica, o que requer a exis-

tência de dados experimentais. Finalmente, as propriedades dos materiais confi-

nantes são as mesmas usadas por Esen et al. (2005), e são apresentados na Tabela 

44 para referência. 

 
Tabela 44. Propriedades das rochas (Esen, et al., 2005) 

Tipo de rocha Densidade Velocidade Acústica 

Kimberlita 2264 kg/m3 2521 m/s 

Calcário 2679 kg/m3 4563 m/s 

 

O processo de calibração dos parâmetros da cinética de reação foi realizado 

sobre a curva não-confinada resultante do código JWL++. Assim, uma vez que os 

parâmetros da cinética de reação (𝑛,𝑚 e 𝜏) são calibrados, o modelo Q1D EA é capaz 
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de reproduzir a curva do efeito-diâmetro não confinada experimental, tal como 

apresentado na Figura 47. Neste mesmo gráfico, é possível conhecer as velocidades 

de detonação confinadas em Kimberlita e Calcário. De forma similar à realizada 

por Esen et al. (2005), uma série de situações cobrindo distintas combinações entre 

confinamento e diâmetros foram modeladas. Os resultados do modelo Q1D EA, as-

sim como os resultados dos modelos DeNE e JWL++, tais como velocidade de deto-

nação confinada, pressão de detonação, volume específico, progresso de reação e 

longitude da zona de reação, são apresentados na Tabela 45. 
 

 
 

Figura 47: Curvas do efeito-diâmetro para ANFO não-confinado e 

confinada em Kimberlita e Calcário. Triângulos dados experimen-

tais (Esen et al., 2005). Linhas tracejadas com quadrados e círculos 

são resultados de simulação numérica do código JWL++ (Esen et al., 

2005). Linhas contínuas são resultados do modelo Q1D EA.  

 

Como se pode apreciar na Figura 47, os resultados das velocidades de deto-

nação confinadas em Kimberlita do modelo Q1D EA foram excelentes quando com-

parados ao código JWL++. A Tabela 46 apresenta as diferenças percentuais entre 

os modelos comparados. Em geral, maiores diferenças foram observadas quando 

comparadas com o modelo DeNE, obtendo em Kimberlita 5,8 e 1,3% e 13,4 e 6,1% 

em Calcário, para os diâmetros de 165mm e 250mm respectivamente. Por outro 

lado, ao comparar as velocidades de detonação resultantes do JWL++ para os diâ-

metros de 165mm e 250mm em Kimberlita, as diferenças foram de apenas 0,1% e 

-0,2% respectivamente. Já para o calcário, o mesmo código apresenta variações de 

2,5% e 1,0% nestes respectivos diâmetros. Estes resultados são importantes já que 

reforçam a ideia que, a pesar da relativa simplicidade do modelo Q1D EA confi-

nado, é possível obter resultados muito próximos daqueles resultantes de códigos 
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mais complexos, baseados em métodos de simulação numérica direta (DNS). As 

diferenças observadas nos outros parâmetros são provavelmente resultantes das 

diferentes teorias fundamentais de cada modelo – e consequente limitações intrín-

secas de cada um –, distintas equações de estado, a cinética de reação, entre outros. 

 
Tabela 45. Resultados das simulações com Q1D EA, DeNE e JWL++ 

Explosivo Rocha 
d 

(mm) 
Código 

D  

(m/s) 

P  

(GPa) 

v  

(cm3/g) 
𝜆 
  

n  

(mm) 

ANFO 

Kimberlita 

165 

Q1D EA 4156 3,619 0,996 0,983 -24,9 

DeNE 3927 3,211 0,985 0,721 -80,8 

JWL++ 4150 3,240 1,046 0,888 -28,2 

250 

Q1D EA 4380 4,041 0,966 0,993 -25,1 

DeNE 4325 3,961 0,956 0,872 -46,3 

JWL++ 4390 3,680 1,018 0,931 -31,5 

Calcário 

165 

Q1D EA 4570 4,416 0,943 0,998 -25,4 

DeNE 4030 3,407 0,983 0,787 -68,8 

JWL++ 4460 3,830 1,002 0,920 -29,0 

250 

Q1D EA 4656 4,590 0,934 0,999 -25,6 

DeNE 4390 4,091 0,949 0,884 -87,2 

JWL++ 4610 4,130 0,990 0,956 -36,2 

 
Tabela 46. Comparação dos resultados entre os códigos Q1D EA, DeNE e JWL++ 

Explosivo Rocha 
d 

(mm) 
Código 

Diferenças percentuais 

D  P  v  𝜆  n  

ANFO 

Kimberlita 

165 
DeNE 5,8% 12,7% 1,1% 36,3% -69,2% 

JWL++ 0,1% 11,7% -4,8% 10,7% -11,7% 

250 
DeNE 1,3% 2,0% 1,1% 13,8% -45,8% 

JWL++ -0,2% 9,8% -5,1% 6,6% -20,4% 

Calcário 

165 
DeNE 13,4% 29,6% -4,1% 26,8% -63,1% 

JWL++ 2,5% 15,3% -5,9% 8,4% -12,6% 

250 
DeNE 6,1% 12,2% -1,6% 13,0% -70,7% 

JWL++ 1,0% 11,1% -5,7% 4,5% -29,4% 

 

Outro aspecto interessante apresentado por Esen et al. (2005) foi o efeito da 

espessura do confinamento na velocidade de detonação do explosivo. O modelo 

DeNE não é capaz de modelar tal comportamento, dadas suas limitações dimensi-

onais. Por outro lado, o código JWL++, uma vez que permite caracterizar as condi-

ções multidimensionais do problema, admite o efeito da espessura como parte da 

solução do problema. O modelo Q1D EA incorpora o efeito da espessura do material 

confinante tendo em conta a longitude da zona de reação e as velocidades envolvi-

das no problema, ou seja, a velocidade de detonação e velocidade acústica do meio 

confinante. Dada esta característica, realizou-se uma comparação entre a variação 

de D frente à espessura 𝛿 do material circundante ao explosivo para os diâmetros 

de 64mm e 165mm, confinadas em Kimberlita e Calcário. Tal como pode ser apre-

ciar na Figura 48, os resultados para o ANFO de 165mm confinado em Calcário 

foram excelentes. Entretanto, para esta mesma rocha, as simulações para 64mm 

apresentaram uma regular representatividade, ainda que segue a mesma tendên-

cia da JWL++. Já o caso do confinamento em Kimberlita, observou-se uma boa 
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correlação, ainda que as simulações numéricas apresentam um crescimento das 

velocidades em função da espessura mais rápidas. 

 

 
 

Figura 48: Efeito da espessura 𝛿 do meio confinante na 

velocidade de detonação para o ANFO. Linhas tracejadas 

com círculos, quadrados e triângulos são simulações nu-

méricas diretas com JWL++ (Esen et al., 2005). Linhas 

contínuas são resultados do modelo Q1D EA. 

 

Os casos de confinamento em rocha calcária considerados nestas simulações 

reproduzem a condição supersônica de confinamento, 𝐷𝑜 < 𝐶𝑐, quando o diâmetro 

da carga é 64mm, e uma condição limiar entre o confinamento supersônico e sô-

nico, 𝐷𝑜~𝐶𝑐, para o caso do diâmetro de 165mm. Nestas condições, normalmente 

não se observam formação de ondas de choque na rocha, devido a que a velocidade 

de detonação é menor que a velocidade acústica do meio confinante. Tal como ob-

servado por Esen et al. (2005), as velocidades de detonação seguem uma tendência 

de aumento à medida que se aumenta a espessura do material confinante. Depois 

de um rápido aumento na velocidade de detonação, observada nos primeiros milí-

metros de espessura, a velocidade resultante parece continuar aumentando, mas 

de forma desacelerada até atingir o limite associado com a condição de espessura 

infinita, ou seja, aquela em que já não há alteração do estado de detonação resul-

tante. O modelo Q1D EA reproduz este comportamento de forma satisfatória, co-

brindo desde o estado não-confinado ao infinitamente confinado. Por outro lado, o 

caso do ANFO de 64mm condenado em Kimberlita, representa o caso clássico do 

confinamento subsônico, onde 𝐷𝑜 > 𝐶𝑐. Neste cenário, observa-se um rápido au-

mento das velocidades de detonação à medida em que se aumenta a espessura, 
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atingindo o estado de confinamento infinito em pequenas espessuras de rocha. Este 

é o típico caso onde se geram ondas de choque no material confinante. Os resulta-

dos obtidos com código Q1D EA, quando comparados ao do JWL++, foram satisfa-

tórios, seguindo a tendência de atingir a velocidade de detonação em confinamento 

infinito em pequenas espessuras, ainda que de forma mais lenta. 

 

 
 

Figura 49: Efeito da espessura 𝛿 do meio confinante na longitude da zona de 

condução da reação axial, n, e progresso da reação, 𝜆, resultantes do modelo Q1D 

EA para um ANFO confinado em Kimberlita e Calcário. 

 

As simulações realizadas com o modelo Q1D EA em função da espessura do 

meio confinante 𝛿 permitiram observar interessantes aspectos associados à varia-

ção da longitude da zona de condução da reação, n, e o progresso da reação 𝜆. Como 

apresentado na Figura 49,  as detonações não-confinadas (𝛿 = 0) em pequenos di-

âmetros requerem a existência de uma menor zona de reação para auto-sustentar 

a detonação. Este comportamento é uma resposta à limitação espacial imposta pela 

dimensão radial da carga. À medida em que se reduz o diâmetro da carga, as di-

mensões da DDZ, necessárias para auto-sustentar a detonação, se tornam críticas. 

O extremo deste comportamento se encontra no diâmetro crítico, onde as dimen-

sões da DDZ não são suficientes para compensar toda a perda lateral de energia 

imposta pelas dimensões radiais da carga. Para um mesmo diâmetro de carga, o 

modelo Q1D EA permite constatar que à medida em que se impõe um confinamento 

ao explosivo, as dimensões da DDZ tendem a aumentarem como resposta ao efeito 

de uma menor perda lateral de energia. Ao se aproximar das condições de confina-

mento infinito, já não se observam diferenças significativas sobre as dimensões 

necessárias da DDZ para auto-suportar a detonação. Ao analisar o efeito da DDZ 

resultante da detonação em um maior diâmetro, como o de 165mm, se observa uma 

menor variação da DDZ à medida em que aumenta a espessura do meio confinante 

devido a que as dimensões radiais das cargas são significativamente superiores as 

dimensões necessárias da DDZ para auto-suportar a detonação. Como se pode 
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constatar, o modelo Q1D EA permite obter uma satisfatória descrição destas feno-

menologias associadas às detonações de cargas confinadas. 

 

9.5.1 Modelo Q1D EA frente a dados experimentais de escala real 

 

Em outro trabalho, Esen (2008) expõe os resultados obtidos com código DeNE para 

vários tipos de rochas e explosivos, comparando-os com medições experimentais de 

velocidade de detonação confinadas, com o intuito de validar seu modelo. Uma vez 

que a reprodução em escala real de agentes explosivos e suas condições de aplicação 

em desmonte de rocha, como diâmetros e confinamento, em laboratório são restri-

tivas, as medições experimentais foram realizadas em furos de produção em des-

montes de rochas. Ainda que existem distintos sistemas de medição, a grande mai-

oria se baseia no registro dos sinais de voltagem DC (VDC) consumidos durante a 

queima dos cabos de registro, que vão alocados dentro do furo com explosivo, a uma 

frequência de amostragem bastante alta, chegando a 2MHz (2 milhões de pontos 

por segundo). Posteriormente, os sinais registrados são convertidos em velocidade 

de detonação. De acordo com Esen (2008), o erro médio nestes ensaios experimen-

tais foi de 3,5%, apresentando uma variação entre 2,2% e 7,2%.  

Considerando os mesmos diâmetros e densidades que Esen (2008), aplicou-

se o modelo Q1D EA para estimar as velocidades de detonação confinadas corres-

pondentes. Duas famílias de explosivos foram estudadas, o ANFO e algumas Emul-

sões misturadas (misturas entre Emulsão e ANFO). No presente trabalho, aplicou-

se o ANFO de Kirby et al. (2014) e a mistura da EM03 70/30 (Sujansky & Noy, 

2000) como dados de entrada ao modelo Q1D EA.  Finalmente, as propriedades dos 

distintos maciços rochosos onde se realizaram os ensaios são apresentadas na Ta-

bela 47 (Esen, 2008). 

 
Tabela 47. Propriedades das rochas (Esen, 2008) 

Tipo de rocha Densidade 
Velocidade 

Acústica 

Módulo  

de Young 

Coeficiente  

de Poisson 

Brecha 2750 kg/m3 6320 m/s 51,4 GPa 0,30 

Arenito 2500 kg/m3 4326 m/s 29,7 GPa 0,35 

Material de recobrimento 1900 kg/m3 2598 m/s 12,3 GPa 0,13 

Minério de Cobre 2970 kg/m3 5455 m/s 55,0 GPa 0,35 

Kimberlita 2264 kg/m3 2521 m/s 11,0 GPa 0,28 

Kimberlita (TKB) 2520 kg/m3 3945 m/s 25,0 GPa 0,35 

Monzonita (Extensão Cadia) 2693 kg/m3 5023 m/s 49,6 GPa 0,31 

Monzonita (nível 610m) 2706 kg/m3 4658 m/s 43,7 GPa 0,30 

Rocha Vulcânica Fresca 2654 kg/m3 4480 m/s 40,9 GPa 0,29 

Pórfiro (Leste) 2520 kg/m3 2430 m/s 11,3 GPa 0,29 

 

Como se pode observar na Tabela 48, os resultados conseguidos com o mo-

delo Q1D EA foram muito bons, apresentando erros consistentes com dos ensaios 

experimentais. O erro médio total do Q1D EA foi de 2,4% enquanto o DeNE foi de 

3,8%, como apresentado na Tabela 49. Analisando por grupos de explosivos, as 
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simulações com DeNE para o ANFO apresentou um erro médio de 4,7%, enquanto 

o Q1D EA foi de 2,9%. Já para a Emulsão misturada, o erro foi de 3,3% e 2,0% 

respectivamente. 

 
Tabela 48. Comparação de velocidades de detonação confinadas experimentais com 

os modelos Q1D EA e DeNE 

Explosivo Rocha 
d 

(mm) 

𝜌 

(kg/m3) 

D (m/s) 

Exp. DeNE Q1D EA 

ANFO(1)(3) Brecha 169 800 4,235 4,058 4,245 

ANFO(1)(3) Arenito 269 800 4,220 4,408 4,384 

ANFO(1)(3)  Material de recobrimento 311 800 4,370 4,453 4,156 

ANFO(2)(3)  Minério de Cobre 165 800 4,380 4,024 4,269 

Mistura 1(3) Kimberlita 165 1050 5,079 5,210 4,959 

Mistura 1(3) Kimberlita (TKB) 165 1050 5,159 5,297 5,149 

Mistura 2(3) Monzonita (Extensão Cadia) 210 1120 5,728 5,774 5,489 

Mistura 2(3) Monzonita (nível 610m) 222 1120 5,460 5,805 5,471 

Mistura 2(3) Rocha Vulcânica Fresca 210 1120 5,479 5,765 5,433 

Mistura 3(3) Pórfiro (Leste) 311 1290 5,864 5,993 5,613 

(1) (Sarma, 1998); (2) (Gill, 1995); (3) (Esen, 2008). 

 

O modelo Q1D EA responde bem às sensibilidades impostas pelos distintos 

confinamentos à detonação. Esta sensibilidade permite obter uma boa capacidade 

preditiva dos estados de detonação correspondentes às condições reais de aplicação 

dos explosivos comerciais. Uma vez que os erros observados estão dentro das mar-

gens de erros experimentais, acredita-se que o modelo Q1D EA é perfeitamente 

adequado na aplicação prática em desmontes de rochas com explosivos. 

 
Tabela 49. Comparação de velocidades de detonação confinadas experimentais com 

os modelos Q1D EA e DeNE 

Explosivo Rocha 

Erro % Erro % 

DeNE 
Erro 

médio 
Q1D EA 

Erro 

médio 

ANFO(1)(3) Brecha -4,2%  0,2%  

ANFO(1)(3) Arenito 4,5%  3,9%  

ANFO(1)(3)  Material de recobrimento 1,9%  -4,9%  

ANFO(2)(3)  Minério de Cobre -8,1% 4,7% -2,5% 2,9% 

Mistura 1(3) Kimberlita 2,6%  -2,4%  

Mistura 1(3) Kimberlita (TKB) 2,7%  -0,2%  

Mistura 2(3) Monzonita (Extensão Cadia) 0,8%  -4,2%  

Mistura 2(3) Monzonita (nível 610m) 6,3%  0,2%  

Mistura 2(3) Rocha Vulcânica Fresca 5,2%  -0,8%  

Mistura 3(3) Pórfiro (Leste) 2,2% 3,3% -4,3% 2,0% 

Erro médio total 3,8%  2,4%  

(1) (Sarma, 1998); (2) (Gill, 1995); (3) (Esen, 2008) 
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9.6 Comparação entre distintos códigos 
 

Nesta secção, comparar-se-á os resultados provenientes de distintos códigos de de-

tonação não-ideal. Para tal tarefa, toma-se o caso da emulsão EM03 100/0 não-

confinada em cinco velocidades de detonação distintas. Os modelos comparados in-

cluem o modelo de reação parcial implementado no código ATLAS-DET, o modelo 

de Chan, SSA e o Q1D EA. Os resultados obtidos para cada modelo são apresenta-

dos na Tabela 50. 

 
Tabela 50. Resultados de distintos códigos de detonação não-ideal para 

EM03 100/0 

D (km/s) Código P (GPa) v (cm/g3)  nCJ (mm) 

4,950 

ATLAS-DET 6,18 0,692 0,70 -2,50 

Chan 6,01 0,742 0,68 -3,04 

SSA 4,93 0,741 0,51 -2,14 

Q1D EA 4,93 0,743 0,52 -2,52 

5,150 

ATLAS-DET 6,69 0,692 0,75 -3,28 

Chan 6,52 0,738 0,71 -4,34 

SSA 5,34 0,740 0,55 -3,31 

Q1D EA 5,34 0,742 0,56 -3,87 

5,400 

ATLAS-DET 7,35 0,692 0,81 -4,92 

Chan 7,18 0,734 0,76 -7,16 

SSA 5,87 0,739 0,60 -6,41 

Q1D EA 5,87 0,740 0,61 -7,42 

5,500 

ATLAS-DET 7,63 0,692 0,84 -6,46 

Chan 7,46 0,732 0,78 -9,28 

SSA 6,09 0,739 0,62 -8,71 

Q1D EA 6,09 0,740 0,62 -10,04 

5,650 

ATLAS-DET 8,05 0,692 0,88 -8,26 

Chan 7,89 0,729 0,80 -16,08 

SSA 6,43 0,738 0,65 -14,59 

Q1D EA 6,43 0,739 0,65 -16,70 

 

 Como se pode apreciar, os modelos SSA e Q1D EA apresentam soluções axi-

ais muito similares. Este resultado é esperado, uma vez que as formulações do pro-

blema se baseiam em princípios similares. As maiores discrepâncias se encontram 

nos modelos de reação parcial e de Chan. O primeiro, ATLAS-DET com reação par-

cial, não leva explicitamente em conta aspectos relacionados às cinéticas de reação 

e perdas energéticas laterais, normalmente sobrestimando o comportamento espe-

rado do explosivo. Já o modelo de Chan, por fundamentar-se em uma equação de 

estado politrópica, acaba por incorporar aspectos de idealidade comparadas ao mo-

delo de reação parcial, ademais de estimar a solução axial em base ao aumento da 

área central do tubo.  

Os modelos SSA e Q1D EA incorporam, como parte inerente da solução do 

problema, os diâmetros de carga. Ou seja, para uma dada velocidade de detonação 

(ou diâmetro), se permite calcular o diâmetro (ou velocidade de detonação) 
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correspondente. Isso é possível devido a capacidade multidimensional dos modelos. 

Entretanto, tanto para o ATLAS-DET quanto o Chan, a relação intrínseca entre 

velocidade de detonação e diâmetro não forma parte do modelo. Como resultado, 

estes modelos necessitam de relações empíricas entre os diâmetros e velocidades 

de detonação para completar a descrição do estado de detonação correspondente. 

Com este fim, estabeleceu-se um ajuste estatístico sobre os dados experimentais 

apresentados na Tabela 29 (Sujansky & Noy, 2000) para relacionar a velocidade 

de detonação ao diâmetro correspondente. Em ambos modelos, aplicou-se a equa-

ção (6.57) para estimar a longitude da zona de reação do explosivo. 

 
(a) (b) 

  
(c) (d) 

  
 

Figura 50: Relações  entre 𝑛𝐶𝐽 e com as respectivas velocidades e pressões de 

detonação. 
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 Figura 50 apresenta os resultados comparativos entre as velocidades e pres-

sões de detonação em relação com o progresso de reação e longitude da zona de 

reação. A representação gráfica dos resultados permite a percepção tanto das se-

melhanças como das diferenças entre os códigos estudados. As relações entre  – D 

e  – P são extremamente similares no caso dos modelos SSA e Q1D EA, (a) e (b). 

Por outro lado, notavelmente, quase todos eles, com a exceção do ATLAS-DET, con-

seguem representar satisfatoriamente a relação entre velocidade de detonação e 

longitude da zona de reação (c), o que não se repete para o caso das pressões (d), à 

exceção dos códigos SSA e Q1D EA, que se mantem em patamares muito próximos. 

Portanto, estas comparativas permitem evidenciar as principais diferenças 

entre os distintos modelos de detonações não-ideais. Entre eles, os modelos que 

consideram aspectos multidimensionais do problema, como o SSA e Q1D EA, per-

mitem obter melhores predições sobre os resultados esperados para um determi-

nado estado de detonação, ou seja, a obtenção de uma mais confiável estimação das 

fontes de energias necessárias para obter determinados resultados em desmonte 

de rochas. 

 

 

9.7 Cálculo da capacidade energética dos explosivos 
 

A quantificação do espectro energético resultante das detonações de cargas explo-

sivas em desmonte de rochas por explosivos é de fundamental importância na mo-

delagem dos resultados esperados de uma detonação. Todas as fenomenologias pro-

venientes da detonação – tais como a fragmentação do maciço rochoso, seu movi-

mento, vibrações e onda-aérea, calor, luz, ruído, entre outros – são produto de como 

a energia liberada pelo explosivo, em condições específicas de aplicação e confina-

mento, se desenvolvem durante o processo de detonação. 

Com o intuito de estudar a capacidade energética dos explosivos através do 

modelo Q1D EA, diferentes explosivos, aplicados em distintos diâmetros e condi-

ções de confinamento, são avaliados. O objetivo é observar a influência do confina-

mento no desenvolvimento energético dos explosivos em desmonte de rochas. Para 

este fim, avaliam-se os desempenhos do ANFO (Kirby et al., 2014) e da emulsão 

EM120D (Schoch, et al., 2013; Croft, 2017; Wilkinson, et al., 2017; Dremin, 1999)  

em três distintos diâmetros, 105mm, 152mm e 240mm, e condições de confina-

mento de rocha branda (𝐸𝑅 = 12,3 GPa), média (𝐸𝑅 = 29,7 GPa) e dura (𝐸𝑅 = 105 

GPa). As propriedades dos maciços rochosos relevantes para o modelo Q1D EA são 

apresentados na Tabela 51. 

 
Tabela 51. Propriedades das rochas 

Tipo de rocha Densidade 
Velocidade 

Acústica 

Módulo  

de Young 

Coeficiente  

de Poisson 

Material de recobrimento (1) 1900 kg/m3 2598 m/s 12,3 GPa 0,13 

Arenito(1) 2500 kg/m3 4326 m/s 29,7 GPa 0,35 

Taconita (baixa lei <25%)(2) 3230 kg/m3 5883 m/s 105,0 GPa 0,24 

(1) (Esen, 2008); (2) (Sanchidrián & Muñiz, 2000) 
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 Primeiramente, realizou-se o cálculo dos estados de detonação esperados 

para cada explosivo, diâmetro e confinamento (ver Tabela 52). Como esperado, a 

emulsão EM120D se perfila como um explosivo capaz de desenvolver velocidades e 

pressões de detonação superiores ao ANFO em todos os casos simulados. Devido ao 

fato de ter uma cinética de reação mais rápida, a EM120D desenvolve uma menor 

extensão da zona de reação quando comparada com o ANFO. Ademais, a EM120D 

reage quase em sua totalidade, apresentando reações entre 92% e 98%, enquanto 

o ANFO apresenta reações entre 72% e 91%. Estas diferenças de desempenho le-

vam a importantes consequências quanto ao aspecto energético do processo de de-

tonação. 

 
Tabela 52. Estados de detonação para o ANFO e EM120D, condenados em distintos ti-

pos de rocha. Modelo Q1D EA. 

Rocha 
d 

(mm) 

Malha 

(m×m) 
Explosivo 

D  

(m/s) 

P  

(GPa) 

𝜆 

  

𝑛𝐶𝐽  

(mm) 
        

Material de re-

cobrimento 

𝐸𝑅 = 12.3 GPa 

105 3.7x4.3 
ANFO 3586 2.68 0.72 -20.7 

EM120D 5905 8.88 0.92 -6.8 
       

152 5.4x6.2 
ANFO 3818 3.05 0.77 -25.2 

EM120D 6063 9.38 0.94 -8.4 
       

240 8.5x9.8 
ANFO 4049 3.44 0.83 -33.1 

EM120D 6201 9.83 0.96 -11.0 
        

        

Arenito 

𝐸𝑅 = 29.7 GPa 

105 3.7x4.3 
ANFO 4039 3.43 0.83 -32.7 

EM120D 6088 9.46 0.94 -8.78 
       

152 5.4x6.2 
ANFO 4207 3.72 0.87 -42.9 

EM120D 6194 9.81 0.96 -10.86 
       

240 8.5x9.8 
ANFO 4356 4.00 0.90 -59.9 

EM120D 6290 10.13 0.97 -14.24 
        

        

Taconita 

𝐸𝑅 = 105 GPa 

105 3.7x4.3 
ANFO 4121 3.57 0.85 -37.0 

EM120D 6244 9.97 0.96 -12.36 
       

152 5.4x6.2 
ANFO 4263 3.83 0.88 -48.0 

EM120D 6311 10.20 0.97 -15.34 
       

240 8.5x9.8 
ANFO 4397 4.08 0.91 -67.1 

EM120D 6371 10.40 0.98 -20.11 
        

 

Ao interpor os correspondentes confinamentos – tipo e volume de rocha – às 

expansões adiabáticas, tem-se a possibilidade de avaliar as pressões de corte ou de 

alívio correspondentes. Neste caso, as pressões de corte foram calculadas de acordo 

com a metodologia apresentada na secção 7.5. Como se pode observar na Tabela 

53, as pressões resultantes são em geral menores para rochas mais brandas, au-

mentando à medida em que a rocha se torna mais resistente. Por outro lado, o 

ANFO apresenta maiores pressões de corte que a emulsão EM120D. Isso se deve à 

capacidade do ANFO em manter maiores pressões e temperatura a grandes 



Resultados 

164 

 

expansões volumétricas. A Figura 51 permite observar esse comportamento de 

forma mais clara. Devido a sua cinética de reação mais lenta, o ANFO entrega 

grande parte de sua energia tardiamente, em maiores expansões volumétricas dos 

gases de detonação, o que favorece a obtenção de resultados mais satisfatórios em 

maciço rochosos elásticos, muito fraturados ou com porosidades.  

 
Tabela 53. Pressões de corte em função do explosivo, diâmetro 

e tipo de rocha. 

Rocha d(mm) 
ANFO  EM120D  

𝑃𝑎 (MPa) 𝑣/𝑣𝑜   𝑃𝑎 (MPa) 𝑣/𝑣𝑜  

Material de  

Recobrimento 

𝐸𝑅 = 12.3 GPa 

105 23.0 9.63  14.8 6.23  

152 22.1 10.17  13.9 6.42  

240 19.5 11.20  11.8 6.82  

Arenito 

𝐸𝑅 = 29.7 GPa 

105 77.4 5.48  57.3 4.07  

152 73.9 5.75  53.8 4.18  

240 64.8 6.27  45.8 4.43  

Taconita 

𝐸𝑅 = 105 GPa 

105 124.2 4.34  98.8 3.45  

152 118.8 4.54  92.7 3.54  

240 104.1 4.94  78.8 3.74  

 

 
(a) (b) 

  
 

Figura 51: Comportamento da pressão de corte em função da dureza do material 

de confinamento para um diâmetro de 152mm. 
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de choque. As ondas de choque transmitidas ao maciço permitem gerar uma rede 

de novas fraturas que, combinadas com a ação dos gases, resultarão na fragmen-

tação final da rocha. Por outro lado, quando o maciço se apresenta em um estado 

de intenso fraturamento natural ou porosidade, busca-se a aplicação de explosivos 

com uma maior capacidade energética de movimento ou heave. Neste caso, as on-

das de choque são fortemente atenuadas pelas fraturas e porosidades naturais do 

maciço, requerendo um explosivo que seja capaz de realizar trabalho à grandes 

expansões volumétricas dos gases de detonação.  

 

Tabela 54. Energias de choque, movimento (heave), efetiva e total. 𝑑 = 240mm. 

Rocha Explosivo 𝐸𝑆 𝐸𝐻 𝐸𝑒𝑓 Total, 𝑄 

Material de  

Recobrimento 

𝐸𝑅 = 12.3 GPa 

EM120 

% 

1270 kJ/kg 990 kJ/kg 2294 kJ/kg 2446 kJ/kg 

51.9% 40.5% 93.8% 100% 

ANFO 

% 

813 kJ/kg 1954 kJ/kg 3059 kJ/kg 3822 kJ/kg 

21.3% 51.1% 80.0% 100% 

Arenito 

𝐸𝑅 = 29.7 GPa 

EM120 

% 

1068 kJ/kg 1183 kJ/kg 2338 kJ/kg 2446 kJ/kg 

43.7% 48.4% 95.6% 100% 

ANFO 

% 

726 kJ/kg 2109 kJ/kg 3371 kJ/kg 3822 kJ/kg 

19.0% 55.2% 88.2% 100% 

Taconita 

𝐸𝑅 = 105 GPa 

EM120 

% 

700 kJ/kg 1553 kJ/kg 2252 kJ/kg 2446 kJ/kg 

28.6% 63.5% 92.1% 100% 

ANFO 

% 

467 kJ/kg 2268 kJ/kg 2736 kJ/kg 3822 kJ/kg 

12.2% 59.3% 71.6% 100% 

 

A Tabela 54 apresenta as energias de choque 𝐸𝑆, movimento 𝐸𝐻, efetiva 𝐸𝑒𝑓 

e total 𝑄 resultantes dos explosivos ANFO e EM120D para os três tipos de confi-

namento, a um diâmetro de 240mm. A energia total considerada é o calor de explo-

são 𝑄 obtido através de códigos termodinâmicos ideais. Por outro lado, a energia 

efetiva é aquela energia computada entre a pressão de detonação CJ até a pressão 

de corte ou alívio 𝑃𝑎 menos a energia de compressão inicial do explosivo. Nesta 

metodologia, a somatória das energias de choque e movimento é igual a energia 

efetiva. Como se pode apreciar para o caso de uma rocha branda (𝐸𝑅 = 12,3 GPa), 

a aplicação da emulsão EM120D desprende 1270 kJ/kg em forma de energia de 

choque enquanto o ANFO gera 813 kJ/kg, ou seja, aproximadamente um 56% a 

mais de energia. Essa quantidade de energia poderia representar um excesso de 

energia de choque, uma vez que a rocha não é massiva e resistente. Neste tipo de 

rocha, entretanto, busca-se a maximização da energia de movimento para vencer 

a deformação interposta pelo confinamento. Observa-se, pois, que a energia de mo-

vimento desprendida pelo ANFO é aproximadamente um 97% superior ao da 

EM120D. Isso indica que o ANFO é capaz de realizar um maior trabalho efetivo 

mesmo a grandes expansões volumétricas. Quanto à partição de energia, as ener-

gias de choque da emulsão EM120D e do ANFO representam 51,9% e 21,3% res-

pectivamente; por sua vez, as energias de movimento representam 40,5% e 51,1%, 

respectivamente. Para o caso de uma rocha dura (𝐸𝑅 = 105 GPa), a energia de cho-

que é fundamental para obter um eficiente processo de fragmentação do maciço 

rochoso. A emulsão EM120D desenvolve aproximadamente 700 kJ/kg de energia 

de choque enquanto o ANFO atinge 467 kJ/kg. A diferença energética é de 
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aproximadamente 50% a mais de energia de choque. Do ponto de vista das pres-

sões, aquelas desenvolvidas durante a detonação da emulsão EM120D são duas 

vezes mais altas que as conseguidas com o ANFO, permitindo conduzir um pro-

cesso de fraturamento mais eficiente em rochas massivas e com escarças fraturas 

naturais. Obviamente, a eleição final do explosivo mais adequado à operação mi-

neira deverá levar em consideração os custos econômicos envolvidos na operação, 

assim como a consequência econômica de uma fragmentação mais eficiente em 

mina. 

Adicionalmente, a fim de melhor compreender como determinadas proprie-

dades das detonações variam em função da dureza da rocha, realizaram-se uma 

série de simulações para distintas configurações de durezas e explosivos. Para 

tanto, fez-se variar os módulos de elasticidade 𝐸𝑟 (5GPa – 155GPa), mantendo-se 

constantes a densidade 𝜌𝑟 = 2700 kg/m3 e o coeficiente de Poisson 𝑣𝑟 = 0,25. Ao 

assumir meios elásticos isotrópicos, pôde-se estimar as velocidades acústicas 𝐶𝑜 do 

meio através da equação 

𝐶𝑜
2 =

𝐸𝑟(1 − 𝑣𝑟)

𝜌𝑟(1 + 𝑣𝑟)(1 − 2𝑣𝑟)
 

 

Para cada grau de confinamento estabelecido, simularam-se tanto o ANFO como a 

EM120D detonando em um diâmetro de 152mm, distribuídos em uma malha de 

perfuração de 5,4m por 6,2m. 

 
(a) (b) 

  
Figura 52: Comportamento da pressão de corte (a) e volume de expansão (b) em 

função da dureza do material de confinamento e tipo de explosivo. 

 

A Figura 52 apresenta como a pressão de corte e o volume de expansão cor-

respondente se comportam à medida em que a resistência da rocha aumenta. Em-

bora as pressões resultantes do processo de expansão adiabática – quando estas 

chegam à face livre do afastamento – tendem a aumentar com a dureza do material 

confinante, a capacidade de expansão volumétrica se reduz significativamente. Tal 

como observado por Lownds (1991), o rango de materiais com durezas médias 
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apresenta uma pressão de corte que se corresponde aproximadamente ao conven-

cionalmente aceitado, de 100 MPa. 

Quanto à partição energética dos explosivos estudados (ver Figura 53), tal 

como esperado, observa-se que a emulsão EM120D é capaz de prover uma maior 

parcela de energia em forma de choque que o ANFO. Por outro lado, o ANFO su-

pera a EM120D quando se trata de prover energia durante a expansão adiabática 

dos gases de detonação. Essa variabilidade, entretanto, permite constatar que a 

EM120D entrega uma energia efetiva mais constante ao longo de várias durezas, 

tanto em rochas de baixa como de alta resistência. O mesmo não se observa para o 

caso do ANFO, o qual apresenta um pico de energia efetiva na região de média-

baixa dureza.  

 
(a) EM120D (b) ANFO 

  
 

Figura 53: Estados energéticos correspondentes à EM120D (a) e ao ANFO (b) em 

função da dureza do material de confinamento. 

 

O pico de energia efetiva do ANFO na região de média-baixa dureza levantou 

a suspeita de que o efeito supersônico ou subsônico das condições de acoplamento 

explosivo-rocha pudesse afetar a conformação das energias resultantes da detona-

ção e processo de expansão adiabática. Logo, ao comparar a repartição de energias 

em função 𝐷/𝐶𝑜, observou-se que o pico de energia efetiva (Figura 55) do ANFO 

corresponde justamente à região transônica de detonação, 𝐷/𝐶𝑜~1, ou seja, aquela 

em que a velocidade de detonação 𝐷 e velocidade acústica do meio 𝐶𝑜 são muito 

próximas. A EM120D também apresenta um pico de energia efetiva próximo ao 

estado transônico, embora com uma menor intensidade quando comparada ao 

ANFO, justificando a maior uniformidade de energia efetiva em várias condições 

de confinamento. Essas diferenças parecem se justificar majoritariamente em fun-

ção da parcela de energia associada à expansão adiabática do gases de detonação, 

tal como se pode observar na Figura 54, uma vez que as energias de choque apre-

sentam – para ambos explosivos – um comportamento crescente em função de 

𝐷/𝐶𝑜. 
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(a) (b) 

  
 

Figura 54: Variação da energia de choque (a) e heave (b) em função da razão entre 

a velocidade de detonação D e velocidade acústica Co do meio confinante. 

 

 
Figura 55: Energia efetiva resultantes do ANFO e 

EM120D em função da razão entre a velocidade de detona-

ção D e velocidade acústica Co do meio confinante. 
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Parte V – Conclusões e Trabalhos Futuros 
 

 

10 Conclusões 
 

 

As diferentes características energéticas envolvidas no processo de detonação e ex-

pansão isentrópica de explosivos não-ideais, e sua interação com o meio circun-

dante, apresentam profundas implicações nas fenomenologias associadas aos des-

montes de rochas por explosivos. Uma vez que um dos requerimentos mais impor-

tantes na optimização dos processos mineiros, ou partes dos mesmos, é a habilidade 

de prever ou modelar os fenômenos envolvidos (Couceiro, et al., 2018), põe-se de 

manifesto a importância de se obter uma quantificação realista das propriedades 

resultantes do processo de detonação. Com este propósito, foram desenvolvidos e 

implementados uma série de modelos capazes de dimensionar o estado de detona-

ção de um dado explosivo, abrangendo sua descrição termodinâmica ideal, através 

do código ATLAS-DET, e o seu estado de detonação não-ideal, através do modelo 

Q1D EA. 

O código ATLAS-DET incorpora um método de cálculo termodinâmico ideal 

dos estados de detonação Chapman-Jouguet, especificamente para as equações de 

estado BKW e JCZ. Baseando-se nos trabalhos desenvolvidos por Mader (1967, 

1979, 1998, 2008), Sanchidrián (1986), Lopez (2003) e Borg et al. (1995), o código 

ATLAS-DET logrou obter resultados satisfatórios na maioria dos exemplos anali-

sados. Os resultados obtidos foram contrastados com resultados experimentais e 

oriundos de outros códigos termodinâmicos para um amplo rango de explosivos, 

incluindo altos explosivos (RDX, PETN, TNT, NG, entre outros) e aqueles de uso 

mais comum na indústria dos explosivos civis, como o ANFO e Emulsões. As ex-

pansões isentrópicas obtidas também concordaram de forma satisfatória com as 

apresentadas por outros códigos. Em geral, as pequenas diferenças observadas en-

tre os parâmetros que descrevem o estado de detonação CJ, incluindo a composição 

de equilíbrio correspondente, foram provavelmente devidos às diferenças entre às 

origens das funções termodinâmicas fundamentais, estratégia de cálculo e o mé-

todo de minimização não-linear adotado. 

 Por outro lado, os resultados ditos ideais apenas caracterizam o estado de 

desempenho máximo do explosivo, não correspondendo à realidade da maioria dos 

explosivos heterogêneos, normalmente empregados na indústria mineira. Assim, 

no campo das detonações não-ideais, o modelo Q1D EA desenvolveu-se ao combinar 
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a solução axial Q1D (Sharpe & Braithwaite, 2005) com uma função de forma elip-

soidal da frente de choque. Esta extensão multidimensional permitiu, para uma 

dada cinética de reação, à associação das velocidades de detonação aos seus respec-

tivos diâmetros de carga sem a necessidade de expressões empíricas. Como resul-

tado, permitiu-se a obtenção de excelentes resultados quanto a descrição dos con-

tornos da DDZ e sua consequente relação com as curvas do efeito-diâmetro dos 

explosivos. 

 O modelo Q1D EA foi validado e contrastado com dados experimentais e re-

sultados de diversos modelos de detonação não-ideal, tais como o modelo multidi-

mensional SSA (straight streamline approach), Q1D DSD (detonation shock dyna-

mics), simulações numéricas diretas (DNS), DeNE (detonics of non-ideal explosi-

ves), entre outros. Dado seu surpreendente alcance multidimensional, associada a 

um atrativo custo computacional, o modelo Q1D EA apresentou uma ótima capaci-

dade de calibração dos parâmetros que descrevem a cinética de reação do explosivo. 

Dado que para uma certa velocidade de detonação, o modelo Q1D EA necessita 

solucionar o sistema de equações diferenciais apenas uma única vez, o custo com-

putacional durante o processo de ajuste não-linear, realizado sobre um jogo de da-

dos experimentais não-confinados, se reduz consideravelmente. No caso do modelo 

SSA, por exemplo, para se obter uma boa convergência numérica, necessita-se o 

emprego de dezenas ou centenas de linhas de fluxo ao longo da dimensão radial da 

carga, o que quer dizer que a solução do sistema de equações diferenciais deve ser 

realizada em cada uma destas linhas de fluxo, aumentando consideravelmente o 

custo computacional, quando comparada ao modelo Q1D EA.  

A extensão do modelo Q1D EA para os casos confinados também obteve sa-

tisfatórios resultados. Diferentemente de outros modelos, como o SSA ou o Q1D 

DSD, que se baseiam na teoria do choque polarizado para determinar as condições 

de contorno no limite da carga e material confinante, o modelo Q1D EA se baseia 

nas impedâncias entre os materiais envolvidos. Ademais de incorporar o efeito da 

espessura do material confinante, tem-se em conta efeitos associados ao tipo de 

acople, seja ele supersônico ou subsônico. No caso em que a velocidade acústica do 

material inerte é superior a velocidade de detonação do explosivo, o modelo Q1D 

EA assume um aumento artificial da impedância do material confinante imediata-

mente à frente da onda de choque. Ainda que simplista, o modelo de confinamento 

permitiu reproduzir satisfatoriamente o comportamento das velocidades de deto-

nação em função da espessura do material confinante, assim como a reprodução 

dos lócus de choque, contrastadas com medições experimentais, de uma emulsão 

confinada em concreto.  

O modelo Q1D EA foi aplicado para diversos explosivos e configurações de 

confinamento. Uma série de dados experimentais de velocidades de detonação me-

didas em furos confinados em maciços rochosos em escala real foram usados para 

contrastar a capacidade preditiva do modelo Q1D EA. Em geral, os resultados de 

todos os exemplos estudados demostraram a ótima capacidade do modelo para mo-

delar os estados de detonação não-ideais. Como consequência, a expansão isentró-

pica dos produtos de detonação, quando submetidos a um certo grau de confina-

mento, permitem a obtenção das propriedades energéticas do explosivo. Tanto as 

energias de choque como as energias de movimento, ou a energia efetiva, podem 

ser avaliadas.  
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As possíveis implicações fenomenológicas da repartição energética resul-

tante do modelo foram discutidas. O potencial impacto no desempenho de explosi-

vos como o ANFO ou a Emulsão foram apresentadas em casos de confinamento 

brando, médio ou forte. Como resultado, diversos comportamentos de cunho prá-

tico, normalmente observados em desmontes de rocha, puderam ser esclarecidos 

em base à repartição energética entre choque e movimento. Em geral, explosivos 

de baixa densidade permitem desenvolver maiores energias em grandes expansões 

volumétricas, ao contrário daqueles com alta densidade, que desenvolvem grandes 

porções de energia de choque, extremamente necessários para produzir uma rede 

de fraturamento em rochas de maior grau de resistência. Observou-se, ademais, 

que a energia efetiva desenvolvida é potencialmente máxima quando o acople entre 

explosivo-material confinante se aproxima do caso transônico. Aparentemente, ex-

plosivos de baixa densidade, como o ANFO, apresentam variações mais intensas 

nos valores da energia efetiva quando se aproximam ou se afastam do caso transô-

nico. As variações em explosivos de alta densidade, por outro lado, são menos evi-

dentes, derivando em um aporte energético mais constante. 

 Portanto, este trabalho aporta um atrativo modelo de detonação não-ideal, o 

Q1D EA, capaz de representar de forma satisfatória uma grande variedade de ex-

plosivos não-ideais em distintos tipos e configurações de confinamento. Ainda que 

sujeito a melhorias, acredita-se que o modelo Q1D EA responde satisfatoriamente, 

desde um ponto de vista prático, às duas perguntas realizadas na introdução desta 

tese: (1) sobre como o explosivo influi no confinamento; e (2) como o confinamento 

influi no explosivo. 

 

 

11 Trabalhos futuros 
 

 

O método de optimização empregado para o cálculo do equilíbrio químico no código 

ATLAS-DET mostrou-se especialmente sensível à solução inicial usada para ini-

ciar a resolução do problema. Neste sentido, um estudo mais detalhado quanto a 

seleção da solução inicial do processo de cálculo deverá ser desenvolvida e estu-

dada, com o fim de incrementar as chances de se conseguir um mínimo global da 

energia livre. Adicionalmente, pretende-se implementar equações de estado teori-

camente mais robustas, como a WCA (Weeks-Chandler-Anderson), cuja fundamen-

tação na estatística mecânica, baseadas em esferas pesadas ou variacionais, não 

necessitam de fatores ou parâmetros de ajuste empíricos, dependendo inteira-

mente dos potenciais intermoleculares dos produtos de detonação, permitindo ob-

ter resultados mais precisos nos cálculos termodinâmicos ideais. 

Por outro lado, o modelo não-ideal de detonação desenvolvido neste trabalho, 

Q1D EA, o qual se baseia nas equações de fluxos reativos unidimensionais combi-

nadas com uma função de choque elipsoidal, não esgota as fronteiras do campo de 

investigação. Como consequência, identificam-se futuras linhas de trabalho para o 

contínuo desenvolvimento do modelo Q1D EA. Inicialmente, existe o interesse em 

conhecer o comportamento do modelo para equações de estado e cinéticas de rea-

ções distintas daquelas usadas neste trabalho. Ainda assim, o modelo Q1D EA 

ainda não é capaz de determinar as propriedades dos fluxos reativos em qualquer 
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ponto da DDZ. O atual modelo, apenas descreve o fluxo ao longo do eixo da carga e 

ao longo da frente de choque. Entretanto, é perfeitamente possível estender o mo-

delo Q1D EA a fim de determinar as propriedades ao longo da DDZ através das 

semelhanças espaciais do problema. Uma vez que se conhece a forma da DDZ, ade-

mais das propriedades ao longo do choque, se buscaria solucionar um sistema de 

equações, definidas ao longo das direções normais ao longo da frente de choque, 

assumindo que as isolinhas de λ são aproximadamente paralelas a estas.  

Outro campo de investigação futura se centra nas detonações confinadas. 

Ainda que o modelo é capaz de indicar importantes consequências energéticas em 

base à expansão das curvas de Taylor, um modelo de expansão isentrópica reativa, 

onde o coeficiente gama não se mantenha constante, aportaria uma descrição mais 

realista das curvas isentrópicas não-ideais. Ademais, melhoras quanto à função de 

espessura, principalmente nos casos de acople supersônico, são desejadas. Final-

mente, o conceito da máxima energia efetiva, o qual indica que a capacidade de 

realizar trabalho é máxima quando o acople é transônico, merece um estudo mais 

aprofundado, uma vez que aponta, potencialmente, a um estado de acoplamento de 

máxima eficiência energética em desmontes de rocha. 
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A. Método do Ponto Interior 
 

Ante um problema de otimização não-linear com restrições do tipo 

min
𝑥
𝑓(𝑥)  𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎 𝑔(𝑥) ≤ 0 𝑒 ℎ(𝑥) = 0 (A.1) 

onde 𝑔 e ℎ são funções vetoriais que representam respectivamente todas as restri-

ções de desigualdades e igualdades, a condição de otimalidade de primeira-ordem 

se vê baseada na condição de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). As condições KKT são 

necessárias para que a solução de um problema de programação não-linear seja 

ótima, dado que ela deve satisfazer determinadas condições de regularidade. 

O processo de minimização realizado com o método do ponto interior em pro-

blemas com restrições se resume a resolver uma sequência de aproximações de 

problemas de minimização. O algoritmo usado pela função fmincon de MATLAB é 

essencialmente um método de barreira, no qual os subproblemas são resolvidos de 

forma aproximada por interações sucessivas. Para cada parâmetro de barreia μ > 

0, o problema aproximado a ser minimizado é escrito da seguinte forma: 

min
𝑥,𝑠

𝑓𝜇(𝑥, 𝑠) =  min
𝑥,𝑠

𝑓(𝑥) − 𝜇∑ln(𝑠𝑖)

𝑖

 (A.2) 

 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎   ℎ(𝑥) = 0 

 𝑔(𝑥) + 𝑠 = 0 

 

A ideia fundamental do método é transformar o problema original em um 

problema aproximado mais simples de se resolver por se tratar de uma sequência 

de problemas com restrições de igualdade, ao invés de resolver um problema origi-

nal com restrições de desigualdade. Assim, dada a construção do problema aproxi-

mado, deve existir tantas variáveis de folga 𝑠𝑖 quanto restrições de desigualdades 

𝑔. Por outro lado, devido a que tais variáveis de folga aparecem na forma de loga-

ritmos, 𝑠𝑖 devem ser positivas para que ln(𝑠𝑖) sejam reais. Quando o parâmetro de 

barreia 𝜇 decresce a zero, o mínimo 𝑓𝜇 deve se aproximar do mínimo de 𝑓. Desta 

forma, o termo logaritmo adicionado funciona como uma espécie de barreia, sendo 

chamada, pois, de Função de Barreira. 

A fim de resolver o problema em questão, estabelece-se critérios para definir 

um dos dois passos aplicáveis a cada interação. A primeira tentativa é o passo di-

reto em (𝑥, 𝑠). Este passo tenta resolver as equações estabelecidas pelas condições 

KKT, através de uma aproximação linear. Se não houver sucesso, por exemplo 

quando a aproximação do problema não é localmente convexa próximo da interação 

atual, passa-se o Passo do Gradiente Conjugado, usando a região factível. 

Uma função de mérito é estabelecida com o objetivo de forçar a solução a 

uma direção factível. Em cada interação, o algoritmo decresce a seguinte função 
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𝑓𝜇(𝑥, 𝑠) + 𝑣 ‖
ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥) + 𝑠
‖ (A.3) 

O parâmetro 𝑣 pode se incrementar com o número de interações. Tal função 

funciona como o parâmetro de avaliação do passo em análise. Se algum passo ten-

tativo não decresce a função de mérito, o algoritmo rejeita tal passo e realiza um 

novo passo tentativo. 

Como resultado da tentativa de resolução das condições KKT, que usam a 

função lagrangiano auxiliar: 

𝐿(𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥) +∑𝜆𝑔,𝑖 𝑔𝑖(𝑥) +∑𝜆ℎ,𝑖 ℎ𝑖(𝑥) (A.4) 

onde 𝜆 é o vetor dos multiplicadores de Lagrange, que é a concatenização dos veto-

res 𝜆𝑔 e 𝜆ℎ. Sua longitude é igual à número de restrições. Sendo as condições KKT: 

∇𝑥𝐿(𝑥, 𝜆) = 0 

 
𝜆𝑔,𝑖𝑔𝑖(𝑥) = 0     ∀𝑖, 

(A.5) 

Sujeita a 

{

𝑔(𝑥) ≤ 0

ℎ(𝑥) = 0
  𝜆𝑔,𝑖 ≥ 0

 (A.6) 

Usando o método de Lagrangiano linearizado, a seguinte equação para o 

passo direto (Δx, Δs) é estabelecida: 

 

[
 
 
 
 
 
𝐻 0 𝐽ℎ

𝑇 𝐽𝑔
𝑇

0 𝑆Λ 0 −𝑆

𝐽ℎ 0 𝐼 0

𝐽𝑔 −𝑆 0 𝐼 ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
∆𝑥

∆𝑠

−∆𝑦

−∆𝜆]
 
 
 
 

= −

[
 
 
 
 
 
∇𝑓 − 𝐽ℎ

𝑇𝑦 − 𝐽𝑔
𝑇𝜆

𝑆𝜆 − 𝜇𝑒

ℎ

𝑔 + 𝑠 ]
 
 
 
 
 

 

 

onde 𝐽𝑔 e 𝐽ℎ são os Jacobianos da restrições 𝑔 e ℎ, respectivamente; 𝑆 é a diag(s); 

Λ é o diag(𝜆); 𝜆 é o vetor multiplicador de Lagrange com as restrições de 𝑔; 𝑦 é o 

vetor multiplicador de Lagrange com as restrições de ℎ; 𝑒 é um vetor unitário, con-

formado de 1, com o mesmo tamanho de 𝑔; 𝐻 é o Hessiano do Lagrangiano de 𝑓𝜇: 

𝐻 = ∇2𝑓(𝑥) +∑𝜆𝑖
𝑖

∇2𝑔𝑖(𝑥) +∑𝜆𝑗∇
2ℎ𝑗(𝑥)

𝑗

 (A.7) 

A resolução em (Δx, Δs) se realiza através do método de fatoração LDL. Um 

dos resultados dessa fatoração é a determinação se o Hessiano projetado é definida 

positiva ou não; em caso negativo, o algoritmo segue com o passo do gradiente con-

jugado. Neste caso, ajustar-se-á ambos 𝑥 e 𝑠, mantendo as variáveis de folga 𝑠 po-

sitivas. A aproximação consiste, então, em minimizar a aproximação quadrática do 
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problema aproximado na região de soluções viáveis, sujeitas a restrições lineariza-

das. 

Especificamente, denota-se 𝑅 como o raio da região de soluções viáveis, dei-

xando as outras variáveis definidas como no passo direto. Logo, o processo de cál-

culo consiste em obter os multiplicadores de Lagrange através da resolução das 

equações KKT 

∇𝑥𝐿 = ∇𝑥𝑓(𝑥) +∑𝜆𝑖
𝑖

∇𝑔𝑖(𝑥) +∑𝑦𝑗∇ℎ𝑗(𝑥)

𝑗

= 0 (A.8) 

no sentido dos mínimos quadradas, sujeito a que Λ seja positiva. Assim, se tomará 

um passo (Δx, Δs) para resolver 

min
∆𝑥,∆𝑠

∇𝑓𝑇∆𝑥 +
1

2
∆𝑥𝑇∇𝑥𝑥

2 𝐿∆𝑥 + 𝜇𝑒𝑇𝑆−1∆𝑠 +
1

2
∆𝑠𝑇𝑆−1Λ∆𝑠 (A.9) 

sujeita às restrições linearizadas 

 
𝑔(𝑥) + 𝐽𝑔∆𝑥 + ∆𝑠 = 0 

 
ℎ(𝑥) + 𝐽ℎ∆𝑥 = 0 

 

Aqui, 𝑆−1Λ é uma matriz 𝑚 ×𝑚 diagonal definida positiva que representa 

tanto a Hessiana do Lagrangiano com respeito a 𝑠 quanto uma aproximação dela. 

A escolha de forma desta matriz é de extrema importância, uma vez que ela deter-

mina se as interações terão características do tipo primal ou primal-dual. No pre-

sente trabalho, a forma da matriz adotada é  𝑆−1Λ, sendo, pois, do tipo primal-dual. 
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B. Cálculo da Energia Interna 
 

Os desenvolvimentos derivados nesta sessão se baseiam nos trabalhos de Sanchi-

drián (1986), que por sua vez se baseou em material desenvolvido por Aguilar (tra-

balho não publicado sobre cálculos termodinâmicos).  

Em uma combinação gasosa, tendo em conta a primeira e segunda lei da 

termodinâmica, temos a seguinte relação: 

𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝐸 + 𝑃𝑑𝑣 (B.10) 

Por um lado, podemos expandir esta equação ao escrever a energia interna, 

𝐸, em função de 𝑣 e 𝑇: 𝐸 = 𝐸(𝑣, 𝑇), que ao diferenciar, chegamos 

𝑑𝐸 = (
𝜕𝐸

𝜕𝑣
)
𝑇
𝑑𝑣 + (

𝜕𝐸

𝜕𝑇
)
𝑣
𝑑𝑇 (B.11) 

outrossim, derivando (B.10) a temperatura constante, podemos escrever que 

𝑇 (
𝜕𝑆

𝜕𝑣
)
𝑇
= (

𝜕𝐸

𝜕𝑣
)
𝑣
+ 𝑃 (B.12) 

Trabalhando as equações (B.11) e (B.12), e tendo em conta que, por definição, a 

derivada da energia interna em relação ao volume específico ou molar é igual ao 

calor específico ou molar a volume constante, (𝜕𝐸/𝜕𝑣)𝑣 = 𝑐𝑣, podemos escrever que 

𝑑𝐸 = [𝑇 (
𝜕𝑆

𝜕𝑣
)
𝑇
− 𝑃] 𝑑𝑣 + 𝑐𝑣𝑑𝑇 (B.13) 

Segundo as fórmulas de Maxwell, a derivada da entropia em relação ao vo-

lume a temperatura constante é equivalente a derivada da pressão em relação à 

temperatura a volume constante. Assim que: 

(
𝜕𝑆

𝜕𝑣
)
𝑇
= (

𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣
 (B.14) 

Por tanto 

𝑑𝐸 = [𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣
− 𝑃] 𝑑𝑣 + 𝑐𝑣𝑑𝑇 (B.15) 

Durante o cálculo termodinâmico de um explosivo, será necessário expressar 

a energia interna em função da temperatura. Logo, fazendo 𝑑𝑇 = 0 

𝑑𝐸 = [𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣
− 𝑃] 𝑑𝑣 (B.16) 

A estratégia usada para realizar a integral da equação (B.15) se baseia em 

integrar desde um estado em que a energia interna seja igual a energia interna do 

gás considerado ideal, 𝑣∗, e outro estado qualquer 
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𝐸 − 𝐸∗ = ∫ [𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣
− 𝑃] 𝑑𝑣

𝑣

𝑣∗
 (B.17) 

Temos, ademais, que no estado *, onde o gás se comporta de forma ideal, 

𝑣∗ → ∞, logo temos que 𝐸∗ = 𝐸𝑜 

𝐸 = 𝐸𝑜 +∫ [𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣
− 𝑃] 𝑑𝑣

𝑣

∞

 (B.18) 

A detonação de um explosivo gera uma grande quantidade de distintos pro-

dutos de detonação, majoritariamente gasosos (com alguns produtos condensados). 

Dada tal condição físico-química, se necessita expandir a equação da energia para 

uma combinação de produtos. Assim, se a mistura contém 𝑛𝑖 moles de cada produto 

gasoso, podemos escrever que 

𝐸𝑜 =∑𝑛𝑖𝐸𝑖
𝑜

𝑁𝑔

𝑖=1

=∑𝑛𝑖 (𝐻𝑖
𝑜 −

𝑃𝑖𝑣

𝑛𝑖
)

𝑁𝑔

𝑖=1

=∑𝑛𝑖(𝐻𝑖
𝑜 − 𝑅𝑇)

𝑁𝑔

𝑖=1

 (B.19) 

onde 𝑁𝑔 é o número de produtos gasosos, 𝑛𝑖é a composição de equilíbrio dos produ-

tos de detonação referente ao produto 𝑖; 𝐸𝑖
𝑜, 𝐻𝑖

𝑜 e 𝑃𝑖 são a energia interna, entalpia 

e pressão do produto 𝑖; 𝑅 é constante universal dos gases ideais; e 𝑇 é a tempera-

tura. Logo, a energia interna é, realizando uma mudança de variável do volume 

específico 𝑣 para volume molar 𝑣𝑔, a seguinte 

𝑣𝑔 =
𝑣

𝑛𝑔
 (B.20) 

Logo, chegamos a 

𝐸 =∑𝑛𝑖𝐻𝑖
𝑜 − 𝑛𝑔𝑅𝑇

𝑁𝑔

𝑖=1

+ 𝑛𝑔∫ [𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

− 𝑃] 𝑑𝑣𝑔

𝑣𝑔

∞

 (B.21) 

A expressão definida pela integral será dependente da equação de estado 

aplicada ao processo de cálculo termodinâmico. Em efeito, tal termo é chamado de 

termo de imperfeição: 

𝐸𝑖𝑚𝑝 = 𝑛𝑔∫ [𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣𝑔

− 𝑃]𝑑𝑣𝑔

𝑣𝑔

∞

 (B.22) 
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