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NUMERICAL SOLUTION OF FIRST KIND SINGULAR INTEGRAL EQUATION  
WITH HILBERT-TYPE MULTIPLE INTEGRAL 

In the paper a first kind singular integral equation containing a Hilbert-type double integral over the domain [0,2 ] [0,2 ]π π×  is studied. The nec-
essary conditions providing solvability of this equation are given. The equation studied is discretized under additional assumptions by the 
method of discrete singularities. The unique solvability of the discrete problem obtained is proved. The speed of convergence of the solution of 
the discrete problem to the exact solution of the initial singular integral equation is estimated. 
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Т. С. ПОЛЯНСЬКА, О. О. НАБОКА 
ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ СИНГУЛЯРНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ ПЕРШОГО РОДУ  
З КРАТНИМ ІНТЕГРАЛОМ ТИПУ ГІЛЬБЕРТА 

Досліджено сингулярне інтегральне рівняння першого роду з подвійним інтегралом типу Гільберта, у випадку, коли областю інтегру-
вання є добуток [0,2 ] [0,2 ]π π× . Наведено необхідні умови, за яких це рівняння має розв’язок. Проведено дискретизацію рівняння, що 

вивчається, за додаткових умов на основі метода дискретних особливостей. Доведена однозначна розв’язність дискретної задачі і дана 
оцінка скорості збіжності розв’язку цієї задачі до точного розв’язку заданого сингулярного інтегрального рівняння. 

Ключові слова: сингулярне інтегральне рівняння, метод дискретних особливостей. 

Т. С. ПОЛЯНСКАЯ, Е. А. НАБОКА 
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО РОДА  
С КРАТНЫМ ИНТЕГРАЛОМ ТИПА ГИЛЬБЕРТА 

Рассмотрено сингулярное интегральное уравнение первого рода с двукратным интегралом типа Гильберта, когда область интегрирова-
ния является произведением [0,2 ] [0,2 ]π π× . Приведены необходимые условия разрешимости этого уравнения. Проведена дискретиза-

ция рассматриваемого уравнения с дополнительными условиями на основе метода дискретных особенностей. Доказана однозначная 
разрешимость дискретной задачи и дана оценка скорости сходимости решения этой задачи к точному решению заданного сингулярно-
го интегрального уравнения. 

Ключевые слова: сингулярное интегральное уравнение, метод дискретных особенностей. 

Introduction.  It is shown in [1], that the problem of a flow over a rectangular wing can be reduced to a singu-
lar integral equation containing a double singular integral. Thus studying such equations is of importance for appli-
cations. In the present paper a first kind singular integral equation with a double Hilbert-type integral is solved by 
the numerical method of discrete singularities. 

 

Problem setting. We are looking for the solution ( )1 2,u ϕ ϕ  to the following singular integral equation (SIE): 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2
0 0 0 0

1 1
ctg ctg , , , , , , ,

2 22 2
u d d K u d d g

π π π πϕ θ ϕ θ ϕ ϕ ϕ ϕ θ θ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ θ θ
π π

− −
+ =∫ ∫ ∫ ∫    (1) 

where ( )1 2 1 2, , ,K θ θ ϕ ϕ  and ( )1 2,g θ θ  are 2π  – periodic functions belonging to the functional class ,Cµ γ  in each vari-

able uniformly with respect to the other variables. Here ,Cµ γ  stands for the class of µ  times differentiable functions 

such that their µ − th derivatives satisfy the Hilbert condition with the exponent ( )  0 1 .γ γ< ≤  

We introduce the operators: 

( ) ( ) ( )
2

0

1
Γ ctg ,

2 2
u u d

π

ϕ
ϕ θθ ϕ ϕ

π
−= ∫  

where the integral should be understood in the sense of the Cauchy principal value and 

( )( )
( )

( ) ( )
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22
0 0

1
, , , , , .

2
Ku K u d d

π π
θ θ θ θ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

π
= ∫ ∫  

Using the operators introduced above equation (1) admits the following representation: 

( )( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2Γ Γ , , .K u gϕ ϕ θ θ θ θ+ =                                                            (2) 

We introduce two regularization functions for equation (2): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 1 2
0

1
Γ , , ,    , 1, 2,   ,

2ss s r sh Ku g d r s r s
π

θϕ θ θ θ θ θ ϕ
π

  = − = ≠   
  

∫  
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and a regularization constant: 

( )
( )( ) ( )

2 2

1 2 1 2 1 22
0 0

1
, , .

2
h Ku g d d

π π
θ θ θ θ θ θ

π
= − −  ∫ ∫  

The regularization functions satisfy the additional conditions: 

( )
2

0

1
0,   1, 2.

2 s s sh d s
π

ϕ ϕ
π

= =∫  

In case ( )1 2 ,u ϕ ϕ  is a solution to SIE (2), the following conditions hold along this solution: ( ) 0, 1, 2, s sh sϕ ≡ =  

0h = , which are the necessary conditions providing solvability of equation (2). Nevertheless, the numerical method can 
be applied for solving equation (2) only if stricter conditions are imposed. Namely, in what follows we assume that  

( ) ( )
2 2

1 2 1 2 1 2
0 0

, , , 0,   1, 2,     , 0,   1, 2.s sK d s g d s
π π

θ θ ϕ ϕ θ θ θ θ≡ = ≡ =∫ ∫  

The operator Γϕ  satisfies the following property (see [3]): Γ : 1 0ϕ → , which implies that 

( )
1 2 1 2

  Γ Γ  : 1 0;       Γ Γ :  0,   1, 2.sx sϕ ϕ ϕ ϕ ϕ→ → =  

In view of this remark, following the ideas of [1], we conclude that to ensure the unique solvability of the standard equa-
tion  

( )( ) ( )
1 2 1 2 1 2 Γ Γ , ,u gϕ ϕ θ θ θ θ=  

the following conditions are required:  

( ) ( ) ( )

( )
( )

2

1 2
0
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1 2 1 22
0 0

1
, , , 1, 2,

2

1
, ,

2

s r s s su d C r s

u d d C

π

ϕ

π π

ϕ ϕ ϕ θ θ
π

ϕ ϕ ϕ ϕ
π

 
Γ = = 

  

 =


∫

∫ ∫

                                             (3) 

where C  is a known constant, ( ) , ,   1, 2s sC C sµ γθ ∈ =  are known 2π − periodic function satisfying equalities: 

( )
2

0

1
0, 1, 2.

2 s s sC d s
π

θ θ
π

= =∫                                                                (4) 

If all the above assumptions hold, then the unique solution to the standard equation is given by the function: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 2 1 21 2 1 2 1 1 2 2 , Γ Γ , Γ Γ  u g C C Cθ θ θ θϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − − + . 

Henceforth we assume that SIE (2) admits the unique solution ( )1 2,u ϕ ϕ  satisfying additional conditions (3). 
 

Regularization and discretization of given equation. Let ( ) ,  0,2n
k k nϕ =  be the points of the unit circle centered 

at the origin dividing this circle into 2 1 n+  equal arcs, and the points ( )
0
n
jϕ  be the centers of the corresponding arcs 

( ) ( )
1  ,   0,2n n

j j j nϕ ϕ + = , ( ) ( )( )2 1 0
n n
nϕ ϕ+ = .  

We introduce the notations for two trigonometric interpolation polynomials: 

( )( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
2

1

0

2 1
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1 2
,

12 1
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2

n
n k

n
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k

n

P f f
n

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ=

+ −  =
+  −  

∑  

and 

( )( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
02

2
0

0
0
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sin

1 2
.

12 1
sin

2

n
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n
n j
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j

n

P f f
n

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ=

+ −  =
+  −  

∑  

According to the method of discrete singularities, the solution ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
1 1 2 2

1 1
1 2 1 2 1 2, , ,   ,n nn nu P P u n n nϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ≡ =  to 

problem (2), (3) approximating the exact solution ( )1 2 ,u ϕ ϕ  to initial problem (1) is found by solving the following 

SIE: 
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( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
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2
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1 2 1 2
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s
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=

+ + + =∑                              (5) 

supplemented by the conditions: 

( ) ( ) ( )( ) ( )
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∫

∫ ∫

∫

                          (6) 

Here ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,n n n n nK P P P P Kθ θ ϕ ϕθ θ ϕ ϕ θ θ ϕ ϕ= ; ( ) ,  1, 2 sn sh sϕ =  and   nh  are accordingly the 

regularization functions and regularization constant for the following SIE: 

( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2 2

2 2
Γ Γ ;n n n nK u P P gϕ ϕ θ θ+ =   ( )( )( )

2
2

0

1
,   1, 2

2s sC n s s snh P C d s
π

θ θ
π

= =∫  

are regularization corrections which are due to the fact that in general ( )( )( )2 ,   1, 2, 
s s snP C sθ =  do not satisfy conditions 

(4). 

Considering system of equations (5), (6) at the points ( )
0  ,  0,2 ,   1, 2s

s

n
s s sj j n sθ ϕ= = =  and computing the integrals 

using quadrature formulas (see [3]), we arrive at the following system of linear algebraic equations (SLAE) with respect 

to the variables ( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 2
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s s
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∑∑

∑∑

∑

                  (7) 

In (7) ( ) ( )( )1 2

1 2
, ,   0,2 ,   1, 2n n

n s si iu i n sϕ ϕ = =  stand for the values of the unknown function ( )1 2,  nu ϕ ϕ  at the interpola-

tion nodes. In case these values are known, then 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 2
1 2 1 2

1 2

1 2
1 21 2

1 2

1 2
2
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1 2 0 0
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2 1 2 1
sin sin

1 2 2
, .

1 12 1 2 1
sin sin
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n n
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i i

n
i

n n

u
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u

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

= =

+ +   − −   
   

+ +    − −   

=

  

∑ ∑  

We note that the regularization unknowns ( )( ),   1, 2;   ;   ,   0,2 ,   1,2s
s s

n
C n n sn s sih s h h i n sϕ= = =  were introduced by 

I. K. Lifanov, [4]. Apparently the number of equations in SLAE (7) equals the number of its unknowns. 
SLAE (7) admits a unique solution if and only if problem (5), (6) does. 

 

Proof of solvability. In order to prove the unique solvability of problem (5), (6) we consider an equivalent problem 
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with homogeneous additional conditions. After introducing a new unknown function ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , ,v u yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + , 

where 

( ) ( )( )
2

1 2
1

, Γ ,
s s s

s

y C Cθϕ ϕ ϕ
=

= −∑  

equation (2) and conditions (3) become respectively: 

( )( )( ) ( )
1 2 1 2 1 2Γ Γ , ,K v fϕ ϕ θ θ θ θ+ =                                                            (8) 

and 

( ) ( )

( )
( )

2

1 2
0

2 2

1 2 1 22
0 0

1
Γ , 0,   , 1, 2,   ,

2

1
, 0,

2

s r sv d r s r s

v d d

π

ϕ

π π

ϕ ϕ ϕ θ
π

ϕ ϕ ϕ ϕ
π

 
= = ≠ 














 

=


∫

∫ ∫

                                           (9) 

where ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2, , , .  f g Kyθ θ θ θ θ θ= +  Apparently, for equation (8) the following conditions hold: 

( ) ( )
2 2

1 2 1 2 1 2
0 0

 , , , 0,   1, 2,      , 0,   1, 2.s sK d s f d s
π π

θ θ ϕ ϕ θ θ θ θ≡ = ≡ =∫ ∫                              (10) 

We introduce special functional spaces in which our operators are defined. Denote: 

[ ] [ ]
2
0,2 0,2  L π π×  – the Hilbert space of the functions of two variables with the scalar product defined by the formula: 

( )
[ ] [ ]

( ) ( )2
0,2 0,2

2 2

1 2 1 2 1 2
0 0

, , , ;
L

x y x y d d
π π

π π
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

×
= ∫ ∫  

[ ] [ ]
2,0
0,2 0,2

L π π× −  a subspace of [ ] [ ]
2
0,2 0,2  L π π×  consisting of the functions satisfying (9). 

In view of conditions (9), (10), equation (8) can be considered in the pair of spaces 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )2,0 2,0
0,2 0,2 0,2 0,2

 , ,L Lπ π π π× ×                                                                 (11) 

in which the operator 
1 2

Γ Γϕ ϕ  is continuously invertible. Then the assumption about the unique solvability of problem 

(2), (3) implies the continuous invertibility of the operator 
1 2

Γ Γ Kϕ ϕ +  in the pair of spaces (11). 

Consider ( ) [ ] [ ] ( )2
1 2 1 20,2 0,2, ,   , 1.w L eπ πθ θ θ θ×∈ ≡  Define the regularized function ( ) [ ] [ ]

2,0
1 2 0,2 0,2
,Rw L π πθ θ ×∈  by the 

relation: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
[ ] [ ]
2
0,2 0,2

22

1 2 1 2 1 2  2
, 1 0

1 1
, , Γ Γ , ,  

2 2
.

s r

R
s r r L

r s

r s

w w w d w e
π π

π

ψ θθ θ θ θ θ θ θ ψ θ
π π ×=

≠

    = + − −         
∑ ∫  

The approximate solution ( ) ( ) ( )( )( )
1 1 2 2

1 1
1 2 1 2, ,n nn nv P P vϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ≡  to problem (8), (9) is determined by the following 

SIE: 

( )( )( ) ( )
1 2 1 2 1 2, ,R R

n n nK v fϕ ϕ θ θ θ θΓ Γ + = ,                                                 (12) 

supplemented by the additional conditions: 

( ) ( )

( )
( )

2

1 2
0

2 2

1 2 1 22
0 0

1
Γ , 0,   , 1, 2,   ,

2

1
, 0.

2

s n r s

n

v d r s r s

v d d

π

ϕ

π π

ϕ ϕ ϕ θ
π

ϕ ϕ ϕ ϕ
π

 
= = ≠ 












=






∫

∫ ∫

                                        (13) 

In (12) ( )1 2,R
nf θ θ  is the regularization of the function ( )1 2,nf θ θ : 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 2 2

2
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2
1

, , , ,   , Γ ,
s sn n n n s sn n n

s

f P P g K y y P C Cθθ θθ θ θ θ θ θ ϕ ϕ ϕ
=

 = + = −
  ∑  

and the kernel ( )1 2 1 2, , ,nK θ θ ϕ ϕ  is  regularized in the variables 1 2,θ θ . 

Regularization in the left- and right-hand parts of equation (12) enables us to consider it in the pair of spaces (11), 
which implies that the necessary solvability conditions are satisfied. Moreover, regularization brings the regularization 
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variables about.  
If ( )1 2,nv ϕ ϕ  is the unique solution to problem (12), (13), then ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , ,n n nu v yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= −  is the unique 

solution to problem (5), (6), hence, SLAE (7) admits a unique solution. 
Regularizing equation (12) as defined above, we arrive at the equation equivalent to SIE (12): 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1 2 1 1 2 2

2
2 2

1 2 1 2
1

Γ Γ , Γ , ,
sn n sn s n n n

s

K v h h P P fϕ ϕ ϕ θ θθ θ θ θ θ
=

+ + + =∑  

where ( ) ,  1, 2sn sh sϕ =  and   nh  are respectively the regularization functions and regularization constant for the SIE 

( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2 2

2 2
Γ Γ n n n nK v P P fϕ ϕ θ θ+ = . 

Being invariant with respect to the change of the unknown function in the equation, they are the same as the regulariza-
tion functions and regularization constant for the SIE 

( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2 2

2 2
Γ Γ .n n n nK u P P gϕ ϕ θ θ+ =  

Let the space [ ] [ ]
0 2,0

0,2 0,2
Φ  n L π π×⊂  consist of trigonometric polynomials of order not greater than 1  n  in 1ϕ , and 2 n  

in 2ϕ , satisfying conditions (13). We consider equation (12) in the pair of spaces  

( )0 0, .n nΦ Φ                                                                                (14) 

We prove that equation (12) admits a unique solution in the pair of spaces (14) for { }1 2min ,n n n=  sufficiently 

large. 
By Jackson’s theorem and properties of interpolation polynomials, [5], it can be proved that for n µ>  the follow-

ing estimates hold (see, for example, [2]): 

( )
[ ] [ ]

( ) ( )
[ ] [ ]
22
0,2 0,20,2 0,2

,R
n n n n LL

K K v C K K v
π ππ π

ε
××

− ≤ ⋅ ⋅   where ( ) ( )n K n µ γε − −=O  for ,n → ∞  

 

[ ] [ ]
( ) ( )2

0,2 0,2

,R
n nL

f f D f f
π π

ω
×

− ≤ ⋅   where ( ) ( )n f n µ γω − −=O  for ,n → ∞  

( )C K  и ( )D f  are constants independent of n . 

The above estimates imply (see [6]), that there exists N µ>  such that for n N>  equation (12) admits a unique so-

lution ( )1 2,nv ϕ ϕ  in the pair of spaces (14), and if ( )1 2,v ϕ ϕ  is the solution to equation (8) in the pair of spaces (11), 

then  

[ ] [ ]
2
0,2 0,2

,n nL
v v

π π
α

×
− ≤  

where ( )n n µ γα − −=O  for n → ∞ . 

Hence, for n N>  SIE (5) supplemented by additional conditions (6) has the unique solution ( )1 2, .nu ϕ ϕ  If 

( )1 2,u ϕ ϕ  is the solution to problem (2), (3), then 

[ ] [ ]
2
0,2 0,2

,n nL
u u

π π
β

×
− ≤  

where ( )n n µ γβ − −=O  for n → ∞ . 

Moreover, for the regularization unknowns the following estimates hold: 

( ) ( ) s sC n n sh C n µ γδ − −≤ =O  for ,   1, 2n s→ ∞ = ; 

[ ]
2
0,2

 

1 1
;    ,   1,2 ,   

2 2
n n sn nL

h h s
π

ν ν
π π

≤ ≤ =  

where ( ) ( ) ( )( )
[ ] [ ]

( )
1 1 2 2 2

0,2 0,2

2 2
n n n n n

L
Ku g K u P P g n

π π

µ γ
θ θν

×

− −= − − − =O  for n → ∞ . 

 
Conclusions. The metod of discrete singularities is applied for setting up a system of linear algebraic equations 

approximating the first kind singular integral equation with double Hilbert-type integral over the domain 

[ ] [ ]0,2 0,2π π× . It is proved that under additional smoothness assumptions on the right-hand part and the kernel of 

the regular part of this singular integral equation the system of linear algebraic equations obtained admits a unique 
solution. Moreover, the rate of convergance of the approximate solution to the exact one is estimated. 
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УДК 621.923 

В. И. ПОЛЯНСКИЙ 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ УПРУГИМИ ПЕРЕМЕЩЕНИЯМИ  
ПРИ МЕХАНИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКЕ 

На основе разработанной математической модели управления упругими перемещениями при механической обработке показано, что с точки 
зрения повышения производительности и точности размера обработки при точении с низкой жесткостью технологической системы целесо-
образно съем припуска производить за один проход инструмента или использовать упругую схему шлифования с фиксированным радиаль-
ным усилием. Для достижения высокой точности формы обрабатываемой поверхности и повышения производительности обработки необ-
ходимо съем припуска производить по схемам многопроходной обработки абразивными и лезвийными инструментами. Аналитически уста-
новлена эффективность применения в этом случае лезвийной обработки, в особенности инструментами из синтетических сверхтвердых ма-
териалов, обеспечивающих снижение интенсивности трения в зоне резания и соответственно повышение точности и производительности 
обработки по сравнению с процессом шлифования. 

Ключевые слова: упругое перемещение, технологическая система, точность обработки, производительность обработки, точение, 
шлифование, инструмент, трение. 

В. І. ПОЛЯНСЬКИЙ 
МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ УПРАВЛІННЯ ПРУЖНИМИ ПЕРЕМІЩЕННЯМИ  
ПРИ МЕХАНІЧНІЙ ОБРОБЦІ 

На основі розробленої математичної моделі управління пружними переміщеннями при механічній обробці показано, що з точки зору підви-
щення продуктивності та точності розміру обробки при точінні з низькою жорсткістю технологічної системи доцільно зняття припуску здій-
снювати за один прохід інструменту або використовувати пружну схему шліфування з фіксованим радіальним зусиллям. Для досягнення ви-
сокої точності форми оброблюваної поверхні та підвищення продуктивності обробки необхідно зняття припуску здійснювати за схемами 
багатопрохідної обробки абразивними та лезовими інструментами. Аналітично встановлено ефективність застосування в цьому випадку ле-
зової обробки, особливо інструментами з синтетичних надтвердих матеріалів, що забезпечують зниження інтенсивності тертя в зоні різання 
й відповідно підвищення точності та продуктивності обробки порівняно з процесом шліфування. 

Ключові слова: пружне переміщення, технологічна система, точність обробки, продуктивність обробки, точіння, шліфування, ін-
струмент, тертя. 
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