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Resumen

En los métodos planificadores de trayectorias basados en funciones poten-
ciales, la utilizacion de las funciones armonicas tiene la importante propiedad
de no presentar minimos locales. Sin embargo, la creacién de planificadores
basados en estas funciones armonicas se ha encontrado con serias dificultades,
sobre todo cuando el nimero de grados de libertad es elevado.

Por este motivo, esta tesis realiza inicialmente un estudio de las propie-
dades maés relevantes de dichas funciones armoénicas; destacando aquellas que
han sido la causa de su reducida aplicacion en la generacién de trayectorias.
Al mismo tiempo, el resultado de este estudio sirve de base para la pro-
posicién de métodos compensatorios que permitan reducir las propiedades
negativas de las funciones armonicas, como funciones potenciales aplicables
a la generacién de movimientos en robética.

Después se considera los métodos numéricos de calculo de las funciones
armonicas, asi como el coste computacional de los mismos. Con el objetivo de
reducir el tiempo de calculo, esta tesis propone una discretizacion jerarquica y
un método eficiente de etiquetado de celdas. Por su parte, dicha discretizacion
jerarquica, se va realizando progresivamente mediante muestreo aleatorio y
descomposicion de celdas, lo que genera un escenario parcialmente conocido
que, sin embargo, permitira en cierto niimero de casos encontrar la trayectoria
buscada. Por lo tanto, esta propuesta reduce drésticamente el niimero de
puntos de calculo y, por consiguiente, el tiempo de computacion.

La tesis completa la propuesta de un planificador combinando las técnicas
de muestreo con el calculo de funciones arménicas mediante un método de
exploracién aleatorio conducido (PHM), aplicado a un espacio de configura-
ciones discretizado jerarquicamente sobre el que se va recalculando la funcién
armoénica. De esta forma la exploraciéon se guia hacia zonas mas prometedo-
ras, intentando obtener la solucién por fases.
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Capitulo 1

Introduccion

El término robdtica introducido por Isaac Asimov corresponde a un con-
cepto idealizado que supera las pragmaticas y estandarizadas definiciones, en
las cuales un robot industrial es un manipulador que funciona més como una
maquina repetitiva que como un sistema versatil e inteligente.

El desarrollo tecnoldgico de la micro electrénica y la micro informatica
junto con el avance en disciplinas tales como la visién artificial, elementos
hépticos, integracion sensorial e inteligencia artificial han permitido progre-
sar y crear nuevas aplicaciones en robotica médica, robdtica mévil, robots
humanoides y microrobdtica.

Por otro lado, la necesidad de disponer de robots industriales mas versati-
les y autéonomos que permitan operaciones de ensamblado complejas, ha im-
pulsado la investigacién y desarrollo de subsistemas inteligentes generadores
de secuencias y de las trayectorias de configuraciones correspondientes: Se
precisa programar a nivel de tarea y no a nivel de movimientos elementa-
les, ahorrar tiempo de programacién y realizar aplicaciones para entornos
cambiantes e imprecisos.

Al mismo tiempo, las nuevas metodologias y técnicas desarrolladas per-
miten un nuevo enfoque en otras disciplinas, ofreciendo nuevas posibilidades
en el andlisis y diseno, y extendiendo el concepto de robética hacia una idea
mas global.

Genéricamente, un robot es un cuerpo mévil que interacciona con otros
dentro de un espacio fisico. Puede estar formado por uno o varios elementos,
ligados o fijos, rigidos o flexibles; pudiendo concretarse desde una pieza para
ensamblar hasta un robot manipulador industrial.

En un sentido amplio, un sistema robotizado auténomo, compuesto por
uno o varios brazos manipuladores, ha de ser capaz de realizar diversas ope-
raciones previamente definidas, para lo cual necesita un sistema inteligente
constituido por varios subsistemas interrelacionados jerdrquicamente (figu-
ra 1.1): el Planificador de tareas, el Planificador de movimientos y el Gene-
rador de trayectorias.

Este trabajo se centra en el Planificador de movimientos y desarrolla un
método nuevo denominado Probabilistic Harmonic function based Method;
el cual mejora la eficiencia temporal de computacién respecto de los métodos
de campo de potencial que utilizan las funciones armonicas, presentando un
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Sistema robotizado auténomo

Planificador de tareas

Planificador de movimientos

Generador de trayectorias

Figura 1.1: Jerarquia de funciones en un sistema robotizado.

comportamiento completo; probabilisticamente y en resolucién.

1.1. Marco

En un Sistema robotizado auténomo, el subsistema Planificador de trayec-
torias esta supeditado, jerarquicamente, al subsistema Planificador de tareas;
el cual convierte un objetivo global en operaciones elementales de desplaza-
miento, ensamblado, mecanizado y otros.

El subsistema Planificador de movimientos debe ser capaz de generar
la trayectoria entre una configuracion inicial y otra final, autométicamente,
sin colisiones con los objetos del entorno pero con posibles desplazamientos
correctivos y contactos adaptativos de ensamblado. Esta funcién debe de
realizarse con eficiencia temporal y de forma completa; es decir, si existe una
solucion debe de encontrarla en un tiempo minimo y si no, debe de indicar
la imposibilidad del movimiento. Por su parte, el Generador de trayectorias
determina la velocidades de los movimientos para cada una de las variables
o articulaciones.

Los movimientos desarrollados por el robot en la ejecucion de una tarea
se clasifican en: movimientos gruesos de acercamiento o aproximacion, en los
cuales no estd permitido ningtin contacto con los obstaculos, (gross-motion
planning) y movimientos finos (fine-motion planning) donde los contactos de
acomodacién mediante el control de fuerzas, en la consecucion de operaciones
de ensamblado, son parte esencial y donde la incertidumbre constituye un
problema central.

Generalmente la planificacion de movimientos se realiza en el espacio
de configuraciones, donde la parametrizaciéon del robot permite representar
una configuracién del mismo en un punto, pudiendo ser libre o de colisién; de
forma que todos los puntos libres definen el subespacio libre y todos los puntos
de colisién el subespacio obstaculo. Dichos subespacios constituyen el entorno
sobre el cual se planificaran los movimientos. En algunos casos sencillos de
robots moéviles desplazandose en el plano y algunos manipuladores, se realiza
la planificacién de movimientos directamente sobre el espacio fisico.
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1.2. Antecedentes

El estudio del estado del arte se realiza considerando que la planificacion
de movimientos en robdtica puede separarse en dos etapas [68]:

1. Determinar el espacio de configuraciones del robot.

2. Encontrar la trayectoria libre de colisiones entre un punto inicial y otro
final.

1.2.1. Espacio de Configuraciones

En robédtica la planificaciéon de movimientos se realiza usualmente en el
espacio de configuraciones [68] (C-space), donde la configuracién del robot
se transforma en un punto mediante la parametrizacion de la posicién o con-
figuracion fisica del robot, esta importante propiedad reduce un movimiento
en el espacio fisico a una linea en el espacio de configuraciones. El nimero de
dimensiones del espacio de configuraciones coincide con el nimero de grados
de libertad del robot. Asi, un cuerpo rigido en el espacio 3D tiene seis grados
de libertad (tres de posicién y tres de orientacién), por lo que el espacio de
configuraciones correspondiente serd de seis dimensiones y si se disponen de
n cuerpos sera de 6n. También, el espacio de configuraciones correspondiente
a un manipulador, formado por una cadena de n cuerpos rigidos ligados por
n articulaciones, dispone de n dimensiones y una determinada configuracion
del mismo se transforma en un punto definido por n coordenadas [62]. En
general, en el espacio fisico de trabajo tendremos un nimero determinado de
cuerpos cuyas posiciones pueden ser libres, en contacto o prohibidas, de mane-
ra que se transforman en el espacio de configuraciones en C-obstaculos cuyos
contornos definen las superficies de contactos, la zona interior sera prohibi-
da y la exterior libre. La determinacién del espacio de configuraciones no es
trivial [22] y ha sido motivo de investigacion durante las tltimas décadas.
La dificultad de transformacion depende del niimero de dimensiones, de si
los objetos son convexos o concavos y del nimero de vértices de los mismos,
asumiendo que son poliédricos. Previamente a la obtencién del espacio de
configuraciones es necesario modelar los objetos existentes en el espacio de
trabajo, Wise y Bowyer [94] clasifican las posibles estrategias en la obtencién
del espacio de configuraciones en funcién de la precision en el modelado de
los objetos y en la precisién de desarrollo del espacio de configuraciones.

1.2.1.1. Calculo del espacio de configuraciones

Se han presentado varios métodos para computar el espacio de configu-
raciones [94]:

Computaciéon analitica de las Superficies de Contacto: La obten-
cién de expresiones que definan analiticamente las superficies de contacto es
especialmente necesaria en movimientos de precisién; donde es preciso con-
trolar movimientos de acomodacion en contacto para la consecucion de opera-
ciones de ensamblado. Para ello es fundamental la clasificacién de contactos
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bésicos realizada por Lozano-Pérez [68], las condiciones algebraicas de los
mismos, en un determinado rango, definen las superficies de contacto simple.
La interseccion de estas superficies determina las aristas de contacto doble y
la interseccion de tres aristas un punto de contacto triple. Lozano-Pérez en
[70] realiza una discretizacién de las variables generalizadas, con proyecciones
recursivas hasta reducir el problema a dos dimensiones donde un objeto libre
se desliza en contacto sobre el contorno poligonal del obstaculo. Para este
caso Brost [17] describe un algoritmo que computa el espacio de configura-
ciones con una descripcién topoldgica de las superficies de los C-obstaculos.
Rosell, Basanez y Sudrez [86] construyen el espacio de configuraciones para
el caso de un poligono movil 2D con desplazamiento y rotacién, en contac-
to con otro poligono fijo. Las superficies 3D desarrolladas en el espacio de
configuraciones se proyectan sobre el plano desplazamiento, reduciendo una
dimensién y facilitando su utilizacion en la planificacion de movimientos para
ensamblaje en 2D. Hwang [46] describe un método para obtener las ecuacio-
nes de los bordes de los obstaculos en el espacio de configuraciones basado
en la aproximacién de los obstaculos como poliedros de caras triangulares
y los elementos del brazo manipulador como segmentos, la intersecciéon de
estos dos elementos define una ecuacion de la que se obtiene las expresiones
analiticas correspondientes. Maciejewski [71] realiza la computacién analitica
solo de los bordes de aquellos obstaculos cuya colision es posible y determina
las tangentes de las curvas, lo cual ayuda al conocimiento topoldgico del es-
pacio de configuraciones. La complejidad depende del nimero de vértices de
obstéaculos y del nimero de grados de libertad, si se trata de un robot sélido
que se desplaza y gira o se trata de un brazo manipulador en 3D.

Construccion del mapa de bits del espacio de configuraciones:
Los obstaculos y espacio libre son representados en un mapa de bits por
unos y ceros respectivamente, lo cual reduce drasticamente el tiempo de
comprobacion de colision. Este mapa de bits puede ser obtenido discretizando
las expresiones analiticas de los procedimientos anteriores, o bien observando
que, cuando el robot es un objeto rigido con movimiento de translacién, el
espacio de configuraciones es la convolucion entre el espacio de trabajo y los
obstéculos. Kavraki propone en [50] el uso de la Transformada Répida de
Fourier para computar esta convolucién en el caso de un robot mévil y Curto
y Moreno [29] generalizan este método para el caso de robots manipuladores.
Lozano-Pérez [68] muestra para el caso de un robot mévil con desplazamiento
sin rotacion, la obtencién de los C-obstaculos por el crecimiento del perfil de
los obstaculos anadiendo el del robot en contacto con el contorno, usando
la suma Minkowski. Newman y Branicky [82] identifican formas elementales
de objetos, en el espacio de trabajo, que son facilmente transformables al
espacio de configuraciones. Estas transformaciones de formas elementales son
memorizadas como mapa de bits y combinadas para la obtencién de formas
mas complejas. El tiempo de computacién del mapa de bits, asi como la
memoria requerida, son funcién de su tamano y resolucién. Asi, en canales
estrechos y formas complicadas se requiere una resolucion elevada vy, si el
nimero de grados de libertad es también elevado, el tiempo de computacién
y la memoria de almacenamiento de variables creceran exponencialmente.
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1.2.1.2. Discretizacion y descomposicién en celdas

Son dos métodos conceptualmente distintos utilizados con fines distin-

tos: mientras que una discretizacion es una cuantificacion realizada con la
finalidad de realizar calculos numéricos de funciones, la descomposicién en
celdas es una particién conexa de regiones a las que se le hace corresponder
un grafo.
La discretizacién puede ser regular o no regular. Si queremos un conoci-
miento exhaustivo del espacio de configuraciones deberemos de realizar una
discretizacion del mismo con un paso igual o menor a la precision requeri-
da. Utilizando el método 2"-tree ([102], [23], [43] y [47]) obtendremos una
discretizacion no uniforme y jerarquizada, que se adapta a los contornos de
los obstaculos con las celdillas de mayor resolucion; utiliza celdas gruesas en
el espacio libre y sélido de los obstaculos, reduciendo el niimero de puntos
para el calculo. Esta discretizacion jerarquizada genera celdas contenidas en
el espacio libre (blancas), celdas contenidas en el interior del obstdculo (ne-
gras) y celdas que contienen el borde del obstaculo (grises), las cuales son
susceptibles de ser nuevamente particionadas por el procedimiento 2"-tree

Blanco et al [9] presentan un algoritmo que evalia el espacio de con-
figuraciones de un robot moévil con dos grados de libertad. Se basa en la
convolucion discreta del espacio de trabajo y el robot, la cual se realiza sobre
una particion jerarquica quad-tree, empezando por el nivel més bajo hasta
llegar a la maxima resolucién. En cada paso se determina una ventana que
contiene obstaculo, lo que reduce el nimero de puntos para el célculo. La
reduccién de memoria y tiempo de cémputo es mayor cuanto menor es el
nimero de obstaculos.

La descomposicion en celdas puede ser exacta o aproximada segin su
union coincida exactamente con el espacio libre o esté contenida en él. La
descomposicion exacta se realiza mediante celdas no solapadas y definidas
por puntos significativos de los C-obstaculos. Si el espacio de configuracio-
nes es de dos dimensiones y los C-obstaculos son poligonos, las celdas seran
tridangulos, rectangulos o trapecios con sus vértices coincidentes con los vérti-
ces de los C-obstaculos. Similarmente se procede para el caso de un espacio de
configuraciones 3D, apareciendo en este caso celdas de formas mas complejas.

La descomposicién aproximada deja una cierta cantidad de espacio libre
sin adjudicacion de celda, por lo que los métodos planificadores basados en
esta descomposicién no son completos; es decir, es posible que no encuentren
una trayectoria a pesar de que esta exista. Por este motivo muchos méto-
dos de descomposicién aproximada utilizan celdas de tamano sucesivamente
adaptable a los contornos de los C-obstaculos. Kambhampati y Davis [48]
utilizan una descomposicion en multiresolucion.

También en la descomposicion aproximada el método es ampliamente uti-
lizado. Obtendremos una particion en celdas de resolucion adaptable a los
contornos de los obstaculos. Esta particién jerarquizada permite un etique-
tado de celdas relacionadas por niveles; lo que facilita la formacion del arbol
de busqueda correspondiente. Asi, Harabor y Botea en [42] realizan una par-
ticion del espacio libre en celdas de diferentes tamanos que, interconectadas
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transversalmente, constituyen un grafo de agentes de tamanos heterogéneos.
Un algoritmo de busqueda sobre dicho grafo obtendra la trayectoria desea-
da.También Zhu y Latombe en [103] consideran la descomposicién jerarquica,
de celdas aproximadas, del espacio de configuraciones. Con dichas celdas ob-
tienen el grafo de conectividad del espacio libre. Entonces disenan nuevo
algoritmo de busqueda jerarquica, con un mecanismo para el registro de las
condiciones de fallo.

Por su parte, Cai y Ferrari en [19] desarrollan un método de descomposicién
aproximada de celdas; en el que los obstéaculos, los objetivos y la plataforma
de sensores estan representados como subconjuntos cerrados y acotados, en
un espacio de trabajo euclideo. El método construye un grafo de conectividad
con las celdas, que se poda y se transforma en un arbol en el que se puede
calcular una estrategia éptima de busqueda.

e En los métodos jerarquicos de particion son fundamentales aquellas funcio-
nes detectoras de colisién que determinan la distancia minima a los obstacu-
los [65], [92]. En algunos casos de particiones jerdarquicas, sobre las que se
calcula una funcién potencial, es importante poder disponer de una funcién
detectora de colisién que nos reporte también la distancia de penetracién
para los casos de colisién. Tanto la distancia minima al obstaculo como la
distancia de penetracién se computan en el espacio fisico, por lo que deben
de transformarse al espacio de configuraciones.

1.2.1.3. Muestreo del espacio de configuraciones

La eficiencia computacional de las funciones detectoras de colisiéon dan pie
al enfoque basado en muestreo. Siguiendo una estrategia: aleatoria, determi-
nista o combinacion de ambas se exploran una serie de puntos del espacio de
configuraciones y con la informacion obtenida, de colisién o libertad, de estos
puntos es posible plantear métodos algoritmicos que deduzcan trayectorias
libres de colision.

Cuando el nimero de grados de libertad es elevado el tiempo de computaciéon
empleado en el calculo de las superficies de contacto, la obtencién del mapa de
bits del espacio de configuraciones o la discretizacion del mismo, es también
muy elevado. Por otro lado, no es necesario tener un conocimiento completo
del espacio de configuraciones para obtener una trayectoria de movimiento,
libre de colisiones, entre dos puntos. Simplemente con el conocimiento de un
determinado nimero de puntos libres y de obstaculo es posible obtener, en
determinadas condiciones, las trayectorias buscadas.

Con la finalidad de buscar posiciones libres y su conectividad, las funciones
detectoras de colisién debe determinar si un punto en el espacio de confi-
guraciones corresponde al espacio obstaculo o al espacio libre. Se utilizan
en espacios de configuraciones con un numero elevado de grados de liber-
tad, y como funcién recurrente de planificadores de movimientos basados en
métodos probabilisticos. En estos casos, el tiempo de computacion de la tra-
yectoria depende del tiempo de computacién de la funcion y del niimero de
veces que sea invocada.

Con este objetivo, Mirtich [79] describe y analiza varios algoritmos de de-
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teccion utilizados en la planificacién de movimientos, tanto en movimientos
gruesos como finos. Destaca conceptos generales como coherencia y localidad,
asi como la generalizada estrategia de deteccion de colision en dos fases: fase
ancha y fase estrecha. Mientras que Lin y Canny [65] desarrollan un algorit-
mo detector de colisiones muy eficiente para el caso de calculos repetitivos,
con objetos en movimiento. Realizan una descomposicion de los objetos en
formas basicas, sobre las que definen una serie de situaciones sencillas: par
de vértices, vértice y arista, vértice y cara, par de aristas, arista y cara, dos
caras. Sucesivamente va comprobando cada par de situaciones entre dos obje-
tos, hasta encontrar la distancia minima entre ellos. Martinez-Salvador y del
Pobil [72] realizan una descomposicién de los objetos en 3D mediante esferas.
La simplicidad aportada por esta particion reduce el tiempo de computacién
en la deteccién de colisiones (Pérez y del Pobil [83]) y en el seguimiento de
objetos en movimiento. Por su parte, Kim, Lin y Manocha [57] presentan un
algoritmo incremental para estimar la distancia de penetracién entre objetos
convexos en 3D. Se basa en el calculo de las sumas de Minkowski y requiere
para su buen funcionamiento alta coherencia espacial y de movimiento. El
conocimiento de la distancia a los obstaculos es también utilizado en el méto-
do propuesto por Gilbert y Johnson en [36], donde la idea principal consiste
en expresar la fuerza de repulsion de los obstaculos en funcion de la distancia
entre las partes que pueden colisionar.

1.2.2. Planificaciéon de movimientos

Los métodos de planificacion de movimientos existentes se pueden clasi-
ficar en funcién de su capacidad para encontrar una solucion, lo que a su
vez estd relacionado con el tiempo empleado para su calculo. Asi, existen dos
métodos principales que se describen a continuacion: Métodos completos y
Métodos basados en muestreo.

Dentro de los métodos basados en muestreo hay que distinguir, a su vez,
aquellos que utilizan una ley determinista para generar las configuraciones
de muestreo, y los que utilizan procedimientos aleatorios.

Ademas, hay que distinguir los métodos que consideran entornos estaticos
de aquellos que consideran entornos dinamicos, con la posibilidad de uno o
varios obstaculos en movimiento.

1.2.2.1. Métodos completos

Los métodos completos son aquellos que encuentran una solucion si esta
existe, y en el caso posible de que no exista lo indica mediante la devolu-
ciéon de una variable. Si bien esta opcién es deseable el coste computacional
correspondiente es elevado, especialmente si el nimero de grados de libertad
es también elevado.

Dentro de este grupo se encuentran los métodos denominados Mapa de
Carreteras, Descomposicion de Celdas y los de Campos de Potencial, segin
la clasificacién de Latombe [62]:

= Mapas de carretera.- Este método captura el espacio libre mediante una
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denominada red de carreteras a la cual se conectan los puntos inicial y
final, obteniéndose la trayectoria como una ruta dentro de dicho mapa.

= Descomposicion en celdas.- Se basa en la descomposicion del espacio
libre en zonas o celdas, de tal manera que una trayectoria entre un
punto inicial y otro final se encontrard a través de la sucesién de celdas
contiguas que los une, siguiendo un método de busqueda.

» Funciones potenciales y funciones potenciales armoénicas.- Los métodos
basados en funciones potenciales consideran el robot, representado co-
mo un punto en el espacio de configuraciones, como una particula de
carga sometida a la fuerza de un campo de potencial creado artificial-
mente: los obstaculos generaran fuerzas repulsivas y el punto destino
generara una fuerza atractiva; de esta forma la particula encontrara la
trayectoria, libre de colisiones, siguiendo el gradiente del campo de po-
tencial.

El método de las funciones potenciales, presentado por Khatib [56], tiene el
inconveniente de que puede presentar minimos locales, en donde la particula
de carga que representa al robot quedaria atrapada. Para intentar escapar de
estos minimos, el planificador, debe generar caminos aleatorios; tal como se
expone en [62], y donde también se muestran los dos métodos numéricos uti-
lizados para generar las funciones de navegacién: Funciéon Numérica Simple
de Navegacién (NF1) y Funcién Numérica Mejorada de Navegacion (NF2).
La funciéon NF1 se computa lanzando un frente de onda equipotencial desde
el punto destino, tiene el inconveniente de generar trayectorias que pasan
rozando a los obstaculos, mientras que la funcién NF2 se genera lanzando el
frente de onda desde el esqueleto del C-espacio, computado previamente.
Connolly, Burns and Weiss R. [25] plantean la utilizacién de la funcién poten-
cial como solucion de la ecuaciéon de Laplace. Las funciones que son solucién
de la ecuacion de Laplace se llaman funciones arménicas, y el potencial basa-
do en dichas funciones tiene la importante propiedad de no presentar minimos
locales.

El calculo numérico de la funciéon potencial armoénica lo realiza Masoud en
[73] utilizando un grafo, cuyos nodos representan la particién conexa del
espacio de configuraciones, como si fuese una red eléctrica y aplicando la
segunda ley de Kirchoff (suma de corrientes igual a cero en los nodos). Asi,
el potencial en cualquier nodo toma el valor medio de todos sus vecinos, lo
que implica la ausencia de minimos locales para el potencial en los nodos. De
forma similar lo hace Althofer, Fraser y Bugmann en [3]. Mientras que Ga-
rrido en [35] utiliza la teoria de elementos finitos sobre una malla de células
triangulares.

Sobre los obstéculos se aplican las condiciones de contorno (Neuman o Di-
richlet) necesarias para la existencia de una solucién. Por ejemplo, en [74]
a las regiones obstaculo le adjudica valor cero (condiciones de contorno de
Dirichlet).

También se aplican las funciones arménicas a entornos dindamicos, como en
[75, 76] donde se presenta un control dindmico de un planificador de trayec-
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torias basado en funciones armoénicas, aplicado a un entorno dindmico cuyos
obstaculos son detectados mediante sensores. Se obtiene una senial de control
del navegador sumando al gradiente del potencial un término proporcional
a la velocidad de desplazamiento. Por su parte Hussein y Elnagax en [45],
utilizan las ecuaciones de Maxwell para obtener una funcién potencial que
se adapte a entornos dinamicos y que no presente zonas donde el médulo de
potencial presenta valores excesivamente pequenos.

1.2.2.2. Meétodos basados en muestreo

Con la finalidad de evitar el calculo de los C-obstaculos, y siguiendo proce-
dimientos deterministas o aleatorios, estos métodos comprueban un nimero
determinado de puntos del espacio de configuraciones; clasificindolos como
libres o de obstaculo y obteniéndose una captura parcial del espacio de confi-
guraciones. Con esta informacion, siguiendo distintos métodos, se busca una
trayectoria; si existe una solucién la encuentran con una determinada pro-
babilidad, que se acercara a uno segiin el niimero de exploraciones se acerca
a infinito. Tienen la ventaja de ser aplicables para un nimero de dimensio-
nes (grados de libertad) elevados. Dentro de este apartado se encuentran los
métodos siguientes:

= Mapa de carreteras probabilistico o Probabilistic Roadmap Method
(PRM) Latombe y Kavraki [52].- Crean un mapa de caminos con puntos
de cruce o nodos, los cuales se determinan muestreando aleatoriamente
el espacio de configuraciones, utilizando para ello funciones detectoras
de colision. Se necesita un planificador local para enlazar los nodos y
los puntos inicial y final deben de enlazarse previamente con el mapa.
El método PRM es un planificador de movimientos muy utilizado, que
tiene buen comportamiento en los robots con muchos grados de liber-
tad.
Van den Berg y Overmars en [8] plantean, sin embargo, que el método
PRM no funciona tan bien en situaciones en las que el robot tiene que
pasar a través de pasillos largos y estrechos, en el espacio de configu-
raciones. Esto se debe principalmente a la uniformidad de las muestras
utilizadas en el planificador, de manera que en las grandes regiones
abiertas caen muchas muestras y muy pocas en los pasillos estrechos.
Existen diferentes métodos para sesgar el muestreo. Por ejemplo Ka-
zemi y Mehrandezh en [54], proponen mejorar la eficiencia del método
PRM mediante la utilizaciéon de una funcién potencial armoénica; la
cual se utiliza para condicionar la zona de muestreo, realizando mas
muestras en aquellas zonas senaladas por el camino mas corto obtenido
por la funcién arménica. De forma similar, Aamo, Kragic y Christen-
sen en [1], proponen mejorar la eficiencia del método PRM, utilizando
una funcion potencial artificial para polarizar o condicionar el muestreo
aleatorio y conducirlo hacia regiones de pasillos.
Alternativamente, se ha planteado el uso de muestreo determinista en
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vez de muestreo aleatorio. Por ejemplo, Branicky et al, en [14], propo-
nen el método cuasi aleatorio, Quasi-random Roadmap (Q-PRM), que
mejora la dispersion de las muestras obtenidas en el PRM, mediante
la secuencia determinista Hamniersley, utilizada en algunos métodos
numéricos. De esta manera consiguen solventar el problema persistente
de los pasillos largos y estrechos, en espacios de un nimero de grados
de libertad elevado.

Arboles de exploracion aleatoria rapida o Rapidly Exploring Random
Trees (RRT), LaValle [63].- Realiza una captura del espacio libre me-
diante una topologia en forma de arbol que evoluciona, con una resolu-
cion creciente, utilizando técnicas de muestreo aleatorio o determinista
y funciones detectoras de colisién. Realiza una exploraciéon de puntos
que, si son libres, va incorporando a la estructura mediante segmentos,
utilizando un algoritmo que comprueba la proximidad al punto o seg-
mento mas cercano.

En [64] se presenta el método bésico, mientras que en [58] se propone
la mejora de avanzar todo lo posible, desde la hoja méas cercana, en
la direccién de la muestra sacada aleatoriamente. En [100] se limita el
espacio donde se muestrea, para garantizar que el crecimiento del arbol
es posible.

Descomposicion aleatoria de celdas o Probabilistic Cell Decomposition
(PCD), Lingelbach [67].- Realizan una descomposicién del espacio en
celdas, las cuales son muetreadas aleatoriamente y descompuestas en
2™-tree, si se encuentran puntos libres y de obstaculo. Sobre estas celdas
se realizan busquedas en arbol hasta que se encuentra una trayectoria,
o bien ha transcurrido un tiempo determinado. También Lindemann y
LaValle en [66], proponen la utilizacién de una secuencia determinista
de muestreo que presenta mejores propiedades de cobertura uniforme
que la aleatoria. Con dicho muestreo se obtiene una estructura de re-
jillas en multirresolicion, la cual permite una adaptacion éptima de la
descomposicion en celdillas.

Burlet, Aycard y Fraichard en [18], proponen la combinacién de la des-
composicion de celdas en quad-tree con la generacion de cadenas de
Markov para la obtencion de trayectorias. Cada celda que forma parte
de la cadena se muestrea y, si contiene obstacuo, se descompone y se
repite el procedimiento.

Combinacién de métodos aleatorios y funciones potenciales.- Una de
las primeras aplicaciones de los métodos aleatorios, en la planificacién
de movimientos en roboética, fue la generacién de caminos aleatorios
para intentar escapar de los minimos locales presentes en las funciones
potenciales, utilizadas en los planificadores basados en las mismas [62].
Otro enfoque es utilizar una funcién potencial para condicionar el mues-
treo aleatorio en los métodos PRM, favoreciendo la exploracién de las
regiones con pasillos [1], tal como se ha comentado anteriormente.
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1.2.2.3. Métodos para entornos dinamicos

Estos métodos tienen en cuenta las variaciones temporales del entorno de
trabajo, bien por el movimiento de los obstaculos o por el cambio de escena-
rio. Teniendo en cuenta la velocidad de cambio del entorno en relacion con
el tiempo de ejecucion de las trayectorias, existen dos tipos de métodos para
entornos dinamicos: los que consideran la posibilidad de colisién y los que no
tienen en cuenta la posibilidad de colision:

Los planificadores que tienen en cuenta la posibilidad de colision consideran
que los desplazamiento de los obstaculos pueden intersectar con la trayecto-
ria del robot. No tienen conocimiento de la dindmica del entorno, disponen
de un sistema sensorial y se basan en un sistema de control de movimientos
reactivos [26].

Los planificadores para entornos dinamicos que no tienen en cuenta la po-
sibilidad de colisién se basan en la prediccion, con un cierto grado de certi-
dumbre, de las posiciones futuras de los obstaculos en movimiento, para lo
cual precisan de una deteccién de las posiciones y velocidades de los mismos,
asi como de la memorizacion de datos histéricos. Con este enfoque, Gao y
Sun [34] proponen un planificador para robots méviles desplazandose en en-
tornos dinamicos, realizando previsiones de los movimientos de los obstaculos
y definiendo zonas peligrosas de colisién mediante la utilizacion de un filtro
Kalman. Por su parte, Metoui et al [78] proponen un planificador robusto
para robots moviles en un entorno de obstaculos dinamicos. Este planificador
considera una funcién potencial con una fuerza de atraccién al punto des-
tino, fuerzas de repulsion de los obstaculos y una fuerza atractiva del robot
movil respecto de los obstaculos que tiene en cuenta tanto la posicion como
velocidad relativa.

1.3. Objetivos

La utilizacion de las funciones armoénicas, para generar funciones poten-
ciales, evita la aparicién de minimos locales y estas se adaptan bien a todo
tipo de entornos: angostos, dindmicos e inciertos.

Sin embargo, este método usa habitualmente una discretizacion regular
del espacio de configuraciones en forma de rejilla; sobre ella se realiza el calcu-
lo numérico de la funcién y su paso debe ser el de la precision especificada.
De esta forma, si la precisién y el nimero de grados de libertad son elevados,
el método es inviable por el tiempo de computacion requerido.

El objetivo de esta tesis es superar esta limitacion, disenando métodos y
algoritmos que consigan aplicar las funciones armonicas en la realizacion de
un Planificador de movimientos de manera mas eficiente, permitiendo abor-
dar problemas con un ntimero de grados de libertad mas elevado.

A pesar del problema de eficiencia de computacion de las funciones armoni-
cas, su calculo numérico se reduce a una suma ponderada con un cierto niime-
ro de iteraciones, lo que supone un coste computacional minimo. Ademas, el
caso de entornos complicados plantea una dificultad que es comun a todos los
métodos, la obtencién de trayectorias através de pasillos largos y estrechos.
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Figura 1.2: Organigrama para la consecucién de los objetivos.

Por ello, con este trabajo, se pretende mejorar la metodologia para hacer
factible el uso de las funciones armoénicas en el desarrollo de un planificador
de movimientos. Asi, de acuerdo con la figura 1.2, se proponen dos objetivos
fundamentales con una serie de subobjetivos:

Objetivo 1.- Estudio tedrico de las funciones armoénicas como herramienta
para la planificaciéon de movimientos:

» Estudio de las propiedades de las funciones arménicas.
» Propuesta de moldeado para evitar inconvenientes.
» Evaluacién de la aplicabilidad en entornos dindamicos.

Objetivo 2.- Estudio de métodos para la implementacién eficiente de pla-
nificadores basados en funciones armoénicas.

» Estudio de métodos numeéricos y propuesta para el calculo eficiente de
funciones armonicas de cara a la planificacion de movimientos.

= Estudio de métodos basados en muestreo para la exploracién del C-espacio
y su posible combinacion con métodos basados en funciones arménicas.

El célculo de trayectorias requiere métodos que reduzcan drasticamente el
nimero de puntos de calculo sin que por ello se pierda precision. La utilizacion
de las funciones armoénicas en rejillas no uniformes, que discretizan el espacio
de configuraciones de forma recursiva y jerarquizada, es éptima para este
fin. Este método de discretizacion se basa en la particion 2"-tree que de
forma iterativa se adapta y define los contornos de los obstaculos, dejando
los espacios libres y de obstaculos con celdas gruesas mientras los contornos se
definen con celdas de paso fino, requerido por la precisién. Sin embargo, esta
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discretizacion no se utilizard para realizar una busqueda si no para realizar
sobre él el calculo de las funciones armoénicas.

En prevision de imprecisiones y posibles variaciones en la posicion del
obstaculo, es necesario desarrollar una metodologia que permita una adapta-
cién en linea, la cual es posible gracias a la rapidez de calculo de actualizacién
del valor de la funcién armoénica, cuando cambian ligeramente las condiciones
de contorno.

Por otro lado los métodos aleatorios, aplicados a la planificacién de movi-
mientos, permiten encontrar una ruta sin necesidad de realizar una explora-
cién exhaustiva del espacio de configuraciones. En este ambito, los métodos
aleatorios con sesgo de exploracién han mostrado ser més eficientes que los
puramente aleatorios, ya que en ellos existe una tendencia de base que permi-
te un mejor comportamiento en canales estrechos y largos. Asi, los métodos
aleatorios condicionados o guiados por el campo de potencial, pueden reali-
zar una exploracion preferente de las zonas més prometedoras, acelerando el
proceso.

La utilizacion coordinada de los distintos métodos comentados, se pre-
senta como un procedimiento idoneo para desarrollar un planificador de mo-
vimientos til y eficiente.
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Capitulo 2

Planificacion con funciones
potenciales armodnicas,
subarmonicas y superarmonicas

La planificacién de movimientos de un robot se realiza usualmente en el
espacio de configuraciones (C-espacio), donde una configuracién del robot se
representa por un punto ¢, pudiendo corresponder a una posicién libre o de
colisién con un determinado obstaculo; de esta forma los obstaculos del espa-
cio fisico son representados como obstaculos en el espacio de configuraciones
(C-obstéculos). También cabe la posibilidad de que el robot colisione consigo
mismo, en este caso la zona de colisién sobre el espacio de configuraciones
tiene la misma consideracion que los demas obstaculos. Asi, el movimiento
del robot entre dos configuraciones, libre de colisiones con los obstaculos, se
traduce en una trayectoria curvilinea del punto ¢ sin intersecciones con los
C-obstaculos.

La planificacién mediante funciones potenciales consiste en definir una
funcién sobre el espacio libre de configuraciones, cuyo gradiente actie co-
mo un campo potencial que arrastre cualquier carga puntual situada en su
dominio hasta un minimo global donde se sitia el punto destino. De esta
forma, la trayectoria se obtiene mediante el seguimiento del gradiente, sobre
la hipersuperficie de la funcién potencial, entre el punto inicial y final.

La funcién potencial creada como suma de una repulsiva respecto a los
obstaculos y otra de atraccion hacia el objetivo, tiene el problema de pre-
sentar minimos locales [56], mientras que la funcién potencial creada como
solucién de la ecuacién de Laplace [25] no presenta minimos locales y es la
base del presente trabajo.

En este capitulo se analizan las propiedades de las funciones arménicas,
subarmoénicas y superarmonicas, desde el punto de vista de su aplicacion
en la planificacién de movimientos en robdtica. Se destacan tanto aquellas
propiedades que son favorables, como las que son desfavorables y han limi-
tado su aplicacién a robots con un nimero de grados de libertad reducido.
Con el mismo enfoque se analizan también las funciones subarménicas y su-
perarmoénicas, averiguando sus posibilidades en nuevas aplicaciones para la
planificacién de movimientos.

15
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oy

Figura 2.1: Planificacién en el espacio de configuraciones, considerando los
obstaculos como parte del contorno.

2.1. Introduccion

Una funcién potencial es una funcién escalar u(r) definida en un dominio
) C R". Para la planificacién de trayectorias €2 es coincidente con el espacio
libre de configuraciones y el gradiente de dicha funciéon constituye un campo
vectorial

Vu = (0u/0q,...,0u/dq,) (2.1)

que, para que sea 1til en la planificacion de trayectorias, no debe tener puntos
sumidero de flujo del gradiente excepto en el punto destino Pp situado en r.
Es decir, la funcién potencial u debe cumplir que

div (grad u) <0, Vre (Q— Pp) (2.2)

Lo que permite dos posibilidades en el tratamiento o modelado de los obstacu-
los:

I. Considerar los obstaculos junto con las condiciones de contorno.
El dominio €2 no contiene los obstaculos y una funcién delta de Dirac se situa
en el punto destino (figura 2.1). El contorno del espacio libre €2 se obtiene
como la unién del contorno externo y los contornos de los obstaculos

00 =00 U000, U0O0, U00; . .. (2.3)
La funcién potencial se obtiene como solucion de la ecuacién de Poisson
Vu = d(r — ry), (2.4)

de forma que las lineas de corriente definidas por el gradiente de la funcién u,
siempre terminaran en el punto situado en ry. Es decir, la funcién potencial
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ax2+ay2 :_/O+§(F_‘Ei)

Figura 2.2: Planificacién en el espacio de configuraciones, considerando los
obstaculos como una funcién.

solo presentard un minimo, en todo el espacio de configuraciones, situado en
el punto de aplicacion de la funcién delta.

Por otro lado, para cualquier subdominio que no contenga el punto r; se
cumplira la ecuacion de Laplace

Viu =0, (2.5)

cuya solucién es una funciéon arménica que tiene la importante propiedad
de no presentar minimos locales. Es por esto, que la construcciéon de una
funcién potencial armonica servird para obtener un algoritmo de navegacion
que, mediante la busqueda del minimo global, reporte la trayectoria deseada.

II. Considerar los obstaculos como una funcion p. En este caso el
dominio €2 contiene los obstaculos, igualmente se sitia una funcion delta en
el punto destino (figura 2.2) y el subdominio obstédculo Qo se compone de la
unién de los subdominios de los obstaculos

Qo = Qo1 UQoy UQos ... (2.6)
Asi, el modelo planteado es

V2u = —p(r) +6(r — ry), (2.7)
la funcién p representa los obstaculos de forma que

>0 VrcC Qo

p(r) =
=0 Vr g QO
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La solucién de (2.7) serd una funcién superarmonica que contendrd un niime-
ro determinado de méximos y ningin minimo. Por consiguente, en todo el
dominio solo existird un minimo situado en ry.

En cualquiera de los dos casos un algoritmo auxiliar de navegacién ob-
tendra la trayectoria siguiendo el gradiente hasta alcanzar el objetivo.
Esta trayectoria consistird en una curvilinea (unidimensional), coincidente
con una linea de corriente, la cual se puede representar de forma paramétrica

le=r(s), sé€]ls; sy (2.8)

donde s; y sy son los valores del pardmetro en el punto inicial y final. El
vector tangente, en cada punto, serd igual al gradiente de la funciéon

dr
t = — =V 2.9
(5) = o = Vu (29)
y cuya curvatura, también en cada punto, sera
_dt d(Vu)

k(s) = - = —— (2.10)

2.2. Propiedades afines a la generacion de fun-
ciones potenciales para la planificacién
de movimientos en robdtica

Los entornos de trabajo en robdtica son complicados, de forma que la
solucién de la ecuacion de Laplace o de Poisson se obtendra por métodos
numéricos; siendo posible la obtencién de una expresién analitica de u so-
lamente para modelos sencillos. En cualquier caso lo que importa, en este
punto del estudio, es conocer las propiedades de las soluciones mas que las
propias soluciones, ya que asi se puede conocer la viabilidad y condicionantes
de la aplicacién de las funciones arménicas a la planificaciéon de movimientos.
Los aspectos y propiedades principales a analizar de las funciones arménicas,
aplicables al desarrollo de un planificador de trayectorias, son:

= Ausencia de minimos locales.

= Concavidad, convexidad de las funciones armonicas y superarmoénicas.
= Lineas de corriente y superficies equipotenciales.

= Regularidad de la solucién; curvatura de las trayectorias.

= Condiciones de contorno, condicién de solubilidad y balance global del
gradiente.

» Estabilidad de la solucién.

= Superposicién lineal.
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Figura 2.3: Principio de localidad de una funcién de dos dimensiones.

2.2.1. Ausencia de minimos locales

Esta propiedad es esencial para la utilizacion de las funciones armoénicas
y superarmoénicas en la generacién de funciones potenciales, utilizadas en la
planificacién de trayectorias. Se cumple si y solo si para cualquier entorno
proximo a todo punto del dominio, el valor minimo de la funcién se encuentra
sobre su frontera. Los entornos considerados seran hiperesferas centradas en el
punto, cuyo radio podra ser tan pequeno como se quiera; sobre estos entornos
se analizan las propiedades del valor medio, del maximo y del minimo.

2.2.1.1. Andlisis en dos dimensiones

Como paso previo a la generalizacién para n dimensiones, se realiza el
estudio en dos dimensiones, de esta forma se puede ilustrar los resultados
mostrando una visién mas intuitiva de los mismos.

Proposiciéon 1. Principio de localidad de una funcién: Dada una
funcién f(z,y), definida en un dominio 2 C R? y de clase C?. Dado un disco
de radio R centrado en (zg,y0): D = {(z,y) € Q@ | |[(z—z0,y—10)|| < R}.
Entonces se cumple que:

2
flanw) = 5oz § Sl = Tdiv(grad f)y  (211)

donde la integral de linea se realiza sobre la circunferencia contorno del disco,
tal como se muestra en la figura 2.3.

Esta sugerente expresion dice que el valor de una funcién (de clase C?)
en un punto es igual a su valor medio sobre una circunferencia centrada en
dicho punto de radio R, menos un término proporcional a la divergencia del
gradiente (laplaciana) en el mismo punto.
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me = fM4X7L

fMIN = fmva

Figura 2.4: Entorno de un punto (zg, %) en una funcién arménica.

La demostracion de esta proposicion se realiza en el apéndice A.1.
Funciones armoénicas: En el caso de funciones arménicas se cumple la
ecuacion de Laplace:

0? 0?
)
922 0y?
Siendo fymEepr), fminw) Y fuax) los valores medio, minimo y méaximo de
f sobre la circunferencia de radio R, respectivamente, la ecuacién (2.11) da

=0 = div(gradf)=0 V(z,y) € (2.12)

Cumpliéndose la de&gualdad

1
MmN j{dl < —ff z,y)dl < —fMAX(L j{dl (2.14)
2R L

Jurnvey < fo < fuax) (2.15)
Es decir, el valor de la funcién en el centro es el valor medio de los valores
sobre la circunferencia y, por tanto, esta comprendido entre el minimo y el
maximo que se encuentran sobre la circunferencia (figura 2.4).

De esta forma se puede formar una sucesion concatenada de esferas, tal
que cada una contenga en su interior el valor minimo de la esfera precedente,
de tal forma que esta sucesion de esferas (figura 2.5) termina cuando la iltima
tiene el minimo sobre el contorno del dominio, lo que supone la ausencia de
maximos y minimos locales en todo el dominio.

Por ello, las trayectorias generadas mediante el seguimiento del gradiente
de una funcién potencial armonica, definida en el dominio del espacio de
configuraciones con un contorno 02 y una funcién ¢ situada en el punto
objetivo, no caeran en minimos locales y tendran siempre solucién.

Cabe la posibilidad de existencia de puntos de ensilladura, pero estos no

suponen un problema porque el seguimiento del gradiente siempre encontraria

una salida, siguiendo una de las vertientes.

Funciones subarmonicas: Las funciones subarménicas se definen como

aquellas que son solucion de la ecuacion de Poisson
0? o°f 0% f

al_Q + a 2 = p(.’lj,y), (216)
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- f ;\JINn

Figura 2.5: Minimo en el contorno para una funcién arménica.

tal que
plz,y) 20 V(z,y) € Q (2.17)

Es decir
div (grad f) = p(z,y) >0 V(z,y) € Q (2.18)

Sustituyendo esta condiciéon en la expresién del Principio de localidad de una
funcién (ecuacién 2.11), se obtiene

flanw) = 525 § Sl - 5ol (219)
de donde se deduce la desigualdad
1 1
o RfMIN(L)jidl ~ 3. 2,/0(9507%)3
7 § )l = e ) B <

]' 2
ﬁfMAX j{Ldl — ﬁp(:co,yo)R (2.20)

1
Juine) =A< fo < fuaxwy — A A= (0, yo)R* > 0 (2.21)

Es decir, el valor maximo de la funcién se encuentra en la frontera y el
minimo en el interior o en la frontera (figura 2.6).
Funciones superarmodnicas: Las funciones subarménicas son solucién

de
o*f 82f

a2z T~ @) | opley) 20 Vi) € (2.22)

Y sustituyendo
div (grad f) = —p(z,y) (2.23)
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Suar = Sigr
Sz Suar
Floo,30)
S 1 Jiw = S i
ViFz0 ViF<0

Figura 2.6: Funciones subarmonicas y superarmonicas

en la ecuacion 2.12, se tiene

flanw) = 5og I+ Sgolenm B (220

de donde se deduce

1 1
ﬁfMIN j{dl + ﬁp(xo,yo)Rz <

o7 P @+ oo ) R <

1
ﬁfMAX jl{dl+2 2|p(x0,y0)R2 (2.25)

1
Juine) T A< fo < fuaxw) +A, A= _—P(mo,yo)RQ >0 (2.26)

Es decir el valor minimo de la funcién se encuentra en la frontera y maximo
en el interior o en la frontera (figura 2.6)

Esta importante propiedad permite la utilizacion de las funciones superarmoni-
cas, igual que las armoénicas, para la generacion de trayectorias libres de co-
lisiones y sin minimos locales.

2.2.1.2. Andlisis en n dimensiones

Considerar una funcién potencial de n variables:

= f(a,q2,- - ), (2.27)

analitica en el dominio 2 C R"™, con un contorno 92 sobre el que se im-
pondran unas condiciones a la funcién.

Las coordenadas se pueden expresar vectorialmente, r = (q1,q2,...,qn) y
la distancia euclidiana entre dos puntos como d = ||r; — ra||
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Generalizacion del Principio de localidad de una funcién: Dada una
funcién f(r), definida en un dominio 2 C R" y de clase C'*°. Dado un disco
de radio R centrado en (rg): D = {(r) € Q|||r — ro|]| < R}. Entonces se
cumple que:

o R2n 2
]ff (ro + Rn)dS — Z V), (2.28)

Esta expresion es la generalizacion de la 2.11 y la demostracion de su
validez se muestra en el apéndice A.1.

Funciones arménicas: Las funciones armdnicas cumplen V2f = 0, en
todo punto perteneciente al dominio, aplicando esta condicion al principio de
localidad (ecuacién 2.28), se obtiene la propiedad del valor medio para una
funcién multivariada:

F(ro) = % ji f(ro + Rn)dS (2.29)

Por lo tanto, el valor de una funcién armonica en cualquier punto de
un volumen determinado no serda ni maximo ni minimo, encontrandose estos
sobre la superficie cerrada que limita dicho volumen:

furnes) $5dS §g f(ro+ Bn)dS  farax(s) $gdS
S = S < S

(2.30)

farnes) < f(ro) < faaxes) (2.31)

Funciones subarmoénicas: Igual que para el caso de dos dimensiones,
las funciones subarmonicas para n dimensiones son solucion de

sz:p(QMq?)"'a(Zn) | p(q17q27"'aQn)20 V(Q1,CI2,---7Qn)€Q

(2.32)
Aplicado al principio de localidad (ecuacién 2.28), se tiene:
ro + Rn)dS R?
Flrg) = Js 0 S —r (2.33)

Con respecto a los valores maximo y minimo en la hiperesfera, se cumple la
desigualdad:

fuivs) $s dS _ fs f(ro + Rn)dS B R_2 - fruaxes) $gdS B R_2
S P 4 S P 4 S P 4
(2.34)
R? R2
Jains) = P < f(ro) < faraxs) — P (2.35)

Es decir, maximo en la frontera y minimo en el interior o en la frontera
(figura 2.6)
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(r,. 1 (x,

(r,.. /(1))

X

Figura 2.7: Funcién convexa. rog=ri(1—19)+rd, 0<9<1

Funciones superarmodnicas: Similarmente, las funciones superarméni-
cas cumplen

v2f_ (C]1,C]2,---,Qn) | p(qlch?a"'?qn)ZO V(ql,q2,...,qn)€Q
(2.36)
ro + Rn)dS R?
fly) = ST TS 12 237)

Y la desigualdad que involucra a los valores maximo y minimo

fuins) $5dS fs ro + Rn)dS R? faraxes) $gdS R2
-5 “’4 S ey sT 5 Ty
(2.38)
14 1%
Turnes) + pR—g < f(ro) < fuax(s) + pR (2.39)

S S

De donde se deduce que el minimo se sitia en la frontera y el maximo en el
interior o en la frontera (figura 2.6).

2.2.2. Concavidad, convexidad de las funciones subarmodni-
cas y superarmonicas

La propiedad del valor medio y del minimo, que cumplen las funciones
armoénicas y superarmonicas, posibilita su utilizaciéon en la generacion de
funciones potenciales definidas en el dominio del espacio de configuraciones.
Para saber més respecto al comportamiento del campo vectorial determinado
por el gradiente de dicha funcién vectorial es necesario estudiar la concavi-
dad y convexidad de dicha funcién. Asi, el cumplimiento de la desigualdad
de Jensen [13] (ecuacién 2.41 y figura 2.7) determina la no concavidad de
las funciones arménicas y superarmonicas, lo cual significa que la variacién
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del modulo del gradiente no cambiard de decreciente a creciente en ningu-
na direccién. Por consiguiente tampoco existiran minimos locales en todo el
dominio de la funcién.

n  0%f

Por lo tanto, para ) ., 5.2 = 0, se cumple la desigualdad de Jensen para

las funciones concavas:

fri(1=9) +1r20) < f(r)(1 =) + fr2)d, 0<9<1 (2.40)

Y para ) ., % < 0, se cumple la desigualdad de Jensen para las funciones

convexas (figura 2.7):

FEr(1—9) +100) > fr)(1—0) + f(ra)d, 0<9<1 (2.41)

donde r; y ry son dos puntos cualesquiera del espacio.
La demostracion de esta propiedad se muestra en el apéndice A.3.1.

2.2.3. Lineas de corriente y superficies equipotenciales

En todos los puntos de una superficie equipotencial S, el valor de la
funcién es el mismo: f(r) = Const  Vr € S, Por lo que la derivada
direccional, en todo punto de S,,, con respecto a cualquier vector v contenido
en dicha superficie serd cero:

of _

= v = 1L 2.42
Ty Vf-v=0 — Vflv (2.42)

por lo que las lineas de corriente y las superficies equipotenciales son también
ortogonales.
Ademas la ecuacién de Laplace dice que

V2u = div (grad u) = 0, (2.43)

lo que determina que las lineas de corriente no se cortaran, ya que la diver-
gencia del gradiente es nula en todo punto del dominio.

Para un entorno del espacio de configuraciones modelado por la ecuacién de
Poisson, con condiciones de contorno definidas sobre los obstaculos y una
funcién delta independiente situada en el punto objetivo, la funcién solucién
dispondré de infinitas lineas de corriente que confluirdn en el punto objetivo.
De esta forma la trayectoria, libre de colisiones, se superpondra sobre una
de estas lineas que, partiendo del punto configuracién inicial, llegara a dicho
punto objetivo.

La posibilidad de corregir la trayectoria pasando de una linea de corriente
a otra proxima, a través de una superficie equipotencial, ofrece un método
para disenar un control reactivo para abordar entornos dindmicos o inciertos.



26 CAP. 2. FUNCIONES ARMONICAS

Figura 2.8: Estudio de la curvatura.

2.2.4. Superposicion lineal

Por la propiedad de linealidad del laplaciano se deduce que la combinacion
lineal de varias funciones armoénicas es, a su vez, una funcién armonica:
Dado un dominio €2 C R" y dada una serie de funciones u; : 2 — R, donde
i=1,2,3,...,k. Si cada una de las funciones u; es armonica en el dominio,
entonces la combinacién lineal de ellas también lo es

k k
i=1 =1

Esta propiedad permite aplicar el principio de superposicién a la solucion de
la ecuacion de Laplace o de Poisson; tal como se hace con las funciones de
Green, lo que facilita el estudio de la influencia de las condiciones de contorno,
asi como del modelado de los obstaculos como funciones independientes en
las ecuaciones sub y superarmonicas.

2.2.5. Curvatura de las funciones armodnicas

Una trayectoria sobre el espacio de configuraciones quedara definida por
una curvilinea tal que el vector tangente en cada punto de la misma tendra la
misma direccién que el gradiente de la funcién en el mismo punto. La curva-
tura de esta linea, en el espacio de configuraciones, determinara las acelera-
ciones que experimentara el robot para la consecucion de la trayectoria.

Interesa saber como son de “suaves”las trayectorias obtenidas a partir de
las funciones armonicas. Resulta que para el caso de dichas funciones po-
tenciales armoénicas esta curvatura sera reducida, lo que proporcionara tra-
yectorias con aceleraciones menores para los actuadores que impulsan las
articulaciones, lo cual puede redundar en un menor consumo de energia y
menos problemas de mantenimiento.
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De acuerdo con la figura 2.8, considerando dos puntos proximos de una cur-
vilinea obtenida sobre una hipersuperficie de una funcién potencial genérica,
la curvatura de la curvilinea en la direccion v es

Kyy = 1im {; {%(m - %(rl)}} _ %(rl) (2.45)

Entonces, teniendo en cuenta que la Laplaciana de una funcion es la diver-
gencia de su gradiente, y que por consiguiente ésta se define en el entorno de
un punto, se integra sobre una superficie esférica de radio muy pequeno dr
y se obtiene la curvatura media de Gauss:

(1 1,
Kive = 6}}{12}0 {% . K1vd5s} = §V s (2.46)

tal como se demuestra en el apéndice A.3.2. Esta curvatura media serd mini-
ma (cero) si se cumple la ecuacién de Laplace. Por lo tanto, utilizando las
funciones arménicas para generar funciones potenciales auxiliares, obtendre-
mos trayectorias “suaves”, lo que supone aceleraciones suaves para el robot
en la ejecucion de movimientos.

2.2.6. Estabilidad de la solucion

La solucion de la ecuacién de Laplace o de Poisson experimenta pequenas
variaciones frente a pequenas variaciones de las condiciones de contorno o
pequenas variaciones de la funcién independiente, esta propiedad facilita la
utilizacion de las funciones potenciales armoénicas en el diseno de planifica-
dores de trayectorias en entornos cambiantes.

En el apéndice A.3.6 se analiza esta propiedad.

2.3. Problematica inherente al método

Una vez obtenida la funcién potencial, la trayectoria se obtiene por seguimiento
del gradiente; por lo que la distribuciéon del mismo, y la existencia de zonas
donde su modulo pueda alcanzar valores extremadamente bajos, puede pre-
sentar serios problemas para la computacion de trayectorias.

Este efecto es caracteristico de las funciones armonicas, estd presente
en la naturaleza (campos eléctricos y gravitatorios) y supone la principal
desventaja en su utilizacién para la planificacién de trayectorias en robodtica.

Con la finalidad de conservar una visién intuitiva del mismo se le denomina
efecto embudo.

2.3.1. Efecto embudo y funciones armonicas

Con la finalidad de ilustrar el problema fundamental, presentado en la
utilizacion de las funciones armonicas como funciones potenciales para la
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Figura 2.9: Efecto embudo.

generacion de movimientos en robodtica, se considera el modelo simplificado
siguiente:
Viu=46(r—ry), (2.47)

considerando todo el espacio y situando la funcién delta en el origen de
coordenadas (ry = 0).

Aplicando el teorema de la divergencia al gradiente de la funcién; para
un hipervolumen esférico V' centrado también en el origen de coordenadas,
limitado por la hipersuperficie esférica correspondiente S, de radio R

jlgVu-dS:/V(V-Vu)dV:/6(r)dV:1 (2.48)

|4

Por la simetria del problema Vu - dS = |Vu|dS y |Vu| = constante, por lo
que se tiene:

j{vu -dS = |Vl 7{ ds = |VulS, (2.49)
S S

sustituyendo en 2.48 se tiene que |Vu|S =1y

Vu— Siru (2.50)

n

Siendo r, el vector unitario en la direccién del radio de la hiperesfera, apun-
tando al exterior y aplicado a un punto de la superficie de la misma.

La expresién de la superficie de una hiperesfera en n dimensiones se ob-
tiene en el apéndice A.2 y vale:

manrn!
S, = ——— 2.51
I(%+1) (2:51)

Asi, el médulo del gradiente decrece con el aumento del radio de la hiperesfera
y este decrecimiento es més rapido cuanto mayor es el nimero de variables
de la funcién potencial.
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Figura 2.10: Balance del flujo del gradiente.

De esta forma, para un nimero de grados de libertad elevado, el gradiente

se hace tan pequeno que, a una cierta distancia r, la propia precision numérica
del ordenador puede no ser suficiente para discriminarlo.
Ademas, el efecto embudo puede provocar que los métodos numéricos de
relajacion, utilizados en el calculo de las funciones arménicas, requieran un
nimero muy elevado de iteraciones y un tiempo de computacion también
muy elevado.

2.3.2. Condiciones de contorno, condiciones de solubi-
lidad y balance global del flujo del gradiente

Las condiciones de contorno aplicables al modelo, para la obtencion de la
funcién potencial, no pueden ser cualesquiera si no que deben cumplir con
unas determinadas condiciones denominadas condiciones de solubilidad o de
compatibilidad; las cuales surgen de aplicar el teorema de la divergencia al
campo vectorial creado por el gradiente de la funcién, en todo el dominio.

Considerando el modelo genérico (ecuacién 2.7)

V2u=—p(r) +6(r—ry), |pr)>0 VreQ (2.52)

aplicable a un dominio €2 con un contorno también genérico 9f2 (figura 2.10).
Considerando el campo vectorial

g(r) = Vu(r), VreQ (2.53)

aplicando a g el teorema de la divergencia

/V(V-g) dv = ]{Sgds, (2.54)

considerando todo el dominio €2 y su contorno 0f2, se tiene

/Q (V?u) dQ = j{ Vu - d(0Q2), (2.55)

o0N
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ahora, teniendo en cuenta que Vu -n = g—ﬁ y 2.52

/Q [—p(r) +0(r —rq)] d2 = jém g—zdaﬁ, (2.56)

de donde, se deduce

ou

—dS:1—/ r)dS? 2.57
) on QOP() o (2.57)

que son las condiciones de solubilidad de la ecuaciéon 2.52 e imponen
restricciones a las condiciones de contorno, que deben cumplirlas para que
exista una solucién.

Similarmente, aplicando 2.55 a un contorno formado por S¢c U Sp U Sy, tal
como se muestra en la figura 2.10, se tiene

Vu-dSc— ¢ Vu-dSo— ¢ Vu-dSy=0, (2.58)
Se So Sy

donde cada término representa los flujos de gradiente que atraviesa cada
superficie

bc = ¢o + Ga, (2.59)

expresion que representa el balance global del flujo del gradiente, donde

b0 = —/Q p(1)dQ0 (2.60)

gbd = /Q 5(1‘ — I'd)de =1 (261)

Con las funciones superarmonicas hay mas posibilidades de jugar con el ba-
lance del flujo del gradiente para conseguir un distribuciéon del mismo mas
homogéneo.

Las posibles condiciones de contorno son las de Dirichlet (u = g en 09),
las de Neuman (%% = g) y las mixtas (au + f9% = g). El tratamiento
detallado con la demostracion de solucién inica se muestra en los apartados
del apéndice A.3.3, A.3.4y A.3.5.

La posibilidad de combinar las condiciones de contorno de Dirichlet y
de Neuman, de forma que haya intervalos del mismo donde se aplique una
u otra, permite controlar la distribucion del flujo (derivada direccional) en
distintos tramos del contorno y por consiguiente en el domino.

Considerando el modelo:

Viu=6§(r—ry) VreQ

a@u+p(E) S =h Ve

donde & parametriza el contorno y h es una funcién genérica. Realizando



CAP. 2. FUNCIONES ARMONICAS 31

o=1, B=0

Qo

(GO

o=1, p=0

Figura 2.11: Condiciones de contorno mixtas.

una particién del contorno en funcién de la condicién fijada (figura 2.11)
002 = 0Qp + 0y, (2.62)

la expresion del flujo neto en todo el contorno sera, teniendo en cuenta el
balance global del flujo del gradiente:

%d&m = @daﬁ + 8—ud6§2 = 8—ualaQ +0=1, (2.63)
a0 On a0p On o0y On o0, On

Con lo que es posible, mediante la gestion adecuada de las condiciones de
contorno, localizar el “flujo disponible” (y por tanto el gradiente) en zonas
convenientes, quizés alejadas del punto destino (apartado 3.4)

2.4. Calculo analitico y obtencién numérica
de soluciones

Con la finalidad de ilustrar las propiedades de las funciones arménicas re-
lativas a la planificacion de movimientos en robética, es adecuado realizar el
calculo analitico de algunos modelos béasicos. La utilizacién de las funciones
de Green es idonea para este fin, ya que permite discernir entre las distintas
partes que afectan a la solucién y completarla mediante una simple suma.
La utilizacion del teorema de Green permite aislar la influencia de las con-
diciones de contorno sobre la funcién potencial y sus propiedades en el do-
minio del espacio de configuraciones, la proposiciéon de distintos modelos de
C-espacios con obstaculos regulares y las condiciones de compatibilidad seran
la base para la exploracién de propiedades de la funcién potencial ante dis-
tintas situaciones de contorno. En el apéndice A.4 se muestra, para consulta,
el teorema de Green.

Funcién de Green
Se define la funcion de Green, o respuesta impulsional, como la solucién de

VG =6(r — 1), (2.64)
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P1_ P2

© xd

dLo |~—> n . -

L, =

PO P3

Figura 2.12: Contorno rectangular y funcién delta.

con r = (q1,92,q3, - - -,qn), condiciones de contorno homogéneas (G = 0) y
d(r —r,) funcién delta situada en ry,.

La funcién de Green serd funcion de la variable posicién r y del punto de
situacién de la funcién delta r,, G(r,r,). En general, la posicion de la funcién
delta sera considerada como variable, dependiendo del modelo a resolver.

2.4.1. Modelo base. Analisis de la influencia de las con-
diciones de contorno mediante las Funciones de
Green

El modelo bésico (sin considerar obstaculos) estd constituido por un

C-espacio con dominio rectangular donde se define una funcién potencial
u que cumple con la ecuacién de Poisson V?u = 6(r — ry), con la funcién
delta situada en el punto objetivo destino de la trayectoria.
Para aislar en la solucion la influencia de las condiciones de contorno se uti-
lizan las funciones de Green; de manera que en el mismo dominio se define,
ademds de la funcién potencial u, otra funciéon G con la que se completa el
modelo:

V2G = §(r —r,), con condiciones de contorno homogéneas

V?u = §(r — ry), con condiciones de contorno no homogéneas

Donde G(r, r,) es una funcién de Green genérica, solucién de V2G = 6(r —r,),
donde r,, serd un punto considerado como variable, en contraste con g(r—ry),
que es la funcién solucién de Vg = d(r — ry), donde rq es el punto fijo de
posicién de la funcién delta que marcara el minimo global objetivo.
Utilizando la 2* ecuacién de Green (ecuacién A.76) con las funciones u y
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G(r,r,), se obtiene:

/V (uV?G — GV?u) dV, = f{ (ua—n - G—
On
n

)
[ (Wbt =) = Glrr)ste —xav, ~ § (u——G )
)

ulr,) — Glrg,r,) = 7{ (ua——G ds,

ds,

QU

Sp

por otro lado, las funciones de Green cumplen con la propiedad G(rg,r,) =
G(rp,rq) y G(rp,rq) = g(rp,ra), con lo cual

oG ou
U(I'p) = g(rp> rd) + % Ua—n — % Gands (265)

donde, en el segundo miembro de la igualdad, el primer término representa
la influencia de la respuesta impulsional, el segundo representa la influencia
de las condiciones de contorno de Dirichlet y el tercero la influencia de las
condiciones de contorno de Neuman.

Sin embargo, puesto que G = 0 en el contorno 0f2, se tiene:

oG
u(ry) = g(rp,ra) + ua—ndS (2.66)

El hecho de que G valga cero en el contorno (condiciones de contorno ho-
mogéneas) facilita y hace posible la obtencién de la funcién de Green para
los modelos sencillos estudiados, pero el término correspondiente a las con-
diciones de contorno de Neuman queda anulado. Por este motivo, su estudio
se realizard mediante el uso de las series de Fourier en el apartado 3.4.

Con la utilizacién de funciones potenciales superarmonicas el modelo base
presentado es

V2G = §(r — r,), con condiciones de contorno homogéneas
V2u = §(r —ry) — p(r), con condiciones de contorno no homogéneas

Y la expresion obtenida de la 2* ecuacion de Green es:

u(r,) = g(ty,ra) + / GpdV + ]{ u—dS (2.67)

Igual que para las funciones potenciales armoénicas el término ff; u28ds
. . . . S 8n
representa la influencia de las condiciones de contorno.

2.4.2. Obtencion de soluciones mediante calculo numeéri-
co

La obtenciéon de soluciones utilizando las ecuaciones 2.66 y 2.67 es factible
mediante la utilizacién de los métodos numéricos de integracion clasicos y un
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programa de célculo como el MATLAB. El contorno y los obstaculos deben
estar constituidos por formas geométricas regulares globales o por tramos
de forma que sea posible parametrizar y definir variables de integracion que
recorran el contorno y el volumen para posteriormente realizar la integra-
cién numérica. Puesto que el objetivo es obtener soluciones que sirvan para
representar graficamente la influencia de las condiciones de contorno y de
la funcién p, se plantean modelos basicos sencillos en 2D. En este caso la
solucion genérica es

u(ry) = g(rp, ra) + / GpdS + % u%dl (2.68)
S C (311

Para poder obtener soluciones mediante procedimientos numéricos es nece-
sario parametrizar la superficie y la curva cerrada de integracion

oG b oG,
%Cuﬁ_ndl —/a ua—n]r (t)|dt, (2.69)
donde 50
ug =[] (2.70)

Para poder calcular numéricamente la integral de contorno, primero se dis-
cretiza el integrando como funcién del parametro t y después se calcula la
integral utilizando el método numérico correspondiente (algoritmo 2.1)

for t=1:TM

y(t) = f[r()]
end;
To =trapz(t,y)

Algoritmo 2.1: Céalculo numérico de la integral de contorno mediante
MATLAB

2.5. Aportacion

En este capitulo se ha realizado un estudio taxondémico de las propieda-
des de las funciones armonicas aplicadas a la generacién de movimientos en
robotica, diferenciando aquellas que son favorables de las que plantean una
seria limitacion para su uso como funciones potenciales. Asimismo el capitulo
presenta la metodologia para el célculo analitico de las funciones armonicas
con el objetivo de validar las aportaciones que se haran de cara a su mejor
adecuacion a la planificacion de movimientos.

- Una funcién potencial debe tener como principal cualidad, para la obten-
cién de trayectorias en el espacio de configuraciones, la ausencia de minimos
locales en el dominio en el que esta definida. Esta cualidad determina que un
planificador de trayectorias basado en funciones armonicas serda completo; es
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decir siempre encontrara una solucion si ésta existe.

- Las trayectorias obtenidas mediante el uso de las funciones armoénicas seran
suaves: es decir, la curvatura de las curvilineas obtenidas como proyeccién
sobre el espacio de configuraciones por el seguimiento del gradiente de la fun-
cién armoénica, seran Optimamente reducidas para cualquier tipo de entorno.

- Para determinadas condiciones de contorno la ecuacién de Poisson plan-
teada, sobre cualquier entorno posible del C-espacio, tendra solucion y ésta
serd unica. De otra manera, para que exista una solucion, las condiciones de
contorno planteadas (valor y derivada de la funcién) no pueden ser cualesquie-
ra; debiendo de cumplir estas unas determinadas condiciones denominadas
condiciones de solubilidad.

- Variando ligeramente las condiciones de contorno la solucién experimen-
ta, también, una ligera variacion. Esta propiedad permite la aplicacién de las
funciones armonicas en entornos cambiantes, asi como la implementacién de
algoritmos en los que la exploracion del C-espacio se va realizando sucesiva-
mente.

- La distribucion del gradiente, en principio, serd desigual; obteniéndose zo-
nas donde este tomara valores extremadamente bajos y obligando (si el punto
inicial se encuentra en ellas) a tiempos de computacién inadmisiblemente al-
tos, especialmente si el nimero de grados de libertad es elevado, lo que haria
inviable el método. Sera necesario, por tanto, desarrollar un método que
contrarreste este problema.
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Capitulo 3

Alternativas de moldeado de
las funciones armoénicas para su
uso en la planificacion de
movimientos

Teniendo en cuenta las condiciones de solubilidad que debe de cumplir
todo modelo, la aplicaciéon de condiciones de contorno no uniformes de Diri-
chlet y mixtas suponen un recurso de moldeado de la funciéon potencial como
solucion de un modelo formado por la ecuacién de Poisson y sus condiciones
de contorno.

La utilizacién de subdominios en los cuales la funciéon potencial sera definida
como armonica, superarmonica y subarmonica, es el otro recurso utilizable
para la obtencién de una funciéon potencial con una distribucion de gradiente
mas eficiente.

Con la finalidad de solucionar el problema de las regiones planas o bajo
gradiente se propone la utilizacién de las funciones subarmonicas y supe-
rarmonicas, juntamente con el establecimiento adecuado de las condiciones
de contorno.

En este capitulo se cumplen los siguientes objetivos:

1. Estudiar el efecto de las condiciones de contorno de Dirichlet sobre el
moldeado de la funcién potencial (apartado 3.3).

2. Estudiar el efecto de las condiciones de contorno de Dirichlet no uni-
formes sobre el moldeado de la funcién potencial (apartado 3.4).

3. Estudiar el efecto de las condiciones de contorno mixtas (Dirichlet-
Neuman) sobre el moldeado de la funcién potencial (apartado 3.5).

4. Estudiar el efecto de la utilizacion de las funciones sub y superarméni-
cas, por subregiones, en el moldeado de la funcién potencial (apartado
3.6).

37
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3.1. Modelo genérico

En este punto, es conveniente plantear un modelo genérico que contemple

todas las posibilidades de modelado de los obstaculos y del contorno, con la
finalidad de estudiar e ilustrar las propiedades en cada caso.
El modelo genérico planteado se aplica sobre un dominio €2 particionado en
tres subdominios o regiones: regién subarmonica (2p, region superarmonica
Qo v region homogénea 2y; con un contorno particionado en dos zonas: zona
donde se aplica las condiciones de contorno de Dirichlet 9€2p y zona donde
se aplica las codiciones de contorno de Neuman 0€2y

Viu=p(r)+d(r—ry) en Q
au+ B =h en 0Q

donde § (r — ry) modela el punto objetivo situado en ry, p(r) modela las re-
giones sub y superarmonicas:

—po VreQo y po>0

p(r)=< pp VreQp y pp>0

0 Vr ¢ (Q()UQP)

a=1,=0 Vredlp
a=0,0=1 VreQy

Aplicando la 2% ecuacién del teorema de Green (tal como se hace en el
apartado 2.4.1)

0G ou
u(ry) = g(rp,ra) + /vadV +j£ (u% —~ G%) ds, (3.1)

donde:

= (G es la funcién de Green o respuesta impulsional del modelo:
V2G =6 (r, —ry) Vrg €
condiciones de contorno homogéneas en Of)
» g(r,ry) es la respuesta a la funcién delta situada en el punto objetivo:

g(r,ry) = G(r,ry) (3.2)

= La integral de volumen determina la influencia de las regiones sub y
superarmonicas.
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» La integral de superficie representa las condiciones de contorno:

Condiciones de contorno de Dirichlet:— fs (u‘g—G) dsS

=
mn

Condiciones de contorno de Neuman: fs (G %) dS

Como se aprecia en la ecuacion 3.1, la parte fundamental del método es
la obtencion de la funcién de Green, lo cual sélo es posible para modelos
sencillos. De todas formas el objetivo es ilustrar las propiedades de las fun-
ciones arménicas, sub y superarménicas, asi como la aplicacién de distintas
condiciones de contorno, y esto es posible mediante el estudio de modelos
bésicos.

Para poder analizar las distintas condiciones de contorno, la obtencion de la
funcién de Green se realizard mediante el método de las cargas imagen (condi-
ciones de contorno de Dirichlet) y mediante las series de Fourier (condiciones
de contorno de Dirichlet y de Neuman), en ambos casos se plantearan mo-
delos representativos sencillos y se obtendra resultados utilizando métodos
numéricos mediante el programa MATLAB.

3.2. Condiciones de contorno de Dirichlet.
Obtencion de la funcion de Green me-
diante el método de las cargas imagenes,
aplicado a funciones de dos variables

Mediante el método de las imagenes se puede obtener la funcion de
Green, en un dominio con condiciones de contorno homogeneas, utilizando la
funcién de Green de todo el espacio; las sucesivas cargas imagen son réplicas
especulares ficticias, que se forman fuera del dominio al considerar el contorno
como si fuera un espejo. De esta forma se puede explorar las propiedades de
la solucién de forma mas intuitiva y sacar conclusiones respecto de la relacién
entre la distribucién del gradiente y las condiciones de contorno.

Para que el método sea factible, y produzca soluciones observables, se aplica
a dominios en dos dimensiones.

3.2.1. Funcién de Green para todo el espacio

De la ecuacion 2.50 se obtiene la funcion de Green para todo el espacio,
para un espacio de n dimensiones:

09 (1(—ry\ (r—rs) 1
3(r—rd)_<5‘r_rd|) r—ry S (3.3)

g(r,ry) = % (3.4)
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donde R = |r — ry|. Para n = 2, se tiene:

dR 1

y para n > 2, teniendo en cuenta 2.51:

r(g+1)/ dR T(5+1) o (36)

= =
nmz2

Rn—1 n(n — 2)r2 Rn—2

9(1', I"d) =

para un espacio infinito, en ambos casos.

3.2.2. Ejemplos basados en condiciones de contorno

homogéneas: Rectangulo y circunferencias obstacu-

lo

= Dominio semiplano. Aplicando el método a la obtencion de la funcién
de Green en un dominio definido por el semiplano y < 0, con condicio-
nes de contorno homogéneas en y = 0, obtenemos la carga imagen tal
como se muestra en la figura 3.1a. La funcién buscada es la solucién de

V3G = 6 — 0r (3.7)

aplicada a todo el espacio. De acuerdo con el principio de superposicion,
la respuesta es la suma de las dos respuestas individuales:

1

1 1
G:%1n|r—r0]—%1n|r—r1|:%m

r — xqf

(3.8)

Ir — 1|
De manera que paray =0, [r —r;| =[r —ro| y G = 5In1=0

= Dominio franja. Para un dominio determinado por la franja 0 < y < L,
las cargas imagen de dy se obtienen considerando dos espejos situados
eny =0y y = L, tal como se muestra en la figura 3.1b. De esta
forma se obtienen infinitas imagenes cuyo signo de carga es alternado
consecutivamente y el modelo aplicado a todo el espacio es:

VG = Z 521+Z 5 (3.9)

=0
cuya solucién es:
1 1 . 1
= — ) In |ro;| 4+ — —1)'In —— =
o z:; n| 2|+27T;( ) n|r2i+1|

I & 1o
2—2 2 (3.10)
1=0

\rzz+1|
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p=4L+y, = @5, =5,
¥=A4L-yy s 83 =5,
y=2Lty, @8 =35,

e y=2L-y, @ b,= by
- a O<y<i
y<0
® g };::JE)U @3,

a) Semiplano Y=Y @%=%n
y=-2L-n) @8, =8,
y=—-(2L+y) @48=5,

y =Ly} 70
b) Franja

Figura 3.1: Método de las imédgenes para la obtencién de la funcion de Green:

a) Semiplano, b) Franja

de manera que para y = L, se cumple que

lroir1]| = |roy| Vili=0,1,2,--- (3.11)
por lo que
1 & .
G = %;(—1)’1n1 =0 (3.12)
También se puede organizar de otra manera:
1 r 1 & , ro;
G = By ln% + o i:2(—1)zln |l;_’3| (3.13)
de forma que para y = 0 también se cumple que
Iro| = |ro| v |roais| = |rei| Vi[i =2,3,4,--- (3.14)
y también se cumplen las condiciones de contorno homogéneas:
G:i1n1+ii(—1)iln1:o (3.15)
2m 2T P

La posicién de las sucesivas cargas imédgenes presentan una ley de re-
currencia tal como se aprecia en la figura 3.1b, de forma que es posible
obtener una expresiéon como un sumatorio de una serie.

_ LNy L= 20) + (y = 2L — yo)’]
Gley) =1 > (=11 [(z — 20)2 + (y + 20 L + 1)?] (3.16)
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- By ® 8 i g C?éi ,_‘525
& & &, 5 &,
........... @ 3 = 13 @ o {£3 &) =
— & 21 5_11 i 501 11 _‘521
1<) 1 [ 5] &
y=1,
0<y<li
x=0 » —
b 5 {u <x<l, | 8y E 5, 5,
@ & ® & @
y==5 i)
o o O 5 @512 on
&
8 Sy " 8y 8y
........... @ &) @ (3 @
5 26 5_1.5 506 515 526
<] 1] @ & &

Figura 3.2: Método de las imégenes para la obtencién de la funciéon de Green.
Dominio rectangular

Los términos correspondientes a las cargas imagenes mas alejadas tie-
nen un influencia despreciable y se puede prescindir de ellos. Es decir,
conforme ¢ - L. es més grande el término del sumatorio correspondiente
es mas pequeno, cumpliéndose que

, [(v — x0)* + (y — 2iL — yo)?]
lim In -
iL—soo  [(x — x0)% + (y + 2iL + yo)?]

=0 (3.17)

Dominio rectangulo. Un dominio definido por un rectagulo delimi-
tado por

O<z< L,

O<y<lLy,

se puede considerar como la interseccion de dos franjas, y las cargas
imagen de &y se pueden obtener como las réplicas sobre los espejos si-
tuados en © = 0, z = L,, y = 0y y = L, (figura 3.2). La posicién
de las sucesivas cargas imagenes presentan una ley de recurrencia, de
forma que es posible obtener una expresiéon como un doble sumatorio
de una serie:

VG = Z Z(_l)(iﬂ)é(?iﬂj) - Z Z(_l)(i+j)6(2i+l,2j+1) (3.18)

j=0 i=0 j=0 i=0

VG = Z Z<_1)(i+j) [5(2i,2j) - 5(2i+1,2j+1)} (3.19)

j=0 i=0
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T o8 28 =8 +8
Tme ®e ®e Be oo |

le@ 38 o8l se o9
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i LR e e . e - e .o

a) b) <)
Figura 3.3: Funcion potencial de Green con cargas imégenes para un dominio

rectangular: a) Funcién de Green, b) Funcién potencial de las cargas imagen,
¢) Situacién de las cargas imagen.

cuya solucién es:

o= L3y (i, T re] (3.20)

2 £~ £ r — r(2i+1,2j+1)|

de manera que para z =0, z = L., y = 0, y = L, se cumple que
|F - r(2i+1,2j+1)| = |1° - 1‘(2¢,2j)| Vi7j|iaj =0,1,2,--- (3-21)

por lo que en el contorno:

_ % i i () 1n1 = 0 (3.22)

7=0 =

Los términos correspondientes a las cargas imagenes mas alejadas tie-
nen un influencia despreciable, siendo nula en el infinito; por lo que
se puede tener una aproximacién razonable manteniendo unos pocos
términos.

La ecuacién 3.20 puede expresarse en términos de = e y como:

LIS, @ = 2L — @) 4 (y—2-i- Ly — y0)?]
G(m’y)_EZZ(_UH)ln[(x—2.j.Lx—:no)2+(y+2¢Ly+yo)2]

(3.23)
Utilizando la ecuacion 3.1, para p = 0 y G dada por la ecuaciin 3.23,
mediante el MATLAB y sus funciones numéricas, se obtiene la solucion
que se representa en la figura 3.3.

= Dominio exterior a una circunferencia. La obtencion de la funcién
de Green por el método de las iméagenes se realiza de acuerdo con el
modelo de la figura 3.4. Esta funcién serd la solucion de

V3G = 6y — 0; (3.24)

Considerando la circunferencia centrada en el origen y de acuerdo con el
principio de superposicién, la respuesta es la suma de las dos respuestas
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Figura 3.4: Contorno infinito, funcién delta y obstaculo circular. Carga ima-
gen.

individuales:
1 1 1. |r—rf?
G=—1 - ——1 — C=—h—++C (325
o n|r —ro 5 nlr—ry|+ g n‘r_”’2 +C (3.25)

De manera que para |[r| = R, G debe valer cero. Lo cual serd cierto si

se cumple que
v — o> = k|r — %, (3.26)

sobre la circunferencia y C' = — (1/47) Ink.
Se demuestra que esto se cumple para una posicién de la imagen sobre
la linea radial que une el centro de la circunferencia y la carga, tal que:

To

y B2
o
Asi, la funcién de Green sera:
1 v — ro|2R?
G=—h|—— 3.29
Ar {|r—r1|2r§ (3.29)
y aplicando el teorema de los cosenos, se tiene:
1 2,2 4,2 9
oot {R_Q 7"2 + rg T COS go] (3.30)
4m T T4+ T — 2rrpcos ¢
Puesto que r; = If—j,
1 R? r? + 12 — 2rrgcos
G=—In|— 0 3.31
i {7‘(2) T2+R4/r§—2T(R2/T0)COS<p] ’ (3:31)

donde ¢ es el angulo entre r y ry y, donde se observa que para r = R se
cumple que G = 0 (en la figura 3.5 se muestra la representacion gréfica
de esta funcién).
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a) b) c)

Figura 3.5: Funcién potencial de Green para un dominio exterior a una cir-
cunferencia: a) Funcién de Green, b) Funcién potencial de las cargas, c)
Situacion de las carga imagen.

® o &
A A4 hy
F i o c) ...................... @ .................................................. ®
@ @ ©
@ @ ®

Figura 3.6: Cargas imagen para la obtencién de la funcién de Green en un
dominio comprendido entre un rectangulo y una circunferencia interior.

= Dominio rectidngulo con una circunferencia interior. En este
modelo el contorno esta formado por un contorno exterior rectangular
(dominio del espacio de configuraciones) y un contorno interior circular
que representa un obstaculo.
Segun la figura 3.6, las cargas imagen se forman por las distintas répli-
cas especulares. Excepto la primera carga imagen, en el interior de la
circunferencia obstaculo, todas las réplicas se concentran en un reduci-
do espacio y, por ser el signo de estas alternado, se considera su efecto
neutro o nulo. Por lo tanto, el modelo valido aproximado es

VG ~ Z Z(—l)(iﬂ) [50(2i,2j) — O0(2it+1,25+1) T O1(2i+1,2+1) — 51(21',23')}
j=0 i=0
(3.32)
cuya solucién es, aplicando superposicion:

1 X = L. ro2:2i)||X1(2i ;
G o SN (- m {' ozi) | [Frzi 41251 (3.33)
=0 =0

To2it1,2j41) [T 1(2i,25) |
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a) b) <)

Figura 3.7: Funcion potencial de Green para un dominio comprendido entre
un rectangulo y una circunferencia interior: a) Funcién de Green (incluyendo
el potencial dentro del obstdculo), b) Funcién potencial de las cargas, c)
Situacion de las cargas imagen.

de manera que para v =0, v = L,, y = 0, y = L, se cumple que

’1‘0(21+1,2j+1)\ = ’r0(2i,2j)’ Yy ’1‘1(2¢+1,2j+1)| = ’1‘1(22’,2]')‘; Viaj’iaj =0,1,2,---

(3.34)

por lo que en el contorno:

QL i i(_l)(iﬂ‘) Inl=0 (3.35)

j=0 =0

Por su parte también G ~ 0 en la circunferencia; ya que la influencia
de las cargas especulares exteriores al rectangulo induciran, a su vez,
imagenes en el interior a la circunferencia aglutinadas cerca del centro,
cancelandose por tanto unas a otras.

La funcién 3.33 puede expresarse en términos de x e y como:

~ 1 i i (z+j) In {[(l’ —2jL, — 00)” + (y — 2iLy — yoo)’] )

Y == [(x —2jL; — x00)% + (y + 2iLy + Yoo)?]

[(# — 2Ly — xor)* + (y + 2iLy + yor)?]
[(.CIZ — 2][433 — .]70[)2 + (y — 27,Ly — y0[)2]

La programacién, mediante MATLAB, de la solucién se representa en la
figura 3.7, en ella se aprecia el cumplimiento de las suposiciones y del resul-
tado, tanto de las cargas imagen, de las condiciones de contorno homogéneas,
como de la funcién de Green obtenidas.

(3.36)

3.2.3. Contorno infinito, funcién delta y obstaculo cir-
cular

En este caso se puede considerar el obstdculo como el contorno. Es decir,
existira un contorno interno circular y la integral de circulacion del contorno
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gxd,yd)

¥C

(xp.yp)

XC X

Figura 3.8: Obstaculo circular.

serd la de la circunferencia interna (figura 3.8), ya que el gradiente de G en
el infinito es cero. De esta forma, la expresion global del potencial sera, para
condiciones de contorno genéricas de Dircichlet:

u=g +7{ f(r —dS (3.37)

Para un espacio de 2 dimensiones:
Dada la ecuacion 3.31:

G- (3.38)

11 R? r? 4+ 12 — 2rrg cos g
A7 2 12+ RY/r2 — 2r(R2/rq) cos

para evaluar la integral de contorno, que determina la influencia de las condi-
ciones de contorno, se obtiene la derivada de la funcién de Green con respecto
a rg en el contorno:

oG

R 1—(r/R)?
e -t

ro—R C2mr2 4+ R2 —2Rrcosy (3:39)

Por lo tanto la aportacién de las condiciones de contorno (f(rg)) a la solucién
de la ecuacion en derivadas parciales viene dada por la integral:

R [T 1—(r/R)?
(r.) 7{ f(ro) 8_7’0 ro— RdL_ 27 /(6 )r2+R2—2chos(6—60)Rd90
(3.40)
o 2 .2
o 0) = [ F(60) Ro—r 6, (3.41)

2 72+ R? — 2Rr cos(0 — 6p)

denominada integral de Poisson. A una distancia elevada del contorno cir-
cular, la influencia de sus condiciones de contorno se uniformiza a un valor
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a) Término aportado por la integral b) Funcién potencial solucién del
del contorno del obstaculo. modelo.
Figura 3.9: Condiciones de contorno constante (uc = K¢ = 5) para un

obstéaculo circular.

constante:

lim Io(T' 6 ——/ f 60 d90 _fMED(QO) (342)

T—00

que es el valor medio de las condiciones de contorno y que es independiente
de la posicion del punto como funcién de 6.

Aplicando el teorema del valor medio para integrales del producto de dos
funciones, para n dimensiones en general se cumple:

[OMED j;s 1 ¥e; 6ndS fME’D Irc fﬁg ( ) dS = Umedio = 1 = ‘%LSCMS

as
]O]V[ED = §S f(ro) (343)
S
Ademéds, teniendo en cuenta que u(r,0) = g(r,0) + Io(r,0), se cumple:
0lo
—dS = 44
D or S=0 (3.44)

para cualquier superficie cerrada que envuelva el obstaculo, lo que quiere de-
cir que:

e El balance de la derivada de la funcién influencia lo, se compensara ha-
ciendose cero. Es decir, si la pendiente de salida del obstaculo tiene un valor
elevado en alguna zona, puede provocar que la pendiente entrante en otra
determine minimos locales sobre el contorno.

Condiciones de contorno: valor constante de la funcién potencial
sobre el contorno de un obstaculo circular
Para uc = K¢, la influencia que tiene sobre la solucién viene dada por

21 _ 2
oG JL — KCR/ 1—(r/R) Rdfy = Ko
0

1, 0) =K —
o(r,0) c %o Orol,,_n 2T 12+ R2 — 2Rr cos(6 — 6p)
(3.45)
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resultado coherente con las condiciones de solubilidad, ya que

oG
K =
¢ ]{o Oro

El valor constante de la integral determina que:

AL = Ko -1 = K¢ (3.46)
ro=R

e La influencia, de un valor contante de las condiciones de contorno, so-
bre el gradiente de la funcion potencial, es nula en todo el dominio y solo
afecta al valor de la funcién en una constante sumatoria, figura 3.9.

3.3. Moldeado de la funcion potencial me-
diante la aplicaciéon de condiciones de con-
torno no uniformes de Dirichlet

La aplicacion de condiciones de contorno de Dirichlet no uniformes tiene
un efecto de moldeado sobre la funcién potencial solucién que es necesario
conocer. El contorno genérico a tener en cuenta, esta formado por un contorno
rectangular externo 02z y un contorno interno definido por los obstaculos
0. Sobre el dominio limitado por este contorno se aplica la ecuacion de
Poisson V?u = §(ry).

Las condiciones de contorno no uniformes de Dirichlet suponen que el valor
de la funcién potencial en el contorno serd funcién del punto considerado:

u(r)le = f(rc)
ou _
393 %ds =1
Aplicando la segunda ecuacion de Green se obtiene la solucién:

oG
u=g+ jé f(r)5-ds (3.47)

Inicialmente se estudian varios modelos basicos y se extraen las conclusiones
generales que se tendran en consideracion a la hora de disenar el algoritmo
planificador.

3.3.1. Dominio en forma de franja

La funcién de Green viene dada por la expresién 3.16, donde el término
genérico del sumatorio es:

1 (z =)+ (y — 20 — y,)?
Gi » Y, ) :_1 P P
(2,3 2, 9p) 47 n(x—a:p)2+(y—|—2iL+yp)2

(3.48)
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y sus derivadas en la direccion normal del contorno, y, = Ly y, = 0:

IGi(x,y; Tp, Yp)

ayp yp=L
_il 2(y— (2i+1) L) 2(y + (20 + 1) L))
At [(r—xp)?+(y— (20 +1)L)?  (x—a2,)2+ (y+ (20 +1)L)?
(3.49)
0G;(z,y; p, Yp) _
(—yp) Yp=0
1 2Ny—2-i-1L) 2y +2-i-L)
4w[@—xgz+@—z4-m2+@>4w2+@+24.m4 (3:50)

De esta forma se obtiene la integral de contorno:

# r5ds - Z - ) 5

_ Yp

Condiciones de contorno dependientes de la distancia, para un
dominio en franja: uc|,_; = ucl,_o =k [v — 20|

En este modelo el valor de la funcién potencial en el contorno es propor-
cional a la distancia respecto de la situacién de la funcién delta.

ff —45—

k:g(—l)i /:o

oG,
dy

P

_ —Zo| =———
g i=1 —00 8<_yp) 8

yp=0

(3.52)

yp=L

En la figura 3.10 se muestran el modelo y los resultados. Se observa que es
posible modular la derivada tangencial en el contorno, mientras que el ba-
lance global de la derivada normal en el mismo permanece constante.

En este caso la derivada normal aportada por las condiciones de contorno es
cero en todo el contorno y por lo tanto no existe un flujo de paso interferente,
sin embargo:

e Se establece una derivada tangencial que garantiza la existencia de un
gradiente elevado incluso en los puntos alejados del destino, lo cual es un
efecto deseable.
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y=L| Uc= k’ﬂx— X
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¥
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a) Dominio franja y X

funcién delta.

b) Funcién de Green.

X
¢) Término correspondiente a d) Funcion potencial solucién
la integral de contorno. del modelo.

Figura 3.10: Condiciones de contorno dependiente de la distancia para un
dominio franja.

D =
e

(a) (c)
Figura 3.11: Condiciones de contorno funcién de la distancia sobre el perime-
tro de un obstéculo circular: (a) Contorno del obstaculo circular. (b) Término
correspondiente a la integral de contorno. (c¢) Funcién potencial, sefialando
el minimo sobre el contorno.

[
5 - \_’/
L T T s
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3.3.2. Condiciones de contorno proporcional con la dis-
tancia sobre el contorno de un obstaculo circular

Con la finalidad de establecer una derivada tangencial sobre el contorno
obstaculo, que determine un gradiente favorable en el entorno préximo, se
fija uc = k- 1(6y) de forma que la referencia se encuentre sobre una linea
que una el punto destino con el centro de la circunferencia y que intersecta
la misma en los puntos P y @ (figura 3.11). La dependencia lineal tendra su
valor maximo en el punto P y valdra cero en el punto ()

k 2m R2 o 7,2
T 2m ), 1(90)r2 + R? — 2Rr cos(0 — 90>d90
(3.53)

oG

ro=R

e La influencia que tiene estas condiciones de contorno, sobre la distribucion
del gradiente, es favorable ya que en conjunto se observa una cierta modula-
cién en la direccién del punto destino, sin embargo aparece la posibilidad (si
se acentia demasiado el afecto) de un minimo local en el punto @ sobre el
contorno.

3.4. Moldeado de la funcion potencial me-
diante el uso de condiciones de contorno
mixtas

En el caso de un dominio rectangular, con obstaculos formando parte del
contorno, es preferible utilizar las series de Fourier para obtener la funcién de
Green ya que nos permitira aplicar condiciones de contorno tanto de Dirichlet
como de Neuman.

3.4.1. Obtencion de la funcién de Green utilizando las
series de Fourier
Con la finalidad de poder estudiar la influencia que tienen las condiciones

de contorno de Neuman en la distribucion del gradiente, se propone obtener
la funcion de Green solucion del siguiente modelo:

V3G =6(x — w0,y —yo) en Q
GO,y)=0 y G(L,y) =0, O<y<H

e, e,
9, (@,0)=0 y Gr(z,H)=0, O<z<lL
Puesto que el flujo total del gradiente en el contorno es constante e igual
a uno, con estas condiciones de contorno mixtas se trata de ilustrar como
es posible distribuir este gradiente de forma idonea para la consecucién del
principal objetivo que es la obtencién de trayectorias en el menor tiempo
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Figura 3.12: Funcion potencial de Green para un dominio rectangular y con-
diciones de contorno mixtas.

posible.
Aplicando las series de Fourier, la solucion seria

Z Z Ay SID (mwm) cos <%> (3.54)

m=1 n=1

donde cada término de la serie se corresponde con las autofunciones que
cumplen las condiciones de contorno. Para poder sustituir en la ecuacion en
derivadas parciales, se obtiene

%: S S A o sin (™2 cos (™ e

giyg = =2 1 2met G H2 sin (") cos ("7

De la misma forma, se tiene

0z —xo,y —yo) = mzl ; Crnm SII (?) coS <n_;r[y> , (3.55)
donde
L
nmw . /mmnx
Conn = LH/ { Y — Yo) COS (%)/O d(z — xp) sin (T) dx}dy

(3.56)

y, por las propiedades de la funcién delta

4 rmmag nTYo

Conn, = LHSIH( 7 )cos( 7 ) (3.57)

Asi, sustituyendo en la ecuacién en derivadas parciales e igualando término
a término (cada término es solucién) se obtiene

4 : mmnx nmTYo
o = sin (—L 02) CcoS g 7 ) (3.58)
LH (%5 + 1)

H2
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que es la amplitud de cada término de la serie, su valor decrece con la suma
de los cuadrados de m y n, de forma que para su calculo y representacion
grafica (figura 3.12) solamente se utilizaron los veinte primeros términos.
También en este caso son necesarios pocos términos de la serie para su céalculo
y representacion.

3.4.2. Propuesta de moldeado

Se observa el efecto interesante de que el bloqueo del flujo del gradiente
en una zona del contorno, impuesto por las condiciones de contorno de Neu-
man, se compensa por un aumento del mismo en la zona donde se aplica las
condiciones de contorno de Dirichlet.

Este efecto puede ser utilizado convenientemente para obtener una distribu-
cién del gradiente de la funciéon potencial mas eficiente:

e Aplicando condiciones de contorno de Dirchlet en los limites del dominio
y de Neuman en los obstaculos contenidos en su interiror, se conseguira que
el moédulo del gradiente en los pasillos formados entre obstaculos no sea ex-
cesivamente reducido y que, por consiguente, sea posible la obtencién de
trayectorias a través de ellos.

3.5. Moldeado de la funcién potencial me-
diante la utilizacion de las funciones su-
perarmonicas y subarmonicas

La utilizacién de las funciones superarmoénicas y subarménicas, para mo-
delar los obstaculos y el espacio libre, es el el otro recurso disponeble para
obtener soluciones de la funcién potencial con una distribucion del gradiente
mas eficiente.

En principio, utilizando las funciones de Green y la herramienta MATLAB,
se obtienen soluciones numéricas de modelos sencillos. De ellos se extraen
conclusiones que son la base para el diseno del modelado utilizado.

3.5.1. Contorno infinito, funcién delta y obstaculo cir-
cular

En lugar de considerar un obstaculo genérico circular como parte del
contorno, al cual se le atribuyen unas condiciones de contorno determinadas,
se le puede hacer corresponder una funcion p de forma que obtengamos una
funcién de Poisson (subarménica) como modelo

V2u = p(r —ro) + 0(ry), (3.59)
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Figura 3.13: Integracion de contorno y de volumen.

(a) Funcién de Green de todo el espacio (b) Integral de volumen (c) Funcién potencial

Figura 3.14: Modelado de un obstaculo circular como funciéon superarménica.
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donde p tomarad un valor constante dentro del obstaculo circular, centrado
en rop, vy valdréa cero en el resto

—pr, Vre|lr—ro|<R y pr>0

p(r —ro) =
0, Vre|lr—ro|>R

Entonces, la solucion del modelo sera
u(r) = g(r,rq) + Iy (r) (3.60)

Siendo Iy la integral de volumen que representa la influencia de la funcién
obstéaculo

Iy(r) = —,Ok/vG(I‘,I'o)dVo, (3.61)

donde la funcion de Green de todo el espacio, es
1
G(r,rg) = — In[dy] (3.62)
27

donde dy = |r — Ry/| y la respuesta a la funcién § es g(r,rq) = G(r,r,)
Entonces

Iv(r) = —5—’“ In [do] dV, (3.63)

T Jv

Pasando a coordenadas paramétricas (figura 3.13)
(v =(r,0)
ro = (70, 00)

d‘/() = dAO =dL dRV = RV dgo de

| d} =1%+ R}, — 2rRy cos( — )

se tiene

& R

Iv(T’, 9) = _47'( ;

21
{RV/ In [7"2 + Ry — 2rRy cos(f) — 90)] dby | dRy
0

(3.64)
Por la simetria del problema se cumple Iy (r,0) = I/ (r)
La funcién potencial, solucion de la ecuacién 3.64, tiene un tinico maximo en
el interior del obstaculo, situado en el centro.
Considerando unicamente el obstaculo y aplicando el teorema de la divergen-
cia a una esfera centrada en rp

jIéVudS = /V (V-Vu)dV, (3.65)

para dos dimensiones

%VudL = / —prdS (3.66)
L s
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y teniendo en cuenta la simetria del modelo, se tiene

Vul, = —pS; (3.67)
Parar < R
. Sr o Pk
Vu = _pkL_r =57 (3.68)
Parar > R
Rka 1
Vu=— .= 3.69
ST (3.69

(el signo negativo indica que el sentido es saliente del obstaculo)

Es decir, en el punto rp se cumple que r = 0 y Vu = 0, ademds V?u < 0
por lo que, teniendo en cuenta el principio del maximo, existira un maximo
en dicho punto. Por otro lado, para r # rp se cumple que r # 0y Vu # 0,
por lo que solo existira un maximo.

A la vista de los resultados obtenidos (figura 3.14) se puede deducir que:

e Es posible modelar los obstaculos como funciones superarmonicas, en lugar
de modelarlos como contorno interno. El contorno de los mismos no esta tan
definido, pero se garantizara un gradiente de alejamiento en la superficie de
los mismos, de tal manera que la trayectoria que se genera mediante el se-
guimiento de dicho gradiente, permanecera alejada del obstaculo.

La principal ventaja radica en que cada obstdculo actia como fuente de flujo
de gradiente, constituyendo un recurso para el moldeado del mismo, tal que
se eviten regiones planas en el dominio.

3.5.2. Contorno infinito, funcion delta, obstaculos y
parche en torno del punto objetivo.

El modelo planteado considera el punto destino, como siempre, por 6 (ry)
sin embargo, los obstaculos ya no formaran parte del contorno, sino que
vendran representados por una region (2o C €2 donde la funcién potencial u
sera superarmonica y

Qo = Qo, UQo, UQo, U+ U Qo , (3.70)

donde 2o, representa el subdominio donde se ubica el obstéculo O;.
También se definira otra regién 2p C €2, situada estratégicamente en torno
de la funcién delta donde la funcién u serd subarmonica, de forma que se
creara un pozo de potencial que reforzard el efecto de atracciéon sobre el
objetivo.

Es decir, la funcién potencial es solucién de la ecuacion de Poisson

V2u = p(r) + 0 (ry), (3.71)
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(a) Funcién de Green de todo el espacio. (b) Integral de volumen. (c) Funcién potencial.

Figura 3.15: Modelado de dos obstédculos circulares como funcién de volumen
y utilizacién de un parche circular.

donde
—po VreQo y po>0

p(r)=<¢ pp YreQp y pp>0
0 Vr%(QOUQp)

tal que po v pp son valores constantes y positivos.
Considerando la influencia, sobre la solucion, del obstaculo O;

V2u; = p(r), (3.72)
tal que
—po, VreQo, y po, >0
p(r) =
0 Vr ¢ Qoi
y del pozo de potencial P
Vu, = p(r), (3.73)

tal que
pp Vr€Qp y pp>0
p(r) =
0 Vr ¢ Qp

y aplicando el principio de superposicién, se obtiene la solucion influencia de
los obstéaculos en un punto cualquiera del dominio

u= Z w; + Uy (3.74)
i=1
Similarmente, el gradiente en un punto sera la suma vectorial

Vu=> Vu; + Vu, (3.75)

=1
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Por otro lado, es conveniente homogeneizar la influencia de los obstaculos en
la solucién y en el gradiente resultante, de manera que la repulsién producida
por un obstaculo no dependa de su tamano, para ello se define el concepto
de masa de un obstaculo como

Mo, = po, Vo, (376)

de forma que, para un obstaculo aislado, el flujo del gradiente que atraviesa
una esfera que lo contiene es

¢O¢ = % Vul -dS = / VzudV = _pOivOi = _MOi (377)
S |4

Para un obstaculo aislado circular (2D), el valor maximo situado en el centro
serfa

Mo,
%Ra = uoo, + 2, (3.78)

Debiéndose cumplir, para uniformizar la influencia de los obstaculos, que

UpMAX0; = Uco; T

Mo, = Mo, = Ky V(i,j)€ln,n] y | i#] (3.79)

Lo que supone que el valor constante dado a la funcién densidad (po,) de-
berd ser ponderado:

== 3.80
i (3:30)

Po;
El establecimiento de la region parche en torno del objetivo debe de realizarse
teniendo en cuenta la funciéon que debe desempenar:

- Acentuar el gradiente en el dominio sin crear minimos locales.

Para cumplir este fin, la region parche debe estar confinada por los obstacu-
los, debe tener un tamano reducido y su valor p no debe ser muy elevado.
De este modo se minimiza el riesgo de minimo local pero no se anula, con la
modelizacién mediante coronas propuesta en la seccion siguiente se elimina
este riesgo.
En el caso ideal del ejemplo en 2D, el parche es un circulo centrado en el
objetivo y los obstaculos son también modelados como circulos.
Por ultimo, el balance global (obstaculos, parche y funcién delta) del flujo,
sera

pc=¢ Vu-dS= [ V*udV =1+ Mp— Mo (3.81)

Sa Va

donde Mp es la masa del parche, con signo contrario a la masa de los
obstéculos y valor Mp = ppV,,.
Este flujo global ¢, interesa que tenga un cierto valor positivo que de-
berd aportar el contorno (en este caso situado en el infinito por simplicidad),
de esta forma existird un gradiente minimo en todo el dominio.
Con la finalidad de que exista un determinado gradiente en el dominio que
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conduzca hacia el punto objetivo, el contorno debe aportar un gradiente de-
finido por una Densidad Media de Flujo en el Contorno

ba

CONT

DMFC =

=K (3.82)

donde ¢¢ es el flujo global del gradiente aportado por el contorno, que cumple
¢c =14+ Mcp — Mco (3.83)

Entonces la fijacién de ¢ condiciona el valor de pp

Mp  ¢c—1+ Mo

p— pu— 3-84
=, Vp (3.84)

En resumen y a la vista de los resultados, se concluye:

e La definicién de una zona 2p, en torno de la funcién delta, donde la funcién
serd subarmonica, supone la generacion de un pozo de potencial que acentia
el gradiente en todo el dominio.

e Manejando adecuadamente Mp y Mo se puede obtener un déficit positivo
del balance del flujo entre los obstaculos, el pozo de potencial y la funcién ¢;
lo que determina la necesidad de aportacién de flujo del gradiente por parte
del contorno y, por consiguiente, una mejora del mismo en el dominio.

e El hecho de poder definir la masa de cada obstaculo, hace el procedimiento
mas flexible para su combinacién con los métodos de exploracién aleatoria
del espacio de configuraciones; en los cuales se obtiene informacién parcial
del entorno, en etapas sucesivas (capitulo 6)

3.5.3. Modelizacion de los obstaculos mediante coro-
nas circulares.

La mayor facilidad para determinar la superficie de contorno en lugar
del volumen, tanto de los obstaculos como del pozo de potencial, asi como
una mejor definicién de los contornos, sugiere la utilizacién de superficies de
contorno en lugar de volimenes para modelar los obstaculos y el pozo de
potencial.

Asi, utilizando la misma idea de modelizacién del apartado anterior, se realiza
la modificacién de las regiones de volimenes a coronas

Q0.

7

— QCOZ-
Qp — Qcp

La definicion de masa de las coronas sera, similarmente
Mco, = pco;Sco,

Mcp = pcpScp
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(a) Funcién de Green. ! (

P

o S

e @ ®

S
T W

(c) Modelizacion mediante coronas. (d) Funcién potencial.

Figura 3.16: Modelizacion de los obstaculos y pozo de potencial mediante
coronas circulares.

La modelizacién de un obstaculo mediante una funciéon superarmonica, en
forma de corona circular, vendra dada por

V2u = p(r — ro), (3.85)

donde p tomara un valor constante negativo dentro de la corona circular,
centrada en rp, y valdréa cero en el resto

—pr, Vr € Ri<[r—r1o|< Ry

p(r —ro) =

0, Vr € ([r—ro|<R)U(Jr—ro|> Ry)
Parar < Ry

Vu=0 — u=Constante (3.86)
Para R; <r < Ry
y

r 2
uw=ug, — | Vudr' =ug,+ Lr (R3 —1r%) — Pty In [Ll (3.88)
s A 2 R,

El valor maximo del potencial se obtiene para r = Ry

pr ] I [
n JES—
2 Ry

= URy T A 2

Ry
3.89

Meo, R? R
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donde la masa de la corona vale

Mco, = pco,;Sco; = pco,eLco;, (3.90)

ya que el espesor de la corona e serd bastante inferior al radio interior. De
todas formas, como el objetivo es dar una cierta uniformidad a la influencia
de los obstaculos, con una aproximacion es suficiente.

Para r > Ry

2 _ P2
vu= = B)p 1 Mo, 1 (3.91)

2 T 2T T

con el valor maximo del moédulo del gradiente en r = Ry

R: - R? Mo,
2R;5 2m R3

Imponiendo la condiciéon de que la influencia de todos los obstaculos sea

la misma: Mp, = Ky, el valor ponderado de la funcién p para la corona

representativa del obstaculo O; serd

Vu=—

Ky/e
poo, = L (3.93)
CcO;

El producto escalar entre el gradiente y el vector normal, en cualquier punto
del contorno, debe ser positivo (gradiente saliente del contorno)

(Vu-n)|, >0 VP e Cont, (3.94)

pero, aplicando condiciones de Dirichlet, el gradiente en un punto del con-
torno es la suma vectorial de los gradientes aportados por los obstaculos
Vuco,, por la corona pozo Vucp y por la funcién delta Vu,, de acuerdo con
el principio de superposicion.

Para evitar que Vu - n < 0 en uno o varios puntos del contorno, debe de
cumplirse que DM FC' >> 0. Pero esta condicién no es suficiente, ya que
puede ocurrir que un determinado obstéculo esté muy proximo al contorno

y su gradiente (saliente del mismo) supere el gradiente medio global del
contorno, en este caso se producirian minimos locales en el contorno. Esta
situacion se puede evitar de alguna de las maneras siguientes:

= Anexionando el obstéculo al contorno.- Tiene la pega de que el pasillo
entre el obstaculo y el contorno queda eliminado.

= Aplicando al obstaculo condiciones de contorno de Neuman.- Es siem-
pre un buen recurso para aplicar en los casos problematicos y dificiles.
Ademas, si aplicamos Neuman a un obstaculo, el balance del gradien-
te que tiene que aportar el contorno aumenta. Tiene la pega que las
trayectorias pueden pasar rozando el obstéaculo.
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cC

Figura 3.17: Adaptacién de la capa de pozo de potencial a un obstaculo
préximo.

» Reducir p en el obstdculo implicado y aumentarlo en la Corona del
Pozo de potencial C'P, para hacer que |Vu;| < |Vupgpl

Por lo tanto, en la utilizacion de las funciones sub y superarménicas para la
planificacién de movimientos en robética, la modelizacion mediante coronas
o capas superficiales es idénea porque:

= Permite mejorar la distribucién del gradiente en el dominio sin perder
la definicién de los contornos.

» La homogeneizacion de la influencia de los obstaculos es mas facil me-
diante la estimacion aproximada de la longitud de sus contornos.

» La utilizacion de una corona de atraccion de potencial, en torno de la
funcién delta destino, mejora el gradiente sin el peligro de aparicion
de un minimo local ya que, el gradiente aportado por la corona en su
interior es nulo y su influencia nula en esa regién.

Asi, el modelo bésicamente considera el contorno (al cual se le aplican con-
diciones de contorno homogéneas de Dirichlet) y los obstéculos que quedan
definidos por regiones en forma de capas o coronas donde la funcién poten-
cial serd superarménica, ademas una capa en torno del punto destino donde
la funcion sera subarmonica que reforzard el gradiente de atraccion hacia el
objetivo.

La obtencién de la region capa denominada pozo de atraccion C'P, debe
realizarse teniendo en cuenta el espacio libre disponible en torno del pun-
to objetivo; estableciendo una distancia minima a los obstaculos dy;;n y
una cierta distancia maxima al punto objetivo dy;ax. Asi, la capa pozo es-
tard comprendida dentro de la corona, centrada en el punto objetivo, de radio
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minimo dy;;y v de radio méaximo dys4x, sin que intersecte con los obstaculos
en ningun punto, tal como se muestra en la figura 3.17.

Este método de representacion de obstaculos, mediante funciones superarmoni-
cas, es presentado por Iniguez y Rosell en la publicacién [6] del apartado 7.1.

3.6. Aportacion

En este capitulo se ha realizado el estudio, con obtencién numérica de
resultados, de la influencia de las condiciones de contorno en las propiedades
de la solucion de la ecuacion de Laplace. Igualmente se han analizado las
propiedades de las funciones superarmoénicas y subarmonicas. De esta mane-
ra, las aportaciones de este capitulo se resumen el los siguientes items:

- Se han desarrollado implementaciones para el célculo analitico de funcio-
nes armonicas en entornos simples en 2D: Utilizando las funciones de Green
para resolver la ecuacién de Poisson en distintos modelos basicos del espacio
de configuraciones, y utilizando el MATLAB como herramienta de calcu-
lo numérico, se han calculado e ilustrado graficamente distintas situaciones
sobre las que se han podido extraer conclusiones fundamentales para el mol-
deado del gradiente.

- Se ha propuesto el uso de condiciones de contorno de Dirichlet no uniformes
como una opcién para el moldeado del gradiente en las funciones armoénicas.
Basandose en esta posibilidad se ha desarrollado un método para la obten-
cién de funciones potenciales aplicables a la planificacién de movimientos; la
posibilidad de aparicion de un minimo puntual en el contorno, asi como un
determinado coste computacional, son los puntos débiles del procedimiento.

- Se ha propuesto la utilizacién de condiciones de contorno mixtas, con zo-
nas donde se aplican condiciones de contorno de Dirichlet y zonas donde se
aplican condiciones de contorno de Neuman, que permiten modelar el gra-
diente de la funciéon potencial resultante, de forma que se puede garantizar
un gradiente minimo en zonas alejadas del objetivo.

- Se ha propuesto una opcién novedosa, independientemente de las condi-
ciones de contorno, para el moldeado del gradiente:

La utilizacién de funciones superarménicas y subarmonicas. El modelado de
obstaculos mediante funciones superarmonicas, asi como la definicién de una
regién subarmonica en torno del punto objetivo, permite moldear el gradiente
por efecto de balanceado de masas positivas y negativas. Basandose en estas
propiedades se ha desarrollado otro método para la obtencion de funciones
potenciales.



Capitulo 4

Planificacion de movimientos
en entornos dinamicos y
cambiantes

En un entorno dindmico, constituido por obstaculos en movimiento, es

posible obtener una funcién potencial dependiente del tiempo que sirva para
la planificacién de trayectorias:
Modelando el espacio de configuraciones mediante la ecuacién del calor, de
forma que los obstdculos méviles se correspondan con una funciéon generadora
de calor, su soluciéon da una funcién potencial con la que es posible predecir
la trayectoria de un obstaculo y crear los movimientos reactivos que eviten
colisiones, tanto si el robot estd en movimiento como si estd en reposo. En
el apartado 4.1 se realiza el andlisis de un modelo matematico basico y en el
4.2 se deduce un método de control que corrije la posicién o la trayectoria
del robot, evitando colisiones con un obstaculo en movimiento.

Por otro lado, un método que utilizase una exploracion aleatoria incremental
en un entorno estatico; en cada paso exploraria un poco mas del espacio de
configuraciones, obteniéndose ligeras variaciones del mismo. Utilizando una
funcion potencial sobre este entorno cambiante, se realizarian actualizaciones
del célculo de dicha funcién potencial: Cada nuevo célculo parte de un valor
inicial que es calculado en el paso anterior. Por la propiedad de estabili-
dad de la solucidn, el nuevo valor de la funcién potencial diferird poco del
anterior y el tiempo de computacion sera muy reducido. En el apartado 4.3
se realiza un analisis tedrico de los casos presentados.

4.1. Estudio analitico para condiciones inicia-
les y funcion obstaculo

Un entorno dinamico, en el espacio de configuraciones, formado por un
obstaculo en movimiento y contorno en el infinito, puede ser modelado por

la ecuaciéon del calor; con una funcién como foco generador de calor en mo-
vimiento, en representacion de un obstdculo moévil, y unas determinadas

65
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Figura 4.2: a) Funcién generadora de calor, modelo de un obstaculo en mo-
vimiento. b) Solucién de la funcién obstéculo en movimiento.

condiciones iniciales. La obtencion de una expresién analitica para la fun-
cién potencial solucién de la Ecuacién en Derivadas Parciales (EDP) y la
representacion grafica correspondiente mediante MATLAB, permite extraer
conclusiones que sirvan de base para el disenio de la estrategia de control de
trayectorias en entornos dinamicos.

La complejidad del planteamiento requiere la consideraciéon de un modelo
para una variable, con ¢(z,t) como funcién generadora que representa el
obstéaculo en movimiento:

2
aa—;‘:kgTZ—kq(x,t), —00 < T < 00

ci. u(z,0) = f(z)
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Aplicando la transformada de Fourier F respecto de la variable x:
Flw) = [, fa)eids

f(x) =5 [T F(w)e’ dw

se obtiene la Ecuacién diferencial Ordinaria (EDO)
2U(w,t) + kw?U(w, t) = Q(w, 1)
ci. Ulw,0) = F(w)

cuya solucién sera la suma de la soluciéon homogénea mas la solucién parti-
cular

Uw,t) = U, + U, (4.1)

donde
Up = c(w)e " (4.2)

y la solucién particular serd

t
Up = e_IWQt/ Q(w, 7)™ dr, (4.3)
0

tal como se puede demostrar sustituyendo en la EDO y teniendo en cuenta
el primer principio de célculo.
Por lo tanto, la solucién completa sera

¢
Uw,t) = c(w)e ™™ + ek”%/ Q(w, 7)™ dr, (4.4)
0
donde
c(w)=U(w,0) = F(w) (4.5)
Sustituyendo
¢
Uw, t) = F(w)e ™™ + ek“’Qt/ Q(w, 7)™ "dr (4.6)
0

Finalmente, aplicando el teorema de convolucién y teniendo en cuenta

ekt pl le*i% (4.7)
— Vot '

se obtiene la solucién de la EDP

1 [, [r e 1 [t T
u(x,t):%/ f(@) e ™ dx—i-%/o/ q(T,7) k(t—T)e aki

dzdr

- (438)
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Figura 4.3: Funcién potencial y funcién obstaculo en movimiento. Tomando
como parametro el tiempo o la distancia en la solucién mostrada en 4.2b.
(a=5myv=0,5m/s)
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El primer término integral representa la influencia de las condiciones iniciales:

/ f(@ \/7 e (4.9)

que se difunden dependiendo de k mediante la funciéon influencia:

g(x,7,t) = 1/%6_@47? (4.10)

representada en la figura 4.1.
El segundo término integral representa la influencia de la funcién q(x,t)
generadora de calor:

Ue / / (z,7) T (l4ki dzdr (4.11)
k(t — T)

Suponiendo un obstaculo en movimiento representado por la funcién:

1, para xo+vt—5 <z <x9+0t+ 5

q(z,t) =
0, para el resto

donde zy es la posicion inicial del centro del obstaculo, v su velocidad de
desplazamiento y a su anchura (figura 4.2a)
Entonces, el término integral (4.11) valdra

xo—i-v’r-l— T (@—%)
Ue / / akt d:L‘dT (4.12)
zo+vT—35 t - T)

Su representacion grafica, obtenida por métodos numéricos con MATLAB,
se muestra en las figuras 4.2b y 4.3 para a = 5u.d.l. y v = 0,5m/s.

4.2. Control de la configuracion y de la trayectoria
de un robot en un entorno con obstaculos
moviles.

De acuerdo con los resultados cualitativos obtenidos en el apartado ante-

rior, un obstéculo en movimiento (representado por un foco de calor, también
en movimiento) producird una funcién potencial (solucién de la ecuacién del
calor) que presentard una asimetria en la distribucién de las curvas de nivel
(y en el gradiente) con respecto a dicho obstaculo en movimiento: estas se
concentraran en el frente del movimiento y se separaran en la estela del mis-
mo.
El navegador que obtenga trayectorias a partir de esta funcién potencial
dindamica, debera evitar las colisiones mediante la deduciéon de movimien-
tos correctores reactivos en respuesta al acercamiento de un determinado
obstaculo; para ello seguira la evolucién puntual de la funciéon potencial co-
rrespondiente a la posicién actual del robot:
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Figura 4.4: Funcién potencial y obstaculo en movimiento: v, velocidad del
obstaculo O. T}, trayectoria prevista inicialmente. Vp, velocidad prevista
en el punto P. c, velocidad de acercamiento detectada en el punto P. v,,
velocidad reactiva.

= Si un obstaculo se acerca a un punto el valor de la funcion aumen-
tard en dicho punto y la variacién temporal relativa por cada coorde-
nada (derivada temporal del gradiente), determinard el vector direccién
de acercamiento o alejamiento (figura 4.4). Este vector se utilizara para
generar el movimiento reactivo corrector, en caso de acercamiento; bien
de la trayectoria o bien de la posicion del robot.

Para disenar el esquema de control, el primer paso es considerar la velocidad
de acercamiento-alejamiento del obstaculo (c) en un punto de la trayectoria
(P), dicha velocidad se define como la derivada temporal del gradiente:

d
C_E(

De esta velocidad se deduce una fuerza de colisién virtual de repulsion, dada
por

V) (4.13)

fr=K;-c (4.14)

donde K es la matriz de amortiguamiento, que relaciona el vector velocidad
c con el vector fuerza de colisién virtual fy .

Similarmente a como se hace en el caso de colision fisica ([18] y [19]) interesa
obtener la proyeccion de esta fuerza sobre la superficie equipotencial que pasa
por el punto P (representado por S, en la figura 4.4)

V, = kr (VT X (fV X VT))> (415)

donde v es la velocidad nominal de la trayectoria sobre una linea de co-
rriente (v = UT|§—Z‘) y k. es una constante real positiva. Asi, el vector v,
indica el camino de alejamiento de la trayectoria actual, situada sobre una
linea de corriente, a una nueva linea de corriente que igualmente conducira al
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Vr Wy v, Control
< cinematico Robot |Entorno
) dinamico
v,
d Espacio
ﬁrx(f}fx‘?r) = K¢ ?(v”)‘; de

‘ e / .

Tv configuraciones

Figura 4.5: Control correctivo por amortiguamiento.

objetivo.
El control so6lamente debera actuar en el caso de acercamiento del obstéculo
por debajo de una determinada distancia de seguridad d¢o. Es decir:

Constante >0, para d-c<0 y |d| <de
k, =
0, para d-c>0 o |d|l >dc

Asi, la velocidad resultante de actuacion sera
Ve =V — V, (4.16)

Si esta vale cero (es decir el manipulador se halla en una posicién deseada) y
se le acerca un obstaculo; este saldra de la posicion actual con una velocidad
proporcional a la velocidad de acercamiento.

El sistema de control se representa en la figura 4.5, y tiene que cumplir
que la velocidad de céalculo de refrescamiento de datos debe ser superior a la
velocidad de desplazamiento de los obstaculos.

4.3. Distribucién espacial del cambio de la
funcién potencial debido a un cambio lo-
cal

En cualquiera de los casos: cambio de posicion del punto destino, cambio
de posicion de un obstaculo y aparicion de un obstéculo nuevo, la influencia
que tendran sobre el cambio del valor del potencial sera progresivamente
menos importante conforme mas alejados nos encontremos de la zona de
cambio, y esta influencia serd tanto menor cuanto mayor sea el nimero de
variables del C-espacio. Este hecho permite concentrar el calculo en las zonas
y sus entornos proximos donde se ha producido el cambio, reduciéndose el
tiempo de cémputo global.
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[

T

Figura 4.6: Cambio de posicién del punto destino.

= Cambio de posicién del punto destino.- Suponiendo que se ha encon-

trado una trayectoria (partiendo de su funcién potencial) con destino
en el punto r;, y que se encuentra otra que enlace este punto con el
situado en r;, interesa conocer la distribucién espacial del cambio de la
funcién potencial, debido tnicamente al cambio de posicion del punto
destino.

Realizando la diferencia de modelos, se obtiene

Viu=4§(r—r;) en Q Vi =§(r—r;) en Q
(=) (=)
u=g en OS] u=g en O0f)

Vo=0(r—r;)—d(r—r;) en
v=0 en 0N

que es el modelo diferencia, con condiciones de contorno homogéneas
y donde v = u — ¢’ es la funcién diferencia entre la nueva y la vieja
funcién potencial.

Para evaluar, de forma cualitativa, la distribucion espacial del cambio
de la funcién potencial consideramos primero el entorno exterior a los
dos puntos, el anterior y el actual, para ello aplicamos el teorema de la
divergencia al modelo diferencial en una superficie que englobe a dichos
puntos (figura 4.6)

?ivU.dﬁz/v(VQU) dV:/V((S(r—rl-)—é(r—rj))d‘/:(] (4.17)

}{vv-d§= ]{ (Vo -n)dS = j'{ @ds, (4.18)
s s s on
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sustituyendo en la anterior

ov
- — 4.1
g (9ndS 0 (4.19)

y aplicando el teorema del valor medio para integrales

que indica que el valor medio de la derivada direccional normal de la
funcién potencial diferencia, en torno de una superficie que engloba los
dos puntos de cambio, es cero; considerando ademas que las condiciones
de contorno del modelo diferencial son homogéneas, se tiene en cierto
modo la condicién cualitativa de que los efectos del cambio en entornos
alejados es muy pequena o nula.

También se puede ver que se cumple en cualquer punto del C-espacio
(no coincidentes con los puntos r; y r; )

ov  Oou ou
— _ — —
v=u—u S o= o Vn, (4.21)

donde 9/0n es la derivada en la direccién n. Considerando el modelo
V2u = § (r — ;) con condiciones de contorno en el infinito, para una
superficie de integracion S; centrada en el punto r;, se tiene

is—1 = (@Q _ L (4.22)
S; an 81’1 MED

cuanto mayor es el nimero de variables del C-espacio y mayor es el
radio de la hiperesfera de integracién mas pequeno es el valor de la
derivada direccional. El mismo razonamiento sirve para u’ y, utilizando
la superficie de integracion .S, se cumple

ov ou ou’
) 5nlS = § 5adS = § 58 (4.23)

Con lo cual se concluye que el cambio de u a u' se concentra princi-
palmente (independientemente de las condiciones de contorno) en los
entornos préximos de las zonas donde ha desaparecido d(r;) y donde
ha aparecido §(r;).

= Cambio de posiciéon de un obstéculo.- En este caso, a diferencia del
apartado 4.1, no cuenta la variable tiempo; mientras dura el proceso
de calculo de una trayectoria, las posiciones tanto del punto destino
como de los obstaculos se consideran invariables, constituyendo un es-
cenario de célculo (7). La posibilidad de que algiin obstaculo cambie
(normalmente de forma ligera) su posicién en el C-espacio da lugar a
un escenario de calculo nuevo (i + 1).
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00

Figura 4.7: Cambio de posicién de un obstaculo.

En ambas posibilidades de modelado de los obstaculos, como contorno
y como funcion, se obtiene el mismo resultado: la influencia del cambio
se atenua con la distancia, tanto mas cuanto mayor es el nimero de
grados de libertad.

En la figura 4.7, el obstaculo O se desplaza ligeramente de la posicién
O; a la posicion O;,; de forma que una zona serd coincidente y otra
desaparece de la fase ¢ para aparecer en la fase ¢ + 1, inicamente esta
zona de cambio sera la que afecte a la variacion de la funcion potencial
en el nuevo escenario de calculo.

- Obstaculo modelado como contorno interior.- Para un obstaculo mo-
delado como contorno interior a un dominio £

Viu=6(r—ry) en Q

u=f en 0N

donde el obstaculo O esta definido por el contorno 92p. La solucién
sera

u(r) = g(r,ra) + Io (4.24)

La aportacién (como suma) a la solucién dada por el obstaculo viene
dada por la integral

oG
IO - f(rc>a_d57

00 n

(4.25)

donde G es la funcién de Green y r. representa la posiciéon de un punto
cualquiera del contorno del obstaculo.
Si f(r.) =k, Vr. € 0Q0, la integral valdra

a—GdS:k~1:k,

Io=k Vr ¢ O, 4.26
o=hf o : (4.26
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esto es asi independientemente de la posicion del obstaculo. En cuanto
al otro término de la solucién g(r — ry), es coincidente con la funcién
de Green situada en ry y, atendiendo a su método de obtenciéon me-
diante las cargas imagen, existird una carga imagen neta negativa (—0)
en el interior del obstaculo, de forma que aplicando el teorema de la
divergencia a una superficie que contenga dicho obstaculo se cumplira

ngu LdS = /V (=8)dV = —1, (4.27)

]{Vu-dS :]{(Vu-n)dS:jé%dS: —1 (4.28)
s s s on

aplicando el teorema del valor medio

ou 1
g - __ 4.2
(an>MED S (4.29)

que indica que el valor medio de la derivada direccional normal de la
funcién potencial, en torno de una superficie que engloba al obstaculo,
es inversamente proporcional a dicha superficie.

En conclusién: el efecto que tiene en la funcién potencial un cambio de
posicién de un obstdculo (modelado como contorno interior) es apre-
ciable en el entorno préximo de (figura 4.6)

Oe - (O,L U Oi+1) - (O,L N Oi+1) 5 (430)
y es muy pequeno en el entorno situado a partir de cierta distancia.

- Obstdaculo modelado como funcion.- Para el caso del movimiento de
un obstaculo modelado como funcién, se obtiene el modelo diferencia

Viu=p;(r) en Q V' = piy1(r) en Q
(=) (=)

u=g en 0N u=g en 0N

Vi =p(r) en Q

v=0 en OS2
donde
>0, VreO,
Pe =
=0, Vr¢oO,

Aplicando el teorema de la divergencia al modelo diferencia, con una
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superficie que englobe al obstéculo funcién en las dos posiciones (figura
4.6)

}é Vo - dS = /V pe (r)dV (4.31)

Suponiendo que la funcién p que modela el obstaculo tiene un valor
constante (p = k)

]{@ds =kV.(r) = <@> _ e <r), (4.32)
g On on),ep S

donde V es el volumen diferencial del movimiento (O,) y S es la su-
perficie de integracion, cuyo radio es considerado como variable para
indicar la decreciente influencia del cambio conforme nos alejamos del
mismo.

Aparicién de un nuevo obsticulo.- La exploraciéon continuada del C-
espacio puede dar lugar a la aparicién de nuevos obstaculos y, por
tanto, al cambio del entorno de calculo. La aparcién de un obstaculo
en el entorno tiene un tratamiento y unas consecuencias similares al
movimiento de un obstéaculo; la influencia que tendra en la variacion de
la funcién potencial sera importante en el entorno del mismo y sera cada
vez mas débil conforme nos alejamos del mismo.

Para el caso de un obstdculo modelado como contorno interior el efecto
sobre la funcién potencial serd, en cuanto a la integral de contorno

oG
Io = f(rc)a—nds = (f(rc))MED7 (4-33)
00

y en cuanto a su aportacién a la funcién de Green se cumple igualmente

ou 1
e — 4.34
(an)MED S’ (4.54)

donde S' es cualquier superficie que rodee el obstaculo, por ejemplo una
funcién esférica de radio R.

Obstdculo modelado como funcion.- Si un determinado entorno, mo-
delado por V2u = p(r) y condiciones de contorno en el infinito, expe-
rimenta una variacién con la apariciéon de un obstaculo modelado por
la funcion po, el valor de la funcién potencial cambiard

V3 = p(r) + po (r) (4.35)

Para ver la influencia de este cambio a una cierta distancia del nuevo
obstaculo se restan las dos ecuaciones anteriores

V2(u' —u) = po (r), (4.36)

y aplicando el teorema de la divergencia en una superficie esférica, de
radio R, que contenga a po

jgvu -dS = /V (V) aV = /Vpo (r)dV = poVp, (4.37)
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para v = u' — u. Por la simetria del modelo planteado, el gradiente
sera de médulo constante y normal a la superficie esférica de integracion
en cada punto de la misma.

poVi
(IVoDarmn = =5 (4.38)

El modulo del gradiente, debido al nuevo obstaculo aparecido, es in-
versamente proporcional a R"~! para n dimensiones. Por lo tanto, la
influencia del nuevo obstéaculo en la funcién potencial serd muy pequena
a partir de una cierta distancia, con lo cual s6lamente serd necesario
refrescar el cédlculo en una pequena zona en torno del mismo, redu-
ciéndose el tiempo de cémputo.

4.4. Aportacion

En este capitulo se ha particularizado el estudio delas Funciones Armoni-
cas para la planificacién de movimientos en entornos dinamicos, llegando a
las siguientes conclusiones:

- Cuando los entornos son dinamicos y los obstaculos pueden moverse a
una determinada velocidad, es posible obtener una funcién potencial supe-
rarmonica (sin minimos locales) modelando el obstdculo como una funcién
generadora de calor que se desplaza a una determinada velocidad; dimen-
sionando adecuadamente la constante de difusién, es posible que la derivada
temporal venga acotada, que tengamos una funcién potencial dindmica pero
siempre superarmoénica, de forma que no presente minimos locales.

Ademas, utilizando esta funcién potencial dindmica, se propone un esquema
de control reactivo virtual que sirva para corregir las trayectorias (y configu-
raciones estaticas de reposo) evitando las colisiones fisicas.

- Cuando los entornos son cambiantes; bien por el cambio de posicion del
punto destino, bien por el desplazamiento de un obstaculo o por la aparicion
de uno nuevo, el cambio correspondiente de la funcién potencial se localiza
principalmente en el entorno proximo de aquellas zonas que han cambiado y
a partir de una cierta distancia la percepcion de este cambio es méas débil. El
tiempo de computacion global se vera reducido si se dedica un mayor ntime-
ro de iteraciones de cémputo a refrescar el valor del potencial en el entorno
préoximo donde se ha producido el cambio.
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Capitulo 5

Calculo numérico de las
funciones armonicas,
superarmonicas y subarmonicas

Para obtener la solucion numérica de la ecuacion de Poison se deduce una
ecuacion en diferencias definida sobre una discretizacion del espacio. Para la
resolucién de esta ecuacién en diferencias existen dos métodos:

I) Métodos directos, que utilizan una notacién matricial, con resoluciones
algebraicas como son los métodos de Gauss y sus derivados. Estan limitados
en cuanto al numero de puntos de calculo utilizados.

IT) Los métodos de relajacion de Jacobi, de Gauss-Seidel y de SOR, se usan
cuando el nimero de puntos de calculo es muy elevado ya que permiten
obtener una solucién valida con un ntmero de iteraciones limitado. Se co-
rresponden con la resolucion clasica de ecuaciones en diferencias lo que ofrece
una vision fisica del método, permitiendo extraer expresiones analiticas so-
bre las que se deducen propiedades utilizables en la reduccién del tiempo de
calculo.

La multirresolucion es un método donde la ecuacién en diferencias, utilizada
para el calculo, se define sobre rejillas uniformes con distintas resoluciones;
el calculo coordinado y correctivo, en las distintas rejillas, permite reducir el
tiempo de cémputo basandose en las propiedades de los métodos de relaja-
cién.

En este capitulo se propone el célculo de la ecuacion en diferencias sobre
una discretizacion jerarquica en multirresolucion del espacio, lo que permite
una reduccion importante del nimero de puntos de célculo y el aprovecha-
miento de las propiedades de la multirresolucion.

En primer lugar, en el apartado 5.1, se obtiene la expresion de la ecuacién

en diferencias, sobre una discretizacién uniforme; que servira de base para la
definicién de los distintos métodos de relajacién.

79
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Después, en el apartado 5.2, se introduce como nuevo método de calculo, la
discretizacion y multirresolucion jerarquica adaptativa.

5.1. Discretizacion uniforme

En una discretizacién uniforme el espacio queda particionado por una
rejilla constituida por celdillas regulares ¢ de lado h, en las que la funcion
potencial toma un determinado valor.

5.1.1. Ecuacidon en diferencias

A una determinada rejilla regular de resolucién h ("), le corresponde
una plantilla de calculo mostrada en la figura 5.1. Utilizando Taylor para dos
variables;, el valor del potencial en un punto (¢, ¢2) respecto del potencial en
otro punto préximo (qig, gao), €S

1 Ou 1 Ou

u(q1, ¢2) = uw(qi0,q20) + — =— (n — quo) + = = (g2 — q20)+
1o 1 1(g10,920) 1! an (410,420)
1 0%u s 1 0% 9
a1 A3 (= quo)* + = ) (g2 — qa0)"+
2! aql (q10,420) 2! (9 2 1(q10,920)
2 0%
o (1 — q10)(q2 — q20) + ... (5.1)
2! aq18q2 (g10,920)

Aplicado a la disposicién en cruz de la figura 5.1:

(

u 2 3y
u(qio + M g20) = u(qio, g20) + 7 gqlh + 5 a h2 + %%lﬁ’ +...

2 3
w(qro — h, q20) = u(qro, G20) — 7 gq“lh + 5 gq“h2 3 ‘Sq“h?’

2u Su
w(qr0, g20 + 1) = u(quo, go0) + Fr5h + 5 ‘3% h? + %%h:" + ...

_ 1 1 92u 1,2 10%u13
| w(q10; 20 — h) = u(quo; 420) — 1 anh + 358 S3h® — ga—qgh +

donde las derivadas estdn evaluadas en el punto (g, g2o)-
Sumando las cuatro ecuaciones, tenemos la siguiente ecuacion en diferencias:

w(qio+ h,q20) + w(qro — P, G20) + u(qio0, G20 + h) + u(qro, g0 — h) =
4u( ) + Ou + O h? (5.2)
410, 420 O a7 8q§ .

ya que los términos correspondientes a las derivadas de orden impar se anu-
lan, y se consideran nulas la suma de derivadas de orden cuatro y superiores.
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qa

h

G -1 o-|--o °

G G

Figura 5.1: Discretizacién uniforme: Disposicion 4 vecinos en cruz.

Generalizando para n dimensiones y considerando la discretizacion del espa-
cio con N divisiones por cada variable:

q]':<j17j2)-~7jla-‘-7jn)h | jl€{0717"'aN_1} (53)

2

2n

2h
> ug, = 2nuq, + =T (VQU)qj , (5.4)
i=1

representando con el subindice ¢ cada una de las celdillas vecinas de acuerdo
con las disposiciones en cruz, obteniéndose

2n
Ugq, = L Uq. — h—2 (V?u) Vq; € Q" (5.5)
G on — B 92ln J

q;

Siendo esta ecuacion en diferencias utilizable computacionalmente en el calcu-
lo de la funcién en un espacio, el cual dispondra de unas determinadas con-
diciones de contorno.

Para las funciones arménicas se cumple la ecuacién de Laplace (VZu = 0),
valida en todo punto del dominio, obteniéndose

2n

1
g, = 5~ > g, (5.6)

i=1

en donde se cumple la propiedad del valor medio, por consiguiente, en ningtin
punto del dominio existirda un minimo, ni un maximo.

La ecuacién de Poison (V2u = p(r)) modela las funciones superarmonicas
(p(r) < 0) y la subarménicas (p(r) > 0). Asi, se obtiene

2n
1 h?
o1 Po, (57>

ey = o LM T gy,
i=1

donde: py = p(q;)
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(a) (c)

Figura 5.2: Calculo del potencial de una celda vecina a otra obstaculo, en
una discretizacién uniforme. (b) Condiciones de contorno de Dirichlet. (c)
Condiciones de contorno de Neuman.

5.1.2. Condiciones de contorno de Dirichlet y de Neu-
man

Para condiciones de contorno de Dirichlet, dadas por
u(r) =ug, Vr e of, (5.8)

aplicadas en un espacio discretizado uniformemente (figura 5.2a), las celdas
correspondientes a la discretizacion del contorno afectan al valor del potencial
de las celdas vecinas del espacio libre, de forma que un niimero determinado
de celdillas dentro del sumatorio perteneceran al contorno de C-obstéaculo,
cumpliéndose que

1 Ni Ne B2
Uq]_ = % (Z qui + ZUC) — %po, (59)

i=1 j=1

donde uq, (up en la figura 5.2b) es el potencial de una celdilla vecina del
contorno, uq;, €s el potencial de una celdilla vecina libre y u¢ es el potencial
de la celdilla vecina contorno. Ny, es el nimero de celdillas vecinas libres y
N¢ el de celdillas contorno

N+ Nog =2n (5.10)
Para condiciones de contorno de Neuman, dadas por
g—z(r) = N,, Vre o, (5.11)

aplicadas en un espacio discretizado uniformemente, el vector normal al con-
torno (n) de un C-obstaculo discretizado, se refiere a las celdillas que contie-
nen el contorno, de manera que en un punto queda adjudicado a la celdilla
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que lo contiene y apunta a una tnica celdilla contigua del espacio libre (figura
5.2¢), a la que influye en su cdlculo de la manera siguiente:

Upps — Uq;

J p—t Nu7 .].2
A (512)

de donde
Ughs = Uq, + N.Aq (5.13)

1 Np Ne 1 N No
ta, = 3, (Z ta,, + Z“> “ N (Z ta,; + ZNqu> (5.14)
i=1 =1

i=1 =1

Donde Aq = h.

Lo habitual es que N, valga cero, en cuyo caso el calculo se simplifica: las
celdillas de contorno quedan excluidas del calculo del valor medio, en sus
celdillas vecinas del espacio libre. En contrapartida las trayectorias se apro-
ximaran a los obstaculos.

5.1.3. Meétodos iterativos

Son los métodos numéricos utilizados para encontrar la solucién de la
ecuacion de Poison y se corresponden, basicamente, con la discretizacion de

la ecuacién del calor:
ou

5 =
Aplicando diferencias progresivas en el tiempo, para la obtencién de la deri-
vada temporal

V2u — p(r) (5.15)

—~ L 1
ot At (5.16)

Utilizando las ecuaciones (5.5), (5.15) y (5.16), se obtiene el modelo genérico
de los métodos iterativos

2n

k k
E Ug,, 2nqu
i=1

k+1 _  k
qu = uq]_ + S

— (At) po, Vg, € Q" (5.17)

donde
_At

=0 (5.18)

S

y n es el numero de variables.
En régimen permanente no hay variacién temporal de la funcién

urtt = f = Ug, (5.19)

y la solucién de la ecuacién del calor se corresponde con la solucion de la
ecuacion de Poison expresada en (5.7)
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eigenvalores -
:
_ :
7
;
[
I
3
—
o
o
2
o

3 N2 ‘l l J l pl (modo de onda)

—

1° de iteraciones  ~-

N2 N pl (modo de onda)

Figura 5.3: Eigenvalores e iteraciones en funcién de nimero de onda para el
método de Jacobi.

5.1.3.1. Meétodo iterativo de Jacobi

Haciendo (s = 1/2n) y, teniendo en cuenta que el tiempo es irrelevante
en este caso en cuanto a que no afecta a la solucién, (At = 1) en la ecuacién
(5.17) se obtiene el método recursivo de Jacobi para la ecuacién de Poison
(para la ecuacién de Laplace py vale cero)

2n
1
k k—1 h
qu = % qui — Po, qu cQ (5.20)
=1

obteniéndose valores cada vez mas aproximados a la solucién buscada.
Restando la ecuacién aproximada de la exacta:

1 2n .
Uq; = 3, D Uq,; — Po

ko1 N2 k—1

se obtiene la ecuacion de diferencias del error:
2n

1
ko k-1
€, = 5 2 €qpr (5.21)

ko k) 4 kot
donde (eqj = g, — Ug,) tiende a cero conforme ug tiende a uq; y

2n
1 _
=1

La solucién de la ecuacién (5.22) se obtiene en el apéndice (A.5.1) y vale

N-1 n

ek =3 TV sin (I%jo (5.23)

p=11=1
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donde N es el numero de particiones de la discretizacion, p; es el modo o
nimero de onda (p; = 1,2,3,..., N — 1) y X son los eigenvalores (figura 5.3)

1 & o
A= — oS <—) 5.24
n2eos (7 (5.24)
La solucién del error se muestra como una serie de Fourier (para una funcién
de n variables) cuyas componentes se van aproximando iterativamente a cero.
Puesto que (—1 < A < 1), se cumple que (limy_,o, ¢ = 0) y el método converge
(apéndice A.5.1 ecuacién A.110), a una velocidad determinada por:

log 2

K = 2N? , (5.25)

2
donde K es el numero de iteraciones necesarias para reducir el error a la mi-
tad. Se aprecia que la velocidad de convergencia es muy baja, independiente
del ntimero de variables.
De la expresién anterior también se deduce que cuanto menor sea N (rejilla
mas gruesa) mayor serd la velocidad de convergencia. Esta cuestiéon es muy
importante a la hora de disenar algoritmos en multirresolucion.
Ademés, si los arménicos de la ecuacién del error (5.24) tienen un nimero de
onda (p;) préximo a N/2, la atenuacién de los mismos es més répida (figura
5.3)

5.1.3.2. Meétodo iterativo de Gaus-Seidel

Este método modifica el de Jacobi de forma que utiliza los valores de la
funcién en aquellas celdillas vecinas, que justamente se acaban de calcular
en la iteracién presente, en lugar de utilizar los valores correspondientes a la
iteracion anterior. Con este fin el orden de calculo, de celdillas, se realiza en
diagonal: se van incrementando correlativamente cada una de las variables.
Asi, este método utiliza, para la ecuacion de Poisson, la expresién de céalculo

siguiente:
uf = L Y ub i ukb~t — (5.26)
a; m Qji— m Ajit Po ’
i=1 i=1

n

donde Uﬁ., representa los valores de las celdillas vecinas, que se han calculado
ji—

en la iteracién actual k v u*~! representa los valores de las celdillas vecinas
i+ )
J

que se han calculado en la iteracion anterior (k — 1).
Entonces, si se resta (como antes) la expresion recursiva de la exacta

_ 1 2n .
Uq; = 3, D i Uq;; — PO
ko 1k 1 k=1
qu' T 2n Zi:l uq]-i_ + 2n Zi:l qui+ Po

se obtiene

R T 1 k-1

1Nk 1 k=1 k
Uq; = 3, Ei:l Uq,, + 5 Zi:l Ug,, . — PO + €q,
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eigenyalores
o = o o
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Figura 5.4: Eigenvalores en funcién de nimero de onda para el método Gauss-
Seidel y N = 50.

Tal como se muestra en el apéndice (A.5.2), la solucién es como antes (ecua-
cién 5.24), pero los eigenvalores, en este caso, vienen dados por

1

AN=|——=
A 5 —4cos(5F)

,  m=1,23...,N—1| (5.27)

sus valores, en funcién del nimero de onda, vienen representados en la figura
5.4.

También en este caso (—1 < A < 1) y (limg_,oo € = 0); en el apéndice (A.5.2),
ecuaciéon (A.129), se demuestra que el nimero de iteraciones necesario para
reducir el error a la mitad vale

log 2

)
71—2

K = N?

(5.28)

lo que supone una reducciéon respecto al método de Jacobi de 2.

En este caso, como se aprecia en la figura 5.4, cuanto mayor es el nimero
de onda, menor es el valor de A y mas rapidamente se atenua el armoénico
correspondiente; actuando como un filtro paso bajo. Asi, si se establecen
unas condiciones iniciales aleatorias, con componentes en alta frecuancia,
mas rapidamente se alcanzard el valor deseado.

5.1.3.3. Método iterativo S.O.R. (Sucesive Over Relaxation)

Este método incorpora, respecto del anterior, un parametro de relajacion
(w) de la manera siguente:

uﬁji_ + Z uﬁﬂi] — o (5.29)
i=1

n
i=1
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Figura 5.5: Eigenvalores en funciéon de nimero de onda para el método S.O.R.
y N = 50.

para la ecuacién de Laplace py vale cero. Nuevamente, restando la expresion
de relajacion de la expresiéon exacta

ttg, = (1= wug, + 2 | Xy g, + iy g, | = o

Eo_ k— ko
uh = (1=l [k el ]
se obtiene

w
ok ok (N, k1
Ug, = Ug +eEq = (1—w)us "+

y la expresion del error

ko 1 WO w k—1
€q, = (1— w)eqj + o Z €q, T o 2 Caps (5.31)

=1 =1

cuyos eigenvalores (de la solucién se obtienen en el apéndice (A.5.3)) valen

A = \/(1 —w)?+ (2)2 + (1 — w)w cos(BF) (5.32)

1+ (%)? — wcos(&F)

En la figura 5.5 se muestra los eigenvalores en funcién del niimero de onda,
para distintos valores del pardmetro w. Se observa, también, como los armoni-
cos, componentes del error, de alta frecuencia se atenuan mas rapidamente,
existiendo un valor éptimo de w que minimiza |\|?:

w = (ﬁ) (2 —2v/2, /1 — cosw> (5.33)

N
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Figura 5.6: Aumento de la resolucién de la rejilla e interpolacién de puntos.
El calculo de los nuevos nodos, en rojo, se realiza en dos fases: I Vecinos en
X, figura (b), II Vecinos en cruz, figura (c).

Para (N =50) y (p, = 1), su valor es 1,88.
Y, el nimero de iteraciones que reduce a la mitad el error (A.5.3), ecuacién

(A.143) viene dada por
2log 2
K:N(Og) (5.34)

™

que es un nimero mucho mas reducido que los anteriores (ecuaciones 5.26 y
5.29 ) ya que N no viene elevado al cuadrado. Por este motivo, el método
iterativo S.O.R. es el utilizado en el planificador de trayectorias.

5.1.4. Calculo en multirresolucion

Puesto que A es la amplitud de los arménicos de Fourier que componen
el error y es, al mismo tiempo, la base de la expresion recursiva temporal,
los métodos iterativos actiian sobre dichos armoénicos de manera desigual.
Excepto el de Jacobi, amortiguan més rapidamente los de alta que los de
baja frecuencia.

Por otro lado las bajas frecuencias del error en una determinada rejilla de
discretizacion fina, son frecuencias altas en un discretizacién gruesa. De esta
manera se pueden realizar inicialmente iteraciones sobre una discretizacién
gruesa, amortiguando los armoénicos mas rapidamente, y pasar después los
valores obtenidos a una discretizacion fina sobre la que se completen los
calculos iterativos. Ademas el nimero de puntos de calculo se reduce en un
factor de 1/2*", donde n es el nimero de variables y k el nimero de veces
que una divisién gruesa es mayor que la fina.

Al pasar de una discretizacion gruesa a otra mas fina aparecen nuevos puntos
en los cuales el valor de la funcién es desconocido. Entonces, se realiza una
estimacion inicial en dichos puntos realizando una interpolacién (figuras 5.6a,
by ¢) lineal y a partir de aqui se sigue calculando sobre la nueva rejilla.

De la misma forma que el valor exacto del potencial es desconocido, tam-
bién lo es el error; entonces para relacionar el error con la funcién, en cada




CAP. 5. CALCULO NUMERICO 89

Relajar  u(h), e(h) w(h) < u(h)+e(h)

Mapear Interpolar
e(2h) «—e(h) e(h) < e(2h)

Relajar  e(2/)
o >

Figura 5.7: Correccién con rejilla gruesa.

iteracion, se define el residuo (en una celdilla i) como:
rF=uf - k=1,2,3,. .. (5.35)

Para obtener una relacién iterativa del error, relacionada con el residuo, se
tiene en cuenta que:

eF = —uf (5.36)
y
rh = (u; —el) — (u; — ) = —eF 4 eF ! (5.37)
de donde, se obtiene:
e = et b (5.38)

para cada celdilla 7.

La idea bésica del cédlculo en multirresolucién es la siguiente (figura 5.7):

1. Realizar unas pocas iteraciones sobre una rejilla de resolucién h (Q")
para obtener una aproximacién de la funcién u y del error e. Por ejem-
plo, para el método de Jacobi se utilizarian las ecuaciones (5.20),(5.21)
y (5.22). Donde los valores iniciales u se establecen de forma aleatoria,
ya que su espectro de armoénicos de Fourier es uniforme y, por tanto,
sus componentes de alta frecuencia seran atenuados rapidamente con
las primeras iteraciones.

2. Disminuir la resolucién a 2h y transferir (mapear) el error:

e(2h) < e(h)

3. Realizar unas pocas iteraciones sobre Q" utilizando la ecuacién (5.21),
para obtener una aproximacion del error e.

4. Aumentar la resolucion, nuevamente, a h e interpoler los valores del
error: Q?h — QF

5. Corregir la aproximacién: u* < u* + €*

De una manera recursiva se puede ir relajando y mapeando de rejillas
mas finas a rejillas més gruesas, para seguidamente volver interpolando y
corrigiendo siguiendo un ciclo en V (figura 5.8). Se consigue una solucién con
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Relaja"r‘(l’) u(h) = u(h)+ e(l) /
n(2hNe—u(h) e(I) £~ e(2h)

Relajat#(2h)

u(2h) < u(2h)+e(2h)
w(4h) A-u(2h) % e(4h) /
Relaja‘rw’) u(4h) < u(4h) + e(4h) A
WX U)ol e(shy / \ /
Relajaf‘(gf‘) .\ g u(8h) < u(8h)+e(8h) \/ v
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L) Relajaf )
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Figura 5.8: Multirresolucién: (a) Ciclo V. (b) Ciclo FMG.

menos iteraciones si los valores iniciales son buenos, para ello se comienza
relajando en la resolucion mas gruesa y sucesivamente se va interpolando
hacia rejillas méas finas donde se vuelve a relajar, se mapea y vuelve a relajar
en la rejilla gruesa. Sucesivamente se va aumentando la amplitud del ciclo
hasta alcanzar la solucién en la rejilla fina. Este método recursivo se denomina

Full Multigrid (FMG) [15].

5.2. Discretizacion jerarquica adaptativa

Puesto que el objetivo es obtener una funcion potencial auxiliar que sir-
va para obtener una trayectoria por seguimiento del gradiente, no se precisa
resolucion excepto en los contornos de los obstaculos. Por este motivo resul-
ta 6ptima una discretizacion jerdrquica adaptativa; la cual, sucesivamente,
subdivide las celdas que contienen contorno de obstdculo hasta alcanzar la
méxima resolucién prefijada (figura 5.9). Con esta discretizacién se obtiene
una reduccién maxima de los puntos de calculo ya que en los espacios vacios se
adaptaran celdas de maximo tamano, representando un solo punto de calculo.

Las ventajas obtenidas con esta discretizacion son:

e Optimiza la discretizacién fina, concentrandola en el contorno de los obstacu-
los.

e Con una resolucion maxima en los contornos, puntos inicial y final, el
nimero de puntos de calculo se reduce en los espacios vacios y soélidos.

e El nimero de iteraciones necesarias en los métodos de relajacion es menor
cuanto menor es el nimero de celdas de célculo.

Para obtener esta discretizacion recursiva y adaptativa se precisa una fun-
cién detectora de colisiones que reporte la distancia de colisién; con ella se
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Figura 5.9: Niveles de discretizacion jerarquica adaptativa al contorno.

¢

Figura 5.10: C' debe identificar univocamente una celda, en tamano y posi-
cién.

determina si una celda corresponde a una celda libre, obstaculo o mixta.

5.2.1. Esquema numérico de identificacién de celdas

Para poder calcular el valor de la funcién en cada celda de la discre-
tizacion, es preciso ubicar su posicion en el espacio. Mientras que en una
discretizacion regular esta queda determinada por sus coordenadas, en una
discretizacion jerarquica es necesario establecer un convenio numérico que
identifique univocamente una celda, tanto su tamano como su situaciéon en
el espacio de configuraciones. Asi, en la figura 5.10, a una determinada celda
¢ le corresponderdn unas coordenadas (¢i, ¢2) y un determinado tamano.
Con la finalidad de poder representar cada celda, se establecen distintos ni-
veles de particién (m € N) tal que (0 < m < M), donde M serd el maximo
nivel de particion.
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Figura 5.11: Rejillas para diferentes niveles de particién, en un espacio de
configuraciones 2D. Las celdas marcadas se refieren al ejemplo expresado en
la ecuacién (5.48)

Y, para un espacio de n dimensiones, a cada nivel de particién m le correspondera
una rejilla regular denominada G (figura 5.11), que contendra 2™ celdas
del tipo ¢!, con sus coordenadas cartesianas:

qm = (meQmQ,---mei,---’an) (539)

De esta forma, cualquier celdilla de una discretizacién jerarquica, vendra uni-
vocamente identificada por su nivel de particién m (tamafio) y sus coorde-
nadas dentro de la rejilla G, a la que pertenece:

c= CZL = {m7 <Qm17Qm27~'->Qmi7--~7an>} (540)

Y, el conjunto de rejillas necesarias para la discretizacion jerarquica, en un
espacio de n dimensiones con un nivel maximo de particion M, sera:

G" = (90,91, 9n) (5.41)

Por ejemplo, en la figura 5.10 la celda ¢ pertenece a la rejilla G2 y sus coor-
denadas son (3,4), es decir:

c= C?‘s = {m7 <Qm17 Qm2>} = {37 (3? 4)} (542)

En una discretizacién jerarquica adaptativa, si una celda ], debe subdivi-
dirse, generara 2" celdas del tipo ¢}, (incluidas en ella), cuyas coordenadas
valdran:

d(m+1)i = 2 Gmi + l(m+1)i ‘ l(m+1)i € {O, 1}7 (543)
Vie{l,2,...,n} yme{0,1,2,...,M — 1}
Inversamente, cualquier celda c],, estard incluida en otra del tipo c?m_l) de
coordenadas:

q(m-1)i = int ( 9

) Vie{l,2,...,n} Vme{0,1,2,...,M—1} (5.44)
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De esta forma, la simplicidad de codificacién de celdas presentada, junto con
la utilizacién de la Multirresolucién Jerarquica Adaptativa, permitird una
buena eficiencia de computacion de la ecuaciéon de Poison.

Las coordenadas de las celdas del tipo Clmth) contenidas en una determinada
celda ¢, se obtienen utilizando recursivamente la ecuacién (5.47):

Q(m+h)i = Qthi+2h_1l(m+1)i+2h_2l(m+2)i+~ . -+21l(m+h—1)i+20l(m+h)i (5.45)

y, expresado matricialmente:

q(m+h)1 Gm1 lmsr lmg2)t -0 langnn 2(h=1)
Q(m?&—h)Q _ o QY.rL2 N l(m-.i—l)2 l(m—.&-2)2 l(m—.&—h)Z 2(h=2)
d(m+h)n dmn l(m+1)n l(m+2)n l(m+h)n 20
(5.46)
donde

lms1 lmg21 o limgnn

. lmsr)2 lmt22 - Lantny2
m+h = : ) . ) (5.47)

l(m-i—l)n l(m+2)n l(m+h)n

es la matriz binaria de coordenadas, cuyas columnas representan las coorde-
nadas de ubicacién en cada nivel con respecto al anterior.

Por ejemplo, en la figura 5.11, la celda del tipo ¢ de coordenadas (6,1),
estd contenida en otra del tipo ¢? de coordenadas (1,0) y relacionadas entre
ellas por la expresion:

<Q<j>;)=22<(1))+(é$><§;>=(f> (5.48)
43)

donde la matriz binaria de coordenadas

10

tiene en su segunda columna las coordenadas (0, 1) correspondientes a la po-
sicién de la celda (6, 1) del nivel 3, respecto de la celda (3,0) del nivel 2 que
la contiene y en la primera columna tiene las coordenadas (1,0) correspon-
dientes a la posicién de la celda (3,0) del nivel 2, respecto de la celda (1,0)
del nivel 1 que la contiene.

Rosell e Iniguez, en la publicacién [1] del apartado 7.1, proponen un método
de etiquetado y calculo de las funciones arménicas, utilizadas en la planifi-
cacion de movimientos en robdtica.

5.3. Multirresolucién Jerarquica Adaptativa

En esta tesis se propone utilizar la técnica de multirresolucién aplicada a
la discretizacion jerarquica. Para ello es necesario definir un nuevo método de
multirresolucién denominado Multirresolucién Jerarquica Adaptativa, que se
basara en los principios siguientes:
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Figura 5.12: Multirresolucién Jerarquica Adaptativa. Las figuras de la co-
lumna (a) representan las ditintas fases (de arriba a abajo) de dicretizacién

jerarquica, y las de las columna (b) son sus correspondientes para el cdlculo
en discretizacion uniforme.
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= Tal como se muestra en la figura 5.12, las rejillas de la multirresolucién
uniforme se adaptan a la discretizaciéon jerarquica.
Mientras que en la multirresolucién uniforme los puntos de céalculo de
una rejilla son coincidentes (estan autocontenidos) en los puntos de otra
rejilla de mayor resolucién (figura 5.6), en la multirresolucion jerdrquica
adaptativa los puntos de cédlculo son los puntos centrales de las celdillas,
de manera que estos no seran coincidentes en los distintos niveles de
resolucion, figura 5.13.

= El célculo del potencial y del error se realiza sobre las rejillas uniformes,
como en la multirresoluciéon uniforme. Pero en un determinado nivel de
resolucion, solo se calculan las celdillas que no estan contenidas en una
celda de la discretizacion jerarquica correspondiente, celdas verdes en
la figura 5.12.

= Las celdillas contenidas en otra de la discretizaciéon jerarquica tendran
su mismo valor de potencial, y no sera necesario calcular, celdillas rojas
en la figura 5.12.

» El paso de una rejilla a la siguiente més fina Q" < Q2" se realiza
interpolando, ponderando con la distancia, en las celdillas que les co-
rresponde subdivisién (figura 5.13) y manteniendo el mismo valor en
las que deben permanecer sin refinamiento, celdillas rojas en la figura
5.12.

En la figura 5.12 se ilustra los distintos niveles de discretizacién uniformes
afectadas por los distintos niveles de discretizacion jerarquica.

Iniguez y Rosell en la publicacién [2] de 7.1, proponen un método de cdlculo
en multirresolucién jerarquica adaptativa.

5.3.1. Interpolacién

Al pasar de una discretizacién gruesa a la siguiente mas fina, se obtienen
los valores intermedios sobre la rejilla fina mediante una interpolacién (figura
5.13a). Esta interpolacién puede ser simplemente pasar el valor de la celda
de menor resolucién a las de mayor resolucién, contenidas en ella (si no hay
particién jerarquica), o bien obtener los valores de las celdas realizando una
interpolacion lineal ponderada, respecto de un parametro, de los valores de
las celdas vecinas (si hay particién jerarquica). Para obtener dicho pardmetro
de ponderacion «; correspondiente a la celda c¢;, se considera la distancia
euclidea

Pleg, ) =di+dy+- - +do 4+ +d] (5.50)

Donde
dj = laj(ci) — qj(co)l, (5.51)

Asi, el parametro de ponderacion «; correspondiente a la celda ¢;, sera

a; =D —d(c¢, ), (5.52)
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Figura 5.13: Ejemplos de interpolacién en una discretizacion jerarquica adap-
tativa: (a) Interpolacién. (b) Mapeado.

donde D vale, para n dimensiones:

D = id(ci,co) (5.53)

de manera que el peso de cada celda sea proporcional a su cercania al punto
de céalculo cp.
Con lo que se tiene:

(5.54)

5.3.2. Mapeado

Inversamente, al pasar de una discretizacion fina a la siguiente mas gruesa,

es necesario transferir o mapear los valores previamente calculados. Puesto
que con la discretizacion en celdillas propuesta no coinciden los puntos, tam-
bién serd necesario realizar una interpolacién lineal si existe subdivisién de
celdas, en este caso la interpolacion serd no ponderada ya que los puntos in-
volucrados seréan equidistantes y por lo tanto no es necesario realizar calculo
de distancias. Por ejemplo, el punto 4 de la figura 5.13b, como punto central
de su celda, se computara como el valor medio de los cuatro puntos de sus
subceldas, los cuales son equidistantes al mismo.
En el caso de multirresoluciéon con rejillas uniformes los puntos de céalculo se
sitian en los nodos de interseccién (figura 5.6) y son coincidentes en distintas
resoluciones, por lo que el mapeado es directo sin necesidad de calculos. Sin
embargo, el ahorro de puntos de célculo iterativo obtenido con la multirre-
solucién jerarquica compensa el coste adicional del mapeado.
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5.3.3. Algoritmos

Los algoritmos necesarios para el cdlculo de la funcién potencial, solucién
de la ecuacion de Poison, se utilizaran posteriormente en el capitulo 6 para
la obtencion del planificador de trayectorias.

5.3.3.1. Algoritmo de calculo de la funcién potencial armdnica del
C-espacio

Sobre una discretizacion jerarquica adaptativa del C-espacio se realiza el
calculo de la funcién potencial utilizando el método de multirresolucion pre-
sentado en el subapartado (5.2.2).

La funcién base definida como

- CalcularPotencialCespacioMV (nivel J Min, nivel J Max)

realizara un cédlculo de ida y vuelta en V entre un nivel de resolucién grueso
definido por la variable nivelJMin y un nivel de resolucién fino definido por
nivel JMax (algoritmo 5.1). Estos dos niveles de resolucién estaran compren-
didos entre el minimo y el maximo corrientes del proceso.

Las funciones utilizadas por el algoritmo son:

» potencialRejilla(i, nivelJ): calcula en iter iteraciones el potencial de
la rejilla de nivel jerarquico nivelJ, utilizando el método de relajacion
S.0.R.

» mapearRejilla(nivel J, nivelJ + 1): mapea el potencial de la rejilla de
nivel (nivelJ) a la de nivel (nivelJ+1), siguiendo el procedimiento pre-
sentado en el subapartado (5.2.2.2).

» errorPotencialRejilla(i, nivel JMax): calcular en i iteraciones el error
sobre la rejilla (nivelJMax), utilizando las expresiones del residuo (5.42
y 5.43).

» interpolarRejilla(nivel J, nivel J—1): realiza una interpolacién para trans-
ferir los valores de la rejilla (nivelJ) a (nivelJ-1), tal como se muestra
en el apartado (5.2.2.1).

» corregirRejilla(nivelJ — 1): corrige los valores interpolados sumando el
error calculado (uf < uk 4 e¥).

De esta forma, la funcion general
- CalcularPotencialCespacioMJC (nivel J Min, nivel J M ax)

utilizara la funcién base, descrita en el algoritmo 5.1, para realizar el método
recursivo denominado Multirresolucién Jerarquica Completa (MJC) el cual
efectia un ciclo en V creciente (figura 5.8b), tal como se detalla en el apar-
tado 5.2.
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CalcularPotencialCespacioMV (nivelJMin,nivelJMax)
begin
for (nivelJ = nivel JMin to nivelJMax — 1) do
(Potencial Rejilla) < potencialRejilla(iter, nivel J);
(Potencial Rejilla) <— mapearRejilla(nivel J, nivel J + 1);
end;

(error Potencial Rejilla) < errorPotencialRejilla(iter, nivel J M azx);

for (nivelJ = nivelJMax to nivelJMin — 1) do
(Potencial Rejilla) < interpolarRejilla(nivel J, nivel J — 1);
(Potencial Rejilla) < corregirRejilla(nivel J — 1);
end;
end;

Algoritmo 5.1: Célculo del potencial sobre una discretizacién jerarquica adap-
tativa, utilizando el método de Multirresolucién en V.

CalcularPotencial CespacioMJC(nivel JMin,nivel JMax)
begin
(Potencial Rejilla) <
inicializaPotencial AleatorioRejilla(nivel J Max);

for i =1 to (nivelJMax — nivel JMin) do
(Potencial Rejilla) <
Calcular PotencialCespacioMV (nivel JM ax — i, nivel J Max);
end;

end;

Algoritmo 5.2: Calculo del potencial sobre una discretizacion jerarquica adap-
tativa, utilizando el método de Full Multigrid (FMG).

Donde:
» inicializaPotencial AleatorioRejilla(nivel J M ax)

inicializa con valores aleatorios la variable vectorial PotencialRejilla en su
maxima resolucién.

5.3.3.2. Algoritmo de obtencién de la trayectoria

Una vez calculada la funciéon potencial, sobre la discretizaciéon jerarqui-
ca, siguiendo el gradiente de la misma se obtiene el canal de trayectoria, el
cual estara constituido por un conjunto de celdas concatenadas de diversos
tamafos que enlaza la celdilla de inicio (¢;,;) con la celdilla final (cg;,).
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q,

Figura 5.14: Funcién potencial y canal de trayectoria.

Figura 5.15: Refinamiento del canal.
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La funcién TrayectoriaFina(Trayectoria), obtiene en refinamientos consecu-
tivos la trayectoria en su maxima resolucién (algoritmo 5.3), para ello se le
pasa el canal a través de la variable Trayectoria y devuelve en la misma va-
rible la trayectoria deseada.

Las funciones utilizadas por el algoritmo son:

» resolucion(T'rayectoria): devuelve valor cierto cuando todas las celdi-
llas que componen la variable Trayectoria son de la maxima resolucion.

» particion(Trayectoria): devuelve las celdas de Trayectoria después de
realizar una particién 2" de aquellas que no estén con la maxima reso-
lucion.

» calculoPotencial(Canal): realiza y devuelve el calculo del potencial en
el dominio definido por las celdas de la variable vectorial Canal, consi-
derando contorno la parte exterior del mismo.

» canalTrayectoria(Canal, by, brin): devuelve el nuevo canal de trayec-
toria obtenido en el dominio formado por Canal, con la celda inicial y
final indicadas.

Trayectoria(Canal, bin;, b i)
begin
while —resolucion(Trayectoria) do
begin
(Canal) < particion(Trayectoria);
(Canal) < calculoPotencial(Canal);
(Trayectoria) < canalTrayectoria(Canal, bin;, bin);
end;
return Trayectoria
end;

Algoritmo 5.3: Algoritmo para la obtencién de la trayectoria a partir del
canal.

5.4. Obtencion de resultados

La inexistencia de aplicaciones que permitan implementar los algoritmos
presentados en este capitulo, ha hecho necesario desarrollar una mediante la
cual se puede obtener resultados numéricos y graficos en distintos entornos.
La herramienta de programacion utilizada ha sido Visual C++ de Microsoft.

e En la figura 5.14 se muestra, en 2D, un ejemplo de entorno discretizado
jerarquicamente, con la funcién potencial calculada modelando los obstaculos
como contorno, para unas condiciones de contorno de Neuman y suponiendo
continuidad ciclica de la variable ¢; del espacio de configuraciones.
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e En la figura 5.15 se muestra un ejemplo en 2D, de los pasos seguidos
(de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo) para la obtencién de una
trayectoria en maxima resolucién, partiendo del canal de trayectoria.

e En la figura 5.16 se muestra, también en 2D, la obtencién de trayecto-
rias en distintos entornos con grados de dificultad extremos (excepto el caso
a), con lo que se puede corroborar el alto grado de eficiencia del método en lo
que se refiere a la obtencion de trayectorias. En los cuatro casos planteados
(a, b, ¢ y d) se modelan los obstaculos como contorno, el punto inicial como
valor elevado y el punto final como valor bajo y utilizan condiciones de con-
torno de Neuman. Se muestra primero la figura del entorno (completamente
discretizado) con los dos puntos extremos de la trayectoria requerida, la si-
guiente figura incorpora el canal de trayectoria encontrado y la tercera figura
muestra la trayectoria obtenida por refinamiento del canal. En este ejemplo
se constata la conveniencia de utilizar condiciones de contorno de Neuman
en los pasillos largos y estrechos, tal como se analiza en el apartado (2.3.2).

e En la figura 5.17 se muestra, graficamente, los resultados computacionales
(ntimero de iteraciones) obtenidos para tres tipos de entornos planteados: (a)
entorno muy fragmentado, (b) medianamente fragmentado y (c) poco frag-
mentado con pasillos extrechos. El metodo iterativo utilizado es el S.O.R.
estudiado en el apartado 5.1.4.3, donde con un entorno regular simple se ob-
tuvo una (w) 6ptima. Sin embargo en este ejemplo se estudia su influencia
para distintos entornos complicados, por lo que se hace variar entre cero y
uno a intervalos de una centésima. Las condiciones de contorno planteadas
seran mixtas

u(r) = aup + (1 — oz)g—z(r), Vr € 0 (5.55)

donde el parametro a se hace variar también entre cero y uno, a intervalos
de una centésima. Asi, un punto de la superficie indica el nimero de itera-
ciones realizadas para encontrar una trayectoria, con un determinado valor
de o y de w. El ntimero de puntos de la superficie (10* puntos) representa
el nimero de realizaciones o trayectorias encontradas. Entonces, se observa
que existe un valor 6ptimo del pardmetro w (situado en la parte més baja
del valle de las figuras 3D), el cual varia ligeramente con respecto a o y tam-
bién con respecto al tipo de entorno. También se observa, con respecto a las
condiciones de contorno, una situacién éptima para (o = 1) correspondiente
a las condiciones de contorno de Neuman, conforme « disminuye aumentan
el nimero de iteraciones hasta alcanzar un maximo, disminuyendo después
con una pendiente que depende del tipo de entorno, pero que no llega hasta
el minimo de Neuman.

e En la figura 5.18 se muestra la discretizacién jerarquica de un entorno
que modeliza los obstaculos como funciones real positivas con forma de co-
ronas y en torno al punto destino, fijado a un valor bajo, se sitiia una corona
atractiva como una funcién real negativa, ademés se consideran condicio-
nes de contorno en el infinito. En el apartado 3.7.3 se propone este enfoque
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Figura 5.18: Planificador mediante anillos.

con el que se obtiene una distribucién del gradiente que no presenta zonas
excesivamente planas.

5.5. Aportacién

En este capitulo se han estudiado los métodos numéricos para el calculo
de las funciones arménicas, subarmonicas y superarmonicas:

- Se han estudiado los distintos métodos de relajacién, asi como la rela-
cién existente entre la velocidad de convergencia de los mismo y el grado de
resolucién.

- En este capitulo también se ha propuesto un método numérico novedo-
so para el calculo de las funciones arménicas, subarménicas y superarmoni-
cas, basado en métodos de multirresolucion aplicados a una discretizacién
jerarquica adaptativa. Con este método numérico se obtiene una reducién de
ciclos de iteracion al mismo tiempo que una reduciéon de puntos de calculo,
todo ello conservando la maxima resolucion en los contornos; condicién nece-
saria para obtener funciones potenciales que sirvan para generar trayectorias
proximas a los obstéaculos, tal como seria el caso en pasillos estrechos.



Capitulo 6

Uso de las funciones armonicas
en espacios de configuraciones
explorados mediante técnicas
de muestreo

Con la discretizacion jerarquica adaptativa, introducida en el apartado
5.2, se consigue una reduccién del nimero de celdillas de calculo respecto de
la discretizacion uniforme. Esta reduccion es tanto menor cuanto mayor es el
contorno de obstéculos (figura 6.1a, b y ¢) y, el nimero de celdillas totales
crecerd exponencialmente con el nimero de grados de libertad del C-espacio.
Por este motivo, es costoso computacionalmente el calcular de forma exac-
ta o aproximada (con cierta resolucién) todo el espacio de configuraciones;
mientras que los métodos de muestreo son eficientes ya que no modelan el
C-espacio, solo captan con curvas unidimensionales la conectividad del espa-
cio libre del C-espacio.

En esta tesis se presenta un nuevo planificador basado en la combinacién de
métodos de muestreo con los métodos basados en funciones arménicas.

Esta combinacion se basa en un entrelazado entre el calculo de funciones
armonicas sobre un espacio discretizado jerarquicamente y la exploracion de

(a) (b) (c)

Figura 6.1: Discretizacion jerarquica completa del C-espacio en 2D: Efecto
del crecimiento del contorno sobre la discretizacion.

105
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dicho espacio mediante muestreo.

Para ello se utiliza un tipo de muestreo que, en lugar de muestrear si una
configuracion es libre o de colisién, se muestrea si una celdilla de discretiza-
cion es libre, de obstaculo o de contorno.

Asi, en el apartado 6.1 se presenta un planificador que utiliza una funcién
detectora de colision que también devuelve la distancia de colisién, mientras
que en apartado (6.4) se presenta una alternativa de planificador, que utiliza
una funciéon detectora de colision que no devuelve la distancia de colision.

6.1. Planificador PHM basico

El método de planificacién propuesto, denominado “Probabilistic Harmo-
nic Funtion Method” (PHM), resuelve la trayectoria utilizando una funcién
potencial arménica calculada sobre una discretizacion jerarquica adaptativa
del C-espacio; el cual es explorado de manera aleatoria con el nuevo tipo
de muestreo de celdas, propuesto en este apartado, con el que se obtiene un
conocimiento parcial del entorno en zonas y en resoluciéon. Los obstaculos
forman parte del contorno, sobre el que se aplica condiciones de contorno
Dirichlet, y en el punto destino se situa la funcién delta.

Inicialmente el espacio de configuraciones es desconocido; inicamente un pun-
to de situacién y otro de destino (figura 6.2a), ambos de maxima resolucién,
se establecen determinando una discretizacion inicial que reporta una serie
de celdas de distinto tamano y contenido también desconocido. El muestreo
aleatorio de estas celdas definird la situacion y forma de los obstaculos pro-
gresivamente. Suponiendo que se muestrean las celdas ¢y, ¢y y ¢3 (figura 6.2b),
estas se identifican como libre, obstaculo y de contorno respectivamente; c3
se subdivide generando 2" celdas que se anaden al conjunto de celdas de
contenido desconocido (figura 6.2c).

De esta forma, en la discretizacion del C-espacio, se establecen tres tipos o
conjuntos de celdas:

» Celdas de contenido desconocido (grises)

G ={cc,Cqys -+ Can, (6.1)
» Celdas pertenecientes a los obstaculos (negras)

B ={cp,,cBy,--:CBy, } (6.2)
» Celdas pertenecientes al espacio libre (blancas)

W = {CWl, CWyy - - - ,CWNW} (63)

Los conjuntos de celdas G, B y W se definiran como variables vectorizadas,
que estaran formadas por los codigos o etiquetas de las celdas correspondientes,
pudiendo ser estas de maxima resolucién o no, dependiendo del nivel de dis-
cretizacion.
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Figura 6.2: Muestreo y clasificacion de celdas del C-espacio en 2D.

El muestreo aleatorio se realiza sobre el conjunto de celdas grises (G) cuyo
numero, partiendo de un numero (Ng) reducido (figura 6.2a), crece inicial-
mente y posteriormente se va reduciendo, mientras los C-obstaculos se van
definiendo progresivamente.

Sobre este escenario discretizado jerarquicamente, se aplican las condiciones

Sorteo(G)
begin
F <+ Funcionlntegral (G);
r < random (0, 1);
{ca, < G} tal que {F(cg,) <r};
return cg,
end;

Algoritmo 6.1: Algoritmo del sorteo para el muestreo aleatorio de una celda
perteneciante a G.

de Dirichlet y se calcula una funcién potencial V' (apartado 5.2.4), que se
utiliza para buscar un canal de trayectoria; lo cual puede ocurrir con un
conocimiento parcial del entorno y una reduccion del ntimero de puntos de
calculo.

Con este enfoque se puede obtener un planificador completo, probabilistica-
mente y en resolucién. Dicho planificador se desarrolla en los subapartados
siguientes, y es presentado por Iniguez y Rosell en la publicacién [3] del
apartado 7.1.

6.1.1. Seleccién aleatoria de una celda ponderada por
su tamano: sorteo para la exploracién de celdas

Sea cg, una celda perteneciente al conjunto G, la probabilidad de seleccién
de c¢, vendrd determinada por el peso w(cg, ), que tendrd en cuenta el tamafio
de dicha celda. Suponiendo que cg,es una celda de nivel de particiéon my,
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Figura 6.3: Muestreo aleatorio utilizando la funcién integral F'(cy).

entonces el peso w(cg, ) se expresa como:

Ves, 1

wice,) = 55 = guan (6.4)

donde V;, es el volumen de la celdilla c¢, en la rejilla G7, y Vr es el volu-
men total de todas las cedillas perteneciente a G . Es decir, la probabilidad
de seleccién de una celda se incrementara con el tamano de la misma; de
esta forma se producirad una rapida caracterizacién de los contornos de los
obstéaculos, ya que la incertidumbre de las celdas grandes parcialmente libres
serd despejada antes.

El sorteo efectuado en la operacion de muestreo se realiza utilizando una
funcién integral F'(cg, ) definida sobre el conjunto de celdas G

k
F(cg,) =Y wlca,) Veg, €G y 1<k<Ng (6.5)

=1

Asi, el valor maximo de esta funcién integral se obtendrd para la ultima
celda de G (cay,, ), v valdra:

Frae = F(coye) =1 (6.6)

El procedimiento de muestreo aleatorio o sorteo se implementa de la manera
siguiente: Se obtiene un niimero aleatorio (r), comprendido entre cero y uno,
utilizando la funcién integral F(cg, ) se extrae la celdilla correspondiente (cg,
en el ejemplo de la figura 6.3 y algoritmo 6.1).
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Figura 6.4: Clasificacién de las celdas en el espacio de configuraciones.

6.1.2. Verificacién y clasificacién de celdas

La celda cg,, extraida por sorteo (con ponderacién del tamano) de G, se
verifica y se identifica como celda libre, obstaculo o contorno. La configu-
racion del robot correspondiente a su centro se pasa a la funcién detectora
de colisién, la cual reportard la distancia de colisién (dj) sobre el espacio de
configuraciones (esta distancia serd positiva si la configuracién corresponde
al espacio libre y negativa si corresponde al espacio obstaculo). Entonces, de
acuerdo con la figura 6.4, la celda se clasifica como:

= Celda libre: Celda inscrita en la circunferencia de radio di y dp > 0
(celda ¢)

= Celda obstéaculo: Celda inscrita en la circunferencia de radio dy, y d, < 0
(celda ¢y)

» Celda contorno: Celda no inscrita en la circunferencia de radio dj, (celda
03)

Las celdas clasificadas como libre y obstaculo se clasifican como celdas W
y B respectivamente, mientras que la celda contorno se subdivide y las 2"
celdas resultantes se clasifican como celdas de contenido desconocido G. El
apartado 6.2 describe este procedimiento, usando las siguientes funciones:

» DistanciaColision(cg): devuelve la distancia minima (en el C-espacio)
del centro de la celda cg al contorno del obstaculo mas proximo.

» Particion(cg): devuelve la particién de la celda cg.
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VerificaClasifica (cg)
begin
d « DistanciaColision(cg);
if (|d| > D) then
if (d > 0) then (W + W U cg);
else (B <~ BUcgq);

else {
(CaysCGyy- -+ Cay) < Particion (cg);
G+ GU(CG1>CG1,---,CGH)§

end;

Algoritmo 6.2: Algoritmo para la verificacién y clasificacién de celdas. D es
la distancia diagonal de la celda a verificar.

6.1.3. Algoritmo del planificador de trayectorias. Ex-
ploracién pasiva de trayectorias

Combinando el método anterior de exploracién de celdas, el calculo de
funciones potenciales armonicas sobre una discretizacion jerarquica y la ex-
ploracién pasiva de trayectorias (consistente en calcular trayectorias sobre
zonas parcialmente desconocidas del C-espacio y evaluacién posterior) se di-
sena el generador de trayectorias (algoritmo 6.3):

e Inicialmente, se establece la posicion de los puntos inicial y final definidos
por sendas celdas de méxima particion, ¢;,; y cfin. Con el resto del C-espacio
se realiza una discretizaqcion jerarquica (figura 6.5a), clasificando todas las
celdas como de contenido desconocido (grises), excepto Cini ¥ Cfin.

e Después de la exploracién de Ng celdas (figura 6.5b), se aplican las condi-
ciones de contorno de Dirichlet en los obstaculos (celdas negras) y se calcula
la funcién potencial (Viyg) sobre la discretizaciéon actual, considerando las
celdas grises como libres, y se realiza la buisqueda de un canal trayectoria
(figura 6.5¢).

e Las celdas grises pertenecientes a este canal de trayectoria, seran
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Planificador Trayectoria(c;n;,C fin)
begin
(Cini, Cfin) < MarcalnicioFin;
G < Discrelnicial (¢in;, cpin);
B+ (;
W <+ 0;
Trayectoria < (;
1+ 0;
do {
for j =1to Ng
(cg) < Sorteo(G);
VerificaClasifica(cg);
end for
Vive < CalculaPotencial(G, W, B, ¢fin);
Canal < CanalTrayectoria(Viyg);
Libre <— CompruebaClasifica(Canal);
if (Libre == TRUE)
Trayectoria < Trayectoria(Canal);
return T'rayectoria;
end if
+4;
} while ((Libre == FALSE) AND (i < Ny));
return Trayectoria;
end;

Algoritmo 6.3: Algoritmo planificador de trayectorias, PHM basico.

comprobadas y clasificadas. Si el canal de trayectoria queda interrumpido,
por celdas subdivididas y clasificadas como grises, se reinicia el procedimien-
to. Repitiendo el proceso hasta que se encuentre un canal de trayectoria libre
o se hayan realizado un nimero de iteraciones dado (Ny).

e Por ultimo, el canal de trayectoria encontrado se refina hasta obtener la
trayectoria con la maxima resolucién (figura 6.5d). Para ello se sigue el méto-
do presentado en el subapartado 5.2.3.2.

Para realizar estas tareas el algoritmo cuenta con las siguientes funciones:

» CalculaPotencial(G, W, B, ¢i,): calcula la funciéon potencial conside-
rando las celdas grises junto con las celdas libres.

» CanalTrayectoria(Viy¢): utilizando una funcién de navegacién (por se-
guimiento del gradiente del potencial) intenta encontrar un canal de
trayectoria: si lo encuentra devuelve los codigos de las celdas que lo
componen en la variable vector Canal y si no devuelve (Canal = ().
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Figura 6.5: Secuencia ejemplo del método PHM basico.

» CompruebaClasifica(Canal): cada una de las celdas grises que forman

parte del canal son verificadas: si son todas libres devuelve (Libre =
TRUE) y si no devuelve (Libre = FALSE).

» Discrelnicial (cini, ¢fin): partiendo del conocimiento de la posicion de
las celdas inicial y final, con la maxima resolucién, obtiene una dis-
cretizacion jerarquica inicial del todo el espacio, en celdas grises de
contenido desconocido (figura 6.5a)

» Trayectoria(Canal): partiendo del Canal de trayectoria obtiene la tra-
yectoria compuesta por celdillas de la maxima resolucién (figura 6.5d)

6.1.4. Estudio de la completitud del método propuesto

Desde un punto de vista dindmico pueden verse las celdas contorno de un

determinado nivel de particion como poblaciones de generaciones sucesivas
(figura 6.6), de forma que la poblacién de la generacién correspondiente al
nivel m dard lugar a la poblacién de la generacién siguiente (m + 1). El simil
serfa: una celda-individuo seleccionado al azar, el cual pertenece a una gene-
racién determinada m, genera 2" hijos pertenecientes a la generacién (m-+1)
y muere.
En un instante determinado coexisten distintas generaciones proximas, cre-
ciendo en poblacion la generacién mas joven mientras se van extinguiendo las
mas viejas. Al mismo tiempo, se observa un crecimiento demografico global
hasta alcanzar un maximo, descendiendo después hasta la extincion total de
la especie ya que la generacion de celdas de maxima resolucién mueren sin
descendencia.
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Figura 6.6: Ejemplo de evolucién de la poblacion de celdas en G.

Este estudio se desarrolla en los subapartados siguientes, y es presentado por
Iniguez y Rosell en la publicacién [3] del apartado 7.1.

6.1.4.1. Modelo de poblacién de celdas en G

La probabilidad de que una determinada m-celda sea explorada es obte-
nida estudiando la evolucion de las poblaciones de las celdas parcialmente
libres en sus distintos niveles jerarquicos. En primer lugar se obtiene el mode-
lo de crecimiento de poblaciones para una determinada tasa de nacimientos
y muertes, para ello se define la nomenclatura siguiente:

e =z, es la poblacion o nimero de celdas de nivel m en G después
de k celdas exploradas.

e P,: esla probabilidad de que una m-celda sea parcialmente libre.

e P, .. eslaprobabilidad de que en el paso k el algoritmo seleccione
la poblacion ,, k.

o P, es la probabilidad de que en el paso k el algoritmo seleccione
una determinada celda perteneciente a la poblacién ,, .

e P,k esla probabilidad de que en k pasos el algoritmo seleccione
una determinada celda perteneciente a la poblacion x,, .

Cuando una m-celda de G es seleccionada y evaluada como parcialmente
libre, entonces se subdivide en 2" (m + 1)-celdas hijas y se retornan a G,
eliminandose la m-celda progenitora. Por lo tanto se cumplen las siguientes
consideraciones:

e 7, decrementa en uno si en el paso (kK — 1) una m-celda ha sido
seleccionada.
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Figura 6.7: Modelo de poblacion de celdas en G.

® I, incrementa en 2" si en paso (k — 1) una (m-1)-celda ha sido se-
leccionada y clasificada como parcialmente libre.

® 1,,,: permanece constante si en el paso (kK — 1) no han sido seleccionadas
una m-celda ni una (m-1)-celda, o si ha sido seleccionada una (m-1)-celda y
no era parcialmente libre .

Por lo tanto, la poblacién o nimero de celdas parcialmente libres de nivel
jerdrquico (generacién) m vendra dada por el siguiente modelo probabilistico:

Tk = (Tmp-1 — 1) - Py, +
(Tmp—1+2") - me_l,k o
Tmp1- (1 =P, . — P$m—1,k>+

Tt Prp_y g (1= Pro1) (6.7)

m,k

En la figura 6.6 se muestra un ejemplo de evoluciéon de poblaciones y en la
figura 6.7 se muestra la estimacién de poblaciones mediante el modelo pro-
babilistico propuesto.

Considerando un espacio de configuraciones de n dimensiones con una discre-
tizacion jerarquica de M niveles, el nimero de celdas existentes en un nivel
m tal que m < M es de 2™ m-celdas. Si N, es el nimero de m-celdas que
contienen parte del contorno, entonces la probabilidad de que una m-celda

sea parcialmente libre es:

N
P, = (6.8)

- 2nm

Este valor serd estimado muestreando un nimero s, de m-celdas y verifican-
do el nimero de celdas g, parcialmente libres encontradas, entonces P, se

estima como:
P, ~ I (6.9)
Sm
Las M-celdas que son parcialmente libres son consideradas como celdas obstacu-
lo, puesto que son de maxima resolucion, por lo tanto se cumple:

Py =0 (6.10)
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Figura 6.8: Probabilidad P, , de seleccionar la poblacién x,; para m =
3,4,5 y 6.

6.1.4.2. Probabilidad de seleccion condicionada por el tamano de
las celdas

En un espacio discretizado jerarquicamente el tamano de las celdas es
heterogéneo y depende del nivel jerarquico de particién. Para una C-espacio
de n dimensiones, si se considera unitario el tamano del hipervolumen de una
M-celda, el tamano de una celda de nivel de particién m viene dado por el
hipervolumen

Vpyy = 20M=m) (6.11)

Por lo tanto el muestreo aleatorio debe ser hecho considerando el tamano
de las celdas. Primero se selecciona la poblaciéon de un determinado nivel
jerarquico y después se escoge una celda de esta generacion para ser explo-
rada:

a) Sea V. el volumen de todas las m-celdas de G en el paso k. La probabi-
lidad P,,, , depende del volumen V,, ;. con respecto al total del volumen
de celdas en G-

Vm 2n(Mfm) T 2—nm . g
i Vik 2oy 20O gy 3T 27 gy,

En la figura 6.8 se muestra un ejemplo de la evolucion real de P, y en
la figura 6.9 su estimacién, utilizando el modelo de poblacién (ecuacién
6.7)

b) La probabilidad de seleccionar una m-celda de z,, , es:

Poy=— (6.13)
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Figura 6.9: Estimacion de la probabilidad P, , para m = 4,5 y 6.

El producto de las dos anteriores da la probabilidad de que en el paso k el
algoritmo seleccione una m-celda de G. De aqui, la probabilidad de explorar
una determinada m-celda de G en k tiradas es (figura 6.10):

=

Poiw=1—|| Q=P Pn;) (6.14)

Tm,j
Jj=1

6.1.4.3. Probabilidad de fallo

Asumiendo que existe una ruta entre dos configuraciones ¢; y ¢, formada
por una cadena de celdas cuyos tamanos seran iguales o superiores al de una
M-celda, el objetivo es determinar el nimero minimo k& de iteraciones del
algoritmo tal que la probabilidad de fallo del planificador permanezca dentro
de un limite dado.

Sea D,, el nimero de m-celdas del canal, y D = anzl D,, el nimero total de
celdas del canal. Entonces la probabilidad de fallo, después de k iteracciones,

sera:
M

P(Fallo) =1~ [] (Pnaix)"" (6.15)
m=1
Puesto que la probabilidad de seleccionar una m-celda del canal disminuye
con el tamano de la misma, se considera el peor caso en el que el canal
estard formado por D), M-celdas. Entonces, la probabilidad de fallo seréa:

P(Fallo) <1 — (Py.)" (6.16)
Para una determinada cota de fallo (P(Fallo) < 6), se deberd cumplir
Prag > (1— 5)(1/DM) (6.17)

El niimero de iteraciones k del algoritmo se obtiene aplicando iterativamente
la ecuacién (6.14) para (m = M) hasta que se cumpla la desigualdad anterior.
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Figura 6.10: Probabilidad de seleccionar una m-celda en k intentos (ecuacién
(6.14)). La curva correspondiente al nivel M es utilizada para obtener el
numero de iteraciones necesarias.
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Figura 6.11: Ejemplo de C-espacio para dos nimeros de muestras: a) k = 825
(exploracién exhaustiva) y b) k=80.

6.1.4.4. Validacién

Los resultados experimentales se han obtenido sobre un espacio de con-
figuraciones de dos dimensiones, con dos obstaculos y una discretizacion no
regular, jerdrquica adaptativa con (M = 6) niveles (figura 6.11). En la figura
6.11a se han realizado el nimero de muestras necesarias para efectuar una
exploracién exhaustiva, mientras que en 6.11b se ha realizado una explora-
cién parcial obteniéndose celdas libres, obstaculo y parcialmente libres.
Suponiendo una cota de fallo (6§ = 0,1) y dos configuraciones ¢; y ¢y para ser
conectadas a través de un canal compuesto por (D = 20) celdas, la probabi-
lidad de que una m-celda sea parcialmente libre es estimada como:

m 1] 2 3 4 5 |6
Pm:g—: 1]0.66]0.69 0590450

S

Usando estos valores, la figura 6.7 muestra la poblacion estimada de m-celdas
parcialmente libres computadas utilizando la ecuacién (6.7), la figura 6.9
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Figura 6.12: Canal de trayectoria con exclusion de celdas.

muestra la evolucién de las probabilidades estimadas utilizando la ecuacién
(6.12).
El nimero de iteraciones debe ser tal que se cumpla:

Pig > (1= 6P =0,9Y20 = 0,995 (6.18)

Aplicando iterativamente la ecuacién (6.14), esta condicién se satisface para
k > 655 (figura 6.10).

Utilizando este valor de k, el algoritmo 6.3 ( PlanificadorTrayectoria) se ha
utilizado para explorar el C-espacio. El resultado se muestra en la figura 6.11b
donde la funcién arménica se ha calculado sobre libres y se ha utilizado para
encontrar la trayectoria entre ¢; y cy.

6.2. Alternativas de mejora del método basi-
co

Sobre el esquema bésico del planificador propuesto en el apartado (6.1)
caben métodos de mejora basados en reglas heuristicas. La aplicacion de estos
métodos permite la realizacion de un planificador mas eficiente en tiempo
de ejecuciéon. En los subapartados siguientes se proponen varias posibilidas
de mejora (algunas ya estudiadas) y se aplican en el apartado (6.3), en el
diseno del algoritmo de un planificador avanzado. En las publicaciones [4

y 5] del apartado 7.1, Rosell e Iniguez proponen alternativas de mejora del
planificador PHM baésico.

6.2.1. Exclusion de celdas del sorteo de exploracién

Considerando los obstaculos como contorno y utilizando condiciones de
contorno de Dirichlet, el valor de Viy 4 se incrementa monoténicamente desde
el punto final hasta los C-obstaculos. Solamente aquellas celdas con un valor
de Viyg mas bajo que el de la celda inicial deben ser consideradas para el
muestreo, ya que el canal de trayectoria es encontrado siguiendo el gradiente
de la funcién Viyg. De esta forma, aquellas celdas de G con valores de poten-
cial superiores al de la celda inicial pueden excluirse del sorteo, reduciéndose
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el tiempo de exploracion.
Es decir, aquellas celdas que cumplen:

Ca; € G | VWG<CG’Z-) > ng(cim-), (619)
son transferidas al conjunto

A: {CAl,CAQ,...,CANA}, (620)

quedando excluidas del sorteo de muestreo, considerandose como celdas obstacu-
lo. De esta manera se acelera el proceso; a no ser que estas nuevas celdas
bloqueen un posible camino hacia el objetivo y por tanto el algoritmo no
encuentre un camino libre, en cuyo caso todas las celdas del conjunto A se
devuelven al conjunto GG, continuando la bisqueda.

En la figura 6.12 se muestra un ejemplo (para 2D) donde se ha encontrado
una trayectoria después de haber excluido un nimero de celdas (azules) que
cumplian la condicién (6.19).

6.2.2. Exploracién pasiva de trayectorias: Puntos de
Apoyo y Funciéon Potencial Auxiliar

En el apartado (6.1.3) se present6 el método para la exploracién de trayec-

torias: considerando las celdas grises como libres se obtiene una trayectoria,
y aquellas celdas grises pertenecientes a dicha trayectoria seran comprobadas
a posteriori.
Si la trayectoria queda interrumpida por celdas subdivididas y clasificadas
como grises, las celdas extremos de los trozos de trayectoria resultantes seran
consideradas celdas de apoyo para la exploracién subsiguiente, clasificandose
dentro del conjunto Y

Y = {Cyl, Cyys - 7CYNy}7 (621)

que incluird también las celdas inicial y final.
Estas celdas de apoyo seran prefijadas a valores bajos de una nueva funcién
potencial

Vivay = Vivay(cr) | € (W UG), (6.22)

la cual se utilizaré para modular las probabilidades de seleccién en el sorteo
de exploracién de celdas y que serd solucién de la ecuaciéon de Laplace; con-
siderando los obstaculos como contorno y aplicando condiciones de contorno
de Dirichlet, con valor alto para el contorno (Veoniorno) ¥ bajo para los puntos
de apoyo (Vapoyo)-

Si la probabilidad de seleccién de una celda es inversamente proporcional al
valor de la funcién potencial Viygy, entonces los entornos de los puntos de
apoyo seran explorados antes, conduciéndose la exploracién hacia aquellas
zonas mas prometedoras de contener caminos libres.

Con este planteamiento, la funcion integral para el sorteo de celdas depen-
derda del peso

w(ck) = wi(ck) - walcr), (6.23)
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donde wy(cy) es el peso correspondiente al tamafio (ecuacién (6.4)) y

chontorno - VWG’Y(Ck’)

, (6.24)

wa(cr) =
chontorno - Vapoyo

que tendrd un valor comprendido entre cero (para las celdas de contorno) y
uno (para las celdas de apoyo). La funcién integral para el sorteo de celdas,
se obtiene como en la ecuacién (6.5):

k
Fle) =Y wle) Ve €G@ y 1<k< NG (6.25)

=1

Por 1ltimo, con la finalidad de aprovechar la recursividad en el calculo de las
funciones armonicas, se memorizaran en variables distintas las funciones po-
tenciales calculadas para la obtencion de trayectorias (Viyg) v las calculadas
para obtener probabilidades (Viyay ).

6.2.3. Resolucion maxima ajustable

Teniendo en cuenta que, en la discretizacion jerarquica adaptativa del
C-espacio, es posible prefijar la maxima resolucién alcanzable (figura 5.12)
y teniendo en cuenta que las posibles trayectorias no siempre necesitaran
de una resolucién maxima lo mas fina posible; entonces resultara eficiente,
respecto a la reduccién de puntos de céalculo, el ajuste pasivo del parametro
identificativo de la méxima resolucién (M).

Con la finalidad de reducir al maximo el nimero de puntos de calculo, la
maxima resolucion alcanzable en el proceso de discretizacion jerarquica se
aplica con un criterio basado en reglas:

= La maxima resolucion posible se aplicara siempre a los puntos inicial y
destino.

» La maxima resolucion aplicable a los contornos serd variable por fases
de busqueda, comenzando por una resolucién més gruesa y afinando
segun va abanzando el proceso sin obtencién de resultado.

6.2.4. Aplicacion de condiciones de contorno de Neu-
man en los obstaculos

La aplicacion de condiciones de contorno de Dirichlet en los limites del
C-espacio y de Neuman en los obstéculos (figuras 5.17 y 5.18) consigue que
los pasillos formados entre ellos no se cieguen, conservando un gradiente
longitudinal minimo que permita el paso de trayectorias.
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6.3. Algoritmo del planificador PHM avanza-
do

Aplicando las mejoras del apartado anterior al planificador PHM bésico
se obtiene el planificador PHM avanzado (algoritmo 6.5), donde la bisqueda
de trayectoria es conducida por zonas més prometedoras, y donde se produ-
ce una reduciéon de puntos de calculo. Mientras que los puntos bésicos del
algorito son conservados, se destacan en negrita los puntos nuevos de mejora:

e Inicialmente, se establece la posicion de los puntos inicial y final defini-
dos por sendas celdas de méxima particion, c;n; y cfin. Con el resto del C-
espacio se realiza una discretizacion jerarquica, clasificando las celdas como
de contenido desconocido. Ademas se establece un indice de maxima
resolucién (M) que, en principio, no sera el maximo posible.

e El conjunto de celdas de apoyo estara formado inicialmente por
las celdas c;ni y cfin-

e Las celdas de apoyo seran prefijadas a valores bajos de poten-
cial y se calculard la funcién potencial auxiliar (Viygy), la cual se
utilizara para modular las probabilidades de seleccion en la proxi-
ma exploracion.

e Después de la exploracién de Ng celdas, se aplican las condiciones de con-
torno de Dirichlet en la frontera del C-espacio, Neuman en los obstaculos y
se calcula la funcién potencial (Viyg) sobre la discretizacion actual, consi-
derdndose las celdas grises como libres, y realizandose la busqueda de un
canal trayectoria.

e Las celdas grises pertenecientes a este canal de trayectoria, seran com-
probadas y clasificadas. Si el canal de trayectoria queda interrumpido
por celdas subdivididas y clasificadas como grises, las celdas extre-
mo de los trozos resultantes seran consideradas celdas de apoyo.

e Utilizando la funcién potencial V¢ y teniendo en cuenta la ecua-
cién (6.19), se obtiene el conjunto (A) de celdas que se excluirdn
del préximo sorteo.

e Si no se obtiene el canal de trayetoria y el conjunto A es no
vacio; entonces se restituyen los elementos de dicho conjunto al de
celdas grises.

e Después se incrementa el indice de maxima particién (M), si
se ha llegado al maximo (M),) se aplica un anillo de atraccién en
torno del punto destino y se vuelve al principio, repitiéndose el
proceso hasta que se encuentre un canal de trayectoria libre o se
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hayan realizado un niimero de iteraciones dado (NVy).

El procedimiento detallado se muestra en el algoritmo (6.5), donde las nuevas
funciones incluidas en el algoritmo del planificador PHM avanzado son:

» CalculaPotencial(G, W, B, Y): calcula la funcién potencial auxiliar (Vgwy)
considerando las celdas grises junto con las celdas libres y las celdas de
apoyo incluidas en el conjunto Y.

» ObtencionCeldasA (Viyg): obtiene las celdas que serdn incluidas en el
conjunto A y que seran excluidas del proximo sorteo.

PlanificadorTrayectoria(cini,c fin)
begin
(Cini, Cfin) + MarcalnicioFin;
G < Discrelnicial (cini, ¢fin);
B+ 0; W0, A< 0; P+ 0; Y <+ {cini,crin}; Trayectoria + 0;
do {
for j =1to Ng
Vivgy < CalculaPotencial(G, W, B,Y, P);
(cq) + Sorteo(G, Vivay);
VerificaClasifica(cg);
end for
AplicarCondicionesContorno(G, W, B, ¢ );
Vive + CalculaPotencial(G, W, B, ¢fin);
Canal < CanalTrayectoria(Viyg);
if (Canal #0)
(Libre,Y) «— CompruebaClasifica(Canal);
if (Libre == TRUE)
Trayectoria < Trayectoria(Canal);
return T'rayectoria;
else
A < ObtencionCeldasA (Viyg);
G+ (G- A);
end if
++1;
++M;
end if
else
G+ (GUA);
end if
} while ((Libre == FALSE) AND (i < N}));
return T'rayectoria;
end;

Algoritmo 6.5: Algoritmo panificador de trayectorias, PHM avanzado.
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Figura 6.13: Secuencia ejemplo del planificador PHM avanzado.

Progreso de la secuencia: de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo.
Las celdas grises son de contenido desconocido, las negras son de obstéculo,
las blancas son de espacio libre, las azules son las celdas que se excluyen del
sorteo de muestreo y las rojas son las celdas de la trayectoria.
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Figura 6.14: Secuencia determinista de muestreo en 2D. El nimero indica el
orden de la secuencia.

En la figura 6.13 se muestra un ejemplo de ejecuciéon de la implementacién
del planificador PHM avanzado (la lectura de la secuencia de las figuras se
realiza de izquierda a derecha y de arriba a abajo)

6.4. Exploraciéon basada en la deteccion de
colision: Planificador PHM color

En el planificador de trayectorias PHM se necesita disponer de una fun-
cion detectora de colision que devuelva la distancia de colision tanto positiva,
si el punto de configuracion muestreado esta en el espacio libre, como negati-
va (penetracion) si el punto cae en el espacio obstaculo. La obtencién de una
funcién de este tipo entrana una dificultad no resuelta actualmente, por eso
se propone un método alternativo basado en funciones detectoras de colisién
que no devuelven la distancia de colision.

En este apartado se considera un planificador que realiza una clasificacién
probabilistica de celdas: Una determinada celda se considera libre o de obstacu-
lo, con una probabilidad dada, en funcion de la existencia de colisién o no en
una serie de puntos obtenidos por muestreo y pertenecientes a dicha celda.
Para un numero limitado de puntos de muestreo del subespacio cubierto
por una celda, se obtiene una cobertura mas uniforme de muestreo utili-
zando algiin método determinista de muestreo, que realizando un muestreo
aleatorio. Por este motivo, en el subapartado siguiente, se propone un pro-
cedimiento que sirve para generar, secuencialmente, puntos pertenecientes a
cualquier celda; de forma que cada punto estard separado lo mas posible de
sus predecesores y sera coincidente con el punto central de una subcelda des-
cendiente. Este método es presentado por Iniguez y Rosell en la publicacion
[4] del apartado 7.1.
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6.4.1. Secuencia determinista de muestreo

La secuencia determinista de muestreo
SP (k) = {s1,52,83, -, Sky-- -}, (6.26)

aplicada a una celda ¢!, provee una ordenacion de cédigos de celdas cuyos
centros son muestras que cubren incrementalmente y uniformemente dicha
celda.

El elemento genérico de la secuencia (sg), vendré expresado por:

sk ={(m +h), Ay } (6.27)

Es decir, s, viene definido por el nivel de rejilla (m+ h) y las coordenadas de
la celdilla sobre dicha rejilla q(,,, 444, de acuerdo con el esquema numérico
de identificacion de celdas presentado en el apartado 5.2.1.

En el ejemplo de la figura 6.14, las primeras a muestrear de la celda ¢Z, que
contiene todo el C-espacio en 2D, son:

So(k) = {{1, (0,00}, {1, (1, )}, {1, (0, )}, {1, (1,0)}, {2, (0,0)}. {2, (2,2)},
{2,(2,00}1,1:{2,(0,2)},{2,(1,1)},{2,3,3)}, ...} (6.28)

Y la secuencia generada para muestrear la celda etiquetada con {1, (1,0)} es:

Si(k) = {{2,(2,00},{2,(3, )}, {2,(3,0)}. {2, (2. D},...} (6.29)

6.4.2. Clasificacién probabilistica de celdas

La clasificacion de una m-celda se realiza dependiendo del resultado de
la comprobacién de colisiones del punto configuracién de su centro y de los
centros de sus subceldas. Las configuraciones son consecutivamente obtenidas
por la secuencia determinista de muestreo S} (k), donde el maximo nimero
de configuraciones generada para la clasificacién de celdas es:

M
J=" ontm (6.30)

que se corresponde con el nimero de celdas compuesto por la m-celda y todas
sus subceldas de niveles comprendidos entre m + 1 y M. La clasificacién de
una celda se realiza habiendo generado y evaluado solamente j < J confi-
guraciones, y esta clasificacién es actualizada cada vez que se toman nuevas
muestras.

Suponiendo que se han generado j configuraciones y que se han detectado
libres, entonces la celda puede clasificarse como libre con un cierto grado de
certidumbre que se denominaré color de certidumbre y que se define como:

C’color = % (631)

Puede realizarse una clasificacion analoga si todas las j configuraciones son
detectadas como obstaculo. En el ejemplo de la figura 6.15a se muestra la
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Figura 6.15: Clasificacién de celdas: a) Celda libre. b) Celda obstéculo. c)
Celda subdividida en libre, obstéculo y subceldas desconocidas.
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clasificacion como celda libre W con (Cegor = 17/21) y la figura 6.15b mues-
tra la clasificacién de una celda obstdculo B con (Cepor = 8/21).

Cuando todas las J configuraciones son comprobadas como libres de colisién
u obstéaculo, el color de la celda es conocido con certeza (hasta el maximo
nivel de resolucién), entonces (Ceyor = 1). Las celdas que todavia no han
sido exploradas son agrupadas en G y les corresponde (Cepor = 0).

Cuando algunas de las j configuraciones son comprobadas como libres y otras
como obstaculo, la celda no puede ser clasificada como libre ni como obstacu-
lo puesto que contiene configuraciones libres y configuraciones obstéculo. En
este caso la celda se subdivide en subceldas y asi consecutivamente hasta ob-
tener celdas con configuraciones solamente libres o solamente obstaculo, o sin
ninguna muestra. En el primero de los dos casos las subceldas son clasificadas
como libres u obstéculo (con su propio grado de certidumbre), y las subceldas
vacias son clasificadas como subceldas desconocidas. Como ejemplo, la figura
6.15¢c muestra una celda donde las siete primeras muestras se clasifican como
obstéculo pero la octava (muestra nimero 7) se clasifica como libre. La celda
se particiona en: una M-celda blanca con (Ceoor = 1), dos celdas negras con
(Ctotor = 2/5), una celda negra con (Cepor = 1/5) v tres M-celdas grises.

6.4.3. Muestreo de celdas

El muestreo de celdas se realiza con el objetivo de explorar el C-espacio
desconocido y encontrar una canal a través de las celdas libres, desde una
celda b;n; a una celda destino by;,. Esta exploracion de celdas debe de hacerse
de forma que sea posible encontrar soluciéon habiendo explorado un nimero
de celdas lo menor posible.

Con este objetivo se establece una probabilidad de muestreo de una celda ¢
condicionada por el peso w(cg):

w(eg) = wi(c) - waler) - wslck) (6.32)

Estos pesos tienen en cuenta los tres items siguientes:

= La probabilidad de muestrear una celda incrementa con su tamano, tal
como se propuso en la seccién 6.11, ecuacién (6.4). Es decir, si ¢ es

una m-celda entonces:
wi () =27m" (6.33)

» Utilizando la ecuacién (6.24):

‘/contorno - VWGY(Ck)

wa(cr) = : (6.34)

‘/;ontorno - Vapoyo

= La probabilidad de muestrear una celda debe incrementarse con la in-
certidumbre de color:

W3(Ck) =1- CVcolor (635)
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Figura 6.16: Ejemplo del planificador PHM color, secuencia de izquierda a
derecha y de arriba abajo: Las celdas verdes no tienen ningin punto de
muestreo. Las blancas son aquellas en las que se ha comprobado todos sus
posibles puntos de muestreo y han resultado libres, mientras que serian negras
si hubiesen resultado de obstaculo. Las celdas gris claro son aquellas en las
que se han comprobado un nimero de puntos mas pequeno de los posibles y
han resultado libres, mientras que si hubiesen resultado de obstaculo serian
gris oscuro. Las celdas con puntos libres y de obstaculo se subdividen. Y las
celdas rojas corresponden al canal de trayectoria.
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Las celdas grises tienen ws(cy) = 1 y las celdas cuya certidumbre de
color es Clpor = 1 tienen ws(cx) = 0 y no serdn seleccionadas para el
muestreo.

La funcién integral para el sorteo de celdas, se obtiene como en la ecuacién (6.5):

F(ck):Zw(ci) Ve, e Gy 1<kE<NG (6.36)

=1

Finalmente, el muestreo se realiza utilizando la funcién integral F'(cj) defi-
nida sobre las celdas que entran en el sorteo y siguiendo el procedimiento
explicado en el apartado (6.1.1).

6.4.4. Algoritmo del planificador PHM color

El algoritmo de planificacién explora iterativamente el C-espacio e intenta
encontrar una trayectoria usando las funciones armonicas como guia. Para
ello dispone de las etapas siguientes:

= Muestrea un nimero de celdas del C-espacio siguiendo el procedimiento
del apartado 6.4.3 y la selecciéon de un punto de muestreo, dentro de la
celda, siguiendo la secuencia determinista del apartado 6.4.1.

» (lasifica las celdas nuestreadas siguiendo el procedimiento detallado en
el apartado 6.4.2. De acuerdo con los resultados obtenidos en el mues-
treo de una celda, se actualiza la certidumbre de color o se particiona
en subceldas.

» Computa la funcién armoénica sobre las celdas grises y blancas, fijando
las celdas negras a un valor alto y la celda destino a un valor bajo.

» Encuentra un canal de celdas entre c;,; ¥ ¢y, siguiendo el gradiente o
maxima pendiente. Si el canal no existe vuelve al paso 1.

= El canal solucion encontrado se compone de celdas, en general de diferentes
tamanos, blancas (cada una con su color de incertidumbre) y/o celdas
grises (totalmente inexploradas). Entonces:

1. Mientras existan celdas en el canal de tamano superior a la maxi-
ma resolucion (M-celdas), se cambia el dominio del C-espacio por
el subdominio definido por el canal encontrado.

2. Se llama recursivamente a la funcién principal del algoritmo, vol-
viendo al paso anterior.

En el ejemplo de la figura 6.16 se muestra un C-espacio 2D en diferentes
fases del algoritmo planificador de trayectorias leidas de izquierda a derecha
y de arriba a abajo. La primera figura muestra la situacion inicial con una
discretizacion no regular cubriendo todo el C-espacio, efectuada sobre la dis-
posicién conocida de ¢;n; ¥ cfin. La tltima figura muestra el canal solucién
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obtenido que enlaza la celda inicial y final.

Planificador TrayectoriaColor(¢;n;,Cfin)
begin
(Cini, Cfin) < MarcalnicioFin;
G < Discrelnicial (¢ini, ¢fin);
B+ 0; W< 0; Y <« {cini,crin}; Trayectoria < 0;
do {
for j =1to Ng
Vivay < CalculaPotencial(G, W, B,Y);
(cg) < Sorteo(G, Viyay );
ChequeoDeterministaClasifica(cg);
end for
AplicarCondicionesContorno(G, W, B, ¢fin);
Vive + CalculaPotencial(G, W, B, ¢fin);
Canal < CanalTrayectoria(Viyg);
if (Canal # 0)
(Libre) «+— CompruebaResolucionCanal(Canal);
if (Libre == TRUE)
Trayectoria < Trayectoria(Canal);
return Trayectoria;
else if
PlanificadorTrayectoriaColor(¢;n;,Cfin);
end if
end if
} while ((Libre == FALSE) AND (i < Nyp));
return Trayectoria;
end;

Algoritmo 6.6: Algoritmo panificador de trayectorias PHM color.

En el algoritmo 6.6 se muestra el procedimiento detallado del planificador
PHM color, donde las nuevas funciones utilizadas son:

» ChequeoDeterministaClasifica(cq): siguiendo la secuencia determinista,
presentada en el apartado 6.4.1, comprueba un punto dentro de una
celda. De acuerodo con el resultado actualiza la variable color y, si
procede, subdivide la celda.

» CompruebaResolucionCanal(Canal): comprueba la resolucién de todas
las celdas que componen el canal, si son todas de la maxima resolucion
devuelve TRUE y sino devuelve FALSE.
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6.5. Reduccion del tiempo de computaciéon
respecto de una discretizacién uniforme

La base del método propueto en esta tesis es la descomposicién aleatoria
de celdas en 2"-tree; obteniéndose una discretizacion parcial del espacio de
configuraciones sobre la que se calcula, en multirresolucion jerarquica, una
funcién potencial armonica, subarmoénica o superarmonica.

Tal como se aprecia en la figura 6.1, la reduccion de celdas de discretizacién
(que serfan puntos de calculo) respecto de una discretizacion regular, es tanto
mayor cuanto menor es el contorno total de obstaculo, es decir, el espacio
libre y el espacio de obstaculo estan agrupados (figura 5.9)

Por otro lado, cuanto mayor es el nimero de grados de libertad, mayor sera el
nimero de celdillas de méxima resolucién, contenidas en una celda de un
determinado nivel de particién m (en un espacio de n dimensiones y nivel
méximo de particién M, una celda de nivel de particién m contine 2(M=")"
celdillas de maxima resolucién).

Por consiguiente, la reduccién de puntos de célculo en el espacio libre (al no
particionar celdas que no contengan obstaculo) y en el espacio obstaculo (al
no particionar celdas contenidas completamente en un obstéculo) serd mayor
cuanto mayor sea el niumero de grados de libertad. Esto es asi porque el
contorno es el Unico que requiere la maxima discretizacién, y este siempre es
de una dimensién menos que el espacio al que pertenece.

En contrapartida a la importante reduccion de puntos de calculo, se requiere
un método de identificacién de celdas que debe ser lo mas sencillo posible
para que el precio pagado no sea excesivo. Este requisito lo cumple el método
propuesto en esta tesis en el subapartado 5.2.1.

6.6. Aportacion

En este capitulo se presenta el planificador de trayectorias basado en la
combinacion del uso de las funciones armonicas, calculadas sobre una multi-
rresolucién jerarquica adaptativa, y la aplicacion de métodos aleatorios guia-
dos. Varias son las aportaciones que, para la obtencién de este planificador,
se proponen en este capitulo:

- Realizacion del estudio probabilistico del método de muestreo propuesto
utilizando un modelo poblacional de celdas.

- Obtencién de un método probabilistico de muestreo de celdas, dirijido y
condicionado por una funcién potencial armoénica. En este caso se presupone
que la funcién detectora de colisién utilizada reporta la distancia de colisién.

- Propuesta de otro planificador aplicable para el caso comun de utilizar
funciones detectoras de colision que no reportan distancia de colisién. En es-
te método se plantea la exploracién probabilistica de celdas, también guiada
por una funcién potencial, pero en este caso cada vez que se selecciona una
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celda se mustrea un punto de la misma, siguiendo una secuencia determinis-
ta. Cada celda se clasifica y procesa dependiendo de la relacion de puntos,

libres y de obstaculos obtenidos.



Capitulo 7

Conclusiones

Las distintas aportaciones de cada capitulo a la tesis han sido referencia-
das al final de los mismos; asi que en este capitulo, dedicado a las conclusiones,
se destacan las consideradas mas relevantes.

En la figura 7.1 se reproduce el organigrama del planteamiento de objetivos y
desarrollo de la tesis, asi como la situacion de los capitulos en dicho contexto,
para centrar las aportaciones principales obtenidas:

1. Como primera propuesta fundamental, en el capitulo 3, se obtienen al-
ternativas compensatorias de la distribucion del gradiente, basadas en
la utilizacion de funciones subarménicas y superarmonicas, que reduce
los inconvenientes de los métodos cldsicos de planificacién de movimien-
tos basados en funciones arménicas.

2. En el capitulo 4 se analiza la funcién potencial, dependiente del tiempo,
como solucion de un modelo que incluye un obstaculo mévil, en base
al cual se disena una estrategia de control correctivo de posicion y de
movimientos en entornos con obstaculos méviles.

3. En el capitulo 5, como tercera propuesta fundamental, se plantea una
discretizacion jerarquica adaptativa en multirresolucion y por fases, que
reduce drasticamente el nimero de puntos de céalculo requeridos en la
solucién numérica de las funciones armonicas, posibilitando su uso para
problemas con un nimero de grados de libertad mayor que los resueltos
habitualmente mediante estos métodos.

4. Como cuarta y ultima propuesta fundamental, en el capitulo 6, se pro-
pone la combinacién de técnicas de muestreo con el calculo de funciones
armoénicas mediante un método de exploracién aleatorio guiado (PHM)
aplicado a un espacio de configuraciones discretizado jerarquicamente
sobre el que se va recalculando la funciéon armonica, permitiendo en-
contrar soluciones de forma mas rapida al centrarse solamente en la
parte del espacio relevante al problema.

133
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Figura 7.1: Organigrama del desarrollo de la tesis.

7.1. Publicaciones realizadas con el desarrollo
de la tesis

Las publicaciones afines, mas representativas, realizadas durante el desa-
rrollo de la tesis son las siguientes:

[1] Rosell J. and Iniguez P. (2002) A Hieralchical and Dynamic Method to
Compute Harmonic Functions for Constrained Motion Planning. Proceedings
of the IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots and Sys-
tems, IROS’02, pp. 2334-2340.

En este trabajo se introduce el calculo de las funciones arménicas en un es-
pacio de configuraciones discretizado jerarquicamente, siguiendo el método
presentado en el apartado 5.2.

2] Iniguez P. and Rosell J. (2003) Probabilistic Harmonic-function-based Met-
hod for Robot Motion Planning. Proceedings of the IEEE/RSJ International
Conference on Intelligent Robots and Systems, IROS’03.

En esta publicacién se propone el planificador Probabilistic Harmonic-function-
based Method (PHM), el cual plantea la intercalacién de métodos de mues-
treo aleatorio y de calculo de funciones armoénicas, tal como se describe en el
apartado 6.1.

[3] Iniguez P. and Rosell J. (2003) Combining Harmonic Functions and Ran-
dom Sampling in Robot Motion Planning: A performance Evaluation. Procee-
dings of the IEEE Symposium on Assembly and Task Planning, pp. 253-258.
Aqui se realiza una evaluacion tedrica del método anterior, obteniendo la
relacion entre la probabilidad de fallo y el nimero de muestras, tal como se
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detalla en el apartado 6.1.4.

[4] P. Iniguez and J. Rosell (2005) Combining Harmonic Functions and Ran-
dom Sampling in Robot Motion Planning: A lazy approach. Proceedings of
the IEEE Symposium on Assembly and Task Planning - ISATP 2005.
Fundamentalmente, este trabajo mejora al anterior realizando un control
pasivo y algoritmico de la resolucién maxima aplicable a la discretizacion
jerarquica, mientras intenta encontrar una trayectoria, y controlando las re-
giones donde focalizar el interés, mejorando asi la eficiencia computacional,
estas mejoras estan incluidas en los apartados 6.2 y 6.3.

[5] J. Rosell and P. Iniguez (2005) Path Planning using Harmonic Functions
and Probabilistic Cell Decomposition. Proceedings of the IEEE Int. Conf. on
Robotics and Automation - ICRA 2005, pp. 1815-1820.

Best Paper Award Finalist.

Este trabajo presenta la extensién del planificador PHM considerando el ca-
so de detectores de colision sin informacién de distancia. Mediante el uso de
muestreo determinista se evalia la probabilidad de que una celda sea libre
o de colisién, y se adapta el método a esta incertidumbre. Este enfoque es
desarrollado en el apartado 6.4.

6] Iniguez P. and Rosell J. (2009) Path planning using sub- and super-
harmonic functions. Proceedings of the 40th International Symposium on
Robotics, ISR’09 , pp.319-324.

En este trabajo se plantea la utilizacién de las funciones superarménicas para
simular los obstdculo y las subarmonicas para generar un pozo de potencial
en un entorno préximo al punto destino. De esta forma la funciones poten-
ciales obtenidas presentaran muchas menos zonas planas que las obtenidas
con las funciones armoénicas. En el apartado 3.5 se analiza esta propuesta.

7.2. Trabajos futuros

Dentro de esta tesis, varias son las lineas sobre las que se podria incidir
con la finalidad de desarrollar trabajos que permitan mejorar el planificador
de trayectorias propuesto:

= Incorporacién de las propuestas en entornos de planificaciéon que inclu-
yan el modelado geométrico de problemas reales y posible adaptacion
para el caso de disponer solo de distancias de colisién positivas (no de
penetracién).

= Aplicacién a problemas de robdtica mévil mediante la adaptacién del
método a situaciones en las que el entorno solo se conoce parcialmente
y del que se puede recabar mas informacién mediante los sensores del
robot.
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Apéndice A
Demostraciones

Con la finalidad de obtener una mayor claridad de exposicién, en este
apéndice se sitian las demostraciones matematicas de las proposiciones, teo-
remas y ecuaciones mas relevantes, utilizadas en el desarrollo de la tesis.
Sin embargo, a pesar de presentarse en el apédice, el contenido de los apar-
tados A.1, A.2 y A.3 son también aportaciones bésicas obtenidas en la con-
secucion de los ojetivos de la tesis.

A.1. Principio de localidad de una funcion

Proposicion para dos dimensiones:
Dada una funcién f(z,y), definida en un dominio Q C R? y de clase C%. Dado
un disco de radio R centrado en (zg,40): D = {(x,y) € Q||z — 0,y — 10| <
R}. Entonces se cumple que:

2
flanw) = 525 § Sl = Tdiv(grad f)y| (A1)

donde la integral de linea se realiza sobre la circunferencia contorno del disco.

Prueba: Aplicando Taylor en el punto Py de la superficie z = f(z,y), de clase C?:

1 0f af
f(z,y) = f(xo,%0) + — == (x—a:)—i——— (Y — o)+
11 0x (z0,%0) 11 dy (z0,%0)
1 82f 1 82f
B R 1= | o
2! O (z0,%0) 21 9y? (z0,%0)
2 0%f
— — — A2
2' axay (o )(.’E 130)(3/ yO) ( )
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Y

Figura A.1: Principio de localidad de una funcion.

Integrando en torno de la circunferencia (zo+ Rcosf, yo+ Rsend, 0), teniendo
en cuenta que dl = Rdf (figura A.1):

21 1 af 2 1 af 2
j{f(m,y)dl = f(x0,%0) i Rd9+ﬂf)_x i Rcos@Rd@—i-ﬂa—y i Rsenf RdO+
182f 21 ) ) 1 82f 2 ) )
5@ ; R*cos 9Rd9 + 58—312/(; R“sen 9Rd9+
2 an 21 )
2 90y J, RcosfsenfRdO (A.3)

Los términos correspondientes a la derivadas impares y cruzadas se anulan:

o A
jif(:v, y)dl = f(zo,y0)2mR + % (a_xé + a_y];) TR3, (A.4)

despejando se obtiene la expresién A.1.

Proposiciéon para n dimensiones:

Sea u = f(q1,q2,---.,q,) una funcién de n variables, definida en un dominio
) en R™ e infitamente derivable. Sea una bola B € R", centrada en ry =
(10, G20, - - -, qno) vy de radio R. El valor de la funcién en ry vendra dada por

la expresion

_ 1 Rv)dS Us Vv? " v A5
f(ro)—S—n Sf(l"0+ v)dS = VA f(ro) = oV f(ro) = | (A5)
Prueba: Aplicando Taylor en el punto ro = (g0, G20, - - -, qno) siguiendo la

direccién del vector unitario v (figura A.2)

2 3
flro + tv) = flro) + 105, 100, 10

3
Hov.  219v2 gyl T oo (A6
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Figura A.2: Hiperesfera centrada en el punto Py

donde t es un escalar y las derivadas direccionales son sobre la direccién
senialada por el vector v = (hy, ha, ..., hy).
Integrando en una hiperesfera centrada en el punto, de radio t = R

B R [ Of R? [ O*f
ﬁf(ro + RV)dS = f(I'()) fg dsS + ﬂ g a_VdS + T g WdS—F
R [ O°f

— P —=dS+... (A7
3‘ S V3 + ( )

Las derivadas direccionales deben permanecer dentro de la integral, puesto
que el vector v apunta al diferencial dS sobre la superficie de integracion
(figura A.2)

Utilizando la expresion de la derivada direccional:

0 " 0
%:VU'V:Z_f.hi (A.8)

y aplicando la regla de la cadena

Pf N 0
ov? Pyt 0¢;0q,

hih; (A.9)

Pf < Pf

T _ 2T hnih (A.10)
ov3 Byt 9¢;0q;0q. "’



140 APENDICE

se obtiene:

R <~ Of R* - 0°f

- Zn: agf hih;hidS + ... (A1)
8%8%3% Ik R

Los términos correspondientes a la derivadas impares y cruzadas se anulan,
mientras que permanecen los correspondientes a las derivadas pares:
Aplicando el teorema del valor medio a la parte integral del primer sumatorio

s S T Jo
y en la parte integral del segundo sumatorio, si i # j, se cumple
fhihde = S(hih;)meDp = Shivephjmep =0 (A.13)
5

ya que ¢; y q; son ortogonales, y si ¢ = j

j{hihjds = j{ hzdS SthED = S/ cos? dh = § (A.14)
S ™ Jo 2

%h‘ldS Shivep = S/ cos” 0df = 5 (A.15)
T Jo 8

Similarmente ocurre con los demds términos, con lo cual la expresion (A.11)
se simplifica

R* & a2f R4 Za4f

]{gf(ro + Rv)dS = f(ro) 22 o °5al

(A.16)

2 4

R
Vu+S v

j{f ro + Rv)dS = f(ry)S + S d Viu + ... (A7)

y, aislando f(r¢) se obtiene (A.5).

A.2. Area e integracion de una hiperesfera

La ecuacién de una hiperesfera en n dimensiones, centrada en el origen,
es:

o+ as+as a2l =12 (A.18)
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y, el vector unitario normal:

x x X T
V:—1X1+—2x2—|——5x3—|—---—|——xn (A.19)
r r r r

Cuya divergencia es:

vv = & 0 0 v O ) (2 22 3 ceo 4 In
divv = (8I1x1+amxz+ B3 X3 T +aan”> <7~X1+ Xo + P Xg e+ TXn)

divv =" (A.20)

r

Aplicando el teorema de la divergencia:

/V(V-V)dV:?{V-dS (A.21)

S

se obtiene: %fv av =1- fs s =

L (A.22)

r

que relaciona el volumen (V},) con la superficie (.S,,) de una hiperesfera de n
dimensiones y radio r.

Para el espacio tridimensional, la ecuacion de la superficie esférica es:

22 4+1y?+ 22 = r?, y tomando x como pardmetro, se obtiene: y*+2% = r?—a?,
que es la superficie de un circulo.

Por lo tanto el volumen del cilindro difrencial es:

dVs = m(r* — 2*)dz | (A.23)

y el volumen de la esfera, sera:

+r
Vs = 7T/ (r* — 2*)dzx , (A.24)

T

donde realizando el cambio: z = r cos 1}, se obtiene:

Vs = 7r® / sin® Vdv) (A.25)
0

Esta integral se resuelve utilizando el cambio: ¢ = cos ¢/, obténiendose:

4
Vs = gm“g , (A.26)
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3
Ss = ;v;, = 4mr? (A.27)

Siguiendo el mismo procedimiento para n = 4, se tiene:
1°- E i6n de la hi f . 2 2 2 2 _ .2
cuacion de la hiperestera: z7+ x5 +x3+x; =7
2°- Parametrizando respecto a x;, tenemos la esfera: 3 + 22 + 2% = r? — 22
. . . : 3
3°- Hipercapa esférica diferencial: dVy = 4?“(7’2 — x?)2dxy
. +r 3
4°- Volumen de la hiperesfera 4d:  Vy = 2T [""(r? — 22)2dx,
3 J—r 1

5°- Realizando el mismo cambio que antes (x; = r cos?), se obtiene:

4 s
Vy = §7r7“4/ sin® ¥dy) (A.28)
0

6°- Volumen de la hiperesfera:

7°- Superficie de la hiperesfera:
4 2.3
S4 = ;‘/21 = 21°r (A30)

Y repitiendo el procedimiento para n = 5, se tiene:

2,.5 ™
ve="" / sin® 9l (A.31)
2 0
8r? .
- — A.32
Vs= o7 (A.32)
S—§v—8—7T24 (A.33)
5_r4_ 37“ .

Siguiendo el método de induccién sobre n, se obtienen las expresiones genéri-
cas:
K
Vi = k:nr"/ sin™ ddv (A.34)
0

Vn — kn+1rn (A35)
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rl
r0 51

12

r0

v

Figura A.3: Estudio de la convexidad.

S, = nkpr™ ! (A.36)
Donde k41 es:
]
ki1 = A.37
y la funcién I (z) es:
+0o0
I'(z) = / t" e tdt:; z € (0,+00) (A.38)
0+

También, teniendo en cuenta las ecuaciones (A.34) y (A.22) se tiene:

Sy = nknrnlf sin” ¥dy (A.39)
0

Las expresiones (A.34) y (A.39) parametrizan la integracién de una hiperes-
fera en funcién de una tunica variable.

A.3. Propiedades de las funciones armodnicas,
superarmonicas y subarmodnicas

A.3.1. Concavidad, convexidad de las funciones armoéni-
cas y superarmonicas

Considerando tres puntos alineados (rg, r; y r2) en R" (figura A.3), de for-
ma que ry tiene una posicién variable intermedia, cuya expresion paramétrica
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se puede definir de dos maneras:

rog =1+ (ro —ry)v

, 0<9 <1
o —=TI9 — (I’Q - rl)(l - 79)
sumando y simplificando, se tiene
rg = 1'1(1 — ’19) + I‘219 (A40)

para 0 < v < 1.
Esta expresién nos dice que

’I‘O — I'1’ = |I'2 — I'1| 0,

|I‘2 — I'()| = |I'2 — I'1| (]_ — ’19)

Definiendo sobre el mismo espacio una funcién analitica f(r) y aplicando
Taylor (considerando hasta la primera derivada y resto de Lagrange) al punto
ro para obtener el valor de la funcién en el punto rs:

10f 192f

f(r2) = f(ro) + = 5=(ro) [r2 — To| + 55 51 7v2

1! v ——(&) |r2 — ro|? (A.41)

donde v es el vector unitario

s —T
vV =

= (h1, ho, hs, - -+, hy) (A.42)

vy — 1|

y & es el punto intermedio del resto de Lagrange (figura A.3)
Ahora aplicamos Taylor al punto ry, también con respecto al punto ry:

10f 16%f

F(ry) = f(ro) = 3555 @) [ro = maf + 55 55(€1) ro — r|’ (A.43)

Las dos expresiones (A.41 y A.43) se pueden poner en funcién de ry, ry y ¢
F(ra) = f(ro) + L2 (ro) r2 — 14| (1 = 9) + L 5h(&) [r2 — 1]’ (1 — 0)?

f(r1) = f(ro) — %a—f(ro) vy — 11| 0+ 5 2| avz (51) ry — 1‘1| ¥?

r 0 2 2
g — Tl 4 L8 (rg) vy — 1| + $5(&) [ra — 11 P (1= 0)

o) o2 2
0 = ) L8 (rg) vy — 1| + 255 (&) Jra — 11?0

Sumando las dos anteriores, se obtiene:
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(ro,f{(r0))

(r2,f(12))

/

Figura A.4: Funcién convexa.

r r r r 2 2
(Ji(_f;) + f(ﬂl) = (J;(_%)) + f(,lgO) + %%(52) vy — 1 * (1-9) + %%@1) Ity — 1% 0
Simplificando, y teniendo en cuenta (A.40):

f(ra)d + f(r1)(1 =9) = f(r1(1 = J) +r20) +

LOL(&) [ra —m1)* (1 —9) + 5 24(&)) [rp — 1?0

Por lo tanto, si y solo si i’; > 0 para cualquier v, se cumple la desigualdad

ov'
de Jensen:

S =0) +r20) < flr)(1 = 7) + f(r2)? (A.44)

para las funciones concavas.
. .92 . :
Y, si y solo si % < 0 para cualquier v, se cumple la desigualdad de Jensen:
A%

[ =0) +r20) = f(r)(1 = 7) + f(r2)? (A.45)

para las funciones convexas.

Ahora se debe relacionar la derivada direccional segunda con las funciones
armoénicas, subarménicas y superarmonicas. Para ello, teniendo en cuenta la
regla de la cadena de derivacién, se obtiene:

Of = 0f
o = ; s (A.46)
y
f _ <~ Of _ T
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Figura A.5: Estudio de la curvatura.

Puesto que se debe cumplir, para las funciones céncavas:

Vv (A.48)

H(f) debe ser semidefinida positiva, condicién que se cumple si y solo si
V2f >0 ([13] pdgina 71), es decir

2
%zo & VIH(f)lv>0 & Vf>0 (A.49)

que son las funciones subarménicas.
Y para funciones convexas:
>’f T 2

que son las funciones superarmonicas.

A.3.2. Curvatura y optimizacion de las trayectorias
obtenidas con funciones armoénicas

De acuerdo con la figura A.5, consideramos dos puntos préximos de una
curvilinea obtenida sobre una hipersuperficie de una funciéon potencial genéri-
ca.

Primero aplicamos Taylor (para n = 1y resto de Lagrange) al punto P, con
respecto al punto P;:

£ = o)+ o e + 5 5 S0 (A51)

BT
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donde £ es un punto situado entre el punto P y el P; sobre el vector v
Ahora aplicamos Taylor al punto P; con respecto al punto Ps:

10 1 9
£l = f02) = 5 L e 1 5 0 (62 (A52)
Sumando las dos expresiones, se obtiene:
0 0 0?
- | =Sl (A53)
y, de aqui:
of of _Pf
e - Han] =S (A54)

Haciendo tender el punto P, al P; se obtiene la curvatura de una curvilinea
que pasando por el punto P; sigue la direccion del vector v

0% f

Ky, = —= A .55
! ov?|, ( )

Ahora, teniendo en cuenta que:
h2 2 A.56
v Z ax 8x + ;J;I 8@(‘91‘] ( )

donde v es el vector unitario:
v =" = (hi,ho,hy, -, h) (A.57)
r

Sustituyendo en A.55, tenemos:

n

32
Za 2 Z+2Z 3 Waijhihj (A.58)

i=1 j=i+1

La curvatura media, en el punto P, se obtiene integrando sobre una superficie
esférica de radio muy pequeno dr

9 f ) —~  0f
KlM = —f Klvd(SS 55 Z ax h d(SS 55’ Z Z ax ax] 5 hlh’]dés

(A.59)

donde, teniendo en cuenta las ecuaciones (A13) y (A.14)

ds
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7{ hiddg = 0 (A.61)
5s 2

Y en el limite; haciendo que el radio de la esfere, que rodea el punto y que
estd centrada en él, tienda a cero, se obtiene la curvatura media de Gauss:

1 1
Kiye = lim { — ¢ Ky dogp = =V>f, (A.62)
§R*>0 55‘ 6S 2

Esta curvatura sera minima (cero) si se cumple la ecuacién de Laplace

n 2

£ Ox?
i=1 ?

Por lo tanto, utilizando las funciones armonicas para generar funciones po-
tenciales auxiliares, obtendremos trayectorias suaves. Es decir, el grado de
curvatura de las mismas serd 6ptimo, lo que supone aceleraciones minimas
para el robot en la ejecucién de movimientos y, por lo tanto, tiempos de
posicionamiento minimos.

A.3.3. Condiciones de contorno de Dirichlet

La ecuacién de Poisson (VZu = p) aplicada en un dominio 2, con las
condiciones de contorno de Dirichlet (u=g¢ en 0Q), tiene solucién y esta
es Unica:

Condiciones de contorno homogéneas

Suponiendo una funcién arménica VZu = 0, definida en un dominio € del
C-espacio limitadado por un contorno 0f2, se obtiene una relacién directa
entre las condiciones de contorno y la distribucién del gradiente.

/ Vultav = ¢ u2las, (A.64)
Q o0 On

donde la integral de volumen se denomina Integral de Dirichlet.
De esta relaciéon se deduce:

s Siu =0 en la superficie 02 entonces u = 0 en 2

Esto es asi ya que se cumple

ou
— A.

y por tanto la integral de Dirichlet es nula
/ |Vul?dV =0, (A.66)
Q

por lo que el gradiente serd cero en todo el dominio:

Vu=0 VreqQ, (A.67)
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y la funcién potencial u sera constante e igual a cero en ).

Existencia de solucién
Dado el modelo no homogéneo

Viu=0 en Q
u=g en 0N

existira una funcién u cuyo gradiente sera distinto de cero en, al menos, algtin
subdominio de (2

/Q Vu[?dQ = f[gg g%daﬁ £0 = |Vul #£0, (A.68)

por lo tanto u # 0 para alguna region de ).
Para un modelo formado por la ecuacion de Poisson y condiciones de contorno
homogéneas

Viu=p en Q
u=0 en 0}
se tiene

/ |Vu2dQ = —/ (uVu)dV #£0 = |Vu| #0, (A.69)
Q Q

y u # 0 para alguna region de (2.

Existencia de solucién tnica
Suponiendo v = u; — ug, donde u; y us son soluciones, se tiene

Viv=0 en

v=0 en 0N
y aplicando
0
/ (fV2f+|Vf|2) dV:f fjde, (A.70)
Q a0 O
al modelo, se tiene
/ |Vo|?dS :7{ v%d@ﬂ =0 = |Vu|=0, (A.71)
Q oo O

donde se deduce que v = constante. Pero, como v = 0 en el contorno v
serd nula en todo el dominio y, por tanto, u; = uy también en todo el dominio.
Lo que implica: que si existe una solucién para el modelo Dirichlet, esta
serd unica.
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A.3.4. Condiciones de contorno de Neuman

La ecuacién de Poisson (V2u = p) aplicada en un dominio 2, con las con-

diciones de contorno de Neuman (% =g en 0f), también tiene solucion

y esta es tnica:

Existencia de solucion tnica
Utilizando el mismo procedimiento anterior se obtiene que

Es decir, puesto que se fija la derivada de la funcién en el contorno, la dife-
rencia de dos soluciones del modelo de Neuman difieren en una constante.

Derivada cero en el contorno
Suponiendo una funcién arménica V2u = 0, definida en un dominio Q del
C-espacio limitadado por un contorno 0f2.

= Si g—ﬁ = (0 en Jf2 entonces u es constante en )

También se cumple

ou
wZas — o, AT3
D Uon (A.73)

y la integral de Dirichlet también es nula
/ (Vul2dV =0, (A.74)
)

por lo que el gradiente también sera cero en todo el dominio:
Vu=0 VreQ, (A.75)

y la funcién potencial u sera constante en €.

A.3.5. Condiciones de contorno mixtas (Robin o de
radiacidn)

La posibilidad de combinar las condiciones de contorno de Dirichlet y
de Neuman, de forma que haya intervalos del mismo donde se aplique una
u otra, permite controlar la distribucién del flujo (derivada direccional) en
distintos tramos del contorno y por consiguente en el domino.
Considerando el modelo:

Viu=14§(rg) en

a@u+pBE)gr=9 en 09

y realizando una particion del contorno en funcién de la condicién fijada
(figura A.6)
00 = 0Qp + 0y (A.76)
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o=1, B=0

Qo

(GO

o=1, p=0

Figura A.6: Condiciones de contorno de Robin, mixtas o de radiacién.

La expresién del flujo neto en todo el contorno sera (aplicando el teorema de
la divergencia):

%dﬁQ :f a—“d@QJrj{ %daQ :j{ @daQnLO: 1, (A.77)
a0 On a0y on ony on onp on

con lo que es posible localizar el flujo disponible (y por tanto el gradiente)
en zonas convenientes, quizas alejadas del punto destino.

Existencia de solucién tnica
Haciendo v = u; — ug, donde u; y us son soluciones, se tiene

Viv=0 en

av + g—fl =0 en 0N
Utilizando la misma expresion que antes:

/(vv2u+|vv|2) dQ:j{ ug—”daﬂ, (A.78)
Q o0 on

se obtiene

0

/ IVo[2dQ = jf v 22400 = —]f 2400 = v=0 en Q (A.79)
Q o0 On o0 P

Por tanto, u; = us en todo el dominio. Es decir: si existe una solucién para

el modelo mixto, esta sera unica.

A.3.6. Estabilidad de la solucion

La solucion de la ecuacién de Laplace o de Poisson experimenta pequenas
variaciones frente a pequenas variaciones de las condiciones de contorno o
pequenas variaciones de la funcién independiente, esta propiedad facilita la
utilizacion de las funciones potenciales arménicas en el diseno de planifica-
dores de trayectorias en entornos cambiantes.
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En primer lugar se considera variaciones pequenas en las condiciones de con-
torno y se comprueba las variaciones experimentadas por la solucién:

Viu=p en Q Vi/=p en Q Vio=0 en
(—) (=)

u=g en 02 u=g en 09 v=e€ en Of)

donde v=u—u"y e =g— ¢ vy, por la propiedad del minimo y del méximo,
se cumplird que €y ;ny < v < €yax para cualquier punto del dominio €2, lo
que quiere decir que v tomard valores pequenos y por lo tanto u y v’ tomaran
valores proximos en todo el dominio.

De la misma forma se puede considerar variaciones pequenas en la funcién p
mientras permanecen inalterables las condiciones de contorno:

Viu=p en 9 Vi =p en Q Viv=¢ en
(=) (=)
u=g en S u=g en Of) v=0 en OS]

si el cambio de la funcién p es pequeno y se localiza en un subdominio redu-
cido, su influencia en la funcién potencial serd pequena y localizada.

A.4. Teorema de Green
Sean f(z)y g(x) dos funciones analiticas en un dominio, y u(x) un vector

tal que: u(z) = f(z)Vg(x)
Aplicando el teorema de la divergencia a la funcién vectorial u(z), se obtiene:

Jy (V-u)dV =¢,u-dS = [, (V-(fVyg)dV = ¢;(fVyg)-

/(fV2 +Vf-Vg)dV = ffagds (A.80)

Esta es la 1* ecuacion del teorema Green. Igual que el teorema de la diver-
gencia, es aplicable a cualquier punto interior al dominio de integracién, y
no es aplicable a los puntos pertenecientes a la frontera.

Intercambiando f y g: [, (gV2f + Vg-Vf)dV = §,g5LdS,

restandola de la anterior se obtiene la 2% ecuacién del teorema Green:
2 5 of
(fV?g—gVf)dV = f— —g=— ) dS (A.81)
v On on

Ademsds, haciendo f = g en la 1* ecuacion de Green se obtiene la importante
relacién:
af

Juvrewsa =4 il (A.82)
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donde la integral de volumen se denomina Integral de Dirichlet.
Y haciendo f = 1, también en la 1* ecuacion de Green, se obtiene el teorema

de Gauss:
/ (V2g) dV = j{—gdS (A.83)

A.5. Métodos iterativos

El modelo genérico, de célculo mediante los métodos iterativos (apartado
5.1.3) se corresponde con la expresién:

2n
ugh = ug +s | > uy = 2nul | = (At)po, Vq; € Q" (A.84)
m=1

donde
s = — (A.85)

y n es el numero de variables.
En régimen permanente no hay variacién temporal de la funciéon

ub™ = uf =g, (A.86)

y la solucion de la ecuacion de difusién se corresponde con la solucién de la

ecuacion de Poison ,
1 — h?
qu = % qum - %po <A87>
m=1

A.5.1. Método iterativo de Jacobi

Haciendo (s = 1/2n y At = 1) en la ecuacién (A.79) se obtiene el método
recursivo de Jacobi para la ecuacion de Poison (para la ecuacién de Laplace

po vale cero)
2n
1
= o g o (A59
m=1

U

y la ecuacién de diferencias del error (ecuacién 5.22)

2n

1
ko_ k—1
€, = 5 1€qjm’ (A.89)
donde (eﬁj = Uq, — q]) tiende a cero conforme uk tiende a uq; y
1 2n
Yy
g, = 5= ) Ug,, — P+ er (A.90)
m=1

Para la ecuacién (A.84) se propone una solucién producto en separacién de

variables:
eq, = hida, ; (A.91)
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donde ¢q. es una funcién dependiente de la posicion q;.
. q] . .y . . ‘] .
Sustituyendo la anterior en la ecuacién de diferencias del error, se obtiene

2n
1 hk
hida, = 5= D hi1da,,, = -~ Z Pa,, (A.92)
m=1
Dividiendo por hy_1¢q;, se obtiene la separacién de variables:

h 1
k _ Zm 1 ¢q]m _ )\ : (A93)
hkfl 2n ¢qj

donde A es la constante de separacién que dependera de las condiciones de
contorno, por supuesto no es funcién del tiempo ni del espacio.

La ecuacién en diferencias parciales da entonces dos en diferencias ordinarias,
una en diferencias en tiempo discreto con condicones iniciales, y otra en
diferencias en el espacio con condiciones de contorno:

1 2n
b Z bq;,, =2nX 5 @9 =0, oy =0 (A.95)
G m=1

La solucién de la ecuacién de diferencias temporal de primer orden

es
hie = Ahy | (A.96)

dependiendo del valor de A el procedimiento sera:

[\ < —1 — oscilatorio divergente
A =—1 — oscilatorio
—1 <A< 0 — oscilatorio convergente

0 <A< 1 — exponencialmente convergente

[ A >1 — exponencialmente divergente

Para obtener la soluciéon de la ecuacién de diferencias espacial de se-
gundo orden sustituiremos

¢q, = €' (A.97)
n (A.90), obteniéndose:
2n
> el = 2n e’ (A.98)
m=1

donde
0; = 01j1 + O2go + - - + OnJn, (A.99)
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(0)m = 05+ (611 + Oz + -+ + Onn)m (A.100)

sustituyendo en (A.93), se tiene

2n
Z o0 (O1j1+02j24+0njn)m) — o \eifs (A.101)
m=1
2n
eiej Z ei(91j1+92j2+~~~+9njn)m — 2”)\ei6j , (A102)
m=1

(ei(el1+02»0+»-»+0n0)+ei(—911+02<0+-»-+9n0)) i <ei(010+021+<-<+0n0)+ei(010—921+~-+0n0))
2 2

(01040904 +071) | i (070+050+—0,1)
+ (e ~te = > =n\,

1 n
A= - Z cos (6;) (A.103)
=1

Lo cual da dos valores de 6;, iguales y de signo contrario. Entonces se utiliza
como solucién para una variable ¢

bq = c18in(0;7;) + co cos(015:) (A.104)

Donde las condiciones de contorno (¢g, = ¢y, = 0) implican que (c2 =
0)y (N =pm | p=1,2,3,...N — 1) Entonces (0§, = p7v/N) y por
consiguiente

oy =asin (500) | 0<ji<N (A.105)

y cada variable estd discretizada de la forma (¢, = j;h)
Ahora, considerando el vector posicién:

qj :<j17j27ajl;7.]n)h (A106)
se tiene (para ¢; = 1)
¢q, = [ [ sin (]L]\;sz) (A.107)
I=1
Y la solucién buscada sera:
e’éj = hy H ¥ sin <]%j) , (A.108)
I=1

donde los eigenvalores (figura A.7) son

1 - mT
A= - ;COS <W> (A.109)
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eigenvalores -
:
_ :
7
;
[
I
3
—
494
o
2
o

3 N2 ‘l l J l pl (modo de onda)

—

1° de iteraciones  ~-

N2 N pl (modo de onda)

Figura A.7: Eigenvalores e iteraciones en funcion de n° de onda para el méto-
do de Jacobi.

Por lo tanto, aplicando el principio de superposicién con todas las soluciones
posibles, se tiene finalmente:

et =ho > [ Nsin (%j) (A.110)

que muestra la solucién como una serie de Fourier que se va aproximando
iterativamente a cero en cada una de sus componentes. También se puede
obtener el mismo resultado aplicando la transformada discreta de Fourier a
la ecuacién de diferencias.

Para estudiar la convergencia suponemos ¢ = 0 = --- =0, = 0, = &=

A:cos(]%), m=123 . N—1 (A.111)

De aqui se deduce que —1 < A < 1, y considerando el médulo del error se

tiene
lim e = lim |\|" =0, (A.112)

k—o00 k—o0

con lo cual se demuestra que el método converge.
Para determinar la velocidad de convergencia calcularemos el nimero de
iteraciones necesarias para reducir a la mitad el error.

1
e = |\F = 5 (A.113)
suponiendo p; = 1 se obtiene, utilizando la serie de Taylor:
s 2
A=cos — =~ 1 (A.114)

N - oNZ
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ya que N toma un valor muy elevado. Entonces

LA S K —on2os? (A.115)
2N2] 2 B m2 '
donde se aprecia que cuanto menor sea N (rejilla mas gruesa) mayor serd la
velocidad de convergencia. Esta cuestion es muy importante a la hora de
disenar algoritmos en multirresolucion.
Para obtener la solucién de la funcion potencial suponemos unas condicio-
nes de contorno diferente a cero.

¢o, = 1
on, =0
ddg

o (0) = 0

y teniendo en cuenta que:

bg = c18in(0;5;) + co cos(0i4:)

d ; i ]
fqil = 0yc1 cos(Ouji) — Oica sin(6,51)
se tiene
610 + 021 =1
i1l — 0,0 =0

de donde se deduce que: ¢; =0, co =1
c1sin@; N + cycos N =0 = cos)N =0 (A.116)
ON = (2p, + 1)% = O=0pn+1)— para p=0,1,2,3,...N—1

2N
(A.117)
Con lo cual, para una variable, la solucion de la funcién potencial es

N-1
m __ m T .
uj' = pg 0/\ cos ((2pl + 1)—2N]) (A.118)
-

Todos los armoénicos se amortiguan a cero excepto el primero, correspondiente
ap =0.

A.5.2. Método iterativo de Gaus-Seidel
El esquema de célculo obedece a la ecuacién (5.27) del apartado (5.1.3.2)

1 < 1 <
koL k 1 k—1
Ug, = 5 2 Ug, .+ o0 2 g (A.119)
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eigenyalores
o = o o
o] ~ =) =)
T T

-
i
T

=
.
T

DS 1 1 1 1 1 1
1] 4 10 15 20 25 30 35 40 45 a0

numera de onda pl

Figura A.8: Eigenvalores en funciéon de ntmero de onda para el método
Gauss-Seidel y N = 50.

donde u(’;(_ ) representan los valores de la funciéon potencial en las celdas
j—)m

vecinas, que se han calculado en la iteracién actual (k) y uf{_i) representa
j+)m
los valores de las celdillas vecinas, que se han calculado en la iteracién anterior
(k—1)
La ecuacion de diferencias del error es:
1 © 1 ©
k k k—1
€g = — e — e A.12
LY n A —)m T n AG+)m ( 0)
m=1 m=1
y
1 < 1 <
k k—1 k
Ug, = — u — U e A.121
R 2n AiG—)m + 2n a(j+)m + LY ( )
m=1 m=1

Aplicando, como antes, la solucion producto en separacion de variables:

eq, = hida, ; (A.122)
se obtiene
1 © 1 &
hroq; = o Z hidg;_,,, + o Z h—10qg; ., (A.123)
m=1 m=1
dividiendo por hk_lgzﬁqj
h 3= me1 Do
d ndamot P _ (A.124)

fry 1 )
hik—1 ﬁbqj T milng(jJr)m
de aqui se obtiene las dos ecuaciones de diferencias

hk - )\hk—l =0 X ho =1 (A125)

1 n

2 2em=1 Pa5om g 4 (A.126)

1 n
¢Qj T on m:1¢Q(]‘+)m
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También en este caso, para la ecuacién en diferencias de segundo orden, se
prueba la solucién:

(bq- _ ei@f _ ei(91j1+92j2+---+0njn) (A127)
J
que sustituyendo en (A.121), teniendo en cuenta (A.95), da

1 5T —ib
_ _2n lel €

A : A.128
I g S (A1)
Suponiendo 0y =6y = --- =60, = 6, = &
lefiel
_ 3
)\ - 1 _ leiel (A129>
2
eiiel e’iel 1
AP = o — = A.130
A 2—¢e 2—e  5—4cost ( )
y los eigenvalores, mostrados en la figura (A.8), son:
Al = ! =1,2,3,...,N -1 (A.131)
N 5—4(:08(])1—]\?)’ Pr==55 '

También en este caso —1 < A < 1y limy_,o ¥ = 0.

Para obtener la velocidad de convergencia procedemos como antes, teniendo
en cuenta que /N es muy pequeno y utilizando aproximacién de funciones
por Taylor:

1 1 s
2 _ ~ ~ _ R
A" =35= deos(Z) ~ 1+ 2(5)2 1=z (N) (4.132)
Y 2
m
N <N> (A.133)

Entonces, el nimero de iteraciones K necesarias para reducir el error a la
mitad valdré:

K Rt ,log 2
K = 1_<N) =5 = K=N"2- (A.134)

En este caso el numero de iteraciones necesarias para reducir el error a la
mitad es la mitad que en el caso de Jacobi.

A.5.3. Método iterativo S.O.R

Este método incorpora, en el método de Gaus-Seidel, el pardmetro w
(ecuacién 5.30)

2n

m=1

k(1 k=1 Y k ~ i _
Ug, = (1 w)qu + uq(j)m+2:1uq<j+>m Lo (A.135)
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1-00..=.

0Tt e w=03

eigenyalores
[ ]
[y ]

1 1 1 1 1 1 I 1 1 g
0 a 10 15 20 25 30 38 40 45 a0
numera de onda pl

Figura A.9: Eigenvalores en funcion de niimero de onda para el método S.O.R.
y N = 50.

Y, la expresion del error es la mostrada en la ecuacién (5.32):

n n

ko (1 _ k-1, W k w k-1
€q, = (1 w)eqj + o 2 Cag_ym T o 2 €qim (A.136)

Aplicando la solucién (eﬁj = hidq,) a (A.129), se obtiene
W W
hia; = (1= w)hi1ba, + 5= > Mibag 57 > hie1bagy,,  (A137)
m=1 m=1

dividiendo por hk_lgbqj

hy, (1-— W>¢qj + 52 et qu(jf)m

= ——n =\ (A.138)
hkfl ¢qj ~ on m=1¢Q(j+)m
se obtiene las dos ecuaciones de diferencias
hk — )\hk—l =0 ) ho =1 (A139)
1—w N ,
U= 0+ o dommt S _ 5 g, gy =0 (A.140)

n
¢qj - ﬁ m:1¢q(j+)m

Otra vez, para la ecuacién en diferencias de segundo orden (A.133), se prueba
la solucion:

g, = (i07 — 01140252+ +0njn) (A.141)
quedando: .
Gl b DL (A.142)
I e '
Suponiendo 6 =0y = --- =0, =0, = &
1 — + Weith
y= Lot ge (A.143)
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A = (1—w)+ %’ewl (1-w)+ %e‘wl _ (I—w)?+ (9 + (1 —w)wcosb
1 — Yet 1 — Yei 1+ (%)% —wcosb

(A.144)

y los valores de los eigenvalores, mostrados en la figura (A.9) para distintos

valores del parametro w, son:

(1—w)?+(£)*+ (1 —w)wcos b,
1+ (%

IA? = (A.145)

)2 —wcosb

En este caso se cumple —1 < A < 1y limy_,o0 €F = 0.
Para obtener el valor del pardmetro w que minimice |A|?> consideramos que:

: : A2 .
cosf, = coslﬁ”. Y hamendo% = 0, se obtiene:

W= (;> (2 —2v2, /1 - cos%) (A.146)

2COS% -1

sustituyendo en (A.140) y realizando aproximaciones por Taylor, se obtiene:

T
M~1—— A14
PR (A.147)

Para obtener la velocidad de convergencia se procede como antes, deduciendo
el nimero de iteraciones (K') necesarias para reducir el error a la mitad:

210g2)

™

K
K ~ [1—i} z% = K:N( (A.148)

2N

donde se observa que N no viene elevado al cuadrado, con lo que la velocidad
de convergencia mejora sustancialmente respecto del método de Gaus-Seidel.

A.5.4. Meétodo iterativo ponderado de Jacobi

En el apartado (5.1.3.4) se presenta este método y en la ecuacién (5.36)
se muestra la expresion de céalculo, que introduce el parametro de calculo w
respecto del método de Jacobi

2n
ko _ (1 _ k-1, W k—1
Ug, = (1= wug + o~ > Ug, (A.149)

Y la ecuacion (5.38) es la ecuacién de diferencias del error:

q;

2n
ko k-1, Y 2: k—1
€q. = (1 — w)eqj + % - qu'i (A150)

de manera que la expresion del valor exacto de la funciéon potencial (qu) es:

w 2n
R . k=1, k
ug, = (1 w)qu +2n Ug, +eq,
i=1

(A.151)
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eigenvalores

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numera de onda pl

Figura A.10: Eigenvalores en funcién de nimero de onda para el método
Jacobi Ponderado y N = 50.

Para obtener la solucién de la ecuacién (A.145) se aplica nuevamente el méto-
do de separacion de variables, utilizando la expresion:

€q, = hida, (A.152)

obteniéndose:
w 2n
hia; = (1= w)hs 16, + > hiid,, (A.153)
m=1

idi e ) ., vari :
dividiendo por h q, S€ consigue la separacion de variables

w 2n
h}:kl = (1 —w) + 2=t e ’;:1 P _ 3 | (A.154)
_ N

Para la ecuacién en diferencias espacial se prueba la solucién

;= eief — ¢i(0r71+0252++0njn) (A.155)
W e
A= (1 —w)+%;ewl (A.156)
Suponiendo #; = 0y = -- 0, = 0, = %, se obtienen los eigenvalores

mostrados en la figura (A.10):

A= (1—w)+wcos]% =1 — 2wsin? (gl—;\;) (A.157)

Donde para w = 2/3, se cumple que Ay = —Ay = 1/3.
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