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0. INTRODUCCIO

«Penso que és necessari el descobriment
d’un calcul nou que s’adapti particularment
als problemes econdmics 1 socials, de la
mateixa manera que el calcul diferencial
s’adapta als problemes de la fisica»

O. MORGENSTERN
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1. PROLEG

A Testudiar els problemes que es presenten en l'ambit economic,
tant en el petit marc de la microeconomia d'una petita empresa com
en el molt ampli de les politiques macroecondmiques dels Estats i
organismes internacionals, el paper que en els iltims anys han
assolit els models econdmics tractats mitjangant la matematica de la
incertesa ha estat molt important i sens dubte es consolidaran de
forma clara en el futur.

Aquest fet ha pogut sorpendre a alguns, que potser han fet de
I'ortodoxia cientifica un dogma, en contradicci6 amb la veritable
filosofia cientifica que no rebutja mai les noves idees i paradigmes,
sempre i quan aquests siguin suficientment contrastats per les
verificacions dels resultats als que ens han conduit. Pero aqui
I’heterodoxia obre sempre nous camins, i en cas de consolidar-se es
converteixen en idees acceptades per la comunitat cientifica i, per
tant, en una nova ortodoxia. Ens sembla que aquest es el procés, per
ara inacabat perd en fase avangada, que esta seguint la matematica
de la incertesa: una forma novedosa d'abordar els problemes i que
acabara esdevenint classica.

Com ha quedat palés tantes vegades la matematica de la certesa i
de la probabilistica ha donat grans resultats en la Fisica, la Quimica,
la Enginyeria 1 totes aquelles disciplines que posseeixen postulats i
lleis universals, que els han permes d'entendre i de fer prediccions
amb molta precisié6 dels fenomens del seu inter&s. Aquest no ha
estat mai el cas de les ciéncies socials i de I’economia. La seva
complexitat i canvi constant de variables, fendmens i interaccions
simplement no ho permet. Fixem-nos en un exemple de cada un
d'ells. Segons les ultimes observacions del telescopi espacial Hubble,
és molt probable que la llei de la gravitacié universal descoberta
per Newton sigui la mateixa des del principi de l'univers, al qual se
li pot donar una data aproximada d'uns vint mil milions d'anys. No
cal dir la seguretat que déna treballar amb una eina semblant.
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D’altra banda hi tenim per cxemple el problema borsari, on
multitud d’experts amb una preparacié i solvéncia contrastada fan
prediccions que a posteriori es demostren d'una fiabilitat no massa
gran. Es aquesta realitat la que fa necessiaria una nova forma
d'enfocar els problemes, que d'aqui a uns decennis pensem que
acabard formant part de les diferents branques de 1'Economia.

L'abséncia total de Illeis immutables, que es mantinguin en el
temps i que tinguin en compte totes les variables fa que els models
inspirats en les grans Teories Matematiques com les Equacions
Diferencials siguin una bona forma d’especular, perd per més
complexes que siguin no aconsegueixen els resultats buscats. Com
era de preveure una ciéncia social i per tant sotmesa a la immensa
complexitat del lliure arbitri i la voluntad de 1’¢sser huma no es pot
abordar amb aquests parametres.

La incertesa i la subjectivitat sén conceptes absoluta i intimament
Hligats a l'activitat humana. Aquesta és la gran diferencia de
I’Economia, que s’ocupa de l’activitat humana, amb la Fisica i la
Quimica, que s'esforcen en establir principis i models per objectes
inanimats. La incertesa i la subjectivitat ens porten
indefectiblement a la llibertat i d'aqui a la no programabilitat
exacta de moltes de les activitats humanes. Es en aquest ambit on
es mouen els nostres interessos cientifics, les nostres motivacions i
objectius. ' '

En aquest sentit, seguim la linea de pensament endagada ja fa
uns anys pels professors A. Kaufmann i J. Gil Aluja, quan afirmen:
"Entre la programacid adaptativa i la intel.ligéncia hi ha una enorme
diferéncia, i aquesta diferéncia és la imaginacidé”.

Pero aleshores ens plantegem la segiient qiiestié: En el marc de la
incertesa quée hem d'exigir als nostres models? Pensem que el que
cal exigir-los és que s'adaptin el millor possible a alld que percebem
amb els nostres sentits. Es millor que les hipotesis s'adaptin a la
realitat, encara que de forma difusa, a tenir hipotesis molt ben
estructurades perd lluny de les nostres percepcions.
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En el context de la incertesa hi ha dos camins entrellagats que es
poden recorrer. El primer, més modest perd més practicable, és la
fuzzificacié de models ja establerts, la qual cosa ens permet intentar
resoldre el problema de la certesa de les. dades amb les quals
treballem. L'altre, molt més complex i ambiciés, és la construccié de
models basats exclusivament en la ldgica borrosa.

En aquest punt, topem sovint amb la complexitat dels calculs,
moltes vegades impossibles, i amb la no conservativitat de les
estructures, com en el cas del producte de nidmeros borrosos
triangulars que deixa de ser-ho. Aquests tipus de problemes ens
han preocupat des del comengament, i proposem com a solucié fer
aproximacions en lloc de definir estructures cada vegada més
abstractes i complicades, a fi que les mencionades estructures molt
acceptades en el tractament dels problemes econdmics es
mantinguin. A aquest efecte, en la primera part relativa als
fonaments de la matematica borrosa, hem introduit wuna
aproximacié poligonal per al producte de dos niimeros borrosos
triangulars amb un error prcfixat.

Els dos camins esmentats s’aborden en aquest treball i formen
part del que en el moment actual s'estd fent en el mén fuzzy. Aixi
doncs, en el conjunt d’aquesta tesi, hem intentat donar un nou enfoc
a uns temes que considerem fonamentals: les equacions borroses i
la resolucié de certes equacions diferencials, des d'un punt de vista
estrictament borrds. |

Per completar l’estudi que presentem en aquesta tesi, després de
I’analisi detallada d’algunes de les qiiestions tedriques esmentades,
abordem 1’estudi d’alguns models classics de la teoria econOmica,
consistents en la fuzzificacié6 de determinades variables
involucrades en els models, que guanyen en la seva aplicabilidad a
la prediccié si aquestes es consideren incertes i se’ls atribueix una
distribucié de possibilitat. N

Les aplicacions realitzadas als models analitzats tenen per
objectiu observar la utilitzacié de la logica borrosa i la matematica
de la incertesa en el marc de la teoria econOmica.
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Els models reals sén, generalment, de formulacié més complexa,
ja que intenten tenir en compte totes les magnituds que, d’una
manera o 1’altra, influeixen en la formacié d’una determinada
variable econdmica. Perd amb el nostre estudi volem posar de
manifest que 1’aplicacié de les técniques operatives en la incertesa
és possible en aquest camp, ja que pensem que la incorporacié de la
matematica borrosa hi pot ser itil al permetre considerar la part de
les estimacions futures que no sén previstes per les dades del
passat, pero que poden incorporarse a partir de les conjectures o
expectatives posades en certa mesura de caracter econdmic que es
desitji tenir en compte.
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2. ESTRUCTURA DE LA TESI

La tesi que es presenta es divideix en tres blocs:

1. Fonaments - de la Matematica per al tractament de la
Incertesa.

2. Noves aportacions a V’estudi de les Equacions Borroses i de les
Equacions Diferencials Borroses.

3. Aplicacions de la Matematica de la Incertesa al comportament
de models de la teoria econdmica.

Com a complement necessari per donar sentit a algunes de les
qliestions teériques analitzades, el treball es complementa amb
dos annexos, que poden ser consultats al llarg de la lectura si es
creu convenient.

PRIMER BLOC: FONAMENTS DE LA MATEMATICA PER AL
TRACTAMENT DE LA INCERTESA |

1. Nocions de logica. Donem les idees basiques de la logica
binaria per tal d'introduir les T-normes i S-conormes de la logica
borrosa i estudiar algunes de les seves propietats.

2. Subconjunts borrosos. Fem una exposicié exhaustiva de les
definicions i els teoremes referents a subconjunts borrosos, les
seves operacions, les diferents formes de discriminar els
subconjunts borrosos, acabant amb la introduccié del principi
d'extensié de les operacions.

3. Nuimeros borrosos. Se estudien els nimeros borrosos des
d’un punt de vista tedric, com un cas particular dels subconjunts.
borrosos. Per tal de realitzar operacions amb ndimeros borrosos, fem
un emfasi especial a la compatibilitat del principi d'extensié de les
operacions amb els o -talls. Com una eina fonamental per
desenvolupar el segon i tercer bloc de la tesi fixem prioritariament
la nostra atencié en els ndmeros borrosos triangulars, sense deixar
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de banda els trapezoidals i els de tipus L-R. Finalment, aportem
comn a novetat una nova forma d’aproximacié amb error prefixat
del producte de dos nimeros borrosos tﬁangulars.

SEGON _BLOC: NOVES APORTACIONS A L’ESTUDI DE LES
EQUACIONS BORROSES I DE LES EQUACIONS DIFERENCIALS
BORROSES

4. Equacions borroses. A partir de la soluci6 de Buckley i Qu
plantegem un nou enfocament dirigit a resoldre equacions borroses
amb coeficients dins el conjunt dels nimeros borrosos triangulars, i
_plantejant un métode que permeti conservar lestructura triangular
de la solucié a partir d'un index d'aproximacié prefixat.

5. Derivades i equacions diferencials borroses. En aquest
capitol, dirigim el nostre estudi a plantejar condicions necessaries i
suficients que permetin garantir ’estructura triangular de Ila
derivada en un punt. Aixd ens servird per poder fer un estudi més
complet de les equacions diferencials borroses lineals amb
coeficients constants.

TERCER BLOC: APLICACIONS DE LA MATEMATICA DE LA
INCERTESA AL COMPORTAMENT DE MODELS DE LA TEORIA
ECONOMICA |

6. Analisi’ de 1'equilibri parcial de mercat: un model
lineal borrés. En aquest capitol exposem els resultats obtinguts
després de fuzzyficar el model enunciat. Primer ho abordem com un
model estatic, a continuacié com un model dinamic considerant el
temps com una variable continua i, finalment, fem un tractament
del temps com a variable discrets estudiant les condicions que han
de complir les variables incertes involucrades en el model per a la
convergencia de la trajectoria del preu.
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7. Duopoli: equilibri de Cournot-Nash en un context de
incertesa. Estudiem en situacié d’incertesa el comportament del
model d'equilibri de Cournot-Nash, ‘plantejant finalment un procés
de desfuzzyficacié6 de la regid d’eqliilibri incerta que es determina
basat en el calcul del centre de gravetat de la regié d'equilibri
borrosa.

8. Optimitzacié dinamica borrosa. Finalment, en el darrer
capitol abordem l'estudi de la determinacié de trajectdries Optimes
que es generen en un problema d'optimitzacié dinamica, quan
considerem que les condicions inicials i finals sén incertes, i els
valors s’expressen a través de numeros borrosos discrets. Ho
concretem per al cas d'un monopoli, en el qual prenent com a
funcional la funcié de beneficis del model classic d'Evans, i
considerant borroses les condicions de frontera, obtenim una
ponderacié que ens permete determinar la funcié de pertinenga del
preu que defineix una trajectdria Optima concreta.
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NOCIONS DE LOGICA : 1

CAPITOL

1

NOCIONS
DE LOGICA

Qualsevol teoria matematica es presenta com un conjunt
d'enunciats (axiomes, definicions, proposicions,...). Quan aquests
es descriuen amb les paraules d'una llengua utilitzant el seu
sentit ordinari, pot donar lloc a confusid, per la qual cosa les
demostracions cal fer-les sempre amb les regles de la logica.

La historia del pensament mostra, d’altra banda, que
I'elaboracié de la logica i la construccié de les primeres
"Matematiques” han evolucionat conjuntament. Fins i tot alguns
matematics pensen que el progrés de la matematica ha afavorit
el desenvolupament de la logica, perd en tot cas es tracta d'una
posicié clarament subjectiva. '

No obstant, en el temps que ens ha tocat viure, hi ha una
gran preocupacié pel rigor i aquest s'aconsegueix amb les regles
de la logica de les proposicions convenientment precisades.
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1.1 LOGICA BINARIA

1.1.1 PROPOSICIO LOGICA I PREDICAT

Una proposicié logica és un enunciat del qual podem afirmar,
sense cap mena de dubte, que és cert o fals. Per designar una
proposicié logica farem servir habitualment les lletres p, q, 1, etc.

Un predicar és un enunciat que pot ser vertader en alguns casos i
fals en altres, perd0 en una situacié determinada podrem decidir si
és vertader o fals i, fent cérrer una mica la imaginacié, podrem dir
que un predicat és una mena de proposicié local.

1.1.2 VALUACIO D’UNA PROPOSICIO LOGICA

Segons la definicié de proposicié logica, aquesta només pot tenir
dos possibles valors: vertader o fals. Aleshores, el model matematic,
quan treballem amb aquest tipus de proposicions, és molt senzill.
Només cal considerar aplicacions v del conjunt II de les propos101ons
logiques en el conjunt {0,1}, definides de la segiient manera:

vi: IT— {0,1}
p = Vvi(p)

on i=1, 2, 3, ..., 20, essent n el nombre d'elements del conjunt IT
de manera que a cada element de Il li fem correspondre el valor O
o 1 segons si la proposicié és falsa o certa, respectivament.

Per exemple, si Il és el conjunt format per dues proposicions p i q,
tindrem, en aquest cas, quatre valuacions possibles:

vi: T — {01} - vo: I = {0,1}
p = Vi(p)=0 p = Vva2(p)=0
q —> Vi(q)=0 q = va(q)=1
v3: II — {0,1} vq: I1 — {0,1})
p — Vvi(p)=1 p = va(p)=1

q — v3(q)=0 q —> v4(q)=1
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Podem observar de 1’exemple anterior que totes les possibles
valuacions es poden recollir en una taula, anomenada taula de
veritat, de la segiient manera:

P q
Vi 0 0
) 0 1
V3 1 0
V4 1 1

on cada fila d'aquesta taula representa una valuacié6 del conjunt
IT,i sempre que no domni lloc a confusié, podrem suprimir la
columma de l'esquerra.

En general, si II={p1, p2, ...» pn}, escriurem totes les valuacions de
IT en la taula de veritat segiient:

' p1 {p> | ps | - Ipn-2lpn.g] pn
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0- 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

1.1.3 OPERACIONS AMB PROPOSICIONS LOGIQUES

Alguns enunciats consten de diverses proposicions relacionades
entre elles. D'aqui neixen les connectives logiques:

a) Conjuncié

Anomenem conjuncidé de dues proposicions p i q, i la representem
per paq la proposici6 que és certa només quan les dues

proposiciones sén certes, i €s falsa en cas contrari. Definim la
valuacié de l'operacié paq com

Vi( pAq )=min{Vvi(p),vi(q)} (1.1]




En forma de taula de veritat: |
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1y p PAq
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

b) Disjuncio

Anomenem disjuncio de dues proposicions p i q, i la representem
per pvq, la proposici6 que és certa quan almenys una de les dues
€s certa. Definim la valuacié de l'operacié pvq com

Vi( pvq )=max{Vvi(p),vi(q)}

La seva taula de veritat és:

P P |pvg
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

c¢) Negacio

[1.2]

Donada una proposicié p, definim la negacid, i la representem per
—p, com una proposicié vertadera quan p és falsa, i falsa quan p és
vertadera. Definim la valuacié de 1'operacié —p com

Vi( =p )=1-vi(p)

En forma de taula de veritat:

[1.3]
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d) Condicional

Per a definir el condicional direm que la proposicié p implica la
proposicié q, i ho representarem per p=>q, a la proposicid (-p)vq
que és falsa només quan la p és vertadera i la q és falsa.
Expressant-ho simbolicament:

Vi( p=q )=max{1-vi(p),vi(q)} [1.4]

La seva taula de veritat és:

p | p |p=q]
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

e) Bicondicional

Donades dues proposicions p i q, definim el bicondicional, i el
representem per p<q, com la proposicié (p=q)A(q= p) que sera
vertadera si p o q sén ambdues vertaderes o ambdues falses. Per
tant, tindrem ‘

Vi( peq )=min{max{1-vi(p).vi(q) }, max{vi(p),1-vi(q) }} (1.5]

L’expressié anterior també es pot posar en la forma

Vi( pe q )=max{min{1-vi(p),1-vi(q)}, min{Vi(p),vi(q)}} [1.6]

Construim la seva taula de veritat:

el Ll (=N (= -
—_— 1O = O IS
—lolol=1|8
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f) Contradiccié

Algunes proposicions compostes per altres tenen la propietat de
ser sempre falses, independentment del valor que prenguin les
proposicions inicials. Aquests tipus de proposicions s'anomenem
contradiccions. Un exemple de contradiccié és la proposicié pv(—p)
definida per: ' |

Vi( pA(=p) )=min{p,1-vi(p)} [1.7]

Construint la seva taula de veritat veurem que estd formada
integrament per zeros:

P P__|pA(p)]
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 0

f) Tautologia

Altres proposicions compostes tenen la propietat de ser sempre
vertaderes, independentment del valor de les proposicions inicials.
Aquests tipus de proposicions s'anomenem tautologies.' Aixi, per
exemple, €s una tautologia la proposicié6 pv(-p) definida per

Vi( pv(=p) )=max{p,1-vi(p)} 1.8]

Logicament, la seva taula de veritat esta formada només per uns:

p_| P lpv(zp)l
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Es evident que la negacié d'una tautologia és una contradiccié i,
viceversa, la negacié d’una contradiccié és una tautologia.
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Entre les TAUTOLOGIES MES IMPORTANTS, molt utilitzades en la logica
binaria, hi tenim:

1) Modus ponens: [(p=.—>,q)/\p] = q [1.9]

2) Modus tollens: [(p=q)A(—=9)] = —p [1.10]
3) Silogisme disjuntiu: . [(pv@)a(=q)] = q [1.11]
4) Simplificacié: (A = p [1.12]
5) Addicié: p = (pvq) | [1.13]

6) Llei del silogisme: [(p=q)A(q=1)] = (p=>1) [1.14]

1.1.4 PRINCIPIS DE LA LOGICA BINARIA
a) Pfincipi del ter¢ exclos

El principi del ter¢ exclos ens assegura que qualsevol proposicié
pot ser o bé vertadera o b€ falsa, perd no les dues coses alhora.
Matematicament podem escriure:

max{v(p), v(=p)} =1 [1.15]

Aquest principi ens condueix a dos metodes de demostracié ben
coneguts, com sén els de reduccié a l'absurd i de modus ponens:

1) METODE DE REDUCCIO A L'ABSURD. «Si una proposicié p és
vertadera i pa(—q) és falsa, aleshores q és vertadera».

Demostracio: En efecte, si V(p)=1 i V[pAa(=q)]=0, implica
que el minim de {v(p),v(—=q)} és zero. Per tant, v(—q)=0 i,
pel principi del ter¢ exclos, el maxim de {v(q),v(—q)} és

~igual a 1. En conseqiiencia, v(q)=1. ¢

2) METODE DEL MODUS PONENS. «Si les proposicions p i (p=>q) s6n
vertaderes, aleshores la proposicié q €s vertadera».

Demostracié: En efecte, si v(p)=1 i el max{v(-p),v(q)}

€s igual a 1, llavors pel principi del ter¢ exclos el
max{Vv(p),v(=p)}=1 i aixi v(—p)=0. Per tant, v(q)=1. ¢ -
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b) Principi de no contradiccié

El principi de no contradiccié afirma que una proposicié qualsevol
no pot ser vertadera i falsa alhora. Matematicament podem escriure

min(V(p),V(=p)} =0 [1.16]

Aquest principi també ens pot conduir a alguns tipus de
demostracié de la mateixa naturalesa que els que ens ha portat el
principi del ter¢ exclos.

1.1.5 ALGEBRA DE PROPOSICIONS

Direm en primer lloc que p i q sén dues proposicions logicament
equivalents, 1 ho denotarem per p=q, si i només si la proposicié peq
€s una tautologia. Un metode practic per veure si les proposicions p
i q s6n logicament equivalents és escriure les dues taules de veritat
i després veure que coincideixen.

Es pot demostrar que les operacions entre proposicions logiques
verifiquen les deu PROPIETATS segiients, que li donen 1’estructura
d’/ilgebra commutativa: |

1) Conmutativa: PAQ=QAD . pvq=Eqvp

2) Associativa: pA(gAar)=(pAgQ)AT pv(qvr)=(pvq)vr

3) Idempotent: PAP=p pVvp=p

4) Distributiva de v respecta a A: pv(qAr)E(pvq)A(pvf)
5) Distributiva de A respecta a v: pA(qvr)=(pAq)V(pAT)
6) Absorcié: pA(qvp)=p pv(gqAap)=p

7) Involutiva: _l(—!p)Ep

- 8) Lleis de Morgan: —(pvq)=(=p)A(=q) —=(PAQ=(=p)Vv(~q)
9) Llei del contrareciproc: (p=q)=[(—~q)=(-p)]
10) Doble implicaciév: [p= (g=1)]=[(pAq)=>T1].
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1.1.6 RAONAMENT LOGIC, PREMISSES I CONCLUSIO

Un raonament logic consisteix en un esquema de férmules de
I'algebra de proposicions, pi1, p2, ..., Pn, anomenades premisses del
raonament, donant com a conseqiiéncia una altra proposicié q,
anomenada conclusié del raonament. Simbdlicament, escriurem

P1, P2,....Pn_—> g [1.17]

Un raonament 1dgic és vertader (o valid) si es verifica que q €s
vertadera quan totes les premisses pi, P2, ..., pn sOn vertaderes. En
cas contrari, el raonament és fals 1 es tracta d’una fal-lacia.

Des d’un altre punt de vista, els raonaments logics valids també
s'anomenen teoremes; les premisses dels raonaments valids,
hipotesis del teorema; i a la conclusié6 del raonament logic valid, tesi
del teorema.

- Observem que les proposicions pi, p2, ..., pn sOn totes vertaderes
si ho és la proposicié p1Ap2A .. Apn. Aixi, el raonament logic
expressat per pi, p2, .., pn —> ¢ és valid si i només si la proposicié q
és vertadera quan piAp2A...Apn €s vertader. Aixi, doncs, deduim la.
important conclusié:

«El raonament logic p1, p2,....pn —> q €s valid si i només si la
proposicié (p1Ap2A...Apn) = q €s una tautologia»,

1.2 LOGICA BORROSA
_1.2.1 PROPOSICIONS VAGUES

La logica binaria no sempre és adequada per descriure sistemes
del mén real. Aquesta problematica ve donada pel fet que en la
1dgica binaria només existeixen dues possibilitats; consegiientment,
en la realitat, els sistemes queden definits de forma ambigua. En
altres paraules, sovint les variables poden prendre matisos
diferents de certesa i falsedat.
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La logica borrosa es basa en els conceptes de conjunt borrds i
ldgica simbodlica. En aquesta légica el vertader valor d'una férmula,
en lloc de prendre dos valors (O=fals i l=vertader), pot prendre
qualsevol valor en linterval tancat [0, 1], valor que indica el grau
de veritat o falsedat de la proposicid. '

Si, per exemple, considerem (jue p és la proposicié “x és un
nimero real proper a zero”, aleshores 02 és un nombre proper a
zero amb un determinat grau de certesa. Els valors 0°001 i fins i tot
1.000 també es poden considerar a zero, peré6 amb un grau de
certesa diferent, perqué tot dependra de l’escala que adoptem. Aixi,
si ens referim a la distincia, 0°001 km (Im) és menys proper a 0
~que no 1.000 micres (1mm). |

Una proposicié vague (o borrosa) €s un enuciat que és cert o fals
amb un cert grau de veritat o falsedat. Per exemple, “en Joan és un
noi alt” és una proposicié vague, perqué el concepte d’altura és
relatin. Sempre que no doni lloc a confusié, denotarem les
proposicions vagues (o borroses) amb les lletres p, q, r, ... tal com ja
hem fet en la ldgica binaria.

1.2.2 VALUACIO D’UNA PROPOSICIO VAGUE
Denotem per I' el conjunt de totes les proposicions vagues:
I' = {p / p és una proposicié vague}

i definim una valuacio v com el conjunt d'aplicacions del conjunt
anterior I' en l'interval tancat [0, 1], és a dir:

vo:T = [0,1] on a.e[0,1]
P = Vo (p)

~En conseqiiéncia, una valuacié es pot considerar com un conjunt
de valors numeérics obtinguts de forma totalment subjectiva.
Convindrem que si v(p)=0, la proposicié vague és falsa i si V(p)=1, la
proposicié vague és certa.
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A efectes practics de valuacié, €s convenient establir unes escales
semantiques (o0 bé etiquetes lingiiistiques). Les més utilitzades son:

ESCALA TERNARIA
fals (impossible)
1/2 ni fals ni vertader (igualment possible que impossible)
‘vertader (totalment possible)
ESCALA QUATERNARIA
0 fals (impossible)
1/3 més fals que vertader (més impossible que possible)
2/3 més vertader que fals (més possible que impossible)
1 vertader (totalment possible)
ESCALA PENTANARIA
0 fals ' (impossible)
1/4 més fals que vertader (més impossible que possible)
1/2 ni fals ni vertader (igualment possible que impossible)
3/4 més vertader que fals (més possible que impossible)
1 vertader : (totalment possible)
ESCALA ENDECANARIA
0 fals (impossible)
0.1  practicament fals (practicament impossible)
0.2  quasi fals (quasi impossible)
0.3  bastant fals (dificilment possible)
0.4 * més fals que vertader (més impossible que possible)
0.5 ni fals ni vertader (igualment possible que impossible)
0.6 més vertader que fals (més possible que impossible)
0.7 bastant vertader (bastant possible) |
0.8 quasi vertader (quasi segur)
0.9  practicament vertader (practicament segur)
1

vertader . (segur o totalment possible)

~
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De totes les escales que podriem construir, segons Kaufmann, Gil i
Tercefiol , l'escala endecanaria té la virtut que no €s ni massa petita
amb insuficiéncia de matisos ni tampoc massa gran amb excés de
matisacions. També és interessant el fet que, en tenir un nombre
imparell de valors, sempre existeix un valor central en el que no és
ni veritat ni fals.

Per tal de portar a terme les diferents operacions que es poden
efectuar entre diverses proposicions vagues, definim a continuacid,
d'una manera totalment axiomatica, els conceptes de t-normes, t-
conormes i negacions i també les propietats que existeixen entre
aquests conceptes.

1.2.3 NORMES TRIANGULARS O t-NORMES.

a) Definicié. Sigui l’interval I=[0,1] i una aplicacié6 T:IxI — 1.
L’aplicaci6 T s'anomena una norma triangular, o t-norma, si verifica
els seglients axiomes:

i) T ES MONOTONA CREIXENT:

Vx,y,x,y'el / x<x' i y<y = | T(x,y) £ T(x',y") [1.18]

ii) T ES COMMUTATIVA O SIMETRICA:
Vxy el T(x,y)=T(y,x) [1.19]

iii) T ES ASSOCIATIVA:
Vxyzel | T T(y,2)=T(T(x,y),2) [1.20]

iv) T TE ELEMENT UNITAT (1):
Vxel T(x,1)=T(1,x)=x | [1.21]

1 KAUFMANN, A.; GIL ALUJA, J.; TERCENO, A. Matemdtica para la Economia y la
Gestién de Empresas. Vol.1,4-5. Ed. Ediciones Foro Cientifico, S. L. Barcelona.
1994,
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b) Propietats immediates. De la definicié anterior deduim dues
propietats, que es demostren trivialment a partir dels axiomes:

D Vxel T(x,x) < x| [1.22]

) Vxel [T(x,0=0]  [123]

" Com a cas particular de 2) tenim | T(0,0)=0 [1.24]

¢) Exemples de t-normes. Existeixen infinites aplicacions que
verifiquen els quatre axiomes de definici6 de t-norma. Fins i tot
algunes d'elles depenen d'un parametre, donant lloc a una norma
triangular per cada valor del parametre. Esmentem-ne les que
creiem més importants:

1) MINIM DE ZADEHZ2:
T(x,y)=Tz(x,y)=min{ X, y} {1.25]

Fig.1.1 Grafica de la t-norma del minim de Zadeh

2 ZADEH, L.A. Fuzzy Sets (3-4). Department of Electrical Engineering.
University of California. Berkeley. E.E.UU. 1965.
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2) PRODUCTE ALGEBRAIC:
T(x,y)=P(x,y)=x-y [1.26]

3) PRODUCTE D'EINSTEIN:
T(x,y)=E(x,y)=(x"y)/[2-(%+y-X"y)] [1.27]

4) PRODUCTE ACOTAT:
T(x,y)=T«(x,y)=max { x+y-1,0} [1.28]

5) PRODUCTE DRASTIC:

X si y=1
T(x,y)=Ta(x,y)= y si x=1
0 altrament [1.29]

6) DOMBI:

Ta(x,y)=Da(x,y)= 1 A>0

/A
1*{(%5 -l)k ;'_ ) H [1.30]

7) HAMACHER:

Tx(x,Y)—Hx(x,Y)— XY A0
M(1-0) (xty-xy) [1.31]

8) YAGER:

Taux,y)=Yia(x,y)= 1-minj1 ,((1 - X)l-l'(l - y)}“)l /X} Az21 [1.32]

9) DUBOIS I PRADE:

TAx.y)=DPy(x,y)= —=%—  0<i<1
max {X,y,)»} [133]

10) WEBER:

TA(x,y)=Wa(x,y)= max {0 , ’%}i} A1
+

[1.34]
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d) Teoremes de les normes triangulars

TEOREMA 1.1. «Donada una t-norma T, es verifica:
Ta(x,y) £ T(x,y) < T, (x,y) [1.35]

on Tg i T, sén respectivament les t-normes del producte drastic i
de Zadeh.»

Demostracio:
a) Provem primer que Tq(x,y) < T(x,y). Per y=1, Ta(x,y) =x i
T(x,y)=T(x,1)=x. Per tant, T(x,y)=Ta(x,y).
Per x=1, Tqg(x,y)=y i T(x,y)=T(1,y)=y. Per tant, T(x,y)=Tg(x,y)-
Per a tot x,yeI-{1} , tenim T4(x,y)=0=T(x,0) < T(x,y). |

b) Provem a continuacié que T(x,y) < Tz(x,y). Suposem que x5y,
aleshores Tz(x,y)=x. '

D’altra banda, T(x,1)=x i per a tot x,yel, on x<x i y<1 es
compleix que T(x,y)<T(x,1)=x=T,(x,y).

Andlogament es prova pel cas y<x. ¢

Quant al segon teorema, haurem d’efectuar préviament la segiient
definicidé. Direm que T &s una norma triangular idempotent si i sols
 si es verifica:

Vel T(x, x) = x [1.36]

TEOREMA 1.2. «La t-norma del minim de Zadeh és 1iinica t-norma
que és idempotent.»

Demostracio:

a) Es evident que Vx el es verifica que T;(x,x)=min{x, x}=x.
Per tant, la norma de Zadeh, T,, és idempotent.

b) D’altra banda, si T és una t-norma idempotent i suposem
que x<y, aleshores tindrem x=T(x,1) = T(x,y) = T(x,x)=x. Per
tant, T(X,y)=x=min{ x, y}=Tz(x,y), i aixi la t-norma sera la de
Zadeh. ¢
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1.2.4 CONORMES TRIANGULARS O t-CONORMES.

a) Definicié. Sigui l’interval I=[0,1] i una aplicacié S:IxI — 1.
L’aplicaci6 S s'anomena una conorma triangular, o t-conorma, si
verifica els segiients axiomes:

i) S ES MONOTONA CREIXENT:

Vx,y,x,yvel / x<x" i y<y = | S(x,y) < S(x",y") [1.37]

ii) S ES COMMUTATIVA O SIMETRICA:
Vxyel S(x,y)=S(y,x) [1.38]

iii) S ES ASSOCIATIVA: |
Vx,y,z e I | S(x,5(y,2))=S(S(x,y),z) [1.39]

iv) S TE ELEMENT UNITAT (0):
Vxel S(x,0)=S(0,x)=x [1.40]

Observem que aquest iultim axioma distingueix les t-conormes
de les t-normes.

b) Propietats immediates. De manera similar a les t-normes, de
la definici6 anterior es poden deduir dues propietats, que es
demostren directament a partir dels axiomes:.

1) Vxel S(x,x) € x [1.41]

2) Vxel S(x,1)=1 [1.42]

Com a cas particular de 2) tenim | S(1,1)=1 - [1.43]

c) Exemples de t-conormes. Logicament, com en el cas de les t-
normes, existeixen infinites aplicacions que verifiquen els quatre
axiomes de definicié de la t-conorma, algunes d’elles depenents
d’un parametre.
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Esmentem les t-conormes que s’utilitzen més freqiientment:

1) MAXIM DE ZADEH:

S(x,y)=Sz(x,y)=méX{ X, y}

[1.44]

4 -4

Fig.1.2 Grafica de la t-conorma del maxim de Zadeh

2) SUMA ALGEBRAICA:

S(x,y)=Su(X,y)=x+y-X"y

3) SUMA D'EINSTEIN:

S(x,7)=SE(x,y)= G+y)/(1+x-y)

4) SUMA ACOTADA:

S(x,y)=S«(x,y)=min{ x+y,1}

5) PRODUCTE DRASTIC:

X si y=0
S(x,y)=Sa(x,y)={ y si x=0
\ 1 altrament

[145]

[1.46]

[1.47]

[1.48]
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Les t-conormes parametritzades son:

6) DOMBI:
Sa(x,y)=Dax.y)= 1 ' — A >0
A A .
A )
X y. _ [1.49]
7) HAMACHER:
Sa(x,y)=Hi(x,y)= x+y-x.y-(1-k).x.y A >0
1{1-2)x.y [1.50]
8) YAGER:
. 1/A
Sa(x,y)=Ya(x,y)=min {1, (x*+y*) } Az1 [1.51]
9) DUBOIS I PRADE:
Sa(x.y)=DPa(x,y)=1-— (L-x){1-y) 0 <A<l
mix {1-x , 1-y , A} [1.52]
10) WEBER:

$2(x,y)=W;(x,y)=min {1, (1“‘)'(’;*3}'3‘7”"3’} A> -1
+

[1.53]

d) Teoremes de les conormes triangulars

TEOREMA 1.3. «<Donada una t-conorma S, es verifica:
Sz(x,y) £ S(x,y) £ S4(x,y) [1.54]

on Sz i Sq s6n les t-conormes de Zadeh i del producte drastic,
respectivament.»

Demostracio:

Es molt semblant a la del Teorema 1.1 i no l'efectuem. ¢
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Diremm que S és una conorma . triangular idempotent sii sols si es
verifica:

Vxel S(x, x) = x [1.55]

TEOREMA 1.4. «La t-conorma del maxim de Zadeh és I'énica t-
conorma que €s idempotent.»
Demostracio:

Es demostra de manera similar a la del Teorema 1.2. ¢

Per demostrar el proper teorema sera necessari efectuar primer
algunes quantes definicions que relacionen les t-normes amb les t-
conormes: Donades una t-norma T i una t-conorma S, resulta que:

1) T és distributiva respecte a S si i sols si

Vx,y.zel | SxT(y,2)=T(5(x,y).S(x,2)) [1.56]

2) T absorbeix a S si i sols si

- Vx,yel T(x,5(x,y))=x [1.57]

3) S és distributiva respecte a T si i sols si

Vx,y,zel T(x,S5(y,z))=S(T(x,y),T(x,z)) [1.58]

4) S absorbeix a. T si i sols si

Vx,yel \x(SEX,T(x,y)=x) [1.59]

TEOREMA 1.5. «Si S és distributiva respecte a T, llavors T absorbeix
a S i, com a conseqiiéncia, T és idempotent.»

Demostracio:

a) Suposem que S és distributiva respecte a T, aleshores
Vx,ye I es verifica: |

T(x,S(x,y)=T(S(x,0),5(x,y))=8(x.T(0,y))=S(x,0)=x.
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b) Suposem ara que T absorbeix a S, aleshores Vxel tenim:
TxX)=T(x,Sx,0)=x. ¢

TEOREMA 1.6. «Si T és distributiva respecte a S Havors S absorbeix
a T i, com a conseqiiéncia, S és 1dempotent »
Demostracio:

Es prova de manera aniloga al teorema anterior. e

1.2.5 LES NEGACIONS O COMPLEMENTACI()NS.

a) Classes de negacions. Definim en primer lloc tres classes de
negacions (o complementacions):

NEGACIO FEBLE. Direm que una aplicacié N:I — I és una negaczo
feble si i sols si verifica les dues condicions segiients:

1) N(0)=1 , N(1)=0 _ _
2) Vx,yel / x<y = N(x)=N(y) (mondtona decreixent).

NEGACIO ESTRICTA. Direm que una aplicacié N:I — I és una negacié
estricta si i sols si compleix les dues condicions segiients:

1) N(0)=1 , N(1)=0
2) Vx,yeI / x<y = N(x)>N(y) (mondt. estrict. decreixent).

NEGACIO. Direm que una aplicacié N:I — Ies una negacid sii sols
si verifica les tres condicions segiients:

1) N(0)=1 , N(1)=0
2) Vx,yel / x<y = N(x)=N(y) (mon.btona decreixent)
3) Vxe I  NNx))=x (involutiva).



1. NOCIONS DE LOGICA 21

b) Exemples. Exposem a continuacié quatre exemples de negacions
o complementacions:

1) N(x)=1-x - [1.60]

2) N(x)=1 six=0 i Nx)=0 six=0-  [1.61]
3) N(x)=0 six=1 i N(x)=1 .six';el -~ [1.62]
4 NGO=(1-0/(14hx) > -1 [1.63]

¢) N i T-associativitat en t-normes 1 t-conormes. Donades
una t-norma T, una t-conorma S i una negacié N, introduirem dues
noves definicions. Direm que:

~a) T és N-associativa respecte a S si:

Vx,yel | S(x,y)=NTMN(EX),N({))) (1.64]

b) N és T-associativa respecte a S si:

VX,YEI T(x,y)=N(S(N(x),N(y))) [1.65]

d) Lleis de Morgan. De les definicions anteriors es dedueix
I’important teorema segiient:

TEOREMA 1.7. Si T és una t-norma N-associativa respecte a S i S és
una t-conorma N-associativa respecte a T, aleshores es verifiquen les
dues propietats segiients, que es coneixen per Lleis de Morgan::

i) Vx,ye I N(TE)y)=S(NE)N(y) [1.66]
ii) Vx,ye I  N(SE,y)=T(N(x),N(y)) (1.67]
Demosfracié:

~ Es evident, per la qual cosa no fem la demostracié. e
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1.2.6 VALUACIONS EN PROPOSICIONS LC)GIQUES VAGUES.
a) Valuacions en les o-peracions. Considerem les cinc operacions
fonamentals entre proposicions ldgiques vagues: |

1) Conjuncié: pagq - 2) Disjuncié: pvq

3) Negacié: —p - : - 4) Condicional: p=>q

5) Bicondicional: p&q

Siv(p)iv(qg) sén les valuacions de les proposicions vagues p i q, i

si T és una t-norma, S una t-conorma i N una negacid, les valuacions
de les proposicions anteriors es defineixen respectivament com:

v(pAq)=T(v(p),v(q)) [1.68]
vpv@)=S(V(p).v(@) | = [1.69]
vEp=N(ve) | [170]
V(p==v(EpvO=SNVE), V(@) | [1.71]

V(peq)=v((p=9)A(g=p))=
=T(SIN(v(p),v(9)),S(N(V(Q),v(p)))) | [1772]

b) Valuacié de Zadeh. Si, com a cas particular,‘ considerem la t-
- norma i la t-conorma de Zadeh i la negacié N(v(p))=1-v(p), tindrem
les valuacions: ‘

v(pAq)=min{v(p),v(q)} - [1.73]

v(pvQ=max{v(p),v(q)} |  [174]
vV(=p)=1-v(p) | [1.75]
Vp=@)=mix(1-vE)V(@} | - [1.76]

V(pe @)= min(max({1-v(p),v(@)} , max(1-v(®),V(p)}) 07
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c) Principis del ter¢ exclos i de no contradiccié. En el cas de
la 10gica borrosa tenim el teorema segiient:

TEOREMA 1.8. No es verifica el principi del ter¢ exclds ni el principi
de no contradiccié, és a dir existeix almenys una proposicié p tal
que compleix les desigualtats:

v(pv(=p)) #1 [1.78]

V(pA(=p)) #0 [1.79]

Demostracio:

Suposem que p és una proposicidé i que la seva valuacié ve
donada per una escala ternaria. Utilitzant la valuacié de

Zadeh tindrem

v(p) v(=p) |v(pv(=p)) [v(pa(=p)) |
0 1 1 0

0.5 0.5 0.5 0.5

1 0 1 0

que, com es pot veure, V(pv(=p))=l i V(pa(—p))=0.

Cal observar que emprant un altre tipus de valuacid és
-possible que aquests dos principis es verifiquin. ¢
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CAPITOL

2

SUBCONJUNTS
BORROSOS

Segons hem exposat en l'annex A, donat un referencial E=@,
una de les maneres de definir un subconjunt ordinari o nitid A
d'E (crisp set) és donant una propietat o predicat P(xX) que
compleixin tots els seus elements, de manera que un element
dE pertanyera a A si compleix la propietat P. Aixi, el conjunt A
quedara perfectament determinat.

Aquesta propietat pot venir modalitzada matematlcament
per la seva funcié caracteristica

s E — 0,1}
de la segiient manera:
1 sixeA (x verifica la propietat P(x))

X = PARK) = , -
0 sixeA (x no verifica la propietat P(x))

El graf de pa ,
G(uA)={(x , pAX) /x €E }

ens permetra representar graflcament en un sistema de
referéncia, el subconjunt A.
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2.1 SUBCONJUNTS BORROSOS

2.1.1 PRINCIPI DE SIMULTANEiTAT GRADUAL

L'anterior definicié de subconjunt ordinari esta en consonancia
amb el principi de no contradiccié, que afirma que un predicat no
pot ser alhora cert i fals, i que, pér tant, un element qualsevol ha de
pertanyer o no al subconjunt.

Aquest principi pot ser substituit pel que els professors
Kaufmann i Gil Aluja3 anomenen Principi de simultaneitat gradual,
el qual afirma que qualsevol enunciat és vertader i fals a la vegada
amb un cert grau O de veritat i un grau 1-00 de falsedat. En
particular, un element x pertanyera a E amb un cert grau de
pertinenca O i, per tant, 1-0t indicara el grau de no pertinenga.

Tot plegat equival a substituir el conjunt {0,1} per l'interval [0,1]
com a recorregut de la funci6 Ma. Aixi queda introduida la nocié de
predicat vague P(x) com aquell que verifica qualsevol element del
conjunt E amb un cert grau de veritat (o falsedat).

La idea de subconjunt borrés, introduida per Lotfi A. Zadeh* a
l'any 1965, sorgeix en considerar els elements d’un referencial que
verifiquen un predicat imprecis que simbolitzem per P(x).

2.1.2 FUNCIO DE PERTINENCA

a) Definici6. A l'igual que en els conjunts ordinaris, per modelitzar
matematicament un predicat vague introduim una funcié de
pertinenga WA (membership function) definida per:

WA E - [0,1]
X = PEAX) [2.1]

on LA(x) indica el grau de pertinenga d'un element x d'E en A.

3 KAUFAMANN, A.; GIL ALUJA, J.; TERCENO, A. Matemdtica para la Economia y
la Gestion de Empresas (Vol.1). Ed. Foro Cientifico, S.L. Barcelona. 1994,

4 ZADEH, L.A. Fuzzy Sets a «Information and Control”, 8, 338-353. 1965.
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Per exemple, si prenem el referencial dels nombres reals R i
considerem el predicat vague I~’(x)="ser proper a 5", queda definit el
conjunt borrés A={xe R/ x és proper a 5} que podem modelitzar-lo
matematicament a partir de la funci6é de pertinenga

LA:R — [0,1]
~(x)= 1
X RS s | [2.2]

Graficament,

8 L [RA) | W

—

Fig. 2.1 Exemple de funcié de pertinenga

Aixi, amb aquesta modelitzacié del conjunt A, qualsevol nombre
real x és proper a 5 amb un grau de pertinengca WA(x). Podem dir
doncs, que:

5 és proper a 5 en grau de pertinenga LA(S5)=1

6 és proper a 5 en grau de pertinenga LA(6)=0"5

9 és proper a 5 en grau de pertinenca HLA(6)=0"2

104 és proper a 5 en grau de pertinenca W A(104)=0"01
etc... |

Es evident que la funcié de pertinenga d’aquest exemple és una
funcié totalment subjectiva.
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b) Conseqiiéncies immediates -

1) La funcio de pertinenga del refefehé_ial E és la funcié
ug:E — [0,1]
x — UEXx)=1 [2.3]

2) La funcio de pertiﬁenga del '.conjunt' buit @ és la funcié
ng :E — [0,1]
x = Ug(x)=0 [2.4]

3) Observem que les funcions de pertinenca del referencial E i del
conjunt buit @ coincideixen respectivament amb les seves
funcions caracteristiques. Com a consegiiencia, els conjunts E i @
els podrem considerar sempre com a conjunts nitids.

4) D’altra banda, donat un subconjunt nitid A d'un referencial E,
ates que {0,1}<[0,1], la seva funcié caracteristica la podrem
definir com una funcié d'E en l'interval [0,1], és a dir,

na:E — [0,1]
by (R)= 1 Sf Xxe A
0 si xe A [2_5]

i, conseqiientment, un subconjunt nitid sempre el podrem
considerar com un cas particular de subconjunt borrés, en el que

la funcié de pertineng¢a assoleix dnicament els dos valors extrems,
0il.

¢) Notacions. Hi ha diferents métodes de representacié d’un
subconjunt borrds, segons el tipus de referencial. Aix{ tenim:

1) REFERENCIAL FINIT. Si E={x1, X2, X3, ...Xn-1, Xn}, €l subconjunt
borrés A el podem representar de tres maneres diferents:

A a);&:

x»1 X2 X3 Xn“-1 Xn .
A(x1) | BA(x2) | MAx3) | ... | UA(Xp-1) | HA(Xn)
[2.6] |
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b) A= UA(X1)/x] + LA(x2)/x2 + LA(X3)/X3 + ...

et UA(Xn-1)/Xn-1 + WA(Xn)/Xn [2.7]
c) | A={ (x1, HK(Xl)), (x2, MA(x2)), (x3, LA(X3),....

...(Xn-l, H'Z(Xn-l)) ’ (Xn’. HA(Xn)) } [28]

2) REFERENCIAL INFINT NUMERABLE. Si és E={x1, X2, X3, ... Xp-1, Xp, ... } s
el subconjunt borrés A el podem representar per

) A={ (x1, BAKD), (x2, BEGD) .. » Ceao BAGKD), -} [2.9]

b) A=Y pr(x)/x [2.10]

i=1

3) REFERENCIAL INFINT NO NUMERABLE. Siés ESR, el subconjunt
borrés A , el podem representar per

a) A={(x,uax)/xecE} [2.11]

b) A= f Ma (x)/x [2.12]
E

En general, sempre que no doni lloc a confusié i fent un abids de
llenguatge, expressarem un subconjunt borrés A a partir de la seva
funcié de pertinenga UA.

Per exemple, prenent com a referencial E el dels nombres reals R,
la funcié de pertinenga

0 six<l
(x+2)/4 si -1<x<1

HAX) =
A 2-x si 1<x<2

0 six>2 -

definira un subconjunt borrés Ad’R.
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Representem graficament el subconjunt borrés anterior

( | HA(X)

~

Fig. 2.2 Exemple de subconjunt borrés

2.1.3 GENERALITATS SOBRE SUBCONJUNTS BORROSOS

1) Inclusio i igualtat

a) INCLUSIO AMPLIA. Donats dos subconjunts borrosos A i B del
mateix referencial E, direm que A esta contingut (o és inclds) en
sentit ampli en B sii només si VXx€E es verifica la desigualtat en

sentit ampli 1A (x) < UB(x). Escriurem

AcB o VxeE, PA®<UE(X) [2.13]

Fent servir I'inclusié amplia i donat un referencial E, anomenem

conjunt de les parts, simbolitzat per P(E) el conjunt format per

tots els subconjunts borrosos d'E,

PE)=|A / A c E}

[2.14]

~ b) INCLUSIO ESTRICTA. Com a cas particualr de la inclusié amplia,
direm que el contingut o la 1nclu310 és estricte si la de&gualtat és

estricta, és a dir,

AcB o VxeE, WAG<ME®X) [2.15]




2. SUBCONJUNTS BORROSOS 31

c¢) IGUALTAT. Donats dos subconjunts borrosos A i B del mateix
referencial E, direm que soén iguals si tenen la mateixa funcié de
pertinenga, és a dir, '

~

A=3B & V xe E, B AX)=UB(X) [2.16]

Aquesta definicié d’igualtat és ‘equivalent a

~

A=B o AcB i BgaA [2.17]

Observem que la demostracié és immediata, perqué només cal
aplicar la propietat antisimétrica de la relacid d'ordre usual en
I'interval [0,1]. '

2) Suport, altura i nucli

a) SUPORT. Definim el suport d'un subconjunt borrés A, supp(A),
del referencial E com el subconjunt nitid format per tots els
elements d'E pel quals la funcié de pertinenca d’A és diferent de
zero. Ates que, per definici6, la funcié de pertinenga €s sempre no
negativa, 1A (x)20, podem escriure

supp(A)={ xe B/ LA (x)>0 } [2.18]

b) ALTURA. Definim l'altura d’un subconjunt borrés A, h(A), com
‘el suprem (sup) del conjunt format per tots els graus de la seva
funcié de pertinenga. Per tant,

h (A)=sup {LA(x) / x€ E } [2.19]

Notem que l'altura d'un subconjunt borrés existeix sempre,
perqué el conjunt {WA(X) / x€ E} és un subconjunt nitid d’R acotat
entre els extrems 0 i 1. '

Per exemple, prenem E=R i considerem el subconjunt borrés

amb funcié de pertinenca LA: R— [0,1] sempre nulla per valors

~.no positius i de valors iguals a 1/(1+x2) per valors positius, té
~ d’altura, h(A )=sup{pnA(x) / xeR}=1.
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Expressant matematicament aquesta funcié de pertinenga

0 six<0

HA(x)=

1 si x>0
1+x2

i fent la seva grafica

( pa(x) )

-4 -3 -2

.

Fig. 2.3 Exemple d’altura d’un subconjunt borrés

podem observar que la seva altura és la unitat, perqué el
suprem de la funci6 de pertinenca és igual a 1.

Com a cas particular d’'un referencial finit, 1 recordant que el
suprem (sup) d’aquest tipus de referencial coincideix amb el seu
maxim (max), tindrem

h (A)=max {LA(x) / x€ E } [2.20]

c) NORMALITAT. Un subconjunt borrés A d’un referencial E direm
que és un subconjunt borrés normal si existeix almenys un

- element d'E, tal que la funcié de pertinenca pren el valor 1, és a

dir, si té una altura unitaria:

Aés normal o 3JIxeE/ pi(x)=1 [2.21]
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PROPOSICIO 2.1. «Si A és un subconjunt borrés d'un referencial
E amb funcié de pertinenga WA, i si existeix el max{ HA(x) /
xe E}, aleshores el conjunt borrés AN amb funcié de pertinenga

MANGO= MK (x)/max{pE (x) / x€ E}

és un subconjunt borrés normal.»

Demostracio:

[2.22]

Sigui o'=max{UA (x) / x€ E}. Aleshores 3x'€ E tal que
UA(x)=0'. Per tant, WAN(x")=0t'/0t'=1 i aixi AN és normal. ¢

d) NUCLI. Donat un subconjunt borrés A del referencial E,
anomenem nucli d'A, i el denotem per N(K), el conjunt ordinari
(crisp) format per tots els elements del referencial E que tenen la
funcié de pertinenca igual a 1. Es a dir, el nucli ve definit per

N@&)= { xe E / LE()=1} [2.23]

( MR )
078 -
064
oal
02 +

2 1 b 1 2 5 4 7§ R

\_ ’ _J

F1g 2.4 Exemple de nucli de subconjuht borrds

El nucli anterior, N(A)=[2, 4], és el de la funcié de pertinenca

HARX) =1

(x2-x)/2  sil<x<?2
1 si 2<x<4
5—x si 4<x<5

0 si x<1 o bé x>5
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3) a-talls d’un

subconjunt borrds

Donat o€ [0,1], definim el conjunt de nivell o o o -tall d'un
subconjunt borrés A del referencial E amb funcié de pertinenca
LA, com el conjunt nitid Aq format per tots els elements d'E que
tenen un grau de pertinenga a A superior o igual a o. Es a dir,

Ag={x € B/ pX(x) 2 o }

[2.24]

Observem que per 00=0 es verifica que A¢=E.

Per exemple, si A és el subconjunt borrés de R que té per funci6

de pertinenga

pa(x)= el x|

llavors els seus Ot-talls Ay seran:

a) Si O< o<1

Ag={x€R/pAR) 2 a} = {xeR/ e > a}={xeR /-Ixl 2 Lno}

= {xeR /x| € —Lnot}=[ Lna , -Lno(]

b) Si a=0

c) Si o=1

Ao'—"R

Aj={xeR /eX=1} ={x eR / -IxI=0} ={1}.

-

~

A (x)

02

& Fol

In(0'2) [0 In02) 3 4 s

Fig. 2.5 Exemple dels o-talls
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Si en la definicié d'ct-tall la desigualtat €s estricta, direm que €s
un o-tall estricte i el representarem per Atg. Es a dir,

A+q={xe E/LA(x)>0} [2.25]

PROPOSICIO 2.2. «Els o-talls {Aq}ae[0,1] del subconjunt borrés
A verifiquen

1) Sio=pi() = xe€ Ag, 2 a>0 = AgDAg
3) Aqn Ag'=Ag"  on 0= max{c, o'} »
Demostracio:

1) Es ilﬁmediata per la definicié d'oi-tall.

2) Si xe Ag' = MA(x)2 a'. Com que per hipdtesi o'> O
tindrem, WA (x) = O. Llavors sera xe Ag,.

3)Sixe AgNAg © x€eAgixeAy ©@ BAE) = o i
HAGK)2 o & HAKX) 2 max{o, a'}=0" & xe Ag". ¢

PROPOSICIO 2.3. «Si Ai B sén dos subconjunts borrosos d'un
referencial E, llavors Voe [0,1] es verifica:

1) ACB & Ag & Bg 2) A=B & Ag=Bg »
Demostracio:

1) Suposem que existeix un o' tal que Aqg' € By, llavors
existeix x'eE tal que xX' € Ag'i x'e By'1, per tant, U3 (x" )20’ i
MB(x")<a'. En conseqiiéncia, UB(x')< MA (x'), que és una
contradicié amb la hipdtesi que AS B .

Suposem ara que A € B, aleshores existira un x'c€ E tal
que RBE)<MAX). Sigui PA(x')=at', per tant x'e Ag'i x'¢ By,
és a dir, existeix un ¢' tal que no verifica Aa C Bq.

2) Es una conseqiiencia immediata d'l) i del fet que
=B és equivalent a ACB i BSA o
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2.2 OPERACIONS AMB SUBCONJUNTS BORROSOS

2.2.1 INTERSECCIO DE SUBCONJUNTS BORROSOS
1) Definicié d’interseccié

Siguin A i B dos subconjunts borrosos d'un referencial E, amb
funcions de pertinenga WAi UB, respectivament, i T una t-norma.
Definim la interseccié dAiB com el subconjunt borrés ¢ amb funcié
de pertinenga

HCx)=THA(x), UB(x)) [2.26]

Aixi, doncs, tota interseccié entre subconjunts borrosos queda
definida a partir d'una t-norma. Per tant, podem definir infinites
interseccions diferents, atés que hi ha infinites t-normes.

Fem notar que cada interseccié complira diferents propietats que
dependran de la t-norma que la defineix.

2) Exemples d’interseccions

Donem a continuécié, com a exemple, les interseccions definides a
partir de les t-normes [1.26], [1.28] i [1.29]:

a) Producte algebraic: C=An B
Vx€E, UG(x)=P(UA (x), LB(x)) =PA(X) KL B(x)
b) Producte acotat: C= Ay B
VxeE, NE(x)=T«((HA (x), LB(x))=max{LA(X)+ME(x)-1, 0}
¢) Producte drastic: C= A3 B

pA(x) si pgx)=1
VxeE, pg®)=Taua(®), k@) ={ pg® si pz(x)=1
0 altrament
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3) Interseccido de Zadeh

D'entre les infinites interseccions possibles, mereix una especial
atencié la definida a partir de la t-norma de Zadeh.

TEOREMA 2.1. «L'aplic&cid A: [0,11x[0,1] — [0,1] definida per

UA)AUB(x)=min{LA(X), LB(X)} és una t-norma, que es coneix
per t-norma de Zadeh.»

Demostracié: La subdividim en quatre parts, provant que
é€s monodtona creixent, commutativa, associativa i que existeix
I’element unitat.

1) MONOTONA CREIXENT. Per a tot LA(X), LA(X"), LB(X) i
UB(x') de l’interval [0,1] suposem que

HAK) SpPAKK) 1 MB() <pB(x')

llavors caldra veure que |
min{UX (0, BEO) < min{uE () , PEC))

Considerem els quatre casos segiients:
1) MAM) SPE®) i REE) SPBK)
Per tant, | |
min{pA(X), MB(x)}=HARK) i min{pAKX"), PB(x)}= HA(X")
Com que per hipotesi WA (X) < MA (x'), tindrem

min{ LX), UEX)} < min{pE(x), LEE"}.

1b) pAG) <P | PEK) < HAG)
Per tant, |

min{PAC), BE(O)= HA®) i min{uE (), pEC)}= HEKX)
Com que per hipdtesi LA(X) £ UB(X) < HB(X'), tindrem

min{pA(x), HB(X)} < min{pAX"), LB(x)}.



38

FONAMENTS DELA M. BORROSA

le) WB() SHAK) i MAK) < HB(x")
Per tant, | B

min{PEG), PECO}= PE®) i min{RAGK), HEG)}= HAK)
Com que per hipdtesi uﬁ(x) < HAR) éu;&(x‘), tindrem

min{{A (x), LB(X)} < min{pAKX"), LB(x)}.

1.d) pB(x) SpAKX) i WBK) SHAKX)

Per tant,

min{pE), LEX}= pEx) i min{uAK), pEG))=E(x")

- Com que per hipotesi UB(x) < HAR) € uB(x"), tindrem

min{{LA (x), HE(X)} < min{MAX"), LB(x"}.

En conseqiiéncia, per 1l.a, 1.b, 1.c i 1.d, queda probat que
I’aplicaci6 A és monotona creixent.

2) COMMUTATIVA. Per a tot HAX) i LB(X) de l’intervai [0,1]
tindrem que -

min{ PAx), BEX) } =min{ PEx), RAX) }.

3) ASSOCIATIVA. Per a tot LAKX), HLBX) i LK) de
I’interval [0,1] haurem de provar que

- min{ UA(x), min{ PBX), UCX} } =
' = min{ min{PA(x), LBX)}, UC(x)}

Considerarem les sis possibilitats segiients:
3.2) RAX) SPBG) SUS(x)  3.b) BAK) < UEX) <HB(x)
3.0) LB SPAM SPEx)  3.d) BB < UEGS HA(X)
3.6) REX) SHAM SUE) 3.0 RE® <PEE) <A (x)
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Demostrem tnicament, per exemple, la 3.c), perque les
restants es fan de la mateixa manera:

min{pPARX), min{LEX), BT} = min{ PAR), REX) }= HE(X)
D’altra banda,

min{min{nA(x), LX)}, pEE)}=min{ pEx), LEX)}= uB(x)

4) EXISTENCIA D’ELEMENT UNITAT. Existeix la funcié de
pertinenga del referencial E, UEg (x)e[0,1], tal que per a
tot LA(x)e [0,1] es verifica que

min{pA(x), HE(X)} = min{pA(x), 1} =pA (x). +

DEFINICIO D’INTERSECCIO DE ZADEH. Siguin A i B dos
subconjunts borrosos d'un referencial E, amb funcions de pertinenca
LA i UB, respectivament, i sigui la t-norma A. Definim la interseccio

de Zadeh dels subconjunts borrosos A iB com el subconjunt borrds
C=ANB amb funcié de pertinenga

VxeE, PEX)= BABX)= RARAUE() [227]

0 5 10 15 20

Fig.2.6 Interseccié6 de dos subconjunts borrosos |
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4) Intersecci6 de Zadeh en el cas infinit

A partir de la propietat associativa es pot definir la interseccié de
Zadeh d'un nombre finit de subconjunts borrosos, és a dir si Aj,
A2,...Ap s6n n subconjunts borrosos d'un referencial E, aleshores
tindrem per a tot xeE,

UEE)= UA1nK2n. An ()= LA1COARAGOA . ALER(X) [2.28]

Cal observar que en el cas d’un nombre infinit de conjunts
borrosos aquesta definicié pot deixar de tenir sentit, atés que el
minim no té perqué existir. Aixi, per exemple, si suposem els
segiients subconjunts borrosos Ax amb funcié de pertinenca

HEG0= L

llavors el min{Ma(X)}=min{1,1/2,1/3,...} no existeix.

Aquest fet ens porta a una nova definicid, sensiblement diferent,
d'interseccié en el cas infinit.

NOVA DEFINICIO D’INTERSECCIO DE ZADEH. Donat un nombre
infinit de subconjunts borrosos ‘KB d'un referencial E, amb funcions
de pertinenga WAR, anomenen interseccid de Zadeh dels subconjunts

borrosos Ag el subconjunt borrés C=MAg amb funcié de pertinenga

K C(x)= inf{nAp(x)} [2.29]

TEOREMA 2.2. «La interseccié6 de Zadeh és [’inica que és
idempotent. Es a dir, donada una tnorma T idempotent i dos
subconjunts borrosos A i B d'un referencial E, amb funcions de
pertinenga [Ai IR respectivament, qualsevol interseccié C que
té per funci6 de pertinengca UC(x)=T(ULA(x), UB(x)), verifica que
UC(X)=UAKIAUB(X).»

Demostracié: Es immediata per al Teorema 1.2, que
provava que la t-norma del minim de Zadeh era 1'idnica
idempotent. ¢
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2.2.2 UNIO DE SUBCONJUNTS BORROSOS
1) Definicié d’unié

Siguin A i B dos subconjunts borrosos dun referencial E, amb
funcions de pertinenca WAi WB, respectivament, i S una t-conorma.
Definim la unié dA i B com el subconjunt borrés C amb funcié de
pertinénga

1 C(x)= S(RA(X), LB(X)) [2.30]

De la mateixa manera que en la interseccid, perd ara utilitzant les
t—conormes,v la unié entre subconjunts borrosos queda definida a
partir d'una t-conorma. Podrem definir, en conseqiiéncia, infinites
unions diferents. '

2) Exemples d’unions

A titol d'exemple, donem a continuacié les unions definides a
partir de les t-conormes [1.45], [1.47] i [1.48].

a) Suma algebraica: C= Au B

Vx€E, Po()= SuAX), KE())= RAG)HIE(X)-BA(X) -1 B(x)
b) Suma acotada: C=AW, B |

Vx€E, Hcx)=S«((LA(X), UB(X))= min{UAX)+UE(x) ,1}
¢) Suma dristica: E=‘KU3§

HRG) si pE(x)=0
VxeE, pe®)=Sduz®), np(x)={ py®x) si pi(x)=0

1 ~ altrament

3) Unié de Zadeh

D'entre totes aquestes infinites unions mereix una especial
atencié la unié definida a partir de la t-conorma de Zadeh.
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TEOREMA 2.3. «L'aplicacié v: [0,1]x[0,1] — [0,1] definida vper
HA(X)VUB(x)=max{UA(X), UB(x)} és una t-conorma, que es coneix
per t-conorma de Zadeh.» |

Demostracisé: Les propietats de 1) Monotona creixent, 2)
Commutativa i 3) Associativa es demostren de la mateixa
manera que en el Teorema 2.1 de la t-norma de Zadeh. Ens
falta provar 1’dltima propietat:

4) EXISTENCIA D’ELEMENT UNITAT. Existeix la funcié de
pertinenga del conjunt buit @, Pg(x)e [0,1], tal que per a
tot LA(x)e [0,1] es verifica que

max{LA(X), Ng(x)}= max{LA(x).0}= PA(X). «

DEFINICIO D’UNIO DE ZADEH. Siguin A i B dos subconjunts
borrosos d'un referencial E, amb funcions de pertinengca LWAi UE,
respectivament, i sigui v la t-conorma. Definim la unié de Zadeh del
subconjunts borrosos A i B com el subconjunt borrés C=AuBamb

funcié de pertinencga

VxeE, UEX)= RALB(X)= LAK)VUE(X) [2.31]

" - N

0 o 10 BT 20

Fig. 2.7 Unié de dos subconjunts borrosos
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TEOREMA 2.4. «La unié de Zadeh és l'vnica que és idempotent.
Es a dir, donada una t-conorma S idempotent i dos subconjunts
borrosos Ai B .d'un referencial 'A_E, amb funcions de pertinenga
MAi W B resp., qualsevol uni6 C amb funcié de pertinenga
UC(x)=S(LARX), UB(x)), verifica que PC(X)=HAX)VUB(X).»

. Demostracié: Es immediata pel Teorema 1.4, que prova que
la t-conorma del minim de Zadeh és I’inica t-conorma
idempotent. ¢

2.2.3 COMPLEMENTARI D’UN SUBCONJUNT BORROS
1) Definicié6 de complementacié

Sigui A un subconjunt borrés d'un referencial E, amb funcié de
pertinenca WA i sigui N una negacié. Definim el complementari d'A
com el subconjunt borrés C amb funcié de pertinenga

U E(x)=N(UA(X)) - [2.32]

TEOREMA 2.5. «L'aplicacié (‘):[0,1] — [0,1] definida per LA"(X)=
1-RA(X) és una negacid, coneguda per negacié de Zadeh.»

Demostracié: Provarem els tres apartats segiients:

‘1) COMPLEMENTARIS DEL BUIT 1 DEL REFERENCIAL:
L (x)=1-pgx)=1-0=1 , Ue(x)=1-pE(x)=1-1=0
- 2) MONOTONA DECREIXENT:
VUAR), BAX)e [0,1] tal que PA(X)<PA(x),
es verifica -HARX) 2-HAKX) &
& 1-pAR) 2 1-pAK) <& HX‘(X) 2 HA(X")

3) INVOLUTIVA: | | |

VuA()e[0,1],  PA)=(1-pA (x))'=1-(1-RA (X))=p} (x). ¢
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2) Complementari de Zadeh

Sigui A un subconjunt borrés d'un referencial E, amb funcié de
pertinenga WA sigui la negacié (). Definim el complementari de
Zadeh del subconjunt borrds Z_com el subconjunt borrés A' amb
funcié de pertinenga |

ux-tx>=1-uxtx) 3
—_—
0.8}
0.6}
0.4}
0.2}
0 5 10 15 20

Fig. 2.8 Complementari d’un subconjunt borrés

2.2.4 INTERSECCIO, UNIO i COMPLEMENTACIO DE ZADEH

Exposem ara algunes propietats relacionades amb aquestes tres
operacions de Zadeh, efectuades amb conjunts borrosos:

TEOREMA 2.6. «La complementacié de subconjunts borrosos
compleix les segiients propietats lligades amb la interseccié i la
unié, conegudes com lleis de Morgan: ». Es a dir,

1) El complementari de la interseccié és igual a la unié dels
complementaris,

(ANB)'=A'UB' | [2.34]

'2) El complementari de la unié és igual a la interseccié dels
complementaris,

. (AUB)'=A'NB' [2.35]
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Demostracio:

1) COMPLEMENTARI DE LA INTERSECCI(): (A~B)'=A"UB'

Observem en primer lloc que donats dos elements a i b
qualsevols de l'interval [O,l] es verifica

1- min{a, b} = max{1-a, 1-b}
Si suposem que MA (X) < UB(x), obtindrem
HAANBYy(x) =1-K(A ~B)(®) =1-min{pA(x), LB(x)} =
= max{1-pA(x), 1-uB(x)} = max{pAx), LB ()} = LAUB'(X).

2) COMPLEMENTARI DE LA UNIO: | (AUB)'=A'nB'

Com que també es verifica
1- max{a, b} = min{1-a, 1-b}

la propietat del complementari de la unié es demostra de
la manera similar al cas anterior. ¢

Notem que aquestes tres operacions amb subconjunts borrosos no
compleixen les mateixes propietats que les dels subconjunts
ordinaris, perqué en el cas borrés no es verifiquen els principis de
no contradiccio i del ter¢ exclos:

~

An & 20 i Au A =E | [2.36-37]

Per exemple, prenent el referencial E={xi, x2, X3, x4, X5, X6} 1 el
subconjunt borrés |

A= 0°1/x1 + 0°7/x2 + 073/x3 + O;IIX4 + 0/x5 + 079/x¢
el complentari sera ,
A'=0"9/x1 + 0°3/x2 + 0°7/x3 + 0°9/x4 + 1/x5 + 0"1/x6.
Aleshores, tindrem que
ANA=0"1/x1 + 03/x2 + 073/x3 + 0°1/x4 + O/x5 + 0'1/xg # @

AUA=0"9/x1 + 0"7/xy + 077/x3 + 0°9/x4 + 1/x5 + 0°9/xg =E
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La representacié grafica dels quatre conjunts borrosos anteriors
ve expressada per les figures segiients: .

Va v ™\ - ™
14 IJ«K(X) r 1 HA(X)
09 09
08+ 08
U 2 S— ‘ | o7
064 " 06
05+ 05
0‘4]- 074+
(030 1 — 0734
o2] o2
(0 TN ISP, - W . S— 0°'1-
] B4 @ # b & E &= 3 K o3 E3 E E
0 ' 0
N X; X2 X3 X4 X5Xg J \ X] X2 X3 X4 X5Xg )
Fig.2.9 Subconjunts borrés A i el seu complementari, A'
- N
( 1 4 Ha(x) 1 HA(X)
094 0794
08+ 08,
07+ 07+
06+ 0°6 4
0’54 075-
04T : 0’4+t
g . 034
024 02
(0 1 [ ISR - T - S S— - 0’14
—— = S E @& K 39 B S ES E
5 v 5 . -
k X1 X2 X3 X4 X5 Xg J _ X1 Xy X3 X4 X5X6J

Fig.2.10 Subconjunts borrosos AnA'i AUA’

ESTRUCTURA DE RETICLES . |

TEOREMA 2.7. «La terna (P(E), N, U) té una estructura de reticle
distributiu 1 no complementari.»

Demostracié: L’efectuarem amb els sis passos segiients:

5 LATICE THEORY. American Mathematica]. Society Colloquium Publications,
XXV. 1967.
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1) IDEMPOTENCIA: |
a) VAe E(E),' com que UA~AX)=UAX)AMA(X)=HA(x) sera
| AnA=A
b) VA€P(E), com que PALAX)=HAx)VHAx)=IA(x) tindrem
' K v :5; =A
2) COMMUTATIVITAT:
a) Per definicié6 de t-norma, AnB=Bn A
U U

b) Per definicié de t-conorma, A

3) ASSOCIATIVITAT:
a) Per definicié de t-norma, An BN C)=4 NEB N )

b) Per definicié de t-conorma, Au (Bul)=Au B uUd)

4) ABSORCIO:
a) Es verifica que A N (A UB)=A.
En efecte, si LAX)SUB(X), aleshores tenim [ (A~(AUB))(X)=
=HAR)ARAUBR)EMAG)AMAR)Y IB(x))=MAx)AMBO=RA).
b) Es. verifica que A u (A NB)=A.
La demostracié és similar al cas anterior.
5) DISTRIBUTIVITAT:
a) Es compleix que An (BuB)= (AnB)UANC)
b) Es compleix que Au (B N C)=(AUB)NAUDT)

En ambdds casos la demostracié és trivial.

6) NO COMPLEMENTARIETAT:
a) El conjunt I;(E) no té element nul
b) El conjunt E(E) no té element universal

Per demostrar que no €s un reticle complementari farem
servir un contraexemple, provant que, donats dos
subconjunts borrosos, la interseccié amb els seus
complementaris no déna el mateix conjunt borrés.
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Sigui el referencial E={x1, X2, X3, X4, X5, X6} i els dos
subconjunts borrosos '

A= 0°1/x{ + 07/xy + 073/x3 + 0°1/x4 + O/xs + 0°9/x
B =02/x1 + 08/x2 + 04/x3 + 03/x4 + 0°5/x5 + 1/xg
Aleshores, els seus complementarié seran

A'= 0°9/x1 + 03/x2 + 077/x3 + 0°9/x4 + 1/x5 + 0"1/x¢
B' = 0°8/x1 + 072/x2 + 0°6/x3 + 0"7/x4 + 0°5/x5 + Olxg

Formem les interseccions amb els seus complementaris

>l

N A'=0"1/x17 + 073/x2 + 073/x3 + 0°1/x4 + O/x5 + 0°1/x¢
BAB'= 02/x1 + 0°2/x2 + 04/x3 + 0°3/x4 + 0°5/x5 + 0/xg

Observem que resulta A NA'#BnB. e

OBSERVACIONS:

Recordem que les idniques t-normes i t-conormes que verifiquen
la propietat d'idempoténcia sén les de Zadeh. Per tant, l'estructura
algebraica formada per la interseccié i la unié de Zadeh és l'inica
amb estructura de reticle. |

Fixem-nos també que la terna formada pel conjunt de les parts
borroses, el producte acotat i la suma acotada, (P(E), n3, u2), no té
estructura de reticle. No obstant, es verifica el principi del terg
exclos i el principi de no contradiccid, és a dir,

AmA=@ i AUy A'=E
En efecte, anomenant C=A ~ A' i D=A Uz A’ tenim que
VxeE, U¢x)= OV(LA X)+uA(x)-1)= OV(ULA (X)+1—HA (x)-1)= 0v0=0

VxeE Hp(X)= IA(MA X)+PAGEN=1A(UA X)+1-UA (x))=1Al=1.
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TEOREMA 2.8. «Si A i B sén dos subconjunts borrosos d'un
referencial E i o0 és qualsevol valor de l'interval [0,1], llavors es
compleixen les tres propietats segiients:

1)(AﬁB)a=AdﬁBa 2)(AUB)a=AaUB(x
3) (Ao = (A*1-a)) »

- Demostracio:

1) INTERSECCIO:
Sigui x€ (ANB)g < UAAB(X)200 & PAXIAUB(R)ZO &
& UAX)IZa i MB(Xx)200 & xX€Aqg i x€éBg &
& xeAgn Bg.

2) UNIO: .
Sigui xe (AUB)q & HAUB(X)20. & PARX)VUB(X)20 &
& HAX)20 o UB(x)200 & x€Ag 0 X€ By &
& xeAgquUBg. ‘

3) COMPLEMENTACIO:
Sigui x6(A")g © UA'KK)20 & 1-PAX)20 <
< HAX)SI-o0 & x2Atl.aq) © x€(Ata.g)). ¢

2.3 REPRESENTACIO D'UN SUBCONJUNT BORROS
MITJANCANT ELS SEUS O-TALLS

Anem a veure a continuacié que un subconjunt borrés queda
totalment determinat si es coneixen tots els seus O.-talls.

Subconjunt borrés d’un o-tall

Donats els o-talls Ag del subconjunt‘borrés A, definim per a
cadascun d'ells el subconjunt borrés Ay amb funcié de pertinenca

B Aa(x)=0"pAo(X) [2.38]
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on LAq(x) és la funcié caracteristica del subconjunt nitid Ag, €s a
dir, la funcié definida per o
f 1 sixeAg

”A“(x)=\ 0 sixeAg

Exposem a continuaci6 el segiient TEOREMA DE DESCOMPOSICIO:6

TEOREMA 2.9. «Donat un subconjunt borrés A d'un referencial E
i si tenim en compte les notacions de la definicié anterior, es
verifica:

K=Uza . »
odo. ] obé  pxE)= sup|up ®)/ee[0, 11} >

Demostracio:

Donat un element qualsevol x€ E, existeix un element
ae [0,1] tal que HA(x)=a. Llavors podem escriure:

sup{ u;a(x) / ae[0, 1] }:
= max { Asup{ u;a(x) / o€ [0, a] }, sup{ uxa(x) [/ aela, 1] ” :
Considerem els dos casos segiients:
a) Si oce(a,l] = a<0= Ua(X) < 0= xgAg = uga(x)=0
b) Si oce[O,a] = a20= UA(X)Z A =xeAy = p;a(x)=oc '
Aleshores,
sup| px (x) / ae[0, 1] |=
= max { sup{ o/ oel0, a] \}, sup{O}} = max {a, O} = UA(X)

que €s el que voliem demostrar.

Com a EXEMPLE, considerem el referencial E={a, b, ¢, d, 'e} i prenem
el subconjunt borrds A =0.2/a + 0.4/b + 0.6/c + 0.8/d + 1/e.

6 SAKAVA (1993), Pag.16.
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Els a-talls Ay del conjunt borrés A sén:
Ago= {xeE/ pA(x)202}= {a, b, ¢, d, ¢}
Aga= {x€E / pAx)20.4)= {b, c, d, ¢}
Ag6= {x€E / pEA(x)20.6}= {c, d, ¢}
Aos= {x€ B/ pAX)=0.8}= {d, e}
A1= {x€E/ pARX)21}= {e}
que també podem expressar amb la notacié
Ago=1/a + 1/b + 1/c + 1/d +1/e
Apa=0/a + 1/ + 1/c + 1/d +1/e
Age=0/a +0/b+ 1/c + 1/d + 1/e
Aogg=0/a + 0/b + 0/c + 1/d + 1/e
A1=0/a + 0/b + O/c + 0/d + 1/e

En conseqiiencia, les funcions de pertinenga dels subconjunts
borrosos Agy seran:

UAo.2(x)=0.2 1A 0.2(X) M A0.4(x)=0.4-lL A0.4(x)

~ N\ - .

( A nap.2(X) ( | MA0a(®)

08T 0.87T

0.6+ 0.6 +

0.4+ 0.4

0.2 —risanns . 0.2 -

B3 3 o B E
0 , 0

_ a b ¢ d e J

Es a dir, obtindrem les funcions de pertinenga
HAp.2(x)=0.2/a + 0.2/b + 0.2/c + 0.2/d + 0.2/e

HAo.4(x)= 0/a + 0.4/b + 0.4/c + 0.4/d + 0.4/e



52

FONAMENTS DELA M. BORROSA

De la mateixa manera,

1Z0.6(x)=0.6-1A0.6(x)= O/a + O/b + 0.6/c + 0.6/d + 0.6/

WA0.8(x)=0.8-1A0.8(x)= 0/a + O/b + O/c + 0.6/d + 0.6/e

~ N o~ )
1__HA0_6(X) w . 1__”AO.S(X)
08t 0.8
0.6 1
0.4+
02T
o 1 . E
O 1 he A )
\ a b c )
Finalment,
HA1(x)=1-pA 1(x)= O/a+ 0/b + O/c + 0/d + 1/e
~ N ~ )
(" ) Ha1(x) 1 HA(X)
08T 0.8
0.6 1 0.6 1
0.4+ 0.4 1
02T ' 0.2
[ [l y 2 = E
0 = i - i i _0
9 a b c d e )
Fent la seva uni6, ens quedara la grafica superior dreta; és a dir,

el conjunt A. En efecte,

U Ag=0.2-Ag, U 0.4-AgqU 0.6 AgsU 0.8-Agg U 1-Aq=

= (max{0.2, 0, 0, 0, 0}/a + (max{0.2, 04, 0, 0, O})/b +
(max{0.2, 0.4, 0.6, 0, 0})/c +(max{0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0})/d +

+ (max{0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1})/e =
= 0.2/a + 0.4/b +0.6/c +0.8/d +1/e = A.
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2.4 SUBCONJUNTS BORROSOS CONVEXOS

a) Definici6 de subconjunt borrés convex. Considerem el
referencial dels nombres reals R i premem un subconjunt borrés A
d'R amb funcié de pertinenga WA Direm que A és un subconjunt
borrés convex si i només si tots els seus G—talls {Ag}oe[0,1] S6N

conjunts convexos en el sentit de la definicid de 1'Annex A.

o LA

=
>1
9

j

0N

P\
Xl X=(1-7\.)°X1+7»'X2 » X2

Fig.2.11 Subconjunt borrés no convex

b) Caracteritzacio dels subconjunts borrosos convexos.
Exposem i demostrem el segiient teorema de caracteritzacié:

TEOREMA 2.10. «El subconjunt borrés A és convex si i sol si,
Vx1,x2€R i VAe[0,1], es verifica:

RAA-x1+(1-A)-x2] 2 min{PHA(X1), LA(x2)} [2.39]

- Demostracio:

1) Suposem en primer lloc que A és convex. Llavors
donats dos elements xj, x2 qualssevol d’R, considerem,
sense perdre generalitat, que O=pHA(x1)SUA(X2).

Per tant, x1,X2€ A, Atés que Ay €s convex, es verifica
que A-x1+(1-A)-x2€ Ag , i per tant,

MA [A-x1+(1-3)-x2] 2 O = LA(X1)= min{LA(x1), LA(X2)}.
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2) Considerem ara la hipotesi, Vxj,x2€R i Ve [0,1],
UA[A-x1+(1-R)-x2] 2 mi’n{MK(Xi), wx2) }.

Aplicant la definicié: d'oi-tall, Vx1,x2€ A es verifica
MA(X1) 200 i també PA(x2)> o. Per tant, VAie [0,1] tindrem

LATA-x1+(1-A)-x2] = min{ L&D, A (x2)} = min{o;, o}= o

Consegiientment, A.x1+(1-A)x2€ Ag. Llavors Ag és convex
Voe [0,1]. Finalment, concluim que A, és convex. ¢

2.5 PROPIETATS SEMANTIQUES DELS SUBCONJUNTS
BORROSOS

Donat un subconjunt borrés A definit per un predicat vague ﬁ(x)
modelitzat per la seva funcié de pertinenga WA volem definir un
altre subconjunt borrés B, a partir de la funcié de pertinenca del
primer, que ens permeti donar un predicat vague del segon.

Considerem, per -tant, A un subconjunt borrés d'un referencial E
Podem establir les segiients definicions:

2.5.1 Translaciéo. Anomenem translacio de valor L (L#0) d'un
subconjunt borrés A el subconjunt borrés B que té per funcié de
pertinenga

BB(x) = LA(X-L) [2.401

Si L>0 parlarem de translacié a la dreta del subconjunt borrds A,
i, logicament, si L<0 direm que €s una translacio a l'esquerra.

2.5.2 Compressio. Anomenem compressio de raé k (k>1) d'un
subconjunt borrés A el subconjunt borrés B amb funcié de
pertinenga

LB(x) = [HA (x)]k [2.41]
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c) Dilatacié. Anomenem dilatacié de raé k (0<k<1) d'un
subconjunt borrés A el subconjunt borrés B amb funcié de
pertinenga |

LB(x) = [WAX)IK [2.42]

Supdsem, per EXEMPLE, el referencial R dels nombres reals i
considerem el subconjunt borrés A={xeR / x és proper a 0},

expressat mitjancant el predicat vague P(x)="ser proper a 0”.

Entre altres possibilitats, podem modelitzar aquest subconjunt
borrés a partir de la funcié de pertinenga W A(x)=1/(1+x2). Notem
que obtindrem els valors (0, 1), (%1, 0.5), (2, 0.2), (%3, 0.1), etc.,
que indiquem en la figura segiient.

Una translacié a la dreta de valor L=3 donard el subconjunt
borrés Bi amb funcié de pertinenga PB1(x)=1/[1+(x-3)2], que tindra
com a predicat vague Pj(x)="ser proper a 3". Es a dir, |

Bi={xeR / x és proper a 3}

r

>

Fig. 2.12 Translacié amb L=3

Una compressié de rad k=2 donara la funcié de pertinenca:
UB2(x) = [1/(1+x2)12 = 1/(1+x2)2

que tindrd com a predicat vague P(x)=“ser molt proper a 0", per
~la qual cosa ens resultard '

Br={xeR/ x és molt proper a 0}
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A partir de la taula de valors (0, 1), (1, 0.25), (#2, 0.04), etc.
podem dibuixar la nova funcié de pertinenga

r ™

Fig. 2.13 Compressié amb k=2

Finalment, una dilatacié de radé k=0.5 ens donard la funcié de
pertinenga WB3(x)= [1/(1+x2)]10-3= 1/(1+x2)0:5 que tindra com a
predicat vague P3(x)="ser una mica proper a 0”. El nou subconjunt
borrés sera, doncs, |

Bs={xeR / x és una mica proper a 0}

Amb els valors (0, 1), (£1, 0.7), (2, 0.44), (43, 031), etc. ens
resulta la funcié de pertinenga

4 )
- R.
\_ J/

Fig. 2.14 Dilatacié amb k=0.5
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2.6 DISTANCIA ENTRE SUBCONJUNTS BORROSOS
a) DEFINICIO DE DISTANCIA

Donat un referencial E, una distancia d definida en el conjunt
P(E) és qualsevol aphcacm _
d: P(E)XP(E) - R
(A,8) — d(aB)
on el valor d(A, B) rep el nom de distancia entre els subconjunts
borrosos AiB, que verifica els segiients axiomes’ :

o~ o~

1) POSITIVITAT: VABeP(E),

d(A, B)20 [2.43]

2) IGUALTAT:

SiA=B = d(A, B)=0 [2.44]

3) COMMUTATIVITAT: VA BeP(E) ,

d(A, B)=d(B, A) [2.45]

L

4) ASSOCIATIVITAT: VABCeP(E) ,

d(A, B) <d(A,C)+d(C, B) [2.46]

~ b) DIFERENTS TIPUS DE DISTANCIA

1) Distancia meétrica. Una distancia d direm que és una distdncia
métrica si compleix la segiient propietat:

5)| dAB)=0 = A=B|  [247]

7 DE LUCA-TERMINI (1972)
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2) Distancia de Minkowski. Anomenem distancia de Minkowski
entre els subconjunts borrosos AiB, i la representem per dx(AB),el

nombre real donat, segons els casos, per: -

- Si E és un referencial finit, E={x1, X2, X3...Xp-1, Xn}, VA#0,AeN :

/A
:l [2.48]

~~ [&
dr(A,B) = [ D A - npe | *

i=1

- Si E és un referencial infinit numerable E={x1, x2,... Xn-1, Xn,... },
VA#0,Ae N, i sempre que la série segiient sigui convergent:

N oo 1/A
dia(A, B) = l: 2 | LA G - RGP | )‘:] [2.49]

i=1

- Si E és el referencial dels nombres reals R, VA#0,AeN, i sempre
que l'integral impropia segiient sigui convergent: '
1/A

—+oo

dr(A, B) = f |MEG) - HFE | dx [2.50]

-co

Es pot comprovar facilment, observant que es compleixen els 4
axiomes de definicid, que és una distancia en P(E) l'aplicacié: ‘
dy: P(E)XP(E) - R

~ e

(A.B) — d\(AB)

Hem de dir que, en general, la distancia de Minkowski no és una
distancia metrica. En efecte, només cal considerar, en el referencial
R, els subconjunts borrosos A i B definits per les seves funcions de

pertinencga:

. | . si 0<x<2
% si0<x<2 :
Uy (x) = ax) = L | x=2
A altrament Hp 2
0 altrament
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Representem graficament les dues funcions de pertinenga:

([ 1] HB(%)

a8 -
1] HA(X)

., R
3
J
Fig.2.15 Funcions de pertinenga
Observem que com que WA (2)#HB(2) és evident que A= B, i no
obstant es verifica que
/A ) 1/A

(L--X—)* dx | =0

' 2
d:(AB) = f |pAG) - pp@ |t dx | = [
0 0 2 2

3) Distancia de Hamming. Anomenem distancia de Hamming
entre els subconjunts borrosos AiB a la distincia de Minkowski per

A=1, és a dir:

- Si E és un referencial finit, E={X1, X2, X3 .. Xn-1, Xp}, tenim:

4,(AB) = 3 |naey) - nEp |
[2.51]

i=1

- 8i E és un referencial infinit numerable, E={x{, x2,...xp-1, Xp, .. }, 1

sempre que la série segiient sigui convergent:

—~ o~ +m
d(AB) = T Inaxp - e |
[2.52]

i=1
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- Si E és el referencial dels nombres reals R i sempre que
I'integral impropia segiient sigui convergent:

d,(AB)= f | MR (X) - 0| dx

[2.53)

4) Distancia euclidiana. Anomenem distincia euclidiana entre
- els subconjunts borrosos AiB la distancia de Minkowski per A=2.

- Si E és un referencial finit E={x{, X2, X3.. Xn-1, Xn } :

dz(x,ﬁ) = /\/ HZ (A - HEEDY
» i=1

[2.54]

- Si E és un referencial infinit numerable E={x1, X2,... Xn-1, Xn, ... } 1
sempre que la série segiient sigui convergent:

—~ +m
d,(AB) = 4/ 3 (e - By
E i=1

i= [2.55]

- Si E és el referencial dels nombres reals R i sempre que
l'integral impropia segiient sigui convergent.

d,(AB) = /\/ f ( MA®) - PEe) ) dx

- ' ' [2.56]

¢) DISTANCIES RELATIVES. Anomenem distancia relativa entre
els subconjunts borrosos Ai B el valor de la distincia definit en
l'interval [0,1]. Segons els tres casos del referencial, tenim:

- Si E és un referencial finit E={x1, X2, X3 ..Xp-1, Xpn },

D. relativa de Minkowski: | 5,(A, B) =—%7{.dx(K, B) [2.57]
: n
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D. relativa de Hamming: | 51(A,B) =L.di(A, B)|  [2.58]
» n

D. relativa euclidiana: 87_(:&, ﬁ) 2(X, ﬁ) [2.59]

=L
—VF'd

- Si E és el referencial dels nombres reals R i si els subconjunts
borrosos A i B tenen suport acotat, en aquest cas, les distancies
relatives es defineixen a partir de l'interval [a, b], definit com el
minim interval tancat d'R tal que

supp(A) u supp(B) <[a,b] - [2.60]

En aquest cas les tres distancies relatives resultants son:

D. relativa de Minkowski: | 8,(A, B) = —L—d (A, B) [2.61]
(b_a)l A

D. relativa de Hamming: 81(X, ﬁ) =E-1——.d1(x, IAB') [2.62]
-a

D. relativa euclidiana: | 53(A,B) = —L—dy(A, B)|  [2.63]

Vb-a

2.7 MESURES DE BORROSITAT O D’ENTROPIA

a) DEFINICIO D’ENTROPIA

Per tal de formalitzar de manera apropiada la idea de desordre
d'un subconjunt borrés, definirem el concepte d'entropia d'una
manera  axiomatica.

D’aquesta manera, anomenem entropia a tota aplicaci6 del tipus
B:P(E) - R
A - pla)

‘que verifica les quatre condicions segiients:
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1) ELS SUBCONJUNTS NiTIDS TENEN ENTROPIA ZERO:

B(A)=0 « Aésnitid |  [2.64]

2) LA MAXIMA ENTROPIA ES DONA QUAN LA INCERTESA ES MAXIMA:

VxeE, B(A) té un Gnic maxim quan pi(x)=1/2 | [2.65]

3) EL SUBCONJUNT BORROS A SERA MES BORROS QUEEL B SI, VxeE:

HEG) SHAR) quan PE() 212

HE(X) 2 pA(X) quan pR(x) £1/2 [2.66]

4) UN SUBCONJUNT BORROS I EL SEU COMPLEMENTARI, TENEN LA
MATEIXA ENTROPIA:

B(A) = B(A) [2.67]

Diem, finalment, que al nombre real B(X) li direm entropia del
subconjunt borrés A. ’

2.7.2 DIFERENTS CLASSES D’ENTROPIA

1) Entropia de Luca-Termini. Considerem en primer "lloc que E
és un referencial finit i que A és un subconjunt borrés, per la qual
cosa el seu suport sera finit, és a dir, Supp(A)={x1, X2, ,Xn}.
Aleshores anomenem entropia de Luca Termini dA i ho
representem per PL(A) el valor

Bu(A) = H(A) + H(A') [2.68]

on

HA)=K.Y uzx)nuz(x)) on K>0

i=1

Es pren K=1/(n:In2).
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Per tal de simplificar l'expressié anterior, introduim la coneguda

funcio de Shanon:

S(x)= -x-lnx - (1-x)-1n(1-x) [2.69]

En conseqiiéncia, podem posar l'entropia de Luca Termini en la

forma segiient:

BA)=K.Y S@iG)

i=1

[2.70]

2) Entropia de Kaufmann8. Donat un subconjunt borrés A d'un
referencial E, definim en primer lloc el subconjunt nitid més proper

a A, que simbolitzem per A, com aquell subconjunt que té per funcié

caracteristica l’expressada per:

].lg(x)=\ .

[0 si ppeo<1n
si WA (x) 21/2

Un exemple pot ser el de la figura segiient,

! !

—_— ]

| ey -

5 r 10 15 20

Fig.2.16 Suconjunt nitid més proper

8 KAUFMANN, A. INtroduction a la Théorie
Ed.Masson. 1973, '

de sous-ensembles flous. Vol.l.
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S'anomena entropia de Kaufmann del subconjunt borrés A i es
simbolitza per Px(A) el valor

prla) =2.5(AA) A21 | [2.71]

on 0) és la distancia relativa de Minkowski.

3) Entropia de Yager?. Definim a continuacié l'entropia de Yager
del subconjunt borrés A i la representem per Pg(A) com el valor

pofR) 1. S2LAA).
card S(A) 2.72)

on dj és la distancia de Minkowski.

2.8 PRINCIPI D'EXTENSIO

a) EXTENSIO D’UN SUBCONJUNT BORROS

Considerem dos subconjunts ordinaris E i F i una aplicacié f: E—F.
Aleshores, donat un subconjunt borrds ACE amb funcié de
pertinenga WA, definim el subconjunt borrés B < F com

B= f(A)={ (v, n5() / ye F |
on es verifica que

| supluz(x) / y=f(x)} si yef(E)
up(y)= i
0 siyeF-f(E)

0, equivalentment, la funcié de pertinenga es pot escriure com

supluy() /x e £y} | i fly) =2

HE(y)= { »
0 si fliy)=0

9 YAGER, RR. On the Measure of Fuzziness and Negation. a “International
Journal of General Systems, 5. 221-229”. 1979.
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El subconjunt B l'anomenarem l'extensid del subconjunt borrds A
induida per l'aplicacio f.

Per EXEMPLE si els referencials sén E=F=R i la funcié f:R—>R ve
definida per f(x)=x2isi A és el subconjunt borrés d'R(=E) amb
funcié de pertinenca

’ X si0<x<1
HA(x)=1{ 2x sil<x<2
\ 0 altrament

Aleshores, l'extensié d'A induida per f és el subconjunt borrés B
d’R(=F) que compleix

Vy20 U3(y)=sup{pny(x) / xe f'l{y} = sup{u;(x) I xe{Yy , -y }}

- _ 1y si0<y<1
= = NV—_ ’ —v_ =’
ME(=sup{pz(1y) , uE (-1} \ 277 sil<y<d

Pel fet que no existeix 1’arrel quadrada d’un nombre negatiu,
considerarem que la seva funcié de pertinenga és

Yy si0<y<1
H(y)={2 -1y sil<y <4
0 altrament

2.8.2 CASOS PARTICULARS

Existeixen tres casos particulars en qué la funcié de pertinenga
del subconjunt B és més facil de calcular:

1) Funcié injectiva. Si la funcid f és injectiva, es verificara que
Vyef(E) el conjunt {f-1(y)} tindrd només un element, i és clar que el
suprem sera ell mateix. En aquest cas tindrem

il fly) s fly)eo

Us(y)= |
si fliy)=@
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2) Funciéo exhaustiva. Si f és exhaustiva, és a dir si f(E)=F, tots
els elements d'F tindran antiimatge i, aleshores, es verificara

VyeF  pB(y)=sup{ MA®X) / xe f-1(y)}
3) Funcié bijectiva. Si f és bijectiva resultara’

VyeF UB() = NAE-1(y))

'2.8.3 GENERALITZACIO DEL PRINCIPI D’EXTENSIO

Podem generalitzar a continuacié el principi d'extensié amb la
segiient DEFINICIO10;

Siguin ‘els n+1 conjunts ordinaris Ei, E2, ... , Ep 1 F, una aplicacié f:
E=ExE>x ... xEy — F i siguin A1SE1, ACEsy , ... , A CE, subconjunts
borrosos amb funcions de pertinenga respectives WA1, UA2, .., UAp.

En aquestes condicions definim el subconjunt borrés B € F com
B=f(A1, Az, ..., An)={ (v, B5(y)) / ye F |

amb funcié de pertinenga, on A representa el minim,

sup{py, X)A...Aux x) / y=f(x1,....Xn) | st yef(E)
Wg(y)= { i Aa® b [2.73]

0 siyef(E)

De forma equivalent la funcié de pertinenga és pot escriure com

suplz (A A, () / pex)ef v} si £y}
0 si Fli{y}=@

ug(y)= [2.74]

~ El subconjunt B l'anomenarem extensié del subconjunt borrés K
induida per l'aplicacié f.

10 ZADEH, L.A. The concept of a linguistic variable and its application to
aproximate reasoning, I, II i III. a “Information Sciences, 8. 199-251, 307-
357;9, 43-30.
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Exposem tot seguit el segiient TEOREMA DE COMPATIBILITAT DEL
PRINCIPI D’EXTENSIO AMB ELS o-TALLS:

TEOREMA 2.11. «Siguin E i F dos referencials, f una aplicacié
entre aquests dos conjunts, f: E—F, i siguin A un subconjunt

borrés de E i B=f(A) l'extensié del subconjunt A induida per
I'aplicacié f.

Si considerem els o-talls dAiB respectivament
Ag={x€ B/ pa()20l) i Ba={yeF/ui(y)=0)

aleshores, és verifica que f(Ay)EBg »

Demostracio:

1) Si ye f(Ay) voldra dir que Ixp€ E tal que y=f(xq) i
pA(xp)Z0 ique pB(y)=sup{ua(®) / xe f-1{y}} 2palxo)2o .
Per tant, ye By.

2) Comprovem amb un exemple que en geheral By no
esta contingut en f(Ay), tot prenent com a referencials
E=F=[0,1) i com a funcié f:[0,1) —» [0,1) la definida per
f(x)=0, Vxe [0, 1). Considerem també que A és el subconjunt
borrés dE amb funcié de pertinenga HA(X)=X.

Tenim Vye (0,1) que f-{y}=@, i que per y=0 resulta la
antiimatge f-1{0}=[0,1). Per tant, uj(y)=0 si ye€ (0,1), on

uE(0)= sup{ pAX) / x& £-1{0}}= sup{pA(X) / x€[0,1)}=1
Els oi-talls de f(A)i B per o=1 sén, respectivament,
f(A1) =f({x €[0,1) / pAX)=1}) =
= f({xe [0,1) / x21 )=f(D)=@
Deduim doncs que
B1={ye[0,1)/ up(y)21}= {0}

Finalment, concluim que By %f(Ay). ¢
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Notem que és ficil comprovar que si  existeix el maxim del
conjunt {lLA (x) / xe f-1{y}} aleshores f(Ay)=Bg.

Per acabar aquest capitol dedicat a 1’estudi dels subconjunts
borrosos, exposem el TEOREMA DE NGUYEN, demostrat en la referéncia
que indiquem!! : ‘

TEOREMA 2.12. «Amb les mateixes hipotesis de la definicié de
la generalitzacié del principi d’extensid, si existeix el maxim del
conjunt

{uxl(xl)/\l'l'xz(xz)/\ o A“Xn(xn) /(XI’XZ’ ey 3XD)Ef- l{y },
aleshores
Bo=[ fA1, A2, .., Adlo= fAr, , Ay - Ang)

on Aj,. A2, ..., Aq
Als AZ: ---,An .

« S6n els a-talls dels subconjunts borrosos

11 NGUYEN, H.T. A note on the Extension Principle for fuzzy sets. a “Journal
of Mathematical Analysis and Applications”, 2, 369-380. 1978.
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CAPIiTOL

3

NUMEROS
BORROSOS

En moltes situacions de la vida quotidiana no som capagos de
donar de forma precisa la informacié numeérica. Per exemple,
fem servir termes tals com “ens veurem al voltant de les vuit”,
“no hi havia quasi ningd”, “més o menys pesa setanta kilos”,
etc. Tammateix, en algunes qiiestions del mén cientific i, d'una
forma especial, en I'Economia i I'Empresa, es donen situacions
similars.

Per tal de poder quantificar aquesta imprecisié cal
generalitzar el concepte de nombre real a alld que anomenem
nimero borrés. Fent servir la teoria dels conjunts borrosos,
podem representar aquests ndmeros borrosos com a conjunts
borrosos del conjunt dels nombres reals.

No obstant, per fer servir aquests ndmeros borrosos en
qualsevol problema que comporti aquest tipus d'imprecisié
hem de poder realitzar operacions aritmétiques amb aquests
nimeros. En particular, hem de poder sumar, restar,
multiplicar i dividir amb ndimeros borrosos. El procés de fer
aquestes operacions s'anomena aritmeética borrosa.
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3.1 NUMEROS BORROSOS EN R

3.1.1 PRIMERES DEFINICIONS

a) Numero borrés. Direm que A és un niimero borrds si és un

conjunt borrés normal i convex del referencial ECR.

b) Numero borrés discret. Direm que A és un niimero borrés

discret si el seu referencial E és finit o infinit numerable.

¢) Nimero borrdés continu. Direm que A és un ndmero borrés
continu si el seu referencial E és un interval d’R i la seva funcié de

pertinenga és continua.

d) Numero borrdés de suport acotat. Direm que un nidmero
borrés continu A és un nimero borrds de suport acotat si el seu

suport €s acotat.

%

MA(%) N ( )
< 0 ? R
. =) ),

Fig.3.1 Nimeros borrosos no acotat i acotat

e) Nimero borrdés positiu. Direm que un nimero borrés A del
referencial R és un nimero borrés positiu si la seva funcié de
pertinenga WA pren el valor O per tots els valors més petits de 0. Es

a dir, es compleix que

A>0

=

VxeR, x<0,

H A(x)=0

[3.1]
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f) Numero borrés negatiu. Direm que un nidmero borrés A del
referencial R és un nimero borrds negatiu si la seva funcié de

pertinenca LA pren el valor O per tots els valors més grans de 0. Es
verificard que

A<0 & VxeR, x>0, pA®K)=0 [3.2]

3.1.2 TEOREMES DELS o-TALLS

Exposem a continuacié els segiients teoremes derivats de les
definicions anteriors:

TEOREMA 3.1. «Els o-talls -d'un ndmero borrés continu A d’R
son intervals de nombres reals.»v

Demostracio:

Per la definicié6 de numero borrds, els o -talls sén

conjunts convexos d’R. Per tant, aplicant el teorema de
I’Annex A, els o-talls son intervals d’'R. o

TEOREMA 3.2. «Els 0-talls Ag (amb ai#0) d'un némero borrés A

del referencial R, amb suport acotat sén intervals tancats del
tipus Ao=[A(0), A())] on

A(0)=min{xe R/ uZx)20} i A()=max{xeR /pEE)=0} »
Demostracid:

Pel teorema anterior els oO-talls sén intervals d’R. D’altra
- banda, Ag es pot expressar com '

Ao 1]

Aixi doncs, Ag és l'antiimatge d'un conjunt tancat per
una funcié continua i, per tant, Ag és tancat.

En ser el suport acotat, resultara que Ag=[A(x), X(oc)]. .
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3.2 PRINCIPI D'EXTENSIO DE LES OPERACIONS

3.2.1 OPERACIO MONARIA

Una de les aplicacions més importants del principi d'extensié sera
I'extensié de les operacions amb nombres reals a les operacions
amb nameros borrosos.

Comencem per les operacions monaries on recordem que una
operacié monaria en R és una aplicacié f : R — R.

Si A és un nimero borrés d'R, l'extensié d'una operacié monaria
en R ve donada pel conjunt borrés B=f(A) amb funcié de pertinenga

supUy) / x e £ly)]  si fly)=@

Ug(y)= o
0 si fly)=0 [3.3]

3.2.2 OPERACIO BINARIA

Recordem que una operacié binaria en R és una aplicacié
fRXR - R
(x,y) = f(x, y)=xxy
Si AiB sén dos nimeros borrosos d’R, l'extensié d'una operacié

binaria en R ve donada pel conjunt borrés C=f(A, B)=A(x)B amb
funcié de pertinenga

supliOANE () /x.y)efliz)  siflz) 2o

()=
0 sif I(Z)' = [3.4]

- 0 equivalentment

Wip(@)= sup (WEGIANG(Y) / z=x*y) [3.5]
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Generalment, els nimeros borrosos que utilitzarem sén de suport
acotat, amb funcié de pertinenga continua i amb l'operacié interna
també continua. En aquest cas, s'assolird en algun punt el maxim
del conjunt '

(HRCOAE(Y) / z=x*y) [3.6]

Per aquest motiu, l'expressié anterior s'anomena operacié de
convolucio max-min.

TEOREMA 3.3. «Donats dos ndmeros borrosos A i B del
referencial del nombres reals R amb funcions de pertinengca HA
i UB continues i amb una operacié binaria interna en R, *,

continua 1 monotona (creixent o decreixent), es verifica:
1) A«xB és un nimero borrés.
2) La funcié de pertinenca LWA*B és continua. »
Demostracio:

Es pot trobar en la referéncia indicada.l?

3.3 OPERACIONS AMB NUMEROS BORROSOS

En tot aquest apartat suposarem que A i B sén dos nidmeros
borrosos d’R amb funcions de pertinenga (LA i B continues.

3.3.1 SUMA DE NUMEROS BORROSOS

L'operacié binaria de nombres reals f(x,y)=x+y €és mondtona
creixent en R i, pel Teorema 3.2, A(+)B és un nimero borrés amb
funcié de pertinenga [ A(+)B continua. Llavors, pel principi
d'extensié de les operacions, tenim

L A+)B(z)= sup{ PAKIAUB(Y) / x+y=2z } [3.6]

12 DUBOIS, D.; PRADE, H. Fuzzy Sets and Systems: Theory and applications.
Academic Press. New York. 1980.
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Fig.3.2 Suma de numeros borrosos

3.3.2 DIFERENCIA DE NUMEROS BORROSOS

Definim en primer lloc el PSEUDO-OPOSAT D’UN NUMERO BORROS, on
segons la figura 3.3 comprovem graficament que la suma d’un
nimero borrés amb el seu pseudo-oposat no és 1’element nul.

Notem que l'operacié monaria de nombres reals definida per
f(x)=-x és monodtona decreixent en R. Llavors, pel Teorema 3.1, -A

sera un ndmero borrés, anomenat pseudo-oposat de A, amb funcié
de pertinenga [L—A continua.

- —;7'?"-—\—

Fig.3.3 Suma d’un ndmero borrés amb el seu oposat



3. NUMEROS BORROSOS 75

Aplicant el principi d'extensié. de les operacions tenim
L-A(z)= sup{ LARX) / f(x)=z }= sup{ PA(x) / -x=z }=
“=sup{ LA(X) / x=-z }= sup{ LA(-z) / zER }=pL}(-z)

Es a dir, es verifica que

-A(z) =pA(-2) [3.7]

Ates que l'operacié binaria f(x,y)=x-y no €s monotona en R, no
podem aplicar el Teorema 3.1. Ara bé la diferéncia A(-)B la podem
expressar com la suma dels ndmeros borrosos Ai B i, per tant,

deduir que aquesta diferéncia és també un ndmero borrés amb
funcié de pertinenga continua.

Aplicant el principi d'extensié de les operacions, la seva funcié de
pertinenga vindra donada per

UA(-)B(z)= UA+(-B)(2)= sup{ LAR)AU-B(Y) / x+y=z }

En conseqii¢éncia,

U A(-)B(2)= sup LAKIAUB(Y) / x-y=z } (3.8]

Fig.3.4 Diferéncia de nidmeros borrosos

En aquesta grafica hem representat els nimeros borrosos Ai B, a
tra¢ prim, i la seva diferéncia A(-)B a trag gruixut.
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3.3.3 PRODUCTE DE NUMEROS BORROSOS

Considerem els tres casos segiients, segons els signes (positiu,
negatiu o cap de les dues coses):

1) ELS NUMEROS BORROSOS SON DEL MATEIX SIGNE:
A>0 i B>0 o bé A<0 i B<0

L'operacié binaria de nombres reals f(x, y)=x-y €s monotona
creixent (si sén positius) o decreixent (si sén negatius) en R.
llavors, pel Teorema 3.1, A()B és un nimero borrés amb funcid
de pertinenga continua.

2) ELS NUMEROS BORROSOS SON DE bIFERENT SIGNE:
A>0 i B<O o bé A<0 i B>0
Si suposem que A és positiu i B negatiu, resulta que B es pot
expressar com B=-B; amb B1>0. Aleshores,
A B=A (-Bp=-A B

Atés que AiBjsén dos nimeros borrosos positius, A.Bjés un
nimero borrés i, per l'apartat anterior, A- B és també un
- nimero borrés amb funcié de pertinenca continua.

3) ALGUN DELS NUMEROS BORROSOS NO TE SIGNE:

Si A o B no sén ni positius ni negatius, aplicant els casos
anteriors es demostra que A- B és un nimero borrés amb
funcié de pertinenga continua.

En resum, aplicant el principi d'extensié de les operacions en tots
els casos, obtenim

kA B(z)=sup{ PAGIAUB(Y) / x-y=z } 3.9]
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0 2 4 6 8 10

Fig.3.5 Producte de nimeros borrosos

3.3.4 QUOCIENT DE NUMEROS BORROSOS

Introduirem primerament el concepte de PSEUDO-INVERS D’UN
NUMERO BORROS, que només tindra sentit si el nimero borrds és
positiu o negatiu. Considerem els dos casos segiients:

1) NUMERO BORROS POSITIU:

Si A>0, l'operacié monaria f(x)=1/x és decreixent en R* i pel
Teorema 2.1 resulta que A-l=1/A és un ndmero borrés amb
funcié de pertinenca continua.

2) NUMERO BORROS NEGATIU:

Si A<O, l'operacié6 monaria f(x)=1/x €és decreixent en R- ipei
Teorema 2.1 deduim que A-l=1/A és un ndmero borrés amb
funcié6 de pertinenga continua. ‘

Aplicant a continuacié el principi d'extensié de les operacions
obtenim la funcié de pertinenga

WA-L(z)= sup{ LAX) / f(x)=z }= sup{ PA(X) / 1/x=z }=
= sup{ MA(X) / 1/z=x }= HA(1/z)
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Consegiientment, el pseudo-invers €s un numero borrés que té
per funcié de pertinenga:

HA1(z) = pA(L/z) | (3.10]

En la grafica segiient mostrem un ndmero borros (a trag fi), el seu
pseudo-invers (a tra¢ gruixut), aixi com el seu producte (a trag
discontinu), que no sera l’element unitat:

Fig.3.6 Producte de A amb el seu pseudo-invers

Estudiem a continuacié el quocient de dos nidmeros borrosos.
Igual que passa amb el pseudo-invers d'un nidmero borrds, el
quocient A(:)B dels ndmeros borrosos A i B només té sentit si B és
positiu o negatiu. ’

D’altra banda, tampoc és aplicable el Teorema 2.1, ja que la funcié
f(x)=x/y no és monotona. Ara bé, el quocient AC)B es pot expressar
com el producte del nimero borrés A pel nimero borrés B-1 i, per
tant, A(:)B sera un ndmero borrés amb funcié de pertinenca
continua.

- Aplicant el principi d'extensié de les operacions, la seva funcié de
pertinenga ve donada per

UA: B(2)= RAB 1(2)= sup{ LAK)AUB 1(y) / xy=z }=
=sup{ LAX)AUB(Y) / x:y=z }
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Per tant, el quocient de dos nimeros borrosos és un altre nimero
borrés amb funcié de pertinenca

LA . B(z)= =sup{ PAK)AUB(Y) / x:y=2 } [3.11]

En aquesta figura presentem dos nimeros borrosos (a tra¢ prim),
aixi com el seu quocient (a tra¢ gruixut): .

0 1 2 3 4 5

Fig.3.7 Quocient de dos ndmeros borrosos

3.3.5 PRODUCTE D’UN ESCALAR PER UN NUMERO BORROS

Donat el nombre real k#0, l'operacié monaria de nombres reals
f(x)=k-x és una funcié creixent si k>0 i decreixent si k<Q. En
qualsevol cas, és aplicable el Teorema 3.1 i, per tant, kA és un
nimero borrés amb funcié de pertinenga continua.

Pel principi d'extensié de les operacions tenim
HkA ()= sup{ PA(X)/ k-x=z}= sup{ LAY x=z/k }= WA(z/k)

Es a dir,

LkA(z) = LA(z/k) [3.12]

En la figura 3.8 de la pagina segiient tenim un ndimero borrds
(dibuixat a trag prim), i els resultats de multiplicar-lo per k=2 (a
tra¢ gruixut) i per k=-3 (a tra¢ discontinu):
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=6 -4 =2 0 2 4

Fig.3.8 Producte d’un escalar per un ndimero borrds

3.3.6 MAXIM DE NUMEROS BORROSOS

L'operacié binaria de nombres reals f(x,y)=xvy, anomenda maxim
de x i de y, és monotona creixent en R. Llavors, pel Teorema 3.1,
A(v)B és un nimero borrés amb funcié de pertinenga continua i, pel
principi d'extensié de les operacions, tenim

B AV)B(2)= sup{LA)AUB(Y) / xvy=z } [3.13]

0 5 4 5 8 10

Fig.3.9 Maxim de dos nimeros borrosos
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3.3.7 MINIM DE NUMEROS BORROSOS

L'operacié bindria de nombres -_reals f(x,y)=xAy, anomenada
minim de x i de y, és monodtona creixent en R. Consegiientment, pel
Teorema 3.1, A(A)B és un nimero borrés amb funci6 de pertinenga
continua i, pel principi d'extensié de les operacions, tenim

1 A(A)B(z)=sup{ LAK)AUB(Y) / XAy=2Z} [3.14]

0 2 4 8 8 10

Fig.3.10 Minim de dos nimeros borrosos

3.4 ARITMETICA DELS o-TALLS

3.4.1 TEOREMES DELS «-TALLS

TEOREMA 3.3. (TEOREMA DE BUCKLEY)!3 «Si x és una operacié
binaria continua en R i A i B son dos ndmeros borrosos amb
funcions de pertinenca continues, aleshores es verifica que

(A(*)B)g= { z=x+y / xe Ag, yeBg } | » [3.15]

Demostracié: Esta realitzada en la referéncia indicada. ¢

13 BUCKLEY, J.J. On using a-cuts to evaluate fuzzy equations a “Fuzzy Sets and
Systems”, 38, 309-312. 1990.
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TEOREMA 3.4. «Siguin A i B dos nimeros borrosos d’R, amb
suport acotat i amb o-talls (o = 0) iguals a Ag=[A(Q), X(oc)] 1
Ba=[§(0c),1_3(oc)], respectivament. Considerem ara el subconjunt
T=[A(c), A(W)Ix[B(r), B(ot)] i també l'operacié *, continua en T,
expressada per

«:T - R

(X, y) = x*y

Aleshores, els o-talls de A(x)B
(A()B)o=[A(xr) , A()](*)[B(0r) , B(0)]

vénen donats per

(A(*)B)qg= [a, b] [3.16]

on els extrems de l’interval son

a=min{x+y / xe [A(a), A(a)] i ye [B(a), B(a)]} [3.17]

b=max{x*y / xe [A(Q), A(o)] i ye [B(ov), E(Ot)]} » [3.18]

Demostracio: En ser * una funcié continua en el compacte
T, assoleix, pel teorema de Weierstrass, el maxim i el minim
absoluts en T. ¢

3.42 EXEMPLE D’OPERACIO BINARIA

Donats els nidmeros borrosos A i B del referencial R amb o -talls
Ag=[-1+4, 5-20] i Bg=[-2+3x, 4-3a], respectivament, i també
I'operacié binaria definida per f(x,y)= x*xy=(x-2)2(y-3)2,1llavors

(A()B)g= [-14+40,, 5-20](+)[-2+3 01, 4-30]=
=] min{ xxy/xeAg i yeBg }, max{ x+y /x€Ag i yeBg=}]

Els o-talls Ay i By, que dibuixem en els eixos X i Y, resp.,
determinaran el conjunt producte AgxBgy, que té per vértexs:
M(-1+4-a, -243-a) N(-1+4.a, 4-3-a)
P(5-2-a, -2+3-0) Q(5-2-a, 4-3-a)
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Determinarem ara les imatges d’aquests punts per mitja de la
funcié f(x,y)=(x-2)2:(y-3)2, tal com mostrem en l’esquema segiient:

s , , ™

N J

Hem de tenir en compte també que el minim i el maxim pot
assolirse en algun punt diferent dels extrems M, N, P i Q. En el
nostre cas existeixen dues rectes de minims, x=2 i y=3. Comprovem-
ho amb la gréafica de la funcié en un entorn del punt R(2, 3):
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0.00008F \
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% 4
e O

0.50004

XN
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0
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0.757

0.51

0.25

-;_.;01.; :
> Y,

2

AN

Hem partit dels a-talls Ay i By, utilitzant una escala pentanaria.
Determinem ara les imatges de M, N, P i Q:

f , )
N 4 Y o=0 Q

O

T o=0"25 Vi
y=3 ‘f‘"a:‘zs o4
(z=0) 31 ™ R

",
,
“
W
I.'.‘
"
A}
A\l
Y

¢ A N
B:25

1 a=1"%
" Yl =
NP PRI ISP (PRI, &5 B A B
-1 __O ",.""' 2 3 “‘-.‘- 4 5
£ "" .“l)

\
3

17772 _2 113
T (z=0) '
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Observem que els diferents rectangles MNPQ representen el
conjunt producte AyxBgy amb els valors de a=0, 0725, 075, 0775 i 1.
Aixi, per a=0 tindrem Ag=[-1, 5] i Ba=[-2, 4], d’on M(-1,-2), N(-1, 4),
P(5, 2) i Q(5, 4). Les imatges per z=(x-2)2-(y-3)2 sén

zM=225, zN=9, zp=225 i Q=9

Com que en linterior del quadrat MNPQ hi ha les linies de
minims x=2 i y=3, on en elles z=0, veiem que aquest €s ¢l minim
valor. El maxim, en canvi, es troba en M o P, i val z=225.

En conseqiiéncia, el o-tall per =0 del nou nimero borrds
C=A(*)B és Cy=[0, 225]. Efectuant aquest procés per els altres o-
talls, obtenim

Co25=1[0,11279], Cors=[0,49], Co75=[0,17] i Ci=[4]

Amb ells, i altres valors d’ac que creiem necessaris, podem
dibuixar el nombre borros: ' '

( 1 | K h

PO ULLEE LB TE I T

0.75¢

0.5¢

0.25¢

To 4 o 17 . 49 v 11279

295 R
__J

\_

Amb un raonament matematic, tot tenint en compte les rectes de
minims, es pot demostrar que els a-talls, (A(x)B)g, del nombre

borrés anterior poden expressar-se per
310 < o < (3/4) (A(*)B)o=[0, 3-201)2(-5+3)2]

Si(3M4)<a<1 (A(*)B)o=[(-3+40)2(1-30¢)2 ,‘(3-2(1)‘2(-5-%‘30()2].
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3.4.3 COROL-LARI DEL TEOREMA 3.4

COROL-LARL «Amb les mateixes hipdtesis del Teorema 3.4
tenim que (A(+)B)g= [A(x), A()](*)[B(a), B(ot)] vindra

expressat, segons els quatre casos segiients, per:

a) Si = és creixent respecte a x i y:
(A(*)B)a= [A(OC)*.B_(OL), A(0)+B(o)]

b) Si x és decreixent respecte a x 1 y:
(A()B)a= [A(0)+B(0), A(0)+B(0)]

c) Si = és creixent respecte a x i decreixent respecte a y:
(A()B)a= [A(0)+B(), A(0)+B()]

d) Si * és decreixent respecte a X i creixent respecte a y:

(A(+)B)o= [X(a)*B_(a), A()+B(@)] ».

Demostracio: Es immediata, perqué només cal tenir en
compte que. una funcié6 monotona (creixent o decreixent)

pren el seu valor maxim o minim en els vertexs del rectangle
T= [A(Ot) A@]IX[B(o), B(@)].

Per exemple, si considerem Ioperacm binaria f(x,y)=x*y=eXtY en
R i els nimeros borrosos Ai B de R amb a-talls Ag=[A(a), A(Q)] i

Ba=[B(), B(Ot)], respectivament, llavors l'extensié de I'operacié
binaria * ve donada pel nimero borrés C =eA+B.

Ates que 1’operacié =* és crelxent en ambdods x 1 vy, els Oc-talls del
nimero borrés C sén

' Co=[C(0)), C(or)]= [A(0)*B(at), A(a)+B(o)]

Es a dir, L
Co= [eA@HB(@), eA(@)+B(e)],



3. NOMEROS BORROSOS 87

3.44 ARITMETICA DELS INTERVALS DE CONFIANCA

Un interval de confianga €s un iﬁ_terval tancat de nombres reals
que conté el valor d'una determinada magnitud, la qual no es pot
precisar de forma exacta. L'aritmética dels intervals de confianga ha

estat ampliament desenvolupada - pels professors Arnold Kaufmann
i Jaume Gil Aluja.l4 '

Pel Teorema 3.4 els oi-talls de A(*)B vénen donats per
(A(B)g= [ min{ x+y / xe [A(®), A(®)] i ye[B(), B()] },
max{ x+y / xe [A(0).A)] i ye[B(o)B(@)] }]
En el cas que es verifiquin les dues expressions segiients
‘min{ x+y / xe [A(0), A(@)] i ye[B(a), Boy]}= A(0)+B(cr)
max{ xey / xe [AG).A)] i ye [B(o)B@)] }= A(ar)B(0r)

llavors, per operar nimeros borrosos a través dels seus o -talls,
podem utilitzar 1'aritmética dels intervals de confianga que, per la
seva senzillesa, agilita d'una manera considerable els calculs que
s’han d’efectuar. ’

En general, si aquest minim o maxim és dificil de calcular, la
- utilitzacié de l'aritmetica dels intervals de confianga ens permet
obtenir una aproximacié de 1’operacid.

3.5 OPERACIONS AMB NUMEROS BORROSOS EN
FUNCIO DELS O-TALLS

En tot aquest apartat suposarem que A i B s6n dos nimeros
borrosos d’R amb suport acotat i amb Ci-talls, respectivament,

Ao=[A(@), A()] i Ba=[B(0), B(o)]

14 KAUFMANN, A.; GIL ALUIA, ). Técnicas operativas de gestién para el
tratamiento de la incertidumbre. Ed. Hispano-Europea. 1987.
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3.5.1 SUMA DE NUMEROS BORROSOS

Per l'apartat a) del corollari del Teorema 3.4, la suma dels
nimeros borrosos AiB en funcié dels o-talls Ag i By és

(A(+)B)g= [A(0)+B(ar), A()+B(o)] |  [3.19]

La suma de nimeros borrosos verifica, entre altres, les segiients
propietats, totes de demostracié immediata:

1) Commutativa: VA, BeN(R) A)B = B@)A
2) Associativa: VA,B ,CeNR) @AHB)Y+E = ARE®)0)

3) Element neutre: 30eR / VAeNR) A(+)0=4

3.5.2 DIFERENCIA DE NUMEROS BORROSOS

L'operacié monaria f(x)=-x és mondtona decreixent; per tant, com
a cas partlcular de l'apartat b) del corollari tenim que el pseudo-
oposat d’un numero borrés A es

(-Aa=[-A@), -A(®)] [3.20]

Amb aquesta definicié i per l'apartat c¢) del corollari, podem
definir la diferéncia de dos nimeros borrosos com

(A(-)B)g= [A(0)-B(at), A()-B(01)] [3.21]

3.5.3 PRODUCTE DE NUMEROS BORROSOS

Considerem els cinc casos segiients, tenint en compte els signes
positiu, negatiu o indefinit dels ndmeros borrosos:

a) AMBDOS NUMEROS BORROSOS SON POSITIUS: A>0 i B>0

Per I'apartat a) del corollari del Teorema 3.4 tenim

(AOB)a= [A()B(), A@B@]| (322
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b) AMBDOS NUMEROS BORROSOS SON NEGATIUS: A<0 i B<0

Per l'apartat b) del corollari resultara que

(A()B)o= [A(0)B(er), A(0)B()] [3.23]

¢) NUMEROS BORROSOS POSITIU I NEGATIU: A>0 i B<0

Per l'apartat c) del corollari tindrem que

(ACB)a=[A(0)B(0), A(Q)B()] [3.24]

d) NOUMEROS BORROSOS NEGATIU I POSITIU: A<Q i B>0

Per I'apartat d) del corollari resultara

(A()B)a= [A(0)B(0r), A(®)B()] [3.25)

) ALGUN NUMERO BORROS ES INDEFINIT:

En aquest cas, algin dels dos nimeros borrosos no sera ni positiu
ni negatiu i, en conseqiiéncia, no hi haura una expressi6 general per
a tot o i, per tant, caldra aplicar el Teorema 3.4.

Igual que en la suma, en el producte es verifiquen les propietats:
1) Commutativa: V&, BeN(R) A()B =B()A

2) Associativa: VA B CeNR) @AOBOE = A0EOT)

3) Element unitat: 31€R / V AeNR) A()l =A

3.5.4 QUOCIENT DE NUMEROS BORROSOS

Com ja hem vist anteriorment, només t€ sentit parlar del pseudo-
invers d'un nimero borrés positiu o negatiu. Aixi, per l'apartat b)
del corollari que estem utilitzant en tot aquest apartat,

(A-Dg=[1/A(0t), 1/A(0)] [3.26]
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Considerant ara el quocient A(:)B com el producte A(-)B-1, cal
distingir els cinc casos segiients:

a) AMBDOS NUMEROS BORROSOS SON POSITIUS: A>0 i B>0

(AC)B)o= (A()BDo= [A(), A@)]O[/B(o), 1/B(0)]

Es a dir, resultara que

(A()B) o= [A(a):B(o), A(C):B(a)] [3.27]

b) AMBDOS NUMEROS BORROSOS SON NEGATIUS: A<0 i B<0

De manera similar al cas a), tenim

(A(:)B)o= [A(0):B(0x), A(0):B(a)] [3.28]

¢) NUMEROS BORROSOS POSITIU I NEGATIU: A>0 i B<0

(A(:)B)a= [A(a):B(ar) , A(0): B(at)] [3.29]

d) NOMEROS BORROSOS NEGATIU 1 POSITIU: A<0 i B>0

(A(:)B)g= [A(0r):B(xr), A(0):B(00)] [3.30]

€) ALGUN NUMERO BORROS ES INDEFINIT:

En aquest cas, i tenint en compte que ha de succeir que
O¢ supp(B), no hi haurd una expressi6 genmeral per tot Ol i per tant
caldra aplicar el Teorema 3.4.

3.5.5 PRODUCTE D’UN ESCALAR PER UN NUMERO BORROS
a) ESCALAR POSITIU:

Si k>0 per l'apartat a) del corol-lari del Teorema 3.4, tenim

(k.A)g= [k.A(Q), k.A(0)] [3.31]
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b) ESCALAR NEGATIU:

Si k<0 ‘per I'apartat b) del corollari resulta que

(k.A)o= [k.A(0), k.A(oc)] [3.32]

Esmentem les principals propietats del producte d’un escalar per
un ndmero borrds:

1) Pseudo-associativa: Vk,reR i VAeN(R) k.(r.A)= (k.r).A

2) Pseudo-distributiva respecte a la suma d’escalars:
VkreR i VAeNR)  (A=kA @) rA

3) Pseudo-distributiva respecte a la suma de borrosos:

VkeR i VA& BeNR) k@@ B)=kA @) kB

3.5.6 MAXIM DE NUMEROS BORROSOS

Per l'apartat b) del corollari

(A(V)B)a= [AGVB(), AWB@)] | 332

Exposem les principals propietats del maxim

1) Commutativa: v X BeNR) AW)B = B(v)A
2) Associativa: V ABC Egl(R) (AW)B)(V)C = A(V)B(V)E)
3) Idempotent: V ZeNR) AV)A=A

3.5.7 MINIM DE NUMEROS BORROSOS

Per l'apartat b) del corollari,

(A(A)B)g= [A(0)AB(0), A(C)AB(O)] [3.33]
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Exposem a continuacié les propietats del minim:

1) Commutativa: VA, BeNR) 3 K(A)ﬁ = B(A)A
2) Associativa: VE,BTeNR) AWBAE = AAEBLT)
3) Idempotent: ~ VAeNR) - AWA=X

3.6 NUMEROS BORROSOS TRIANGULARS

3.6.1 NUMERO BORROS TRIANGULAR

Donats aj,az,a3 €R, tals que aj< ap < a3, direm que un ndmero
borrés A del referencial R és un niimero borrés triangular (NBT) si
la seva funcié de pertinenga €s del tipus

0 - siX< @y
X3 sia) <x<ay
~ az-a;
Wy (x)=
_a?,_-X_ sia2_<_xsa3
a3-a
0 ‘ S1X > a3

[3.34]

3.6.2 SUPORT I NUCLI D’UN N.B.T.

El suport del niimero borrés triangular A és l'interval (a1, a3),
mentre que €l nucli és el conjunt format pel nombre real aj.

Observem que, conegut el suport i el nucli d'un nimero borrés
tﬁangular, aquest queda ’completament determinat. Per aquesta raé
el representarem per la tripleta ordenada (aj, ap, a3 ) i escriurem el
ndmero borrés triangular com '

A=(a1, a2, a3) [3.35]
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Fig.3.11 Numero borrds triangular

3.6.3 a-TALLS D’UN NUMERO BORROS TRIANGULAR

Notem que la funcié de pertinenga d'un nimero borrds triangular

A és continua en tot R i que el seu suport és un conjunt acotat en R.
Aleshores, pel Teorema 3.2, els o-talls Ag (amb o#0) s6n intervals

tancats de nombres reals del tipus
Aq=[A(@), A(0)]
on A(ot)=min{xe R/ pA(x)=0t} i X(Oc)=m51x{xeR / nA(x)=20}.
Per tant, si si a;] £ x < a3 es complira que

A(o)= min{xeR / (x-a1)/(az-a;)=0t} =

= min{xeR / x=2a;+0(az-a1)}= aj+o(az-a1)
Mentre que si a3 £ x < a3 es tindra que

A(o)= max{xeR / (a3-x)/(a3-22)>0t} =

= max{xe R / x=a3-0(a3-a7)}= a3-0(az-as)

Aixi, doncs, els o-talls del nimero borrds triangular A sén

Ag=[a1+0.(az2-a1), a3-.(a3-a2)] [3.36]
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3.7 OPERACIONS AMB N. BORROSOS TRIANGULARS

3.7.1 SUMA DE NUMEROS BORROSOS TRIANGULARS

La suma A+B de dos ndmeros borrosos triangulars A=(ay, ag, a3) i
B=(by, by, b3) és el nimero borrés triangular

A4B = (a1+b1, ag4 by, a34b3) [3.37]

En efecte, com que
Ao=[A(®), A(0)]= [a1+0(az-a1), a3-0t.(a3-2)]
Ba={B(®r), B(0)]= [b1+0i(b2-b1), b3-0t .(b3-b2)]
aleshores, (A+B)g=Aq+Bq i aixi
(A+B)o= [a1+0u(az-a1), a3-0.(a3-a2)]+[bi+0u(b2-b1), b3-0.(b3-b2)]=
=[aj+0.(az-a1)+b1+0.(b2-b1), a3-0.(a3-a2)+b3-0.(b3-bp)]=
=[a1+b1+a.(ap+b2-a1-b1), a3+b3-0.(a3+b3-a3-by)]
Si posem ci=a1+bj, cy=az+by c3=a3+bs, obtenim
(A+B)g= [c1+at.(c2-c1), €3-0.(c3-C2)]
En conseqiiencia A+B=(aj+b; az+by, a3+bs).

La seva funcié de pertinenga €s

0 ' si X < a1+b1
x-(a;+b .
_ ( 1 1) S1 a1+b1 £X< 32+b2
- a;+bj-a;-by
Ha.E (X) = ( b )
az+ -X .
3 3) S1 a2+b2 <x < 213+b3
a3+b3—a2—b2

0 six > a3+b3
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3.7.2 DIFERENCIA DE NUMEROS BORROSOS TRIANGULARS

El pseudo-oposat -A del niimero b'.orrés triangular A=(ay, a2, a3) és
el nimero borrés triangular

A= (-a3, -az .a1) | [3.38]

En efecte, com que
Aa= [A(®), A(@)] =[a1+0..(az-a1), 23-0t.(a3-22)]
Obtenim el pseudo-oposat,
~Ag= [-A(®), -A(®)]= [-(a3-0t.(a3-2)), ~(a1+0.(az-a1))]=
=[-a3+0.(az-a2), -a1-0..(az-a1)l= [c1+a.(c2-¢1), c3-0L.(c3-C2)]
on c1=-a3, c2=-ay i c3=-aj.
Per tant, -A=(-a3, -a, -a1)

La funcié de pertinenga del pseudo-oposat sera

0 i X < -ag
+a ,
X¥a3 si-a3 < X < -ay
~ a3-ap
PR X)=
-a1-X :
=1 si-a; < X <-a;
az-a; _
0 © six>-ag

Definim a continuacié la diferéncia A-B de dos niimeros borrosos
triangulars A=(ay, ag, a3) i B=(b1, by, b3) per mitja del ndmero borrds
triangular |

A-B = (a1-b3, az-by, a3-bj) [3.39]

En efecte, considerant A-B=A+(-B) aleshores A-B és un ntdmero
borrés triangular i el seu valor és

A-B= (aj, ag, a3)+(-b3, -by, -b1)= (aj-bs, a2-vb2, a3-bp)
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La funcié de pertinenga de la diferdncia A-B sera

0 . six< a;-by
X-(al-b3) si al-b3 X< a2-b2
. az-bz-a1+b3 :
Wag x) = b
(a3- 1)—X si a2-b2 <x < a3-b1
a3-b1—a2+b2
0 s1X > az-by

3.7.3 PRODUCTE DE NUMEROS BORROSOS TRIANGULARS

Fem notar que el producte AB de dos nimeros borrosos
triangulars A=(a, az, a3) i B=(b1, bz, b3) no és un ndmero borrés
triangular.

En efecte, si els dos NBTs sén
Ao=[A(0), A(0)]= [a+0i.(a2-21), 23-0t.(a3-22)]
Bo= [B(®), B(®)]= [b1+0t.(b2-b1), b3-0t.(b3-bp)]
aleshores,
(AB)o={min(A(e).B(ct), A(c)B(00), A(0x) B(00), A(o0) B(00),
max(A(0).B(cr), o) B(a), Acr).B(or), A(or) B(0r))]
Efectuem els quatre productes anteriors,
A(o).B(a)= a1b1+Oc-[a1(b2—b1)+b1(a2-al)]+0€2-(a2-a.1)(b2-b1)
A(01).B(01)= a1b3+0t. [-a1(b3-bp)+b3(az-a1)]+02.(az-a1)(b3-b2)
A(0).B(0)= a3by+0t.[a3(ba-b1)-b1(as-a2)]+0:2.(a3-a2)(bp-b1)

A(0)).B(0r)= a3b3+0t.[-a3(b3-bz)-b3(a3-a2)]+0i2.(a3-a2)(b3-by)
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Podem observar que en qualsevol d'aquests quatre produbtes el
coeficient d'oi2és de la forma (aj-ai-1)(bj-bj.1) amb i=2,3 i j=2,3.

Atés que aj#aj-1 i bj#bj.1, aquest coeficient serda sempre diferent
de zero, amb la qual cosa deduim que la funci6 de pertinenga no é&s
lineal i, per tant, no representara en cap cas un NBT.

FUNCIO DE PERTINENCA DEL PRODUCTE DE DOS NBT'S POSITIUS.

Obtinguem ara la funcié pertinenga del producte de dos ndmeros
borrosos triangulars en el cas que siguin positius. Tenim

(A.B)o= [A(0).B(), A(0t). B(@)]= [a1b1+0t.(a1(ba-b1)+by(az-a)+
+0o2, (a2 a1)(ba-b1), azb3-o..(a3(b3-b2)+b3(az-az)+02.(a3-a2)(b3-bz)]=
= [ajbi+0.(a1b2+b1az- 2a1b1)+0:2.(az-a1)(ba-b1),
azbs+0.(-2a3b3+azba+bzaz)+02.(a3-a2)(b3-b2)]
Observem que els o-talls de nivell 0 1 1 sén, respectivament

(A.B)o= [a1b1, a3b3] i (A.B)1= [azby, agbz]=azby.

Per tant,
Wy 3)=(AB)'(x)  sia;bis x <azby

Ty g(x)=(X1§)'1(x) si a,b2< X <agbs

a) Igualant I’extrem inferior de (A.B)q a X,
ajb1+a.(ajby+azbi-2a1by)+02.(az2-a1)(ba-b1)=x
Equacié que podem posar en la forma d’equacié de 2n grau en o,
(az-a1)(b2-b1).02 + (arbz+azbi-2a1b1).00 + (a1bg-x)= 0

Si resolem aquesta equacié obtenim

o= 2a1b1-a1b2-a2b1+W/(a1b2-a2b1)2+4(az-al)(b2-b1)x
2(az-a1)(b2-b1)
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b) De la mateixa manera, igualant I’extrem superior de (A.B)y a k,
a3b3+0£.(-2a3b3-.§-a3b‘2+b3a2)+a2.(a3-a2)(b3-b2)=x
Expressem 1’equacié anterior en la fofma
(az-ap)(b3-b2).02 + (-2a3b3_+a3b2+b3a2).0c + (a3b3-x)= 0

Resolent aquesta equacié de 2n grau en o, obtenim

_ 2a3b3-ayb3-a3ba-V (agbs-a3bP+d(az-a,)(b3-by)x
2(a3-az)(b3-b2)

o

Finalment, dels dos apartats anteriors deduim que la funcié de
pertinenga del producte és

2a;b1-a;ba-a,b1+V (a;bg-a,b1P+4(az-a;)(by-b1)x
2(az-aj)(b2-by)

2a3b3-a2b3-a3b2-W/(azb3-a3b2)2+4(a3-a2)(b3-b2)x
2(az-ay)(b3-by)

si ajb1<x<azby

MaB(X)=

si a;by<x<aszbj

0 . altrament

En la figura segiient observem que el producte de NBTs no és una
operacié interna:

g 5 10 15 20 25 3‘0 3‘1

Fig.3.12 Producte de nimeros borrosos triangulars
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3.7.4 QUOCIENT DE NUMEROS BORROSOS TRIANGULARS

El pseudo-invers A1 d'un nimero borrés triangular A=(ai, a2, a3),
tal que 02 Supp(A), no és un NBT.

(Notem que el fet que O& Supp(A) ens indica que el pseudo-invers
només existeix per nimeros borrosos positius o negatius).

En efecte, suposem que A és un NBT positin expressat per
Ao= [A(0), A()]= [a+0.(a2-21), 23-0.(a3-22)]

Aleshores

{m* R "5 Ral| [ A |
A(®) " A(w) A(a) A(w) A(a) A

[ 1 1 ]

a3-(a3-2,)0  ay-(az-a;)at]

IH

El pseudo-invers té per funcié de pertinenga

L,

six < (1/a3)
(_3%;}; si (1/a3) < x < (1/ay)
My-4x) = SR ‘
é:?l;; si(1/2,) < x < (1/ay)
2741
\ 0 six> (1/ay)

Observem que els trams no nuls del NBT sén trogos d’hipérbola,

per la qual cosa no sén funcions lineals i aixi el pseudo-invers no és
un NBT.

Logicament, el quocient AB de dos nimeros borrosos triangulars
A=(aj, ag a3) i B=(b1, b, b3) no és un nimero borrés triangular.

o (] o
En efecte, només cal observar que A:B:A.(B) 1 per tant AB no és
un NBT. '
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La funcié de pertinenga és

( 0 . six< (ag/bg)

bix-a; | si (1/b3) S X < (ag/by)

e (az-a))+(b3-by)x ‘

HAg ()= '
az-bix si (ay/b,) < x € (a3/by)

(az-a,)+(by-b)x

0 six > (as/b;y)

3.7.5 PRODUCTE D’UN NUMERO REAL PER UN NBT

El producte d'un nombre real k (k#0) per un nidmero borrés
triangular A=(aj, ap, a3) és el numero borrés triangular: ‘

a) k.A= (kap, kag, kaz) sik>0

'b) k.A= (kas, kaz, ka1) sik<O
En efecte, estudiem separadament els dos casos anteribrs.}
a) CAS D’ESCALAR POSITIU: k>0
Partim de

Aa= [A(@), A(@)]=[a1+0..(az-a1), a3-0t.(a3-2)]
Multiplicant per k,
kAg= [k.A®), kA()]= [k.(ai+0(az-a1)), k.(a3-0t(a3-22))]=
=[k.a1+a.(kaz-kai), k.az-0.(kaz-kaz)]l= [c1+0.(c2-c1),c3-0.(c3-¢2))]
| on ci=k.aj, c2=k.ap i c3=k.a3.

En conseqii¢ncia, .
k A=(kay, kaz, kaz) |  [3.40]
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La funcié de pertinenga de k.A ve expressada per

0 o si x < ka,
_X-ka; sika; € x < ka,
_ 'ka2-ka1
K (x) =
kas-x si kay < x < kaj
ka3-ka2
0 si x > kaj

b) CAS D’ESCALAR NEGATIU: k<0

Degut al fet que Ag=[A(0), A(®)]=[a1+0.(az-a1), a3-Ct.(a3-a2)], si
multipliquem per k<O, obtenim

k.Ag= [k.A(0), kA(W)]= [k.(a3-0. (a3-a2)), k.(a1+0t.(a2-a1))]=
=[k.a3-ot. (k.a3-k.ap), k.aj+0o.(k.az-k.a1)]=[c1+U. (c2-c1), c3-0..(c3-C2)]
on ci=k.a3, co=k.ap i c3=k.ai. |

D’aqui deduim que,

k A=(kas, kag, kay) [3.41]

La funcié de pertinenga és ara

0 si X < kaj
_X-kag si ka < x < ka,
- kaz-ka3
L (X) = "
XapmX si kay < x <ka,
kay-ka,

0 six >ka;
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3.7.6 MAXIM I MINIM DE N. BORROSOS TRIANGULARS

El maxim i el minim de dos nimeros borrosos triangulars en
general no és un nimero borrds triangular. La funci6 de pertinenga
no té una expressié explicita i caldra calcular-la en cada cas.

3.8 NUMEROS BORROSOS TRAPEZOIDALS

3.8.1 CONCEPTE DE NUMERO BORROS TRAPEZOiDAL

Siguin aj,ap,a3,a4e R, tals que aj<az<az<a4. Direm que un nimero
borrés A del referencial R és un niimero borrés trapezoidal (NBTR)
si la seva funcié de pertinenga és del tipus

0 si X < ag
X-a :
1 si a1< x< @
az-3;
Ha (0= 1 si ay < x<ag
ay-x :
e si a3 <x <ay
a4-a3 ,
0 si X>ay

3.8.2 SUPORT I NUCLI D’UN N. BORROS TRAPEZOIDAL

Fem notar que el suport d'A és linterval (aj, a4) i que el nucli és
l'interval tancat [ap, a3].

Observem també que, conegut el suport i el nucli d'un nimero
borrés trapezoidal, aquest queda completament determinat. En
conseqiiencia, el podem representar per la segiient quaterna
ordenada (a1, ap, a3, a4) i escrivim A=(aj, a), a3, a4).
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| § T
oF ay = a3 a4

Fig.3.13 Niumero borrds trapezoidal

3.8.3 a-TALLS D’UN N. BORROS TRAPEZOIDAL

Observem que, igual que en el cas d'un nimero borrds triangular,
la funcié6 de pertinenga d'un nimero borrés trapezoidal A és

continua en tot R i que el seu suport és un conjunt acotat en R. Per
tant, els Ot-talls Ag (amb 0#0) venen donats per

Aa=[A(r), A(0)]
on A(o)=min{xeR/pPA(X)20} i A(or)=mix{xeR/pAX)20).
Consegiientment, si aj$x<ajp, tenim

A(o)= min{xeR / (x-a1)/(az-a1)20t}=

=min{xe R/ x=a1+0.(az-a1)}= aj+0.(az-a1).
Mentre que si a3<x<a4, resulta

A(0)= max{xeR / (a4-x)/(ag-a3)20l) =

=max{xe R / x2a4-0..(a4-a3)}= a4-0.(as-a3).

Aixi doncs, els a-talls d'A sén

Ag= [a1+0.(az-a1), a4-0.(ag-a3)] [3.42]
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3.8.4 OPERACIONS AMB N. BORROSOS TRAPEZOIDALS

Les operacions aritmétiques amb nimeros borrosos trapezoidals
sén molt similars a les dels ndmeros borrosos triangulars. Només
cal tenir en compte que el nucli és un interval tancat de nombres
reals en lloc d'un tunic nombre real. Per aquest motiu no les
desenvolupem. ’

3.9 NUMEROS BORROSOS L-R.

La idea general d'aquest tipus de nidmeros, introduits per Dubois
i Pradel5, és considerar una funcié continua i creixent, a l'esquerra
d'un cert valor amb funci6 de pertinenga 1, i una altra funcié6
continua i decreixent a la dreta d'aquest valor.

3.9.1 FUNCIO DE REFERENCIA

Anomenem funcié de referéncia, simbolitzada per L, a una funcié
L:R— [0, 1] |
x — L(x)

(jue verifica les cinc condicions segiients:
a) L. és continua en R
b) VxeR = L(&x)=L(-x)
¢) L és decreixent en [0, +o0)
d) L(0)=1

e) lim L(x) =0
Koy 000

15‘ DUBOIS, D.; PRADE, H. Operacions on fuzzy numbers a “International
Journal of Systems and Science”, 6, 613-626. 1978.
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Fig.3.14 Dues funcions de referéncia

3.9.2 NUMERO BORROS DE DUBOIS I PRADE

Donades dues funcions de referéncia L (“Left”) i R (“Right”), direm
que un nimero borrés A d'R és un niimero borrés de Dubois i Prade,
que simbolitzem per L-R, de valor principal m (meR) amb desviacié
esquerra A (AeR+) i desviacié6 dreta p (pe R+), si la seva funcié de
pertinenga A és del tipus |

I{m-x) $i X <m
A\ .
Ha) =] 1 si x=m
R{—X-'-——m—) six>m
p [3.43]

Utilitzarem la notacié A=(m, A ,p)LR. Observem que les dues
funcions de referéncia L i R indueixen una familia infinita de
nimeros borrosos L-R obtinguda en variar els parametres m, A ip.

Com a EXEMPLE d’aquesta familia infinita de ndmeros borrosos,
partim de les dues funcions de referéncia

Lx)= —b— - i R(x)= —2
x%+1 x2+2
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\

Fig.3.15 Funcions de referéncia de ’exemple

Prenent m=1, A=1 i p=2, obtenim el nimero borrds A amb funcié

de pertinenga

R
Pt
wieo=| 1 N
2 N
5
2
| )
1| B
0.8 '-:?-,é’
&
O.;;GE‘-_
L(x) “{d‘_ ¥
*’9:::@.4::::. I
.t
0.2 +
i L ! 1 ‘ ’ ‘ ’
3 1 3 O ) l l | ' l
-3 -2 -1 1 2 3 r : 6 -

Fig.3.16 Nimero borrés L-R amb m=1, A=1ip=2
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Si, en canvi, considerem m=2, A=3 ip=4, obtenim el ndmero
borrés B amb funcié de pertinenga

1 2 six<?2
2-x¥4
Up(x)= 1 si x=2
22 six>?2
———X‘z) +2
4
a D
1 2!
T
08
n‘::'-‘ox:‘" =
L9 06 T
‘,,:5"? -
° sgeit?’ L(X)
0.2
| S 3 1 3 ‘ | 1 3 M 3
] € | ] O ¥ ¥ 1 | | 4
-4 -3 2 -1 1 2 3 4 5 4§ R
\ Y,

Fig.3.17 Ndmero borrés L-R amb m=2, A=3 i p=4

3.9.3 o.-TALLS D’UN NUMERO BORROS L-R

Donat un n_ﬁmero borrdés L-R, K=(m,__2», p)LR, els a-talls de A, per
o0, s6n intervals del tipus Ag=[A(a), A(a)], on

A(o)=min{xeR / pA(x)20} i A(0)=mix{xeR /pE(x)=0}
Si x<m, obtenim

A(o)= min{xe R / L((m-x)/A)=0.}= min{xeR / (m~x)/7LZL'i(a)}=

= min{xeR / x<m-AL-1(0t)}= m-AL-1(x)
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En canvi, si x2m, resulta

A= méx{xé R / R((x-m)/p)20}= max{xeR / (x-m)/p=R-1(at)}=

= max{xeR / x>m+p.R-1(at) }= m+p.R-1(xx)

Aixi, doncs, els o-talls d'A sén

Ag=[m-AL-1(a), m+p.R-1(a)] [3.44]

3.10 OPERACIONS AMB NUMEROS BORROSOS L-R

3.10.1 SUMA DE NUMEROS BORROSOS L-R

Donats els nidmeros borrosos A—(m A, p)LR i B=(m', A', p)LR la
seva suma verifica que

A+B=(m+m', A+A', p+p')LR [3.45]

En efecte,
(A+B)o= Ag+Bo= [m-AL-1(0r), m+p R-1(0)]+[m"-\' L-L(cr), mp' R-1(e0)]=
= [mm- (). LL(0), mam'+(p+p) R)]

i, per tant, A+B=(m+m’, A+\', p+p' )LR.

3.10.2 DIFERENCIA DE NUMEROS BORROSOS L-R

Donat el nimero borrés A=(m, A, p)LR, el pseudo- oposat dA ve
expressat per

-A=(-m, p, MRL [3.46]

En efecte,

(-A)a= [-A@),-A()]= [-(m+p R-1()), -(m-A.L-1(or))]=
=[-m-p.R-1(a)), -m+A.L-1(00)]
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En conseqiiéncia, donats els dos nimeros borrosos A=(m, A, p)LR i
B=(m', A, p")RL, la seva diferéncia és

A-B=(m-m', A+p', p+A)LR [3.47]

La seva comprovacié és immediata, perqué només cal observar
que A-B=A+(-B) '

3.10.3 PRODUCTE DE NUMEROS BORROSOS L-R

Partint dels nimeros borrosos L-R A=(m, A, P)LR i B=(m', A, PILR,
podem observar que el seu producte no és un nidmero borrés L-R.

Aixi, per exemple, en el cas en que considerem dos nidmeros
borrosos L-R positius, tenim

(A.B)oq=Ag.Bo=[m-A.L-1(cx), m+p.R-1(ox)].
[m'-A L), m'+p' R-1(w)]=
=[m.m'-(mA'+m'A).L-1(0)+A0' (L-1(o)2,

. m.m'+(mp'+m'p).R-1(e)+pp'(R-1(2))?]

que, evidentment, no correspén a un nudmero borrés L-R, ja que
- la seva funcié de pertinenga, obtinguda igualant a x els extrems de
I’interval anterior i aillant o, és:

] 1 1] 1] 2 )
| Gmrem,) - \[ér;;-mk) +43) x) G x<mm
HAB(X)= [3.48]
] ] l_ ] 2 T
l(-(mp +m p)+‘\/2(m;') m'p)“+4pp x) S x>mm’
pp

3.10.4 QUOCIENT DE NUMEROS BORROSOS L-R

Donat un nimero borrés L-R positiu o negatiu A=(m, A, p)LR, 65

facil comprovar que el seu pseudo-invers A'l no és un ndmero
borrés L-R.
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La seva funcié de pertinenga ve expressada per

1
-X sil>m
2 X

pr 1= pp(1o= { 1 sil-m

Reduint a comid denominador i aillant x,

__mx-l) si x> L
m

L AX
uz-l(x)= 1 'six=I—1l—
1-mx| gix<l
pxX m

Finalment, ordenant termes obtindrem la funcié de pertinenca
del pseudo-invers d’un nimero borrés L-R,

l-mx} 4 x< L

pX m

~. — R |
prelx=y 1 si x=_- [3.49]

mx-1) x> L

AX m

Per tant, donats ara els dos nimeros borrosos L-R, que suposem
positius, A=(m, A, p)Lr i B=(m', A', p')LR, €l seu quocient ", definit per
A:B=AB-1.no és un nimero borrés L-R.

La seva funcié de pertinengca del quocient de dos nimeros
borrosos positius €s, doncs

m-m'x| gjxc
A+p'x m'

A o(X)= 1 six=10
HAB(X) "y [3.50]

1
m X-m s1 x> ._In_’
p+A'X m




3. NUMEROS BORROSOS 111

3.10.5 PRODUCTE D'UN N. REAL PER UN N. BORROS L-R

El producte d'un nombre real k. per un nimero borrés L-R,
expressat per A=(m, A, p)LR, és el nimero borrds :

a) k.A=(km, kA, kp)LR si k>0
b) kA=(km, -kp, -KA)RL si k<0

La funci6 de pertinenga en general és

m- X
L K| siXcm
A
e A®)= pr(x/k)= | 1 si f=m
X . m
k si £>m
P

Determinem-la per cadascin dels dos casos a) i b) anteriors:

a) ESCALAR POSITIU: k>0

L(km‘ X) si x<km
. . kx’

Hg a(®)=1{ 1 si x=km [351]
R(l‘—'—m) si x>k m
kp

per tant, k.A=(km, kA, kp)LR.

b) ESCALAR NEGATIU: k<0

En aquest cas, al ser k negatiu, haurem de tenir en compte el
sentit de les desigualtats,

km-x| ¢ xskm
kA
B AX)=1 1 si x=km
R(m si x<km
kp
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Canviant signes en el numerador i denominador,

x-km} ¢jixskm
-K)A

M Ax)=1 1 si x=km
km-x| i x<km
(-k)p

Finalment, ordenant els termes,

l<&7i) si x<km

(-k)p

M a®)=1 1 si x=km [3.52]
x_-l;m) si x>km
(-k)A

aleshores, es verifica per k<0 que k.A=(km, -kp, -KA)RL.

3.11 COMPARACIO DE NUMEROS BORROSOS

En la presa de decisions econdOmiques en un entorn d’incertesa és
important la comparaci6 o ordenacié6 de ndmeros borrosos.
Aquestes comparacions no s6n simples, donat que en ['ambit dels
nimeros borrossos no existeix una relacié d'ordre total.

La forma més ldgica de comparar ndmeros borrosos és basant-
nos en el concepte de possibilitat, perd aixd sovint contradiu la
nostra intuicié. Una segona opcié consisteix en la comparacié
d'arees, posicions o coeficients que d'alguna manera representin
aquests ndmeros borrosos. '

El problema és que el procés de comparacié és dinamic i sovint
les situacions canvien en funcié de l'entorn o ambit on treballem.
Aix0 comporta que per comparar ndimeros borrosos ens veiem
obligats a utilitzar diferents meétodes, segons les situacions en qué
ens trobem.
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Tots aquests métodes admeten diferents classificacions. Nosaltres
els classifiquem en dos grans grups: -
- Relacié de preferéncia ordinaria.

- Relacié de preferéncia borrosa.

Per tal d'establir les relacions de preferéncia entre nimeros
borrosos, introduim els conceptes d’interval esperat, valor esperat,
centre de gravetat, coeficient de variaci6 d'un ndmero borrds i
distancia entre ndmeros borrosos a través dels seus (-talls.

3.11.1 INTERVAL ESPERAT D'UN NUMERO BORROS

Anomenem interval esperat, que simbolitzem per IE@), dun
nimero borrés A l'interval de nombres reals definit per mitja de les
integrals definides

1 1
1E(A) f A(o).dat f A(o).do
0 0

[3.53]

En el cas particular que A sigui un nimero borrés triangular,
~ expressat per la terna A=(aj,ap,a3), tenim

1 1
IE(X) f (a1+0t(a2—a1).doc ,f (az-oc(a3-a2).d(x =
0 0

2 1 ) 1
= [ala +%(a2-a1)]0, [a:;oc +l2—(a3-a2)]0 =

_ 1 l(nn. — | a1tay. aptag
=|ay; ++(ay-a1), a3 +=-{a a)]—[ , }
[1 5 2-a1), a3 > 3-4) > 5

Per tant, l'interval esperat del NBT és

IE(A)= [ al;’” , agaﬁ ] [3.54]
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3.11.2 VALOR ESPERAT D'UN NUMERO BORROS

Anomenem valor esperat d'un nimero borrds A, simbolitzat per
VE(A), amb ponderacié B, al nombre real que ens ddéna una

ponderacié entre els extrems del seu interval esperat, €s a dir,

—~

1 1 '
VE(A) =p f A().do + (1-B) f A().dos
0 0

3.55]

En el cas que A signi un ndmero borrés triangular el valor esperat
sera igual a

VE(A)=B.[(a1+a2)/2]+(1-B).[(a2+a3)/2]

Simplificant,
VE(A)=[az+a3-B(a3-a1)]/2

En el cas particular de f=1/2 tenim

VE(A)=(aj+2as+a3)/4 [3.56]

que és la mitjana dels extrems de l’interval esperat.

3.11.3 CENTRE DE GRAVETAT D'UN NUMERO BORROS

Donat un nidmero borrés A del referencial R amb funcié de
pertinenga continua i de suport acotat l'interval [a, b], definim el
centre de gravetat dA, i el simbolitzem com X% , al nombre real

b
. ,£~_[ XUA(x)dx/ |
AT Ha(x).dx

a

[3.57]

El centre de gravetat d'un n. borrés triangular A=(aj, a, a3) és

X3 =(ar+az+a3)/3 | [3.58]

Observem que coincideix amb el baricentre del triangle.
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En efecte, i prescindint dels calculs intermedis,

a3 4 ¥
. ) - “x
~(x) d x 278 gx +] x 33X g4x
qu(x) X an-a1 Jaz asz-an |
_ a1 : '
~_ a1 - =1—(a1+ a, -aj )
as3s : a2 a3 3
Ra(x) dx X3 dx+( 43" X dx
a1 az-ay  f a3

3.11.4 COEFICIENT DE VARIACIO D'UN NUMERO BORROS!6

Donat un nimero borrés A del referencial R amb funcié de
pertinenca continua i que té per suport acotat l'interval [a, b],
considerem la funcié de probabilitat per esdeveniments borrosos
donada per f(z)=ku7\(x) on k €s una constant de proporcionalitat.

Definim el coeficient de variacié del nimero borrés A i el
representem per CV(A), com el nombre real que verifica

CV(A) = F4

xm(A) [3.59]

on la mitjana Xp(A) ve donada per

b ,
& I x(pzf.dx/
X =Ja
M (nx 0P dx
i la desviaci6é standard c(A) per
2z
~ xz.(ux(x) dx ~
A)= L b - lxm(A
o(A) P s (xR

a

16 LEE, ES.; LI, RL. Comparison of fuzry numbers based on the probability
measure of fuzzy events. Comput. Math. Appl. 15, 887-896. 1998.
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Quan A=(aj,a2,a3) és un nimero borrds triangular, es pot provar
que el coeficient de variacié es pot escriure com

~ 2 2,7,2 '
CV(a) = 1 3aj +4a2+3a3-4a1a2—2a1a3-4a2a3
20 a +2az +az ' [3.60]

L’expressié anterior també es pot expressar en la forma

a% +2a% +a% _ajt+lag+a;s
a1+2a1+a3 4

cva)= 1
]

3.11.5 DISTANCIA ENTRE NUMEROS BORROSOS A TRAVES
DELS o-TALLS!7

Donats els nimeros borrosos A i B amb ot-talls Ag=[A(Q), A(Q)] i
Bo=[B(0t), B(0t)], respectivament, anomenem di_stc‘mcia entre Ai B a

través dels seus o-talls, d(A, B), al valor de l'expressi6

1
d(X,§)=_21_ f (|ACo)-B(ow)] +[A(0)-B(a)| ) dox
0 [3.61]

Pel cas particular de ndmeros borrosos triangulars, A=(ai, ag, a3) i
B=(bi, by, b3), obtenim
1
d(X,ﬁ):% f | a-b1+0t(ag-a;-ba+b1) | - | ag-b3-0(az-a5-bs+by) | dot =
0

= 1 a1-b1+00(ar-a;-by+b1))| aj-bi+0t(as-a1-bytb ) | |
[4(a2-a1—b2+b1)(1 140 (az-a;-by+b1))| ag-by (az»al 2+b7) |

+

1 23-b3-00(21-25-b3+bs)) | 22-b3-Ct(ax-2,-batbs) | | =
4(a3-a2-b3+b2)( 3-b3-0(a3z-a,-bj 2))| 3-b3-0l(az-a,-bs Z)I_o

_ (ag-b) [2p-ba| - (ar-bi) | ay-bi| |, (ap-b2) | ay-by | - (a3-b3) | a3-byl
4(a2—a1-b2+b1) 4(a3-a2-b3+b2)

17 KAUFMANN, A. ; GUPTA, MM. Introduction to fuzzy Arithmetic.
International Thompson Computer press. 100. 1991,
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En particular, la distancia d'un nimero borrés A al nombre real
zero és ’

1
d(X,O):% f (] Al |+ A ) da
~ Lo - [3.62]

o~

Observem que si A és un ndmero borrés positiu (resp negatiu) la
distancia anterior coincideix amb el valor esperat d'A prenent
B=1/2 (resp. amb el valor absolut del valor esperat d'A).

3.12 RELACIONS DE PREFERENCIA ORDINARIA

3.12.1 COMPARACIO DE N. BORROSOS A PARTIR DE N. REALS

Aquest metode consisteix en assignar a cada nimero borrdés del
referencial R un nombre real i, a continuacié, ordenar aquests
valors segons l'ordenacié d'ordre total en R. Es a dir, definirem una -
aplicacié g de la segiient forma

g:NR) — R
A = gA)
A partir d’ella diem que A és superior aB, o preferible Segons el

context, i ho representem per A»B, si el nombre real g(X) és més
gran que el g(B). Matematicament,

A»B & g (A)2g(B) [3.63]

De les diferents aplicacions que podem definir entre el conjunt
dels nimeros borrosos N(R) i el dels nombres reals R, considerem
les tres més usuals:

a) COMPARACIO AMB EL VALOR ESPERAT: VE

A e 'V E (A)2VE(B) [3.64]
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b) COMPARACIO AMB EL CENTRE DE GRAVETAT: X

—~

A»B N XAD>OXE [3.65]

c) COMPARACIO AMB EL COEFICIENT DE VARIACIO: CV

A»B = CV (A2CV@®EB) | [3.66]

d) COMPARACIO A PARTIR DE LA DISTANCIAL7

A»B & d (A, AAB)=d(B, AAB) [3.67]

3.12.2 COMPARACIO A PARTIR DELS SEUS a-TALLS

Donats els nimeros borrosos A i B d'R que tenen per o¢-talls
Ao=[A(®), A(0)] i Ba=[B(a), B(at)], respectivament, alguns dels
criteris utilitzats per comparar nimeros borrosos a partir dels seus
o-talls sén els segiients:

P~

) A<B o Voe[0,1] A()<B(a) i A®) <B()

{=]

b) A<B o Voae[0,1] Ax)<B(0)
) A<B o Voe[og1] A(0)<B(o)

on en aquest dltim aje [0, 1].

3.13 RELACIONS DE PREFERENCIA BORROSA

Donats dos numeros borrosos que volem comparar, aquest
meétode consisteix en assignar un nombre real de linterval [0,1] a
cadascin dels nimeros borrosos, el qualens indica en quin grau un
d'ells és preferible a l'altre.

17 KAUFMANN, A.; GIL ALUIJA, J. Técnicas operativas de gestion para el
tratamiento de la incertidumbre. Ed. Hispano-Europea. 62. 1987.
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Amb aquesta finalitat, sigui g la funcié definida, en el conjunt
producte dels nimeros borrosos, per.

g: NRXNR) — [0, 1]
(A,B) - ¢Aa,B)
Aleshores, diem que el nimero borrds A és preferible al B amb
un grau de preferéncia g(A,B),

3.13.1 RELACIO DE PREFERENCIA DE YUAN!S8

Donats els nimeros borrosos A i B d'R, anomenem relacié de
preferéncia de Yuan entre els numeros borrosos A i B, i la
representem per My a la segiient expressié:

Si+S2 siS>0

WH(AB) =
si S=0

[3.68]

on S=Sl+Sz-|_-S3+S4 i on S1, S2, S3, S4 vénen definits per les segiients
. integrals definides:

_ (
S1= f . I_)(oc).doc So= D(a).do
[/ D(@) > 0] Ho./ Doy > o)
S3= f B |D() | dox S4= |D(o) |da
o/ D(@) <0 Ho /Do) < o)

essent D(0)=A(0)-B() i D(0)=A(0)-B(ax)

En conseqiiéncia, per a determinar la relacié de preferéncia de
Yuan, s’haura de determinar préNViament els extrems inferi0£ i
superior de la diferéncia borrosa D dels nimeros borrosos KiB,i
després calcular les integrals definides anteriorment.

18 YUAN, Y. Criteria for evaluating fuzzy ranking methods a “Fuzzy Sets and
Systems”, 44, 139-157. 1991.
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Aixi, per exemple, en el nombre triangulaf D les integrals sén les
arees segiients: S1=OBED, $2=CDE, $3=0 i $4=AOC.

A OTO ' B

Fig.3.18 Relacié de preferéncia de Yuan

3.13.2 RELACIO DE PREFERENCIA DE JIMENEZ!9

Siguin dos niimeros borrosos A i Bd'R, amb intervals esperats
IEA)=[A1, Az] i[E(ﬁ):[Bl,_ B2], respectivament, i considerem les
diferéncies E1=A1-B2 i E2=A2-B1.

Anomenem relacié de preferéncia de Jiménez entre els nimeros
borrosos AiB, i la representem per My a la segiient expressi6

0 siEy<O

- ~ E .
AB)= 1 si Oe|E1, E
MJ( ) EZ“EI [ 1 2]

1 siEj>0

[3.69]

19 JIMENEZ, M. Modelos matemdticos aplicados a la toma de decisiones
financieras en condiciones de incertidumbrg. Tesis Doctoral. Universidad del
Paifs Vasco. Bilbao. 1994.
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3.14 APROXIMACIO DE NOMEROS BORROSOS

3.14.1 APROXIMACIO I ERROR MAXIM

Donats dos ndmeros borrosos A i B d'R direm que A és una
aproximacisé de B, i ho representem per A = B, si el valor absolut de
la diferéncia de les funcions de pertinenca €s més petit o igual que
un cert valor. Es a dir,

A=B = V xe R, Ip A(x)-uB(x)i<e [3.70]

L'error maxim, simbolitzat per e, d'aquesta aproximacié vindra
expressat per

e=max {ILAX)-UBx)l /xeR}.

Es evident que existeixen moltes maneres d’aproximar nidmeros
borrosos. Ens limitarem a calcular aproximacions entre nimeros
borrosos de suport acotat que tenen el mateix nucli i suport.

3.14.2 CALCUL DE L'ERROR MAXIM DE L'APROXIMACIO

Partim de dos ndmeros borrosos A i B que tenen igual nuclis i
suports

N@)=N®B)=N i supp(A)=supp(B)=[a, b]

i considerem la funcié F definida com el valor absolut de la
diferéncia de les funcions de pertinenga

F(x)=IpA(x)-UB(x)!

Atés que F és una funcié continua definida en el compacte [a, b],
llavors pel teorema de Weierstrass la funcié F assoleix el maxim i el
minim absoluts en [a, b].

Pel fet que F(x)20 i que el minim absolut és un element del
conjunt Dyy={xe[a, b] / HAX)=UB(X)} i com que a,be[a, b], llavors el
maxim absolut s'assolird en l'interval obert (a, b).

‘En consegii¢ncia, aquest méxim sera un element del conjunt
Dm={xe(a, b)/ F'(x)=0}.
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Aleshores, l'error maxim d'aproximacié e vindra donat per

e=max(F(x) / xeDm} |.  [3.71]

En la majoria de les ocasions aquest error maxim d'aproximacid
sera dificil de calcular. Els professors Jiménez i Rivas?0 demostren
que, quan E:(al, ay, a3, a4) és un numero borrds trapezoidal, una
cota K de l'error maxim e pot venir expressada per

. D
e < K=max esq.  Dgra

aj-a; a4-az

[3.72]

on les desviacions esquerra i dreta sén
Desg=max {IA(a)-B(a)l / 0<o<1}

Dye=max{[A(0)-B(o)l / 0<ai<1}.

3.14.3 APROXIMACIO DEL PRODUCTE DE DOS NBT POSITIUS

Donats els nimeros borrosos triangulars positius A=(ai, az, a3) i
B=(bi, bz, b3), ja hem demostrat que el seu producte A- B és un
nimero borrés no triangular amb nucli N(A- B)={asbz} i suport
supp(A- B)=[a1b1, a3b3].

En aquest cas, i seguint la teoria desenvolupada anteriorment, el
producte A- B l'aproximarem al ndmero borrés triangular C amb el
mateix nucli i suport, és a dir, C=(a1b1, azb2, a3b3).

Una cota de l'error maxim d'aproximacié ve donada per

K=max [ max {(0"“2)(a2"31)(b2-b1) /OSasl)

azbz-albl

max {(a-02)(az-a5)(b3-bz) / Osas1]
azbsz-asbp

20 JIMENEZ, M.; RIVAS, J.A. Actas III Congresos SIGEF. Buenos Aires. Paper
2.12, 1996. ; '
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Si fem F(a)=(o-02)(as- a1)(b2 b1) derivem respecte a o i 1gualem
a zero, F'(o)=0, tindrem

F'(cz)::(l-20@)(a2—a1)(b2-b1)" 0=, o=1/2

Com que F'(0)=2(az- al)(bz b1)<0 deduim que en o=1/2 s’assolira
un maxim. Per tant, '

max{F(a) 0<asl}= F(1/2)= (az-a1)(by-b1)/4

Analogament, si fem el mateix amb G(0)=(x-0t2)(a3-a32)(bs-b3),
tindrem

G'(a)=(1-2c0)(a3z-a2)(b3-b2)=0 , 20=1 , o=1/2

També G"(a)=-2(a3-az)(b3-b2)<0 i per tant el maxim de G(o)
s'assoleix en Ot=1/2. Per tant,

max{G(a) /0sasl}= G(1/2)= (a3-az)(bs-by)/4

Consegiientment, podem escriure

K=mix { (a;-a;)(by-by) ’(a3-a2)(b3-b2) }
L4 (aZbZ"albl) 4 (a3b3-a2b2)

- [3.73]

3.14.4 APROXIMACIO DEL QUOCIENT DE DOS NBT POSITIUS

Donats els NBTs positius A=(aj, a2, a3) i B=(b1, bz, b3), sabem que
el seu quocient AB és un nimero borrés no triangular que té per
nucli N(A:B)={az:bs} i per suport supp(A:B)=[a1:b3, a3:b1].

Anilogament al cas anterior, A:B I'aproximem al ndmero borrés
] triangular C amb el mateix nucli i suport C=(a1:bs, ay: ba ,a3 b1).

| Efectuant els calculs d'una manera s1mllar al cas del producte la
cota de l'error maxim de l'aproxunacm del quocient és

Km{«/’s‘;«/f o, o \
Vb3 +4b; by +4b; [3.74]
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3.14.5 APROXIMACIO DE NUMEROS BORROSOS AMB UN
ERROR D'APROXIMACIO PREFIXAT

Donat un niimero borrés A , proposem un métode per calcular un
nimero borrés poligonal P de manera que l'error d'aproximacié
sigui més petit que un valor prefixat pe.

Considerem en primer lloc una particié6 {0tg, ®1,..., Op-1, Gin} de
l'interval [0, 1] definida per Qij=i/n on n=2m amb i=0,1,2,...,2™, i per
j=0,1,...,n-1 definim

Doy Dy
™ - 1 ,
‘(2“‘ 2 2mf  pm

on les desviacions esquerra i dreta sén

Kj+1= max

+.
ot

]jesq= max

IA(0)-P(o)] / 5{; <ol

5|

.

D'dta= max

ot o
+

=

A(0)-P(a)| / EJ‘? <a<

2

Aleshores, K=max{Kj, K3,..., Ky} és una cota superior de l'error i,
calculant el valor de n amb la condicié6 que K<pe obtindrem el
nimero borrés poligonal P amb un error d'aproximacié "e" inferior
al prefixat pe. ‘

Aplicacié: aproximacié del producte de dos NBT

Siguin dos nidmeros borrosos triangulars positius A=(ai, a2, a3) i
B=(by, by, b3) i designem per P el nimero borrés poligonal que
aproxima el producte AB.

Considerem la particié de l'interval [0, 1] en n parts iguals,
definida per
oj=i/2m on n=2m amb i=0,1,2,..,2m,

Els subintervals de [0, 1] que genera la particié s6n de la forma

[o), @js1]=l/2m, G+1)2m]  on  j=01,..2m-1.
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(
11

]

=1

g

.

a-b azb

9 ajby 2by 3b3

Fig.3.19 Nimero borrdés poligonal amb m=1

Calcularem l’extrem inferior de 1'ai-tall, P(ot), per & pertanyent al
subinterval [j/2m, (j+1)/2m],

Recordant que
AB(0) = a;b1+0L(a by+brag-2a;by)+02(ay-a))(by-b1)

obtenim

AB(——) = a1b1+— (a1b2+b1a2 2a1b1) + {2 (aj-a;)(bs- b1)

&(J 1) = a b1+J——— (a;ba+bjaz-2a,by) +(2 ) (a,- al)(bZ‘bl)

Calculant ara la recta que passa pels punts M i N que podem
veure en la figura de la pagina segiient,

a5 eels)

Com que l’equacié de la recta que passa pels punts M(xm, ym) i
N(xN, yN) ve expressada per

(y-ym)/(yN-yM) = (X-XM)/(XN-3M)
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I com que y=a i x=P(c), substituint
j o
- oW P(x) - .AB;E)
A%H
2™

L J o aglit]
Al’llarlt i simplificant, l'extrem inferior de I'a.-tall del ndmero
borrés P, P(o),

P(0) =(2™ at-j) (AB(J”) AB(J ))‘*‘_Aﬁ(ijg)

Substituint per les expressions dels extrems inferiors en funcid
de aj, a2, by i bz, tindrem

Pla)=(2"0s- ){alb2+b1a2 2a1by  (1+2j)(ap-21)(b2-b1) }LAB(_J_)

s . | )
1 }
) N
(j+1)/2m _
_ Desq
o
M
j/zm fnersrssensann. .
=7 :
AB(/2m)  AB(a) P(o) AB((+1)/2™)

Fig.3.20 Obtencié de les desviacions esquerres
Calculem a continuacié cadascuna de les desviacions esquerres,

a1b2+a2b1 2a1b1
2m

F(a)= AB(a)-P(0:)= (a3-a)(b2-b1)o-o

1+23)
2m

+ (2j+1)(32-3.1)(b2-b1) AB J

+ a1b1
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La més gran d’aquestes desviacions, per a diferents valors de o
de l'interval en estudi,

' 5 S, +1
Desq= max { F(a) / zjﬁ-s ocsqua
I’obtindrem fent F"(o)=0,
F(0)= (ag-a;)(by-by) |20 - (2221 ] 0 o 20-1F2) o =12
2m 2m+1

Substituint per aquest valor, i operant, la desviacié esquerra sera

Dlggq= 32" ;ﬁ:’g b1) 3.75]

De la mateixa manera es podria trobar la desviacié dreta,

D]d - (a3'32)(b3-b2) [3.76]

ta
22m+2

Recordant ara la férmula [3.72], una cota Kj+1- de T'error podra
venir expressada per

Kj+1= max - csq dta '
]+1
anl 42m) o] AP
I com que,

Desq = _1 (az-a;)(ba-by)
AB(Ji—l—)- AB(—j—) om+2 asbz-a;bi+2j(as-a;)(bz-by)
- 2m = "An

Dagta - _1 (az-a5)(bs-bj)

ABAtL) _apdy  2m*? asbs-abat2j(az-ag)(bs-by)

Resultara que

Kji1= 1 miix{ (as-a1)(ba-by) (az-a,)(bz-bj)

asbs-a;b1+2j(ag-a;)(ba-by) ’ asbs-asbj+2j(az-a;)(bs-by)

|
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Si designem per K’j+1 el maxim anterior, i variem I’index j des de
0 a 2m-1, la cota K sera

K= n{” max {Kj,; /j=0, 1, ..., 2™-1
2 .

[3.77]

A partir d'aquesta cota podem calcular el valor d'm imposant la
condicié K< pe.

Aixi doncs, si denotem per
K= max {K’j+1 /j=0, 1, ... , 2™-1
aleshores, K'/(2m+2)<pe.

Aillant, m

m> Logy(K /pe) -2 [3.78]

Com EXEMPLE, donats els ndmeros borrosos triangulars A =(2~,3,5) i
B=(1,4,6), anem a calcular el nidmero borrés poligonal P que
aproxima el producte AB amb un error d'aproximacié pe =0,025.
Obtenim successivament les cotes

3_ _4
104+6j 18+8;j

Kj+1= 1 max
2m+2

K=—L  max
2m+2

3 . /jzoa 1, see 21'11_1 - ]- 3_.
10+6j Hm+2 10

L3 <005 o m2Logy(12)-2 < m>1,58
2m+2 10

~ €és a dir cal prendre m=2 i, per tant n=4, obtenim aixi la segiient
particié de l'interval [0 ,1]

{O’LYZ—’B—’I}
444
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“Aleshores els o-talls del nimero borrés poligonal P sén

Pa{zaél 0H{3— a-—3—) 352 30—21&-»‘2(1- 1—) j-l—jz]
4 2 16716 41774

J

on Oe ,J—+l

amb  j=0,12,3

és a dir

|

2
4

Per j=0 Pa=[2+34loc ,30-21oc] amb Oce[O,

Per j=1 Pu=

[y
.
-k
R
‘u:
5
—
O
R
2
R
m
Lol =

|

2

Per j=2 Pa=[7—+4—1a,5l
8 2

Per j=3  Pg= [

Aixi, per exemple donat 0t=0°6 correspon a l'interval per j=2, 1 el
seu valor és Pg-g=[7"325, 1873]. "

S )
X ,

0s]

0ok

04}

02]

oL T A SO

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Fig.3.21 Aproximacié poligonal del producte
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CAPITOL

4

EQUACIONS
BORROSES

Les equacions borroses constitueixen una eina decisiva en la
teoria dels conjunts borrosos donat el seu gran potencial en les
aplicacions que se'n deriven. Malauradament aquesta teoria no
ha estat suficientment desenvolupada. D’altra banda, algimes
de les publicacions en aquest camp donen lloc a controvérsies.

En la teoria d'equacions ordinaries, on els coeficients i la
incognita sén elements que pertanyen a un grup G, diem que
dues equacions sén equivalents si i només si tenen les
mateixes solucions. Per exemple, si considerem l'equacié a+x=b,
aquesta €s equivalent a x=b-a. Quan ens situem en l'ambit de
I'aritmeética borrosa aquestes dues equacions no sén
equivalents, perqué mentre que l'equacié A+X=B no sempre té
sentit en aquest ambit, la segona equacié X =B-A en té sempre.

Objectiu d;aquest ~capitol és donar un nou enfoc a les
equacions A+X=B i AX=B per tal d'obtenir a partir de la solucié
en el sentit de Buckley i Qu una nova _aproximacié a la solucid
que involucri menys borrositat.
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4.1 GENERALITATS

4.1.1 EQUACIO BORROSA

Una equacié borrosa és una equacié del tipus

f(&, X )=B [4.1]

on AiB sén dos nimeros borrosos coneguts d'un referencial ECR i
X és un altre nimero borrés d'E a determinar.

Com és habitual en les equacions, X s'anomena incognita o variable
borrosa. .

4.1.2 SOLUCIO D’UNA EQUACIO BORROSA

Donada una equacié borrosa f(A, X)=B, una solucié d'ella (cas
d'existir) és un nidmero borrés X =C que verifica l'equacid, és a dir,

f (A, C)=B [4.2]

Equivalentment, si anomenem Sq els o-talls del primer terme i Bg

els del segon terme de l'equacié anterior, caldra trobar els ou-talls del
nimero borrés Xtals que Sg=Bg.

Es evident que la resolucié6 d'una equacié borrosa en molts casos
no té solucid.

Aixi, per EXEMPLE, si considerem l'equacié
2 X+7.A =B
on A=(1,2,6) i B=(-1,04) aleshores 2.Xg+7.Aq = Bg, essent
Xo=[X(@), X(@)] , Ag=[1+0;, 6-40] , Bo=[-1+0,, 4-4at].
Llavors es verifica
2[X(00), X(0)] +7[1+0t, 6-40r] = [-1+a, 4-4ot]

[2X(0)+7+70t, 2X(00+42-280t] = [-1+0t, 4-401]



4. EQUACIONS BORROSES 135

Per tant, els extrems inferior i superior sén:
| 22(_‘(0C)+7+70c=~1-!‘-'oc‘ :=> X()=-4-30
2X(0)+42-280=4-40t = .‘)Z(a)m~19+120c
Es dedueix, doncs, que X no és' un nimero borrés.

El professor Sanchez! demostra, utilitzant equacions lineals i
quadratiques, que les condicions per tal que existeixi solucié sén
molt restrictives-

Per a subsanar aquesta dificultat, Buckley i Qu proposen un nou
enfoc de l'equacié borrosa f(A, X)*B

4.2 METODE DE RESOLUCIO DE BUCKLEY I QU

Donada una equacié borrosa f(A, X)=B, Buckley i Qu? proposen
considerar-la com una familia d'equacions certes del tipus:

f(a,x)=b on aeS(A) i be S ®B) [4.3]

associades a f(A, X)=B, on els valors a i b répresenten tots els possibles
valors de quantificacié incerta donats, respectivament, pels ndmeros
borrosos

A={(a, pA(2)) / aeE} 1 B={(b, pi(b)) / beE}

Suposem que de l'equacié [4.3] és possible aillar algébricament x en
funcié d'a i b, és a dir x=F(a, b), que genera la nova equacié borrosa

X=F(&, B)  [44)

1 SANCHEZ, E. Solutions of fuzzy equations with extended operations a “Fuzzy
Sets and Systems”, 12. 237-248. 1984,

2 BUCKLEY, LL.; QU, Y. Solving fuzzy equations: a new solution concept a
“Fuzzy Sets and Systems”, 39, 291-301. 1991,
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Aleshores, pel principi d'extensié, podem assegurar que. X és un
conjunt borrés amb funcié de pertinenga:

L X(x)=sup{ 1A (a)A pB(b) / x=F(a,b)} [4.5)

PROPOSICIO 4.1. «En cas. que la funcié F sigui continua, es
dedueix que X és un nimero borrds.» ’
Demostracio:.
Provarem que X és un conjunt normal i convex.
1) NORMALITAT. Donat que AiB sén normals, existeixen
a'ib' tals que pA(a")=11i uB(b")=1.
Sigui x'=f(a',b"), aleshores
UX(x)= sup{nA(a)ARB®) / x'=F(a',b)}= sup{1al}= 1
consegiientment, ;( ¢s un conjunt borrés normal. ’
2) CONVEXITAT. Per la continuitat de la funcié F i per la

compatibilitat del principi d'extensi6 amb els o-talls,
sabem que els o-talls de la solucié X vénen donats per

Xq={x / x=F(a,b) , on ac Ay i be Bq}

Atés que AiB sén dos ndmeros borrosos del referencial
ECR, el domini de definicié de F és el compacte de R2,
AgxBg. Per tant, segons el teorema de Weierstrass, existeix
el minim i el maxim de la funcié F:

X(o)=min{x / x=F(a,b) , on ac Ay i be By}
X(0)=max{x / x=F(a,b) , on ac Ay i be B}
Aleshores, els o-talls de Xsén els intervals tancats
Xo=[X(o0), X(00)]

I, per tant, els intervals sén convexos. Consegiientment,
X és un conjunt borrdés convex. |

Dels punts 1) i 2) deduim que X és un nimero borrés. ¢
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El nimero borrés X s'anomena solucié de I'equacié f(A, X)=B en el
sentit de Buckley i Qu3 i observem que sempre existeix.

PROPOSICIO 4.2. «En cas que T'equacié (A, X)=B tingui solucié,
aquesta estd continguda en la solucié en el sentit de Buckley i

Qu.»

Demostracio:

En efecte, si xe X llavors existeixen a€ Ay i be B tals
que f(a,x)=b. En conseqiiéncia, x=F(a,b) i, per tant, xe X
(en el sentit de B-Q). ¢

Donada la situaci6 anterior, la solucié en el sentit de Buckley i Qu
es pot prendre com una aproximacié de la solucié de 1'equacié
borrosa, en cas que aquesta no existeixi o que sigui molt complicada
de calcular.

Exemple 41
Donada l'equacié botrosa
X+7X=8
on AiB sén els dos nidmeros borrosés triangulars
A=(1,2,6) i B=(-1, 0, 4),

aleshores, la solucié en el sentit de Buckley i Qu és el nidmero
borrés expressat per '

X =871
Ateés que els oi-talls sén

X(X=[X_(a),i(u)] , Ag=[1+0, 6-4&] 1 Bg=[-1+0, 4-4(1]

3 .BUCKLEY, IJ. On using a-cuts to evaluate fuzzy equations a “Fuzzy Sets and |
Systems”, 38, 309-312. 1990.
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n_n

i que la funcié F(a,b)=b-7a és decreixent respecte a "a" i creixent
respecte a "b", el minim s'assoleix en el punt (6-40¢, -1+0() i el maxim
en el punt (1+o¢, 4-40).

Aleshores, els extrems inferior i superior sén
| X(W)=F(6-4ct, -1+a)= 290-43
X(0)=F(1+0t, 4-400)= -110i-3

Per tant,

~

X = (-43, -14, -3)

Observem que en aquest cas, per calcular X, també podriem
haver utilitzat l'aritmeética dels intervals de confianca.

Exémple 4'.2
Donada l'equacié borrosa
A X=A+B
on AiB sén els ndmeros borrosos triangulars
A=(3,7,9 i B=4,57

Ia solucié en el sentit de Buckley i Qu és el nimero borrds

~

>z!§£§

Ates que els o-talls sén
=[X(0), X(0)] , Ag=[3+40;, 9-20] i Bg=[4+0i, 7-20(]

i que la funcié F(a,b)=(a+b)/a és decreixent réspecte a "a" i creixent
respecte a "b", el minim i el maxim s'assoleixen respectivament en
els punts

P(9-2a, 4+00) i Q@B+, 7-200).
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Aleshores, els extrems inferior i supérior dels o-talls, emprant la
funcié anterior F(a,b)=(a+b)/a, sén

X()=F(9-2a, 4+a)= (13-0)/(9-201)
 X(@)=F(3+40, 7-20)= (10+20)/(3+4c)

Deduim, doncs, que X és un nimero borrés que té per funcié de
pertinenga

0 six< 13
Uy (X) = X-
X 10-3x sil2 <x <10
2+4x ) 3
0 six>13—0

Anem a veure a continuacié que en aquest cas, i utilitzant
I'aritmeética dels intervals de confianga, obtenim un altre nidmero
borrés Y que conté el nimero borrés X anterior.

Aplicant l'aritmetica dels O-talls, tenim

[Y(0). Y (@) = [A(w),A)] +[B).B(®)] _[At+B(a), Ao+B(w)]

[A(0),A()] [A@.A0]
_[A@)+B@) A@+B Jz150. 16:40]
Al) | A 9-20 ' 3+4ox |

En conseqiiencia, Y €s el nimero borrés amb funcié de pertinenga
expressada per

{ 0 six< L
9x-7 sil<x<l2
WS (X) = 2x+5 9 7
Y 16-3x  §12<4<16
444x 7 3
0 six >0
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Finalment, representant graficament les funcions de pertinenca de Xi
Y observem que XCY.

Fig.4.1 Numeros borrosos XiY

on el tra¢ gruixut correspon a Xi el prim aY.

o~ e

4. 3 RESOLUCIO DE L'EQUACIO BORROSA A+X=B

4.3.1 EXISTENCIA DE LA SOLUCIO

TEOREMA 4.1. «SiguinA i B dos ndmeros borrosos d'un
referencial ECR amb ai-talls Ag=[A(0), A(0)] i Be=[B(e), B()],
respectivament. Llavors, el ntmero borrés )~( amb o -talls
Xa=[B(0)-A(c) , B(et)-A(c)] és solucid de lequaczo si i només si
es verifiquen les condicions segiients:

1) Voe [0,1] resulta | B(at)-A(0) < B(or)-A(at) [4.6]

2) Vo,pe [0,1] tal que <P es compleixen
B(a)-A(a) < B(B)-A(B) [4.71

B(B)-A(B) < B(a)-A(ct) | » [4.8]
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Demostracio:

Si Xés una solucié de l'equacid, és evident que es
compleixen les condicions 1) i 2).

D’altra banda, suposem que .es compleixen 1) i 2).
Llavors és trivial que Ag+Xg=Bq i, pet tant, X és solucié de
I'equacié. Per la hipotesi 1) Vae [0,1], Xq és un interval
tancat. A més, la hipotesi 2) ens assegura que X és convex.
Finalment, com que AiB sén normals tenim que X1=[B(1)-
A(1), B(1)-A(1)]#@ i aixi X és normal.

Com a CAS PARTICULAR, analitzem l’existéncia de la solucié borrosa
en el cas de dos nimeros borrosos triangulars, amb el segiient
corol-lari:

COROL-LARI 4.1. «Donada l'equacié A+X=B on A=(ay,a7,a3) i
B=(b1,b2,b3) sén dos NBT tals que bj-aj < by-a3 < b3-a3, llavors
existeix ;(sglucié de l'equaci6 i el seu valor és el nimero borrds
triangular X=(bi-ap, bz-az, b3-a3) »

Demostracio:

Comprovem que es verifiquen les hipotesis 1) i 2) del
teorema anterior.-

1) Vae[0,1] tenim
B(a)-A(0)= by+a(ba-by)-aj-0(az-a1) =
= by-a;+0(b2-b1)-0(az-21)= (1-0t)(br-a1)+0u(bz-a2)<
< (1-0)(b3-a3)+i(bg-a2)=b3-a3-0(b3-23)+0(b2-2) =
= b3-01(b3-b2)-a3+0(a3-a2)= B(0)-A(CL).
2) Va,Be [0,1] tal que <P, resulten
B(a)-A(o)= bi+ou(bz-by)-ai-0(az-a1)=
= bp-aj+0u(ba-by)-(az-a1)= (br-ay)+a(by-bi-az+aq)<
< (b1-a1)+B(ba-b1-az+ar)= bi-ar+B(by-b1)-plaz-ar)=
= b1+B(b2-b1)-a1-f(az-a1)= B(B)-A(B).
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B(B)-A(B)= b3-B(b3-b2)-a3+P(as-a2)=
= ba-és~B(b3-b2)+B(a3-a2)=‘b34_a3-B(b3—b2+a2—as)S
< b3-a3-0(b3-by+az-a3)= bz-a3-t(b3-br)+a(as-an)=
= b3-0i(b3-bz)-az+0i(a3-az)= B(C)-A(0Y).

Per tant, Xés un nimero borrés solucié de l'equacid,
amb «-talls

 Xo= [B(@)-A(0), B(o)-A)]=
= [by+ou(b2-b1)-a1-t(az-a1), b3-0(b3-b2)-az+0u(az-az)]=
= [b1-aj+0(bz-by-az+a1), b3-az-a(b3-ba-az+az)]
Per tant, Xés el NBT X=(bj-a1, by-az, b3-a3). &

Exemple 4.3

L'equacid Z+X=B on A=(1, 3, 7) i B=(2, 5, 11), verifica les hipotesis
del corollari anterior, doncs bi-aj=1, bp-ap=21i bj-a3=4. Aixi, la
solucié de l'equacié és el NBT ‘

X=(1, 2, 4)
La solucié en el sentit de Buckley i Qu és el mimero borrds

Xi=B-A= (2, 5, 11) - (1, 3, N)= (-5,2, 10)

1r

0.8¢

-5 0 5 10

Fig.4.2 Grafica de 'exemple 4.3
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En la pagina anterior hem representat en el mateix grafic les dues
solucions, on el trag gruixut correspon a Xi el prim a Xj.

Observem que:
a) La solucié en el sentit de Buckley i Qu conté la solucié de
I'equacié. '

b) En prendre la solucié en el sentit de Buckley i Qu com una
aproximacid de la solucié de l'equacié, hi ha un increment
considerable de la borrositat.

4.3.2 METODE APROXIMATIU A LA SOLUCIO DE L'EQUACIO
BORRROSAA + X =B AMB N. BORROSOS TRIANGULARS

Com a resultat de les observacions anteriors, en aquest apartat
proposém un metode per donar una aproximacié a la solucié de
'equaci6 A+X=B amb A i B nimeros borrosos triangulars, a partir de
la solucié en el sentit de Buckley i Qu.

La idea central del métode que exposarem tot seguit es basa en el
~fet que la solucié en el sentit de Buckley i Qu conté la soluci6. A
partir d'aquest fet interpretem l'equacm com un contingut, en lloc
d'una igualtat. Es a dir, ens proposem calcular el mimero borrés Xd e
manera que A+X sigui el nimero borrdés més petit complint BeA+X.

Donada l'equacié borrosa A+X=B, on A1 B s6n dos NBT amb oi-talls
A=A, A@)] i Bo=[B(o), Bo] |
i on éis seus nuclis respectius sén
NucA={x,} 1 NucB={xp}

~ prenem tots els niumeros borrosos X amb nucli {xo}z{xb—xa}
complint la desigualtat

B c AX [4.9]
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Observem que existeix almenys un'Xd'aqilests, atés que la solucid
segons Buckley i Qu (X=B-A) per la Proposicié 4.2 conté B.

CONSTRUCCIO DE LA SOLUCIO APROXIMADA DE A4X=B

Donada 1"equaci6 A+X=8 on 15{=(:c1}~ , a2, a3) i B=(by, bz, b3) sén dos
NBT, considerem el nimero borrés Xgamb nucli bp-az tal que BSA+Xy
i a-talls Xpo=[Xo(00), Xo(t)] definits per:

Xo(w)= min { B(o)-A(), bp-ay |=
= min { bj+a(bz-by)-ar-a(ay-a;) , by-a, J=

= min { (1-00)(b; - a,) +0(bs-2y)) , ba-a, |

 Xo(w)= max { B(w)-A(0), by-a, )=
= max { b3-a(b3-bp)-az+a(az-ay) , by-a; }=

= max {(1-a) (b3 -a3) + 0t(bz-a3) , by-a, |

Per tal de calcular Xo(or) i Xo(o) definits anteriorment, considerem
els QUATRE CASOS segiients :

a) | bj-aj; < bp-aj < bz-aj

En aquest cas tenim les dues desigualtats
(1-a)(b1-a1) + a(bz-a2) < (1-0)(b2-a2) + Gi(bz-az)= bp-a;
(1-0)(b3-a3) + a(bz-a2) = (1-0)(b2-a2) + C(bg-az)= by-a;
~ Per tant, els extrems inferior i superior sén
Xo(0)=(1-0u)(by-a1) + 0§(b2-52)

Xo(ot)= (1-0)(b3-a3) + 0u(bp-az)
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Aixi doncs, Xp és el nimero borrés que té per funcié de pertinenga,

( 0 - si X < by-ay
: x-(bl-al) si bl-al £X< bz—az
- (bz-a;)-(by-29) |
My, (x) = :
(by-a3)-x $iby-a, < X < by-ag

(b3-a3)-(by-2;)

0 six > bj-a3

Exemple 4.4

Si prenem A=(13,7) i B=(2,5,11), tenim bj-aj=1, bp-ap =2, b3-a3 = 4.
Aixi doncs, 1 < 2 < 4 i, per tant, l'aproximacié a la solucié és el nimero
borrés X, amb or-talls;

Xo@) =1+ i Xo(0) = 4-20,
Per tant, 5(0= 1,2,4)

La seva grafica és

=2 0 2 4 6

Observem que en aquest cas, atés que es compleizxen les hipdtesis del
Corol‘lari 4.1, T'equacié té€ solucié i l'aproximacié a la solucié coincideix
amb la solucié préviament calculada a I'Exemple 4.3.
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b) | bi-a3 < bp-ag | i | b3-a3z < bs-a2
Obtenim en aquest cas |
(1-a)(by-aq) + o(bz-a2) < (1-a)(b2-a2) + 0i(bz-a2)= bz-a2
(1-0)(b3-a3) + 0(bp-a2) < (1-00)(bz-a2) + Oi(bz-az)= br-az
Per tant, els dos extrems sén
Xo()=(1-a)(bi-a1) + o(bz-a2) i Xo(0t)= by-ap
on ;(oés el nimero borrés amb funcié de pertinenga

0 six < by-a;

x-(b;j-ay)

sibj-a; £ x < by-ay
(by-aj)-(by-ay)

U5, (%) =

0 si x > by-ay

Exemple 4.5

Prenent A=(2, 3, 10) i B=(-1, 1, 4), tenim les diferéncies bj-aj=-3,
ba-az=-21 b3-a3= -6. Aixi doncs, -3<-2 i -6<-2 i, per tant,
'aproximacié a la solucié és el nimero borrés Xp amb -talls;

Xo(o)= 3+0 i Xo(®)= -2

ir

0.8¢

0.6}

0.4¢+

0.2¢
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c)| bp-ap < bj-a1 | i | bg-az2 < b3-a3z |

Les dues desigualtats sén, en aquest cas,
(1-o)(bi-a1) + 0i(bz-a2) = (1-0t)(b-a2) + 0i(bz-az)= bz-ai
(1-0)(b3-a3) + G(bz-a2) = (1-a)(bz-a2) + 0i(bz-a2)= by-ay
Per tant, els extrems inferior i superior sén
Xo()=by-ay i Xo(@= (1-0)(b3-a3) + a(br-a2)
on ;(o és el ndmero borrés amb funcié de pertinenga

0 §1 X < b2-a2‘

(b3-a3)-x
(b3-a3)-(by-ay)

u’io(X) = si b2-a2 < X< b3-a3

0 si x> bj-as

Exemple 4.6

Prenent A=(-2, 1, 4) i B=(0, 2, 7), tenim les diferdncies bi-a1=2,
bz-az=11 b3-a3=3. Aixi doncs, 1<2 il1<3 i, per tant, l'aproximacié a
" 1a solucié és el ndmero borrés Xo amb o-talls:

Xo)=1 i Xo(O)=3-20
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d) | b3z-az < bz-ap < bi-aj

En aquest altim cas, resulta
(1-a)(b1-a1) + a(bz-az) = (1-0t)(bz-a2) + Q(b2-az)= br-as
(1-0.)(b3-a3) + Gi(bz-a2) € (1-0)(ba-a2) + C(bz-a2)= by-az

Per tant, _
Xo(0)=Xo(0t)= bz-az

on Xp és el nimero borrés amb funcié de pertinenga

0 SiX# b2-a2
XX =’
HXy \1 si x = by-a,

Exemple 4.7

Prenent A=(-3, 1, 4) i B=(3, 5, 7), tenim les diferéncies bi-a;=6,
by-aj =4, b3-a3=3. Aixi doncs, 3<4<6 i, per tant, l'aproximacié a la
solucié és el numero borrés Xy amb o-talls:

Xo()=4 i Xo(o)=4

I tal com podem veure en aquest ultim cas, la solucié es tracta
d'un nimero nitid.

T
0.8}
0.6¢
0.4}

0.2}




4. EQUACIONS BORROSES 149

En resum, hem obtingut en el cas de numeros borrosos triangulars
la solucié6 més aproximada possible. Notem que en el cas a)
'aproximacié coincideix amb la solucié, atés que aquesta existeix, a
diferéncia dels apartats b) i ¢) on l'aproximacié és un nimero borrés
no triangular en funci6é de pertinenga discontinua i en el cas d)
obtenim un nudmero nitid. |

El nimero borrés X,construit en l'apartat anterior l'anomenem
solucié aproximada de 1'equacié A+X=B.

Per tal de facilitar els calculs a efectes practics, ens interessa
conservar l'estructura triangular de l'aproximacié a la solucié. Per
“aixd calcularem, a partir de l'aproximacié a la solucié obtinguda, una
nova aproximacié a la solucié6 amb estructura triangular.

43.3° METODE D'APROXIMACIO TRIANGULAR A LA
SOLUCIO DE L'EQUACIO BORRROSA A+X=B A M B
NUMEROS BORROSOS TRIANGULARS

L'objectiu que ens plantegem és calcular un ndmero borrds
triangular X; proper a l'aproximacié Xg calculada anteriorment.

Sigui l'equacié A+X=B on AiB sén dos NBT i siguin Xp I'aproximacié
a la solucié i X l'aproximacié triangular a la solucié. Definim 1'index
d'aproximacié de Xp a X1 com

z‘lrea(K+)~(0)

Ta(Xo0.X1) = £
area(A+X,) [4.10]

Observem que, atés que

~

XCSX] = AXgC AX] =  area(AsXp) < area(A+X;)

es verifica

0 < L(XeX1) <1 [4.11]
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Considerem que Xp i Xj estan propers quan l'index d'aproximacié
és igual a 0,95. Es a dir,

ioigil propers <& Ia(;io,il)=0.95 [4.12]

CONSTRUCCIO ANALITICA DE L'APROXIMACIO TRIANGULAR X;

La construccié de X; la realitzarem a partir de la funcié de
pertinenca de Xp.

Considerem els QUATRE CASOS segiients:

a) | bi-a; < bz-az < b3z-aj

En aquest cas no tindrem cap dificultat perqué prenem Xi=Xp, ates
que la solucié de I'equacié coincideix amb Xj.

b) | bi-a; < bg-az | i | bz-a3 < bz-ap

Construim Xj com el nimero borrds triangular (bj-aj, by-ay, q), on
el valor del parametre q es determinara imposant la condicié [4.12].

Exemple 4.8

En l'exemple 4.5 hem obtingut que l'aproximacié a la solucié és el
nimero borrés Xg amb o-talls

Xo() = -3+00 i Xolo) = -2

L'aproximacié triangular és el NBT ;(1=(-3, -2, q) on q es determina
amb la condicié
érea(g+;(0)
area(A+Xj)

(X0 X1) = = 0,95

Com que Ag=[2+0, 10-70t ] s’obté succéssivament

Xoo=[-3+0, 21 = Ag+Xoo=[-1420,8-70.] = A4Xo=(-1,1 ,8)
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X1a=[-3+0, g-0u(q+2)] = AgtXio=[-1420,10+g-0Ug+9)]
= K+)~(1=(41,1;10+q)

Imposant la condicid, resulta

(X0 X)) =—2—-=095 = q=-1,53
g+11l '

Obtenim, doncs, que l'aproximacié triangular de la solucié és el
nimero borrés triangular

X1=(-3, -2, -1.53)

¢) | bp-az < by-aj i | bp-az < bz-aj

Construim Xj; com el nimero borrds triangular (p, bz-aj, bz-a3), on
el valor del parametre p es determinara imposant la condicié [4.12].

Exemple 4.9

En l'exemple 4.6 hem obtingut que l'aproximacié a la solucidé és el
nimero borrés Xp amb o-talls

Xo=1 i Xp(0)= 320
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L'aproximacié triangular és el NBT ;(1=(p, 1, 3), on p es determina
amb la condicidé :
érea(X+5'(o)
area(A+X1)

Ia(Xo.X1) = = 0,95

Com que Ag=[-2+30, 430 1, dédui’m qhe
Xoa=[1,3-200] = Agt+Xoa=[-1430, 7-50] = AXo=(-1, 2, 7)
Xio=[p+o(i-p), 3-20] = Ag+Xig=[p-2+0(4-p), 7-50 ]
= AXi= (p-2, 2, 7)
Imposant la condicid, resulta

Ia(XoXy) = 55— =095 = p=~0,58
-p

I, per tant, l'aproximaci6 triangular de la solucié és el NBT

X1=(0.58, 1, 3)

d) | b3-a3 < by-apz < bj-ay

Construim X1 com el NBT (bz-a3-r, bz-a3, by-az-1), on com en els
dos apartats anteriors, el valor del parametre r es determinara
imposant la condicié [4.12].
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Exemple 4.10

En l'exemple 4.7 hem obtingut' que l'aproximacidé a la solucié és el
nimero borrds Xy amb o-talls

Xo@=4 i Xo(0) = 4

L'aproximacié triangular és el NBT Xj=(4-r, 4, 4+r), on r es
determina amb la condicié

1,(Xp X)) = XCAA+KY) _ 95
area(A+X))

| Com que, Ag=[-3+40, 4-30 ], resulta
Xoo=l4, 4] = Ag+Xoa=[1+40, 8-30] = AXo=(1 , 5, 8)
 XigE[A-tH0, A0 1] = AgtX1o=[1-THOUd+r), S+r-0i3+) |
= AXy=(1-1,5,841)
Imposant la condicid, obtenim

Ta(XoX) = —L1—=095 = 1=0,19
7 +2r

I, per tant, I'aproximacié triangular de la solucié és el NBT

X1=(3.81, 4, 4.19)

0.4¢

0.2¢
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4.4 RESOLUCIO DE L'EQUACIO BORROSA A X=B
En tot aquest apartat considerem nﬁmefos borrosos positius.

4.4.1 EXISTENCIA DE LA SOLUCIO

TEOREMA 4.2. «Siguind i B dos nidmeros borrrosos d'un
referencial ECR amb o-talls Ag=[A(0), A(®)]i Be=[B(), B{@)],
respectivament. Llavors el ndmero borrds X amb o -talls
Xo=[B(a)/A(o), B(ot)/A(a)] és solucié6 de l'equacié si i només si
es verifiquen les condicions segiients:

) Vae[0,1] | B(a)/A(0) < B(o)/A(a) [4.13]

2) Va,Be [0,1] tal que 0.<B es compleixen

B(a)A(a) < B(B)A(B) [4.14]
B(B)/A(B) < B(a)/A(Q) | » [4.15]
Demostracio:

Si X és solucié de I'equaci6, és evident que es compleix
1)i2).

D’altra banda és trivial que Ag.Xqg=Bg. Per tant, 5‘( €s
solucié de I'equaci6. Per la hipdtesi 1) per a tot e [0,1] .
resulta que Xa €s un interval tancat. A més, la hipotesi 2)
implica que X és convex. Com que Ai B sén normals tenim
que X1=[B(1)/A(1), B(1)/A(1)] # @ i, per tant, X és també
normal.

COROL-LARI 4.2. «Donada l'equacié AX=8 on A=(a1, ap, a3) i
B=(bi1, bz, b3) sén dos NBT tals que bj/aj < by/ap < bj/as,
llavors existeix 3'( soluci6 de I'equaci6é, i el seu valor és el
nimero borrés amb o-talls '
Xa{bl“*'u(bz‘bl) , b3~0€(b3-b2)}
ajt+o(az-a;) az-0(az-az) ]
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Demostracio:

Comprovem que es verifiquen les hipdtesis 1) i 2) del
teorema anterior. "

1) bi/a; < bp/ag < b3/az < azbi<aiby i aszbp <azbs
= a2b1+a3b2 <aiby+ab3z &
o(l-o)(agbi+azbr) < a(1-a)(ajbo+azbs) <

o(1-o)(agbi+asba)+0o2agbs < (1-0)(arbz+azbz)+02azby  (a)

D’altrva banda,
bi/a; < b3/az < azbicaibz &
(1-a)2a3bi<(1-0)2a1bs (b)

Sumant les expressions (a) i (b) i operant
(1-a)2azb+0(1-0)(azbi+azby)+02azby <
< (1-a)2a1bz+0o(1-0)(arby+azb3)+02azhy, &
(b1(1-a)+abg)(az(1-a)+0can) <
< (b3(1-a)+abg)(ai(l1-a)+0az) &
(b1(1-o)+abg)/(aj(1-o)+0az) <
< (b3(1-00)+0ob)/(az(1-00)+0taz) &

bi+0u(ba-by) . b3-0t(bs-by)
aj+0(az-a;)  az-ol(az-a,)

2) Va,Be [0,1] tal que a<p
bi/aij< ba/ay & biaz < bja; & braj-bjaz >0 &

(o -B ) (bza1-bjaz) <0 < (o -B) (bzaj-bjaz +a1by-ajby)<O
o |

(o -B)[(b2-b1)ar- (az-a1)b1] <0 &

(o -B )(b2-bp)ag-( -B )az-a1)b1=0 =
a(bz-b1)a1-p (bz-br)ar-o(az-a)bi+f(az-a1)b1<0 &
o(by-by)ar+f(az-a1)bi<P (b2-b1)aj+0(az-a;bie
bjaj+0t (b2-bp)ar+P(az-a1)by = braj+p (ba-byag+o(az-ai)by
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< of(bz-br)(az-a1)+birar+a (ba-b1)ai+f(az-ap)by <
< af(ba-b1)(az-a1)+b1ar+p (b2-bi)ar+(az-apby
& Blaz-ap)[ou(ba-br)+bil+biar+a (bp-br)ag <
< a(az-an[B(ba-b)+b1]+bar+P (b2-b1)ar &
B(ag-an)[0i(by-bp)+bT+as[oi(by-by)+by] <
< o(az-a1)[B(b2-b1)+b1l+a1[B(b2-by)+by] &
[o(b2-b1)+b1][B(az-a1)+a1] < [B(b2-b1)+b1][0(az-a1)+a1] &
[ou(bz-b1)+b1][B(az-a1)+a1] < [B(ba-by)+bi1][ciaz-a)+a1]

b1+0t(by-by1) _ bi+B(ba-by)
a;+0(az-a1)  ap+P(az-ap)

Analogament es pot comprovar que

b3-B(bs-b2) _ b3-0t(b3-ba)
a3-p(az-ay) az-0(az-aj)

Per tant, Xés un nimero borrés solucié de l'equacid,
amb o-talls

'Xa{bl'*'(l(bz-bl) b3-0(bs-b2)
a1+0c(a2-a1) a3-0t(a3-a2) .

4.42 METODE D'APROXIMACIO A LA SOLUCIO DE
L'EQUACIO BORRROSA AX=B AMB NUMEROS BORROSOS
TRIANGULARS POSITIUS

En vista de les observacions anteriors, en aquest apartat proposem
un metode totalment andleg al de l'equacié A+X=B per donar una
aproximacié a la soluci6 de Il'equacié AX=B amb A i B nimeros
borrosos triangulars, ambdds positius, a partir de la solucié en el
sentit de Buckley i Qu.
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Igual que en el cas K+;(=§, tot' el procés es realitza a partir del fet
que la solucié en el sentit de Buckley i Qu conté la solucié. Aixi doncs,
ens proposem calcular el nimero borrds X~de manera que A.Xsigui
el nimero borrés més petit complint B € AX.

Donada l'equacié AX=8, on Ai B sén dos NBT amb a-talls
Ao=[A(0w), A(®)] i Bo=[B(o), B(®)]

i nuclis respectius
NucA={xz} 1 NucB={xp)

prenem tots els numeros borrosos X amb nucli {xg}={xp'xa}
complint la condicié '

B c AX [4.16]

Observem que existeix almenys un )~<d'aquests, ates que la solucié
segons Buckley i Qu (X=B/ A) per la Proposicié 4.2 conté B.

—~ o~

CONSTRUCCIO DE LA SOLUCIO APROXIMADADE AX=B

Donada l'equacié R;(:ﬁ on A=(aqy, az, a3) i B=(by, by, b3) s6n dos NBT,
considerem el nimero borrés Xp amb nucli by/ap tal que B = AXp i que
tingui els O-talls Xpg=[Xo(00), Xo()] definits per:

s (B@ 2} gy 2ozt b )
A(o) 22 a1+0c(a2-a1) a

}—(o(oc)zméx { _.—_ﬁ_.@ , p_Z_} =max { b3 -0(b3-b3) , by }
Ao) 22 az-Ol(az-ay) 22

Per tal de calcular Xo(®)i Xo(t) definits anteriorment, considerem
els QUATRE CASOS segiients: ‘ |

a) | bi/a1 < bp/ap < biz/aj

‘En aquest cas tenim les desigualtats,
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bi/aj<bz/az <& bi.az<bz.at & (1-o)(bi.a2)<(1-a)(bp.a1) 4:)
(1-a)bjar+braza < (1-0)bgaj+brazet &
[(1-a)b1+br0]az < [(1-0)aj+az0]by &

[(1-0)bi+boo 1/[(1-0)aj+a20t] < byar

Per tant,
_X.O(a) = bl+a(b2'bl)
ar+ouaz-ap)
Analogament,
bo/lag<bifay & braz<biay <
(1-a)(bz.a3) < (1-)(b3z.az)
< (1-a)bgaz+brasoe < (1-ot)bzaz+blar0l «
< [(1-a)az+aa]by < [(1-a)bs+boo]ay
& bpjaz < [(1-00)b3+boa]/[(1-)az+as0 |
Consegiientment,
Xo(cr) =23-%(b3-b3)
a3z-0(az-az)
amb funcié6 de pertinenga
0 - six< (bi/ay)
5 bal)x(—:1 - si (bi/a;) < x < (ba/ay)
U5 () = 2-D1)-(az-a,
bi3-a3zx

(b3-bjy)-(az-aj)x si (by/ag) < x < (bs/as)
-P2/°\4374d3

0 si x > (bs/as)
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Exemple 4.11

Prenent A=(1, 3, 9) i B=(0, 4, 15), aleshores tenim bj/a1=0,
ba/az=4/3 i b3/a3=15/9=5/3. Aixi doncs, 0<(4/3)<(5/3) i, per tant,
I'aproximacié a la soluci6 és el nimero borrés Xp amb ot-talls

Koy =42 § Xgoy =1I-1le
Zo() 1+20 o{0%) 9-6a

I amb funcié de pertinenga

0 six< 0
| 4X2 si0<x < 4/3
Ux,(X)={ *-<X =
X 9x-15  si43 <x < 53
6x-11
0 six>5/3

b) | bj/ay < bal/an vi bi/az < balap

Procedint de la mateixa manera que en l'apartat a) obtenim els
extrems inferior i superior dels a-talls

b1+DE(b2-b1)
a1+0c(a'2~a1)

Xo(@) = i Xo =2
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La funcié de pertinenga és
0 Csix< (bi/ay)

alx—b1
(by-by)-(az-ay)x

l.l;&o(x) = Si‘(bllal) £ x< (b2/a2)

0 six > (bafay)

Exemple 4.12

Prenent A=(2, 3, 5) i B=(1, 6, 7), aleshores tenim bi/ai;=1/2,
by/az=6/3=2 i by/a3=7/5. Aixi doncs, (1/2)<2<(7/5) i, per tant,
I'aproximacié a la solucié és el nimero borrés Xp amb o-talls

Xo(o) = 152§ Xg(o) =2
2+

que té per funcié de pertinenga

0 six <1/2

wy =251 i 125 x <2

X
0 si x>2
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¢)| bap/ag < bylag | 1 bzlaz < bji/asz

En aquest cas obtenim

Xo(0) =02 i Koy =23-%(b3-b2)
o a3-0l(a3-a;)

‘Amb funci6 de pertinenca
0 si x < (by/a;)

b3-a3X

<. (X) =
Hx, (b3-by)-(as-a5) x

si (by/a;) < x < (bs/aj)

0 si x > (b3/a3)

Exemple 4.13

Prenent A=(l, 5, 7) i B=(3, 4, 8), aleshores bji/aj=3, by/ay=4/5 i
bs3/a3=8/7. Aixi doncs, (1/2)<(6/3)<(7/5) i, per tant, l'aproximacié
a la solucié és el nimero borrés Xo amb o-talls

X_a:iiia:ﬂq_
0(.)5 0()7-20c
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La funcié de pertinenga d’aquest exemple és

{o six < 4/5
< (x)= ! 1x-8 sid/5<x < 8/7
HXo 2x-4 - ‘
0 ' s1X> 8/7»

d) | bz/az < bpy/az < bi/aj

Obtenim els extrems dels a-talls i la funcié de pertinenga

_ - 0 si x#(by/ay)
- _by (x) =
Xo(o) =Xo(®) =2~ MO s x =tbatay

Exemple ' 4.14

Prenent A=(4, 5, 9) i B=(2, 3, 6), aleshores tenim bj/a;=2,
ba/az=5/3 i bz/a3=3/2. Aixi doncs, (3/2)<(5/3)<2 i, per tant,
I'aproximacié a la solucié és el nimero borrés Xy amb o -talls

Xo(00)=Xo(0)= 3i
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Observem que la funcié de pertinenga és

0 si x#(5/3)

M@= 6 x =6m)

CONCLUSIO. Dels quatre apartats anteriors i igual que en el cas de
la suma, hem obtingut la solucié més aproximada possible quan A i B
sén NBT. Notem que en el cas a) l'aproximacidé coincideix amb la
solucid, atés qué aquesta existeix, a diferéncia dels apartats b) i ¢) on
l'aproximacié €s un ndmero borrds no triangular en funcié de
pertinenga discontinua. Finalment, en el cas d) obtenim un nidmero
crisp o nitid.

4.43 METODE D'APROXIMACIO CONTINUA A LA SOLUCIO
DE L'EQUACIO BORROSA A X =B AMB NUMEROS BORROSOS
TRIANGULARS

L'objectiu que ens plantegem ara és calcular un ndmero borrés
triangular X; amb funcié de pertinenca continua proper a
I'aproximacié Xp, calculada anteriorment.

Igual que en el cas de l'equacié A+X=B, utilitzem l'index
d'aproximacidé que en aquest cas ve definit pel quocient entre les
arees expressades per

Ta(Xo.X1) = ____area(é.i(o)
area(A.Xy) [4.17]

CONSTRUCCIO ANALITICA DE L'APROXIMACIO CONTINUA Xj

La construccié del ndmero borrds triangular X; la realitzarem a
partir de la funcié de pertinenga de Xj.
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Considerem els QUATRE CASOS segiients:

a) | by/a] < bp/ag < bs/aj

~

Ates que en aquest cas l'equaci6 té solucid, prenem Xj =Xp,

b) | bi/ai < ba/ap | i | b3/az < ba/aj

Construim Xj com el nimero borrés amb funcié de pertinenca

0 altrament
~ a X—bl .
Wy, (&) = 1 si(bifa)) € x< (ba/ay)
X (by-b)-(as-a;)x |
q4ba- byx si (ba/ay) <x <q

qbz-a,
on el valor del parametre q es determinara imposant la condici
Ta(Xo, X1)=0.95
Exemple 4.15

En el exemple 4.12 hem obtingut que 1apox1mac1o a la solucié és el
nimero borrdés Xgp amb o-talls

i Xp(o) =

Xo(o) = 1+5a
2+a

L'aproximacié continua és el NBT X; amb funcié de pertinenga

2x-1 si L<x<2
5-x 2
~ q-x .
Uy x) = 42 si2<x<q
0 altrament

Per tant els o-talls de Xj sén

(Xl)a={i°—‘ﬂ , q(1-00)+20
2+0
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D’altra banda, el nimero borrés A té per O.-talls

Ao=2+0. , 5-20)
Per tant, ‘ '

(xlA);x:[Scx +1, (5200 (q(1-0)+20c)]

Les dues arees valen

1

r3‘“’*‘(5‘(1;*)=f (5-2a) (q(1-o)+20c)- (S0t +1) dot = 13q+1

6

arealXgA) =2
Calculem el parametre q

9/2 =095 = q_521
(13g+1) 6 247

Llavors la funcié de pertinenga de Xj és

2x-1 si Lex<2
5-x 2
Mg (0 = 221-247x 2 x<521/247
27 |
0 altrament
1.
0.8¢
0.6
0.4}t
0.2¢
-0.5 0 2.5 3
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c)| ba/ay < bi/aj i | bao/ag < ba/aj

Construim Xj; com el nimero borrés amb funcié de pertinenga

a%x-33p si x< (by/a,)
bz-asp
b3-a3x - si (ba/ay) < x < (bs/as)

~X)=
M= Brby)(ar-ag)x

0 altrament

on el valor del parametre p es determina imposant la condicid

1a(X0,X1)=0.95

Exemple 4.16

En el exemple 4.13 hem obtingut que l'apoximacié a la solucié és
el nimero borrés Xg amb o-talls

Xo) =4 i X0 =84
Kol =7 T 1 2

L'aproximacié continua a la solucié €s el nimero borrés triangular

X1 amb funcié de pertinenga

X-5p si psx<4

4-5p : 5
~x) = 81x sit<x<8
M 4-2x% 5 7
0 altrament

I amb o-talls

(XI)OL:{P'*'O‘(ZSL ‘P) , 33—:3}

D’altra banda, els ot-talls del ndimero borrés A sén

Agd1+400 , 7201 ]
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Per tant, |
(AX)) :[(1+4(x) (p+ % ‘—p)) , (7-20) %%Hp(lwoo +oc(1+4u)(‘5L —p) , 8-40(}

Calculem ara les dues arees

areaXlA)—f (8 400)-p(1+40)-0u(1+400) (_ -p)) =T§— i Zéll

are a(;(OK) = 15—8

En conseqiiéncia, el parametre p té per valor

18/5 =095 = 424
(68/15)-(7p/6) P65

I la funcié de pertinenga de 5(1 és

665x-424 g 424, .4
108 665 5
% (X) = 8-7x 4.4<8
i 4-2x %S 7
0 altrament
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d) | bz/az < ba/az < bi/ay

Construim X; com el nimero borrés amb funcié de pertinenga

agx-batasr si (ba/a,)-r <x< (ba/ay)
azr : ‘
Mz, (0 = b2_+z__22fr'a2’i si (ba/a,) < x < (balag)4r
0 altrament

on el valor del parametre r es determinara imposant la condicid
Ia(X0,X1)=0.95

Observem que en aquest cas l'aproximacié continua és el nimero
borrés triangular

X={b2_; b2 b2,
as az a2

Exemple 4.17

En I’exemple 4.1.4 hem obtingut que l'aproximacié a la solucié és
el nimero borrdés Xpamb o-talls

Xo(0)=Xo(0)= g

L'aproximacié continua a la solucié és el nidmero borrés X;{ amb
funcié de pertinenga

3x-5+3r sid r<x <3
3r
N(X)z 5—'}'3& SiiSXS5—+r
M 31 3 3
0 altrament

Amb o-talls
(XI)OL:{I'((X-l)-I—% s r(]-a)_}_g_
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Atés que el nimero borrés Até per Gi-talls
Ao={2+0. , 6-30]
els a-talls del ndmero borrés A X s6n

(AXl)a{(2+oc) (r(oc—l ')+3i) (6-30x) (r( 1-o )+3i)]

Les dues arees tenen per valor

aread AX, )= f 'l ((6-3 o) (r(l-oc)+35—) - (2+a) (r(oc-l)-%)) dou = 23213

0o

are a(X)N,(O) = l3-Q

Per tant, el parametre r és

10/3 _-095 = =23
(251+15)/6 95

I la funcié de pertinenga

285x+406 4064 5

69 285 3

~(X)’= 544—285X SiiSXS544

Hx, 69 3 285

0 altrament
1-
0.8}
0.6}
0.4}
0.2}

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
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CAPITOL

S

DERIVADES
I EQUACIONS
" DIFERENCIALS
BORROSES

La fuzzificacié de models crisps ha estat una practica molt
habitual en la Matematica de la Incertesa. Aixd permet
treballar amb tota la informacié des de 1'inici fins a les
conclusions.

En aquest capitol donem una alternativa més general a les
Equacions Diferencials Lineals Borroses presentant-les des del
principi amb objectes borrosos, la qual cosa permet una major
profunditat en el coneixement de les lleis borroses que
defineixen la Dinamica.

Els apartats dedicats a les Derivades Borroses sén essencials
per a poder desenvolupar les idees 1 resultats posteriors.
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5.1 DERIVADA D'UNA FUNCIO BORROSA

5.1.1 FUNCIO BORROSA

Sigui TSR i N(R) el conjunt de tots els ndmeros borrosos de
referencial R. Llavors una funcié borrosaf de domini T és una
funcié tal que a cada element de T li associa un element de N(R).

Simbolicament _ _
f: T->NR)

t——)%(t)

Si per qualsevol element de T, resulta que f(t) és un NBT, a la
funcié f l'anomenem funcié borrosa triangular.

( AU W
1 F

Fig.5.1 Exemple de funcié borrosa

Per EXEMPLE, si considerem la funcié borrosa f definida per
£:[-1,1] » N(R)

t —ﬁ(t):"é.t +b
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on a=(1, 2, 3) i b=(3, 5, 7) sén ndmeros borrosos triangulars,
aleshores f vindrd donada per la segiient expressié

~ | (3t+3 , 2t45 , t+7)  si-1<t< 0
f()=(1,2,3).t + (3,5.7)=

(t+3 ,2t45 ,3+7) si0<t<1

En la pagina anterior hem representat graficament els tres NBTs
d’aquesta funcié borrosa, corresponents als valors t=-1, 0 i 1.

5.1.2 DERIVADA D'UNA FUNCIO BORROSA EN UN PUNT

Sigui’f una funcié borrosa de variable real
f: T - FJ(R)
t — f(t)

Per qualsevol valor de t del conjunt T, considerem el conjunt dels
o-talls del nimero borrés f(t), donats per

(fo)(t) , Fo)(t))

Anomenem en primer lloc fo(t) a un element qualsevol d'aquest
~conjunt, i a continuacié definim la derivada de la funcié borrosa f
en el punt typ com el nimero borrds

df
g o) [5.1]

amb funcié de pertinenga

[ supjo —%{to)ﬂ}

\O si no existeix o / (%i"{tokx
~ t

p" Qz(to)(x)=
dt

0, equivalentment, a partir dels seus o-talls

df . df(o),, | df(o) . [afy,. . df(o)
(E{(tG))a:{mlr( dt (o) dt {tO))’mﬂ( dt (to) dt (o) H
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Per EXEMPLE, donada la funcié borrosa ; definida per
f:[2,3 5N NR)
t — f(t)=a.t2

on a és el ndmero borrés triangular a=(1, 4, 5).

.
¥

20

X

Fig.5.2 Exemple de funcié borrosa 'per t=-2, -1, 01 1

Els o-talls del ndmero borrés f(t) soén
[t , FoymH 4302, 5¢- ]
Per tant, -

__(d-‘;(‘t") -1) = -2-601 9—%%1(41) = -10+20;

Aixi, doncs, els o-talls de la derivada sén

min{-2-60 , -10+20t}=-10+20¢  max{-2-60. , -10+20t}=-2-60
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Es a dir

(g{_(-n) =[-10+20: , 2-60.]

o,
i la funcié de pertinenga és

210§ 10<x <8

- o2
df, (%)=
HEI( b “X-2 5 8<x<-2

En resum, la derivada en el punt tp=-1 de la funci6 f és el nimero
borrds triangular

df(1)=(-10 , 8 , -2 )
dt
é )
‘>
\_ X Y,

Fig.5.3 Derivada de la funcié borrosa per t=-1

5.1.3 TEOREMES DE DERIVACIO BORROSA

La triangularitat és una caracteristica molt 1til per la seva
senzillesa. Els dos teoremes segiients ens permeten determinar
quan aquesta propietat es conserva per derivacid i quan no.
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TEOREMA 5.1. «Donada una funcié borrosa f triangular
avaluada en un punt tg, és a dir .

f(to)=( £1(to), fa(to), f3(t0) ) [5.2]

es verifiquen les dues condicions segiients:

a) Si ‘Lfl (tg) < ((lifz(to) <%3(to) llavors la derivada en ty és
t t t

df dfy,, \ dfy,. | df
o =( oo G Pow

b) Si dd—f3—(t0)<£cll—( 0) < d—( to) llavors la derivada en tg és
t

t
dftg) = (—4‘”3 t0), $2(to), 9LL(to) )
dt dt dt dt
Demostracio:

Demostrarem només l'apartat a), perqué¢ la demostracié
de l'apartat b) es fa d’una forma similar.

Els oi-talls del ndmero borrds %(to)=(f1(t0), f2(t0), £3(tp))
vénen expressats per '

f(o)(tg)= £1(to)+ou(£2(to)-f1(tp))

£(0)(to)=F3(to)-0L(£3(te)-f2(to)) -
0, equivalentment,

f(o)(to)= (1-00).f1(t) + u.f2(tp)

o) (to)= (1-c0).£3(to) + au.fa(to)

En conseqiiéncia, tenim

- fag,, | df(a), }=
mln{ dt \t0)5 dt \tO)

(1-0) S itg)+a 82(t0) | (1-00). 983 t0)+ 0. 3210
dt dt dt dt

= min

1 també

. df(@),, | df(a), }
e { ar 07y )
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= max (1'u)-§il{t0)+d.§—fl(t0) , (1-a).d—f3-(t0)+a,m.(t0)
dt dt - dt dt

Com que per hipotesi

ﬁ(to) <d—f3(to)
dt dt
aleshores,
mfn{dﬂ“)<to),df(°‘)4to)}= (1-a)%f(tg) + 0 321
dt dt dt dt

. lafo) . | df(o) }= o df df,
max{ e (tg); 10 (tg) = (1 Oc)—a—tl(to)+0c?t—(to)

i, per tant,

(di(to)) =[(1'0‘)g£1—(t0) +o 3241y | @-a)33tg) + o L2qty)
dt o dt dt dt dt

Comprovem que es conserva la monotonia dels o-talls.
Sio <a’, ates que per hipotesi

df2 19 > 14y
dt dt

tenim “ |
o (d—f%o) : d—fL(to))< (82 (ry) - d—ﬁl—(to))
dt dt dt dt
i, per tant,
B pva (2p) - gf—l(to)) <10)+ oc'(d-f%o) - diey))
dt dt dt dt dt dt
De la mateixa manera es demostra que

dfs o [df3 _dfy df _o'(df3 _dfy
o 2 - Gl G- {fie - o)

Consegiientment, la derivada de f en el punt ty és el
ndimero borrés triangular

—d—f(to) = (g—fl—(to) ,Qfl(to) ,Qf—3(t0))
dt dt dt dt ¢
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TEOREMA 5.2. «Donada una funcié borrosa f triangular
avaluada en un punt tg, és a dir f(to)=(f1(to), f2(to), f3(tp)), es
verifiquen les quatre condicions segiients:
. df dfy dfy : - 4
a) Si -d—3—(t0)<z—(to)<d—-(to) llavors 1la derivada en ty és el
t t t

nimero borrés definit per la funci6 de pertinenga

X- ﬁ(to)
dt

si M3010) < x < 3244
42 (g - L3 (tg) dt dt
dt dt
I'l'thf—‘('lo)(x)=
at 0 altrament

b) Si C;ff(to)<ifg(to)<%{to) llavors la derivada en to és el
nimero borrds definit per la funcié de pertinenga |

x- $83(¢)
dt

= = si %ﬁ(to) <x <334
- 82(1g) - B(tg) t dt

H@_E(to)(X)=
at 0 altrament

o) Si ‘Lftl (to)<((11ft3(t0)<ccllft2(to) llavors la derivada en ty és el

numero borrds definit per la funcié de pertinenga

X- Sl—fl—(to)
dt

si H1(eg) < x < I2(qy)
dt dt

982 (tp) - Li(y)
dt dt

L 0 _
d
t 0 altrament
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d) Si dd—fz—(t0)<%—fl(t0)<i—ﬁ(to) llavors la derivada en tg és el
t t t
nimero borrdés definit per la funcid de pertinenga

X- &(to)
dt

— A s D20 s x < Uy
ag) - Higeg) t '
' dt dt
Mg, (0=

dt

0 altrament

»

Demostracio:

a) El conjunt format pels o -talls del ndimero borrés
- triangular f(tg)=(f1(to), f2(tg), f3(tg)) té d’extrems

f(o)(to)= f1(to)+au(f2(to)-f1(tp))
£(0)(tg)=F3(to)-0L(£3(to)-F2(t))

Calculem per quins x es verifica que

a/‘%:—(to) =x}¢z

Ates que
x= htg) + oc.[ 92 (1) - Lirg)
dt dt dt
o bé _
x= Wtg) + oc{ 93 (19) - 4219
dt dt dt ]
resulta
X- El—(to) X- %—(to)
o= d tif o o= dt
df2 (t9)-4Li(tg) R PO FON
dt dt . : dt dt
En conseqiiéncia,
X- if—l(to) X- dﬂ—(to)
0< dt <1 0 0< dt <1

B (19)-A1(1y) dfs t0)-3f3 1)
ar at - dt
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De les desiguatats anteriors, resulta

iy e x<2y o U3 <x <92y
dt dt dt dt

Ates que ‘ _
483 10) < Liao)

dt dt :

les dues desigualtats anteriors es poden expressar en la

desigualtat udnica

df310) < x < 42 ¢0)
dt dt

Per tant, per a tot xe R tal que verifiqui la desigualtat

anterior, el conjunt

#J

{ o/ df—"‘(to):x
dt
Aixi, doncs,

Qo /m(to)m-[@(to) - d—fl—(to)
dt dt dt

=X o bé

sup

98 (oo Sac10) - Laiugp|ox | =
dt dt dt

x - U1y
dt

(_l—fl(to) - 4834)
dt dt
En efecte, només cal observar que
X < m(to)
dt

és equivalent a les segiients expressions

- [dﬂ(to) ~483 0 x < d—fzﬁo).[gf—l{to) - (—i&(to)]
dt dt dt dt dt
dfq dfs dfy df, ] dfy dfq dfs }
1 (tg)- E3(to)+ H2(tg)- to)|x < to). to)- t
[dt 0 dt\o) dt\o) —(dt 0) —(dt 0) ——(dt 0) ——(dt 0)

X - [(—if—z(to)- d—fl(.to)}.x <

[d—flao)- af3 (45
dt dt
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{d—fz{to)- ‘,i—fi(to)].x - 3829y M1 1) <
dt dt dt  dt

< [dfzao)- dfy (to)}x - 98245y 983 (4)
dt dt dt dt

Ldt dt dt dt
< [Qfl(to)— £1~f—l%to)].x - 98245) M3t + Hi1). M1y
dt dt dt dt dt dt
dfy .y df3 ], - df1g [dfzft _df3 5]
{dt\O) dt\O)- dt\O)‘ dt\O) ~dt\0)-—
< [@—(to)- Siil—(to)].x - Sl1‘"—3«0).[‘—5‘35200) -.d—f—l—(to)]
- Ldt dt dt dt dt

dt d dt
Finalment, deduim que
x - Leo) x - Weg)
dt < dt
40210)- Ligrg)  H2ieg) ey
dt dt dt dt

Analogament es demostren els apartats b), ¢) i d) e
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5.2. EQ. DIFERENCIALS BORROSES TRIANGULARS‘
5.2.1 DEFINICIO |

Anomenem equacio diferencial borrosa triangular a una equacid
del tipus '

!

%—m f(ty) amb F(0)=Y,

= |

[5.3]

on ¥t20 £(t,5)1i7(t) sén NBT.

5.2.2 RESOLUCIO D'EQUACIONS DIFERENCIALS BORROSES
TRIANGULARS DE SEGON TERME CONSTANT

Una equacio diferencial borrosa triangular de segon terme
constant €s una equacié del tipus '

------

t [5.4]

on a=(ai, ag, a3) i Yo =(y01, Y02, Y03) sén dos nimeros borrosos
triangulars donats. |

El problema en estudi sera trobar una funcié borrosa triangular
YOy (D), y2(0, ys(t))-
que verifiqui l'equacié diferencial borrosa anterior.

Siguin Ya(t)= [Y(a)(®) , Y()(t) | els o-talls del nimero borrés y(t)

Aleshores, els o-talls de la derivada sén

dy - [dY(@) . dY(w), ) , (dX(a) dY (o) H
(a—t(t))a:{ mm( dt—xt), 1t (t)|, max y (1), P (t)

Subtituint en l'equacié diferencial i igualant els ot-talls tindrem

(%(t)) H ar+a.(ag-a1) , az-o.(az-ap) | [5.5]
oL
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on es verifica que

, (dX(a),t), dY(0)

min {

= aj+oa.(ar-aq)
dt dt ) AR

?(a),

dY (o) \t)) = a3-o..(a3-ap)
dt .

dt

Efectuem I’estudi de les DUES POSSIBILITATS segiients:

2 | 9@ dY (o) o

dt dt
Com que
[dyc_l(fo(t) g ] = [a 0t (ag-a1) » a3-0t (a3-a5)]

deduim que

%ﬂ?_)(t) = aj+0 (az-a;) i %)-(t) = a3-0 (a3-a,)

Per tant, integrant
Y(o)(t)= (a;+0 (az-a,)) t+ C(o) i Y(o)(t)= (a3-0 (a3-a;)) t + Ca(r)
Pel cas particular de t=0 és

Y(o)0)=Ci(0) i Y(a)(0)= Ca(v)

oooooo

Ci()=yo1+e (Yo2-Yo1) 1 Ca(0)=yo3-C (Yo3-Yo2)
Es a dir,
Y(o)(t)= (ar+0t (ag-ay)) t+yor+0t (Y 02-Yo1)
Y(@)(©)= (a3-0 (a3-27)) t +Y3-C. (Yo3-Yo2)

Finalment, la funcié borrosa és

y(t)=(a1t+yo1, at+Y0s, a3t+yg3) [5.6]
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b) dY () © < 3@
dt d

Com que

dY(a)(t) , dY (o) ) |= [al-i-a (a2-a1) , a3-0 (a3—a2)]

dt dt
resulta
%f‘_)(t) = aj+0 (ap-2;) i %(—?—)(t)=a3-oc(a3-a2)

Integrant les dues equacions diferencials anteriors, obtindrem els
extrems de la funcié borrosa

Y(a)=[a;+0.(ay-a1)].t + C1(0)

Y()=[az-a.(az-ap)].t + Ca(ar)
Pel cas particular de t=0

Y(0)(0) = Ci(@) i Y(o)(©0) = Ca(or)
Imposant la condicié inicial,
C1()= Yo3-® (Yo3-Y02) i C2(0)= Yor+0 (Yop-¥o1)
Es a dir,
Y(o)(t)= [a3-a.(az-ap)].t + yo1+a.(y02-Y01)

Y(@)(®)= [a+a.(a-a)]t + Yo3-0.(Yo3-Yo2)

Si imposem la condicié que sigui una funcié borrosa triangular,
cal que és verifiquin les desigualtats

ast+yg; < axt+ypn < a1t+yp3

d'on obtenim

t<d02°Y01  {¥037Y02
a3- a3 - 4
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Prenent
=02°¥01 ty= Yo03-Yo2 i t3=min(t1 , tz}
az- ap az- a;

aleshores V t<t3 la solucié de l'equacié borrosa és la funcid
borrosa triangular '

y(t)=(a3t+yo1, ayt+¥o » a1t+yg3) [5.6]

5.2.3 RESOLUCIO D'EQUACIONS DIFERENCIALS BORROSES
TRIANGULARS LINEALS HOMOGENIES AMB COEFICIENTS
CONSTANTS

Una equacio diferencial borrosa triangular lineal homogema amb
coeficients constants és una equacidé del tipus

dY .25  amb Ia condicié inicial Y(0)=¥o

dt 5.7}

on a és un nombre real diferent de zero i yo el nimero borrés
triangular  Y0=(yo1, Y02, Y03)-

El problema consisteix en trobar una funcié borrosa triangular
yOAy1(D), 120, y3(t))

que verifiqui l'equacié diferencial borrosa anterior.

Siguin els o-talls del nimero borrés ?(t) expressats per
Yo(t)= [Y(@)(®), Y(o)(t)

aleshores sabem que els o-talls de la derivada sén

[ (ax, dY(a),) . (dY(oc) dY (e )]
(%(t))a [ (dt © dt v d 0 dt ©
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Cal considerar DOS CASOS:

1) PRIMER CAS:| a>0

L’equacié diferencial borrosa és

[ml,n (d_Y_(oc) o, Y@, t)) miax (d‘a_((a) (G ‘))} _
dt dt dt dt

= alY(@)(®) , Y)(®)

Com que a és positiu,
[min (dX(a) ®. dY (o) ( t)) . mix (dz(a){t) , dY(o) ( t))] _
dt dt dt dt
=[a.Y(@)(® , 2. Y(@)(t)]

Igualant les components,

min (‘“—““)(t) , dY(‘”(t)) = 2.Y(o)(t)
dt dt

max (dX(“kt) , dY(“)(t)) = a Y (@)(1)
S\ de dt

Dins el cas 1) es presenten els DOS SUBCASOS segiients:

dY(e), )  dY(0),

1.a) PRIMER SUBCAS:
dt dt

t)

Aleshores resulta que

P

o

d¥(@) cn?(oc)(t)) _ Y@
dt dt dt

i [ o) - L

Es a dir, obtenim les dues equacions diferencials

d_Xgl(t_%) = aY (o)) d—‘;(ti)(t)= aY(0)(t)



5. DERIVADES I EQUACIONS DIFERENCIALS BORROSES 187

Resolent aquestes dues equacions diferencials de variables
separades tenim

Y(a)®)= Cro) e Y(a)t)= Cj () et
Per t=0 obtenim les constants
Y,(00)= C(ox) Yo(o)= Cy (ox)

i, per tant, la solucié de l’equacié diferencial: és el nimero
borrés definit pels seus o-talls

Yo =[Yo(o) e, To(er) 2]

Ateés que
Yo(o) = yo1+0 (yo2-yo1) i Yo(o) = yg3-0 (¥03-Y02)

llavors la solucié de l'equacié diferencial és el nimero borrés
triangular

5= (yore®, yop e, yo3e®) [5.8]

1.b) SEGON SUBCAS: di(“){t) < d3—({1(“)4\0
t t

Aleshores resulta que

- (dy_(a){t) d¥(a), t)) _ (@),
dt dt

i (dz(a) ~ d?(a)(t)) _ d¥(@)
dt dt dt

I aixi, obtenim les dues equacions diferencials

d_Yd(f‘_)(t) = aY(o)(t) i g_ﬁx_)(t) = aY(o)(t)
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Sumant i restant les dues equacions anteriors, tenim

dY(c)
S dt

® + d%(f‘)(o = a X (@)® + a (o))

dﬁcfl(:c)(t) . QXT(:’L)@) = a.Y(0)(®) - 2. Y(o)(®

Traient factor comu,

(@) 1y 4 SLD 1) = 2 Y00 + Y@)(0)
dt dt

dY(@) 1y . 3X(Dyy - o [y (o0(t) - Y(er)(t)
dt dt

Fent cls canvis de variable

Z(o)(t) = Y(e)(®) + Y(a)(t) [5.9]

T(e)(t) = Y(@)(®) - Y(a)(®) [5.10]

obtenim novament dues equacions diferencials de variables
separades

izd(To%) =aZ)® i dld(—‘tx—)(t) = -a T(Q)(t)

Si les resolem ens donaran.
Z(a)=Cy(a) et i  T(@)=C; () e
Desfent els canvis [5.9] i [5.10] deduim que
| Y(@)(t) + Y(0)(®) = Cy(or).ea-t
Y(@)(®) - Y(@)(® = Ca(a).e2
- Sumant i restant aquestes dues equacions, |
2.Y(0)(t) = C1(0).624 + C(c). et

2.Y(0)(t) = C1(e).e3t - Co(ar).e"at
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En conseqiiéncia, els extrems inferior i superior sén

Y(o)(t) = %‘-[Cl(a)-é_a't + Coler).e-

Y@ = Hcy@.ent - Coeen

......

equacions 1 dues incognites
Yo(o) = LIC1(@) + Cafo0)]

Yo(o) = %ICI(OC) - Co(o)]

Directament, sumant i restant les dues expressions anteriors,
veiem que les constants valen

Ci(e) = Yo(o) + Yo(@) i  Ca(o)=Yo(o) - Yola)

Per tant, la solucié de l’equacié diferencial serd el ndmero
borrés definit pels seus o-talls

Yo= [Y(o), Y(00)]

on els dos extrems .sén

Y(o) =%.[(?o(a>+10(a>).ea-t - (Yow)-Xo))ea] |  [5.11]

Y(o) = %—.[(§0(0¢)+Xo(0c))-ea" +(Yo(o)-Yo(e).e-2] [5.12]

Atés que yo €s un nimero borrés triangular, tenim que els
seus O.-talls sén

Yo(@) = yg1+ (Yp2-Yo1) 1 Yo(Q) = y53-0 (Yo93-Y02)
i per tant
Yo(o) + Yo() = (yo3+y01) + 2.(2.y02-Yo3-Yo1)

Yo(a) - Yo(@) = (Y93-Yo1) - @-(¥o3-Yo1)
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Substituint en [5.11] i [5.12], els extrems de Yy seran
Y(o) =%[( (YO3+}’01)+0!..(2.y62‘_—y03-y01) )eat -

- ((yoa-yon)-e.(yo3-yo))et ]
Y(0) = é—[( (yo3+YO1)+0c-(2~)'02-Y03-Y01) )eat +

+ ((YO3-Y01)-06-(}'03-)’01))-e'a"]

Emprant els casos en que¢ o=0 i a=1 ens resulta el nimero
triangular borrds

y(t) = (m, n, p) [5.13]

on els valors de m, n i p sén

m = %[ (vos+yo)-e®t - ((yos-yon)e®t] | [5.14]
n= yOz.Ca‘t ' [5.15]
p= —;—[ (vos+yor)e®t+((y03-yo1).e!] [5.16]

Una vegada obtinguda la solucié [5.13], calculem -per quins
valors de t, y(t)és un ndmero borrés triangular, és a dir per a
quins valors de t es verifiquen les desigualtats

m<n<p

Observem que la primera desigualtat
;—[ (vos+¥or)-et - ((yos-yor)eat | < ypp.eat

es pot escriure, després de multiplicar per ea.t i passar termes
al primer membre, com

(Yo3+¥01-2Y02) €22 < ¥g3-Yo1 [5.17]
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Notem que si yp3+yo01-2.y02<0, la desigualtat anterior es
verifica per tot t=0, mentre que si yo3+yo1-2.y02>0, la desigualtat
es compleix per els valors de t tals: que

Y03-Y01

t< LLn -
Y03+Y01-2.Y02

2a

Qliant a la segona desigualtat,
yoz.e*! <2li (ostyor et +((yoz-yor)et ]

podem escriure, efectuant les mateixes operacions que en la
primera desigualtat,

(2¥02-Y03-Yo01) €% < y03-Yo1 [5.18]

Notem que si 2.y92-y03-y0150, la desigualtat anterior es
verifica per tot t>0, mentre que si 2.y02-y03-y01>0 es compleix
pels valors de t tals que

t<—l—.Ln
2a

¥y03-Yo1~ )
2.y02-Y03°Y01

En qualsevol cas existira un interval de temps, [0, t;) o [0, t2),
en el qual la solucié existira.

Fixem-nos que la borrositat de la solucié del primer subcas,
[5.8], és superior a la del segon, [5.13].

En efecte, provem primer que l’extrem inferior de [5.8], yo1.e?t,

és menor que l’extrem inferior de [5.13], m, observant que es
compleixen les equivaléncies segiients, on t>0,

etz et (yo3-yon)-e*'2 (oz-yop)-e?t

(Yo3+¥01-2-Y01)-€*' = (Yo3-y01).72t
(yo3+Yo1)-€*t -2.yp1-6*t 2 (yg3-yp1).e72t

(Yo3+yo1)-e** -(¥o3-yo1)-€2t2 2y91.2t
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yor.etts ;—[ (Yo3+yon)-e* -(yo3-yor ] . yorettsm o

D’altra banda, també es compleix que l'extrem superior de
[5.8], yo3.eat, és més gran que 1’extrem superior de [5.13], p. En
efecte, comprovem que es compleixen les equivaléncies segiients,
on el valor de t és positiu, 20, |

Ca.t Z e-a-t , (y03_y01).ea.t Z (y03-y01)'e'a-t i
(2.¥03-Y03-Y01)-62t = (yo3-yo1)-e2t
2.y03-€*t-(y03+y01)-€*t = (Yo3-y01)-€2t

2.y03-6*' = (yo3t+yo1)-e®! + (yo3-yo1).e >t

YO3-Ca't2;—-[(YO3+Y01)-6""+(yo3-Y01)-6'a“] , Yozeitzp o

Exemple
Considerem l'equacié diferencial

......

%_y_ = 2')7 amb la condicié 1n101a1~y(0)=(1,2,5)»
t

Siguin .
Yo(®)= [XY@)®), Y(@)®)

els a-talls del nimero borrés y(t).

Aleshores, els o-talls de la derivada sén

&) - [ml,n (dX(a) ,d§(oc)) i (dX(oc) | d?(a))]
dtly dt  de dt ' dt

. Subtituint en l'equacié diferencial tenim

[dY () di?(a)) : (dz(a) d?(a))]_ 5
[mln( 30 di , Max TR —2.[X(0c),Y(oc)]
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)(t)

1.a) PRIMER SUBCAS: d%i(“)(t) < ‘d\;(:x
t dt

Aleshores la soluci6 és
Yolt) =[(1+00) €2, (5-300) e?]
i el ndmero borrés triangular ve exprevssat per

y(t)=(e2t , 2e2t , 5e2t)

4 /ﬁ " ™
11
0°25 0's
110 t
7 ] : ; >
5 gL 6 M e
A B R R e
5 ..................... "y,
.......... 32 54 "-....,“‘ "
u'\.“"“ ln‘ . ‘ 2 .ezt
% 1376
m.“‘ 5 ,eZt
\_ : Y,

1.b) SEGON SUBCAS: di(‘:) ® < d%l(:‘)( t)

Obtenim ara la solucid

Ya(t)={-12-(6-2a)e2t-%(4-4oc)e~2t , %{6-2a)e2t+%(4-4oc)e~2t]

i també el nimero borrés triangular

y(t) = (3e2t -2¢-2t | et | 32t +2e-2t )

Hem de tenir en compte que s’han de verificar les desigualtats

3e2t - 2e2t < 2e2t per t< —};— In2

2elt < 3elty2e2t per tot t> Q



194 I1. NOVES APORTACIONS A LA M. BORROSA

Aleshores existeix solucié de l'equacié diferencial en l'interval

[o 1 ln2)
4

Comprovem que les dues solucions de y(t) compleixen l'equacié
diferencial donada, aplicant el Teorema 5.1:

1.a) La derivada de y(t)=(e2t, 2e2t, 5¢2t) ve expressada per

d—y-=(232‘, 4e2t, lOeZt)
dt
1, per tant,

dE3ti=(2e2‘, 4e2t, 10e2Y) = 20e2t, 2e2t, 5e2t) =25

1.b) La derivada de y(t)=(3e2t-2e2t, 2¢2t, 3e2t4+2e2t) &s

ccll—y=(6t:2t-4e'2‘, 4e2t, Geltyde-2t)
t

i per tant

d

<

t=(6e2t-4e-2t, 4e?, 6e2t+de2t )= 2320202, 2e2t, ey 2e-2t) =3F

(o9
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2) SEGONCAS: | a<0

L’equacié diferencial borrosa és

[min (d}i(toc) (t) , d?(a)j’t))v, max (d%l(?—){t) , d?(a){ t))] =

dt . dt
= a.[X(oc)(t) , W_[(Ot)(t)]

Com que a és negatiu,

[mm (dy_@( ) dY (o) ( t)) ' mix (d\_((oc)j,t) , d\_((oc){ t))] _
dt dt dt dt

=[a.Y()® , a. X))

Igualant les components, -

i (dY(oc)J) dY(oc)J t)) Ve

' mix (dY(“)ft) dY(“)(t)) = 2 Y(a)()
d dt

Dins el cas 2) tambe, de la mateixa manera que en el cas 1), es
presenten els DOS SUBCASOS segiients:

d¥(a) .y dY (o) @
dt dt

2.a) PRIMER SUBCAS:

Aleshores resulta que

i (dY(oc),t) dY(a),t)) dY(e),
dt dt dt

i (dY((x),t) dY(oc),t)) dY(oc),t)
dt dt

Es a dir, obtenim les dues equacions diferencials

dY(o) _ aY(a) dY(e) _ aY(or)
dt dt
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Operant de la mateixa manera que en el subcas 1.2) del cas
anterior arribem a la soluci6

Yo= [Y(@), Y(o)]

on els dos extrems, amb a<0, sén

Y(o) = —;—.[(?o«xm_ro<oc)).ea~t - (Yo(o)-Yo(or).e-24

Y(o) = -;—ﬂ?o(aﬁio(a)).e“ +(Yo(o)-Yo(w)e2

Atés que Yo €és un ndmero borrds triangular, tenim que els
seus O(-talls sén '

| Yo(®) = yo1+0 (Yoo-Yo) 1 Yo(O) = Yo3-0 (Yo3-Yo2)
i per fant
Yo(o) + Yo(o) = (yo3+Yo1) + &.(2.¥02-Y03-Y01)
Yo(@) - Yo(e) = (y03-Yo1) - &-(y03-Y01)

Substituint en X(oc)i?(oc), obtenim
Y(o) = -21— I (y03+¥01)+0.(2.02-Y03-Y01) ).e2:t -

- ((Yos-Yoi)-a.(yoyyw))-e‘a"}

(o) =L [( (yostyo1)+e-.y02-yo3-yor) et +

1
2
+((y03-yo1)-0-(Y03-¥01)).e 72t ]

Emprant els casos en qué¢ o=0 i =1 ens resulta el nimero
triangular borrés

y(t) = (m, n, p) [5.19]

on els valors de m, n i p sén

nE %—[ (vos+vo1)e?! - ((yos-yor)et] [5.20]

n = ygo.ed! [5.21]
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p= -2—[ (YO3+yo'1)-e"" +((yos-yon)e2t ] [5.22]

Una vegada obtinguda la solucié [5.19], calculem per quins
valors de t, y(t) és un nimero borrds triangular, és a dir, per a
quins valors de t es verifiquen les desigualtats

m<n<p

Observem que la primera desigualtat

;—[ (Yo3+vo1)-eat - ((yo3-yop)- et ]| < ypp.ett

es pot escriure, després de multiplicar per e2t, que és positiu
malgrat a<0, i passar termes al primer membre, com

(Yo3+Y01-2Y02) €% < ¥o3-Yo1 [523]

Notem que si yp3+yo01-2.y02.<.0, la desigualtat anterior es
verifica per tot t=0, mentre que si yp3+yo1-2.y02.>.0, la desigualtat
es compleix per als valors de t tals que

t< 1 in
- 2a

Y03-Y01 )
Y03+tY01-2.¥02

Quant a la segona desigualtat,
Yoz-ea"<-21—[ (Vos+yo1-et+((yo3-yo1)lheat ]

podem escriure, efectuant les mateixes operacions que en la
primera desigualtat,

(2y02-Y03-Yo01) €**' < ¥03-¥01 [5.24]

Notem que si 2.y02-y03-yo01.<.0, la desigualtat anterior es
verifica per tot t=0, mentre que si 2.y02-y03-y01.>.0 es compleix
per als valors de t tals que, com que a<O,

t>-L In
2a

¥03-Y01 )
2.902-¥03-Y0 1
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Ates que sempre

1 pnf_—Y03Yo1  \.q

2a 2.¥02-Y03-Y01

la desigualtat anterior, [5.24], es verificara per a tot t20.

2.b) SEGON SUBCAS:

d?(a)(t) < 9Y(0) )
dt dt

Aleshores resulta que

min (d_Y_(oc) o, @ t)) _dY(@)
dt dt dt

dt dt dt

I com que es verifica

min (dX(Ot)(t) , di{—(“)(t)) = 2Y(@)(®)
dt dt

max (dl‘“) o, “Y(“)a)) = aY (o))
dt dt

Obtenim les dues equacions diferencials

dY(o) _

TR

i?_((_ll = a_Y—(a)
dt

Resolent aquestes dues equacions diferencials de la mateixa
manera que en l'apartat anterior tenim

Yo(t) = [Yo(@) €2, Yo(o) €]
Com que per les condicions inicials
Yo(o) = yo1+0 (Yo2-Yo1) 1 Yo(®) = yp3-0 (Y03-Y02)

llavors la solucié de l'equaci6 diferencial és el ndmero borrds
triangular

7= Yo16®, oz €2, yoze®) [5.25]
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Fixem-nos que en aquest segon cas la borrositat de la solucié
del primer subcas, [5.19], és superior a la del segon, [5.25].

En efecte, provem primer que l’extrem inferior de [5.19], m, és
menor que l’extrem inferior de [5.25], yoi1.e2t, observant que es
compleixen les equivaleéncies segiients, on a<0 i t=0,

ett<edt . (yo3-yo1)-e*'<S (o3yon-e*t
(Yo3+Y¥01-2.Yo1)-€** < (¥o3-¥o1).e73t
(Yo3+yo1)-e*t -2.yp1.6*t < (yp3-yp1).€2t

(Yo3+yo1)-€*" -(yo3-Yo1).e2t < 2.yp7.€2t

;—[ Yos+yoD)-ett -(yo3-yor)-e < yor.e2t |, m< yoredt o

D’altra banda també es compleix que l'extrem superior de
[5.25], yo3.e3t, és més petit que ’extrem superior de [5.19], p. En
efecte, comprovem que es compleixen les equivaleéncies segiients,
~on a és negatiu i el valor de t €s positiu,

@t et L (yo3-yon-ett S (y3yon).eRt
(2.y03-¥03-Yo1)-€*' £ (yo3-yo1).e®t
2.y03-6*-(y03+y01)-6*' < (yo3-yo1)-e 2t
2.y03.e*' < (yo3+yo1).€* + (yo3-yo1).e*t

"YO3-ea'tS;—-[(Y03+Y01)-ea't+(Y03-YO1)-e’a"] ., Yo3-€*'<p ¢

Exemple

Considerem l'equacié diferencial

%l = 25 amb condicié inicial  J(0)=(1, 2, 5)
t

i siguin els o-talls del nimero borrés y(t).

Yo()= [Y(0)(t), Y(a)(t)
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Aleshores, els o.-talls de la derivada son

(8] = mte [axe) V@) ;na,;-(d‘—““) o))
dt/, dt dt ' dt dt

Subtituint en l'equacié diferencial tenim

[mm (dz(oo | d?(oo) mix (dy_w) , dY(a))J - 2[¥@ . Y]
dt dt dt dt

2.2) PRIMER SUBCAS: d——%(—oﬂ(t) < %@Q(t)
t t

—

Al
-.1

Aleshores la solucid és
y(t) = (m, n, p)

on els valors de m, n i p sén

| (Yos+yo1)-e*t - (yo3-yo1)).e 2t I=

m=

|>—a
N =

=L1[(5+1)e2t- ((5-1))e?t] = 3.e2t - 2628

NS

n = ypp.ett = 2. et
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[ os+yor)e®t+ (yo3-yon) et | =

P:

N =

[(5+1).e2t+((5-1)).e2t] = 3.2t 4+ 2.2t

DN |

En resum, la solucié borrosa triangular ve expressada per les
exponencials '

JO) = (362262t | 22t | 3242 €2t

dY (@) Y@, )

2.b) SEGON SUBCAS: q
t

Tenint en compte [5.25], obtenim ara la solucid

’;,(t) - (C-Z.t , 2.e-2.t , 5.3—2.t)

AH
11

a4 - o wetan
aspuenns:
nosann
eppanenand?esned .
il
enaen s

2,62t 5.2t
\_ Y,

Observem que, degut a ser les exponencials decreixents, la
solucié y(t) s’aproxima al valor nul.
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5.2.4 RESOLUCIO D'EQUACIONS DIFERENCIALS BORROSES
TRIANGULARS LINEALS COMPLETES AMB COEFICIENTS
CONSTANTS

Una equacié diferencial borrosa triangular lineal completa amb
coeficients constants és una equacié del tipus .

~

dy - 25+b amb la condici6 inicial (0)=¥o

<

(=9
-

[5.26]

on ae R, b=(by, bz, b3)i Yo=(yo1> Yo2, ¥03)

Siguin Ya(t) [Y(oc)(t) S_K(a)(t)] els a-talls del ndmero borrés 5;(0-
i siguin ba [ll(oc) b(oc)] els o-talls del nimero borrés b. Aleshores
els o-talls de la derivada son

a¥ o | o (aX(0), dY(oc),) N (dY(oc), dY(o), ”
(Ft'(t))a [mm( ae DT ae D0 Tge

Subtituint . en l'equacié diferencial i igualant els o -talls, cal
distingir dos casos segons que la

“ M

sigui positiva o negativa.

Tot seguit desenvoluparem tunicament el cas a>0, perqué el a<0 es
resol de manera similar. ' '

1) PRIMER CAS:| a>0

L’equacié diferencial borrosa és

{mi (dY(oc),t) dY(oc),t)) N (dX(oc)(t) ’dX—’(a){t))]:
dt dt dt dt

= [a.Y(a)(t)+b() , 2. Y(cr)(t)+b(r)]

Igualant les components,

min (dX(@(o , dY(_"‘)m) = 2.Y(0)(D)+b(c)
dt dt '

mix (dX(“) @) . dY(“)(t)) - 2 Y (0)(04B()
dt dt
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Dins el cas 1) es presenten els DOS SUBCASOS segiients:

1.a) PRIMER SUBCAS: d—Xd(tgz(t) < d_X;(tEQ(t)
Aleshores resulta que
d—Xst“lm=a\_f<oc><t>+h<u> i %@{t)=a§(a)(t)+§(a)

Resolent aquestes dues equacions lineals, obtenim els extrems
inferior i superior dels o-talls de Yg(t),

Y(a)(t)= [ Xo(a).{.h(_aa)_ ].ea.t - _Q%OQ

Y(@)(®)= [?fo(om-——b(:) ].ea-t - E%Q

......

y(t)= (m, n, p) [5.27]

on els valors de m, n i p s6n

m='( Yo +-‘;—1).ea-t . %1— [5.28]
n= ( Yoo +l’al).ea-t - %2 [5.29]
p= ( Y03 +1’2-}).ea‘-t - ‘l;’— [5.30]

Efectivament, notem que per a tot t>0, i com que bi<bjo<bs, es
verifica que m<n<p i, per tant, y(t) és dn nimero borrés triangular.

" 2.2) SEGON SUBCAS: d3({1(0‘)(0 < d%(“)(t)
t t

Tenim ara les igualtats

%«)mﬂaxoﬁ(a) i i‘%f%ﬁaz(a)(mn(a)
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Sumant-les 1 restant-les

d‘-fl(“)a) + ‘“;(“)(t) = a(Y(@)(®) + Y(o) + b(o) + (@)
t t o

d%l(a)(t) _ _d‘;(:‘_)(t) = a{Y(o)(®) - Y(a)) + b(a) - b(e)

Fent a continuacié els canvis de variables
Z()(H= Y(O+Y(@)® T@)()= Y()()-X(@)(1)
B1(@)=b(0)+b(0) B2(0)=b(01)-b(a)
ens resulten les equacions diferencials
.%?-(t):aZ(oc)(tHBl(a) d-Ta(t&)(t)=aT(Ot)(t)+Bz(00
Resolent-les, obtenim les expressions de Z(a) i T(x),
Z(@))= C1(0) e PLA 1(0)())=Ca(ar) ext - BAE
Desfent els canvis de variables efectuats

 Y(@)O+X @)D= Cy(0r) e LA

Y(0)(t)-Y(o)(t)= Ca(at) €2t - 2(&)%1)_(06_)

Restant 1 sumant, resulta

l

Y (o) (t)y= %(Cl(oc)—cz(a)) eat . D()

Y(@)(t)= %(cl<a)+c2<a)) eat . MTW

. Pel cas particular de t=0, ens queda

Yo(o) = C1(@-Ca(0) _ b(a)
2 a

Yo() = Cl(a)zcz(oc) ) h(;x)
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Aillant els termes _[Cl(oc)-Cz'(dc)]/2 i [C1(a)+Ca(a)]/2 1 substituint,
obtenim els dos extrems dels a-talls de Yq(t)

YO0 (Yo(@) + 20 eat - B
?((X)(t): (?0(00 +g(:(‘_)) eat - h(;x)
El ndmero borrés triangular
y(®)= (m, 1, p) [5.31]
on els valors de m, n i p s6én ara
= _bi) at_b3
m—‘¥01+ = e n 15.32]
( Yo2 +—= b2 )ea t sz ‘ [533]
bj ) at_b1
pP= ( o3+~ Jet - = [5.34]

Estudiem si per a.tot. >0, §(t) €s in numero borrds triangular.
- S’ha de verificar que m<n<p.

La primera desigualtat,' m<n, €s pot expressar com
[a(yo1-y02) ) + b3 -by] €2 < b3 -bs

Observem que si el coeficient a.(yp1-yo2)+b3-b2 <0, la desigualtat
es verifica per tot t=0.

En canvi, si a(yg1-y02)+b3-b2 >0, la desigualtat es verifica per

t<l n( b3-bs |
a  \ b3 -b2+a(yo1-ygz) [5.35]

Quant a la segona desigualtat, n<p, la podem expresar com

[(a(yo2-y03) ) + b2 -by] e®t < by -by
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Observem que si a.(yg2-yo3)+ba-bj <0, la desigualtat es verifica
per tot t=0. ' o

En canvi, si a.(yp2-yp3)+bz-b1 >0, la desigualtat es verifica per

t<l- ln( by-by )
2\ by -bi+a(yo2-yo3) - [5.36]
Si anomenem els segons membres de [5.35] i [5.36] com
ti: lin ( b3-by )
a b3-b2 + a.(yo1-y02)
to= lin ( ba-bs )
a ba2-b1 + a.(yp2-y03)

aleshores podem trobar un interval de temps [0, t3), on
t3=min {t, 2}

en el qual la solucié sera un nimero borrds triangular.

Exemple

Sigui l’equacié diferencial borrosa. triangular completa amb
coeficients constants

d

<

|

—aJ+b

Q.
-

on els coeficienté sén a=2 i g:(l, 4, 9) i la condicié inicial per t=0 -
és yo=@3, 5, 6).

Com que a>0 ens trobem en el primer cas. Estudiem, doncs, la
solucié y(t)=(m, n, p) pels dos subcasos corresponents:

1.a) PRIMER SUBCAS: di(‘&ft) < di(“%t)
¢ t

Hem de tenir en compte les férmules [5.27-30] i també que by=1,
b2=4, b3=9, y01=3, y02=5 i yo3=6.
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Amb aquestes condicions, la solucié és

o= 121 762t 21249 )
2 2

Al
1

.

Observem que per a tot 20 la solucié y(t)=(m, n, p) és un ndmero
borrds triangular perqué sempre m<n<p, és a dir |

T.e2t-1 742ty 21.2t-9
2

2.2) SEGON SUBCAS: gd(—:‘—){t) < %Oi)(t)

Apliquem ara les férmules [5.31-34] i obtindrem la solucid

y(t)= (1—5*‘-6—2—3'—2 762t  13.e201
2 2

Per a saber si aquesta solucié és sempre un NBT, trobem el signe
negatin o positiu de

a.(yo1-yo2)+b3-boa= 2.(3-5)4+9-4= -4+5=1 >0

Per tant, y(t)=(m, n, p) només serda un NBT en 1’interval [0, t3), on
t3 és el minim de les expressions [5.35] i [5.36].
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Observem que

ti=LlLn ( b3-b) ) =Lliny 9-4 ) = LnG3)

a b3-bs + a.(yp1-Yo2) 2 9-4 + 2.(3-5) 2
tp=LLn ba-by ): Lin ( 4-1 _Ln@3)

2 \bz-by +a(yo2-yo3) / 2 4-1 + 2.(5-6) 2

Consegiientment, t3=min(ty, tp)=ty, i ens limitarem a estudiar els
valors de t tals que te [0, (Ln3)/2).
( AU )
11

(In3)/2
g

% ,ﬁ" t
- s
] s
B s/
nn "
tH s
as "

\, 55 g

n.“. ‘E.="'

#1870
19°0
L Y,

Notem que pel limit t=(Ln3)/2=0"5493 els valors de n i p
coincideixen, i aixi y(t) deixa de ser un ndmero borrds triangular.
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CAPITOL

6

ANALISI DE

L’EQUILIBRI

PARCIAL DE
MERCAT

Qualsevol tractat de Microeconomia presenta l'estabilitat de
mercat com un dels conceptes basics. En els models més
senzills es representa el mercat mitjangant unes funcions de
demanda i d'oferta on la quantitat ofertada (Qg) i la quantitat'
demandada (Qg) s6n funcions que depenen del preu P. En

- considerar el preu com una variable independent, la funcié de
demanda, Qg=f(P), indica les diferents quantitats que es
pretenen adquirir davant els diferents preus, mentre que la
funci6 d'oferta, Q;=g(P), indica les quantitats que el productor
estaria disposat a oferir a aquells preus.

Com que la Microeconomia es preocupa d'analitzar els
diferents tipus d' equilibri que es poden assolir en els mercats,
s’ha escollit com a tema d'estudi l'equilibri parcial d'un mercat,
en la seva versi6 més simple, amb la finalitat d'oferir una nova
perspectiva a la noci6 standard d'equilibri. Amb aquest
objectiu ens aproximarem al concepte d'equilibri borrds,

~considerant en el model que a continuacié es desenvolupa
l'existencia de dues variables economiques borroses.
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6.1 MODEL ESTATIC LINEAL D’EQUILIBRI

6.1.1 EL MODEL CRISP ESTATIC

Tal i com hem mencionat abans, 1 si ‘es considera una sola
mercaderia, tdnicament és necessari incloure tres variables en el
model objecte d'estudil: la quantitat demandada de mercaderia
(Qaq), la quantitat ofertada (Qg) i el seu preu (P).

La hipotesi normal és que s'adquireix I'equilibri en el mercat si i
només si Qg-Qs=0, és a dir si la demanda excedent és nul.la. En
altres paraules, tot alldo que volen comprar els consumidors és
justament el que volen vendre els productors.

- N
Q

ol

-CT7 :
\. _/

Fig.6.1 Funcions de demanda i d’oferta

Suposem, doncs, tal com podem veure en la figura anterior, que
Qg és una funcié que depén de P i és lineal i decreixent, mentre que
Qs es comporta com una funcié que depén de P i és lineal i creixent,
complint-se la condicid de no-negativitat, és a dir, que no s'ofereix
cap quantitat a no ser que el preu excedeixi d'un determinat nivell
positiu.

1 CHIANG, A.C. Métodos fundamentales de Economia Matemdtica. Ed. McGraw-
Hill. Madrid, 1987. pp.38-41.
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En definitiva, el model estara definit per la condicié que garanteix
I'equilibri, més dues equacions que. protagonitzen la demanda i
l'oferta del mercat.

En conseqiiéncia, les seves expressions matematiques hauran de
ser, respectivament:

Q4=Qs |,| Qg=a- c.P | i | Qg=-b+d.P [6.1-3]

on els parametres a, b, ¢ i d sén numeros reals positius.

Resolent el sistema format per les tres equacions d'equilibri
anteriors, resulta

p=atb |
. cHd [6.4]

Notem que el preu d'equilibri P esta en funcié dels parametres

que representen les expressions matematiques definides en aquest
model estatic lineal d’equilibri.

La quantitat Q de mercaderia a l'equilibri que correspon al valor
del preu P és:

—.ad - b.c
Q c+d [6.5]

on també s'observa que l'expressié anterior depén tnicament
dels parametres del model. ‘

Com que ¢l denominador de l'expressi6 anterior és positiu, la

positivitat de Q requereix que el numerador d’aquesta expressid
sigui també positiu.

Per tant, per garantir la condici6 de no-negativitat i aixi poder
donar significat economic al present model, aquest ha de contenir la
restricci6 addicional:

a.d>b.c [6.6]
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6.1.2 MODEL BORROS ESTATIC D'EQUILIBRI

En el context del model estatic descrit en l'apartat anterior, un
exercici matematicament interessant, és considerar que els
parametres a i b corresponents, respectivament, a las quantitats
inicials demandades i .ofertades siguin parametres incerts i, per
tant, puguin ser representats com nimeros borrosos.

Construirem aquests ndmeros borrosos aib mitjangant les
expressions corresponents als seus grafs

o ) b &)

‘on My 1 Uy representen les funcions de pertinenga respectives, o bé
en funcié dels seus o-talls ‘

7 ao=la(@), 7(0)] , 2e[0, 11}  b={ ba=[b(e), b(e)] , e [0, 1]
on ay i by sén els (t-talls corresponents a cada nivell .

Sota les condicions de borrositat establertes, anem a estudiar el
preu i la quantitat de mercaderia en l'equilibri a partir de les
solucions [6.4-5] del sistema [6.1-3]. D'acord amb el nou concepte de
solucié d'equacions borroses de Buckley i Qu tenim: | "‘

§= §+E i 6= E’.d-g.c
c+d c+d ' [6.7]

Notem que aquestes expressions representen la solucié del
sistema borrds corresponent.

Per tal que que el sistema tingui sentit econdmic, és condicié
necessaria que la diferéncia de nombres borrosos a.d-b.c=t sigui un
nombre borrés tal que els seus o -talls formin wuna successié
mondtona d'intervals encaixats de la semimrecta real positiva. -
Només sera precis, doncs, que l'oi-tall de nivell =0 sigui un
subconjunt dels reals positius, R+:

QcR* & t=[t(0), {0)] c R [6.8]
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Si es desenvolupa la condici6 [6.6] i s’aplica l'aritmetica dels
intervals de confianga, s'obté:

[.é.(oc), A(0)].d, dI-[b(e), BO)L.Le, c] =[a(0).d-b(e).c , a(cx).d-b(00).c]
expressié que és_equivaleﬁt a |

[a@).a-blere>0 o [a@)dsbooe
\ a(a).d-b(o).c >0 a(0r).d>b(o).c [6.9]

Siguin a continaucié les operacions binaries corresponents a
l'expressié [6.7],

f(ac)=(atb)/(c+d) i g(ab)=(ad-b.c)/(c+d)

Llavors, suposant que les funcions de pertinenga Mz(X) i H3(X) sén
continues, per aplicacié del principi d'extensié a les dues operacions
anteriors, s'obtenen les funcions de pertinenca, pel preu i per la
quantitat de mercaderia en el punt d’equilibri, mitjancant les dues
expressions segiients: '

=V (oY)
{(x,y) / z=f(x,y)}

ug@=" V. (5mapgy)
{xy) I z=g(x,1)}

Aixi doncs, com que les funcions f i g sén continues, els o-talls
corresponents dels nombres borrosos PiQ sén:

Po=[P(00), P(@)]={z=£(x, ¥) / X& aq, Y& bo)
Qu=[Q(), Q(eV]={z=g(x, y) / x& a0, ye ba}
on, suposémt que Xeag iyeby, tenim |
P,=min{z=f(x,y)}  Po=max{z=f(x.y)}

Qq=min{z=g(x.y)) Qo=max{z=g(x,y)}
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Com que les funcions f i g sén continues i el domini agXxby un
conjunt compacte d’R2, llavors Py i Qn s6n intervals tancats i,
consegiientment, convexes. '

D’altra banda, com que a ib sén normals, també ho seran PiQ,

amb la qual cosa es justifica que PiQ sén dos nombres borrosos.
Per als extrems de cada o-tall, ate [0, 1], podrem escriure:

P(ay= AONR®) By Wa)b()
- c+ c+d
()= a(o).d-b(a).c 6(0(): a(o).d-b(o).c
c+d cHd
O ~

o)

Vi

Z 4
4

v 4
-~ -
4
4 A
-
y
-
P 4
-C P
r 4
o~
4
4 .
- J

Fig.6.2 Situacié d’equilibri borrés

Per aplicaci6 de l'aritmética dels intervals de confianga s'obtenen
directament els o-talls corresponents:

p =[g(oc)+h(oc) E(oc)—i-g(oc)}
¢ c+d ’ c+d

[6.10]

Qa:{a(oc).d-l—f(oc).c 5(()(,),d_h(a).cJ

c+d c+d

[6.11]
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6.1.3 MODEL BORROS EN EL CAS DE NBTs

Com a cas particular, i tenint en compte que els nimeros borrosos
triangulars presenten una gran adequacié a les qiestions de tipus
econdmic, considerem en aquest apartat els nombres borrosos aib
com NBTs. Es a dir, suposem que

E=(a11 a21 a3) i b=(b1: b2v b3)

A partir de les funcions de pertinenca u;i Hy es poden
determinar les funcions de pertinenca Mp 1 Uy del preu P i de la

quantitat de mercaderia Q en l'equilibri que a la vegada seran
també ndmeros borrosos triangulars.

La funcié de pertinenca del preu d’equilibri borrés és

a1+b1

c+d
(c+d).x-(a;+by) i a;+by st-az-sz

(aj-a1)+(ba-by) c+d c+d

{Osix<

H(x)=
(a3+b3)-(c+d).x si a2+b2 <x< a3+b3
(az-az)+(b3-by) c+d c+d

Osix> a3tbs
c+d [6.12]

En canvi, la funcié de pertinenga de la qﬁantitat de mercaderia
d’equilibri borrés és |

0six < al.d-b3.c
c+d
(c+d).x-(a;.d-bs.c) i a;.d-bs.c sta;z‘d-bz.c
UE(X)" (ay-a;.d+(b3-by).c c+d c+d
(az.d-bj.c)-(c+d).x i a,.d-ba.c <x< az.d-bj.c
(az-a).d+(b2-b1).c c+d c+d
Osix > 33.d-b1.c '

c+d [6.13]
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Notem que el producte cartesia PxQ, definit a partir dels nimeros
borrosos triangulars ’

P={ (x, 1p() | Qe (x 13}
o bé en funcid dels seus o-talls

P={ Po=[P(c), P(@)], 0 [0, 11} Q= Qu=IQ(0), Q)] , ceel0, 17 }

pot considerar-se determinat pel producte cartesia dels o-talls
PyxQq els quals, interpretats geometricament resulten ser una

successié de figures quadrangulars encaixades mondtonament, que
per a =1 es redueixen en un unic punt. '

EXEMPLE

Sigui el sistema d'equacions segiients que representen un model
lineal de mercat

'deQS ’ Qd=a‘2P ’ Qs=—b+8.P

Substituint en [6.4] i [6.5], podrem determinar la seva solucié en
l'equilibri, resultant

P=§i-_i-_b_ , Q=8 a-2.b
10 10

Tractqrem de trobar wuna solucié d'equilibri borrosa, tot
considerant les quantitats inicials ofertades i demandades com els
nombres borrosos triangulars a ib.

Prenem per exemple els NBTs
a=(80, 100, 130) i ~b=(90, 110, 140)

on suposem que les quantitats numériques emprades es
medeixen en tones mensuals (Tm/mes) i el valor corresponent a P
en u. m. (unitats monetaries).
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La funcié de pertinenga d’a és: -

031x<80

7_3_%9- si 80< x £100
Ha()= ,
: 1%%—& si 100< x <130

O0six>130

Mentre que la funcié de pertinenga de b és:

0six<90

L%Q si 90< x<110

pr={ 2
° 1"%00‘7‘ si 110< x <140

0six >140

Si substituim a i b en la solucié d'equilibri s'obté la versié6 borrosa
de la solucié donada per els nombres borrosos:

p.a+b  (Ou83-2b
TS

que, com podem veure, presenten l'estructura de nombres
borrosos triangulars.

Les seves funcions de pertinenga respectives, obtingudes a partir
de les expressions anteriors de PiQ son:

O0six <17 ‘ Osix{36
lﬁll si 17< x <21 %356- si 36< x <58
Up(x)= pgx)=
27-x i 21< x <27 71 86-x ; 58<x <86
6 28
O0six >27 Osix>86

Els o-talls vindran donats per les expressions:
P(o0)= [P(c) , P(@)] = [17+4.00 , 27-6.0]
Q)= [Q(®) , Q)] = [36+22.0t , 86-28.]

Presentem en la flgura de la pagina segiient un esquema dels
nimeros borrosos P1Q conjuntament amb els seus o-talls.
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Observem que per a cada nivell de presumpcié O tenim una zona

d'equilibri.

~

1

-

Fig.6.3 Preus i quantitats d’equilibri borrosos

En la segiient taula s’exposen les dades corresponents a cada

nivell de presumpcié o:

o P(c) P(a) Q) Q@)
0.0 17.0 27.0 36.0 86.0
0.1 17.4 26.4 38.2 83.2
0.2 17.8 25.8 40.4 80.4
0.3 18.2 25.2 42.6 77.6
0.4 18.6 24.6 44.8 74.6
0.5 19.0 24.0 47.0 72.0
0.6 19.4 23.4 49.2 69.2
0.7 19.8 22.8 51.4 66.4
0.8 20.2 22.2 53.6 63.6
0.9 20.6 21.6 55.8 60.8
1.0 21.0 21.0 58.0 58.0

Es pot observar una solucié d' equilibri minim corresponent a la
parella (17, 36), una solucié d' equilibri maxim corresponent a la
parella (27, 86) i una solucié de maxima presumpcié corresponent a
la parella (21, 58).
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Una representacié grafica de la situacié plantejada es reflecteix
en la figura de la pagina segiient, on el pla horitzontal esta situat a
I’altura del nivell de presumpcié o.

o
1.0

0.9+
0.8+

0.74

0.6+

Fig.6.4 Zona d’equilibri borrosa

6.2 MODEL DINAMIC LINEAL D’EQUILIBRI

6.2.1 EL MODEL CRISP DINAMIC

Considerem en aquest apartat l'estudi d'un model econdmic
d'oferta i demanda on s'inclou una variable temporal. Ens interessa
doncs, l'analisi de l'estabilitat de l'equilibri en un context dinimic.
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Considerem com abans un sol producte, on les quantitats
demandada 1 ofertada sén funcions - lineals del preu P(t), que
suposem és funcié del temps. - :

El model d'equilibri ve donat per les funcions de demanda i
d’oferta segiients, on a, b, ¢, d>0 i on els parametres a i b
s'anomenen respectivament la demanda i I’oferta a lorigen.

Qd=a-c.P| i1 | Qg=-b+d.P [6.14-15]

Aleshores la demanda excedent és

De=Q4-Qs [6.16]

Logicament, es dira que el mercat es troba en equilibri quan la
demanda excedent sigui igual a zero.

Suposem a continuacié que el mercat no estd en equilibri i fem la
hipdtesi que la variacid instantinia del preu respecte al temps és
proporcional a la demanda excedent, és a dir:

dP/dt =j.(Qg-Qs) [6.16]

on la constant de proporcionalitat és positiva, j>0, i on s’ha de
complir la condici6 inicial P(0)=Pg.

Substituint Qg 1 Qg per [6.14-15], obtindrem la condicié

dP/dt =j.[(a+b)-(c+d).P [6.17]

Aquesta condicié garanteix el comportament basic del mercat en
els casos en queé existeixi excés d'oferta o de demanda. En altres
paraules, en un mercat on existeixi excés d'oferta la tendéncia del
preu és a baixar, mentre que ‘en un mercat que existeixi excés de
demanda la tendéncia del mercat és a pujar.

Amb aquestes consideracions ens plantég’em el problema de
- determinar l'existéncia d'un temps t, pel qual el preu P(t) sigui tal
que el mercat estigui en equilibri (dinamic).
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Resolent l'equacié diferencial de primer ordre [6.17], veurem que
té per soluci6: '

P(t)=[Po- (a+b)/(c+d)].e-kt +[(a+b)/(c+d)] [6.18]

on k=j.(c+d) és positiu, k>0..

Amb aquesta solucié, la funcié de demanda, Qg=a-c.P, expressada
en funcidé del temps, és:

Qg=a-c.{[Po- (at+b)/(c+d)].e"kt +[(a+b)/(c+d)]} [6.19]

i la funcié d'oferta, Qs=-b+d.P, és:

Qs=-b+d.{[Po- (a+b)/(c+d)].e'ktb+[(a+b)/(c+d)]} [6.20]

Notem que I’equilibri s'assoleix quan Qg=Qg i aquest fet es d6na en
un temps infinit. En efecte, en aquest cas e-kt=( i, per tant,

Q4= a - c.a+b _ ac+ad-ac-bc _ ad-bc
c+d c+d c+d

Qs=-b +d.atb _ -bc-bd+ad+bd _ ad-be
. c+d c+d c+d

En conseqiiéncia, si t—>e tenim Q4=Qs.

6.1.2 MODEL BORROS DINAMIC D'EQUILIBRI

Tot seguit volem analitzar el comportament del model anterior en
~situacié d'incertesa, en considerar que la demanda i l'oferta inicials
s'expressen a través de nombres borrosos.

D'aquesta manera, les funcions de demanda i d’oferta es
convertiran en:

Qi=2-cP| i |Qe= -b+dP|  [62122]

on c i d sén nombres reals positius.
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En les dues expressions anteriors a i b sén nimeros borrosos
definits pels seus respectius grafs:

={x.ur@)/xeR)  § p={x, 1)/ xeR]
0, equivalentment, pels seus O-talls:

ag=[2(0) ,a(@)]  be=[b(@) , bor) ]

Amb aquestes condicions, podem determinar el preu en un temps
t a partir de l'equacié [6.18], transformant-la en l’equacié borrosa

S)=|pg -a+b| x  a+h
P(t) ( 0-"cidle c+d [6.23]

Observem que Pg, que en el cas crisp era la condicié inicial, al
fuzzificar s’ha convertit en el valor de maxima presumpcio de

......

A més a més, si haguéssim fuzzificat abans d’obtenir la constant
d'integraci6 de la solucidé, haguéssim hagut de resoldre una equacié
borrosa, la solucié ‘de la qual hagués estat la que hem obtingut si
haguéssim utilitzat el meétode de resolucié d'equacions borroses en
el sentit de Buckley & Qu.

Aixi, doncs, fent t=0 en [6.23] resulta

—~—

p(0)=Po-* 0+ [6.24]

Calculem a continuacié la funcié de pertinenga del preu, fent
préviament els canvis de variables seguients:

m=ath | |A=3_| |B=Pg-A|  [625-28]
c+d

Per tant, com que

U3(z)= max Ha(x) A uply) / x+y=z



6. ANALISI DE L’EQUILIBRI PARCIAL DE MERCAT 2213

resultaran les funcions de pertinenga

PAx)= Ma ((c+d)x) - BBx)= A (Po- %)

Aleshores, com que
P(=B ekt +A
1 si ‘anomenem
M=B e-kt

trobarem finalment la funcié de pertinenca del preu

Hp(6)(2) = max { Kg{(x) A UF(@) / x+y=2) [6.29]

Aquesta tdltima expressié resulta a la prictica poc operativa, per
la qual cosa pensem que és més convenient abordar el problema
amb numeros borrosos triangulars i treballar amb els seus ot-talls.

Aixi, doncs, siguin Héig els nimeros borrosos tﬁangulars
2= (a1,a2,2) i b=(b1, by, by)
que tenen per O-talls respectius
ag= [a1+0..(a2-a1) , a3-0.(a3-22)]

bg= [b1+0.(b2-b1) ,b3—0t-(b3—b_2)]

Anatitzem a continuacié la TRAJECTORIA QUE DESCRIU EL PREU a
partir dels seus ot-talls. Sabem que

Po(t)=[P()(t) , P@)(t)]

on, pér [6.23], I'extrem inferior és

ekt atbl +

P(a)(t)= (Po . 33#b3
c c+d

+d

+ .

(a3+b3)-(ag+bp) k.1, (ay+b)-(a3+b1) )
ctd c+d
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i 'extrem superior és

E(a)(t): (PO _artby _e-k.t + az+bs +
c+d c+d

+ O,

(ag+b2)-(a1+b1) k.t , (a3+b3)-(ap+b2)
c+d ‘ c+d

Per motius de simplificacié fem els segiients canvis de variables:

a;+b; qQ = aj+bs qs = az+bs
c+d c+d c+d [6.30-32]

q: =

De manera que els extrems de Pg(t) seran

P()®=(Po - gz)ekt +a1 + & {(d3-y) e +ay-q1) | 633

P()(®)=(Po - q)ekt + 43 - @ ((QZ-‘h) ekt + g qz) [6.34]

Quant a la condici6 inicial borrosa, [6.24], observem que ens
queda definida a partir del nimero borrés triangular

Po=(Po -(43-91) , Po, Po +(d3-91) ) | [6235]

Estudiem ara el PREU D'EQUILIBRI BORROS, calculant el limits dels
seus O-talls, [6.33-34], quan t tendeix a +e, i tenint en compte que
en aquest cas ekt=0, '

L
Py = qp +a.(qz - q7)
t—+oo

Lim = :
P(a)(t) = q3 + 0.(q3 - q7)
t—>+oo0

- Consegiientment, resulta que el preu d'equilibriP.ve donat pel
nimero borrés triangular

Pe=(q1 ., q92,93) | [6.36]
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Estudiem ara el COMPORTAMENT DE LES DIFERENTES TRAJECTORIES DEL
PREU segons els diversos valors que pot prendre el valor de Py.

Calculem les dues derivades respecte al temps dels seus ot-talls,
expressats per les férmules [6.33-34],

(P(a)(®) = -k.(Po-g3).e’kt - k.o.(q3-gy).e'kt

P ®) = k.(Po-g).e¥ - ka.(qp-gp).ekt

Traient factor comi -k.e-kt,

(P(a)(t)) = -k.e¥{Po-q3+ar.(q3-q2)) (6.37]

Plo®) = ke (Po-q+o.(qr-q1)) [6.38]

Considerem els QUATRE CASOS segiients, segons la situacié del valor
inicial del preu Pg dins la terna expressada pel preu d’equilibri

Pe=(q1, 92, q3):

PRIMER CAS: | Po < q1

a) Extrems inferiors: Com que q1<q2 sera Ppo<qz i com que o<1,
tindrem _
Po - 93 = q2- q3 = .(q2- q3)= -0..(q3- q2)

Per tant,
Pp-q3+ 0.(q3-q2) <0

Aixi, doncs, la derivada de l’extrem inferior és
(Pa))= ke’ (Pg - g5 +0t (43-0))2 0

Notem que en aquest cas la trajectoria dels o-talls inferiors del
preu és creixent per qualsevol .

b) Extrems superiors: Per la mateixa raé que abans

Po - q1 < q2- q1 < a.(q2- q1)
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Per tant, | .
Po-q1+0.(q2-q1) < 0

La derivada de 'extrem superior &s |
(Pe)(®)= kekt (Po - a1 -0 (92-91))2 0

Deduim que la trajectoria dels o -talls superiors del preu és
també creixent per qualsevol .

SEGONCAS: { q1 < Po € q2

a) Extrems inferiors: Com que Po<qs i o<1, tindrem
Po - q3 € q2-q3 S .(q2- 43)= -0.(q3- q2)

Per tant, '
Po-g3+ 0.(q3-q2)< 0

Aixi, doncs, la derivada de 1’extrem inferior és
(Po)(D)= -kekt (Pg - g3 +0t (43-9)) 2 0

El signe positiu de la derivada ens indica que la trajectoria dels
o-talls inferiors del preu és creixent per qualsevol ot.

b) Extrems superiors: Per 'estudi de la trajectdria dels o.-talls
superiors s'han de distingir dos subcasos:

PRIMER SUBCAS: | o < 20 =941
92 - q1

Per aquests valors d’o es verifica
Po-q120.(q2-q1)
Aixi, doncs, Po - q1- O (q2- q1) 2 0, per la qual cosa
(P)®)= ke® (Po - q; - (92-97)) <0

‘Per tant, en aquest subcas la trajectoria dels a-talls superiors
del preu és decreixent pels O considerats. |
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SEGON SUBCAS: | o > £0 - a1
q2 - 41

Per aquests valors d’o. es verifica
Pg-q1< oc.(qé- q1)
Aixi, doncs, com que Pg - q1- & (q2- ql) < 0, tindrem
Pw)= ke (Po - q -0t (d2-01))2 0

En conseqiiéncia,en aquest segon subcas la trajectoria dels .-
talls superiors del preu és creixent pels O considerats.

IA

TERCER CAS: | g2 < Py q3

a) Extrems inferiors: Per la trajectoria dels «-talls inferiors
s'han de distingir els dos subcasos segiients:

PRIMER SUBCAS: | o < 13- F0
q3 - @

Per aquests valors d’0t es verifica q3 - Pp 2 &.(q3- q2).

Mutiplicant per -1,
Po - g3 = -0..(q3- q2)

Aixi, doncs, Pg - q3+ O (q3-q2) 2 0, 1 per tant
(P@)(®)= -kekt (Pg - g3 +& (q3-45)) 2 0

Resulta que, en aquest subcas, la trajectoria dels o-talls
inferiors del preu és creixent pels o considerats.

SEGON SUBCAS: | o > 13- F0
: q3 - I

De manera similar al subcas anterior, per aquests valors d’ot
es verifica Pg - q3 2 -0.(q3- q2)
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Aix{, doncs, com que Pg - q3 + O (q3- q2) < 0, tindrem
(B)®)= -kekt (Py - g3 +0t (43-02))< 0

Deduim, doncs, que en aquest segon subcas la trajectdria dels
o.-talls superiors del preu és decreixent per als & considerats.

b) Extrems superiors: Amb arguments similars als del cas
anterior es demostra que

P®)= kekt (g - qp - (42-91))<0

Per tant, la trajectoria dels o -talls superiors del preu és
decreixent per qualsevol . -

QUART QAS:V Po 2 g3
a) Extrems inferiors: Com que q3>qg també és
- Po-q32q2-93 > 0.(q2- g3)=- 0..(q3- q2)
En resum, Pg - q3+ & (q3-q2) 2 0, i aixi la derivada és
(®)= ket (Po- g5 +0 (43-95))< 0

Per tant, en aquest quart cas la trajectdoria dels o-talls inferiors
del preu és decreixent per qualsevol oi. - '

b) Extrems superiors: Operant de manera aniloga, tenim
o Po - q12 g3- q1 2 q2- q1 2 ©.(q2-q1)
D’aquesta cadena de desigualtats resulta
| Pe-qi-a(qz-ql)SQ
La derivada de I’extrem superior és
(P()®)= kekt (Pg - gy -0t (42-91))< 0

Concloem, observant que la trajectdria dels o-talls superiors
del preu és decreixent per qualsevol o. - ’
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Resumim a continuvacié D'estudi del creixement/decreixement de
les diferents ti'aject(‘)riss dels extrems inferiors i superiors del preu,
[6.33-34], segons els casos analitzats. que depenen de la posicié del
preu inicial Pg dins la terna (qi, qz,‘ qs3):

P 1r CAS. 2n CAS 3r CAS 4t CAS
E 1r Subcas
t Creix
Creix Creix Decreix
I S 2n Subcas
3 Decreix
: Decreix o |
Creix Decreix Decreix
S 2n Subcas
B Creix

A continuacié particularitzarem numéricament 1’estudi anterior,
‘desenvolupant un cas concret.

Exemple

Sigui un model borrés dinamic lineal d’ eqmllbn de mercat, que
ve representat per les equacions [6. 21~22]

Q=a-cP i Qs B+db

on 3=(4,5,55) , b=(2 ,4,4°5) , ¢=3 i d=1,1i on suposem que
‘el preu inicial és Pp=2.

Sabem que les trajectories del preu, [6.23], vénen donades per la
familia de corbes exponencials

~
~

Py - At b)e,kt Li+h
c+d c+d

on k és una constant de proporcionalitat. Suposem en aquest cas
que k=2. |
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Recordem que els extrems del preu d’equilbri, vénen donats per
les formules [6.33-34]; és a dir,

P(o)(t)=(Po - q3)ekt + a1 + 0 {(q3-92) €K + gy- q)
P()(t)=(Po - q).ekt + q3. - o ((‘»h-ch) ekt 4 q5- q2)

on, per [6.30-32], en aquest exemple tenim

5°544°5 _

=4+2 175 =3+4 525 =227 55
=" =" as y
Substituint, obtindrem
P)(t)= -0°5.e2 +1°5 + o {0725.6-2t +0°75) [6.39]
P(a)()= 0°5.e2t 4275 - a(0°75.e72¢ +0°25) (6.40]

El preu d’equilibri borrdés tindra d’extrems
Li
Py = 15 + 07750

t—o+eo

Lim —
MBa)) = 275 - 072500

t—+o0

Comprovem que el preu d'equilibri Ee ve donat [6.36],- és a dir és
el ndmero borrés triangular (qi, q2, q3), doncs

Pe=(1'5, 225, 2°5)
Calculem ara la derivada dels extrems del preu borrds .

(P(a)(t)) = e2t - 0’50672t = (1-0°5.0).e2¢

(P)(®) = -e2t + 15,062t = (1°5.0-1).e2

Observem que com que Pp=2, i com que 1°5<2<2725, estem en el
2n cas, €s a dir q1<Pp<qp, i que es complira 'estudi efectuat.

En efecte, com que oce[O, 1] i e-2t>0, la trajectoria dels extrems

inferiors del preu sempre serd creixent, perqué

(P(c)(1)) 20
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En canvi, degut al factor 1°5.a-1, el signe de la derivada de
Iextrem superior dependra del valor d’a.

Si fem 175.0-1=0, obtindrem a=2/3. Aixi, doncs, si a<2/3 el signe
del factor sera negatiu i, per tant,

(P(a)(t) <0

Llavors, veiem que la trajectoria dels extrems superiors del preu
sera decreixent per aquests valors d’c, tal com vam provar en el 1r
subcas. Si fos o>2/3, tindriem que 1°5.0-1>0 i aix{i

(P(o)(t)) 20

Per tant, la trajectoria dels extrems superiors del preu sera
creixent per aquests valors d’oa, cosa que confirma el 2n subcas.

L
.‘ 2 0.3
1.5} -
-7 0
-
1.25F
0 0.5 1 1.5 5 °

Fig.6.5 Extrems del preu d’equilibri

Comprovarem el creixement o decreixement de les trajectdries
del preu d’equilibri, particularitzant per diferents valors d’o en els
seus extrems inferior i superior, [6.39-40], és a dir en

P(a)(t)= (0725.0-0°5).e2t +(0°75.0+1°5)

P(a)(t)= (075-0"75.0).e72t +(2°5-025.0)
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Per o=0, apuntem les férmules dels extrems, formem unes taules
de valors i tot observant-ne la monotonia

PO)O)=-0562+15  PO)D= 0°5.e-2 +2°5

t 0 0°5 1 +oo
POty | 1 | 1732} 1743 1’5 Creix
P0)(t) 3 2°68 | 2757 2’5 Decreix

Per a=0"3, resulta.

PO73)(t)= -0°425.e2t +17725  P(O"3)()= 07275.e"% 427425

t 0 0’5 1 too
P(O"3)(t)} 173 1°57 | 1767 | 17725 Creix
PO3)t)| 277 | 2753 | 2746 |27425| Decreix

Per a=2/3=07666, tenim _
PO°6)(D)= -073.62t 42  PO°6)(t)= 23

t 0 0°5 1 +oo0
PO°6)(t)| 1766 | 187 | 1795 | 2 Creix
f’—(O’g)(t) 2 ’§ 2 g 2 '3 2’3 Constant

Per oo=0"8, ens doéna

PO8) )= -03.e2t +2'1  PO'8)(D)= -0"1.e2t 4273

t 0 0’5 1 +oo
_E:(O'S)(t) 1°8 1°99 | 2706 2°1 Creix
P(O'8Yt)| 272 226 | 2729 2°3 Creix

Per a=0"1, resulta

P(L)(O)= P(1)(t)= -0"25.e2 + 2'25

t_ 0 0°5 1 oo
P(D(t)=P(1)(1) 2 2°16 | 2722 | 2°25 | Creix
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6.3 ANALISI DE L'ESTABILITAT EN UN MODEL
ECONOMIC

6.3.1 EL MODEL DE LA TERANYINA

Un cas analitic que es troba en qualsevol curs basic d'introduccié
a l'economia és l'anomenat model de la teranyina.

Considerem doncs, l'estudi d'un model econdmic d'oferta i
demanda, en el qual tenim un dnic producte, i on tant la quantitat
demandada com ['ofertada sén funcions lineals respecte al preu,
considerant el preu en funcid del temps discret, és a dir que varia
en forma discontinua. |

El model vé donat per les expressions segiients:

Q;;:: c-a.Pie1 | Q;tg =-d+b.Py [6.41-42]

on tots els coeficients sén positius, a,b,c,d>0.

A més, coneixem el preu a l'instant t=0, és a dir
p

P(0)=Py [6.43]

En aquestes condicions volem trobar si existeix un temps (t) en el
qual el mercat es trobi en equilibri dinamic, és a dir, si es verifica:

¢ t ‘ '
Qp=Qs 16.44]
Si imposem aquesta condicié i ordenem termes, obtindrem:

c-a.Pyy1=-d+b.P , a.Pf+1+b.Pt"—-‘=C+d

Dividint per a, resulta

bp=ctd
Pty P=53  [6.45]

Observem que es tracta d'una equacié en diferéncies de primer
ordre de tipus lineal.
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Resolent I’anterior equacié en diferéncies , obtindrem

P=(Py - ctd) (1)t [b)+cxd
=(Po - =0 )(a) a+b [646]

que ens déna la relacié entre el preu d’equilibri, P, i el temps.

Substituint aquest valor en les funcions de demanda i oferta,
[6.41-42], respectivament, tindrem:

Qu= ¢ - a.{ (Po- ﬁ%).(-l)‘“.(%)‘“ +§%] [6.47]

Qs= -d + b. [6.48]

t
Po- -——C+d). o) exd
(0 a+b( )(a) a+b

De les dues expressions anteriors veiem que no existeix cap valor
finit de t pel qual el mercat es trobi en equilibri. No obstant, si fem
tendir el temps cap a l'infinit, i sempre que la relacié b/a es
mantingui inferior a la unitat amb valor absolut, llavors la demanda
€s igual a l'oferta.

En aquest cas el preu tendeix a un preu Ilimit donat per [6.46]:

P.=Std|  [649]
a+b

amb el qual diem que la trajectoria temporal és convergent.

6.3.2 ESTUDI DE LA CONVERGENCIA DEL PREU CAP A
L'EQUILIBRI EN EL MODEL ANTERIOR EN CONTEXT
D'INCERTESA

A continuacié volem analitzar la convergéncia de la trajectoria del
preu en el model de la teranyina quan considerem la demanda i
I'oferta nimeros borrosos com a conseqiiéncia de suposar que els
coeficients del preu sén ndmeros borrosos.



6. ANALISI DE L’EQUILIBRI PARCIAL DE MERCAT 235

Suposem, doncs, que les funcions d’oferta i demanda vénen
donades per les expressions

Qg= ¢ - a.Py4q Qi=-d - bP; [6.50-51]

on ¢ i d sén dos niimeros reals positius, i a i b dos nimeros
borrosos definits per les seves respectives funcions de pertinenga o,
equivalentment, pels seus Ot-talls:

a={x )] o as=(am) ,a(e)]
b={(xux)) o ba=[ble),b)

A més, suposarem que els dos nimeros borrosos anteriors sén del

tipus L-R definits positius i de suport acotat. Amb aquestes
hipotesis tindrem:

ap=[a() ,2O]cR*  bo=[b(0) , bO)] <R*

La funcié de pertinenga d’a és

0 si x< a(0)
La(x)  sia(0) x<a(l)
S up®)={ 1 si x=a(l) -
JRa(x) sia(l)<x<a(0)
0 si x> a(0)

D’altra banda, la funcié de pertinenca dé b és

0 si x<b(0)
Lp(x) si b(0)< x< b(1)
Py )= 1 si x=b(1)
Rp(x)  sib(1) < x < b(0)
0 si x>E(0)

Amb aquestes condicions podem determinar el preu per l'equacié
borrosa, que ve expressat per:

Et{Po i g—t%) 1)

a+b

RIS

)t+c+d

~
~

a+b [6.52]
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Per poder estudiar la convergéncia de la trajectoria del preu des
d'un punt de vista de ndmeros borrosos, hem de comparar a ib.

Una manera podria ser a partir de la funcié de pertinenca de b/ a,
calculant la part proporcional d’area situada a l'esquerra de la recta
x=1 i dins de la grafica de la funcio de pertinenga de b/ a i de l'area
tancada per aquesta funcié de pertinenga. Aixo, perd, t€ el greu
inconvenient de qué la funcié de pertinenca de b/a en general sera
complicada 1 el calcul d'aquestes arees pot ser molt laborids.

Proposem un metode alternatiu definint el que anomenem el
coeficient de convergéncia del preu que designarem per J.

-AT

on Aj és l'area situada a I'esquerra de L, i dins de b:

i )

a
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Notem que si b(0) <a(0), llavors s’obté B=1, o sigui que la
trajectoria sera convergent:
e | =
A1=A2=AT

\

_ B(0)

a(0) W,

En efecte, simbolitzant per B 1’area ombrejada en la figura

B=A1+A2__..B+B =1.
2.AT 2.B

En canvi, si b(0) 2 a(0), tindrem B=0 i, per tant, la trajectdria no

sera convergent:

3(0) Db(0)

Clarament, tindrem

B=A1+A2=O+O=O~
2.AT 2.B

En resum, el coeficient de convergéncia del preu B ens déna la
possibilitat de qué la trajectdria del preu convergeixi cap al nimero
borrds (c+d)/(a-b).

6.3.3 CAS PARTICULAR

Suposem que el nidmero borrds a sigui nitid. Si denominem c=b/a,
c

sera Me()=Ug(a.x)

llavors la funcié de pertinenga de
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En aquest cas, podem observar que el coeficient de convergéncia
del preu és la proporcié entre l’area limitada a l'esquerra de la recta
x=a amb la funcié de pertinenga del ndimero borrds, i 1'area total

limitada per la funcié de pertinenga d'aquest nidmero.

(1u4 A

|

l?() x=a ’15'(0) )

Es pot provar que el resultat anterior és equivalent a la proporcié
entre l'area situada a l'esquerra de la recta x=1 amb la funcié de
pertinenga del ndmero borrds c=b/a i l'area limitada per la funcié

de pertinenga del ndmero borrds anterior.

En efecte, com que Aj=Aj, tindrem

B= Ar+Ay _2.A1_A
2.AT 2.At At

En general, per a ndmeros borrosos no triangulars, sera

a b(0) |

b(0) b(0)

Fent el canvi de variable x=a.t, tenim dx=a.dt, i els
d’integracié, com que t=x/a, s’hauran de dividir per a:

1 / b(0)/a
[3:] Hp(a.t).a.dt f up(a.t).a.dt
b(0)/a b(0)/a

Simplificant,

1 / 2(0)
l3=f pg(t).dt f ps(t).dt

c(0) <(0)

limits
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Per acabar, desenvoluparem dos exemples numerics en els quals
utilitzarem ndmeros borrosos triangulars.
EXEMPLE 1

Siguin els nimeros borrosos triangulars 2=(2, 5,12) i b=(1, 6,9),
que tenen per funcions de pertinenga respectives:

X—é—l si2< x <5 ?‘?L si 1< x <6
Ha(x)={ 3~ Hp(x)= |
a 1_27_x~ si5< x <12 9—;L si 6< x <9

Fem la seva representacié grafica:

-
1
YR

Yo

Yp°

1<

At

Trobem en primer lloc eis punts d’intersecci6:
P=BMnAN P{y=(x-2)/3, y=(x-1)/5} P(3°5, 0°5)
Q=MDnNNC Q{y=(12-x)/7, y=(9-x)/3} Q(6775, 0775)
R,=MDnAN R{y=(12-x)/7, y=(x-1)/5} R(5758, 0’92)

Les arees que hem de trobar sén
A1=[ABP]=(2-1).0°5/2= 0725

A2=[APRQC]= [ARxR] + [xRRQxp] + [xQQCl=

- (5’58-21).0 92 + 0’92'2*'0/75.(6'75-5’_58) + (9-6’7;).0’75

= 2°1068
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AT=[ANC]= (9-1).12= 4 -
Aleshores, el coeficient de convergéhci#, del preu sera

b= A1+Ap _ 07254271068 = 072946 .
2.At 2.4

EXEMPLE 2

Suposem ara que el primer nidmero borrds sigui nitid, que el seu
- valor sigui a=3 i que el segon nidmero borrds sigui b=(2, 6, 8). La
funcié de pertinengca de b sera

X—;l si2<x <6
Ky (%)=
8—5% si6<x<8

En aquest cas tindrem la figura

-

1-_ .

Yp ol | o
0 Bl\ | X

Com que P={y=(x—2)/4, X=3 }é(3, 0~ 25). Per tant, les arees s6n

\_

Ai=A=(3-2)0252=0125  Ar=(8-2).12-3
Aixf, el coeficient de convergéncia ens déna

B=(A1+A2)/(2AT)=0"125/3= 0°041. -
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CAPITOL

7

DUOPOLI:
EQUILIBRI
COURNOT-NASH
"EN CONTEXT
D’INCERTESA

~ En el model de Cournot-Nash la variable de decisié de les
dues empreses que competeixen en el mercat €s el nivell de
produccié. En aquest capitol es pretén_'avangar en l'estudi del

comportament de les empreses que competeixen en un context
d'incertesa.

Per aixd, primer es presenta el model de Cournot-Nash en la
seva versi6 més standard per analitzar a continuacid el
desenvolupament del mateix model en I'ambit d'incertesa.
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7.1 EL MODEL DE COURNOT-NASH

7.1.1 FORMALITZACIO MATEMATICA DEL MODEL

Suposem un mercat on només hi ha dues empreses 1 i 2 i sigui x
el nivell de produccié de l'empresa 1 i sigui y el nivell de produccid
de l'empresa 2. Aleshores el preu que els consumidors estan
disposats a pagar dependra de les quantitats produides per les dues
empreses.

En conseqiiencia, el preu serda una funcié que dependri de la
suma x+y, funcié que l'expresarem com p(x+y).

Per tant la funcié de benefici de l'empresa 1 vindra donada per

B1= p(x+y).x- C1(x) [7.1]

on Ci(x) és la funcié de costos d'aquesta empresa.

De la mateixa manera, la funcié de beneficis de l'empresa 2 sera

B= p(x+y).x- Ca(y) [7.2]

on Cy(y) és la funcié de costos d'aquesta empresa.

Fixat un nivell de produccié de l'empresa 2, ¥, l'empresa 1 ha de
calcular quina és la quantitat de produccié que maximitza els seus
beneficis, B1, és a dir, I’empresa 1 determina el valor d’x* que
-verifica l'equacid

' dB1/dx=0

Derivant [7.1] tindrem

P (x+Y).X + p(x+Y) - C;(x) =0 [7.3]

" Igualment, fixat un nivell de produccié de l'empresa 1, X,
l'empresa 2 calcula quina serd la quantitat de produccié que
maximitza els seus beneficis, és a dir, el valor y* tal que

dB7/dx=0
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Derivant [7.2] tindrem

p’(Rty).y + pGEHy) - Cy(y) =0 [7.4]

Amb aquestes condicions, sigui x=fi(y) la funcié que descriu
I'eleccié6 oOptima del nivell de produccié de l'empresa 1, donat el
nivell de produccié de l'empresa 2.

De manera similar, sigui y=fz(x) la funcié que descrin l'eleccié
optima del nivell de produccié de l'empresa 2, donat el nivell de
produccié de l'empresa 1.

Notem que aquestes funcions s'anomenen respectivament funcio
de reaccio de l'empresa 1 i funcidé de reaccié de I'empresa 2.

El punt (x1, y1) que verifica les dues funcions de reaccié (en cas
d'existir), déna lloc al que anomenem equilibri de Cournot-Nash.

7.1.2 Cas particular d’una funcié lineal

Suposem ara que el preu que els consumidors estan disposats a
pagar, p(x+y), sigui una funcié lineal de la suma dels nivells de
~ produccid, x+y, de les dues empreses. Per tant,

p(x+y)=a -b.(x+y) | [7.5]

on els coeficients sén positius, a,b>0.

Llavors, les funcions d’ingressos respectives seran

I1(x+y)=[a-b(x+y)].x - [7.6]

L (x+y)=[a-b(x+y)].y [7.7]

Suposem, a més, que ‘ -
Ci1(x)=F1+c.x " [7.8]

on F1 representa els costos fixos i ¢ el cost marginal per unitat de
produccié de l'empresa 1.
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i també que

Ca(y)=Fa+c-y - [7.9]

on Fy representa els costos fixos i ¢’ el cost marginal per unitat de
produccié de l'empresa 2. ‘

Aleshores, les funcions de beneficis de les empreses 1 i 2 sén
respectivament:

B1=I1(x, y)-C1(x) B2= Ia(x, y)-Ca(y)
Substituint per les expressions [7.6-9], tindrem
B1i= [a-b(x+y)].x - (F1+c.x)
Ba= [a-b(x+y)ly - (F2+c”.y)
Operant i ordenant,
Bi= (a-¢).x - b.(x2 + x.y) - F1

B= (a-c’).y - b.(y2 + xy) - F»

En el cas que I’empresa 1 suposi que l'empresa 2 tingui un nivell
de produccié, y=y, llavors la funcié beneficis de l'empresa 1 sera:

Bi= (a-c).x - b.(x2 +.x.y)- F1 [7.10]

Aixi, la quantitat de produccié, x*, que maximitza els beneficics
de ’empresa 1, dB1/dx=0, vindra donada per l’equacid

(a-c)-b.(2x + y) =0

Aillant x obtindrem la funcié de reaccié de 1’empresa 1

x=2¢ . Y [7.11]

De forma similar, I'empresa 2 suposa que l'empresa 1 té un nivell
de produccié x=x, amb la qual cosa la funcié de beneficis de
I'empresa 2 sera: '

Br= (a-c’).y - b.(y?2 +Xx.y) - Fo | [7.12]
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Aleshores la quantitat de produccid, y*, que maximitza els
beneficis de l'empresa 2, dBj/dx, vindra donada per l'equacié:

(a-c")-b.(2y + X ) =0

Aillant y obtindrem la funcié de reacci6 de I’empresa 2

y=2° _x [7.13]

(a-c)/b

(ac”)/2b

0 ~ (a<c)/2b (a-¢")/b )

Fig.7.1 Punt d’equilibri de Cournot-Nash

Resolent el sistema format per les dues equacions lineals [7.11] i
[7.13], obtenim:

_ a-2c+c’ _ a-2c'+c
3b NI gy [7.14-15]

on CN simbolitza que es tracta de !’equilibri de Cournot-Nash.
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7.2 EQUILIBRI DE COURNOT-NASH EN UN CONTEXT
D'INCERTESA

7.2.1 FORMALITZACIO MATEMATICA EN LA INCERTESA

En la realitat és dificil donar per suposat que cadascuna de les
empreses coneix amb certesa el comportament de la seva
competidora, per la qual cosa creiem que I'analisi del model de
Cournot-Nash en un context d'incertesa, pot oferir una nova i
interessant perspectiva d'estudi.

En primer lloc, desenvoluparem el cas general en el qual la funcid
p(x+y) només li exigim que sigui decreixent respecte a les variables
X i y. Suposarem també que ’empresa 2 no coneix amb exactitud
quins soén els costos marginals per unitat de produccié de l'empresa
1, i reciprocament.

Per aquest motiu cosiderarem que aquests costos s'expressen a
través de dos numeros borrosos triangulars; en altres paraules,
I'empresa 2 suposa que els costos marginals per unitat de produccid
de l'empresa 1 vénen donats pel ndmero borrds triangular:

c=(c; ,Cy ,C3)

De la mateixa manera, l'empresa 1 suposa que els costos
marginals per unitat de produccié de l'empresa 2 vénen donats pel
nimero borrds triangular: '

c'={c'y . ¢'3)
En conseqiiéncia, per cada nivell y de produccié de l'empresa 2,

resultara que la funcié de reaccié de lempresa 1 vindra donada pel
nimero borros triangular:

x=Fy)= (F1y), 2y, F3(y)|  [7.16]

De la mateixa manera, per cada nivell x de produccié de
I'empresa 1, la funcié de reaccié de l'empresa 2 vindra donada pel
NBT: ' ’

¥=G®)= (G1(x), Gy(x), Ga()) | [7.17]
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Notem que l'equacié [7.16] engendra per cada valor de y=k un
nimero borrés A en R2, definit a partir dels segiients punt de R3:

P=F100, K, 0) , Q=(Fa®), k, 1) , R=(Fa(k), k, 0)
e | ~N

IN

'\
",
W,
||.
‘|
\
1)
"
‘\

Q

W,
h
v
x," I
K
h,

’u,'.. ‘

Fig.7.2 Numero borrés triangular A

Tot seguit, anem a calcular la funcié de pertinenga d'aquest
nimero borrds. Calculem la diferéncia entre els punts P i Q, obtenint
el segiient vector director de la recta que uneix aquests punts;

v=P-Q= (Fi(k)-Fa(k), 0, -1)

Consegiientment, l'equacié de la recta, x=xp+A.vx, y=yp+A.vy i
Z=Zp+A.Vy, Sera

x=Fi1(k) + A.(F1(k)-F2(k)), y=k, z=-A [7.18]
Eliminant en [7.18] els parametres k i A, obtenim

x= Fi(y) + 2F10)-F200) , z(F13)-Fap=F1(y)-x

I aillant la variable z,

SIS\ /LR S VAT
F1(y) - Fa(y) |
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Notem que z és una funcié de les variables x i y amb domini Di,
que és la regié d’R2 definida per

={(x, ve R2 !/ Fily) € x—<— Fa(y) }

De manera similar, calculant la diferéncia entre els punts Q i R,
obtenim el segiient vector director de la recta que uneix aquests

punts
w= Q-R =(Fa(k)-Fs3(k), 0, 1)

i, per tant, 'equacié de la recta, x=xQ+A.Wx, y=yQ+A.Wy i z=2Q+A.Wz,
sera:

x= Fa(k) + A.(F2(k)-F3(k)) , y=k, z=1+A [7.20]

Eliminant en [7.20] els parametres k i A,

x= Fa(y) + (z-D(F2(y)-F3(y)) ., z.(F2(y)-Fa(y)= x-Fa(y)

I aillant la variable z, obtenim

- x-Fi(y)
Fa(y) - F3(y) [7.20]

Igual que abans, z €s una funcié de les variables x i y amb domxm
D2, que és la regié d’R2 definida per '

Dy ={(x, yERY/ Gi(x)< ¥ < G3(x) |

Finalment, la funcié de pertinenga del nimero borrés A, resulta
que ve donada per:

_Biy)x G F (y) € x < Fy(
3 Fi(y)-Fao(y) 1)
“’A(X aY)= F ( )
ETY)  SiFy(y) € x< Fa(y) -
Fa(y)-Fs(y) i Y 17.21]
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Seguint un cami similar a partir de l'equacié [7.17], s’engendra
per cada valor x=k un ndmero borrés B en R2, tal com podem veure
en la figura segiient:

é 1<LZ | | )

ey,
"y,
g,
ey
g,
['H
',
N,
........
g
Suyy,
ey,
"y,
ey,
Yay,
"y,

G1S‘f G,(k) Gz(k)

\— _J
Fig.7.3 Ndimero borrés triangular B
Es comprova que la seva funci6é de pertinenca és
Gi(x)-y .
——=2 5 Gi(x) £y < Gyx)
- G1(x)-Ga(x)
!‘LB(X 1}’): G ( ’ )
Y- X)) g Gy(x) <y £ G3(x) '
G2(x)-G3(x) | | [7.22]

Notem que aquestes dues funcions de pertinenga es podrien
haver obtingut a partir del fet que els ndmeros borrosos X i ¥ sén
triangulars, pero hem preferit fer el seu desenvolupament per
veure millor els suports dels nidmeros borrosos que s'engendren a
partir d'ells ‘ ‘

Efectuant la intersecci6 dels ndmeros borosos A i B , obtenim el

conjunt borrés D que representa el valor incert per l'equilibri de
Cournot-Nash, és a dir '

D=ANB
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La seva funcié de pertinenca és
U5 (x, Y=RE (X, ) A RE (X, Y)
Des del punt de vista econdmic, per tal que tingui sentit I'expresié
anterior cal que
B ()
DciR
El nimero borrés D ens déna lloc a la regié d'equilibri de
Cournot-Nash i ve representat pel nimero borrés D. Desfuzzificant,

J] xpupx, y).dx.dy
XCN= =22 [7.23]
U up(x, y).dx.dy

D

(
] y.up(x, y).dx.dy

YCN= =7
j Hp(x, y).dx.dy
JJp

[7.24]

7.2.2 CAS PARTICULAR DE FUNCIONS LINEALS

Considerem el cas particular en qué la funcié p(x+y) sigui lineal,
és a dir, del tipus segiient, on a,b>0, :

p(x+y)= a-b(x+y) [7.25]

Si tenim en compte [7.11] aplicada al cas borrds, resulta

BTN

Substituint i operant,

=13 3)-(,0,¢) ¢y :(a-c;; Ly a-c y‘ a-C1 'y

2b 2 2b 2 2b 2 2b 2
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Per tant, el nimero borrdés triangular X vindrad expressat per la

terna de funcions

F‘ =23 Y FE =Eﬁi_l, Fy(y)= 2% _ Y
1(y) Tl 2(y) 2% 2 3(y o 2

La seva funcié de pertinenga sera,

_xF1ly) 4 piy)<x<F
Fa(y) F1(3) si F1(y) < x £ Fa(y)

_F3(y)-x i Fo(y) <x<F
By | SER)

pA(X, y)=

Substituint per les expressions anteriors,

| -a+c3+by+2bx G 263 Yoxc®C2 Y
~ c3-C T
uA(X’ y)= 3742 2b 2 2b 2 [7.26]
a-c1-by-2bx g €2 Y g ®C1 Y
C2-C1 2b 2~ 2b 2
s
' bHX(X, y) T

K-

Fig.7.4 Representacié grafica de ;{=E(y)

De manera similar, aplicant [7.13] al cas borrds,

o~
’

J=Gx)= 2 . x
d 2b 2
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Substituint i operant,

—~

y= (a, a, a)-(c’1, €2, ¢3) (X, X, X) _ a-c’3 _x a¢p x ac’y
2b 2 2b 27 2b 2 2b 2

En conseqiiéncia, el NBT y vindra expressat per la terna

Gi=2C3 | X | Gu)=2C2 X | Gym=2Yl_x
=205 o CET Ty O,

La seva funcié de pertinenga sera, doncs,

y-G1(x) si G
LR 1(x) £y < Ga(x)
_ ] G2(x)-G1(x)
LB, ¥)= Gax)
XY i Gy(x) € y< Ga(x)
\ G3(x)-G2(x)

—a+c’3:+b3,l+2bx i a-c’s X< y < a-c’)  x

N c’3-c"2 2b 2 2b 2
up(x, )= ) i [7.27]
a-c’1-by-2bx ; ac’y x 3¢ x
c’r-¢1 2b 2 2b 2
( ~
MB(X; Y) \
1o
0 y
G,(x) -
Gy (x)
G3(x)
X ,
\_ J

Fig.7.5 Representacié grafica de y=G(x)
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Es clar que, en l’equilibri de Cournot-Nash en el cas borrés,
s’hauran de verificar conjuntament les expressions [7.11] i [7.13],
originant-se el nimero borrds

o~ e

D=AnB

que tindra .per funcié de‘pertingngg la que es dedueix de les
funcions de pertinenga dels NBTs AiB, és a dir de les equacions
[7.26] 1 [7.27].

La grafica del nimero borrés D sera evidentment la interseccid
dels prismes esquematitzats en les figures 7.4 i 7.5:

a . N

L ™ B

Fig.7.6 Representacié grafica de D=AnB

Amb " la finalitat de realitzar un estudi més acurat d’aquesta
intersecci6, realitzarem a continuacié una operacié de canvi de
coordenades, transformant els antics eixos X i Y en uns de nous, U i
V. D’aquesta manera, pretenem que la base de la interseccié dels
dos prismes (figures 7.4 i 7.5), en forma de paral-lelogram, es
transformi en un rectangle que tingui els costats paral-lels als
eixos, amb la qual cosa I’anilisi de la figura 7.6 serd més senzilla.
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Emprant els canvis de coordenades

2x+y a-cj a—cz' '_ a-cq
u=—"——71|, | p= ,|g=—= |, | =— 7.28-31
3 P 3b 1 3b | 3b [ :
W .20 N % N I PO g [7.32-35]
3 3b 3b 3b

les funcions de pertinenga [7.26-27]

-a+c3+by+2bx i 263 Y o x<BC2 Y
- c3-C T
HE(x, y)= 3-C2 2b 2 2b 2
a-c1-by-2bx 6 3C2 Y oyg<c?C Y
€2-C1 2b 2 2b 2
-a+c’3+by+2bx i a-c’3 X<yg a-c’y x
- ¢’3-¢2 2b 277 2b 2
UB(X, y)= :
a-c’1-by-2bx i a-c’2 _x y < a-¢c’1  x
c2-c’1 2b 2 7 2b 2
es transformen en
: E—:——R si pSu<q
pE@w={ 10 [7.36]
LU i g<usr
r-q
I v:p - sip'<v<q’
~ q-p
ug(u, v)= [7.37]
\ r’-v . .
—— §1 Q' <VST
r-q

En efecte. Comprovem per exemple el primer interval de [7.36],

2x+y a-cj3
u-p__3 3b _ b(2x+y) - (a-c3) _ -a+c3+by+2bx
q-p a-¢3 a-c3 (a-cp) - (a-c3) €3-C2
3b 3b

A més tenim que psu<q és equivalent a

a-cj S2x+ysa—cz a3 S2x+ysa-c2
3b 3 3b 2b 2 2b

b
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a3 (y4YcaCy acs
2b 2 2b 2b.

Leoxc¥2 Y,
2 2

A contlnuacm trobarem la funci6 de pertinenga del nimero
borrds D intersecci6 de A i B. Amb aquesta finalitat dividirem el

rectangle engendrat en el pla UV en els quatre triangles indicats en
la figura segiient:

- A
i
111(11)
¢
m;(u)
D’

j U
p u o q r
. v,

Fig.7.7 Calcul dels valors de v en funcié de u

Partim del primer triangle i calculem l’equacié de la recta que
passa pels punts P(p, p*) i T(q, 9°):

Aillant v i simplificant,

P _un -Pq +pp +p’q-pp” _ uq’-up”-pq’+p’g
qp(qp)p q-p q-p

Traient factor comd i com que v=mjy(u), tindrem

_ q'(u-p) + p'(q-u) -
mj(u) = 7 | [7.38]

Notem que en aquesta recta PT hi podem distingir:

- Els extrems inferior i superior de les u: Eij(u)=p i Es(u)=q
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- Els extrems inferior i superior de les v: Ei(v)zp' i Es(v)=q~

- Els intervals inferior i superior de les u: Ii(u)=u-p i Is(u)=q-u

Substituint en [7.38] resulta

_EMIW +EML® ]| a0
E(u)-Ei(u) |

v

Operant de manera similar en els triangles Ir i 2n, obtenim

nq (u) = q’(u’p)q '-{"pr ((}“u) [740]
my(u) = q (r-u) rj‘qp’(u’q) [7.41]
my(u) = L. £ r (u-q) [7.42]

Treballarem ara amb els triangles 3 i 4, tal com indiquem en la
figura segiient:

4 . 2

P m3(V) g nglv) T

Fig.7.8 Calcul dels valors de u en funcié de v

Partim també de I’equacié de la recta PT, on P(p, p) iT(q, q)

»

“P_YV-p

=

P q’-p

”

]
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Perd ara aillarem u,

vq-vp-p’q+p p+pq’-pp” _ v4-vpP-p’q+pq’

u= P (q-p) +p = P L P
-P : q-p q -p

Traient factor comid i com que u=m3(v), tindrem

m3(v) - q(V‘p’) ’+ P(q,‘V) [743]
q-P

En general, pels triangles 3 i 4 resultara la mateixa expressié que
[7.39], perd intercanviant u per v

u = Es().1i(v) + Ei(w) Is(v)
Es(v)-Ei(v)

[7.44]

Procedint aixi, o bé intercanviant en [7.40-42] les p, q, r i u per
p’, q’, 1'i v, respectivament, veurem que

Il3(V) = q(v—p’) ,+ ’f(q/'V) [745]
q’-p

my(v) = 36V * P(v-q) [7.46]
1-q

ng(v) = AV + 1v-q) [7.47]
r'’-q

En conseqiiencia, el nimero borrés D=ANB, tenint en compte les
expressions anteriors tindra per funcié de pertinenga la expressada
en les quatre regions triangulars que hem dividit el rectangle de la
base en el pla UV,

% si pSusqg 1 my(u)<v<ng(u)
r-u si gSusr i my(u)<v<n,y(u)

~ r-q

upu,v)= ) _ 48
v:p, si m3(v)<usnz(v) i p'<v<q~’ [7.48]
q-p
r’—v' si my(v)Susng(v) i gq'svsr’
r’-q .
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Sabem que la grifica del ndmero borrés D €és una piramide recta

de base rectangular, tal com vam mostrar en la figura 7.6, on D
venia representat per la interseccié dels dos prismes A i B.

Per tal de calcular a continuacié el centre de gravetat d’aquesta
piramide, observem que ve engendrada per la funci6 de pertinenga

anterior, [7.48].

Els calculs pertinents els efectuarem descomposant la piramide

en els quatre tetraedres segiients :

q-p

T1={ v,z2)eR® 1 z=2B | pcugq ml(u)5vsn1(u)}

Ty = (u,v,z)eR3 [ z=10  g<u<r , mz(u)SVSnz(u)}

’

s . ?

q-p

T3={ (u,vz)eR> / z= XP m3(v)<u<ns(v) , p’Squ’}

! _V/ , mg(v)<usng(v) , q’SvSr’}

’

r-q

T4={ (u,v,z)eR3 / 2=

[7.49]

[7.50]

[7.51]

[7.52]

( 14

\

Fig.7.9 Esquema dels tetraedres 1 i 2
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( 14 | )

Fig.7.10 Esquema dels tetraedres 3 i 4

Per a calcular el centre de gravetat dels tetraedres, utilitzarem
un simil fisic, tot considerant que les masses de les arees dels
triangles originats per les interseccions dels tetraedres amb plans
paral-lels al pla UV, tenen una densitat superficial de massa igual
a la funcié de pertinenga (p=z), tal com podem veure en la figura
7.11 de la pagina segiient.

Partim del diferencial d’area dA=du.dv, per la qual cosa el
diferencial de massa, dM=p.dA sera

dM=z.du.dv

Recordem que les coordenades del centre de massa vénen
donades en general per

aﬂku.dM Mdm V:ILv.dM HdM

on R és el recinte d’integracio.



260 II1. APLICACIONS EN L’ AMBIT ECONOMIC

Notem que de [7.49] en el primer tetraedre, T1, la densitat (igual
a la funcié de pertinenga) sera z=(u-p)/(q-p), mentre que la u
variara entre p i ¢, i la v entre m1(u)'i. ni(u), doncs dependra del
valor de la variable u.

-

\

Fig.7.11 Calcul del centre de gravetat de Tq

En conseqiiéncia, les coordenades (u1, vi) del centre de gravetat
del tetraedre T; vindran expressades per

q q
r ny(u) ny(u)
Ef uw 2P qu.dv 2P qu.dv
-' oy 7P o 4P
Jv=m,(u v=my(u)
Ju:p u=p
q q
r ny(u) . ny(u)
V= v 2P qu.dv P qu.dv
A iy 4P RS
v=mi(u v=mj(u)
Ju:p u=p

Indiquem en les foérmules anteriors que hem efectuat aquestes
integrals dobles integrant en primer lloc respecte a v i després
respecte a u.
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Integrant obtenim

7= TopO(@p)(@+p)/12 o _ (r"-p)(g-p)(2q +1"+p")/24
(r’-p")(q-p)/6 | (t”-p")(q-p)/6
Simplificant, _ '
| TP s R el ol
2 4

Fixem-nos que en la base del tetraedre Tp utilitzem (p, q) en l'eix
de les U, i (p7, q°, ") en I'eix de les V, per la qual cosa 1’abscissa del
centre de gravetat &s la mitjana de (p, q), (p+q)/2, mentre que
I’ordenada és la mitjana de les mitjanes de (p’, q") i(q’, ')

2 L™+a )21+ ((q"+r)/2] _ pr+2g°+r
2 4

Fig.7.12 Centres de gravetat dels tetraedres

Efectuant els mateixos calculs per la resta de tetraedres, obtenim
els centres de gravetat:

— _ qtr — _pH2q7+r
uy=-2— vp=2t—"A
2 4
U= p+2q+r V3= p+q”
4 2
Ta= p+2q+r V4= qQ 4



262 III. APLICACIONS EN L’ AMBIT ECONOMIC

Si designem per Mj, Mz, M3 i M4 les masses dels tetraedres Ty,
T3, T3 i T4, respectivament, llavors les coordenades (u, v)del centre
de gravetat de la piramide es comproven que vénen donades per

= Mi.ug + Mo.up + M3.u3 + Maug
M1+M2+M3+My

Y= M1.vi + M2.vp + M3.v3 + M4.va
M1+M2+M3+My

Substituint les masses que ja hem calculat amb anterioritat per
~ determinar els centres de gravetat

My [ f M = =P )@-p)
Ry : 6

i també

M= EPIEQ) e @PX(@p)  yy (E-P)G-)
6 6 6
obtindrem que

T= 32128—‘“—“ V= 3p'+2§ +3r [7.53-54]

Notem que aquests dos valors resulten de fer tres mitjanes

consecutives. En efecte, aix{ u ve de la terna (p, q, r) i fem les
segiients mitjanes tal com indiquem '

p+q  g+r
2 2 p+r  p+2q+r | pir
— * * 3p+2q+3r
XCN= 2 2 -4 2 _2ptr4q
2 2 8

Emprant les férmules [7.28] i [7.32]

u=(2x+y)/3 i v=(x+2y)/3

podem aillar x i y donant

x=2u-v i y=-u+2v [7.55-56]
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Desfent aquests canvis, el centre de gravetat del punt borrés
d’equilibri de Cornot-Nash resultara

XeN=2U0-v i yON= -u2.Vv

Substituint per [7.53-54] i simplificant, resulta

XeN= 8a - 2.(3cy+2¢o+3c3) + (B¢ 1+2¢72+3¢c3) [7.57]
24b
Sone 827 2.0¢7 142 2+§Z g) + (3c1+2c5+3c3) [7.58]

Com a conclusié, podem dir que el punt d’equilibri de Cournot-
Nash del model de duopoli en context d’incertesa, donat pel nimero
borrés D, pot desfuzzificar-se en el valor crisp (XcN,yeN) i que la
possibilitat de que es veriqui és igual a la imatge de la seva funcié
de pertinenga. Es a dir,

upfXeN, YeN) -

Exemple

Prenent com a cas particular del model de duopoli en context
d’incertesa les constants i els nimeros borrosos respectius

a=21 , b=1, ¢=(3,12,15 i c'=(6, 9, 18)

_tindrem que les funcions de pertinenga dels ndmeros borrosos A
i B, expressades per [7.26-27], sén:

'_6_27(_"_'!. si Q:Ls y < 9-x
wac o p={ 3> 2 2
18-2x-y i 9-x<y<18x
9 2 2
-342x+y i 3_-_yst 12-y
nE& y={ _° 2 2
15-2x-y si IZ-YSXS 15-y

3 2 2
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o~ o~

La intersecci6 D=AnB, en forma de piramide, donara lloc a

diferents paral-lelograms, segons els diferents valors del grau de

verosimilitud o.

En aquesta figura hem representat els o-talls corresponents a les
algades 0, 03, 0°8 i 1,-on suposem també que x20i y20 degut a la
no negativitat de les variables econdmiques que en el nostra cas sén

el preu i la quantitat d’equilibri:

'\

Fig.7.13 o-talls del ndmero borrés D

f

3

\
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Fent els canvis [7.28-35] obtindrem que
u=2x+y)3 i v=(xa2y)3
1 on els nous parametres seran |
p=2 , g=3 , =6 , p=1 , q=4 , =5

Les funcions de pertinenga es transformaran en les férmules
[7.36-37], és a dir en

u-2 si2<u<3 v-1 si1<v<4

Ha(a,v)= ug(u,v)=\

n
P

1
-Gé_u si3d<uc<é V sid<v<s

- l

~ o~ e~

Efectuant la interseccid6 D=AnB, la nova funcié de pertinenga,
[7.48], es convertirad en

u-2 si 2<u<3 i 3u-55v<7-u .

6-u i 3<u<6 i T-usv<(u/3)+3
M= 3

Vé—l si (viS)B<u<T-v i 1<v<4

5-v si 7-vfu<3v-9 1 4<v<5S

Per tant, els quatre tetraedres seran
Ty={(u,v,2)eR3 / z=u2 , 2 Su <3 , 3u5<v<7-u)

To=

(u,v,2)€R> /z=i33—u—,3Suss  Tau<v sl+3}

Ts=

(u,v,z)eR3/z=V3"—1,15vs4 , ‘-’%—iSu.<_7-v

Te={v,20eR? /2=5v ,4<v<5 |, T-v <u<3v-9)

Les coordenades (Ui, vi) dels centres de gravetat d’aquests
tetraedres sén respectivament

(1, vi)= (512, 7/2) (uz,v2)= (972, 7/2)

(u3, v3)= (712, 5/2) (usa, va)= (112, 9/2)
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El centre de gravetat de la piramide sera, doncs, per [7.53-54],

G, V)=(15/4, 13/4)=(3"T5, 3°25)

.

Fig.7.14 Centre de gravetat de 1’exemple

Observem de la grafica que G pertany a les fronteres de T i T3.
Per tant, la funcié de pertinenga la podem donar per alguna de les
dues maneres segiients:

z=(6-1u)/3=(6-3"75)/3=0"75 , z=(v-1)/3=(3"25-1)/3=0"75
Finalment, passant a les coordenades originals x i vy,
XCN=2u-v=17/4=4"25 yON=-u+2v=11/4=2"75

En resum, podem dir que el punt d’equilibri és (4725, 2°75) amb
una possibilitat de 0775, o sigui del 75%.
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CAPITOL
-8
OPTIMITZACIO

DINAMICA
BORROSA

~ En aquest capitol analitzem el cas d’un monopoli que desitja
llancar al mercat un nou producte, la demanda del qual sigui
una funcié lineal tant del preu (p) com de la seva taxa de canvi
®). Normalment els estudis de marketing realitzats ens
indiquen que els preus inicials i finals del producte, en un
periode de prova determinat, poden considerar-se com a
conjunts borrosos. '

El nostre objectiu sera el de determinar la funcié de preus
del producte, durant aquest periode, de manera que es puguin
maximitzar els beneficis totals obtinguts en la seva venda.

Amb aquesta finalitat els mitjans que emprarem seran les
tecniques de l’eptimitzacié dinamica clasica de funcionals, amb
particular la coneguda equacié d’Euler. El model econdmic que
utilitzarem serd el model d’Evans d’una empresa monopolistica
destinat a la maximitzacié dels beneficis totals.
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8.1 OPTIMITZACIO DINAMICA CLASSICA

8.1.1 CONCEPTE DE FUNCIONAL

Resumim en primer lloc la part de 1’Annex B, «Equacions
diferencials i en diferéncies finites», que fa referéncia a aquesta
important nocié de 1’ Analisi. '

Un funcional és una aplicacié que fa correspondre a cada funcié o
trajectoria y(t), definida en un interval [0, T}, un valor numeéric real,
. que el simbolitzarem per V[y(t)]. Esquematicament, i dins un
context economic, podem partir d’una funcié de preus i deduir el
funcional dels beneficis totals: '

4 N\
FuNc16: FUNCIO ADDICIONAL : FUNCIONAL :
y=y(t) [ F()=F(, y(v,y () [ VI¥(©)]
(Preus) (Beneficis) (Benef. totais)J

Fig.8.1 Definicié de funcional

Observem que, a partir de la funcié de preus y=y(t), fem servir
una funcié addicional F(t), que pot dependre del temps, del preu i
del ritme de variacié d’aquest preu, y’(t).

s N
- | Preus Beneficis
Benef. K1)
y(1) totals
0 T 0
% Temps Temps T )

Fig.8.2 Grafica de y(t), F(t) i Vy(t)]

El funcional, que haurem d’optimitzar, V[y(t)], serda l’area tancada
per F(t), els eixos i la recta vertical en el temps final T.



8. OPTIMITZACIO DINAMICA BORROSA

269

Matematicament, el funcional equivalent a l’area sota la corba de
beneficis vindra expressat per

T

Viy(Hl= j

0

F(t, y(o), y'(0)dt

8.1.2 EQUACIO D’EULER

[8.1]

El problema a resoldre sera, doncs, el d’optimitzar el funcional
anterior sota les que anomenem condicions de frontera:

y(0)=a i y(T)=b [8.2-3]

Es a dir, els preus inicial i final de l'interval de temps considerat
seran a i b, respectivament.

-

z("t_:) | F. perturbadora

ibles

|lllllll|lllllllllll

T

B—

N

t
./

Fig.8.3 Funcions utilitzades

Com podem veure en la grafica anterior emprarem:

- Unes funcions admissibles, y(t), que suposem continues fins a
la segona derivada i que compleixen les condicions de frontera.

- Una funcié optima, y(t), o sigui una funcié admissible que
s’ha de determinar amb la finalitat de qué optimitzi el funcional.
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- Una funcié pertorbadora, z(t), és a dir, una funcié de valors
nuls al principi i al final del periode que introduim per calcular la
funcié Optima. |

Quant a aquesta dltima funcié z(t) considerarem que les funcions
admissibles y(t) provenen de la funcié Optima y(t), perd afectades
d’una pertorbacié proporcional a la funcié peftorabadora, e.z(t), on ¢
és un nombre real. Per tant,

y(t)= y(t) + £.z(t) [8.4]

Fixem-nos que quan el parametre ¢ é&s nul llavors la funcid
admissible coincideix amb la funcié Optima. '

La finalitat d’introduir la funcié pertorbadora és que aixi totes les
funcions admissibles y(t), entre les quals hem de trobar la funcié
Optima, dependran tnicament del parametre &, perqué y(t) i z(t)
son fixes.

En conseqiiencia, el funcional V[y(t)] dependra només d’e, i podem
escriure

V(e):[ F(t, y(+e.z(t), y'(t)+e.z"(t)).dt [8.5]

Evidentment, la condici6 que ens permetra trobar I’Optim sera
I’anul-lacié de la seva derivada

[d_\’@} =0 [8.6]
dt Je-o .

Observem que hem posat £=0 perque¢ ja hem dit que en aquest
cas la funci6 admissible és 1’dptima. |

- En I’Annex B, situat al final de la tesi doctoral, hem efectuat tots
els calculs necessaris, com els de derivacié sota el signe integral, la
regla de la cadena per funcions de varies variables i la integracié
per parts.
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El resultat d’aquestes operacions és la coneguda equacic d’Euler:

oF _d_(fi) '=. o (8.7]

Com que F(t)=F(t, y(t), y’(t)), també oF/dy” sera funcié del temps t,
de y(t) i de y’(t), per la qual cosa podem continuar transformant
I’equacié [8.7], obtenint al final I’equacié d’Euler desenvolupada:

2 2 2
oF_ .., 9F . F OF_ (5]

Y+ 8%
ay’.0y’ ay’.0y dy’.dt dy

8.2 OPTIMITZACIO DINAMICA BORROSA

8.2.1 OPTIMITZACI() D'UN FUNCIONAL AMB CONDICIONS
BORROSES A LA FRONTERA

El problema que plantegem és optimitzar un funcional del tipus
analitzat en el cas crisp

T

Viy()l= f F(t, y(®, y'(D)dt

0

perd0 amb les condicions de frontera borroses:
yO=y0 i y@=yr [8.9-10]

on, com ja hem dit, y(t) representa totes les funcions admissibles
en l'interval [0,T] i F és una funcié de classe C2, és a dir, és continua
amb derivades parcials primeres i segones continues. A més Yoi yT
sén dos numeros borrosos discrets que prenen valors en els
subconjunts A i B d’R definits per: |

A={xeR /i=12,..n) i B=ly;eR /j=12,..m
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Per tant, les condicions de frontera borroses seran
yoi( xi. uy(x)) / xie A} i F1{( vy, Mg (yp) / yse B

Per tal d'optimitzar aquest funcional, utilitzarem també l'equacié
d'Euler desenvolupada ‘

F .. 9F . 9F oF
+ + il

Y e M =0
dy’ .0y dy’.0y dy .ot 9y

on t ha de pertanyer a Vinterval d’extrems 0 i T.

Suposant que es pugui resoldre aquesta equacid diferencial de
segon ordre a partir de funcions elementals, la solucié general sera
del tipus

y(®)= G(t, C1, C2)

Imposant les condicions de frontera considerades anteriorment,
tenim per t=0 i t=T, respectivament, '

$0=G(0,C,C2) i yr=G(T, C, Co)

En resoldre aquest sistema d'equacions borroses discret s'obté

Ci=g1vo,y1)| i | Co= 22(¥0, ¥1) [8.11-12]

Finalment per cada valor que prenen els nimeros borrosos
discrets Yo i yT obtenim nxm trajectdries optimes del tipus

vij0= G (t g1(xi ¥ 82(Xi, ¥p) [8.13]

oni=1,2,...,nij=1,2,....m

El conjunt format per totes aquestes trajectiries optlmes és el
conjunt borrés

yO={(750 , B0 Fi(0)) [8.14]

on la funcié de pertinenga és

K50 (Yip= Hg,(x)) A K5 ()
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Aixi doncs, queda definit un conjunt borrés en el referencial de
totes les trajectories admissibles definides a linterval [0,T].

Molts dels problemes dinamics que es plantegen en la teoria econdmica
involucren I'is de 1'optimitzacié de funcionals. En el segiient apartat ho
aplicarem al cas d'una empresa monopolista.

8.2.2 EL MODEL DINAMIC D’EVANS

Considerem el cas d'una empresa monopolista que produeix un sol
article amb la segiient funcié de costos totals ‘

C(t)= o [q(t)]2 + g q(t) +v [8.15]

on o,B,y>0 i on q=q(t) representa la gquantitatr produida, que en
I'equilibri és igual a la quantitat demandada.

Aquesta quantitat q suposarem que no només depén del pren p(t), sind
també de la rad de canvi del preu p’(t) segons l'equacid

q(D=1 - 5.p(0) + h.p'(0) [8.16]

on a,b>0 1 h=0.

D’altra banda, el benefici de l'empresa ve donat per

B(t)= p(1).q(t) - C(1) [8.17}

Substituint per [8.16] i després per [8.15], resulta que els beneficis
dependran del preu p i de la seva derivada p’, en la forma

B(p, p)= a11.p? +a12.p.p” +a22.(p")? +a10.p +a20.p” +ago | [8.18]
on els coeficients sén

aji= -s.(1+o.s) a12= h.(1+o.s) azy= -0.h2

ajp= r+2o.r.s+p.s a0= -h.Qa.1+B) ago= -0.r2-B.r+y.
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L'objectiu de l'empresa monopolista sera el de calcular la trajectoria
optima del preu p(t) que maximitzi el benefici total B en un periode de

temps finit [0, T].

Per tant, caldra maximitzar el funcional

T

Vip(]= f B(p(t), p’(1).dt (8.19]

[}

subjecte a les condicions borroses de frontera
p®=po i pM=pr [8.20-21]
onT, po i pr sén expressions conegudes.

Recordem que Po i prsén dos nidmeros borrosos discrets que prenen
valors en els subconjunts finits A i B, de n i m elements respectivament,

dels nombres reals

po( xi» b5 (xp) / xe A} i Pr{(y; . M (vp) / yie B

8.2.3 SOLUCIO DE L’EQUACIO D’EULER

Per tal d'aplicar l'equacié d'Euler que optimitza el funcional V, calculem
les derivades parcials de primer i segon ordre segiients en [8.18]:

B . dB .
— = 2.a11.p+a12.p +ajp a—’ = a12.p+2.a22.p +ajg(

op

2 ~2 :
B

o = 2.ap9 0B =aj 9B =0

dp’.dp” - dp.op”~ ot.dp”

- Substituint pels valors dels coeficients ajj,

g_? =-2b(1+0 b)p(t) + (a+20.ab+Pb) ¥ h(1+2ab)p'(t)
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.89_'1’ =20, h? p'(t) -h(2cta+B) + h(1+20tb) p(t)
p o
2 2 2
9B 20 12 9B __ n1+20m) 9B __
op'op’ opap' ‘ otdp’

Substituint en l'equacié d'Euler desenvolupada [8.8], que, com
que F=B i y=p(t), es transforma en

”B . B . B B _

p+ P 0
dp”.dp” ap’.op dp”.ot dp

tenim, després d’operar,

) b.(1+oc.b).p(t) _ o+2a.a.b+B.b

p®)
o.h? 20.h>

[8.22]

Si a continuacié fem els canvis

_b(1+a b) i s= o+20ab+ b
oth? 20h*

T

I'equacié diferencial [8.22] ens quedara en la forma

p (t) - r.p(t) = -s [8.23]

Resolent aquesta equacié diferencial de segon ordre de
coeficients constants, obtenim

p()=C1e¥t + Cre- ¥t +3

[8.24]

A continuacié deduirem els coeficients C; i C; imposant les
condicions de frontera, que per t=0 i t=T sén respectivament

po=C1+C +$ [825]

pr= Cr.e"TT 4 CpueVTT +5 8.26]
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Resolem el sistema lineal amb incognites borroses

Cy + C2=po - &
e LT Ci+eVTT Cy=pr - i—

emprant la notacié matricial

~ .S

( 1 1 )C1=p0 T
eV TT oVTT/\Cy) \pr- &
r

Multiplicant cada membre per la matriu inversa

~ s
C VIT oviT) {pp-8
G e e PT - |
Trobant directament aquesta inversa
~ na - S
Ci)_ 1 eVET -1 || P07
Cy) e ET.TT\_ovTT 1 | pr -5
I
Multiplicant i identificant termes, tindrem
~ EO - ie’ﬁT - ET .S
C1=( f) ( f) [8.27]
c"ﬁ.T - eﬁ.T
VT 4
~ Po - € PT - =
Co= ( ) ( ) [8.28]
C'FT - e‘{—.T

Finalment, substituint pels valors xji yj que prenguin els
nimeros borrosos discrets poi Pr, respectivament, obtindrem unes
trajectories Optimes del tipus

(ki 8T T- (v 5) e, (- e TTe (35 s)

e'T t+ S 829
e'ﬁ.T - e'(_r.T e'r.T - eﬁT [ .2 ]

pi j(t=

oni=1,2,...,n 1 j=1,2,...,m
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Aleshores, el conjunt borrés format per totes les mxn trajectOries
de [8.29] és | e
PO={(Pii(® , K5 Py())}

on la funcié de pertinenga és
U5 (Pip= H5,(x) A Ry

Observem que aquest conjunt borrds esta definit en el referencial
de totes les trajectdries admissibles en l'interval [0, T]. Per tant,
queda definit un conjunt borrdés de les trajectdries del preu que
maximitza el benefici amb el seu corresponent grau de pertinenga.

Fent s de la mitjana ponderada respecte als graus de pertinenga
podem desfuzzificar el conjunt borrds anterior, prenent p*(t) com
la trajectoria optima esperada, és a dir:

Fij(t)-us(t)(—P—ij))

“E(t)(ﬁij))

j=1 \i=1 [8.30]

Exemple

Mostrarem a continuacié un exemple numeric desenvolupant tots
els calculs amb la finalitat de clarificar els conceptes que apareixen
al llarg de tot aquest capitol.

Considerem en primer lloc les variables segiients, conjuntament
amb els simbols i les unitats de mesura:

- Quantitat demandada: q (unit.) - Costos: C (u.m.)
- Preu: p (u.m./unit.) - - Temps: t (per.)

- Taxa de canvi del preu: p” (u.m./per.) - Beneficis: B (u.m.)
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Suposem que la funcié de costos C(t) i la funcié de demanda q(t),
que simplifiquem per C i q, son, respectivament,

C=0"1.q2 +1.000 i q=144-8.p+100p’

on també hem simplificat el preu p(t) i la seva derivada p’(t) per
p i p’, respectivament.

En aquest cas, la funcié de beneficis de l'empresa monopolista és,
emprant [8.18],

B(p, p’)= -1474.p2 -1000.(p")2 +260.p.p" +374°4p -2880.p" -3073°6

Si, a més, suposem que el periode €s T=5 anys, llavors el
problema d'optimitzacié dinamica que ens proposem calcular és
optimitzar el funcional de p(t) en aquest periode.

Es a dir, es tracta de calcular el maxim de

5
Vipl= f B(p, p’).dt

amb les condicions borroses en la frontera
p(0)=po p(5)=pt

essent, per exemple, el preu borrés de llancament, t=0, de 9 u.m.
amb grau de confianga 071, de 10 um. amb grau 1 i de 12 u.m. amb
grau 073. Ho escriurem com ’

po={(9, 0°1), (10, 1°0), (12, 0°3))
i el preu borrés al final del periode, t=5, |
pr={(13, 0°2), (15, 1°0), (16, 0°7))

Comencem, com és logic, per I’equacié diferencial de segon ordre
d’Euler |

’B ., B . B aB_

——p+ .p 0
dp”.op op’.dp dp’.ot dp
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Calculant les derivades parcials pertinents, obtenim els cinc
valors segiients |

B _ 28-8p+260p+3744 B = -2000.p+260.p-2880
ap o
2 2 » 2
B _ 160 9B _ h000 2B _p
ap.op”~ ap”.0p” ot.op”

Substituint aquestes derivades en l'equacié d'Euler, i simplificant,
ens queda l’equacié diferencial

p”” - 0°0144p = - 0°1872

Resolent-la, calculant amb aquesta finalitat la solucié de 1’equacid
homogeénia, la solucié de 1’equaci6 particular, i sumant, ens queda

p(t)= C1.e012:t + Cp.e°0712:1 4 13
Ara bé, suposem que en diferents estudis del mercat, dissenyats
pel llangament del nou producte, s’han obtingut els segiients preus

unitaris, conjuntament amb les seves respectives possibilitats o
graus de confianga que ens mereixen els preus.

po=1{(9, 0°1), (10, 1°0), (12, 0°3))
pr={(13, 072), (15, 1°0), (16, 0°7))

Notem que aquests nuimeros borrosos discrets, ja indicats en la
pagina anterior, s6n les condicions de frontera per t=0 i t=T=5. |

En el cas borrés la funcié Optima vindra expressada per
p()= C1.e¥12:t + Cp.e°012:t 4 13

Imposant les condicions en la frontera, obtindrem el sistema que
ens permetra deduir els coeficients Cii O,
Ci + Ca=po - 13
e0’6.Cq +e'0’6.C2=§T - 13
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Resolent el sistema anterior, emprant 1’aritmética dels intervals
per aquests subconjunts borrosos de caracter discret, ens queda

Ci= -0'431.p( + 0°7853.p - 476059
Cy= 143150 - 0778531 - 873941

Finalment, substituint pels valors x; iyj que prenguin els
nimeros borrosos discrets pgipr, resultaran les diferents
trajectories oOptimes

pij(t)= (-0431.x;+0°7853.y;-4°6059).e0 12t 4
+ (1°431.x;-0°7853.y;-8"3941).e-0712t 4 13
oni=l, 2,3 i j=1, 2, 3.

De poipr deduim que x1=9, x2=10 i x3=12 amb nivells de
presumpci6 01, 170 i 073, respectivament, i yi1=13, y2=151 y3=16
amb graus 02, 1°0 i 0’7, respectivament.

En conseqiiencia, les 3x3=9 trajectories que maximitzen el
benefici total vénen donades per

p11(t)= 1724.e0712 - 577246012t 4 13
pi2(t)= 372940712t | 7294 ¢-0"12.t 4 13
p13(t)= 4°080.6012:t - 87080.e0712:t 4 13

P21(t)= 17293.60712:t . 4093 ¢-0712.t 4 13
522(t)= 2,863.60’12't - 5’863‘3-0‘12& + 13
P23(t)= 3'649.e0712:t - 6°649.¢-0712:t 1 13

P31()= 0431.60712:t - 14310712t 4 13
p32(t)= 2°001.e0712:t - 37001.6-0°12-t 4 13
pa3(t)= 2787.e0°12:t - 3+787,6-0°12.t 4 13
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Quant als graus de possibilitat p, sera el minim dels graus de
possiblitat dels preus.

Construim a continuacié una taula de valors per les 9 trajectdries
anteriors i pels anys t=0, 1, 2, 3, 4 i 5, indicant també el grau de
possibilitat:

t

aNJOo| 1 | 2 3 s |s| wm
Py |9 | 9867 |10689 | 11478 |12'245 [13 | 02
P |9 |10245 |11'450 | 12'633 |13'810 |15 ] 05
Ps |9 [10434 [11'830 | 13211 |14'594 |16 ] O'5

Poy 10 110650 {11267 | 11'858 {12'433 |13 02

Do, |10[11028 |12'028 | 13'013 |13'999 (15 1'0

Tas 10 {11217 |12'408 | 13'592 |[14'783 |16 } 07

Pa |12 (12217 (12422 | 12'619 |12'811 |13 02

Pae |12 (12594 [13183 | 13774 |14'377 |15] 03

Tas |12 |12783 |13564 |14352 (15160 [16 | 073

A la pagina segiient, hem dibuixat aquestes 9 trajectdries, tot
observant que les tragjectories optimes minima i maxima sén la la i

la 9a, és a dir
Pmin(t)= 177240712t _ 52724 ¢-0712.t 4 13
Pmax()= 2°787.60712.t _ 3787 ¢-0712.t 1 13

Realitzant la mitjana aritmeética ponderada de les 9 trajectories ‘
3

3 (3 B 0@

pr(t)= I 3’"‘1(

=1

...
1} Mw
k.

l)(PlJ))
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Substituint, obtindrem la trajectdria Optima ponderada

p*(t)= 2°879.60'12:t - 577770712t 4 13

Fig.8.4 Trajectories que maximitzen el benefici total

Dibuixem les trajectories de preus maxima, minima i ponderada:

™

—

o
a

Pt
N

Pt
w

i ped
QO =

PREUS UNITARIS (p)
pomd
N

©

TEMPS (t)

o 1 2 3 4 5

-

_J

Fig.8.5 Trajectories dels preus Optims
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Si considerem el temps discret i que els preus variin anualment,

els preus Optims vénen representats per la grafica segiient;
a8 .
P Preus optims 16
16 _ " Max
15'160 Pon
15 _
14'352
14 13'564
13 12'783 A Min

12

11
10

2

10'689

11'478

Fig.8.6 Trajectdries Optimes en temps discret

Observem que els preus de venda del producte, en els diferents
anys, que proporcionen un benefici total maxim, estan situats en la

- zona ombrejada.

Finalment, prendrem com a millor solucié la trrajectoria dels
preus ponderats, requadrats en la figura anterior.
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ANNEX

A

CONJUNTS
ORDINARIS

Tots els objectes del nostre pensament es consideren ben
definits si tenim un criteri que ens permeti afirmar si dos
d'aquests objectes xi y sén iguals o diferents. Escriurem

A) x=y (iguals) B) x =y (diferents).

El concepte d'igualtat entre objectes s'ha d'entendre de la
segiient manera: «havent considerat un mateix objecte de dues
maneres diferents, aquest ha pogut rebre dues denominacions
diferents representades per xi y. Aleshores, cal tenir un criteri
per adonar-nos-en que es tracta del mateix objecte». Per
exemple, el resultat d'elevar 2 al gquadrat li diem x, el resultat
de dividir 8 per 2 1li diem y, llavors les regles de l'aritmética
ens asseguren que X =y.

Cantor! defineix un conjunt com: «qualsevol colleccié
d'objectes ben determinats i ben diferenciats en la nostra
percepcié o pensament, agrupats en un tot».

1 CANTOR, G. Gesammelte Abhandlungen. Ed. Springer. Berlin, 1932. p.282.
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Aquesta nocié primaria de conjunt donada per Cantor €s molt
amplia, fet que ens porta a algunes paradoxes com la coneguda
paradoxa de Russell?: «considerem el conjunt A format per tots
els conjunts B que no es contenen a ells mateixos (B no és un
element de B), aleshores ens preguntem, esta el conjunt A
contingut en ell mateix? '

La resposta a aquesta pregunta pot ser “si” o “no”. Si
contestem que “si” , estem afirmant que A esta contingut en A,
és a dir, que A és un element d’A, perd aixo esta en contradiccid
amb la definicié donada del conjunt A, atés que aquest conjunt
esta format per tots els conjunts que no es contenen a ells
mateixos. Si contestem que “no”, aleshores A no estd contingut
en A. D’altra banda, per la propia definicié del conjunt A,
aquest és un element del conjunt, la qual cosa és absurda.
Concluim doncs que la pregunta plantejada no admet cap de les

respostes anteriors.

Deixant de banda aquesta paradoxa i altres analogues a ella,
observem que el concepte de conjunt donat per Cantor és
suficientment general i simple per als conjunts que nosaltres
utilitzarem, perd. perqué no doni lloc a confusid, tindrem en
compte els segiients tres punts:

1) Donat un objecte qualsevol, podem decidir si pertany o no
pertany al conjunt.

2) Tots els elements que constitueixen un conjunt sén
diferents.

3) Un element d'un conjunt no pot ser el propi conjunt.

2 RUSSELL, B.; WHITEHEAD, AN. Principia Mathematica. Cambridge. 1910-
1913. Tom I, Vol 3. pag.40.



A. CONJUNTS ORDINARIS 289

A.1 GENERALITATS SOBRE CONJUNTS ORDINARIS

A.1.1 DEFINICIO DE CONJUNT

Per definir un conjunt haurem de precisar quins sén tots i
cadascun dels seus objectes que el formen i aixd es pot fer
essencialment de dues maneres diferents:

1) PER EXTENSIO: anomenant cadascun dels elements del
conjunt. Per exemple, el conjunt A format per tots els nombres
naturals parells compresos entre 1 i 9, escriurem

A={2, 4, 6, 8}

‘Quan un conjunt ve definit per extensi6, per saber si un objecte
determinat pertany o no a aquest conjunt, només ens cal observar
- si ha estat nombrat o no entre els elements del conjunt. Aquesta
definicié per extensié, tot i ser la més natural, no sempre &s
l'adequada. | |

Si per exemple ens demanessin que definissim el conjunt de totes
les persbnes que viuen a Catalunya en un cert periode de temps, és
evident que el podriem donar enumerant tots i cadascun dels seus
elements, perd aixd comportaria un cost important de temps i una

dificultat afegida degut a la freqiiencia de naixements, defuncions,

immigracions i emigracions que es produeixen durant aquest
periode de temps.

2) PER COMPRENSIO: enunciant una propietat que la compleixin
tots els elements del conjunt i només ells. Podem dir que aquesta
propietat €s la propietat caracteristica del conjunt. Si designem per
p aquesta propietat, podem escriure el conjunt A de la segiient
manera: |

A={x / x compleix la propietat p}

Per exemple, el conjunt A de tots els punts del pla situats sobre la
circumferencia de centre l'origen i de radi unitat, l'expressarem com

A={(x,y) / x2+y2=1}
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La definici6 per comprensié és lvinica possible si el conjunt té
infinits elements. Notem que en una definicidé d'un conjunt per
comprensié per saber si un objecte pertany al conjunt, és suficient
veure si compleix la propietat caracteristica del conjunt.

Per indicar que x és un element dels que constitueixen el conjunt
A, utilitzarem el simbol e, anomenat signe de pertinenga i1 llavors
escriurem Xe A. Quan x no sigui un dels objectes que formen el
conjunt A, escriurem x¢A.

A.1.2 CONJUNTS BUIT I UNIVERSAL

1) CONJUNT BUIT: Definim el conjunt buit i el representem per @
com aquell conjunt que no t€ cap element:

@:{x/x;ﬁx}

Aquesta definicié ens porta a una situacié compromesa amb la
definicié de conjunt segons Cantor, ja que hem dit que un conjunt és
una agrupacié d'objectes i ara no tenim objectes per agrupar i, per
tant, no podem construir el conjunt. Per evitar aquest problema
hauriem d'entrar en la teoria axiomatica de classes de Zermelo, que,
com ja hem dit anteriorment, no és I'objectiu d'aquest treball
analitizar aquest tipus de qiiestions. Per tant, aquesta definicid
I'entenem des d'un punt de vista totalment intuitiu.

No obstant aixd, la introduccié del conjunt buit portara, com ja
anirem comprovant al llarg d’aquest annex, molts avantatges.

2) CONJUNT UNIVERSAL: En les aplicacions de la teoria de
conjunts, és’important utilitzar un conjunt que contingui tots els
elements que formen els conjunts que es fan servir en cada cas.
Aquest conjunt, format per tots els subconjunts que sén objecte
d'estudi 1li direm conjunt universal o també referencial i el
representarem generalment per E. Podem dir que el referencial ens
proporciona l'ambit en qué opera aquesta teoria.
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A.1.3 OPERACIONS ENTRE CONJUNTS

1) INCLUSIO DE CONJUNTS: Direm que un conjunt B estd inclés en
un conjunt A quan tots els elements de B pertanyen a la vegada a A
i, en aquest cas, escriurem

BcA & (xeB = xeA)

Sindonims de B esta inclos en A son per exemple que B és una part
d’A, que B és un subconjunt d'A o que A conté a B.

Si B esta inclos en A i1 existeix almenys un element d’A que no
pertany a B, direm que es tracta d’una una inclusio estricta, a
diferéncia de 1’anterior que li diem inclusié amplia. Escriurem

BcA

Considerem totes les parts d'un conjunt A, les quals defineixen un

nou conjunt anomenat conjunt de les parts d'A que designarem per
P(A). Aixi doncs, tenim que

BSA < BeP(A)

Cal no confondre els simbols de pertinenga i d’inclusié. Aixi, per
exemple, si a €s un element d’A, aleshores

acA & {a}EA & {a}eP(A) & {{a}}=P(A)
Notem que per qualsevol conjunt A, es verifica

PeP(A) i AeP(A)

2) IGUALTAT DE CONJUNTS: Direm que dos conjunts sén iguals i
escriurem A=B si tenen els mateixos elements. En conseqiiéncia
deduim que cadascun d’ells haura d’estar contingut en 1’altre:

A=B & (ASB i BCA)

En cas contrari, és a dir si no sén iguals, direm que els conjunts
sén diferents i escriurem A#B.
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3) INTERSECCIO DE CONJUNTS: Donats dos conjunts A i B d'un
mateix referencial E s'anomena interseccid, i es designa per AnB, el

conjunt descrit pels elements comuns a A i B. Es a dir,

AnB= {xeE/xe A i xeB}

Quan la interseccié de  dos conjunts A i B és buida, direm que A i
B s6n dos conjunts disjunts.

4) UNIO DE CONJUNTS: S'anomena unié de dos conjunts A i B d'un
mateix referencial E i es designa per AUB, el conjunt dels elements

que pertanyen almenys a un dels dos conjunts. Per tant,

AUB= {xeE/xe A o xeB}

5) COMPLEMENTACIO D’UN CONJUNT: Donat un conjunt A d'un
~ referencial E, s'anomena complementari de A i es representa per A°
el conjunt format per tots els elements del referencial que no
pertanyen al conjunt A. Simbolicament

A’= {xeE /x¢ A}

A.1.4 PROPIETATS DE LES OPERACIONS CONJUNTISTES

Si A, B i C sén tres conjunts qualsevols d'un referencial E, llavors
es verifiquen les segiients propietats, totes elles de demostracié
immediata:

1) COMMUTATIVA:
AnB =BnA AUB = BUA
2) ASSOCIATIVA:

(ANB)NC = AnBNC) (AUB)UC = AU(BUC)
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3) IDEMPOTENT:

ANA =A " AUA=A
4) DISTRIBUTIVA:

ANBUC) = (ANB)U(ANC) AU(BmC) = (AUB)N(AUC)
5) AB.SORCI():
Au(AnB)=A An(AuB) = A
6) LLEIS DE MORGAN:
(AnB)” = (A)u(B)’ (AUB)” = (A)N(BY’

7) PRINCIPI DEL TERG EXCLOS:

AN(A) =0

8) PRINCIPI DE NO-CONTRADICCIO:

AU(A) ' =E

Les propietats associatives de la intersecci6 i de la unié ens
~ permeten escriure AnBNC i AUBUC , és a dir podem prescindir dels
paréntesis. Per tant, juntament amb la propietat commutativa,
podem definir la interseccié i la unié6 de més de dos conjunts sense
necessitat d'establir un determinat ordre per a la realitzacié
d'aquestes operacions. '

A més, el principi del terg exclos comporta que no existeix cap
element que sigui d'un conjunt i del sem complementari alhora.
Quant al principi de no-contradiccié ens afirma que els elements
d'un conjunt i els del seu complementari sén tots els elements del
referencial.

Aquests dos principis s6n molt importants per a nosaltres, tal
com veurem en el proper tema.
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A.2 RELACIONS ENTRE CONJUNTS

A.2.1 PRODUCTE CARTESIA

1) PARELLA ORDENADA: Siguin dos conjunts qualsevols A i B
diferents del conjunt buit. Donats x i y elements d’A i d’B,
respectivament definim la parella ordenada de primer element x i
segon element y i la representem per (x, y) com el conjunt

&, y)={{x} {x, y}}

TEOREMA A.1. CARACTERITZACIO DE LA IGUALTAT DE PARELLES
ORDENADES «Donades dues parelles ordenades (x, y) i (z t), es
verifica (X, y)=(z, t) < x=z i y=t»

Demostracio: Resulta de les segiients equivaleéncies
x,y)=z1t o {{x},{x,y}}={{z}, {z. t}} &
e (x}={z} i xy}={zt} o x=zi{xyl={zt} &

e x=z 1 {x,y}={x,t} © x=z1i y=t. ¢

2) PRODUCTE CARTESIA DE CONJUNTS: Donats dos conjunts A i B,
s'anomena producte cartesia d’A per B i es representa per AxB el

conjunt que té com a elements totes les parelles ordenades de
primer element x pertanyent al conjunt A i segon element y
pertanyent al conjunt B. Matematicament,

AxB={(x,y) /XA i yeB}

Les definicions de parella ordenada i de producte cartesia de dos
conjunts es poden generalitzar al cas d’un nimero finit de conjunts
A1, Az,..., Apde la segiient manera:

. Donats x1e A1, xp€ A2, ..., Xp€ Aq, definiinv la n-tupla de primer
element x1, de segon element X3 , .... i d’enéssim element x; com el
conjunt definit per recurréncia per:

(Xl’ X21 sevy XIl) = ((Xl:aXZ, eeey Xn-l)a Xn)
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Observem que el producte cartesia d'aquests conjunts és el
conjunt format per totes les possibles n-tuples; és a dir,

A1xA2X....xAp = {(X1,X2, ...xn) / X1€ A1, x2€ A2, ..., Xne Ap)

En el cas particular que A1=A2=....=Ah=A el producte cartesia el
representem per AR i tenim -

An= {(x1, X2, ..., Xn) / xje A i=1,2,...,n}

A.2.2 RELACIONS BINARIES

En el llenguatge ordinari diem que dos elements estan relacionats
quan aquests compleixen una determinada propietat. Aixi, donada
una propietat, hi haura parelles d'objectes que la compliran.

1) RELACIO BINARIA: Donats dos conjunts A i B, diferents del
conjunt buit, una relacié binaria R entre A i B és qualsevol
subconjunt del producte cartesia d’A per B. Simbolicament,

R € AxB

Per indicar que dos elements estan relacionats per R ho
escriurem xRy. Per tant, '

x,y)eR « xRy

Si succeix que A=B direm que R és una relacié en A.

2) COMPOSICIO DE RELACIONS: Donats tres conjunts A, B i C
diferents del buit, R una relacié biniria entre A i B i S una relacié
binaria entre B i C, definim la relacié composicié SoR entre A i C
com el subconjunt d’AxXC definit com

SoR= {(x, z)e AXC / 3yeB (x, y)eR i (¥ ,2)e$)

Es a dir, ‘
x(SoR)z ¢ 3dyeB tal que xRy i yRz
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3) RELACIO INVERSA: Donada una relacié R entre els conjunts A i
B, construim a partir d’ella una altra relacié6 R-1 en el conjunt BxA

que li direm relacié inversa d’R i que ve definida per

R-1={(y, x)e BxA / (7;, y)e A>< B}

o bé '
yR-1x & xRy

4) DOMINI 1 RECORREGUT D'UNA RELACIO: Si R és una relacié
~ definida en AxB el domini d'R, denotat per Dom(R), es defineix com

Dom(R)= {xe A / (x, y)eR per qualsevol ye B}

D’altra banda, el recorregut d’una relacié6 R, denotat per Rec(R), es
defineix com

Rec(R)= {yeB / (x, y)eR per qualsevol xe A}

5) RELACIO D’EQUIVALENCIA: Una relaci6 R definida en un
conjunt A direm que és una relacié d'equivaléncia si compleix les
tres propietats segiients:

1. Reflexiva: Vxe A = xRx
2. Simétrica: Vx,yeA xRy = yRx
3. Transitiva: Vx,y,ze A xRy i yRz = xRz

5) CLASSE D’EQUIVALENCIA I CONJUNT QUOCIENT: Donat un
conjunt A i-una relacié6 d'equivaléncia R definida en A, anomenem

n_n

classe d'equivaléncia d'element "a" al segiient conjunt
[a]= {xe A / xRa}

Al conjunt format per totes les classes d'equivaléncia li direm
conjunt quocient i el denotarem per A/R, és a dir,

A/R={[a] / [a] és una classe d'equivaléncia)
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6) RELACIO DE PREORDRE: Una relacié biniria < definida en un

conjunt A direm que és una relaciéo de preordre si verifica les
propietats reflexiva i transitiva. A la parella(A, <) l'anomenem
conjunt preordenat. '

7) RELACIO D’ORDRE: Una relacié binaria < definida en un conjunt
A diem que és una relacié d'ordre si verifica les propietats:

1. Reflexiva: VxeA = X<X
2. Antisimétrica: Vx,ye A si x<y i y<x & x=y
3. Transitiva: Vx,y,ze A six<y i y<z = x<£z

A la parella(A, <) l'anomenem conjunt ordenat.

8) ELEMENTS COMPARABLES: Donat un conjunt ordenat (A, <),

diem que x, x' d’A sén dos elements comparables si es verifica que
x<x' o bé que x'< x.

Si tots els elements d'un conjunt ordenat sén comparables, diem
que A és un conjunt totalment ordenat. En cas contrari, direm que A
€s un conjunt parcialment ordenat.

9) COTA SUPERIOR: Donat un conjunt ordenat (E, <) i un
subconjunt ordenat (A, <) d’E diem que un element ac E és una coza
superior d’A si es compleix que

xeA = x<a

Observem que qualsevol be E tal que asb també serd una cota

superior d’A. Conseqiientment, un conjunt ordenat pot tenir més
d'una cota superior.

Si A té almenys una cota superior, diem que A és un conjunt
acotat superiorment.



298 IV. ANNEX

Si un conjunt A estd acotat superiorment, a la més petita de les
seves cotes superiors li diem el suprem del conjunt A, simbolitzat
per sup(A). Aixi, a és suprem si compleix les condicions segiients:

1. El suprem a és una cota superior d'A.
2. Si b és una cota superior d’A i b<a, llavors a=b.

En cas que a=sup(A)e A, direm que "a" és el maxim d’A.

10) COTA INFERIOR: Donat un conjunt ordenat (E, <) i un
subconjunt ordenat (A, <) d’E diem que un element ac E és una cota
inferior d’A si es compleix que

xeA = a<x

Observem, igual que en el cas anterior de cota superior, que un
conjunt A pot tenir més d'una cota inferior. Si A té almenys una
cota inferior, diem que A és un conjunt acotat inferiorment.

Si un conjunt A esta acotat inferiorment, a la més gran de les
seves cotes inferiors li diem 1'infim del conjunt A. Es a dir, sera
a=inf(A) si compleix les dues condicions segiients: '

1. L’infim a és una cota inferior d'A.
2. Si b és una cota inferior d’A 1 a<b, llavors a=b.

En cas que a=inf(A)e A, direm que "a" és el minim d'A.

A.3 APLICACIONS ENTRE DOS CONJUNTS

A.3.1 CONCEPTE D’APLICACIO

Considerem dos conjunts A i B diferents del buit i una relacié f
entre A i B. Diem que f és una aplicacid entre A i B si f verifica les
dues condicions segiients:
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- 1. Dom(f)=A
2)Vy,ze B tal qué (x, y)efi (x, z)ef per algun xe A, llavors y=z.

Intuitivament podem dir que una aplicacié entre A i B és una llei
(relaci6) tal que a cada element Xxe A se li associa un i només un
element ye B.

Seguint la nomenclatura habitual, a un element arbitrari xe A

I’anomenem variable, original o argument de l'aplicacié f i I'dnic
element ye B que estid relacionat amb x l'anomenem imatge d’x per

i el denotem per f(x). Al conjunt de totes les imatges del conjunt A
l'anomenem conjunt imatge d'A i el denotem per f(A) o Im(f).

Per designar una funcié d'una manera simplificada utilitzem la
segilient notacio:

frA—>B
x - f(x)=y

A més, donada l'aplicaci6é f: A —» B, anomenem graf de l'aplicaci6 f
el conjunt G(f) definit per

G(H)= {(x, y)e AxB / y=f(x)}
Notem que el cénjunt anterior és igual al

G()= {(z, f(x))e A><B}

A.3.2 ANTIIMATGE D'UN ELEMENT

Sigui f: A — B una aplicacié. Per la definicié de f, sabem que tot
element xe A t¢ una i només una imatge en B. Ara bé, donat un

element en B, poden presentar-se qualsevol de les segiients
possibilitats:

1. Que no sigui imatge de cap element d’A.

2. Que sigui imatge d'un UGnic element d’A.

3. Que sigui imatge de més d'un element d’A.
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El conjunt de tots els elements d’A que tenen per imatge
I'element ye B rep el nom d'antiimatge d’y 1 es denota per f-1(y), és

a dir, expressat matematicament
f-l(y)= {xeA / f(x)=y}
En general, si BjSB, l'antiimatge del_conjunt_B1 sera

f-1(B1)={xe A / f{x)eB1}

" A.3.3 TIPUS D'APLICACIONS

1. APLICACIO INJECTIVA. Sigui f:A — B una aplicacié. Direm queu
f és injectiva si i només si

Vx,x'eA, f{(x)=fx) = zx=x

2. APLICACIO EXHAUSTIVA. Direm que 1’aplicacié f és exhaustiva
si 1 només si
’ VyeB, 3xeB tal que f(x)=y

3. APLICACIO BUECTIVA. Direm que f és una aplicacié bijectiva
si 1 només si és injectiva i exhaustiva.

A.3.4 COMPOSICIO D'APLICACIONS

1) APLICACIO COMPOSTA: Donades les aplicacions f: A> B i g:
B — C, a l'aplicacié h: A — C definida per a tot x d’A com

h(x) = glf(x)]

. s'anomena aplicacié composta de les aplicacions f i g i la
representem per gof. Llavors, per a tot x d’A, es verifica

h(x) = (gof)(x) = glf(x)]
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2) APLICACIO INVERSA: Sigui f: A>B una aplicacié bijectiva
entre els conjunts A i B:

ﬁAeﬁ_
x = f(x)=y
Aleshores, 1’aplicacié f1: B — A definida per a tot y de B com
f-ly)=x < (x)=y
l'anomenem aplicacié inversa de 1’aplicacid f.

Notem que la condicié de que f sigui una aplicacié bijectiva &s per
assegurar que f-lsigui també una aplicacio.

A.3.5 FUNCIO CARACTERISTICA D'UN CONJUNT
Sigui E un referencial i A un subconjunt qualsevol d'E. A la funcié

ua:E—{0, 1)
fl si xeA

7 uA(X)=\O si xe¢A

se l'anomena funcié caracteristica del conjunt A.

Observem que donat un  referencial E, qualsevol dels seus
subconjunts queda perfectament determinat donant el graf de la
seva funcié caracteristica:

G(ra)={ (x, LAG))EEX{0, 1} }

TEOREMA A.2. «Si E és un referencial i A 1 B sén dos
subconjunts d'E, es verifiquen les set propietats segiients

1. VxeE pgx)=1 2. VxeE g®=0
3.MASUB & ACSB 4. uA=lB << A=B
5. 1A =1-HA 6. MAAB = [LA.1B

7. LAUB = HA+MB-HANB »
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Demostracio:

1. Es evident que Wg(x)=1 per tot xeE, atés que E conté
tots els elements per definicié de referencial.

2. Tenim que M@ (x)=0 perqué el conjunt buit no té cap
element. - '

3. Suposem en primer lloc que UA<HPpB. Sigui xe A,
aleshores U A(x)=1 i per tant, ISpB(x). Per definicié de
funcié caracteristica WUB(x)<1l. De les dues desigualtats

dediiim que UB(x)=1 llavors xe B i, conseqiientment, A< B.

En segon lloc suposem que ASB. Prenent un element
qualsevol xe E, pot passar que xe A o que x¢ A. Si xe A
tenim per hipdtesi que xe B. Per tant, LB(X)=H A(X).

'Si x¢ A hi ha dues possibilitats: xe B o x¢ B. Si xeB,
llavors UB(x)=1, perd UA(X)=0 i aixi LA(X)<UB(X). Si x¢B,
llavors HB(x)=0, perd WUA(x)=0 i aixi WB(x)=UA(x). En
qualsevol cas PLA(X)SUB(X).

4. Es una conseqiiéncia immediata de l'apartat anterior.

5.SixeA' & xe A. Per tant, BA'=1i MA=0, HA'=1-0=1- MA.
SixgA' & xeA. Per tant, HA'=0i HA=1, UA'=1-1=1- UA.

6. Si xe ANB, aleshores xe A i xe B. Per tant, pa~p=1 pa=1
i uB=1, 1 conseqiientment, HAmB=1=1-1=I~LA-lJB- Si x¢ AnB,
aleshores x¢ A o xe¢ B. Per tant, PA~B=0, HA=0 o ug=0. En
tots els casos, LAAB = LA.UB.

7. Es dedueix de la segiient cadena d’igualtats:
HAUB(X) = H(A'AB'Y(X) =1- LA'AB'(X)=1- LA (X).UB'(X) =
=1-(1- pAE)A- PBX)) =1-1+LAK)+HUBEOLAZIUB (X)=
=HAX)THUB(X)-HAKIUB(X). ¢
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A.3.6 OPERACIO INTERNA

Donat un conjunt A diferent del conjunt buit, anomenem operacié
interna en A a qualsevol aplicacié . d'AxA en A tal que a cada parella

(%, y) delements d’A se li associa un tunic element z d’A:
f: AxA » A
(x,y) = f(x,y)=z

Una operacié interna la representem utilitzant un simbol, per
exemple un asterisc que, situat entre els elements amb qué¢ opera,
expressa el resultat de l'operacié. Es a dir, per expressar que z és el
resultat d'operar x amb y, escrivim

Z=X*Y

A.4 ESTRUCTURA DE RETICLE

A4l RETICLE PER LES LLEIS DE SUPREM I INFIM

Un conjunt ordenat (A, <) diem que és un reticle si qualsevol
subconjunt d’A format per dos elements x i y, té suprem i infim, els
quals indiquem respectivament per

sup{x,y}=xvy inf{x,y}= xAy

En un reticle (A, <) es verifiquen les segiients propietats, totes
elles de demostracié immediata, Vx,y,ze A:

1. IDEMPOTENCIA: a) XVX=Xx b) xAx=x
2. COMMUTATIVA: a) XVy=yVX b) xAy=yAX
3. ASSOCIATIVA:  a) xv(yvz)=(xVy)vz  b) sA(YAZ)=(xAY)AZ

4. ABSORCIO: a) XV(XAy)=x b) xAGFVY)=x
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A.4.2 RETICLES DISTRIBUTIU I COMPLEMENTARI

1) RETICLE DISTRIBUTIU: Diem que (A, <) és un reticle distributiu
si verifica les propietats:

1. Distributiva de Vv respecte a A1 xV(yAz)=(xVy)A(xVvz)

2. Distributiva de A respecte a V: xA(yVz)=(xAy)V(XAz)

2) RETICLE COMPLEMENTARI: Diem que un reticle (A, <) és un
reticle complementari si compleix la segiient propietat:

Hi ha dos elements en A anomenats universal (1) i nul (0) de
manera que Vxe A 3Ix'e A (complementari d'x) que verifica

xVvx'=l xAXx'=0

Notem que si (A, <) és un reticle complementari, llavors es
verifiquen les segiients propietats:

1. xA0=0 2. xAl=x 3. xv0=x

4. xvl=1 5. (x))=x

La seva demostraciéo es dedueix directament de les definicions de
suprem, infim i també pel fet de ser un reticle complementari.

TEOREMA A.J3. «Si (A, <) és un reticle complementari i
distributiu, es verifiquen les segiients propietats anomenades
lleis de Morgan:

1. xvy)'=x'Ay' 2. (xAY)'=x'vy' »
Demostracio:
1. En efecte, tenim que
EVYIV(E'AY)=(xVYVX)A(xVYVY')=(1vy)A(xvl)=1Al=1
GEVYIAXAY)=E' AY'AX)V(X'AY'AY)=(0AX)V(0AY)=0Vv0=0

2. Es demostra de forma similar al primer apartat. ¢
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A.4.3 RETICLE EN SENTIT ALGEBRAIC

Un reticle en sentit algebraic 'és un conjunt A amb dues
opreracions internes i *', €s a dir, es verifica VX,ye A,

xxye A i xx'ye A
que compleixin les segiienfs propietats:
1. IDEMPOTENCIA: a) X*X=X b) x+'x=x
2. COMMUTATIVA: a) X*xy=y*X b) xx'y=yx'x
3. ASSOCIATIVA:  a) X+(y*z)=(X+y)*z b) x+'(y*'z)=(xx'y)«'z

4. ABSORCIO: a) xx(xXx'y)=x b) x+'(xxy)=x

TEOREMA A 4. EQUIVALENCIA DE LES DUES DEFINICIONS DE RETICLE
«A és un reticle en el sentit de suprem i infim si i només si A
é€s un reticle en sentit algebraic.» ' '

Demostracio:

1. }Suposem en primer lloc que A és un reticle en el
sentit de les lleis de suprem i infim, i definim les
operacions =i ' de la segiient manera, Vx,ye A:

X*y=XVYy i X*'y=XAY

‘Es evident que les operacions anteriors sén internes en
A, atées que donat un subconjunt de dos elements d'A, el
suprem i l'infim sempre pertanyen a A.

D’altra banda, les altres quatre propietats sén justament

les propietats que es dedueixen de la definicié de reticle
-~ en el sentit que estem tractant.

2. Suposem en segon lloc que A és un reticle en sentit
algebraic i definim en A la relacié binaria:

XSy & Xxy=y

0, equivalentment, x <y & x*'y=x.
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Suposem a continuacié que xxy=y. Aleshores, per
l'axioma d'absorcié, x+'(xxy)=x, resulta que x+'y=x. De la
mateixa manera, si x+*'y=x, deduim que x+y=y

Comprovem ara que la relacié definida anteriorment és
d'ordre. En efecte, és reflexiva: Vxe A per l'axioma
d'idempoténcia x*xx=Xx i pér tant, x<x. Es antisimétrica:
Vx,ye A tal que x<y i y<x. Per definici6 de < tenim xxy=y i
y*x =x i aplicant la propietat commutativa resulta x=y. Es
transitiva: VXx,y,ze A tal que x<y i y<z. Per definicié de < és
x*xy=y 1 y*z =z 1, aleshores, x+z=xx(y*z)=(X+y)*rz=y*2=z i,
per tant, X< z.

Resta per demostrar que tot subconjunt format per dos
elements {x, y} d’A té suprem i infim. Anem a demostrar
- que xxy és el suprem de {x,y}.

En efecte, xxy és una cota superior de{x, y}, at€s que
aplicant les propietats associativa i idempotent de reticle
tenim  X*(X*y)=(X*X)*y=xx*y i per tant x<x+y. Sigui z una
cota superior de{x,y}iz < xxy. Per ser z cota superior del
conjunt {x,y}, tenim x< z i y<z i, per tant, Xxz=z i y*z=z.

D’altra banda, z=x*z=x*(y=*z)=(x*y)*z la qual cosa vol dir
que x*y<z. Hem arribat, doncs, a x*y<zi az<xxyi com a
conseqiiéncia tenim x*y=z.

D'una manera similar, provariem que xx*'y és l'infim del
conjunt {x, y}. ¢ '

A.4.4 EXEMPLES DE RETICLES

1) EXEMPLE 1: Considerem el conjunt W (E) de totes les funcions
caracteristiques d’un referencial E:

¥(E)= (La / pa: E = {0,1))
A continuacié definim en W(E) la relacié

KA <UB &  VHaUpe¥(® Ha(X)<UB(X)
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En aquest cas, tenim que sup{lla,MB}=MAVHB=HAUB. En efecte,
MA<HAUB i UBSHAUB ., ates que ASAUB i BSAUB. Per tant, La_B és
cota superior del conjunt {{LA,LB}.

Sigui pLc una cota superior de {{la, UB} i HcSHauB. Com que U és
una cota superior de {lLA, LB}, tenim pA<HC iLASUC. Per tant, AGC i
BCC i aleshores AUBSC < HAUB < Mc. Deduim doncs que HauB=HC,

i aixi queda demostrat que HWAUB és la més petita de les cotes
superiors.

De la mateixa manera, es comprova que l'infim ens veé donat com
inf{lLA,UB}=UAAUB=HAB.

També es compleixen els dos axiomes de distributivitat:
a) LAV(LBARC)=(LAVHB)A(LAVUB)
b) LAA(MBVILC)=(HAAUB)V(HAALB)

Observem, finalment, que VLae W (E) existeix A e P (E) (La'=1-UA)
de manera que HAVHA'=HAUA'=HE 1 MHAARA=UANA'=Ig.

Concloem que (¥(E), <) €s un reticle distributin i complementari.

2) EXEMPLE 2: Sigui E el conjunt format pels divisors de 36:
E={1, 2, 3, 4,6, 9, 12, 18, 36}
Definim en E la segiient relacié:
Vx,yeE x<y <& 3JneN-{0} tal que y=n.x

En aquest cas, prenent sup{x, y}=mcm(x, y) i inf{x, y}=mcd(x, y)
resulta que E és un reticle en el sentit del suprem i linfim.
Observem que el nimero 2 no té complementari, per la qual cosa E
no és un reticle complementari.

Podem definir el mateix reticle en el sentit algebraic, on les
operacions internes en E ens vénen donades, Vx,yeE, per

xry=mcm(X, y) i x+'y=mcd(x, y)
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La relacié6 d'ordre induida per 1’operacié * és
x<y & xxy=mcm(x,y)=y < 3IneN-{0} tal que y=n.x
o equivalentment amb la operacié

x<y & x»y=mcd(x,y)=x ¢ I neN-{0} tal que y=n.X.

A.5 RETICLE DEL CONJUNT DE PROPOSICIONS

A.5.1 RELACIONS DE DESIGUALTAT

En el conjunt IT de totes les proposicions ldgiques definim dues
relacions de la segiient manera:

1) PRIMERA RELACIO: Relacié < respecte a la v, on Vp,qe I, es te
pP=q sii pvg=q

Es facil veure que la relacié anterior és d'ordre. En efecte:

1. REFLEXIVA: Vpell, pvp=p = p<p.

2. ANTISIMETRICA: Vp,qe Il tal que p<qiq<p = pvq=qi qvp=p i
per la propietat commutativa de la v concloem que p=q.

3. TRANSITIVA: p,qell tal que p<qiq<r = pvq=q iqvr=r. Per
tant, pvr=spvqVvqVvrsqVIsr = p<r.

2) SEGONA RELACIO: Relacié < respecte a la A, on Vp,qell, es te
psq sii pAq=p

La relacié anterior també és d'ordre i es demostra com en la
primera relacid.
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TEOREMA A.5. «Els dos. ordres respecte a vV ia A, definits
anteriorment, coincideixen.»

Demostracio:

1. Suposem que les proposicions p i q estiguin
relacionades per l'ordre respecte a v. LLavors.

pvaEq & (p)a(lg=lg & (A(p)=lg < lgilp

estan relacionats per l'ordre respecte a A iaixi (lg)<(Ip)
& pq.

2, De la mateixa manera, es demostra si p i q estan
relacionades per l'ordre respecte a A. ¢

A.5.2 PROPOSICIONS LOGICAMENT EQUIVALENTS

Donades dues proposicions p i q del conjunt IT, diem que estan
relacionades, pYq, si i només si les dues proposicions soén 1dgicament
equivalents, és a dir Vp,qeIl es té

pYq & p=q

La relacié anterior és -clarament una relacié d’equivaléncia en el

conjunt de les proposicions II. Representem per [p] la classe
d'equivaléncia de representant p

[pl= {qéﬂ / p=q }

Com a casos particulars simbolitzem per [0] la classe que consta
de les proposicions logicament equivalents a la proposicié pA(lp) i
per [1] la classe de totes les proposicions logicament equivalents a
pv(ip).

Si II/= és el conjunt quocient, definim en Il/= les segiients
operacions entre classes, V{pl,[qleIl/=

[plvial =[pAql i [plAlq] =[pvq]
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TEOREMA A.6. «<El conjunt quocient IT/= amb larelacié entre
classes < definida per

[pl<lgl & p=q (pAg=p o pvq=q)
és un conjunt ordenat.»

Demostracio:
1. REFLEXIVA: V[pleIl/= p=p = pap=p = p<p = [pl<[pl].
2. ANTISIMETRICA: V[pl,[qleIl/=, [pl<lq] i [q]<[p] =
PAQ=p i gAp=q = p=q = [pl=[q]

3. TRANSITIVA: V[pl,[ql.[r]le 1/=, [pl<[q] i [qI<[r] = pAg=p
i qQAT=EqQ = PATSPAQAQATI=EPAQ=P = [p]<Ir]. ¢ -

TEOREMA A.7. «El parell (Il/=, <), on < és la relacié definida
anteriorment, €s un reticle distributiu i complementari.»

Demostracio:

1. RETICLE: Per a qualssevol classes [p],[qle II/= definim

sup{lpl.[ql}= [pvql i inf{[pl.[q]}= [pAq]

Donades dues proposicions qualssevol p i q es verifica
que pv(pva)=pvq i qv(pvq)=pvq < [p]<[pvql i [q]=[pvq].
Per tant, [pvq] és cota superior del conjunt {[p], [ql}.

Sigui [r] una cota superior del conjunt {[p], [q]} i sigui
[r]<[pvq]. Com que [r] és una cota superior tenim [p]<[r] i
[ql1<[r] = psrigsr = pvr=sriqvrsr = pvqVvrsr =
[pvql=(r].

Concloem que [pvq]=[r] i, per tant, sup{[pl.[q]}=[pVq] .

Demostrarem a continuacié que inf{[pl,[q]}= [pAq]l.
Donades dues proposicions qualssevol p i q es verifica que
PA(PAQ)=pAQ i gA(PAQ)=pAQ & [pAq]<[p] i [pAq]<[q]. Per
tant [pAq] €s cota inferior del conjunt {[p],[ql}.
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Si [r] és una cota inferior del conjunt {[p),[ql} i [pvql<[r]
tenim [r]<[p] i [r]<[p] = ISP i 15q = pAr=r i garsr =
pAgAar=r=[r]<[pAql.

Concluim que [pAq]=[r] 1, per tant, inf{[pl.[q]l}=[pAq].

2. DISTRIBUTIVITAT: Distributiva de Vv respecte a A. Per a
qualssevol [pl,[ql,[r]le II/= tenim

[pIV([qIALrD= [plvigarl= [pv(gar)] =[(pV@A(pVvr1)]

De manera similar es compleix la propietat distributiva
de A respecte a V:

PIAUQIVITD)= [PIAlgvE] =IpA(QVDI=L(PAQV(PAD)].

3. COMPLEMENTARIETAT: Les dues classes [0]=[pA(Tp)] i
[1]1=[pVv(lp)] sbén respectivament els elements nul i
universal del reticle i, donada una classe qualsevol [p]
existeix la classe 1{pl=[Tp], que verifica

lplvipl=l(p)vpl=[11 i TplAlpl={(p)Apl=[0]. «

A.6 CONJUNTS CONVEXOS

A.6.1 CONCEPTE DE CONJUNT CONVEX

1) SEGMENT: Siguin dos elements qualssevol x i y de R2.
Geometricament el segment ens representa la porcié de recta que
uneix aquests dos punts el conjunt. |

D’una manera més formal el segment S és el conjunt de punts de
R1 tals que verifiquen:

S={ o.x+(1-0)y /0<0<1} S Rn
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2) CONJUNT CONVEX: Un subconjunt AAR® és un conjunt convex si
per qualsevol parella d’elements x i y del conjunt A, el segment S
que uneix aquest dos punts esta contingut en A. Es a dir,

Vx,ye A SCA.

A.6.2 EXEMPLES DE CONJUNTS CONVEXOS

1) EXEMPLE 1: Sigui f una aplicacié lineal de R® en Ri AeR.
Llavors sén conjunts convexos els conjunts:

H)= {xe R/ f(x)<A} 1 H*= {xeR1/ f(x)2r}

En efecte, siguin x1,x2e¢ H) i considerem S el segment que uneix
aquests dos punts i ze S , z=00.x1+(1-00).x2 i 0 <0<1 oteR. Per tant,

f(z)= flo.x1+(1-00).x2) =0.f(x1)+(1-00) f(x2) S L. A+(1-Q) A =A
Aleshores, z=00.x1+(1-00).x3¢e H;\, i, per tant, S € Hj.

De la mateixa manera, es demostraria en l'altre conjunt.

2) EXEMPLE 2: El conjunt A={(x,y)e R2/ x2+y2<1}és convex.
Observem que si fem z=(x, y), el conjunt A el podem escriure com

A= {zeR? / lizli<1)

on recordem que Ilzll= Vx2+y2 .

Per a dos elements qualssevol Zj,zpeA tenim Iz1lI<1 i lizplis1

sigui S el Segment que uneix els dos punts anteriors. Llavors un
punt zeS serd de la forma z=o.zij+(1-0).z2 on Osa<li aeR, d’on

lzll= lloe.z1+(1-).Z2ll < llo.z1ll + lI(1-0). 230l =

= allzill + (1-e)Jiz2ll € 0. 14+(1-a).l =1 .
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A.6.3 PROPIETATS DELS CONJUNTS CONVEXOS

TEOREMA A.8.-«Donats dos conjunts convexos A i B de R"i keR,
els segiients conjunts A+B, k.A i AnB sén també convexos.»

Demostracié:

1. ‘Recofdem que ~A+B={ X+y/ xe A | xe B} i siguin z1e A+B
izpe A+B dos elements qualsevols de A+B. Considerem S el

segment que uneix aquest dos punts i prenem un element
quasevol ze S i 0sa<l on ke R. Aleshores es verifica

z=0.z1+(1-00)z7 = OL.(X1+y ) )H(1-0)(xa+y2 ) =
= 00X 1+ y1+(1-00).x2+(1-00).y2 =

= 0oL.x1+(1-00).x2+00y1+(1-0).y2€ A+B. Per tant, SEA.

2. Recordem que k.A={z=k.x/ xeA i ke R} i siguin z1ek.A
I z2ek.A dos elements qualsevols de kA. Considerem el
segment S que uneix aquests dos punts i z €S. Aleshores,

z=0L21+(1-0)z2= o.k.x1+(1-00) kxp=k.[o.x 1+(1-00).x2] k. A.
Per tant, SCkA.
3. Recordem que AnB={xe R? xe Ai xe¢B}. Prenem dos

elements qualsevols d'aquest conjunt x1e AnB i x0e ANB

1 considerem el segment S que uneix aquest dos punts. Si
ze S, aleshores per ser A i B convexos

z=0.x1+(1-0).x2¢ A i z=0.x1+(1-0).x2¢ B

Havors, z=0..x1+(1-0).x2e AnB i per tant, SCANB. ¢

TEOREMA A.9. «Els unics conjunts convexos de la recta real sén
intervals, €s a dir ACR i A convex <& A és un interval.»

Demostracio:

1. Es evident que si A és un interval, aleshores A és
convex per la propia definicié d'interval.
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2. Reciprocament, suposem que A és convex i siguin
a=inf(A) (incloent el cas a=-°) i b=sup(A) (incloent el cas
b=+400), '

Si x és un element qualsevol- d'R tal que a<x<b, aleshores
xe A. Si no fos aixi, per la definicié6 d'infim i de suprem,
existirien  x1 i xp pertanyents a A tals que a<xj<x<x7<b i,
per tant, el segment S={0.x1+(1-0)xy /O0<0<1} no estaria
contingut en A, i aixd contradiu el fet que A és convex. ¢
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ANNEX

B

EQUACIONS
DIFERENCIALS
1 EN
DIFERENCIES
FINITES

L'origen de les equacions diferencials es pot considerar que
comenga amb els treballs de Newton (1642-1727) i de Leibniz-
(1646-1716). En efecte, 1’11 de novembre de 1675 Leibniz va

escriure la integral .
dy=Ll.y2
jy y ) y

D’'aquesta manera, sorgeix , no només la teoria de les
equacions diferencials, siné que també presenta la introduccié
del signe integral, una poderosa eina de calcul que facilitard
I'estudi posterior del Calcul Infinitesimal. '

Els problemes que motivaren la resolucié d’equacions
diferencials foren l'estudi de la dinamica puntual i alguns
problemes geometrics, conduint, a través dels métodes del
Calcul Diferencial i Integral, als tipus més senzills d'equacions
‘de primer i segon ordre.
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Amb P’alemany Euler (1707-1783) la teoria de les equacions
diferencials es transforma en una disciplina independent, amb
les seves dues grans branques, que encara segueixen
utilitzant-se, equacions diferencials ordinaries i en derivades
parcials. El meétode que desenvoluparem a continuacié en les
equacions diferencials de segon ordre en coeficients constants
fou publicat en un treball d'Euler l'any 1743.

A partir d'aqui hi hagué grans matematics com D'Alembert
(1717-1783), Lagrange (1736-1813), Clairaut (1713-1765) i la
familia dels Bernouilli, que desenvoluparen alguns meétodes de
resolucié per alguns tipus particulars d'equacions diferencials.
Aixi, per exemple, Lagrange va estudiar un procediment per
reduir l'ordre d'una equacié lineal homogenia d'ordre per mitja
del coneixement d'algunes solucions particulars.

El desenvolupament en el coneixement de les equacions
diferencials ha anat evolucionant constantment fins a
I'actualitat, en qué matematics com Poincaré i Liapunov
estudiaren 1'estabilitat i els estats d'equilibri en els punts
critics. Les equacions diferencials surten de manera natural en
la matemaitica de l'economia actual com ara el model de
Philips, que tracta de la interaccié de la inflacié i l'atur, els
models de creixement de Domar i de Solov, etc.
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B.1 EQUACIONS DIFERENCIALS DE PRIMER ORDRE

B.1.1 CONCEPTES PREVIS

1) DEFINICIO: Una equacioé diferencial de primer ordre és una
equacié del tipus f(t, y, y)=0, on y és una funcié desconeguda de la
variable t i y' la derivada primera de la funcié respecte de t.

Si és possible aillar la y' en funcié de t 1 de y direm que 1l'equacié
diferencial estd expressada en forma normal, és a dir:

y'=F(t,y)

2) SOLUCIONS PARTICULAR 1 GENERAL:Una solucié particular de
f(t, y, y)=0 és una funcié6 y=h(t) definida en un cert interval real I,
tal que la verifica. Per tant, f(t, h(t), h'(t))=0.

Des del punt de vista economic a la solucié particular se la sol
anomenar frajectoria temporal, que és aquella trajectdria que ens
déna una relacié entre una funcié econodmica i el temps.

Anomenem solucié general de 'equaci6 diferencial f(t, y, y)=0 a
un conjunt de funcions F={y=h(t, C), CeR}, definides en un interval
IcR tal que: | | | |

Viel,VCeR  f(t, hit, C), hi(t, C))=0

3) CONDICIO INICIAL: Coneguda la solucié general d'una equacid
- diferencial de primer ordre, podem obtenir una solucié particular,
si imposem una condicié per poder determinar la constant C.
Aquesta condicié s'anomena condicid inicial i s'expressa com

y(t0)=yo

La solucié general d'una equacié diferencial de primer ordre.
representa geometricament una familia de corbes que depenen
d'un parametre. Aleshores, en imposar la condicié inicial, estem
buscant aquella corba de la familia que passa pel punt P(tg, yo).
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D'entre totes les equacions diferencials de primer ordre les dues
iniques que utilitzarem en aquest treball sén les anomenades de
variables separades i les lineals. '

4) Eq. diferencial de 1r ordre de variables separades:
Direm que una equacid diferencial de primer ordre f(t, y, y')=0 és
de variables separades si es pot expressar de la forma:

y'=f1(t).f2(y)

on f1 és una funcié continua en un cert interval ICR i f) continua
en un cert interval JER i VyeJ és fp(y)=0.

La solucié general vé donada per

%—%ﬁfr(t) B © dy= [ Hyd © f“y = f(0dt &

2(y)
dy | fundt + C
f £2(y) f ‘

Encara que la resolucié teorica d’aquests tipus d’equacions
diferencials és molt simple, en la practica les dues integrals qué
s’han de resoldre poden ser complicades o, en el pitjor dels casos,
no es poden expressar mitjan¢gant funcions elementals. D’altra
banda la funci6 y que busquem vindra donada habitualment en

forma implicita.

B.1.2 EQUACIO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDRE LINEAL

1) EQUACIO DIFERENCIAL LINEAL COMPLETA: Si p(t) i r(t) sén
funcions continues definides en un cert interval real I, anomenarem
équacié diferencial lineal de primer ordre completa a tota equacid
del segiient tipus:
' y'=p(t).y+1(t)
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La utilitzacié del terme “lineal” prové del fet que tant la funcié
(y) com la seva derivada (y'), tenen exponents lineals.

2) EQUACIO HOMOGENIA ASSOCIADA: Anomenarem equacio
homogénia associada a l'equacié diferencial anterior a 1'equacié:

y'=p(t) y

TEOREMA B.1. «Si yp €s una solucié particular de l'equacid
completa i yp és la solucié general de 1'homogenia associada,
llavors la solucié general de la completa €s y=yp+yp.»

Demostraciéo: Desenvolupem-la en dues parts:

1. Provem primer que y és solucié de y'=p(t) y+r(t). Per
veure que y és solucid de y'=p(t).y+r(t) només caldra
derivar i substituir la funci6 i la derivada y'=y'h+y'p.

Substituint, doncs, en l'equacié, tenim
Y'h +¥p= p(D(yntyp) +1(t) = p).yn +p(t).yp +1(t)=
| = y'n+p(t).yp +1(0= y'nty'p
2. Provem ara que qualsevol solucié u d’aquesta equacié

" diferencial es pot expressar com u=yp+yp. Signi u una
solucié de l'equacié diferencial lineal completa; és a dir,

u'=p(t) u+r(t)
Ara b€, per hipotesi yp'=p(t).yp+r(t).
Restant les dues equacions anteriors obtenim:
u' - yp' = p(t).(u -yp)

Aleshores, u-yp €s solucié de I'equacié diferencial
homogeénia associada.

Llavors u-yp=yh, la qual cosa implica que u= Yhtyp. ¢
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3) CALCUL DE LA SOLUCIO: Comencem en primer 1loc per
I’homogenia y'=p(t).y.

ccily Oy o dypiydt e %sz(t).dt o
= [ d-yx f pdt = Ln{y)=[ p(.dt o y=e } p(.dt +Cy

o y= c[ p(t).dt‘ecl o y= C.e{ p(t).dt

Per tant, lIa solucié general de I'homogeénia és

y=C e{ p(t).dt

Efectuem ara el calcul de la solucié particular de la completa
yp=u(t).y1, on u(t) és una funcié a determinar i y; una solucié
qualsevol de l'homogénia associada, diferent de zero, com per
exemple

1= e‘[ p(t).dt prenent C=1

Derivant y;,:a(@é’i )
y'p=u'(t).y1+ u(t).y'1

Per tant, substituint en I’equacié diferencial, y;,-p(t) yp—t-r(t) i
com que yp=u(t).yi, tenim

p(t).u(t).y1+r(t) = u'(t).y1+u(t).y"1
1 com que y1 és solucié de I’homogenia, y'1=p(t).y1, i aixi
p(t).u(t).y1+r(t) = u'(t).y1+u(t).p(t).y1

Simplificant, r(t) = u'(t).y1 i, per tant,

u'(t):i;-:l o u® j MMt o yp=y [ It 4¢



B. EQUAC. DIFERENCIALS I EN DIF. FINITES 321

Substituint la yi pel seu valor ens queda

Yp= € p(tydt - (1) e'fp(t)dt dt

Sumant, finalment, les solucions de I’homogenia i la particular, yp
i yp, obtindrem la solucié general de 1’equacié diferencial de primer
ordre y=p(t).y+x(t),

p(t)dt
y=yy+yp, = Ce) POIL ef 1) e'f POt 4 _

= f p(tdt (g >r(t) e_f p(hdt dt

4) Cas particular: Quan en l’equacié diferencial y’=p(t).y+r(t) els

termes p(t) i r(t) sén constants i la condicid inicial estid avaluada en
zero, l'expressié anterior ens queda |

y= efp dt 1o re“fpdt dt] =ePt (C-I— e‘P‘)= Cept- L
p p

=C-L & C=y,+L
Yo p Yo D

Substituint, la solucié sera

=(yo +L]ept- L
y(y" p) P

que €s una familia de corbes exponencials.
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B.2 EQ. DIFERENCIALS LINEALS DE SEGON ORDRE

B.2.1 EQUACIONS DIFERENCIALS DE SEGON ORDRE

1) DEFINICIO: Una equacié diferencial de segon ordre és una
equacié del tipus f(t, vy, y'")=0, on vy, y y" so6n les derivades
primera i segona d’y respecte de t.

t

Si és possible aillar la y" en funcié de t, y, y' direm que esta

expressada en forma normal:

y"=F(t, y, y)=0

2) SOLUCIONS PARTICULAR I GENERAL: Una solucié particular de
f(t, y, y', y)=0 és una funcié y=h(t) definida en un cert interval real
I, tal que la verifica. Per tant,

f(t, h(t), h'(t), h"(t))=0.

D’altra banda, anomenem solucié general de l'equacié diferencial
f(t, y, ¥', y)=0 a un conjunt de funcions F={y=h(t,C1,C3), C1,Cre R}

definides en un interval ICR tals que la verifiquen.

3) CONDICIONS INICIALS IDE CONTORN: A partir de la solucid
general d'una equacié diferencial de segon ordre podem obtenir
una solucié particular, si imposem a aquella dues condicions per
poder trobar les constants.

Aquestes condicions solen ser de dos tipus:
- Condicions inicials: y(to)=yo y'(t0)=y'o
- Condicions de contorn:  y(tg)=yo y(t1)=y1
La solucié6 general és una familia biparamétrica de corbes
depenent de dos parametres. En fixar la condicié y(tp)=yp estem

imposant que la familia passa pel punt P(tp, yo), mentre que amb la
condicié y’(tg)=y'o exigim que el pendent de la recta tangent en el

punt P(to, yo) sigui y'o.
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Expressant les condicions inicials, y(tp)=yo i y'(tp)=y'p, obtenim la
grafica segiient: ‘

Notem que y'go ¢€s el pendent de la recta tangent en el punt
P(tg,yg); és a dir, tenim que y'p=tg().

B.2.2 EQUACIONS DIFERENCIALS LINEALS DE SEGON ORDRE

1) DEFINICIONS: D'entre totes les equacions diferencials de segon

ordre, les més importants per les seves nombroses aplicacions a la
~ ciéncia i especialment a l'economia, sén les anomenades lineals.
Entre elles hi distingim: |

a) L’EQUACIO DIFERENCIAL LINEAL DE SEGON ORDRE COMPLETA. Si
p(t),q(t) i r(t) soén funcions continues definides en wun cert
interval real, anomenem equacié diferencial lineal de segon
ordre completa a tota equacié del segiient tipus:

y' + p(t).y' + q().y = () [B.1]

b) L’EQUACIO HOMOGENIA ASSOCIADA. Anomenem equacié
homogenia associada a l'equacié diferencial anterior a la que té
per equacid:

y'+p®)y +qt)y =0 [B.2]
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TEOREMA B.2.«Si y1iy2 sén dues solucions de l'equacié
homogeénia associada, la combinacié lineal y3=ci.y1+c2.y2, oncyi
¢2 sén nombres reals, també sera solucié.»

Demostracio:

1. En efecte, substituint y3=c1.yi+c2.y2 en [’homogenia
tindrem:

: y;+p(t).y.3+q(t).y3= (c1.y1+c2.y2)" +p(t).(c1.y1+Co.y9) +
+q(t).(c1.y1+c2.y2) = (CI»Y;‘*‘C}}’;) +
+ (p(t).c1.y1+p(1).C2.y7) + (qV).c1.y1+q(D).c2.77) =
=c1.(y;+p(t).y'1+q(t).y1}i-c2.(y;+p(t).y'2+q(t).y2) =c1.04c,.0 = 0.

_perqué yi, y2 son per hipdtesis solucions de I'equacid
homogenia. ¢

El teorema anterior ens assegura que si coneixem dues solucions
particulars de 1’homogenia podem obtenir un nombre infinit d'elles.
‘Malauradament, el reciproc no es verifica excepte quan s'imposin
condicions a les solucions. '

~ EXEMPLE: Tres solucions de l'equacié y"+2y'=0 sén
evidentment yj=e-2t, yy=2e-2t ¢ y3=5. Veurem que no
existeixen dos nombres reals ci, ¢ tals que y3=ci1.yi+c2.y2.

En efecte, suposem que existeixin, llavors 5=ci.e-2X+cp.2e-2X,
o sigui 5=(cl+2c2).e-2Xx amb el qual e-2X hauria de ser una

constant, la qual cosa és falsa.

2) SOLUCIONS LINEALMENT INDEPENDENTS: Si y1 1y2 sén dues
solucions de l'equacié diferencial lineal homogénia, direm que sén’
solucions linealment independents en un interval I &’R si i només si
es verifica:

W(ynyy =] 71 Y2 |=0

¥

Y1 ¥»
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Simbolitzarem aquest determinant per W(yi1,y2) 1 l'anomenarem

determinant Wronskid, nom donat en honor del matematic polac H.
Wronski. '

TEOREMA B.3. «Si y1 iy2 son dues solucions linealment
independents de 1l'equacié diferencial homogeénia, llavors
existeixen dues constants ci icp tals que qualsevol solucié y3 es
pot expressar de la forma y3=cj.y1+co.y2.»

Demostracio:

1. Demostrem primer que donades dues solucions
qualssevol yj iyj de I’homogenia, on i#j, es verifica la
segiient identitat d' Abel:

W(yi,yj)zKij_e‘fP(t) .dt

En efecte, com que yjiyj sén solucions de 1’homogenia,
podem escriure:

Y1 + P(t)-S;i + q(t).y; =0 1 yj + p(t).y; + q(t).y; =0
Multiplicant la primera per yj i la segona per yj, obtenim
o _Y;~Y'i' + Yj;P(t)'Y'i +y;-4(1).y; =0

YiYj + ViP(D.y; + ¥i.90).y; =0

Restant a la segona la primera, s'anul.lard el terme sense
derivades

(yi-yj - yj-yi) + p(t)-(yi-yj - yj-yi) =0
Veiem en aquesta equacié que els dos termes del
paréntesis corresponen al wronskia:
. yy ' ,
W(ynyp={" " = viyyy;y;
YiY;

En canvi, els dos primers corresponen a la seva
derivada: '

W'(yi,yp= (Yi-Y;'Yj-Y;}= (Y;-Y;"'Yi-y;) y (yj yli“'yj'y';)
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Simplificant, W'(yi, yj)='yi.y_'i' - y]yl

L’equacié anterior ens qﬁedarﬁ
W(y5,y) + pO.W(i,y) =0

és a dir, W'(yi,yj)=-p(t). W(yi.yj)

Passant al primer membre i integrant,

W'(y5.y)

dt=1 -p(t).dt
W(yiy;) fp

Si anomenem Cjj a la constant d'integracié, ens queda
-1 p().d+ C
Ln W(Yiv)’j) = -j pdt + C; = W(Yi’yj)': e Jp(t) t+ Gy

Finalment, anomenant Kij=eCij,ens quedara l'expressid
que voliem provar:

W(ysyp=Kij.c’ Jroa

2. Continuant amb la demostracié del teorema, apliquem
aquest resultat als d~os parells de solucions (y3,y1), (¥3,y2):

W(Y3’Y1)"=K3l-e-i{p(t)'dt W(}’3,Y2)=K32.e'_,p(t)'dt
Desenvolupant els dos wronskians:

p(t).dt p(t).dt

V3.1 - Y1.¥3 = K31~e-j V3.Ys - V2.¥3 = Kaz.c'j

Aillarem dnicament la incognita y3 d'aquest sistema per
la regla de Cramer. El determinant Dy de la incognita y3 és:

Ko POS J o
D= 3¢ Y1 = (K32.y1-K31.y).67) P
K32.e-lp(t).dt ¥, ’

Mentre que el determinant dels coeficients és:

y'l “Y1

Y, Yo

D= = ¥,91-¥1-Y2 = WLY2)




B. EQUAC. DIFERENCIALS 1 EN DIF. FINITES 327

La incOgnita y3 - sera ‘el quocient d'aquests dos
determinants. A més, substituint el wronskia per la
identitat d’Abel:

{p).d
4= (K32.y; - K31-Y2)-5Jp(t) ‘_Kny -Kay,

y
Kl.z'e-[p(t).dt | Ki2

Finalment, anomenant C1=K32/K12 i C=-K31/K13, ens
queda provat el teorema, y3=C1.y1+C2.y2. ¢

A vpartir d'ara el nostre objectiu sera intentar trobar dues
solucions particulars de 1’equacié homogenia de tal manera que el
seu wronskia sigui diferent de zero (és a dir, que les solucions
siguin linealment independents). A un parell de solucions d'aquest
tipus les anomenarem un sistema fonamental de solucions.

Malauradament, no existeix un meétode general per trobar un
sistema fonamental. No obstant, si es coneix una solucié particular
y1, diferent de zero, si que és possible trobar-lo.

TEOREMA B.4. «8i y1#0 és una solucié particular de l'equacié
diferencial homogeénia, llavors també sera solucid

' . l p(t).dt
y2= Y1 -dt

2
¥i

i a més, el wronskia W(y1,y2)=0.»
Demostracio:

1. Fem yy=g(t).y1. Trobem g(t) amb la condicié que y;
sigui solucié de 1' equacié diferencial homogénia.

Calculant les derivades primera i segona d’y2,
y2=g (0).y1+&(0).y,

y,= g'(0.y1 +2.£(0).y1 +g().y
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Susbstituint a l'equacié homogénia tenim
(g'®y1 +2.80.y; +e®.y;) + pOlg®.y1 +e®).y))+
+ q(t).g(t).y1= 0
Operant i traient factor comi g(t) ens queda
gy 1+p(0).y1+q(y 1)+
+(g"(t).y1 +2.g'(t).y'1 +p(t).g’(t).y1)= 0

Ates que y'll+p(t).y'1+q(t).y1=0 degut a qué¢ y; és solucid
de I’homogénia, tindrem

g"(1).y1+2.£'(1).y;+p(t).£ (t).y;=0

Traient factor comui g'(t) als dos iultims termes i passant
al segon membre

g'®.y; =g 2.y +p(t).y,)

Transposant termes

g'() __2.y;+p(V).y;
g(t) Y1

Integrant els dos membres

QT 2.91+P(O).y 4,
g (1) 1

ens queda
Lnlg'(t) = -2.Ln ly| - f p(t).dt = La [y;f2- ] p(t).dt

Aillant 1 g'(t)l

g0l =lyl2 . e-jp(t)'dt

Observem que el segon membre de 1a igualtat sempre és
positiu, llavors

gt = (y)? .e-jp(t)'dt
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Tornant a integrar
5 - p@.dt
g(t) = &yQJ.er() )dt

Perd,com y2=g(t).y1,' obtindrem el resultat proposat:

e-l p(t).dt
Y2= Y1 dt

2
Yi

2. Demostrem ara la segona part del teorema, en la que
el wronskia €s diferent de zero, W(y1,y2)#0. En efecte, com

que  W(y1. ¥2)= ¥1-¥2 - ¥2-¥y » substituint

t

e-‘ p(t).dt ' e—! p(t).dt
Wy, ¥y2)= y1{V1- 5 dt] - yi{y1- .dt

(y1) ?
Derivant,
W(y1, y2)= y1{¥1- ——dt +yy. — 1
(y1) (y1)
' e—l p(t).dt
- ¥1.Y1 3 dt
(v1)

Traient parentesis i simplificant ens quedara

W(yp,y2)=¢ [p(t)'dt

Com que D’exponencial és una funcié sempre positiva,
tindrem que W(y1,y2)#0. ¢
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B.2.3 EQUACIONS DIFERENCIALS LINEALS HOMOGENIES
AMB COEFICIENTS CONSTANTS

1) DEFINICIO: Existeix un tipus d'equacié diferencial de segon
ordre homogénia en qué és possible trobar de forma senzilla dues
solucions particulars linealment independents i, segons el teorema
anterior, la solucié general. Aquestes sén les que estudiarem en

aquest apartat.

Anomenem equacié diferencial lineal homogénia amb coeficients
constants a tota equacidé diferencial del tipus, on p,qeR:

y'+p.y +qy=0 [B.3]

2) EQUACIO CARACTERISTICA: Anomenem equacidé caracteristica,
associada a l’equacié diferencial [B.3], a 1’equacié de segon grau:

AM+pA+q=0

TEOREMA B.5. «8i A1 i Ay son les dues solucions de 1’equacié
caracteristica, llavors ens podem trobar en algun dels tres casos
segiients: ‘ '
1. Si A1k on Aj,A2e R, aleshores yi=eMt i yp=elrt sén
dues solucions linealment independénts de [B.3].
2. Si A1=A2 on A1,ApeR, aleshores yj=eMt i yp=t.ert 56n
dues solucions linealment independents de [B.3].
3. Si Ay=a+b.i, Ay=a-b.i on b#0, aleshores yj=eat.cos(b.t) i
yo=edlsin(b.t) sén dues solucions linealment independents
de [B.3] .»

Demostracio:

1. En aquest apartat és immediat comprovar que yii y2
sén solucions de [B.3]. Comprovem que el wronskid és
diferent de zero. En efecte,

Yr ¥2 -
Ar.eMt A, ehat

Yr Yo

W(y1, y2)=
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=eMter2t (Ay-A1) = 0

- ell.t.elz.til 1
A1A2

atés que A1#A2.

2. En aquest apartat és immediat comprovar que yi és
solucié. Comprovem que y2=t.e*{! també ho és.

Derivént respecte a t,
Vo= Mttt dg ettt = eM-t{1+t.A;)
yo=h oMt T+t h) #Aq.eMt = 2 eht + (AT et
Substituint,
y'2'+p.y'2+q.y2 =2.A1.eMt + t.?\.%.ell-t +
+ p.(ell-t + thp.ert) & qerit =
= e7~1-t,(2,xl +t.7ﬁ +p +p.t. A +q.t) =
= M2 +p +t1AF +prs +q) = ¢L0+0) = 0

El resultat anterior és nul atds que A1 és solucié doble de

I’equacié "caracteristica, ja que en aquest cas podem posar
AZ+p.A+q=(A-A1)2. Derivant 2.A+p=2.(A-A1). Substituint A per
A1 s'anullan aquest dos termes.

Acabem veient que les solucions s6n linealment

independents:
Aqut Aqt
el t.eM
Wy, y2)= =
Arert  errtyt dgerrt
- eZ.Ll.t{ 1 t = 62')"1“.1 )
A1 14+t

3. En aquest apartat comprovem primerament que
y1=eat.cos(bt) €s solucié de l'equacié diferencial [B.3]:

y'1= eata.cos(bt) + eat.[-b.sen(bt)] =

= et fa.cos(bt) - b.sen(bt)].
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y"1= a.edt[a.cos(bt)-b.sin(bt)] + eat.[-a.b.sin(bt)-bZ.cos(bt)] =
= eat [a2.cos(bt) - a.b.sin(bt) - a.b.sin(bt) - b2.cos(bt)] =
= eat [a2.cos(bt) - 2.a.b.sih(bt) - b2.cos(bt)].
Substituint en 1’equacié diferencial ens queda:
y"1+p.y'1+q..y1= eat [a2.cos(bt)-2.a.b.sin(bt)-b2.cos(bt)] +
+ p.edt.[a.cos(bt)- b.sin(bt)] +q.e2t.cos(bt) =
= eat [a2.cos(bt)-2.a.b.sin(bt)-b2.cos(bt) +
+ p.a.cos(bt) - p.b.sin(bt) + q.cos(bt)] =
= eat.[(a2-b2+pa +q).cos(bt)-b.(2.a+p).sin(bt)]

Ara bé, donada l'equacié de segon grau A2+p.A+q=0,
sabem que la suma de les arrels A1 i A2 és Aj+Ay=-p, mentre
que el seu producte és A1.A2=q. En el nostre cas tindrem

(atb.i)+(a-bi)=-p = 2a=p = p=-2a
(at+b.i).(a-b.i)=a2-(b.i)2=a2+b2=q = q=al+b2.
Substituint en l’expressié trigonometrica anterior,
y"1+p.y'1+q.y1= eat.[(a2-b2-2.a2 +a2+b2).cos(bt)—
-b.(2.a-2.a).sin(bt)]=0.
Analogament es comprova per la solucié yp=eatsin(bt).’

Veiem per udltim que el wronskia és diferent de zero:

at at o1
W(y1,y)= e -COS(bt). eatsin(bt) _
ea‘.(a.cos(bt)-b.sm(bt)) ea‘.(a.sin(bt)+b.cos(bt))
= edt gat cos(bt) sin(bt) _

a.cos(bt)-b.sin(bt)  a.sin(bt)+b.cos(bt)
= e2at [a.cos(bt).sin(bt) + b.cos2(bt) - a.cos(bt).sin(bt) +
+ b.sin2(bt)] = b.e2at.[cos2(bt) + sin2(bt)] = b.e2at % 0

ates que b=0. ¢
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Del teorema anterior i del teorema B.3 es desprén com a

COROL-LARI que les solucions generals de l'equacié (3) seran
respectivament,

1. y= Cr.er1t + Cyehat 2. y= (C1+Ca.t).et 1t

3. y= ea-‘lcl.cbs(bt) + Ca.sin(bt)]

B.2.4 SOLUCIO DE L' EQUACIO LINEAL COMPLETA

Anem ara a solucionar l’equacié lineal completa que ve donada
per 1’expressié:

y' + p®.y + qt).y = 1)

Comengarem amb un teorema fonamental.

TEOREMA B.6. «Si Y(t) és una solucié particular de l'equacid
completa i Z(t) és la solucié general de I'’homogenia associada,
llavors resulta que la soluciéo general de la completa sera igual
a la seva suma, y(t) = Z(t) + Y(t).»

Demostracié: Desenvolupem la demostracié en dues parts:

1. y(t) és solucié de y"+p(t).y'+q(t).y=r(t), i 2. Qualsevol
solucié u(t) d’aquesta equacié diferencial es pot expressar
com u(t)=Z(t)+Y(t).

1. Provem que y(t) és solucié de y"+p(t).y'+q(t)y=f(t).
En efecte, calculant les derivades,
yO =ZO+Y® yO=Z2®0+ Y'®
Substituint en 1' equacid,
Z"(t) + Y"(t) + pM.[Z'(®) + Y] + q®).[Z(t) + Y(1)] = |
= [Z°(t) +p(1).Z'(t) +q().Z(t)] + [Y"(t) +p(t).Y'(t) +q(t).Y()] =
=0 + 1(t) = 1(t).
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2. Provem ara que qualsevol solucié u(t) de l’equdcié
diferencial y"+p(t).y'+q(t).y=r(t) es pot expressar com la
suma u(t)=Z(t)+Y(t).

Suposem, doncs, que u(t) sigui una solucm de I'equacid
dlferenmal llneal completa és a dir,

u'(t) + p(t).u'(t) + Q(t)-ll(t) = 1(t)
Sabem per hipdtesis que
Y'(t) + p(t).Y'(t) + q(t).Y(t) = 1(t).
Restant les dues equacions anteriors obtenim:
u'(t) - Y'(®) + p).[u'®) - Y'(®I + q).[ult) - Y()] = O

| Deduim, per tant, que u(t)-Y(t) és una solucié de
I’equacié diferencial homogenia associada. Llavors u(t)-
Y (t)=Z(t), la qual cosa implica que u(t)=Y(t)+Z(t). ¢

B.2.5 CALCUL D'UNA SOLUCIO PARTICULAR DE L'EQUACIO
DIFERENCIAL COMPLETA ‘

A) METODE DE VARIACIO DELS PARAMETRES. Siguin y1 iy2 dues
solucions linealment independents de lhomogema associada.

Anem a provar ara que Y=U.y1+V.y2 sera una solucié particular
de la completa, sempre que U y V siguin dues funcions, dependents
de la variable t, que verifiquin les dues condicions segiients:

a) Uy + Viyz =0 b) Uly't + V.yy =1(t)

En efecte, calculant les dues primeres derivades de la funcid
donada Y=U.y1+V.y2 i imposant les condicions, tindrem

=U.y1+Uy')+ (Viy2 + Vy2)= Uy + Viy) + (Uy'14V.y2) =
=0+ Uy'1 + V.y'z) =U.y'1 + V.ya.



B. EQUAC. DIFERENCIALS I EN DIF. FINITES 335

= (Uy1+ Uy') + (Viy2 + V.y')= (U1 + Viy2k Uy'i+ Viy')=
 =x(t) + Uy"1 + V'
Substitﬁint en l'equacid diferencial, obtenim
Y" + p(0).Y' 4+ q(t).Y =1(t) + Uy"y + V.y2 + p).(Uy'1 + V.y'2) +
| + qO.Uy1+V.y2).
Operant i traient factor comd U i V resulta

Y" + p(1).Y' + q(t).Y = U.ly"1 + p(t).y'1 + q(t).y1] + V.[y"2 + p(t).y'2 +
+ q(t).y2] + r(t) = U.0 + V.0 + 1(t) = r(t).

Observem que el sistema de l'enunciat que ens serveix per
obtenir U i V és compatible determinat, ja que el determinant de la
matrin del sistema coincideix amb el wronskia i aquest és diferent
de zero perqué, per hipotesis, les solucions yi e y2 sén linealment
independents.

CALCUL DELESFUNCIONS Ui V:

y1.U +Y2V =0
Y1U+Y2 —T(t)

Partim del sistema

Trobem primer U' i V' utilitzant la regla de Cramer:

0 ¥ y1 O

U,__’_ r(t) Y'z - -y5.1(t) V' = y'l r(t) _ yi.1(t)
y1 y2 | WOy vi vo| W)
yll y'2 Y‘l Y‘z

Integrant obtindrem U i V:

f—n I 44 V=f yi-1(t) 44
W(y1.y2) W(yiy2)
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B) METODE DELS COEFICIENTS INDETERMINATS. Per aplicar

aquest meétode és necessari que el primer membre de l'equacié
diferencial sigui de coeficients constants. Pel que fa al segon
membre ens limitarem a alguna de les tres formes segiients:

a) 1(t) =ag + aj.t+ a.t2+ ... +ap.t"  amb a, #0 i ajeR.
b) r(t) = ag.e®t

c) r(t) = ag.cos (Bt) + bp.sin(pt)

a) PRIMER CAS: Suposem que r(t)= ag + aj.t + a.t2+ ... + ap.t0,
Provarem que Y = Ag + Ar.t + A2.t2+ ... + Ap.th , on Ag, Ag,..., Ay sén

coeficients indeterminats, €s una solucié particular de 1'equacié
diferencial completa.

Trobarem els coeficients indeterminats Ag, A1, ... i Ap per mitja
de les dues primeres derivades:

Y' = A1+ 2.A2.t +3.A3.82 +... + n.Ay.t0]
Y =2.A2 +.6.A3.t + ... +n(n-1).Aj.t0-2
Imposant que sigui solucid,
2.A2 +.6.A3.t + ... +n(n-1).Ap.t0-2 + p.(A1 + 2.A2.t +.3.A3.82 +...
vt AR 1) + q(Ag + ALt + Agt24 ... + Apith) =

= ap + a1.t + a.t2+ ... + ap.th.

Operant i identificant coeficients:
2A2 + A1p+ Agq=ap,
6A3 + 2.A2.p + A1.q = aj

.................................................

nAnp + Ap-1.q = ap-1

An.q = ap
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Distingim els segiients subcasos:

a1) Si q#0 el sistema anterior €s compatible determinat.
Trobarem A; a |' dltima equacié. Substituint Ap, a la peniltima,
deduirem Ap-1, 1 aixi successivament.

a2) Si q=0 el sistema és incompatible 1 en aquest cas es prova com
a possible solucié:

Y = t.(Ag + Ar.t+. Ap.t2 + ... +ALtD)
Derivant dues vegades
Y = Ag + 2.A1.t +3.A2.2 + ... + (n+1).Ajp.t0

Y'=2A1+6A0t+ ... +0(n+ 1).Ap.to-1
Substituint en 1’equacié diferencial,
2.A1 +6.A2.t+ ... + n(n + 1).Ap.t1 + p.[Ap + 2.A_1.t +3A0.2 + ..

4 ... + (M+1).Aptt] = ap + a1t + ap.t24 ... + ap.th, | |

Operant i identificant coeficients ens queda
2A1+Agp=ag
6.A2 + 2. A1p=a1

n(n + I)An + n,An-l .p = an-1

(n+1).Ap.p = ay

Distingim les dues possibilitats segiients:

‘a21) Sip=0 el sistema és compatible determinat i trobarem A, a
l'altima equacid. Substituint-la en la peniltima equacié podrem
deduir Ap-1, 1 aixi successivament ’

a22) Si p=0 l'equacié diferencial queda y"=ag + aj.t + ...+ap.t" en la
que una solucié particular és

2 3 tn+1 n+2

Y=at-+a .. +a bt 4, — L
fory T A D) ) (n2)
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b) SEGON CAS. Suposem ara que el segon membre de 1’equacié
diferencial és del tipus r(t)=ap.e®t. Provarem que una possible
solucié particular €s de la forma Y=A.e®t. .

Derivant dues vegades, Y'=A.0t.e®t , Y"=A.2.e0t,
Substituint Y, Y'i Y" en I' equacid diferencial:
A.02.e0t + p A.a.ett +q.A.ext = ag.eot.
Simplificant per eat tindrem, A.02 + p.A.0t +q.A = ap, és a dir
A.(02 + p.a + q) = ag.
Distingim dos casos:
b1) Si 0c2_ + p.o. +g=0 llavors A=ap/(a2 + p.o +q).

b2) Si 002 + p.oo +g=0, una possible solucié serd Y=t.A.eat, Anem a
provar-ho. '

Derivant, Y'=A.ext 4+ t.0l.A.et = A (1+t.00).e,
Y"=_A.oc.e°tt + A.(1+t.00).00.e% = A.0L(2+t.00).eOt,
Substituint en l'equacid,
A.0.(2+t.a).e® + p.A.(1+t.00).e0t + q.t.A.e®t = ap.eot,
Operant i simplificant,
A.Q2.00+t02 +p+pt.o + qt)=ag =
A [t(024p.o+qH+2.04p]=a) = A.[t0+2.04pl=20 = A.(2.0:4+p)=ag.
Podem distingir dues possibilitats:
b21) Si 2.04p#0 llavors A=ap/(2.0t+p).

 b22) Si 2.00+p=0 podriem provar analogament que la solucié és
del tipus Y=t2.A.e®t amb A=ap/2. |
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c) TERCER CAS: Suposem, per acabar, que el segon membre de
I'equacié diferencial sigui del tipus r(t)=ag.cos(Bt)+bo.sin(Bt).
Provarem com a possible solucié particular Y=A.cos(Bt)+B.sin(ft).

Calculant les derivades:

Y'= -A.B.sin(Bt) + B.B.cOs(ﬁi) Y"=-A.B2.cos(Bt) - B.B2.sin(pt)
Substituint en l'equaci6é diferencial,
;A.Bz.cos(ﬁt) - B.b2.sin(Bt) + p.[-A.B.sin(Bt) + B.B.cos(pt)] +

+ q.[A.cos(Bt)+B.sin(Bt)] = ap.cos(Pt)+bg.sin(Pt)

Operant,
‘(-A.B2+B.B.p+A.q).cos(ﬁt) + (-B.p2-A.B.p+B.q).sin(Bt)=

| = ag.cos(Bt)+bg.sin(pt)
Identificant coeficients,

-A.B2+B.B.p+A.q=ag i -B.p2-A.B.p+B.q=by

Tindrem el -sistema d' equacions lineals:

(4-B2)A + p.pB = 2
-p-BA+ (q-Bz)-B = by

Aquest sistema sera compatible determinat sempre que el
determinant dels coeficients sigui diferent de zero; és a dir, quan
(q-B2)2+p2.p20. Estudiem, doncs, els dos casos segiients:

c1) Si (g-f2)2+p2.p2=0, podrem trobar A i B per la regla de
Cramer:

ap p.B q-8° a
2

(q-B2)2+ p*.p* (q-'32)2+p2-52
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c2) Si (g-B2)2+p2.82=0, el que equivaldria a que¢ q=B2 i ‘p=O
perqué p,q,p € R. Provarem com a solucid particular de 1’equacid

diferencial:
Y=t.[A.cos(bt)+B.sen(bt)].

Trobarem la primera i segona derivada,
Y'=A.cos(Bt)+B.sin(pt) + t.[-A.b.sin(Bt)+B.b.cos(Bt)] =
= (A+B.B.t).cos(ft) + (B-A.B.t).sin(fit)

Y"=B.B.cos(Bt) - B.(A+B.B.t).sin(Bt) - A.p.sen(Pt) + B.(B-A.B.t).cos(Bt)=
= (2.B.p - A.B2.t).cos(Bt) + (-2.A.B + B.p2.t).sin(pBt).

Com que en aquest cas q=f2 i p=0, I’equacié diferencial quedara

en la forma
y"+0.y'+B2.y = ag.cos(Bt)+bg.sin(Bt).

Substituint,

(2.B.B-A.B2.t).cos(bt) + (;2.A.B+B.[52.t).sin(bt) +
+ B2.t.[A.cos(Bt)+B.sin(Bt)]= = ag.cos(Bt)+bg.sin(Pt).
Operant i simplificant ens queda,
2.B.B.cos(Bt) - 2.A.B.sin(Bt) = ap.cos(Bt)+bg.sin(Bt)
Identificant coeficients, |
2.B.P=agp i -2.AP=byg.
Cal observar que com que f#0 resulta:

A=-bo/2.p i B=ap/2.p.
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B.3 EQUACIONS EN DIFERENCIES FINITES DE
PRIMER ORDRE

- B.3.1 CONCEPTES PREVIS

1) DEFINICIO: Una equacié en diferéncies finites de primer ordre
és una equacié del tipus fj(t, y;, Ay)=0, on y¢ €és una funcié discreta
desconeguda, Ay la diferéncia de primer ordre de la funcié yiitla
variable discreta.

Tenint en compte que Ayi=y4+1-y¢podem escriure una equacidé en
diferéncies de primer ordre com una equacié del tipus

f(tv Yi+1 ,YI)=O~

2) SOLUCIO PARTICULAR I GENERAL: Una solucidé particular de
f(t, yt+1,y1)=0 és una funcid discreta yi=h(t) definida en un cert
conjunt de nombres naturals I, tal que verifica l'equacié, és a dir,

Vitel f(t, h(t), h(t+2))=0.

De la mateixa manera que en les equacions diferencials i des del
punt de vista econdmic, a la solucié particular se la sol anomenar
trajectoria temporal.

Anomenem a continuacié solucié general de l'equacié en
diferencies f(t, y¢+1,yt)=0 a un conjunt de funcions discretes
F={y=h(t, C), Ce R}, definides en un interval ICN tal que

Vitel,VCeR f(t, h(t, C), h(t+1, C))=0

3) CONDICIO INICIAL: Coneguda la solucié general d'una equacié
en diferéncies de primer ordre, a partir d'ella podem obtenir una
solucié particular, si imposem una condicié per poder trobar la
constant. Aquesta condici6 s'anomena condicid inicial i s'expressa
com yp=A
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B.3.2 EQUACIO EN DIFERENCIES DE PRIMER ORDRE LINEAL

Distingirem, com en el cas de les equacions diferencials, 1’equacié
en diferéncies lineal completa i 1’equacié homogeénia associada.

1) EQUACIO EN DIFERENCIES LINEAL COMPLETA: Si p(t) i (t) s6n
funcions discretes definides en un cert interval I dels nombres
naturals, anomenarem equacid en diferéncies lineal de primer
ordre completa a tota equacié del segiient tipus:

- Yt+1= p(t) yetr(t) (B.4]

2) EQUACIO HOMOGENIA ASSOCIADA: A continuacié anomenarem
equacido homogénia associada a l'equacié en diferencies [B.4] a
I’equacié6:

Ye+1=p(t) ¥t

TEOREMA B.7. «Si yIt’ és una solucié particular de I'equacié

completa 1 h és la solucidé general de I'homogénia associada,
t g

lavors la solucié general de la completa és: Yt= Vi + ylt).»

Demostracio: Es similar a 'efectuada en el cas de les
equacions diferencials. ¢

B.3.3 CALCUL DE LA SOLUCIO

Realitzarem ara el calcul de la solucié en el cas particular en qué
p(t) i r(t) siguin constants. ‘

A) L’EQUACI() HOMOGENIA associada €s: yi+1=p ¢
. Obtenim la successié: yo=C, y1=p.yo=p.C, y2=p.y1=p.p.C=p2.C, ...

I, en general, yt=pt C, per la qual cosa la solucié general de

I'homogénia és Yt: =ptC
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B) Trobem ara la SOLUCIO PARTICULAR DE LA COMPLETA. Partim de

Yf:u(t)pt, on u(t) és una funcié discreta que haurem de determinar.

El terme segiient Vseré ylt)+1= u(t+1)pt+1, d’on resulta
.n(t»i-})pt“:pu(t}pt-i-r = u{t+1}p‘+1'=u(t)pi+1+r o
e p‘+1[u‘(t+1)—u(t)]A=r & ut+D-u) =r pt+l o
& u(t+D-u(t) =1 /pttl
Observem que les diferéncies successives son
u(D)-u(0) =t/p , u@)-u(l) =1/p2 , u@B)-u(2) =1/p3
En general, es verifica u(t)-u(t-1) = r/pt
Sumant membre a membre totes aquestes igualtats tenim

u(t)-u(0)= 5~+—%+~¥-+.,.+—~L{+L=
P p? p? pt! pt
=r.(L+-l~+»1—+...+»—L—+L =

.1.:.1 - (llp) _r.(p*-1)
P1- (I/p) t.(p-l)

Notem que u(0) és una constant que pot prer:{h‘e qualsevol valor,
on aqui la prenem igual a zero.

Per tant, una solucidé particular de la completa és:

- r(p‘-— 1)

p
= u(t)
Yi P p-1

Aplicant el teorema anterior, podem escriure la solucié general
de l'equacidé en diferéncies com

Y= y{‘ +yf =Cp‘+M=(C+“L) pt- I
p-1 p-1 p-1
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B.4 CALCUL DE VARIACIONS

B.4.1 OPTIMITZACIO DINAMICA}

L'optimitzacié és un tema predominant en 1’analisi econOmica. Per
aquesta raé, els métodes classics del calcul de trobar extrems lliures
i en restriccions ocupen un lloc important = en l'eina diaria dels
economistes. Utils com sén, tals eines sén només aplicables als
problemes d'optimitzacid estatica.

La solucié buscada en aquests problemes normalment consisteix
en una unica magnitud oOptima per a cada variable d'eleccié. En
contrast, un problema d’optimitzacié dinamica presenta la qiiestié
de quina és la magnitud Optima d'una variable d'eleccié en cada
temps puntual en un interval de temps donat [0, T] (cas de temps
continu).

Un problema d'optimitzacié dinamica contlndra doncs, els
segiients ingredients basics:

1. Un punt inicial donat i un punt final donat.

2. Un conjunt de tra}ectones admlssxbles des del punt 1mclal ‘
al punt final.

3. Un conjunt de valors de trajectoria servint com a indexs de
compliment (cost, benefici, etc) associades amb algunes ,
trajectories. ' ’ '

4. Un objectiu especific -0 maximitzar o minimitzar- el valor
de I'index de compliment elegmt la trajectdria Sptima.

B.4.2 PROBLEMA FONAMENTAL DEL CALCUL DE VARIACIONS

Comengarem l'estudi del calcul de variacions amb l’anﬁlisi del seu
problema fonamental que consistira en opt1m1tzar una integral
subjecte a una seérie de restriccions.
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Expressat matematicament, tenim que el problema fonamental
del calcul de variacions és: '

Maximitzar o minimitzar el funcional

. )
V[y(t)]=f Ht.y(t),y'(t) dt

0

subjecte a y(0) =A (A donat )

ia y(T) =B (T i B donats)

En principi, existeixen moltes trajectories que compleixen les
condicions anteriors. La tasca del calcul de variacions sera la
d’intentar trobar aquelles solucions que maximitzin o minimitzin el
funcional V{[y(t)].

Ateés que el calcul de variacions es basa en els meétodes classics
del calcul, requerint 1'is de primeres i segones derivades parcials,
restringirem el conjunt de trajectdories admissibles a aquelles corbes
continues amb derivades continues.

Una trajectoria y(t) que optimitzi el funcional V[y(t)] s'anomena
una trajectoria extremal. També suposarem que la funcié F és dues
vegades derivable en I’interval [0,T].

B.4.3 L'EQUACIO D'EULER

La condici6 necessaria de primer ordre en el calcul de variacions
és l'equacio d'Euler. Per bé que la formulacié data de comengaments
de 1744, roman el resultat més important d'aquesta branca de les
matematiques.

Suposem que existeix una trajectoria extremal y*(t)del funcional
V[y(t)]. Es evident que aquesta trajectoria compleix alguna
propietat que no compleixen les altres corbes en un entorn d’y*(t).
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Sigui, doncs, p(t) una trajectdria qualsevol amb la condicié
p(0)=p(T)=0

Totes les trajectories y(t) que es troben en un entorn d’y*(t) i
compleixen les condicions y(0)=A i y(T)=B les podrem escriure com

Y= y*(t) + e.p(t)

Derivant respecte a t obtenim

y'(O)= y*(t) + € p'(t)

Substituint y(t) i y'(t) en el funcional V[y(t)] resulta
VIy(t)]=f(€).

Sabem que, per construccid, f(0)=y*(t) és un valor extremal i, per
tant, es verifica f'(0)=0. Aquesta, és doncs, la condici6 necessaria
perque el funcional V tingui una trajectdria extremal.

A continuacié anem a calcular f(0) en termes d’y(t) i y'(t)

T

fe)=] Hty*()+e.p(t),y*()+e.p'(t)] dt
0

Derivant sota el signe integral obtenim:

T T

fe)= | Ede= [-a—F—.dy +9F dy'].dt
[t]

dy dy de 3y’ de

i derivant les expressions y(t)= y*(t)+€.p(t) i y'(t)=y*'(t)+£.p'(t)
respecte a e, '

dy dy' '
—_— = t - = t
de p(t) de P()

Substituint

T
£(e)= [@.p(t) +a—F.p'(t)J dt
o dy dy'
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De l'equacié f'(0)=0 deduim
T

.@E p(tdt + iaip(t)dt =0
dy o dy'

0

Integrant per parts el segon terme de l'equacié anterior,

. T
o Pt dt= —(0) p()-2E¢T). p(T)J p(H) 4%y
0 3y oy' dt dy

Donat que p(0)=p(T)=0, resulta

to 4 OF
f =—Pp'(t) dt— P(t) ——( —)d
dtdy'

Substituint i operant,

. ) |
f P o® dt - f p(0-4)dt=0 f P—F—p(t) (D) _(QE)} o
0

dy dtdy' o LOY 0

T .
oF gq,0F
d t=0
= Lp(”[ay az(ay?}t

Atés que p(t) és una funcié arbitraria
dF

O g

Vie[0, T d
o, 1] 3y dtay

I com que

d Qf_)z d @_)+ ) 8F)dy+ J (8F)dy‘=
dtdy') 9t\dy'/ 9y\dy'/dt ody'\dy'/dt
_OF F_, J s o%F .
dy'.ot ay ay oy'.dy"
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Finalment, 1’equacié d’Euler és

“9%F _,. O92F ., O%F F _,

Vielo . T _OF _
telo, 7] 3y2’ T aydy . oyor 9y

Observem que l'equacié d'Euler és, en general, una equacid
diferencial de segon ordre no lineal. Aixi, la seva solucié general
contindrd dues constants arbitraries. Atés que el nostre problema
ve donat amb dues condicions de frontera (una inicial i l'altra final),
normalment tindrem prou informacié que ens permetra determinar
les dues constants.
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Les reflexions que poden sorgir de tot aquest estudi sén molt
variades 1 d’interpretacions diverses, no obstant aixd, hi ha unes
linies principals i fonamentals que volem ressaltar a titol de
conclusions. Aixd hauria de permetre clarificar els continguts i
conseqiiéncies basiques d'aquest treball i deixar entreveure les
possibles vies d'aprofundiment en el tractament de la incertesa en
els problemes econdmics.

1. No considerem adequat que per tal de tractar la incertesa en la
ciéncia econdmica, disciplina que sovint ha de modelitzar problemes
definits per predicats vagues, empréssim Unicament les técniques
de la logica binaria Ha quedat pales en el primer capitol que el rang
de les estructures matematiques que es poden utilitzar és molt
ampli, i les englobem dintre les diverses logiques multivalents que
conformen la logica borrosa. Tot i aixi, si no ens restringim a
aquelles que verifiquen alguna estructura algebraica, ens podem
trobar en la impossibilitat d'arribar a cap tipus de resultat. Es per
aixd que s’ha imposat l'estructura de reticle, que d’altra banda no
exigeix als seus elements que verifiquin propietats molt
restrictives, i d'aqui es justifica la importincia de la t-norma,
la t-conorma i la negacié de Zadeh.

2. Totes les disciplines cientifiques que estudien problemes amb
components desconeguts, siguin aleatoris, cadtics o incerts, intenten
mesurar la dispersi6 o el desordre que existeix en el problema
tractat. D'aquesta forma queda palesa la importancia de conceptes
com la variancia en estadistica i 1'entropia en quimica. En el cas que
ens ocupa, tradicionalment també sha emprat el terme d'entropia
per mesurar el grau de borrositat d’un subconjunt borrds, eleccié
que ens sembla molt correcte i de gran aplicabilitat La relacié
d'aquest- concepte amb el de distincia és evident, i daqui la
importancia de formalitzar amb rigor aquestes idees. S'ha
d'entendre la formalitzacié6 com un esfor¢ per clarificar els
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conceptes, tot i que algunes vegades la simbologia utilitzada pot
semblar que en dificulta la comprensm

3. En l’economia, les matematiques i la ciéncia en general moltes
vegades relacionar és operar. La matematica propia per al
tractament de la incertesa com a disciplina cientifica també
necessita introduir les seves propies operacions i models. De la
intuicié i el sentit comid que tenim en els casos simples, s'arriba al
plantejament del principi de 1'extensié de les operacions entre
subconjunts borrosos. Com ha quedat clar al llarg del capitol tres, el
principi d'extensié de les operacions amb nimeros borrosos €s
fonamental en tot el calcul Malauradament quan treballem en casos
no habituals i d'una certa complexitat, és totalment inoperant.
Utilitzant l'aritmética dels intervals. de confianca els calculs se
simplifiquen molt, sén més operatius i d'una execucidé elegant i
inmediata. L'inconvenient €s que no sempre ¢&s adequada la seva
utilitzacié,ja que el grau d7incertesa dels punts que componen
I'interval de confianga no té perqué ser uniforme.

4. En el capitol de subconjunts borrosos hem intentat formalitzar
els conceptes fonamentals i donar demostracions rigoroses dels
principals resultats.

En el tractament de nimeros borrosos hem continuat
formalitzant els conceptes que ens ocupen conscients que una de les
dificultats de laritmetica borrosa és l'increment de la incertesa que
es va acumulant amb les operacions entre nimeros borrosos,
principalment amb el producte i amb el quocient. A partir d'un
treball de M.Jiménez que déna un meétode per aproximar nimeros
borrosos ~qualssevol per nimeros borrosos triangulars o
trapezoidals, hem proposat un métode d'aproximacié del producte
de dos nimeros borrosos triangulars per un nidmero borrés
poligonal, amb wun error prefixat per tal d'obtenir el grau
d'aproximacié que cada problema requereix. Entenem que els
calculs son laboriosos perd necesaris en aquells problemes en que
es requereix molta precisid.
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L aproximacié proposada permet, com a cas particular,
determinar un grau d’error d’aproximacié d’un nimero borrés per
la seva corresponent aproxiamcié triangular; i, si es desitja
minimitzar 1’error, es pot determinar el gran de I’aproximacié
poligonal corresponent.

5. Pel que fa referéncia a 1’estudi realitzat de les equacions
borroses, 1 prenent com a referéncia aportacions anteriors que han
estat esmentades en el capitol corresponent, hem realitzat 1’estudi
de 1’equacié A+X=B amb A i B nimeros borrosos triangulars,
rebaixant la condicié de igualtat per una inclusié en el sentit
B A

D'entre tots els possibles nimeros borrosos )N(que verifiquen
B C K+§(, hem construit el ndmero borrods 5(0 tal que K+5(o és el

minim que compleix la inclusié, i obtenim d“aqueta manera una
aproximacié a la solucié de l'equacié A+X=B. ‘

L'aproximacié Xp a la solucié de l'equacié A+X=B, no és en general
un ndmero borrés triangular, per la qual cosa hem introduit una
aproximacid triangular Xj de Xp, construida a partir d'un index
d'aproximacié prefixat.

6. Per al cas de l'equacié lineal borrosa AX=B, hem desenvolupat
un procés similar al de l'equacié A+X=B, amb la diferéncia que en
aquest cas no ha estat possible conservar l'estructura triangular de
I'aproximacié de Xop. Per tal de solventar aquesta dificultat hem
construit un nimero borrés Xj amb funcié de pertinenga continua a
partir també d'un index d'aproximacié prefixat.

7. Hem constatat que, amb el métode proposat, resulta en ambdés
casos, que si les equacions A+X=B i AX=B tenen solucié, aquesta
coincideix amb l'aproximacié Xp.
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8. Com a proposta de recerca futura, creiem de gran interés
analitzar vies de generalitzaci6 del metode desenvolupat a
qualsevol equacié del tipus f(AX)=B. Esperem tenir prou elements
de judici en un futur proper per tal de decidir si aquest nou metode
pot ser aplicat en equacions borroses del tipus esmentat.

9. Les equacions diferencials borroses que ens han ocupat el
cinqué capitol tenen la particularitat que per a cada valor de la
variable independent, el valor particular de la funcid solucié de
I’equaci6é diferencial és un ndmero borrés triangular. Aquest fet ens
ha portat a fer un estudi exhaustiu de les derivades de funcions
borroses triangulars. Ens hem concentrat en un tipus particular
d'equacions, les lineals amb coeficients constants, que rsulten ser
forca manejables, i potser per aquesta rad s utilitzen sovint en les
aplicacions econdmiques. L7estructura dels resultats s6n
significativament diferents dels obtinguts amb . les eines
matematiques ordinaries No obstant, pel que fa referéncia al nivell
de significacié amb grau 1, coincideixen ambdues interpretacions, el
que ens permet concloure que, també en aquest ambit, la
matematica fuzzy generalitza els conceptes i resultats que obtenim
amb els metodes matematics ordinaris, quan reduim els coeficients

de 1’equacié diferencial a un sol valor.

10. Resoldre una equacié diferencial no borrosa és ja d'entrada
un repte dificil i sovint impossible. Al fuzzyficar les equacions
diferencials per introduir les equacions - diferencials borroses,

aquesta dificultat es veu augmentada per la complexitat que hi
introdueix la incertesa.

Resoldre una equaci6 diferencial borrosa és, entre d~altres coses,
resoldre una equacidé borrosa, i hem vist amb 1'estudi de les
equacions borroses que hi ha moltes limitacions per dur a terme la
seva resolucié. Tot 1 aixi aquest tema ens ha motivat perQué creiem
que pot tenir molt d’interés en les aplicacions econdmiques que,
encara que sigui en models d’un caire eminentment teoric, també



356 V. APENDIX

poden donar noves i productives idees.en el terreny purament
practic.

11. llevat La triangularitat de la derivada no es conserva llevat
en els casos en qué la derivada que correspon al maxim de
presuncié es mantingui sempre entre les derivades de les dues
funcions extremes.

12. A l’exigir que la solucié d'una equacié diferencial borrosa
lineal a coeficients constants sigui un ndmero borrds triangular, ens .
troben davant dues possibilitats.de solucié. Una d’elles és valida en
un interval infinit (semirecta) i l'altra en un interval finit.

D’entre aquestes dues possibilitats de solucid, a partir del domini
intersecci6 d’amdés  dominis demostrem que sempre una de les
solucions resulta inclosa en l'altra.

13. Hem analitzat el comportament, sota condicions d’incertesa,
‘del model corresponent al analisi entre 1’oferta i la demanda en un
mercat perfecte d'una sola mercaderia, considerant les funcions d'
oferta i demanda linials., perd0 amb coeficients incerts

Hem fet I'estudi des de tres punts de vista diferents: model
estatic, model dinamic amb temps continu i model dinamic amb
temps discret.

En general, es constata que si considerem que les quantitats
inicials ofertades i demandades sén ndmeros borrosos, resulta un
estudi més realista de la situaci6 que el realitzat amb magnituds
precises.

14. En el model estatic presentat, a partir dels nombres borrosos
aib, arribem a les expressions corresponents del preu P i la

quantitat Q en I'equilibri, determinades tan a partir de les seves
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respectives funcions de pertinenga.uﬁ'i HQ, com també mitjan¢ant
els seus corresponents O -talls.

El producte cartesia i;x(i defineix un conjunt borrds de R2.
podent-se considerar el producte cartesia PyxQq dels seus x-talls,
per a cada nivell, com una successié6 de figures poligonals
encaixades mondtonament. Si apliquem el model proposat al cas
particular en que els nombres borrosos implicats soén triangulars,
obtenim un resultat molt operatiu per a la zona d’equlibri borrosa
entre 1’oferta i la demanda.

15. En el cas del model dinamic en temps continu, la
determinacié de la trajectdoria del preu quan hi ha un excés de
demanda depén del preu inicial i es pot determinar completament a
partir dels o-talls.

Totes les trajectdries tendeixen al preu d’equilibri intertemporal,
que s’e}pressa a través d’un nimero borrés Pe. Aquest nimero
borrés Pe 17obtenim com a limit dels preus incerts que sén solucié
de l'equacié diferencial borrosa que conté tots els possibles valors
del preu amb els seus respectius graus de pertinenga.

En general, no es manté el comportament monoton de les
diferents trajectories temporals de la variable No obstant, imposant
certes condicions al. preu inicial podem assegurar el creixement o
decreixement de les trajectories cap al preu d'equilibri.

16. En el cas del comportament del model dinamic sota incertesa
en temps discret (anomenat comunment model de la teranyina),
hem determinat les condicions per a la convergéncia de la
trajectoria del preu. Aquesta interpretacié ens proporciona un valor
per al preu d’equilibri donant una visié més realista, i alhora
permet establir un coeficient de convergéncia del preu que ens
déna un nidmero borrés que expres’sa els possibles valors
d’equilibri, cadascin amb el seu corresponent grau de possibilitat.
Aquest grau de possibilitat és més gran quan menys interseccid
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tenen els suports dels pendents de la demanda i de la oferta, i com
més petita sigui la distancia del pendent de l'oferta a l'origen
respecta a la distancia del pendent de la demanda a l'origen. En
realitat, quan més interseccié hi ha, més s'apropa la possibilitat de
convergencia al nivell 0,5.

17. Pel que fa al model estatic de Cournot-Nash de determinacié
de la produccié de cadascuna de les dues empreses implicades en el
problema, si considerem els costos marginals de cada empresa
‘expresats per nimeros borrosos triangulars, es determinen les dues
funcions de pertinenga de les funcions de reaccié de cadascuna
d’elles.

En aquest context la regié que conté els punts d’equilibri és la
interseccié de dos conjunts borrosos en forma de piramide de base
un paral.lelogram. Per a cada punt d'aquest paral.lelogram ens
queda determinat el grau de possibilitat de que 1'equilibri
s’assoleixi en aquest punt, grau que s’expressa a partir del valors de
la corresponent funcié de pertinenga.

A través d’un procés de desfuzzyficacio, consistent en calcular el
centre de gravetat d’'una determinada regié borrosa, obtenim el
punt que considerem significatiu i que ens déna el valor de
produccié que permet igualar el valor del benefici de les dues
empreses, la qual cosa permet donar finalment un resultat nitid de
determinacié del valor d’equilibri alternatin a la solucié tradicional.

18. Finalment, 1’aplicacié de la logica borrosa al model d’Evans
d’'un monopoli condueix a un conjunt de trajectories Optimes del
preu, cadscuna d’elles amb el seu corresponent grau de possibilitat.

Fent us de la mitjana ponderada, ja que en aquest cas hem
considerat que les condicions de frontera sén incertes i s’expressen
a través de ndmeros borrosos discrets, hem obtingut una
trajectdria Optima que ens proporciona una nova alternativa de
solucié del problema.
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