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Résumé :  
 

Ce travail de recherche a pour but d’étudier l’analyse de flexion thermomécanique des plaques 

fonctionnellement graduées épaisses en proposant une nouvelle théorie quasi-3D de déformation de 

cisaillement. Le modèle mathématique utilisé propose seulement 5 variables comme dans le cas de la 

théorie de la déformation au cisaillement du premier ordre (FSDT). Contrairement aux théories 

d’ordres élevés (HSDT) cette théorie présente un nouveau champ de déplacement qui comprend des 

variables intégrales indéterminées. Les propriétés mécaniques de la plaque fonctionnellement graduée 

sont supposées changer dans le sens de l’épaisseur selon une loi de puissance (P-FGM). Les 

équations gouvernantes pour l’étude de flexion thermomécanique sont obtenues par le principe du 

travail virtuel et résolues par une méthode de type Navier. Des résultats intéressants sont déterminés 

et comparés aux résultats trouvés par les théories HSDT et 2D. Les influences de l’épaisseur de la 

plaque et de l’index de loi de puissance sur la flèche et les contraintes des plaques FGM épaisses 

seront représentées. 
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Abstract:  
 

The aim of this research is to study the thermomechanical bending analysis of functionally graded 

thick plates by proposing a new quasi-3D theory of shear deformation. The mathematical model used 

proposes only 5 variables as in the case of the theory of deformation at first order shear (FSDT). 

Unlike high order theories (HSDT) this theory presents a new field of displacement that includes 

indeterminate integral variables. The mechanical properties of the functionally graduated plate are 

assumed to change in the thickness direction according to a power law (P-FGM). The governing 

equations for the thermomechanical bending study are obtained by the principle of virtual work and 

solved by a Navier method. Interesting results are determined and compared with the results found by 

the HSDT and 2D theories. The influence of the thickness of the plate and of the index of power law on 

the arrow and the stresses of the thick FGM plates will be represented. 

 

Mots clefs : Matériaux fonctionnellement gradués, Etude de la flexion 

thermomécanique, Les plaques épaisses, Théorie quasi 3-D, L’effet 

d’étirement 

 

1 Introduction  
 

Les plaques fonctionnellement graduées (FGM) sont largement utilisées dans diverses branches de 

l'ingénierie telles que la mécanique, l'aérospatiale, la chimie, l'électricité, etc. Les avantages des 

structures FGM présentent une résistance thermique élevée et un changement graduel des 

caractéristiques du matériau le long de la direction choisie. Pour la conception de plaques FGM pour 

l'application dans un environnement à haute température, les contraintes thermomécaniques et les 

déflexions sont des paramètres importants à considérer. Le présent travail porte sur l'élaboration d'un 

nouveau modèle qui se base sur une théorie de déformation des plaques de type quasi-3D pour étudier 

le comportement thermomécanique des plaques sandwichs en FGM. Les travaux publiés relatifs au 

domaine de la flexion thermique et mécanique des plaques FGM sont indiqués et discutés dans les 

paragraphes suivants. 

Reddy et Chen [1] ont présenté un modèle 3D pour une plaque FG soumise à des charges mécaniques 

et thermiques, toutes deux appliquées au sommet de la plaque FG. Cetkovic et Vuksanovic [2] ont 

utilisé un modèle en couches généralisé pour étudier les plaques sandwich sous des charges 

mécaniques. Ce modèle considère la variation transversale des composantes de déplacement dans le 

plan en termes d'éléments finis Lagrangiens linéaires 1D. Bellifa et al. [3] ont étudié le comportement 

à la flexion et à la vibration libre des plaques FG en utilisant une théorie simple de la déformation par 

cisaillement et le concept de la position de surface neutre. 

D'autre part, de nombreuses théories de déformations de cisaillement à ordre élevé « HSDT » ont été 

proposées au cours des dernières années pour l'étude des éléments structurels. Ces modèles peuvent 

être divisés en deux groupes selon un simple critère : des théories HSDT avec influence d'étirement 

d'épaisseur et des théories HSDT sans influence d'étirement d'épaisseur. Lorsqu'un modèle introduit 

l'effet d'étirement de l'épaisseur, le déplacement transversal est supposé dépendant des coordonnées 

d'épaisseur obéissant à la recommandation de Koiter [4], c'est-à-dire. On peut trouver dans la 

littérature de nombreux modèles qui introduisent une influence d'étirement de l'épaisseur pour 

examiner la réponse de flexion, de vibration et de flambement des structures monocouches et 
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sandwich en FGM soumises à une charge thermique et / ou mécanique (Carrera et al. [5]; Grover et 

al. [6], Belabed et al. [7], Hamidi et al. [8], Larbi Chaht et al. [9] et Golmakani [10]). 

Ce travail article propose une formulation analytique du problème thermomécanique statique des 

plaques sandwiches fonctionnellement graduées en employant un nouveau type de théorie de 

déformation en cisaillement des plaques de type quasi-3D. L'addition du terme intégral dans le champ 

de déplacement conduit à une réduction du nombre de variables et des équations gouvernantes. Les 

faces de la plaque sandwich sont considérées comme ayant une variation de matériau isotrope à deux 

constituants (métal-céramique) dans l'épaisseur, et le module d'Young, le coefficient de Poisson et le 

coefficient de dilatation thermique des faces sont censés changer selon une variation de la loi de 

puissance en fonction de la fraction volumique des constituants. La couche centrale reste homogène et 

fabriquée par un matériau céramique isotrope. Les équations gouvernantes pour l'étude de flexion 

thermomécanique sont déterminées par le principe du travail virtuel. Des solutions analytiques de type 

Navier sont utilisées pour les plaques sandwiches en FGM sous charge thermomécanique pour des 

conditions aux limites simplement supportées. Les résultats numériques pour les déplacements 

transversaux et les contraintes sont examinés. On étudie les influences du champ de température sur 

les contraintes dimensionnelles inégales et transversales de cisaillement de la plaque sandwich FGM. 

La performance du modèle proposé est vérifiée en comparant les résultats avec d'autres théories 

d’ordre élevé disponibles dans la littérature. 

 

2 Formulations théoriques 

2.1 Propriétés matérielles 
 

Le modèle mathématique a été construit pour résoudre une plaque sandwich composée de trois 

couches (métal-céramique, céramique, céramique-métal). La plaque considérée a une longueur a , une 

largeur b  et l'épaisseur totale h (Fig 1). Le système de coordonnées cartésiennes rectangulaires x, y, 

z, a la surface 0z , coïncidant avec la surface médiane de la plaque. Les couches de face de la 

plaque sandwich sont constituées par un matériau isotrope avec des caractéristiques de matériau 

variant doucement dans la direction de l'épaisseur seulement. La couche centrale est constituée d'un 

matériau homogène isotrope. Les positions verticales de la surface inférieure, les deux interfaces entre 

les couches d'âme et de faces, et la surface supérieure sont définies, respectivement, par 2/0 hh  , 

1h , 2h  et 2/3 hh  . L'épaisseur totale de la plaque sandwich en FGM est h , où FGMc tth   et 

12 hhtc  .  ct  et FGMt  sont l'épaisseur de couche du noyau et de toutes les couches FGM 

respectivement. 

  )()(  )( n

mcm

n VPPPzP   

Où 
)(nP est les caractéristiques effectives du matériau FGM de la couche n . Et définissent mP  et cP  

respectivement la propriété des faces inférieure et supérieure de la couche 1 ( 10 hzh  ) et vice 

versa pour la couche 3 ( 32 hzh  ) en fonction de la fraction volumique 
)(nV ( 3 ,2 ,1n ). On 

notera que mP et cP  sont, respectivement, les caractéristiques correspondantes du métal et de la 

céramique de la plaque sandwich FGM. La fraction volumique des FGM est supposée obéir à une 

fonction puissance-loi le long de la direction de l'épaisseur. 

 

(1) 



23
ème

 Congrès Français de Mécanique                              Lille, 28 Août au 1
er

 Septembre 2017 
 

 

k

hh

hz
V 
















01

0)1( ,  10 hzh   

1)2( V ,  21 hzh   

k

hh

hz
V 
















32

3)3( ,  32 hzh   

Où k est l'indice de gradient, qui prend des valeurs supérieures ou égales à zéro. La couche centrale 

est indépendante de la valeur de k  laquelle est une couche entièrement céramique. 

2.2 Relations cinématiques et relations constitutives 
Dans cet article, un nouveau champ de déplacement avec 5 inconnues est proposé : 
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Où 0u ; 0v ; 0w  et z  sont les déplacements inconnus du plan médian de la plaque, et )(zf  représente 

une fonction de forme définissant la variation des contraintes transversales de cisaillement et des 

contraintes à travers l'épaisseur.  
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Les relations de contraintes linéaires obtenues à partir du modèle de déplacement des équations (3a-c), 

valables pour les plaques minces, moyennement épaisses et épaisses considérées sont les suivantes : 
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Pour les plaques sandwiches fonctionnellement graduées, les relations contrainte-déformation pour 

l'état de contrainte plane incluant les influences thermiques peuvent être écrites comme suit : 

(2a) 

(2b) 

(2c) 

(3a) 

(3b) 

(3c) 

(4) 

(5) 

(6a) 

(6b) 
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Les expressions ijC  sont les expressions en termes de constantes d'ingénierie sont par : 
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Le champ de température généralisé qui varie sur l'épaisseur de la plaque peut être écrit comme suit : 

),(
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Où 1T , 2T  et 3T  sont des charges thermiques.  

2.3 Principe des travaux virtuels 
Le principe des travaux virtuels est utilisé pour l’étude de la flexion thermomécaniques des plaques 

sandwiches en FGM et il s’écrit comme suit :  

0   VU    

Où U   est l'énergie de déformation virtuelle, V  est le travail virtuel externe sous l’effet n de la 

charge externe appliquée à la plaque. La substitution des expressions énergétiques appropriées peut 

être déterminée 

  0             
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2.4 Procédure de résolution 
Considérant une plaque rectangulaire simplement appuyée avec la longueur a

 
et la largeur b sous la 

charge transversale q . Pour résoudre ce problème, Navier a présenté les charges transversales 

mécaniques et de température q , 1T , 2T et 3T  sous la forme d'une série trigonométrique comme : 
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Où 0q , 1t , 2t et 3t  sont constant,   et   sont donnés par : 

(7) 

(8a) 

(8b) 

(8c) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 
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am /   et bn /   

En utilisant la procédure de Navier, la solution des variables de déplacement satisfaisant aux 

conditions aux limites ci-dessus peut être écrite dans la série de Fourier suivante : 
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Et les composantes du vecteur force généralisé    t
PPPPPP 54321 ,,,, sont données par : 
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2.5 Résultats numériques et discussion 
Les résultats sont présentés dans les formes normalisées suivantes pour la flèche maximale 

adimensionnelle et les contraintes : 

 La flèche maximale adimensionnelle 
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 La contrainte axiale 
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L’analyse thermomécanique de la flexion est conduite pour des combinaisons de métal et de 

céramique. Le métal utilisé est un alliage de titane (Ti-6Al-4V) et une céramique de type oxyde de 

zirconium (ZrO2). Pour simplifier les calculs, on supposera que le coefficient de poisson est constant 

en tout point de l’épaisseur de la plaque.  

Tableau 1 : Les propriétés matérielles utilisées pour la plaque sandwich en FGM. 

Material 
Properties 

E (GPa)  (10-6/K)   

Métal : Ti–6A1–4V 66.2 10.3 1/3 

Céramique : ZrO2 117.0 7.11 1/3 

Le tableau 2 compare les flèches maximales adimensionnelles w   des différents types des plaques 

sandwiches fonctionnellement graduées carrées pour des valeurs d’indice matériel k  = 0, 1et 5. Les 

résultats trouvés sont comparés avec des solutions basées sur une théorie de cisaillement d’ordre élevé 

de déformation sinusoïdale (SSDT) et la théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre 

(FSDT). On peut conclure que l'introduction de l'effet d'étirement de l'épaisseur de la plaque sert à 

rendre la plaque plus rigide et donc à réduire la flèche. Cependant, l'introduction de l'influence de la 

déformation par cisaillement rend la plaque plus flexible et conduit par conséquent à augmenter la 

flèche. 

Tableau 2 : Comparaison de la flèche maximale adimensionnelle w  pour des différentes plaques 

sandwiches en FGM ( 01 t , 100320  ttq  et 10/ ha ). 

k  Théorie 
w  

0/FGM ht  2.0/FGM ht  4.0/FGM ht  6.0/FGM ht  8.0/FGM ht  1/FGM ht  

0 

Présente ( 0z ) 0,750266 0,750266 0,750266 0,750266 0,750266 0,750266 

SSDT ( 0z ) 0,796783 0,796783 0,796783 0,796783 0,796783 0,796783 

FSDT ( 0z ) 0,895735 0,895735 0,895735 0,895735 0,895735 0,895735 

1 

Présente ( 0z ) 0,750266 0,835477 0,909406 0,965390 1,001361 1,022245 

SSDT ( 0z ) 0,796783 0,873745 0,941636 0,996334 1,036213 1,062840 

FSDT ( 0z ) 0,895735 0,979641 1,054630 1,115684 1,160568 1,190728 

5 

Présente ( 0z ) 0,750266 0,878280 0,992466 1,068336 1,096132 1,096047 

SSDT ( 0z ) 0,796783 0,912488 1,016938 1,094427 1,137993 1,154412 

FSDT ( 0z ) 0,895735 1,020919 1,137289 1,225706 1,276497 1,296101 

La figure 1 montre l'influence du rapport d'aspect géométrique de la plaque ba / sur la flèche 

maximale adimensionnelle pour une plaque sandwich fonctionnellement graduée avec un indice 

matériel 3k  et un rapport 2.0/FGM ht  . Les influences des charges mécaniques et thermiques sont 

considérées dans cet exemple. A partir de la figure 1, on peut remarquer que l'influence du rapport 

d'aspect géométrique est plus importante sur la flèche maximale adimensionnelle w  de la plaque 

sandwich en FGM lorsque 100320  ttq . 
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Figure 1 : Influence des charges mécaniques et thermiques sur la flèche maximale adimensionnelle w  

par rapport au rapport d'aspect géométrique ba /  de la plaque sandwiche en FGM. 
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Figure 2 : L’effet du rapport d'aspect géométrique  sur la flèche maximale adimensionnelle w  de la 

plaque sandwiche en FGM ( 2.0/FGM ht ) sous un chargement thermique ( 01 t , 10032  tt ). 

La figure V.2 illustre la variation de sur la flèche maximale adimensionnelle w   en fonction du 

rapport d'aspect géométrique d’une plaque métallique, une plaque entièrement en céramique et d’une 

plaque sandwiche fonctionnellement graduée (avec un indice matériel 5.1k et un rapport 

2.0/FGM ht ) sous l’effet de charges thermiques ( 10032  tt ). On constate que la flèche 

maximale est plus importante pour la plaque métallique et petite pour la plaque céramique. 

w  

w  
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 Figure 3: Influence des charges thermiques sur la contrainte axiale adimensionnelle x   à travers 

l’épaisseur de la plaque sandwiche carrée en FGM. 

Dans la figure 3 on a représenté graphiquement la distribution transversale de la contrainte axiale 

adimensionnelle x  pour une plaque sandwiche carrée fonctionnellement graduée (avec un indice 

matériel 3k et un rapport 2.0/FGM ht ). Ces figures montrent la grande influence exercée par les 

différente de charges thermiques sur les contraintes axiales x , on remarque une augmentation 

importante des contraintes axiales sous présence des charges thermiques. 

 

3 Conclusion 
 

Ce travail présente une analyse de flexion thermomécanique pour plaques sandwiches FG en utilisant 

un HSDT original quasi-3D avec 5 inconnues. La théorie considère les effets d'étirement et de 

déformation du cisaillement sans nécessiter de facteur de correction de cisaillement Des comparaisons 

ont été réalisées pour décrire l'efficacité de la présente théorie. En effet, nous proposons fortement 

d'appliquer la présente théorie car elle contient une cinématique spéciale avec un plus petit nombre de 

variables que la FSDT classique et d'autres HSDT. On a présenté des résultats numériques pour 

différents indices de fraction volumique, des rapports d'épaisseur, une élévation de la température. On 

conclut que la gradation des propriétés du matériau et du champ de température a une influence 

considérable sur la réponse de flexion thermomécanique des plaques sandwich FGM. 
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