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Proleg i agraiments

Aquesta tesi és conseqiiéncia de feina realitzada pels professors Miquel Angel Fiol, José
Luis Andrés Yebra i el doctorant durant el trienni 94/96. El seu punt de partida va ser
un resultat de Delorme i Solé sobre fitacié del diametre d’un graf via els seus autovalors,
que va motivar 'autor a passar d’un tractament continu a un de discret, en harmonia
amb la naturaleza del problema. Els primers resultats van ser exposats al febrer del 94
en el Seminari de Combinatoria i Teoria de Grafs, que es realitza amb regularitat en el
Departament de Matematica Aplicada i Telematica. Els Drs. Fiol i Yebra van interessar-se
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descrits per inequacions, i caracteritzacions estructurals, quan les inequacions passen a ser
igualtats. En un treball conjunt no té sentit que ’autor pretengui delimitar els seus possibles
mérits. Només puc respondre amb la meva dedicacié al tema i descansar en el criteri dels
Drs. Fiol i Yebra, directors d’aquesta tesi, respecte que el treball realitzat pel doctorant
compleix els requisits per ser presentat a la consideracié del tribunal.

Es costum extesa que un autor dediqui unes linies de cortesia a les persones i institucions
que han donat suport al seu treball. En el meu cas, potser per la llarga vida personal
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Donat que s6c de natural pessimista i em moc, més bé m’estic quiet, voltat de dubtes, dec
molt a les persones que aportant-me positivitat m’han empés a P’'accié. Per aixd em sento
tan agrait a Miguel Carlos Mufioz, que del seu anim va fer el meu per retornar i seguir
a la UPC. La capacitat i qualitat professional dels meus Directors de Tesi sén paleses, de
manera que la meva lloanga a aquest respecte, a més de no correspondre’m, seria superflua.
Es un honor per a mi haver treballat i publicat amb ells. El seu tracte cordial, I'afecte i la
generositat demostrada em fan deutor seu. No ho oblidaré.
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Capitol 0

Introduccié i resum de continguts

El llenguatge de grafs és una forma de modelar un conjunt, els elements del qual presenten entre si alguna
mena de relacié. Aquesta ambigiiitat fa que una amplia quantitat de situacions puguin ser descrites i
tractades, amb més o menys éxit, usant recursos que genera la teoria de grafs. Com és natural aquests
recursos augmenten quan la generalitat que s’admet en la relacié és menor. En primer lloc el conjunt
pot ser finit o no. La relacié entre elements pot o no ser dirigida, és a dir, establerta entre parelles o
parelles ordenades d’elements. La relaci6é pot ser en termes digitals ‘si 0 no’, o analdgica quantificable
per un nombre. Cadascuna d’aquestes opcions condueix a camps en els que es desenvolupen métodes
especifics, que conviuen amb d’altres com combinatoris, algebraics, analitics,... Aquest aspecte de punt
de concorréncia, en forma similar a com ho és la teoria de nombres, fa que problemes portats a llenguatge
de grafs siguin tractables amb métodes fora del seu primer entorn.

El fet que un graf sigui finit i no dirigit, de manera natural ens encamina a descriure’l mitjarcant
una matriu simeétrica, indexada pels elements del conjunt, que contingui la informacié corresponent a
cada parell d’elements. Els invariants de la matriu, en particular I'espectre, queden associats al graf
independentment de l'ordenacié dels elements del conjunt. Excepte esment en contra, suposarem que la
relacié entre parelles d’elements és qualitativa, podent-se descriure amb s{ o no per a cada parella. Els
elements del conjunt s’anomenen vérters del graf i arestes del graf les parelles de vértexs que si estan
en relacié. Un autollag és una aresta on els dos vértexs sén iguals. Usarem la notacié ' = (V, E) per
indicar un graf, on V sera el conjunt de vertexs i E el d’arestes. Dos vertexs es diuen adjacents quan
determinen una aresta i el grau d’un vértex és el nombre de vértexs que I’'hi sén adjacents. Un graf es
diu regular de grau k quan tots els seus vertexs tenen grau k. Un graf es diu bipartit quan V és unid
disjunta de subconjunts Vi i V3, parts estables, tals que qualssevol dos vértexs en la mateixa part estable
no sén adjacents. Una bijeccié entre els conjunts de vértexs de dos grafs, resp. d’un mateix graf, tal
que respecti les adjacéncies se 'anomena un isomorfisme entre els grafs, resp. /it automorfisme del graf.
Donats dos vertexs u,v, un cami entre ells serd una colleccié d’arestes que els enllacin i la longitud del
cami serd el nombre d’arestes usades. Si tota parella de vértexs és enllagable el graf s’anomena connezi el
sentit de component conneza del graf és el natural. La distancia, O(u, v), entre dos vértexs d’una mateixa
component connexa, és la minima longitud dels camins entre ells. Donat un vértex u, en un graf connex.
la seva ezcentricitat, £(u), és la maxima de les distancies de u als demés vértexs del graf. S’anomena
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diagmetre d’un graf connex, D(I'), a la maxima de les excentricitats dels seus vértexs. Agruparem les
qliestions referents a distancia, excentricitat i didmetre, sota I'expressié propietats métriques del graf.
Per a cada ordenacié dels vértexs del graf es té una identificacié natural de ’espai de funcions reals sobre
V amb RV, donada per f — (f(u1),..., f(uv))). En particular cada veértex, a través de la seva funcié
caracteristica, s’associa, amb un vector, u — e,,, de la base candnica de RrRIVI.

La representacié d’un graf per una matriu simeétrica té amplis marges de llibertat, en tant permeti
recuperar les relacions entre vértexs. La utilitat d’una representacié prové de que propietats del graf
puguin ser descrites a través de recursos algebraics sobre la matriu associada. La nostra atencié es
centrara sobre I'espectre de la matriu, conjunt d’autovalors i multiplicitats respectives, que resumirem en
la forma

Spec(F) = {’\6n07 )‘Tl 1T )‘Zind} ’ (01)

on m; indica la multiplicitat de A;. L’indexat es realitza de forma que la successié d’autovalors sigui de-
creixent. Dues formes tipiques de representacié sén les segiients. La matriu d’adjacéncia A = (ayy)u,vev,
definida per a,, = 1 quan u,v sén adjacents i 0 en altre cas. La matriu laplaciana, definida L = D — A,
on D és la matriu diagonal d’elements el grau de cada vértex. La matriu d’adjacéncia té al seu favor,
respecte qualsevol altra representacid, el fet que AF calcula el nombre de camins de longitud k entre cada
parella de vertexs. La matriu laplaciana té sempre 'autovalor 0 i un autovector associat és j = (1,...,1).
En general, s6n diferents les inferéncies que, a partir de I'espectre d’adjacéncia o de l'espectre laplacia,
poden fer-se respecte del graf. La posicié a 'apropar-se a 'estudi de teoria espectral de grafs, ha de con-
templar que, per un i altre espectre, l'aplicacié entre grafs i conjunt de simbols de la forma (0.1) donada
per I' — Spec(') no és exhaustiva ni injectiva. No es coneix una descripcié del conjunt imatge, perd
si ventalls de condicions necessaries, condicions de realitzacid, per pertanyer-hi. L’existéncia de grafs no
isomorfs coespectrals va ser establerta, mitjancant exemple, a principis dels anys 50, trencant la conjec-
tura de que l’espectre del graf el determinava completament. Posteriorment s’han establert resultats que
limiten el sentit excepcional de la coespectralitat. Per exemple, un resultat de Hoffman, veure Schwenk i
Wilson[48], estableix 'existéncia, per a qualsevol k natural, de k grafs coespectrals dins la classe de grafs
regulars i connexos. Grafs coespectrals estableixen per negacié propietats no deduibles de l’espectre. El
teorema de Perron-Frobenius, veure per exemple Godsil [31], permet d’establir que el caracter bipartit
d’un graf es descriu, en termes de 'espectre de A, pel fet que Ag = —X¢. En canvi l’espectre de L no
decideix respecte del caracter bipartit d’'un graf. En contrapartida l'espectre laplacia informa, a través
de la multiplicitat de I’autovalor 0, del nombre de components connexes del graf, informacié que no pot
deduir-se, en general, de l'espectre de la matriu d’adjacéencia. Dos exemples que illustren aquests fets,

sén
\/ / \
/\ . o 1 v/——'o o
Espectre d’adjacéncia comi: {2!,03, —21}. Espectre laplacia comi.

on la parella de grafs de ’esquerra sén, a més, els grafs coespectrals amb menor nombre de vertexs. El
segon exemple estd extret de Van Dam (13]. Altres fets, com per exemple la regularitat del graf, pot ser
decidida indistintament sobre els dos espectres. Un resum de relacions de 'espectre d’adjacéncia amb



Vestructura del graf pot veure’s en Schwenk i Wilson [48]. Una visié extensa i detallada es troba en
Cvetkovié, Doob i Sachs [10] i Cvetkovi¢, Doob, Gutman i Torgasev [11] que conté una extensié de la
teoria per a grafs infinits i aplicacions a quimica organica. Respecte de la matriu laplaciana, pot acudir-se
a Mohar [41] o també al mateix [10].

En aquest treball dins la qualificacié de graf entendrem, per omissid, graf connex sense autollacos. La
representacié matricial usada, si no s’adverteix expressament, és per la matriu d’adjacéncia, ’espectre de
la qual anomenarem espectre del graf.

L’estudi de propietats meétriques d’un graf, extretes d’invariants de la seva matriu, el dividim en dos
supostos de nivell d’informacié:

(P) Coneixement dels autovalors {A = Ao > A; > -+ > Mg}
(Q) Coneixement de I'espectre (autovalors i multiplicitats) {Ag*® > AT** > .- > AJ*¢}.
Fem una descripcié de resultats coneguts corresponents al nivell (P). Prescindint de la magnitud dels
autovalors i observant només el seu nombre, grau del polinomi anullador, val la fitacié
D) <d (0.2)
per a qualsevol graf connex. En els darrers anys s’han obtingut diverses fitacions per al diametre de

grafs regulars a partir del coneixement de |V| = n i alguns o tots els autovalors. Usant els dos primers
autovalors, Alon i Milman [1] estableixen

D(T) < L/ Ao” oz n] : - (03)

que Mohar [42] millora en la forma

D(r) < [ =3 (e ). (0.4

Usant Ap i el segon autovalor en valor absolut A, = max{A;, —Aq}, Chung (6] obté

In{n - 1)

i Sarnak [46], Chung, Faber i Manteuffel {7]:

cosh™}(n - 1)

Amb )¢, A1, Mg, Van Dam i Hammers [15] usant el métode d’‘interlacing’ (Haemers [34]), estableixen

In2(n—-1)

In Vo Xg+351\0—51
Ao=Ad—vAo—A;

D(T) < +1. (0.7)
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Usant tots els autovalors, Delorme i Solé [17] obtenen

Ae~1 t
—0—(7’:—"1—)>|Ai|’°-1|,\i+t|(1—%> (i=1,...,d) peralgint>0 = D) <k. (0.8)

En general aquests resultats, estableixen condicions suficients per a que un polinomi p € F C Ri[z]
“compleixi (p(A))uv # 0, per a tots u,v € V, el que garanteix D(T') < k. Pot donar-se la presentacié
unificada

p(A) > (VI=Dlpleo = DI) <k on pllec = max [p(A)]- (0.9)

L’ambit F C Rg[z] en que es considera p és variable. Chung [6] considera p = z*, Delorme i Sole [17]
generalitzen prenent p = z* + tz*¥~1, que té l'avantatge de poder-se aplicar a grafs bipartits biregu-
lars (la funci6é grau és constant a cada part estable). Una altra linia passa per usar Ty, polinomi de
Chebyshev traslladat a Pinterval {Ag, A;]. Llavors Tj(A) és maxim prescindint dels valors concrets de la
resta d’autovalors en [Ag, A1]. Aquesta técnica és usada per Sarnak [46], Chung, Faber i Manteuffel [7] i
Chung, Grigor’yan i S.T. Yau [9]. Van Dam i Hammers {15} usen polinomis de Chebyshev dins el marc
proporcionat per I"interlacing’.

El punt inicial del nostre treball és extendre (0.9) a grafs no necessiriament regulars i abordar-ne
Voptimitzacié sense sortir-se de ’ambit discret natural del problema. En Fiol, Garriga i Yebra [25)
s'introdueixen i estudien els polinomis alternants Pj. que, per a cada grau, maximitzen ﬂ’ﬁ\—);. Donada
una malla real M = {z4 < --- < 71 < zo}, es prova l'existéncia i unicitat de P tal que Py(zo) =
sup{p(zo) : p € Rifz], |p(zi)] < 1,1l =1,...,d}. El Capitol 3 esta dedicat a la presentacié i estudi
d’aquests polinomis, que sén solucié de la versié discreta del problema continu del minimax, que resolen
els polinomis de Chebyshev.

Prescindint de la regularitat del graf es treballa amb el vector propi ¥ de minima component la unitat
associat a A (teorema de Perron-Frobenius). L'esperit és ‘regularitzar’ el graf mitjancant la funcié de
pesos sobre els vertexs definida per u — v, Unica funcié de pesos amb la propietat

1
— Z v,=A peratotueV, (0.10)
Yu vel(u)

on I'(u) indica el conjunt de vértexs adjacents a u. La funcié de pesos s'exten a tot subconjunt de V' i
permet injectar P(V) en RV per CCVi— pC =3 ccVuly.

L’ellaboracié de resultats meétrics s'inicia des del punt de vista local. En el Capitol 1 s’introdueix la
nocié d’espectre local d’un conjunt (malla d’autovalors locals i multiplicitats locals) i en la Seccié 2.1
es generalitza la fitacié (0.2) a les corresponents a distancia entre conjunts, excentricitat d’un conjunt i
diametre del graf, vinculant-les amb els cardinals de les malles d’autovalors locals. Establert el resultat
parallel a (0.9), en el Capitol 4 es presenta la seva optimitzacié per I'is dels polinomis alternants Py
associats a la malla d’autovalors locals. Per exemple, el resultat sobre el diametre es ara

PN >|lv|*~-1 = D{)<k. (0.11)

Es natural esperar que les fitacions puguin millorar-se quan, a més dels autovalors, es disposi d'informacié
complementaria adequada sobre I’estructura del graf. Aquest és el cas quan el graf és bipartit. Com feien
Delorme i Sole [17], també nosaltres millorem (0.11) per a grafs bipartits. Les desigualtats metriques



llegides al contrarreciproc, proporcionen fitacions en la linia: si la funcié meétrica (distancia, excentricitat,
diametre) és més gran que k, llavors el pes del(s) conjunt(s) implicat(s) és major que una expressié en
termes de Pi()\). Aquesta visié es treballa en les Seccions 4.3, 4.4, 4.5 i 4.6. Les implicacions metriques
obtingudes subministren informacié respecte qiiestions diverses. Aixi, entre d’altres, es presenten resul-
tats, en termes dels polinomis alternants, sobre:

e fitacié del k-nombre d’independeéncia, concepte introduit per Delorme i Tillich [18], que generalitza
la nocid usual de nombre d’independeéncia d'un graf,

e en el context del diAmetre condicional d’un graf, nocié introduida per Balbuena, Carmona, Fabrega
i Fiol [2], s’estudia el (r, s)-didmetre, maxima distancia entre parelles de conjunts de cardinals = i
S’

e la vértex connectivitat d’un graf, incloent una condicié suficient per a la no existéncia de vértexs
de tall en termes de A;, Az i vl

Aquesta part del treball es correspon amb Fiol, Garriga i Yebra [29], i Fiol i Garriga [22]. El resul-
tat sobre k-nombre d'independéncia de la Seccié 4.4, que millora l'inclés en [22], ha estat tltimament
superat, quantitativa i qualitativament, per Fiol [21]. Aquesta part, corresponent a resultats métrics,
ha estat parallelament desenvolupada en Rodriguez [45] (tesi), treballant amb els polinomis alternants
construits sobre I'espectre de la matriu laplaciana. Sobre exemples mostra que, com era esperable, no hi
ha superioritat general en 'ds d’un o altre espectre.

Una conseqiiéncia de l'optimitzacié aconseguida amb els polinomis alternants, és 'obtencié de propie-
tats estructurals pel graf quan les condicions suficients per resultats metrics, formulades en termes de
desigualtats estrictes, passen a ser igualtats. El Capitol 5 estd dedicat a l'estudi d’aquesta situacié
‘frontera’. Inspirats en (0.11) el caracter Py-frontera d’un graf s'introdueix per la validesa de

P = v? -1 (Graf Py-frontera). (0.12)

Des d’el punt de vista local, el polinomi alternant PC de grau k associat als autovalors locals del conjunt
C, satisfa la desigualtat PE(\) < ®(C)P(EF), on EY és el conjunt de vértexs amb distancia a C major

que k, i ® és la funcié ®(X) = ! "(X})“Q", actuant sobre P(V) \ {#}. Es natural, parallelament amb

(0.12), definir un conjunt C com Pk-frontera quan
PE(A) = ®(C)B(EF) (Congjunt Py-frontera). (0.13)

Els grafs Pi~frontera han estat introduits i estudiats per Fiol, Garriga i Yebra en 28] i (30]. Els conjunts
P-frontera s'introdueixen formalment en Fiol i Garriga {24], perd el concepte, en el cas en que el conjunt
es redueix a un vertex, ja és present en Fiol, Garriga i Yebra {26]. El resultat que guia molt del treball
posterior, és Pequivaléncia de la igualtat numeérica (0.13) amb el fet que el k-entorn de C (conjunt de
vértexs amb distancia a C fins a k) s’expressi a través de Pr(A)(pC). Aquest és, juntament amb un
resultat semblant corresponent al problema (Q), el nucli de la feina que aqui es presenta. El cas més
interessant, respecte de conjunts Py-frontera, és produeix quan k = d¢ — 1, essent {ug > p1 > -+ > pdac}
el conjunt d’autovalors locals de C. Llavors, es passa de C a I'antipodal C, conjunt de vértexs a distancia
de de C, usant només la malla d’autovalors locals.

Essent {Ag > Ay > -+ > Aq} els autovalors d'un graf, considerarem els grafs Py_;-frontera, anomenants
simplement P-frontera. El seu didmetre queda només sotmés a la limitacié basica D(T') < d i el graf es
diu extremal quan D(I') = d. En aquest cas, el nombre de circuits, que passen per qualsevol vertex que
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és extrem d’un didmetre, és constant i calculable en termes dels autovalors. Aixd motiva plantejar-se la
possibilitat d’obtenir una forma explicita del (d — 1)-polinomi alternant P, en termes dels autovalors i
del nombre de circuits de cada longitud per vertexs diametrals. Aquesta qilestié es resol en la Seccié 5.6.
Es natural plantejar-se si el caracter P-frontera d’un graf imposa alguna fita inferior significativa al
didmetre. No s’ha donat resposta, perd per via d’exemples s’estableix que existeixen grafs P-frontera tals

) és qualsevol racional en (3,1]. Poden veure’s en la Secci6 5.7 dues families de grafs
en aquesta situacio.

que la relacié

Estudis métrics i estructurals d’un graf suposant coneguda la totalitat de ’espectre, que hem anomenat
problemes (Q), ocupen la resta del treball. Per un conjunt C els termes no nuls de la descomposicié
espectral, per la matriu d’adjacéncia, del vector unitari ec = Tlﬁlé'ﬂpc’ proporcionen amb els autovalors
locals p;, les multiplicitats locals, mg(p;), de C definides com les normes al quadrat de les projeccions
en els subespais propis. Aquesta informacié es reuneix en Panomenat espectre local de C,

Spec(C) = {(,\ — #O)mc(uo) > uTc(lJl) >0 “;nc(udc)} '

C

Les técniques usades descansen en la consideracié del producte escalar

de
(p.q)c = Y me(m)p(m)a(m)  Vp,q € Ragla]. (0.14)
=0

S’introdueix la familia de polinomis d’adjacéncia C-locals, Qf, definida per a cada grau k com el polinomi
que maximitza p(A) entre els polinomis de Ri[z] unitaris per la norma deduida de (0.14). La motivacid,
similar a la que condueix als polinomis alternants, és 'optimitzacié de resultats meétrics i referents als
pesos de NE, k-entorn de C, i de ES = V \ Nf, k-exterior de C. Com en el cas (P) s'estableix
I'equivaléncia entre una igualtat numerica i una de vectorial,

QE(A)=‘—’I%J‘C'L||” = Qflec) =en., (0.15)

i en cas de ser certes es diu que C és un conjunt Q-frontera. Com abans, el cas més interessant és el
Q-frontera (k = de — 1).

L’obtencid dels polinomis d'adjacéncia passa per la construccié d’una familia ortogonal especial, el
sistema ortogonal candnic, associada al producte escalar discret (0.14). L’interés, a banda de I'aplicacié
que en fem, del sistema canodnic i la conveniéncia de no interrompre 1’exposicié amb Pobtencié de resultats
técnics relacionats amb productes escalars discrets, ha fet que es dediqui un capitol a aquesta qiiestid.
Partint de les lectures fetes en Godsil [31] i Nikiforov, Suslov i Uvarov [43], 'autor presenta, en el Capitol
6, una nova introduccié a la teoria de polinomis ortogonals de variable discreta, orientada a les nostres
finalitats i sobre la que després es fan les referéncies necessaries.

En un graf I' = (V, E) i per a un conjunt C d’excentricitat espectralment maxima, e¢ = d {conjunt
extremal), considerarem la descomposicié de V en ‘capes’ C = Cy,Ch,...,Cq = C, segons la. distancia a
C. El caracter Q-frontera equival a I'existéncia d’un polinomi pg que transforma pC en pC. Es natural
preguntar-se si també les demés capes poden obtenir-se en forma similar a partir de C. La resposta és
positiva, i s6n els polinomis del sistema ortogonal canénic corresponent al producte escalar (0.14) els que
efectuen la transformacid. Llavors, I'expressié polinomial de totes les capes Ck, en termes de C, queda



caracteritzada pel compliment d’una igualtat numérica, justament la que equival al caracter Q-frontera,

1

_ iz
16C1° = = 2—|IpC|I®? on m= ] lm-ml (1=0,1,...,d), (0.16)
Zz:o g i=0,1,...,d ,i#l

en termes de 1'espectre local de C i la relaci6é de pesos entre el conjunt i el seu antipodal.

El Capitol 9 s’inicia amb una generalitzacié del concepte de partici6 equitativa o regular, parallelitzant
el fet en Godsil{31]. Considerem la funcié de pesos u — v, que ‘regularitza’ el graf. El nombre de pseudo-

interseccid, associat a la parella Xp, Xi de conjunts de la particié, és — Z vy, en el suposit de
e vEXNI'(u)

ser independent de u € Xp. Llavors la particié Xj,...,X, s’anomena pseudo-equitativa. Un graf és

C-local pseudo-distancia regular quan la particié C = Cy,Ch,...,Cq = C, determinada per la distancia

a C, sigui pseudo-equitativa. En la Seccié 9.4 establim que un conjunt és @Q-frontera si i només si la
particié que per ell indueix la funcié distancia és pseudo-equitativa i llavors direm que el graf és C-local
pseudo-distancia-regular.

La distancia-regularitat d’un graf és la situacié més amable des del punt de vista de la particié per

la distancia. Considerem en un graf regular C = {u} i {u} = C4,C1,...,Cy els conjunts a distancia
0,1,...,d de u. Suposem que aquesta particié és equitativa, és a dir que el nombre ¢, de vértexs de
Cx -1, el nombre ay de vertexs de Cy i el nombre by de vértexs de Cry1, que sén adjacents a un veértex
de Cy només depen de k (k =0,1,...,d). Aquests nombres s’acostumen a disposar en forma de matriu

0 ¢4 ... ¢

0 a1 ... aq

bo bp ... 0

que s’anomena matriu d’interseccid i el graf es diu u-local distancia-regular. Finalment, el graf és
distancia-regular quan és u-local distancia-regular per a tot vértex amb la mateixa matriu d’intersecci6.
Per exemple, el graf de Petersen

T L

Figura 0.1: Un graf distancia-regular.

011 .
és distancia-regular amb matriu d’interseccié { 0 0 2 |. En la Secci6 9.2 es presenta un resum, usant
3 20

les técniques que hem treballat, de grafs distancia-regulars. La visié més amplia publicada sobre grafs
distancia-regulars, amb referéncies exhaustives, és a Brouwer, Cohen i Neumaier [5].
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L’objectiu central del Capitol 9 és establir una caracteritzaci6 de la distancia-regularitat per a un graf
T' regular amb d + 1 autovalors, via V’espectre i el grau de I'y. Per a d = 1 no cal la caracteritzacid, ja
que els grafs amb dos autovalors sén els complets (tots els vértexs estan connectats) que sén distancia-
regulars. Per a d = 2 també el graf és sempre distancia-regular (és fortament regular connex, veure per
exemple Godsil [31]). Per el cas d = 3 un resultat parcial en aquest sentit es troba en Haemers [36] i
una caracteritacié, també per a d = 3, en Van Dam i Haemers [16] i Van Dam {14}, que és coincident,
per aquest valor de d, amb l'obtinguda per nosaltres. Partint de (0.16) i incloent una caracteritzacié del

caracter espectralment regular del graf, es presenta en aquest treball el segiient resultat, Fiol i Garriga
(23] i [24),

Sigui T = (V, E) un graf regular ¢ Spec(T') = {A! = A > AT > -.- > AP} el seu espectre. El graf T
€s distancia-regqular si i només si

v

'y és regular amb grau —d T
LI n?

(0.17)

on m = Hi:O,l,...,d il [A = A (l =0,1,... vd)'

Un graf distancia-regular s’anomena r-antipodal quan el graf I'y és unié de copies del graf K, (graf
de r vértexs on tota parella de vértexs és adjacent), En un treball anterior, Fiol, Garriga i Yebra
[26] estableixen una caracteritzacié dels grafs distancia-regulars 2-antipodals en llenguatge de grafs P-
frontera. En forma precissa: un graf és distancia-regular 2-antipodal si i només si és P-frontera amb
didmetre espectralment maxim i tot vértex és diametral. En el context del resultat general (0.17) és ara
un cas particular.

La darrera part d’aquest treball, Capitol 10.1, esta dedicada a la caracteritzacié de dos tipus especials
de grafs distancia-regulars. Poden emmarcar-se en I'esquema

T és distancia-regular amb certa propietat suplementaria
si i només si
Iy és regular i el seu grau, ordre i I'espectre de I' compleixen una condicié més estricta que (0.17)

En la Seccié 10.2 es déna una caracteritzacié de la distancia-regularitat r-antipodal en termes de que I'y
sigui regular de grau r — 1 i una forma explicita de les multiplicitats en termes de r i els autovalors. Més
recentment que la redaccié d’aquesta part, Fiol [21] presenta una caracteritzacié pel fet que I'y sigui unié
d’un nombre de copies de K, expressat en termes dels autovalors i el nombre de vertexs.

Un graf, no necessariament connex, es diu fortament regular amb parametres (n, A; a, c) quan té n vértexs,
és regular de grau A i per a qualssevol dos vertexs el nombre de veins comuns sigui a si sén adjacents i ¢ si
no ho sén. Per a grafs regulars connexos sén equivalents els caracters fortament regular, distancia-regular
de diametre dos i que el graf tingui tres autovalors. En una variant local d’aquest context establirem una
equivaléncia entre que C sigui un conjunt P-frontera i el ser Q-frontera més una estructuracié de tipus
fortament regular local quan posem pesos convenients a les arestes del graf. Resultat que, en I"ambit
d’aquest treball, representa la confluenga de les dues linies (P) i (Q) seguides. Passant a global V'estudi
local, presentarem una caracteritzacié dels grafs I' distancia-regulars tals que I'y és fortament regular
amb paradmetres (n, A; ¢,¢). El resultat, a més de la regularitat de I'y, demanara 'obtencié del seu grau
d’una expressié només en termes dels autovalors i 'ordre del graf. Aquest enunciat conté el cas particular
d = 3 establert per Van Dam [12] i també la nostra caracteritzacid, corresponent al cas ¢ = 0, dels grafs
distancia-regulars 2-antipodals.



Capitol 1

Espectre d’un graf i espectre local
d’un conjunt

Sigui I' = (V, E) un graf. Considerem una bijeccié entre V i la base canonica de RV que mantindrem
fixada al llarg del nostre estudi. Indicarem e, el vector assignat al vértex u. D’aquesta forma l'espai
[2(V) de funcions reals sobre V, amb el producte escalar (f, g) = >uev f(u)g(u), s'identifica amb 'espai
euclidia RV, a través de f = f = Y uey f(u)ey. Anomenem funcid de pesos sobre els vertexs de I' a
tota funcié g : V — [0,+00). En particular, podem identificar una funcié de pesos g amb el vector
de components no negatives g = (g(u1),...,9(yvy)) € RVl Essent A la matriu d’adjacéncia del graf,
la identificarem amb l'endomorfisme de RIV! que la té per matriu en la base {ex : u € V}. Notem
que A,, = (Aey,e,) i que A és un endomorfisme simétric, amb el que els seus autovalors seran reals,
diagonalitza i autovectors corresponents a valors propis diferents sén ortogonals. Indicarem els seus
autovalors M = {A = Ag > A; > -+ > Ag} i farem referéncia a aquest conjunt com la malla d’autovalors
del graf. També sera del nostre interés la malla reduide M* = M\ {A} = {A\; > --- > N} Perak =
0,1,...,d, la multiplicitat mg = m(\;) coincideix amb la dimensié de I'espai Ker( A — A I} = Ker(z— ).
Resumirem la informacié donada per autovalors i multiplicitats com |’espectre del graf, que representarem
en la forma

Spec(T) = {AT® > AT > .- > AT<}

Del fet que la diagonal principal de A és nulla (el graf no té autollagos) i del teorema de Perron-Frobenius
per a matrius simétriques no negatives, Godsil [31], resulten les primeres propietats

d d
mp=1 , ka = IVI ’ ka’\k =0 , [/\dvAO] C [—A07 A0] y
k=0 k=0

i la igualtat en la darrera inclusié equival a Ag_x = —Ax 1 mg—g = mg. També tot vector no nul de
Ker(z — A) té totes les components del mateix signe. Individuarem un vector propi per A triant-lo de
forma que la minima de les seves components sigui la unitat. Indicarem v = (v1, ..., vv|) aquest vector
i pot veure’s alternativament com la funcié de pesos V — R, definida per u — vy,

9
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El paper central que donem a la funcié de pesos v, deriva de la intencié de ‘regularitzar’ el graf. En
efecte, donada una funcié de pesos g, és natural estendre la idea de grau a la funcié, que anomenarem
densitat d’adjacéncia respecte de g, definida u + 9—(1;;5 2 ver(w) 9(v), per a tot u € V. Triar g de manera

que la densitat d’adjacéncia sigui constant, £, per a tot vértex, porta a la igualtat A(g(uy),...,g9{ua))T =
&(g(u1),...,g(un))T. El requeriment de que la funcié de pesos sigui positiva, obliga, pel teorema de
Perron-Frobenius, a que £ = A i la funcid sigui proporcional a v. Si imposem que el pes minim d’un
vertex sigui la unitat, com a condicié de normalitzacié, resulta la funcié v com 'inica que indueix densitat
d’adjacéncia constant (=A). En el cas particular que el graf sigui regular, v = 7 i la funcié de densitat
d’adjacencia retorna a ser el grau.

A partir de la funcié de pesos v, podem representar P(V) en {?(V), associant a cada U C V la ‘funcié
caracteristica’ de U, indicada pU, definida per u— v, siu € U, u+ 0si u ¢ U. Per tant,

pU=> we, U#0) , ph=0. (1.1)

w€U

Notem que pV = v i és també immediat
U + (VAU = vl , LUl 21U (1.2)

Per a les nostres finalitats associarem a tot conjunt C € V no buit, el vector unitari

(1.3)

1
ec = ——pC Vy€y
1eCl” ™ e 2 :VGC v2 ,%;;

Aquesta notacié és coherent amb I'associacié u +— ey, ja que e(y} = e,. També, ey = m—‘,—HV. Per a

peR[z]i f € RV la notacié pf = p(z)f indicara p(A)f € R"), accié de I'endomorfisme p(A), element
de I'algebra generada per A, sobre f.

Fixem un conjunt de vertexs C no buit. Considerem la descomposicié espectral ec = zp+21+- -+ 24,
on z; € Ker(z - \), peral=0,1,...,d. El calcul

= Lo eCll s
] Ollz ’“‘"upcuZ (uuuz ) Hpcuzu,,”z ey ty 49

estableix ||zo]] = —ﬁ;ﬂ- Notem que sempre 2o # 0. En el cas particular C = {u}, la descomposicié és

ey = 2 u 4t U= vey, =~ 4 v
P ' R v

Els autovalors ); tals que z; # 0 els anomenarem autovalors C-locals i definirem ||z;]|? = mc()\;) com la
multiplicitat C-local de A;. Notem que A és sempre autovalor C-local amb multiplicitat C-local

2
me()) = "T}o%i‘ (1.5)

Resumirem aquesta informacié introduint 'espectre C-local, definit per

Spec(C) = {up ¥ > ppot) 5 5 peliuey (1.6)
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Similarment, parlarem de la malles d’autovalors C-local i C-local reduida,
Mc ={/\}UME- ={A=po>p>--- > tdg}-

Observem que el caracter unitari de e es tradueix en que les multiplicitats C-locals sumen la unitat.
Sumant les multiplicitats u-locals de cada autovalor, per a cada vértex del graf, EZ=1 Yowey MulAe) =

V| = Zi:l mg, que comenca a fer raonable la denominacié de multiplicitat local. Un millor resultat en
aquest mateix sentit s’estableix a continuacid.

Proposicié 1.0.1 Per a tot autovalor del graf es compleiz my, = Z mu(Ar).
ueV

Demostracié Per acada k =0,1,...,d, considerem el polinomi gk = [, 4 14x(z —Ai). Calculem
la traga de la matriu gxA per dos procediments. Directament, observant els elements de la diagonal
principal,

tr (gxA) = migr (k) -
D’altra banda, usant les descomposicions espectrals e, = zy0 + 241 + - .. + Zyq, tenim

tr(ged) = ) (greu,eu) = (M) Zuks €0) = (M) Y mu(Ai)

uev uev uev
Igualant les dues expressions, de ser gx(Ax) # 0, segueix I'enunciat. : bz
Associats a una malla N' = {zg > z; > -+ > z,}, introduim els nombres 7x(N) definits per
m(N) = H lzp — 2], perak=0,1,...,r. (1.7)
1=0,1,...,r (I5£k)

Quan en el context estigui fora de confusié la malla usada, simplificarem la notacié a mx = mp(N). Una '
propietat elemental d’aquests nombres ens serd posteriorment d’utilitat.

Lema 1.0.2 Els nombres m; (0 < k <), associats a la malla N' = {xo > z1 > -+ > .}, compleizen

. . _

E (——1)"ﬂ =6;, perai=0,1,...,r
Tk

k=0

. r 1 _ r 1
En particular, Zk=o, (k parell) =7 — Zk:l, (k imparell) 75 *

Demostracié  Usem interpolacié de Lagrange. Per a 0 < k < r, els polinomis Zx = [[;_, k) (€ — 1)
compleixen Zk(xh) (=1)*mibkn. Qualsevol p € R, {x] s'expressap = Y p_o(— 1)"”(1")21C En particular,

Tt =3 p_o(-1) —’iZk, perai=0,1,...,r. Igualant els coeficients de grau r obtenim l'enunciat. El cas
particular resulta dei= 0, amb el que és valid per a tota malla amb almenys dos elements. X

Per a un graf regular amb malla d’autovalors M, és ben sabut que el polinomi de Hoffman H =
'V' = [15,em-(z — A1), introduit en Hoffman [39], compleix H(A) = J. La generalitzacié natural a grafs
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no necessariament regulars

H= ”V” H (z—-MN), (polinomi de Hoffman generalitzat), (1.8)
MEM:®
compleix
Heu = H(A)eu =H (Hz—zl‘l'é‘u + I/‘L) ” ”2H(>\)V — Vu i, per tant, (H(A))uu = Vyly .
Des d’un punt de vista local, per a un conjunt § # C C V, és til la consideracié del polinomi
llv]? o

Ho=————— T — s C-local polinomi de Hoffman), 1.9
¢ = (Mo IeCTE MQA&( w o (Clocaly fmar) (1)

que verifica

Ho(pC) = Ho(A)(6C) = He (”lff“'fv borhet ) =

leC|?
vl

———Hc(A) v =v.

Exemple 1.0.3 El graf de la Figura 1.1 té autovalors M = {6 +1,1,v/2-1,0,-1,1 — v6,—v/2 -1} i
vector ¥ amb components: v, = 4 pel vértex u central, v, = v/6 — 1 pels vértexs v del quadrat i v, =1

pels w terminals.
AN

4/\/"5.4-1

/7

Figura 1.1: Graf abans i després de veure's ‘pseudo-regularitzat’.

Finalitzem aquesta part de generalitats amb la introduccié, per a un conjunt C C V, de families de
subconjunts que ens facilitaran el llenguatge. Definim k-entorn de C per Ni(C) = {u: 8(u,C) < k} i
indiquem ny(C) el seu cardinal. Similarment, Ex(C), k-exterior de C, sera el conjunt {u: d(u,C) > k}
i el seu cardinal 'anomenarem k-excés de C i s'indicard ex{C). Quan no sigui possible la confusié
eliminarem (C) Per exemple, No = C, ng = |C| i ex = |V| ~ ng. L'excentricitat de C, definida com
ec = max{0(u,C) : u € V}, pot interpretar-se com el minim k tal que Ny =V

Donat un conjunt C considerarem la particié de V en capes respecte de C, distincia particio, V =
CoUCLU---UCep,on.Cr = {veV: 8u,C) = k}. Esclar que Co = C i Ny = Uf_(C). Indicarem
C, que anomenarem conjunt antipodal de C, el conjunt de vértexs a distancia ec de C, equivalentment,
 C = Cep. Peraungraf I' = (V,E), es defineix, per a cada k = 0,1,...,D("), el graf v = (V,E®)
on dos vértexs sén adjacents quan la seva distancia en I’ és k. Llavors és natural la notacié equivalent
I't(C) per indicar C.



Capitol 2

Autovalors i propietats metriques

2.1 Cardinals d’espectres locals i distancies

Establirem una primera classe de resultats métrics a partir del coneixement del nombre d’autovalors
locals. Si M* és la malla reduida d’autovalors del graf, indicarem d =. |M*|. Similarment, donat un
conjunt de vertexs C, el cardinal de Mg s'indicara d¢. Per a una parella de conjunts C, D, indicarem

tp = Mg NMp idep = |MEpl, el nombre d’autovalors comuns, a banda de A, en els espectres de
CiD. ’

Proposicié 2.1.1 Siguin C, D conjunts no buits de vértezs de I'. Llavors 8(C,D) < dep.

Demostracié  Considerem les descomposicions ec = e + e, ep = ep + €, on e i e son les
projeccions respectives de ec i ep sobre el subespai H, suma dels subespais propis corresponents als
autovalors en M¢c N Mp. Sir és el polinomi anullador de H, que notem té grau |Mz N Mpi+1
(=dep +1), es compleix (rec, ep) = (reg, ep) =0. Si §(C, D) > |MENM}p|, tindriem (sec,ep) =0,
per a tot polinomi s de grau menor o igual que dcp. En conseqgiiéncia, per a tot k € N, de ¥ = rg + s,
amb grau(s)< dep, resulta (zFec,ep) = 0, que contradiu el cardcter connex del graf. ®

Donat un conjunt C i indicant d¢ = |[M|, I'aplicacié de la Proposicié 2.1.1 a tota parella C, {u}, on
u és qualsevol vertex del graf, permet establir 8(C, {u}) < IMg N Mj| < dc. En consegiiencia,

Corollari 2.1.2 L’excentricitat ec de tot conjunt de vértexs C compleiz ec < dc.

Notem que quan C = {u} es redueix a un vértex es retroba la definicié d’excentricitat d’un veértex. &,
i el Corollari 2.1.2 estableix €, < d(,}. Més en particular, retrobem la ben coneguda fitacié pel diametre
del graf, maxima excentricitat dels seus vertexs, D(I') < d, essent d = |M*].

13
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La Proposicié 2.1.1 motiva destacar el cas en que una parella de conjunts compleix que la distancia
entre ells assoleixi el maxim valor que li permeten els respectius espectres locals. Introduim les segiients
definicions.

Definicié 2.1.3 Dos conjunts de vértezs C, D, direm que formen una parella extremal si 8(C, D) = dcp.
Similarment, un conjunt de vértexs C direm que €s extremal o d’excentricitat espectralment mazima,
quan e¢ = do. Finalment, per homogenitzar definicions, el graf T serd un graf extremal o de didmetre
espectralment mazim, quan D(T) = d.

Notem que C és un conjunt de veértexs extremal si i només si
[C] = [No| < {N1| < -+ < |Ngo-1| < |Nacl = V], (2.1)
equivalentment, 8(C,C) = d¢.

2.2 Autovalors locals i distancies

Siguin C, D una parella de subconjunts no buits de V. Descomposem els vectors unitaris ec, ep, en
la forma :

_ lleCi _ leD|

flelf?

=~—v+zc+2z , €p
flvif? ¢
essent z¢, zp les respectives projeccions sobre Ker Hu;e M&n(m — ). Dotem l'espai de polinomis
%7 = max{|p(w)| : € Mgp}

v+2zp+2p (2:2)

Ry, p-1{z] d’estructura d’espai normat mitjangant ||p|

Lema 2.2.1 Siguin C, D una parella de subconjunts de V. Suposem existeizen polinomis p, q en

Rycp-1(z] tals que
p)__a() _ le(VAO) ip(V\ D)
Pl EP el &P loCil leD|
llavors 8(C, D} < gr(p) + gr{q).

Demostracié  Per provar l'existéncia d'algun cami de longitud no superior a gr(p) + gr(q) entre algun
vértex de C i algun de D, sera suficient establir que la nostra hipotesi garanteix la desigualtat

1
(pec,gep) = ToCTaDI uecZ';EDVuVu(Peu,qeu) >0
Efectuem el calcul,
(pecigen) = H_p_CnllT}ngLlp(,\)q(,\) T (pzcygzp) = Mﬁ%—'j—'ﬁé’—%(»ﬂ» —lpzol lgzpll jcostl

> LeCLEPLo0a) - IpISP 1alEP ezl cos] =
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CllllpD cil? D2
= BeeleP o400 - o2 122 \/1-“” Ltz \/1—”” Lzl lcosl >

Ivl? 1l

2 TP ]2 |cosn] =
16CIIBDI, cn oo [ 2A) g 1oV \ Ol (v \ D)
2 T WPl gl [upusob TSP~ 1eCl lieDl ]>°’
que prova el nostre resultat. =

Fem unes observacions respecte d’aquest lema. En primer lloc notem que, per la Proposicié 2.1.1, només
és d'interés el cas en que gr(p) + g(r(%)( /\<) d. A rr(u/e\S) de l((:'c\xz)(uz)l = Ip(u)l la(m)| < PSP 11 SP, resulta
; Pq p q
IpalSP < IpISP lallE?  dron >

pall$P ~ NpISP lall&P”
per a la distancia, 8(C, D) < k, és millor considerar com a parella de polinomis pq, 1. Per simplificar
expressions introduim la funcié ® : P(V) \ {#} — (0, +0), definida per

eV AX)
20 =T

Per tant, per obtenir una mateixa fitacié

(2.3)

El Lema 2.2.1 adopta ara la forma més convenient,

Teorema 2.2.2 Siguin C, D una parella de subconjunts de V. Suposem que p € Ry, _1[z] compleiz

pQ) _ e(VAO) Jlp(V\ D)|
lipl&? eCll DIl

= 9(C)2(D),

llavors 8(C, D) < gr(p),

que generalitza a grafs no necessariament regulars i amb I'ds dels autovalors locals el resultat de Van
Dam i Haemers {15]. Recordant que v esta triat amb minima component 1, es compleix la desigualtat

vl - x|
B(X) < ,/-——p-(-l—. (2.4)

Notem que ® és estrictament decreixent, en el sentit que si Y C X, Y # X, llavors ®(Y) > ®(X). Per
‘ / 22
tant el maxim de ¢ s’assolird en conjunts formats per un sol vértex. Sobre ells, ®({u}} = -M-—ﬁ <

Uy
Vilvll2 — 1 = &({v}), per atot u € V i cada v tal que v, = 1.

Fent 1s del Teorema 2.2.2 per a parelles C, X, amb C fixat i X subconjunt arbitrari no buit de V, podem
passar a un resultat sobre ec, excentricitat de C. Considerem la norma ||p||S, = max{[p(w)| : i € M&}
en l'espai Ry, —1[z].

Teorema 2.2.3 Sigui C un conjunt no buit de vérters i p € Ry, —1(z], tal que

20 > LA =1 = 2(0) VP -1,

IS loCli

llavors ec < gr(p).



16 CAPITOL 2. AUTOVALORS I PROPIETATS METRIQUES

Demostracié  Sigui X un subconjunt arbitrari no buit de V. Segons I'anterior ®(X) < \/||v||2 ~
Per altra banda, com Mgy € Mg, [plS* < Ipl$,. La nostra hipdtesi proporciona,

nm@x = u:fug‘ > 2(C)VIVI? - 12 2(0)2(X),

amb el que, Teorema 2.2.2, 0(C, X) < gr(p). De l'arbitrarietat de X segueix el resultat. &

Amb Ia técnica anterior, prenent en el Teorema 2.2.2 conjunts X, Y no buits arbitraris, o aplicant el
Teorema 2.2.3 a tot conjunt format per un vertex, resulta

Teorema 2.2.4 Sigui p € Ry-1{z], tal que

()

2 _
ol > P =1,

llavors el diadmetre del graf compleiz D(T') < gr(p).

Es natural preguntar-se si el Teorema 2.2.4 pot millorar-se quan es disposa d'informacié addicional
sobre el graf. Aquest és el cas quan el graf és bipartit, com estableixen Delorme i Solé [17}, article que
va ser l'origen de la nostra linia de treball. Presentarem un resultat en termes més generals.

Sigui ara I' = (V, E) un graf bipartit. Indiquem V; i V, els seus conjunts estables. La malla M
d’autovalors compleix o (M) = M, essent o(z) = —z. Si M = {dg < Ag—1 < -+ < AL < Ag = A},
indicarem, com sempre, M* = M\ {A} i introduim ara M** = M \ {\g,A}. Notem que també
G'(M**) = M*t.

Proposicié 2.2.5 Donat un graf bipartit T amb autovalors M = {Ag < Ag—1 < -+ < A} < Ag = A},
sigut M** = M\ {Aq, A}. Essent v un vector propi positiuv associat a A, sigui o, la minima component
de v entre les corresponents al subgonjunt de vértezs estable V., r = 1,2. Sigui p un polinomi de grau
k<d-2ip=pt+p~ la seva descomposicié en les parts parella i imparella. Llavors,

I p(A) vl?
Si k és parell . > max %2——1 = D) <k+1,

Si k és imparell p P~ > H HU” -1 = DM <k+1,

[P

on la norma || |« €s {'associada a la malla M**.

Demostracié  Sigui n, = |V}, per a r = 1,2. Descomposem v = (V1,...,Vn,:Vn141r-+ 1 Vny4ng) =
(v1|v2), on v, conté les components corresponents a V., r = 1,2. Llavors ¥ = (v,| — v3) és vector propi
per a l'autovalor —A. Sén immediates les descomposicions espectrals,

ew = pp(W +D)+ 2, siuésdeVy;
ey = (¥ —T)+ 2z, siués de V5.
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Sigui & parell. Per establir D(I") < & + 1 sera suficient demostrar que existeix un cami de longitud menor

o igual que k entre qualssevol dos vértexs, u, v, en el mateix conjunt estable. Suposant que els dos vertexs
sén a Vi, tenim

I

(Peuyev) = (p+eu, eu) <ﬁ§ (p+()\)u +p+(—’\)-';) +p+zua ” ”2 (V + V) + zv> =

2

VuU'U
= 205 O) + 2 0) 2 2000 ) =zl iz 2

0 Ol by ik L
z IpEr -l ”°°\/1 2uuuz\/1 e 2
.l ) (Il
el +”°°[np+nw ‘(2a% ‘l)} >0

que garanteix 'existéncia d’algun cami de longitud menor o igual que k entre qualssevol vertexs de V.
Similarment, la hipdtesi assegura el mateix per als vértexs de V2. Per tant D(I') < k + 1.

v

Sigui ara k imparell. Prenent u € Vj i v € V3, fent un calcul similar a 1'anterior,

(peu.?ev) =(pTeu,€y) = <”Z”2 (P v +p (- ’\)y) + P Zu, s I ”2 (v-7)+ zv> 2

2 2
QIQQ — — al a2
2——=—=p~(A) —|lp 1-2-—-/1—-2—2. =
oe? M-l ”°°\/ uuuz\/ R

2102 - p~(}) iz, flel?

flp~ “oo 2a% 20%

assegura, ara per a k imparell, que el didmetre de I' és menor o igual que &k + 1. &






Capitol 3

Polinomis alternants

3.1 Introduccio

Donat un interval [Ag, A1] en R i XA & [Ag, 1], el problema de maximitzar en Ri[z], per a cada k, el
quocient
p(A)

max{|p(z)| : = € [Ag, M1]}’

és de solucié ben coneguda, que s’assoleix en un polinomi dnic excepte producte per una constant positiva.

Per a l'interval [—1, 1], el maxim per a A > 1 el proporciona el polinomi de Chebyshev T} i, per a A < —1,

2r — Ad - /\1
AL — A

(3.1)

el maxim el déna el polinomi (—1)*Ty. Per a l'interval [Ag, A1), Tk ( ), maximitza a la dreta

de A;, mentre T} (——hT_l—/\d)\—.*-—/—\—}-
1— Ad

T, =221, —Tp_2,perar>2.

> ho fa a P'esquerra de Ay. Recordem Tp =1, T} = z i la recurréncia

El que ens ocupara, en aquest capitol, és I'estudi de la versié discretitzada d’aquest problema d’optimit-
zaci. Substituim linterval {Ag, A1} per una malla finita M* = {Ag < -+ < A1} isigui A & [Ag, A1]. Per
a polinomis de Ri[z] amb 0 < k < d — 1, té sentit plantejar-se, parallelament a (3.1), el problema de
maximitzar en Rg[xz] expressié

p(})

max{|p(\)|: L =1,...,d}
Presentarem, en el que segueix, solucié al problema en termes de I'existéncia, unicitat, caracteritzacions
i propietats de la familia de polinomis dptims, que anomenarem k-polinomis alternants per raons que
més endavant es faran paleses. No s’ha obtingut una forma explicita general o recurrent per aquests
polinomis, perd si donarem solucié a cassos particulars importants i una descripcié de possibilitats per
tractar el problema amb meétodes numeérics.

(3.2)

Sigui M una malla de d + 1 > 3 nombres reals Ay < --- < A1 < Ap(= /\)_. Indiquem M* = M\ {A}.
Per a cada k =0,1,...,d — 1, l'aplicacié de Ri[z] en R definida per p — ||p|lec = maxi<i<a{lp(Ai)|} és

19
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una norma en R[z]. Considerem la bola tancada By, = {p € Ri[z] : ||pllcc < 1}. Sobre aquest compacte
la funcié continua ¥ : p — p(A) té maxim, assolit en algun punt Py que anomenarem, per a cada
k =0,1,...,d — 1, un k-polinomi alternant associat a la malla M. Respecte de la unicitat, és clar que
val pera k = 0,1, amb ’

2 A1+ Ag
P=1 P = - .
LD VIS Vi inl vy (3:3)
per una clara consideracié geométrica del fet Pi(A) = 11 Pi(Ag) = —1. També és facil el caleul

de P;_;. Observem que per a p € Rq_;(z], fent interpolacié de Lagrange podem expressar p(A\) =
d

z(-—l)k“;gp(/\k), amb 7, = wi (M) definits com a (1.7). Essent p € By_1, el maxim valor de p(})
k

k=1

s'assolira per a p(Ax) = (=1)¥*1. Per tant,

d d d

Paa=Y 222 ] @-n),  Ra=) 2. (3.9

k=1 TR 211k k=1 Tk

Notem que Py, P; i P;_1 sén tnics i independents de A. Anticipem que, més endavant, establirem aquest
mateix fet per a tot Pg.

Comencem observant que de ser ¥ lineal resulta, en particular, que Py pertany a la frontera de By, és
a dir, || Pc]lo = 1, 0 equivalentment que la submalla Ay de M* on Py pren valors 1 no és buida.

Lema 3.1.1 Sigui Pi un k-polinomi alternant, 1 < k < d~—1, associat a la malla M. Les submalles Nk'
i Ny de N on Py pren, respectivament, valors +1, —1, son no buides. En particular, P; té almenys
una arrel real en (Mg, A\1). La malla Ny té almenys k + 1 elements.

Demostracié Suposem A} = §. Llavors existiria M tal que —1 < Pi(z) < M < 1, per atot £ € M".
Considerem el polinomi ¢ = P + };—ﬁ (Py +1). Es immediat que —~1 < g (z) €1, per a tot z € M*, 1
que gx(A) > Pi(X), en contradiccié amb el caracter maximal de Pir(A). Similarment per AV .
Suposem ara que [V = h < k. Indiquem & = max{{P(z)| : = € M*\Ni} < 1. Siguiqn = [[,ep, (z~1
l-a

i 8 = max{|gn(z)| : T € M*\Ni}. Considerem el polinomi, de grau fins a k, ry, = Py + 7 gn. Aquest
polinomi pertany a By. En efecte, si iz € Ny es té
l-a
Iri(p)] < |Pe(p)] + 3 lan(p)] =1

isipe M\ N

l-a 1l—-a

fric(u)l < |Pe()l + 3 lgn(w)] < a+ g=1.
1 -
Com r(A) = Pe(\) + 3 aqh(/\) > Pi()), contradiccié amb ser Py un k-polinomi alternant. =
Observem ara que si p € B, i ¢ € Bs, llavors pq € B,,s. Per tant, pera0 <k <d -1,
Pe(A) 2 max (P ()P} (35;
r+s=k

En (3.3) hem establert que P; és de grau 1 i Pj(A) > 1, per tant de (3.5) resulta
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Proposicié 3.1.2 Siguin Py, 0 < k < d — 1, k-polinomis alternants per a la malla M. Llavors Py(A) <
Pi(A) < Pa(A) < -+~ < Paca(N) i gr(Py) = k. També, Pe()) > (Pi(A)".

Orientem ara el treball a establir, per a cada k, la unicitat del k-polinomi alternant. Sigui2 < k < d-1.
Si Py és un k-polinomi alternant, segons el Lema 3.1.1 té associada una malla d’almenys k + 1 elements
on P; pren valors 1 i la informacié d’aquesta malla i els valors que hi pren determina Pi. Des d’aquest
punt de vista els polinomis de B, candidats a ser un k-polinomi alternant, formen una familia finita F

d
de com a maxim ( kot 1) 2k+1 _ 9 polinomis. Suposem ara que existissin dos k-polinomis alternants, P

i Q. Tot polinomi de la forma rg = 0P + (1 — 6)Qx, amb 8 € [0, 1], pertany a By i ro()) seria també
maximal. Per a @ # 7 els polinomis 74 i v, sén diferents, doncs de 9 = 7, resulta (8 ~ )Py = (68 — 7)Qx,
és a dir P, = Qy, que és contradiccié. Per tant, cas d’haver dos k-polinomis alternants diferents, n’hi
haurien infinits, el que és incompatible amb el caracter finit de F. Tenim doncs,

Proposicié 3.1.3 Per a una malla M ={\> X >--- > Xg} i per a cada k = 0,1,...,d — 1, ezisteiz
un dnic k-polinomi alternant.

En (3.3) hem observat que la independéncia de Py i P respecte de A. Veiem-ho ara per a tot k < d —1.

Proposicié 3.1.4 El k-polinomi alternant associat a la malla M = M* U {A} és el mateiz per a tot
A> A

Demostracié  Sigui, com abans, F la familia finita de polinomis en By tals que prenen valor 1 o —1
en k + 1 punts de M*. Indiquem M, = M* U {t} amb t > A;. En particular My = M. Sigui P}
el k-polinomi alternant associat a My, és a dir, P{(t) = max{r(t) : r € F} = M(t). Notem que la
funcié t — M(t), definida com a maxim d'un nombre finit de funcions continues, és continua. Com
que per a cada r € F distint de P{ val Pi(t) > r(t), per continuitat la desigualtat s’extendra a un
entorn de t. Per la finitut de F existirh § > 0 tal que, per a tot z € (t — §,t + §), Pi(z) = M(z), o
equivalentment, P{ = PZ. Considerem A4 = {t € [}, +00) tals que Vz € [),t] es compleix PF = P.}.
Si A fos fitat superiorment, £ = sup 4, considerem una successi6 (z,) en A, tal que P} (z,) = M(z,).
Per continuitat, PX(€) = M(£), amb el que £ € Ay i A} s'extendria a la dreta de ¢, contravenint el seu
caracter de suprem. Per tant A, = [\, +00). Sigui ara p € (A1, A). Segons I'anterior P{' = PF, per a tot
z > p. En particular, P = P}. En conclusié, P és el k-polinomi alternant per a la malla M* U {z},
per a tot £ > A;. =

La definicié amb que hem introduit la nocié de k-polinomi alternant, contenia globalment la malla M.
Si bé el paper dels elements de M* i el de A eren evidentment asimeétrics, ha estat necessari un procés
d’elaboracid, fins a la Proposicié 3.1.4, per establir la unicitat de la familia de polinomis Pg, k = 0,...d—1,
i que només depen de M*. El paper de X queda diluit en una propietat general de maximitzacié del valor
del polinomi en tot l'interval (A1, +00). Més endavant veurem que, amb la salvetat d'un eventual signe,
aquesta propietat de maxim s’exten a (—o0,Aq). En conseqiiéncia, a la vista del resultats obtinguts,
convé donar la segiient definicié.

Sigui M* = {Ag <--- <A1}, || [l la norma associada i By la bola unitat en Rg[z]. Llavors,
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Definicié 3.1.5 Per a cada k =0,1,...d — 1, el k-polinomi alternant associat a la malla M* és Iinic
polinomi Py, € By, tal que, per a algun x > A}, compleiz P(x) > r(z), per a tot r € By.

Destaquem la justificacié de I’expressié Py associat a M* en comptes de Pj. associat a M, que usavem
fins ara. Dos resultats senzills 1 ttils, ja en aquest llenguatge es donen a continuacié.

Tornant a la Proposicié 3.1.4, podem assegurar que, per a tot £ > Ay, Pi(z) > Fo(z) = 1. Per
continuitat, Pr(A\1) > 1 icom Py € Bg, Pe(M\1) < 1. Per tant, el k-polinomi alternant P associat a la
malla M* = {A\g < --- < A1}, compleix

P\)=1 (k=0,1,...d—1). (3.6)

Donades dues malles M3 C Mj. Sigui p el maxim element de M} i d el cardinal de M3. Per a
0 <k <d-1 és clara la contencié By (M7) C By (M3). Amb aquestes notacions es té,

Proposicié 3.1.6 Si M3 C MY, llavors els respectius k-polinomis alternants P}, P2, compleizen
PX(z) > PMz), peratotz>pik=0,1,...,d~ 1.

3.2 Sobre les seves arrels 1 caracteritzacions

Una qiiestié respecte dels polinomis alternants, natural de plantejar-se, és l'estudi dels seus zeros.
Tornant a la visié d'aquests polinomis com a discretitzacié dels de Chebyshev modificats a 'interval
[Ad, A1], és esperable una conducta similar respecte de les seves arrels, és a dir, la factoritzacié completa
amb arrels simples en 'interval. La técnica d’una eventual demostracié no pot reposar en l’existéncia
d'un producte escalar, del qual no es disposa, respecte del qual formin una familia ortogonal. En el
Teorema 3.2.4 provarem que P té associada, almenys, una colleccié de k + 1 punts de M* on pren
alternativament valors 11 —1, amb el que, en particular, es tanca el problema de la factoritzacié. Empero,
es presenta també una prova directa, parallelitzant, en el que és possible, demostracions pel cas de
polinomis ortogonals (veure per exemple Godsil [31]). Amb aquest propdsit veiem en primer lloc el lema
segiient. .

Lema 3.2.1 Sigui Py el k-polinomi alternant associat a la malla M* = {A\; > --- > A\g}. Suposem que
és possible factoritzar Py en la forma Py = (z =€) - (=& )q, amb 1 <r <k, Mg <& < < < Ny
i q complint q(z) > 0 per a tot x € [Ag, A1]. Llavorsr = k.

Demostracié  Suposem que tal factoritzacié fos possible amb 1 < r < k. Com abans N indica
M*N P ({1,-1}). Per a 6 > 0, definim ¢° € Ri[z] com

P =Petdp=(z-&) - (3-E&)g+6z- M)z &) (&-&).

Raonarem ara que per a § convenientment petit es compleix ¢° € B;. Calculem ¢®()\;), per a A; € M*,
distingint els cassos:
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a) Suposem XA € M* \ V. Com ara —1 < P(\;) < 1, existira 8o > 0 tal que |g°()\)] < 1, per a tot
0<6<bo;

b) Sigui ara A\; € M. Considerem les tres situacions possibles:
bl) A1 € (€1, M1]. D’acord amb la factoritzaci6, Px(A;) seria positiu i per tant P¢(\;) = 1. Com
p(A\) <0, per a0 < 6 < 6y, es complira |g8(\)] < 15

b2) A € (En+1,&r] per a algliin 1 < h <71 —1. Ara Pi(\) = (~1)", mentre que (-=1)*+!p(\;) > 0.
Per a 62 convenient, |g°(N\)] £ 1, per a tot 0 < 6 < 82;

b3) M € [May& ). Pi(N) serd ara (=1)" i (=1)™*1p(A;) > 0. Com abans per a 63 convenient,
[g%(M)| <1, peratot 0 <6< 6.

Triant per § el minim dels é; respectius associats a cada Ay, ¢’ € Bi. Per altra banda, si A > Ay, es té
@®(A) = Pi(A) + 6p(A) > Pi()), contradient la maximalitat de P(A). Per tant r = k. =

Estem ara en disposicié d’establir I’esperable resultat respecte de les arrels dels polinomis alternants.

Proposicié 3.2.2 Per a cada 1 €< k < d -1, sigui Py el k-polinomi alternant associat a la malla
M* ={A; > - > Ay}, Totes les arrels de Py son reals, simples i contingudes a Uinterval (Mg, A1)

Demostracié Notem primer que de les Proposicions 3.1.2 i 3.1.4 se’n despren que Py no pot tenir cap
arrel en [A1,+00), doncs per a tot £ > A; es compleix Px(z) > Po(z) = 1. Considerem les k arrels de Py
en C amb les respectives multiplicitats,

& (2o +1) i=1,...,r arrels reals contingudes en (\g, A1) amb multiplicitat senar,
ni  (26;) j=1,...,s arrels reals contingudes en (A4, A1) amb multiplicitat parell,
v (n) h=1,...,t arrels reals contingudes en (-0, A4},

gt (&) l=1,...,u arrels no reals.

Llavors podriem expressar Py = (z ~&1)---(z — &-)gq, on

r

g=[J=-&* [[@-m)% [[@-w [[(=-0)?+ 7).
J=1 h=1

im] =1

Per a x € [Ag, \1] observem que g(z) > 0. Usant el Lema 3.2.1 podem afirmar 7 = k i obtenim el nostre
enunciat. bz

Seguint amb el trasfons dels polinomis de Chebyshev, plantegem si el k-polinomi alternant pren alterna-
tivament valors 11 —1 en k41 punts de la malla sobre la que s’han construit. En realitat, veurem més que
aixd. Establirem en el que segueix, que 'existéncia d’una submalla amb aquesta propietat caracteritza
el que un polinomi de By (M?*) sigui el k-polinomi alternant. Necessitem primer un resultat técnic.

Lema 3.2.3 Siguir € Ri[x] tal que existeizen k+2 punts, o > p1 > +++ > prs1, en els que (=1)'r(p) >
0, peral=0,1,...,k+1. Llavors r = 0.
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Demostracié Fem induccié sobre k. Per a k = 0 és evident. Suposem-ho cert fins a k—1. Considerem
T € Ri[z] complint la hipdtesi de I'enunciat. Aplicant el teorema del valor mitja a r en cadascun dels
intervals {pyy1, ] (0 €1 < k), es té

(-D''(&) = p

P [(=1'r(m) + (=1)"*'r(up1)] 20 per a algin & € (41, )

Per tant associats a 7' € Rg_1{z] tenim k + 1 punts, & > & > -+ > &k, en els que (=1)'r'(&) > 0. Aixi
que ' =0, r és constant i per l'alternanca de signe és nul. &

Teorema 3.2.4 Sigui M* una malle de d punts. Per a cada 1 < k < d -1, un polinomi p € By és el
k-polinomi alternant associat a M* si 1 només si ezisteiz una submalla N',;h ={pks1 < - <pmy}CcM*
tal que p() = (=1)"*, peral=1,...,k+1.

Demostracié De l'observacié (3.3) és clar que enunciat és cert per a & = 1. Considerem 2 < k < d-1.
Sigui Py el k-polinomi alternant i, com al Lema 3.1.1, N, = M*NP, l{1, —1}. Construim progressivament
i fins que deixi de ser possible, la submalla N = {13 < --- < u3} C Nk, amb g3 = A; (notem que,
per el Corollari 3.6, Pi(ui1) = 1 = (=1)1*1) i, per a i > 2, u; esth determinat per Pi(p;) = (=1)*!i
Pe(\) = (—1) per a tot A; € (4, pi-1] N Nj. Observem que, del mateix Lema 3.1.1 i del grau de P,
resulta 1 < r < k.

Suposem r < k — 1. Considerem, per a § > 0, el polinomi p® = P, + é¢, on qr = (x—p1) - (T — pr)-
Provarem que per a & prou petit p® € By. Sigui \; € M* arbitrari. Llavors:

-. Si A € M*\ Mg, és adir [P(\)| < 1, és clar que existeix & > 0 tal que [p®(\)| < 1, pera § < §.
-. Si A € N& Nlavors [p(\)] = |Pe(Ar)| = 1.

-. Sigui A\; € (pi, pie1) N N, per a algun i = 1,...,r. Llavors g-(\1) té signe (—1)*~1, mentre que
per la construccié de NE, Py(\;) = (—1)!. Es immediat que pera § < & = ﬁ,\—’ﬂ es compleix
PP (M)l < 1.

-. Si A € [Ag, ) D NG, llavors g-(A;) té signe (—1)7 i Pe(N) = (=1)7+1. Per tant, podem definir &
com a l'apartat anterior.

Prenent § = miny, e - {61} podem assegurar p® € By. Sigui A > A;. Com p®(\) = Pe(M)+6g-(\) > Pi(N),
obtindriem contradiccié amb el caricter maximal de Pi(\) entre els polinomis de By. Per tant r = &, i
la malla NV, ki compliria ’enunciat.

Reciprocament, sigui p € By iNE = {pgq1 < -+ <y} © M* talquep(p) = (1)1, 1=1,... ,k+1.
Considerem el polinomi ¢ = P — p € Ri[z]. Llavors els k + 2 punts, pig41 < --- < gy < po, on po és
qualsevol real major que A;, compleixen

q{o) Pi(p0) — p(po) 20,
(-D'q(m) = (-'q(u) = (-1)'Pe(m) - (-1)'p() =1+ (-1)'Pe(m) 20 [=1,---, k+1.

El Lema 3.2.3 permet assegurar ¢ = 0. Per tant p seria el k-polinomi alternant associat a M*. b2
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Com ja haviem anunciat la Proposicié 3.2.2 sobre les arrels de Py, és ara conseqiiéncia immediata del
Teorema 3.2.4.

Sabem, Corollari 3.6, que Pi(\;) = 1. Calculem ara Pi(A;). Associem a M* = {)\d <--- <M} la
malla —M* = {-X; < --- < =A\g}. Segons el Teorema 3.2.4 existira Nk = {#k+1 < < #1} C M*,
tal que Pe() = (- 1)’+1 Considerem ~NF = {vg41 <+  <w} = {1 <~ —uk+1} C -M™. El
polinomi Qg (z) = (—1)*P,(~z) pertany a la bola unitat B' associada a —M* i sobre la submalla ~VF
compleix

Q1) = (=1)*Pe(prsa—t) = (-1)F(-1)FHH = (-1)*1,

Pel mateix Teorema 3.2.4, obtenim que els k-polinomis alternants, Py associat a M* i Q) associat a
—M?*, estan relacionats per

Qx(z) = (-1)*Pe(~a). (3.7)
En particular, 1 = Qx(=\g) = (=1)*Py()\g). Per tant,
Pe(A) = (~1)F. (38)

Velent z < Ag com ~z > —Ad, Qe(—z) = max {¢(~z) : ¢ € By }. Com I'aplicaci6 g(z) — g(—z) bijectiva
By amb B, la igualtat anterior pot expressar-se com

(-1)*Pi(z) = max {g(z) : ¢ € By} peratot z < Aq. (3.9)

Distingint la paritat de k tenim, per a tot £ < A4,
Pi(z) = max{q(z): ¢ € Bx} (kparell) , Pi(z)=min{g(z): g € Bx} (ksenar) (3.10)
Podem donar ara una nova caracteritzacié del k-polinomi alternant associat a M* = {Ag < --- < M},

perak=0,1,...,d—1.

Proposicié 3.2.5 Un polinomi p és el k-polinomi alternant associat a M* si i només si p € Bg, té
primer coeficient positiu i |p(z)| = max{r(z) : v € B} per algun = & [Ag, \1].

Demostracié La necessitat deriva de la definicid, la Proposici6 3.1.4 1 (3.9). Respecte de la suficiércia,
si £ > A1 un dels polinomis p, —p, seria Py, seguint la Definicié 3.1.5. De ser positiu el primer coeficient,
P = p. Siz < )y, el polinomi q(t) = (=1)*p(—t) complird: q € Bx (—M?*) i |g(z)| seria maximal entre
els polinomis de By (—M*). Com abans, g o —g seria el k-polinomi alternant per ~M*. De (3.7) resulta
que Py seria (~1)*g(~t) = p(t) o bé —(~1)¥g(—t) = —p(t). Observant el signe del primer coeficient
obtenim el resultat. by

3.3 Algunes propietats i cassos particulars

Podem explotar una mica més (3.7), aplicant-ho al cas en que M* sigui simétrica respecte de l'origen.
Llavors de —M* = M"*, resulta Pi(z) = (—1)*Pi(—z), és a dir

Proposicié 3.3.1 Sigui M* simétrica respecte de l'origen. Llavors el k-polinomi alternant és una funcio
parell si k és parell i una funcid imparell st k és imparell.
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Considerem ara dues malles M* = { g < -+- < A1}, N* = {pg < -+ < p1}, tals que existeixi una
transformacié afi, o : z = az + b, tal que o (M*) = N*. Indiquem & = *1 el signe de a. En aquesta
situacio es té,

Corollari 3.3.2 Si P, 1 Qx son els respectius k-polinomis alternants per a les malles M* i N* = o(M*),

es compleiz Qi = €* Py oo™,

Demostracié  L’aplicacié p — p°, definida per p” = poo ™! és un automorfisme de Rg[z] que bijectiva
les boles unitat B (M*) i By (N*). El polinomi e* P¢ pertany a By (N*) i té primer coeficient positiu.
Com que p & (ug, p11) és equivalent a A = o~ 1(u) & (Ag, A1), tenim

[(e* P oo™ 1) ()| = |P(N)| = max {p()) : p € Bk (M*)} = max {¢°(u) : ¢° € Bx (N*)}.

La Proposicié 3.2.5 estableix el resultat. X

Per abreujar anomenem submalla alternant associada a Py a tota malla N;f complint I'enunciat del
Teorema 3.2.4. Per a k =11k = d—1 hi ha una tinica submalla alternant, N¥ = { ¢, \1}, Nf_l = M*.
Per a 2 < k < d — 2 no és certa, en general, la unicitat. Per exemple, essent M* = {~-2,-1,1,2},
tant {—2,-1,2} com {—2, 1,2} serien submalles alternants corresponents a P, = %xz -~ -:5; Aquesta falta
d’unicitat podem matitzar-la, almenys en el que respecte al primer i darrer element de tota submalla
alternant. Es pot afirmar:

Proposicié 3.3.3 Sigui M* = {Ag <--- < A1}. Perak=1,...,d -1, qualsevulla submalla alternant
del k-polinomi alternant conté Ay 1 Agq.

Demostracié Podem suposar 2 < k < d —~ 2. Sigui ./\f,ci una submalla alternant associada a Py i
suposem \; ¢ Nf Essent M} = M*\ {\1}, es compliria Py € By (M3) i N¥ C M3. Pel Teorema
3.2.4, P seria també el k-polinomi alternant per a la malla M}. Per tant Pi(A;) > 1, el que és absurd.
Similar per Aq4. X

Finalitzarem el nostre estudi de propietats dels k-polinomis alternants, amb la consideracié d’una
situacié que es produira quan, al tornar al mén dels grafs, tractem grafs bipartits: Considerem una malla
M = {Ag < Ag-1 < -+ € Ay < A}, simétrica respecte l'origen. Siguin M* i M** les obtingudes a
Peliminar, respectivament, ’element maxim i els elements maxim i minim de M,

M ={dg<dgm1 << A\} , M= o1 < <A}
Indiquem P el (d — 1)-polinomi alternant per M* i P el (d — 2)-polinomi alternant per M**. Llavors
P(\) = (=)' peral=1,...,d. Per (3.7) el polinomi R(zx) = (~1)4"1 P(~z) sera el (d ~ 1)-polinomi
alternant per a la malla —M®*, que ara és {Ag—1 < --- < A\; < A}. En particular, R()\;) = (~1)! per a

l=0,1,---,d— 1. El polinomi (P — R) és a By_a (M**) i,peral=1,...,d -1, 3(P(\) — R(\))) =
-~ (=Y = (=1)**1. Per tant

- — 1) p(—
By - PE = BE) _ P+ (-)P(-z)
2 2
Observant que d parell, imparell, equival a2 0 € M, 0 € M, podem enunciar,

(3.11)
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Proposici6 3.3.4 Sigui M simétrica respecte de l'origen. Si 0 € M, respectivament 0 ¢ M, el (d — 2)-
polinomi alternant per a M** és la part parella, respectivament imparella, del (d — 1)-polinomi alternant
per a M*. y

Observem que de (3.11) podem expressar P(\) en termes de P()\). En efecte, P(\) = f—(-’\-)iéff(—'ﬁ =
PA+H(=1)?P(\a) _ POYH(=1*(-1)**!
2 = 2

. Per tant, en les nostres notacions,

P\ = P(’\%l. (3.12)

Es natural interrogar-se per I'eventual igualtat entre f’k_l(/\) i P—"()z‘)—"l— per a valors de k inferiors a d — 1,

en base a que és certa per a k = d — 1 (3.12). Donat que Px(—X) = (—1)*, els polinomis P{, P, part
parella, imparella de Py, compleixen

Pk(/\) + Pk(—)\) _ Pk(/\) -1

P (A) — Pe(—2) _ Pi(A) -1

(k imparell) PF()\) = (k parell) Py (3) =

2 2 ! 2 2
sén, per a cada paritat de k, de grau k — 1 i pertanyen a Bi_; (M**). Per tant,
= P.(\) -1
Pe_1(A) > Lg—— (1<£k<d-1). (3.13)

La igualtat, per a 1 < k£ < d - 2, no s’assoleix en general.

Exemple 3.3.5 Considerem la malla simétrica M = {-5,-3,-1,1, 3,5} (fem notar que aquests sén els
autovalors de I’hipercub Qs). Llavors M* = {-5,-3,-1,1,3}, M** = {-3,-1,1,3}. Anticipant |'ds de
técniques que es presentaran a la Seccié 3.4, donem els respectius polinomis alternants i els seus valors
en A =35.

Pi=Ffat+ i85 -1z+3 |, P5) =31

Py=Lzt+ Ea? -z -1 . P(5)=9 ; Py=1lst -1z | P(5)=15
P=1zt+ 53 , P(5)y=1 ; B=1z2-% | B5)=5
Pi=iz+1 , P(5)y=3 ; P =iz ., Pus)=3%

A efectes dels nostres actuals interessos notem, Proposicié 3.3.1, que Py, té la paritat de k. També, d’acord
amb la Proposici6 3.3.4, el polinomi P; és la part imparella de Py i es compleix la igualtat (3.12). En
canvi observem que en (3.13) es produeix la desigualtat estricta per a k¥ < 3.

3.4 Sobre el calcul de polinomis alternants

Per a una malla M* = {Ag < --- < A1} 1 A € [Ag, A1], el treball fet fins ara, ha donat resposta
tedrica respecte de l'existéncia, unicitat i algunes propietats, del polinomi que, peracada 0 <k <d-1,
aconsegueix:
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maximitzar el valor p())

per els polinomis en Ry{z] sotmesos a les restriccions |p(M)| <1, peral=1,...,d.

Hem establert que la solucié és P, pera A > A\ i (—1)’°Pk(—3:) si A < Mg i hem donat caracteritzacions
per aquests polinomis, per exemple el Teorema 3.2.4 i la Proposicié 3.2.5. El que no hem fet per ara
és donar una expressié general o almenys algorismes de calcul per els k-polinomis alternants. En el que
segueix mostrarem 'aconseguit a aquest respecte.

A)

B)

Respecte de la relacié amb els polinomis de Chebyshev. Si o(z) = 2—“’;\’115_1,\—“}‘, el polinomi de

Chebyshev “traslladat™, T o o, pertany a Bi. De la representacié Ty (z) = cos(karccosz), valida
- 1
en [~1,1], la malla Tk'1 {-1,1}) és Tx = {Hl = cos( ) l=1,...,k+ 1}, amb Tk(m) =

(=1)"*1. Llavors,

Proposicié 3.4.1 El h-polinomi alternant associat a M* compleiz

Pn()) > ch [hargch Rl |
A=A

per a tot h =0,1,...,d =1, i A > A1, Sio YT C M*, llavors el h-polinomi alternant associat
a M* és P, = T} o0, per a h divisor de k. Aquest és Uinic cas en que la desigualtat anterior és
tgualtat.

Demostracié  Es conseqiiéncia dels comentaris anteriors, del Teorema 3.2.4 i de la representacié
Th(x) = ch{hargchz), peraz > 1. i

Donada una malla N* = {ug4+; < --+ < g} iun punt z que no hi pertanyi, indiquem N, = N*u{z}.
En particular, si N = {41 < -+ < p1 < po (= A)}, Mo = N. Introduim la notaci6,

b= ] w-2)

zENZ\{v}
Indicarem, per a h = 0,1,..., [N,
T (N) = |[un, Nl = H ln = il (3.14)
mEN\{un}

El polinomi p(N™), definit per p(N*)(u1) = (=1)"*1, pera tot { = 1,...,k + 1, pot expressar-se,
usant el métode d'interpolacié de Newton, en la forma (s indica la funcié signe},

PN*)(2) = [z, s]Z?(:M\;“) | (3.15)

Sigui Sy el conjunt de les submalles

N == < <pa<pr=M}C M.
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C)

Segons el Teorema 3.2.4 i la Proposicié 3.3.3, determinar Py associat a la malla M* i calcular Pi(A),
per a A > A, equival a trobar un element de Sj tal que,

k+1
e complint [lJ’h’NHh]Z 7—{%%—\/——“;% € [-1,1), Vu,e M*\N*, (3.16)
=1 Y HR
o A \ k+1 1 k41 1
e maximitzi p( )( ) = { ,N}; m—l— = Ty (J\[) [=Zl m . (3.17)

d —
k—
dem que no té per que ser Unica), el k-polinomi alternant el déna (3.15).

. 2 . ‘s
La recerca es realitza sobre |Sg| = ( 1) submalles. Determinada una submalla solucié (recor-

Cassos particulars senzills. Ja al comengament, (1), haviem establert

_ 2 :l:-/\1+/\d
T A - M Al —Ag’

mitjangant una consideracié geométrica. Notem que P; també és immediat de la Proposicié 3.4.1 0
també usant (3.16) i (3.17), ja que &) es redueix a la submalla {Ay < A;}. Per a k = 2, raonem sobre
la malla o(M*) C [~1,1]. Llavors p(c(N*)) € Bz si i només si c(N*) = {1 < o(N\)) < 1}, amb N,
triada de manera que |o()\;)] sigui minim. Existird una submalla tnica, excepte si —o(\;) € o(M*)
en el qual cas n’hi haurien dues que serien simétriques respecte de l'origen i que determinarien el
mateix polinomi. Per tant, P, = p(N*), amb N* = {Ag < A < A}, tal que ); estigui a minima
distancia de i\-L‘;—)‘i Llavors,

PB=1, P

2 .
Bo= (A1 = A) (A = Ag) <x2 ~ Gtz

1 1 1
™0 (N) (71 (N) + - (N) -+ ﬂd(N)) (318)

Podem interpretar el k-polinomi alternant com solucié del segiient problema de programacid lineal.
Associem a cada polinomi p € Ryfz] el vector (zo,z1,%2,...,24) definit per x; = p(X\;), per a
1=0,...d. La funcié a optimitzar és zq amb les restriccions,

AL+ A Ag + A Ay — A?)
2

Py(N)

I

a) Sobre p(\;). S’expressen per
r>-1,51<1, peral=1,---,d

b) Sobre el grau de p. Usant diferéncies dividides, p pot posar-se en la forma,

d
p=1[p; Mol + Y [P5 Aose s Am] (& = Xo) -+ (2 = Amor)
m=1

on els simbols [p; - - -] estan definits per [p; /] = p(A) = z1, pera (= 0,1,...,d, i la recursié

D5 Aiv.. A5 = lp; /\i""”\j'/\l‘] _E‘p; Aittyee s . Per tant p € Ri[z] és equivalent a
i A

[; Xoy- 1 Am] =0, pera m=k+1,...,d.
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La recerca dels k-polinomis alternants associats a una malla M?*, aix{ com el seu valor en X prefixat,
pot tractar-se, en aquesta interpretacié amb el métode del simplex. Es déna a continuacié una
rutina, usant el paquet simplex que té implementat Maple V i es mostra la seva accié sobre un
exemple.

with(linalg):
with(simplex):
Entra els elements de la malla M = {A\} UM" en ordre decreixent
malla:=[6, 4, 3, 1, 0, -2, -3, ~5]:
Calculem els k-polinomis alternants per a la malla M”
d:=nops(malla)-1:mallaestrella:=array(l..d)::sortida:=array(l..d):
for 1 from 2 to d+1 do mallaestrella(l-1j:=malla{l]: od:print(malla(1],‘ ‘,mallaestrella):
xx:=array(l..d+1) :Difd:=array(1..d+1,1..d+1) :valors:=array(1l..d-1,1..d+1):
for i from 1 to d+1 do Difd[1,i):=xx[i]):od:
for k from 2 to d+1 do:
for h from 1 to d-k+2 do
Difd[k,h]) :=(Difd{k-1,h}~Difd[k-1,h+1]1)/(mallalh]-mallalh+k-1]):
od:
od:
graucond:=array(l..d):
for t from 1 to d do graucond[t]:=Difd[d+2-t,1]=0:0d:
intcond:=array(1..2#d):
for u from 1 to d do intcond[2*u~1]:=xx[u+1]<=1:intcond[2*u] :=xx[u+1]>=-1:0d:
totcondicions:=convert(intcond,set):
for r from 1 to d-1 do
totcondicions:=totcondicions union graucond[r]:
xopt[r] :=convert (maximize (xx[1] ,totcondicions),list):
for j from 1 to d+1 do
for i from 2 to d+1 do
if convert{(lhs(xopt{r][j]l),string)=cat(‘xx[‘,convert(i,string),‘]l‘) then
sortidali-1}:=rhs(xopt[r] [j1):
fi:
od:
od:
polalt:=x->subs(w=x,interp(mallaestrella, sortida, w)):
print(sortida,‘ ¢,cat(‘grau=‘,convert(d-r,string)),‘ P = ¢, polalt(x),* °,
cat(‘P(‘,convert(mallalll,string),‘) = *,polalt(mallal1]))):
od:
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er a1 < k < 6, els valors dels k-polinomis alternants sobre la malla
M* =1{4,3,1,0,-2, -3, -5}, els propis polinomis i els seus valors en A =

6.
1 P6=$zs+g%625——12—1%z4—12—52-x3 -g—;x2+§§:c—l
-1 P5=8—1:r5 éz“ 587 3—%z2+§x+%
1 P4=~5%1- 4+-12—6z3—%z2-%x+1
-1 P3=Hss-x3+§2;;zz—%x—g
1 P2=~110-1:2+%2—1

Ps(6) =

Py(6) =

P3(6) =

Py(6) =

Py(6) =

1613
173

289

Comparem els valors en A = 6 dels k-polinomis alternants, construits sobre M* = {4,3,1,0, -2, -3, -5}
i els respectius polinomis de Chebyshev “translladats”, Ty, corresponents a l'interval [—5, 4].

T1(6) = 1.444. ..
T2(6) =3.172...
T3(6) = 7.721...

Ty4(6) = 19.133...
Ts(6) = 47.553. ..
Te(6) = 118.244. ..

Py(6) =1.444...
Py(6) = 3.2
P;3(6) = 8.166. ..

Py(6) = 20.642. ..
Ps(6) = 57.666. ..
Ps(6) = 230.428.....






Capitol 4

Optimitzacié de resultats metrics.
Aplicacions

Tornem als resultats presentats a la Secci6é 2.2 respecte de distancies entre conjunts, excentricitat d’un
conjunt i diametre d'un graf. El problema de maximitzar el quocient TI%(I% en R (z] ha estat objecte de
la introduccié i estudi, fets al Capitol 3, dels k-polinomis alternants associats a una malla. Els Teoremes
2.2.2,2.2.3 i 2.2.4, s’optimitzen en la forma,

Teorema 4.0.3 Siguin C, D una parella de subconjunts de V ¢ P,CCD, perak =0,1,...,decp — 1, el
1oV AN 6VADII _ g vy, thavors

k-polinomi alternant per a la malla M%p. Si PEP()) >

IoCll Dl
8(C,D) < k.
Teorema 4.0.4 Sigui C un subconjunt no buit de V z'PkC, perak=0,1,...,dc—1, el k-polz'nomi alter-
V\C)
nant per a la malla Mg. Llavors, si PE(\) > t——2"21 le(VA Ol Vivl|2-1= <I>(C VIvII? — 1, Uexcentricitat

rE
de C compleiz e < k.

Teorema 4.0.5 Sigui Py, per a k=0,1,...,d— 1, el k-polinomi alternant per a la malla M*. Llavors,
s5i Pe(A) > |[v||2 = 1, el diagmetre del graf compleiz D(T) < k.

Aquests teoremes s’usaran sovint en la seva lectura pel contrarreciproc. Reunim aquestes presentacions,
reformulant els Teoremes 4.0.3, 4.0.4 i 4.0.5 en la forma,

Proposicié 4.0.6 En les notacions dels teoremes anteriors, es compleix

¢ IVAON p(VAD) | o

33
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2. ec> k= llp(”V(\:“C )l Vivlz - 1>Pk 1(A) pera 1<k<dce.

8. D) >k=v?-1>P_1(\) pera 1<k<d.

Estudiem-ne ara diverses aplicacions en diversos contextos.

4.1 Diametre i autovalors en grafs bipartits

Tractarem de millorar el resultat general del Teorema 4.0.5 en el cas de grafs bipartits. Sigui I’ = (V, E)
un graf bipartit i V = Vj UV, la descomposicié en subconjunts estables. Sigui M = {dg < Ag—1 < --+ <
A1 < Ap = A} la malla d’autovalors del graf i M** = M\ {A4,A}. Tornem a la Proposicié 2.2.5 amb
intencié d’optimitzar-ne ’enunciat usant els polinomis alternants. Donat k < d — 2, el k-polinomi alter-
nant Py associat a la malla M** té, d’acord amb la Proposicié 3.3.1, la mateixa paritat que k. Per tant,
essent || |loo 12 norma discreta del suprem associada a M**| si k és parell (resp. imparell),

sup{p(}) : p € Rg[z], |Ipllec = 1, p parell (resp. imparell)} = P()).

Aixi 'optimitzaci6 de la Proposicié 2.2.5 és,

Proposicié 4.1.1 Sigui ' un graf bipartit amb autovalors M = {dg < A1 < -+ < A1 < Ap = A},
M-k = =Xk, k=0,1,...,d). Indiguem v un vector propi positiu associat a A i ¢ty la minima component
de v entre les corresponents al subconjunt de vértezs estable Vi, r = 1,2. Essent Py, per a k <d—2, el
k-polinomi alternant associat a M** = M\ {dg, A}, es té

I1. ;;"2 -1 (k imparell)

max, {JL,_,V;"; - 1} (k parell)

B(\)>€k) = D{I)<k+1 , essent &(k)=

En el cas particular de ser T" regular, podem prendre v = (1,...,1), amb el que 'enunciat anterior
s’unifica en,

Proposicié 4.1.2 Sigui I' un graf regular bipartit amb n vértexs. Llavors,

Pk(x)>’2-’—1 = DI)<k+1.

Com és logic d’esperar, per 'afegit al raonament del caracter bipartit del graf, la Proposicié 4.1.1 és més
forta que el general Teorema 4.0.5. Observem on es produeix la millora. Pel caracter homogeni de les
expressions que apareixen en la Proposicié 4.1.1, podem triar ¥ = (v[v,) amb minima component la

Jvi?

unitat. Es clar que E(k) < — 1, i que la igualtat és sempre certa per a k parell, i per a k imparell quan
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els vectors v, v tinguin ambdos minima component 1. Suposem que es verifica Pry1()) > ||v]|2 -
Recordant (3.13) tenim,

- a 2 [

B (R -0 T 1 S ey, (1)
amb el que es compleix la hipotesi de la Proposicié 4.1.1 i s’obté la conclusié comuna, via aquesta
proposicié o el Teorema 4.0.5, D(I') < k + 1. Fem una observaci6é complementaria en el cas en que d
és parell i k = d — 2. Llavors la desigualtat (a) és igualtat segons (3.12). També com k és parell (c) és
igualtat. Per tant en aquest cas la Proposicié 4.1.1 i el Teorema 4.0.5 sén equivalents. A més, en aquest
cas, la igualtat Py_;(\) = [|[v}|? — 1 es tradueix en Py_o()) = ﬂ_i 1 = £(d — 2). Aquesta observacié
s'inserta en la definicié de graf P-frontera en el Capitol 5. Per a k < d — 2 és d’esperar, via la desigualtat
estricta en (3.13), la conversié de la igualtat Prye1(A) = [[v]|2 — 1 en la desigualtat B(\) > £(k) i, per
tant, la conclusié D(I') £ k + 1. El maxim progrés entre un i altre enunciat és esperable quan k és
imparell i menor que d — 2.

4.2 Sobre el pes d’un conjunt i la seva excentricitat

Donat que PE(A) > Pi(\), Proposicié 3.1.6, podem debilitar el Teorema 4.0.4 en la forma

Py > 12 ”Vé,if)” VIPE=1 = ec<k (4.2)

en la que el conjunt C només apareix a través del seu pes. Operant podem expressar (4.2) en la forma

Proposicié 4.2.1 Sigui Py, per a k = 0,1,...,d — 1, el k-polinomi alternant associat a la malla M*.
Per a tot conjunt de vértexs C es compleiz

v
oot > = o<k,

+ et

Demostracié Per a k < deo — 1 val el cilcul a partir de (4.2). Per a k > d¢ el resultat s’obté de la
Proposicié 2.1.2. =

Notem algunes situacions particulars per a aquest enunciat.

1. Si Pe(\) > |lv)? = 1, llavors ——MLJ’;KT < 1. En conseqiiéncia, tot conjunt de vértexs, en

1+HT}|T7:T

particular qualsevol veértex, té excentricitat menor o igual que k, reobtenint el Teorema 4.0.5.

2. Si Pi()\) = |[v]|? — 1, la Proposicié 4.2.1 es converteix en [|pC|| > 1 = ec < k. En particular, tot
conjunt de més d'un vértex té excentricitat menor o igual que k i el diametre del graf és menor o
igual que k + 1. També observem que, cas de tenir didmetre k + 1, els vértexs de pes unitari sén
els tinics que poden ser diametrals.
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3. Sigui 0 £ k < d~— 1. Per a cada vértex u considerem el seu k-exterior E. Si E} no és buit, la seva
excentricitat sera major que k. De la Proposicié 4.2.1 es complira

vl
e
D=1

lvl? = lpNEI? = lpER|? <

que, trivialment, seria també cert si E} fos buit. Calculant i de I'arbitrarietat de u s’obté

o PPN
g}el‘f}{”PNk 1%} 2 w2 =1 .’::.P}f()\)

(0<h<d-1) (4.3)

que proporciona una fita inferior, per a cada h, del pes del h-entorn de tot vertex.

4.3 Sobre pesos i cardinals de conjunts i els seus k-exteriors

Considerem un graf I' = (V| E). Per a cada conjunt C C V i cada 0 < k < e¢ — 1, hem definit el &
exterior de C, ES, com el conjunt de vértexs amb distancia a C major que k. Usant la Proposicié 4.0.6
i tenint en compte la Proposici6 3.1.6, es té (C)(ES) > Pi()). Elevant al quadrat i aillant {|pEC|],

obtenim,
1pEC? < w)? (Ilv))? = 11eCJ1%)
vl + (PEY) = 1) {IpCY2 7
que podem extendre trivialment a 0 < k < D(T") ~- 1.
Fitant (4.4), podem enunciar

OSkSEC—ly (4’4)

Proposicié 4.3.1 Sigui I' un graf de diametre D. Per a 0 < r < V|, 0 £ k¥ < D — 1, indiquem
g(r) = min{||pC||? : |C| =1}, Gk(r) = max{||pES]|? : |C| = r}. Llavors,

Iell? (vl — g(r)
vi? +(PE(A) — 1) g(r)

Gi(r) < i

leii? (el =1) _ el
VP PR =17 14 B,

. Podem treure’n

De la definicié de v es té g(1) = 1. Per tant Gg(1) < i

algunes conseqiiéncies,

1. Si Pi(A\) > [[v]|? — 1 llavors G (1) < 11, per tant, és nul, d’on no existeix cap parell de vértex és a
distancia major que k. Per tant D(T") < k, reobtenint el Teorema 4.0.5.

2. Si P.(X) = ||¥||> — 1 obtenim Gi(1) < 1. Hi han dues opcions: (i) G¢(1) = 0, amb el que D(T') < k;
(i) Gk(1) = 1, el que implica que D(I') = k + 1 i que cada vértex diametral només pot tenir-ne un
de diametralment oposat i, a més, tot vértex diametral té pes unitat. Tornarem sobre aquest fet
en el Capitol 5. '

Restringint-nos a grafs regulars, amb el que g(r) = r, tenim
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Corollari 4.3.2 Sigui I' un graf regular de n vértexs i didmetre D. Per a 0<r < |V],0< k<D -1,
Llavors, Gi(r), mazim nombre de vértezs que tenen almenys r vértezs a distdncia major que k, compleiz

n(n —r)
&) < |5ty

Si el nostre graf regular té didmetre espectralment maxim, prenent r = 1, podem concloure,

CoroHari 4.3.3 Sigui I’ un grof reqular de n vértexs i diametre D(= d). Indiquem P el (d —1)-polinomi
alternant. El grau mdzim, A*, del graf g = (V, E*), on dos vértezs son adjacents quan sén a distincia

d, compleiz
. n(n —1)
<|l—— .
ATs 'j& -1 +P2(/\)J

Per exemple, en el graf de Petersen, amb autovalors 3, 1, —2 i diametre 2, es té P(3) = —g Llavors, el

resultat anterior déna A* < |.‘9—_{9_(_)7_5'J = 6, i la fita s’assoleix. En la part final d’aquest treball, Teorema
9

10.3.8, s’establird una conseqiiéncia estricta sobre l'estructura del graf, en cas de produir-se la igualtat
en una expressié d’aquest tipus.

4.4 Sobre el k-nombre d’independéncia

Donat un graf I' indiquem n el nombre de vértexs i per D el seu diametre. Peracada k =0,1,...,D-1,

direm que un conjunt de vértexs X és k-independent quan qualsevulla parella de vértexs de X diferents,
compleixen que la distancia entre ells és major que k. Al maxim cardinal dels conjunts k-independents, oy,
se I'anomena k-nombre d’independéncia de T’ (veure Delorme i Tillich [18]). Aquesta definici6 generalitza
I’estandar de nombre d’independéncia o nombre d’estabilitat del graf, que correspén a ’anterior definicié
per a k = 1. Trivialment ag = n i ap—1 = 2. Farem s de la Proposicié 4.0.6(1) per obtenir una fitacié
per a oy en termes dels autovalors del graf. Com per k& = 0 tenim el valor exacte de oy, les desigualtats
que obtindrem, tot i ser certes en aquest cas, seran irrellevants. Suposarem, doncs, £k =1,...,D-11i
també que el graf és d’almenys tres vértexs o equivalentment [lv/||2 > 3.
Notem primer l'equivaléncia entre les afirmacions (a) X és k-independent i (b) per a tota particié X =
X1U X3 en subconjunts no buits, es compleix 9(X1, X2) > k. En efecte, sigui e, un vertex de X. Llavors,
si (b) és cert, O({e,}, X \ {er}) > k i per tant O(e,,e;) > k per a tot vértex e; € X diferent de e,.. L'altra
implicacié és evident.

Proposicié 4.4.1 En les notacions anteriors, per a tot k=1,...,D — 1, es compleiz

2”1‘“2
| -9
o < k() 1+\/5

essent Py el k-polinomi alternant per a la malla M*.



38 CAPITOL 4. OPTIMITZACIO DE RESULTATS METRICS. APLICACIONS

Demostracié  Sigui X un conjunt k-independent amb cardinal ay. Per a tota particié X = X; U Xy,
amb 1 < |[Xy| =z i1 £ [|X3] = x4, es compleix (X1, X2) > k + 1. Usant (2.4), la Proposicié 3.1.6 i la
Proposicié 4.0.6(1) tenim

fon20) = \/nuu:m \/lIVIli;mzmllp(H‘;}\{fﬁl)ll L AXIL > psy > Ry,

per a tota parella d'enters (z1,z;) amb 11 + 23 = oy, i on f és la funcié (0, ax) x (0,ar) — R, definida

per f(z,y) = \/my”Z = )l = y)- Per tant,

Ty

Pe(A) <min{f(z,y): zeN,yeN, z+y=o4} =7~

Qr O

La funcid f restrigida a la diagonal,  + y = &y, del quadrat té, en el punt ( ) minim absolut de

2’2
2 —
valor —Ml—x—%' En cas de ser a4 parell, v coincideix amb el minim absolut. Si a4 és senar, 2r + 1,
k
2 _ )2 —
llavors y = f(r +1,7) = f(r,r +1) = \/(2”'/”02 ai) 1. De P ()) <+, obtenim
2 _
2|v|?
[ QL AL SER— .
(o parell) ar < BT 1 (*) (4.5)
\fP2(/\ = 1) +4vl*PE(N) - 2llv]®

{ax senar)

B~ 1 = () (46)

Tractem d’expressar-ho en forma més agradable. Notem que de la Proposicié 4.0.6(3), es té Pr()\) <
llwl|2 — 1, per a tot 0 < k < D — 1. Llavors, indicant & = {(z,y) € R?: > 3,1 <y < z -1},
V-1 4232 —2r 2

y? -1 y+1
(3x) — (%) = H(||¥||?, Pc(})). Estudiada H, resulta ser no negativa. Per tant una expressié comuna en
els dos cassos és

i introduint la funcié H : & — R, definida per H(z,y) = , resulta

< VBEQ) — 1) + 4 PE) — 2]lv1?

= P\ -

(k=1,...,D-1). 47

La restriccié H, de H a la seccié de A obtinguda fixant z, té maxim absolut en y = £ — 1 amb valor

V522 — 120 +8 ~ 2z + 2

K(z) = —3 , {zx > 3). Per tant, una segona versi6 de la fitacid, seria
2vl? | VIV - 12[v]2 +8 - 2|v]® + 2
«a k=1,...,D-1). 4.8
S XGVES! o7 = ( Lo 09
i notem que una condicié necessaria per a la igualtat és Pi(\) = [[v]|2 — 1. La funcié K és mondtona

creixent i fitada. El seu extrem superior, no assolible, és /5 — 2. Per tant, una altra versié del resultat,
és )
2l

% < PN +1

+v5-2  (k=1,...,D-1). (4.9)
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que és el nostre enunciat. =

Les fitacions (4.5) i (4.6), les més estrictes, sén poc operatives desconeixent la paritat del k-nombre
d’independéncia. Les (4.7), (4.8) i (4.9), s6n, de manera suau, progressivament més febles. L’enunciat
amb la versi6 (4.9) es justifica per el seu agradable aspecte i en Pestimacid, despresa del caracter enter de
ay, i del valor v/5 —2 =~ 0.236068.. ., que en la pitjor situacié (ay parell), la perdua de precissié només es
produiria en Y'ordre d’un 23% dels cassos i en magnitut d’'una unitat. Una situacié en la que es mostra
la bondat de la nostra fitacid, és el cas en que I' és distancia-regular r-antipodal. El diametre en un graf
distancia-regular és d = JM*| (caracter extremal). De ser r-antipodal ag_1 = r i veurem, més endavant,

Proposicié 5.5.7 que, per a aquests grafs, Py_1{)\) = ;IV[ — 1. Llavors la Proposicié 4.4.1 proporciona la
2|V

————+\/5—2=r+0.236...,ésadir,a_ < r, que en el nostre cas és igualtat.
P +1 e-1="d ‘&

fitacié ag—1 <

4.5 Sobre el (r,s)-diametre

Per a un graf I' = (V, E), indiquem P; el conjunt dels (“{l) subconjunts de V de ! elements, [ = 1,...,n,
onn = |V|. Per a una parella de naturals r, s amb r+s < n, considerem la restriccié de I'aplicacié distancia
entre conjunts, (C, D) — 8(C, D), a 0, : Pr x Py — R. El maxim, D, ;, d’aquesta funci6 el definim
com el (r, s)-didmetre del graf. Notem que la nocié ordinaria de didmetre correspon a D; ;. Establirem
una fitacié superior per D, s, en forma similar al Teorema 4.0.5.

Proposicié 4.5.1 Sigui Py el polinomi alternant per a la malla M*. Llavors:

ro> [EED)(BELY » bse oseseon,

S

Demostracié Usant Paplicacié @ i la propietat (2.4) per a qualsevulla parella (C, D) de P, x Ps, es té

""" -1, ¥D)< \/'l'—;f- ~1

De la Proposicié 3.1.6 resulta PP ()\) > Pk( )}, per a0 < k < dep — 1. La hipotesi de 'enunciat permet
establir la cadena de deswualtats

PEP(A) > Pu(\) > \/ (l‘"riz - 1) (@3 - 1) > 3(C)3(D)

Aplicant el Teorema 4.0.3 tenim 8(C, D) < k, que també sera cert per adep < k £ d—1 per la Proposicié
2.1.1. L'arbitrarietat de C i D prova el resultat. X

Notem que per a r = s = 1 retrobem el Teorema 4.0.5.

Usant una técnica similar, podém obtenir una nova fitacié per al diametre del graf. Donada una parella
u, v de vértexs, considerem els respectius entorns N;(u), N;(v), on ! sera fixat posteriorment. Introduim
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2
p; com el minim del conjunt {i]pNz(w)ii2 : w € V}. Llavors, si es complis la hipdtesi P()\) > ~—— UV” -1,

Py
tindriem les desigualtats

)2 YA .
P> =5 12\/(npm(u>nz 1>(iipNz(v)H"’ 1) M) 2(N(2))

i del Teorema 4.0.3 i la definicié dels entorns es té d(u,v) < k+2!. Com aquesta conclusié pot establir-se
per a tota parella de vértexs, resulta

Proposicié 4.5.2 Sigui Py el k-polinomi alternant per a la malla M*. Llavors:

Ill/ll2

l

P(AN)>——~-1 = D<LEk+2

Definim 6} = min,ey |N;(u)]. Com el pes d’un conjunt de vertexs majora el seu cardinal es té §; < p;,
amb el que podem debilitar la Proposicié 4.5.2 en la forma:

Corollari 4.5.3 Sigui Py el k-polinomi alternant per a la malla M*. Llavors:

llvfl?

PN > 2L 3

-1 = D<k+2

. .. . . -1 .
Indiquem g el ‘girth’ del graf, minima longitud d’un cicle. Observem que prenent | = ¢ = [Q‘TJ i
essent § el grau minim, podem estimar §; per la desigualtat

S =21+6+6(6-1)+---+6(06-1)1=n(690).

Per tant, en les notacions introduides, hem establert

CoroMari 4.5.4 Sigui Py el k-polinomi alternant per a la malla M* associada a un graf T' de ’girth g.
Llavors:

Pe()) > I® o peksar
n{6,£) -

4.6 Aplicacié a la vértex connectivitat

Un conjunt de vértexs T d’un graf connex I' = (V, E), es diu que és un conjunt de tall quan el graf induit
en V' \ C deixa de ser connex. El minim cardinal dels conjunts de tall de T' se 'anomena connectivitat
(o vértex connectivitat) del graf i s’acostuma a representar per & = x(T'). Es clar que, si § és el minim
grau del graf, sempre k < §. El fet que un conjunt T sigui de tall és equivalent a la possibilitat d’una
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descomposicié disjunta V = X UTUY, amb §(X,Y) > 2. Llavors si |X| = z, |Y]| = y, es compleix
D2,y 2> 2, i llegint al contrarrecipoc la Proposicié 4.5.1, tindriem,

f(@y) = (%’—'2 - 1) (”—’:JE - 1) > PE(N).

Si |{T| = ¢, llavors z, y estan sotmesos a la ligadura £+ y = n — ¢ i, a més, com a minim han d’esser
6§ —t+ 1. Si H és el conjunt de parelles de naturals complint aquestes limitacions,

[vl? —n+¢

max{f(z,9) : (z,9) € H} = 1+ || rm s e

i s’assoleix quan z, y prenen valors § —t + 1, n — § — 1. Recordant el valor de P;(A) donat en (3.3).
I’acompliment de la desigualtat

2 2 — Ay —
vl Il ) c 2= M= ,
6—t+1 n—-6§—1 AL — Mg
fa impossible l'existéncia d’un conjunt de tall de ¢ elements. Indicant K la part esquerra de la desigualtat
anterior, podem disposar-ho en el segiient enunciat.

Proposicié 4.6.1 Sigut T’ un graf d’ordre n, grau minim 6 ¢ autovalors, Ag > Ay > --- > Ayq. Donet

t<é6, st .
K+1 K-1 _ vl vl®
)\0> 5 A1 — 5 Ad on K_\/((S-—t*}-l—l n—6—1—1

llavors § > k > t.

En cas de ser el graf regular I'enunciat anterior adopta un aspecte més simple. Considerem la inequacié
en la variable real £,

K+1 K-1 _ n Ao +1
Ao > 2 AL — 5 Ad amb K_”()\o—t+1 1)(71_/\0_1)

Ao +1 on £ = n(/\l — /\d)2
E+1’ 4(ho = A1)(Ao — Ag)(n ~ Ao — 1)

Resolent-la, obtenim ¢t <

Respecte de la connectivitat

del graf resulta,

Corollari 4.6.2 Sigui I' un graf reqular d’ordre n amb autovalors, Ag > A1 > --- > Ag. La connectivita?
del graf compleiz

A +1

X >K> [ (A - /\d)z
§

+1-| yoon &= 4(ho = A1)(Ao = Ag)(n = Ao — 1)

Es suggestiva I'expressié d’aquest resultat en el cas particular en que, a més, el graf sigui bipartit, és a
dir Ay = —A1. Llavors, 'enunciat és,
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Corollari 4.6.3 Sigui ' un graf reqular bipartit d’ordre n amb autovalors, Ao > A1 > - -+ > Ayq. Llavors

/\0+1 n(/\0+)\1)2
Ao > K> -
°"“‘[£+1]’ S W PG W ey g )

Una observacié més sobre grafs regulars i la connectivitat. En les notacions del Corollari 4.6.2, una
condicié suficient per a que el nombre de tall coincideixi amb Ag és que Ag <

Ao+1
£+1

, 0 equivalentment,

Ao +1
£+1

> Ao — 1. Calculant amb 'expressi6 de £ obtenim,

Corollari 4.6.4 Sigui I' un graf regular d’ordre n amb autovalors, Ag > A1 > --- > A4. Llavors,

A+1

1— A1—=Ag)4 (o1
8(/\0—1\1)()\0—1\45

Exemple 4.6.5 Testegem els resultats obtinguts sobre alguns grafs. Si considerem C,, circuit de n
vertexs, Figura 4.1(a), els parametres involucrats sén, si n és parell (n = 2p), Ag = 2, A} = 2cos%,
Ad = —2 isin ésimparell, A\g = 2, A\; = 2cos 27”, Ag = 2cos l;flﬂ'. Realitzant el calcul de la fita segons
el Corollari 4.6.2, obtenim, reunint els cassos segons la paritat de n, x = 2 per a n < 8, donant-nos la
fita Optima, mentre que per a n > 9, ja només obtenim 2 > x > 1.

n>

= K=

(a) (6) (0)

N/ [ ==\ >

Figura 4.1: Exemples per a la connectivitat.

El graf regular bipartit de la Figura 4.1(b), té autovalors 4,0, —4. En aquest cas, n =8, Ay =4, A\; =0,
amb el que el Corollari 4.6.3 proporciona x > [3.75] = 4, amb el que Kk = 4.
Per el graf representat en la Figura 4.1(c), es té Ao = 5, A\; = 1, Ay = —2.4142. ., i ara la desigualtat del
Corollari 4.6.4 és 8 > 7.4676.. ., i per tant la vértex connectivitat és 5.



Capitol 5

Conjunts i grafs P-frontera

5.1 Conjunts P.-frontera

Considerem un graf I’ = (V, E) i un subconjunt C de vértexs. L’accié d'un polinomi p € R[z] sobre
el vector pC = Z vye, , proporciona un vector pertanyent a ’envoltura lineal dels vectors e, associats
ueC
als vertexs v € NE. Per tant, es compleix I'equacié (ppC, pES) = 0. El fet que 8(C, ES) = k + 1,
per a k < g¢ — 1, ens condueix, usant el Teorema 2.2.2, a que per a tot polinomi de grau fins a k, es
P(}A)
CES
IS )
a la malla reduida interseccid, corresponent a C i ES, proporciona Pkc Ei (A) < ®(C)B(EF). Tenint en
compte la Proposicié 3.1.6, ampliant la malla a 'associada a C, obtenim '

PEA) < ®(C)D(ES)  (k=0,1,...,6c = 1). (5.1)

< ®(C)®(EF), desigualtat que optimitzada amb I'is del k-polinomi alternant associat

compleix

Definicié 5.1.1 Direm que C és un conjunt Py-frontera, on 0 < k < e¢, quan PE(\) = &(C)®(EY).

Trivialment, tot conjunt és Py-frontera. Essent A = po > p1 > -+ > p4. els autovalors locals de C,
anomenarem C simplement conjunt P-frontera quan sigui Py, _1)-frontera. Les desigualtats k < ec < dc¢
estableixen que si C és P-frontera llavors ec = dc, és a dir, el caracter extremal de C. Per no fer farragosa
la notacié suprimirem 'index C quan la confusié no sigui possible.

Establirem ara una caracteritzacid, important en el nostre treball, del caracter Pg-frontera.

., . N, E :
Teorema 5.1.2 El conjunt C €s Pi-frontera si i només si pNy ='M]—l—p—L“PkpC. En aquest cas

R e IoCTl lpEo]
els autovalors locals de C i Ny, coincideizen i el k-polinomi alternant prén valors £1 en tots els autovalors

de espectre reduit de C.

43
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Demostracié Suposem el caracter Py-frontera de C. Considerem, en forma similar a (2.2), les des-
composicions espectrals,

_lec AR
T E R 7 o

Establim la segiient cadena de desigualtats,

ot VS (5.2)

(a) @ D, (@)
(Pez1,22) < [(Pez1, z2)] = [(Fezl, 29| < Pzl 22l < Nlzilllizall < Dlzill Bzl (5.3)

on els 2 sén les projeccions dels z; en la suma dels subespais propis corresponents als autovalors comuns
dels espectres reduits de C i N. Explotem ara la definicié de Ey i la condicié Pi-frontera de C.

0= (PpC,pB) = (LA P + Pz, o) = LA P oI + (Buz, v - o) =
_ Jlecy? Lol
= L noo + <sz1,(1-ﬁ2—)u—z2>=
- “ﬁ’i PN IpER| — (Pezr, z2) > ”;l" n'l PeOIPEIP ~ llzall 22l = (5.4)
_llec? 2 eCll¢ lleNg|*
= Ll pnion \/llpC||2 o \/n - e
- l”’-’ufu‘z'—ﬂu)upmuz - E’ZC—I{'V““L;]—V’—‘ﬂupEou loExl =
2 2
—-—————-"”C'l‘w"lf;E"“ [Pe(X) — $(C)®(Ey)] = 0.

Per tant la desigualtat en (5.4) és igualtat, el que es tradueix en la validesa en (5.3) de les igualtats en
(a), (), (c) i (d). La igualtat en (d) equival a 2} = z;, és a dir, la identitat entre els autovalors locals de
C i Ni. De (b) es dedueix la proporcionalitat dels vectors Pz i z2, el que juntament amb (a), fa que

Pyzy = €z4, per a algun £ positiu. Finalment {(c) equival a P (y;) = %1, per a tot autovalor de l'espectre
reduit de C. Podem calcular £ per

=1l _ lleCll llpEol
lzall — lloNeltHllpEell

Obtenim el nostre resultat efectuant el calcul de P pC,

&=

PupC O o 0 by  NEClLIRED] [||kau2U+z2] _ leClllipEsl

R ~ lleNellpE:l L v ~ TNl lpEe P
Reciprocament, llpzjic;tem,ller;v e:l ls{ul:slgl)aﬁ g;rlllezzrat per v, la igualtat p\” EWP %«pC . De
- 1oNell® _ lloNell Bkl lle ‘s a di = 1pZoll NPTkL )
(5:2) obtentm, Tl = pclloBall iz K> & 4 B =g g,y = HORE

&=

Treiem una mica més de rendiment als aspectes complementaris d’aquest teorema. Mantenint la hipdtesi
de ser C conjunt Pg-frontera, cbservem que al tenir C i Nj els mateixos autovalors locals, de pNi+pEy =
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v, resulta que també sén comuns els autovalors locals de C i Ej. En particular els k-polinomis alternants,
PE i Pk coincideixen, amb el que

PZ(X) = ®(C)®(Ex) = B(E*)2(Ex), (5.5)

ja que C és subconjunt del k-exterior del k-exterior de C i la funcié ®, recordem (2.3), és estrictament
decreixent. També, Proposicié 3.1.6, al restringir la malla augmenta el valor en )\ del k-polinomi alternant
respectiu. Per tant, es compleixen les desigualtats

PEES () 2 PP () = B(C)B(ER) 2 B(EP)B(EL). (.6)
Si PE"E" (A) > @(Ef“)‘I)(Ek) el Teorema 4.0.3 ens proporcionaria, ’evidentment falsa conclusié, que
la dlstancxa entre Ey i el seu k-exterior seria menor o igual que k. Per tant les desigualtats en (5.6)
sén igualtats. Aixi que C coincideix amb el k-exterior del seu k-exterior i Ej és també Pi-frontera. En
conseqiiéncia,

Proposicié 5.1.3 L’aplicacié “pas al k-exterior” sobre els conjunts Pi-frontera és interna i involutiva.

2 dc
llp‘_]cl;lll__lzﬁ 11z u), C-local potinomi de Hoffman.

que recordant (5.2) és immediat compleix A CpC = pV = v. Fent s del Teorema 5.1.2 es té que els
polinomis de grau d¢

Podem explicitar aquesta aplicacié mitjangant H ¢ =

Ei|l loNkll E leCll? lloEoll [|oC| -
1¢ — g _ IPEsl lpNell . B = WPl o 1P=olliPll p 57
d TpEolllloCl ¢ T pEl? IPE IpNel” © 57)
compleixen,
Exl? loC|J? -
TS pC = pE ,TE"E=C';TC/\=ILU-——,TE“A=—————. 5.8
dpP PLik d (p k) P d( ) upC“2 d ( ) “PEk”2 ( )

Com més endavant tractarem, notem que ambdos polinomis sén inversos, en el sentit que Tdc Tf =1

de
modul el polinomi H(x - ).
=0

Tornant al Teorema 5.1.2 i explicitant la descomposici6 espectral de pC, obtenim per calcul directe les
descomposicions espectrals dels vectors pNy 1 pEj associats al nostre conjunt Pi-frontera. Es té,

Proposicié 5.1.4 Sigui C un conjunt Py-frontera. Essent pC = “lfcl;il v+ Zzz la descomposicic
espectral del vector pC, es compleiz
de 2 “de
ieNel® . lleNell llpExl] lpExl lloNel lpExll
Ni = v+ siz1 , pEr= 7 z
g 2" " leCllleEoll ; o PEEE T T TeCl loEol ;

on §; = Pk(/.l[) =41 (1< de ).
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Indiquem C, antipodal de C, el conjunt de veértexs a distancia e¢ de C. En el segilent resultat establirem
una caracteritzacié del caracter P-frontera d’un conjunt en termes de les multiplicitats C-locals, m$ =
m; = ||z;]|2, on z; és la projeccié de ec = mpc en Ker(z - y;), pera tot i = 0,1,...,d = dc.

Teorema 5.1.5 Donat un graf T = (V,E) considerem C C V. Siguin A = o > g > -+ > g els
autovalors C-locals, P el (d—1)-polinomi alternant associat i mg, m1, ..., My, les respectives multiplicitats

C-locals. Suposem C extremal (ec = d) i indiquem C l’antipodal de C. Les tres afirmacions segiients son
equivalents:

(a) P(\) = \/EICI’IFP -1 \/EQ;? — 1, equivalentment, P()\) = &(C)®(C).

16TI2 &(T)
®) 10z 20)

PpC+pC=v.

lloc)? _ 1IpCl% 2(C) mo
Tz ™7 el 2(@)

(¢) Les multiplicitats C-locals sén  mg =

i expressen el cardcter P-frontera del conjunt C.

Demostracié (a) és directament la definicié 5.1.1 de conjunt Pg-frontera, aplicada al nostre cas. (b)

és I'aplicacié de la Proposicié 5.1.2 a quan k = d — 1. Suposem ara (b) cert. Usant la Proposicié 5.1.4,
les descomposicions espectrals de pC i pC sén

_ lec? . _16CIF. 4TI 2(©) ,
T ”*Z + PO =Y T 001 B(C) 2 Z( Dz

2
En particular, mg = ”“VC’;‘" , igualtat establerta també en (1.5). Per a cada i = 1,...,d, sigul Z; =

H::_:l'__'ml,(é#i)c('x — ) € Ry_yfz]. Notem Zi(A) = %, i també Z;(ps) = (“l)i—l‘XﬁTp Del caracter
extremal de C,

— C|? oilki Cl2 &(C) & .
0 = (ZiPC, PC> = <”fv[]ﬁ Zi(Av + Zi(pi) =z, H”PVHIL v= ::Zcilp zgcg Z(”1)1+lzj> =

j=1

1eCI1eCI2 , 4y o (e leCI2 &) o o2

2N+ G0 EEE g Sl =

_ o m = ®©) ([CIE 2(C) o ,
- yZaierge (R @(C”)w_i_m‘) a<i<a),

on, per definicid m; = lllan Amb aix0 obtenim I'expressi6 (c) de les multiplicitats C-locals. Reciprocament,
suposem (c) cert. Sumant les multiplicitats C-locals,

d 2
1=mg+ ;mi = Hlfl’cl'l[l (1 + Zgg; P()\)) (5.9)
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on hem usat 21_1 72 = P(A). Aillant P(X) en (5.9) obtenim

B@) (W2 BT (0Bl D) o arom e
PN =30 (npcu? 1) =30 o7 = 3(0) " (@) = 2O,

establint que C és un conjunt P-frontera. &

Exemple 5.1.6 Considerem el graf P; x P;. Els seus autovalors sén 2v2,v/2.0,~v2, -2v/2 i el vector
v té per components les indicades en. la figura.

Figura 5.1: P; x P3 i components de v.

Els conjunts C1 = {u1,uz,us,us} i C2 = {v1,v2,vs3,v4} amb excentricitats e(Cy) = 2, ¢(Cs) = 1,
tenen espectres locals Spec(C)) = {(2\/5)‘},0%, (-2v/2)%}, Spec(Ca) = {(2v2)1, (-2\/§)§}, essent doncs

conjunts extremals. Veiem que ambdds sén conjunts P-frontera.

v4 2 V1

ou4 v3 / av2
i /
/ 7
/ ,,
ut '
"!
ud ‘.u2
w u3

Figura 5.2: P; x P; des dels conjunts P-frontera Cy = {u1, u2,u3,u4} 1 C2 = {v1,v9,v3,v4}

El polinomi alternant per a C; és P = AC:t: +1,1 ®C) = ! \/-({I{Im- A = /3 (Cy) =

Ml'l'l'l"ﬁéﬁ'ﬁ'ﬂ)" = V3. Es compleix P(2v/2) = 3 = &(C1)®(C,) i C, és P-frontera. Variem, usant
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; i6 vi hpcal? _ 8 _ Lpca? a(c.
per C; la caracteritzacié via multiplicitats del Teorema 5.1.5. Ara Zi— = 1z = mo, —%ﬁ,—ﬁ% =

TSE%%% = % = my. Per tant, C; és P-frontera. Notem, Proposicié 5.1.3, que els conjunts {w} i
{u1,u2, u3, ug, w}, antipodals respectius de C; i C; també sén P-frontera.

Exemple 5.1.7 Considerem el graf Og4, veure la Subseccié 5.7.2. Té 35 vértexs, és regular de grau 4,
tot vértex té excentricitat 3 i autovalors locals 4,2, -1, -3.

Figura 5.3: Conjunts P-frontera en Oy.

5
Z?=1 % = %, tot conjunt format per un vertex és P-frontera i, Proposicié 5.1.3, també ho és cada
conjunt de 18 vértexs antipodal d’algun vértex. Tornarem a usar aquest exemple en la Subseccié 10.3.3,
en la que deduirem una propietat estructural de Oy.

Cada vértex u té antipodal T amb 18 elements. Llavors, ®(u)®(T) = \/3_4% = . Com P(4) =

Especialitzarem els resultats anteriors respecte de conjunts P-frontera en el cas en que els pesos del
conjunt i del seu antipodal coincideixin (aquest cas 'illustren els diversos conjunts P-frontera presentats
en l'exemple 5.1.6).

Proposicié 5.1.8 En un graf ' = (V, E) considerem un conjunt C C V extremal i C el seu antipodal
Sigui Mc = {A = po > p1 > -+ > pq} la malle d’autovalors C-locals i MG = Mg \ {A\} la malle
reduida. Indiquem Py i Py els respectius polinomis alternants de grau mdzim (d i d — 1) associats,
respectivament, a Mc @ Mg i considerem HC = W%}l% H'f:l(az ~ 1) el C-local polinomi de Hoffman.
Les afirmacions segiients sdn equivalents:

(a) PspC = pC.
(b) C és P-frontera amb ||pC|| = ||pC]\.
(¢) Les multiplicitats C-locals sén proporcionals a ;}- (0 <i<d)iamés|pC| =|pC|.

vl

(d) Py-1(7) = oCIE

—1 i es compleiz ||pC|| > ||pCll.
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(e) Py_1+ Py=HE amb ||pC| = ||pC]|.

Demostracié

&

o/
(@ = (8). De Py() = “|f “ll v 1% = pT = PapC = "]f" LY Pa(2) - En particular, |IoT]| = |6l

D’altra banda, el polinomi Py + Ps-1, de grau d, compleix (Py + Pi—1)(pi) = (-1)! + (=1)"! = 0,
i=1,...,d. Es doncs proporcional al C-local polinomi de Hoffman, Py + Py_; = §H. Aplicant-ho a
pC es te pC’ + Py_1pC = FypC + Py_1pC = {HpC = {v. Fent producte escalar per a qualsevol e,,
amb v € C, obtenim & = 1. Per tant, P4_1pC + pC = v, que juntament amb [|pC|| = ||pC]||, estableix,
Teorema 5.1.5(b), el caracter P-frontera de C.

(b) = (c). Immediat de ®(C) = ®(C) i I'apartat (c) del Teorema 5.1.5.

(c) = (d). Sigui m; = Ewl_,, perai=0,1,...,d. Calculant,

d .
ﬂ'o 1
= — P d’ Bl i—
Mo =¢& ;=0 o ( E ) E(1+ Py_1(N) on mo =y ey

2
Igualant amb mg = "“ UC;IH , obtenim el resultat.

. =1 . . 2
(d) = (e). Si||pC|l > |[pC]||, de la desigualtat estricta Py_;(\) > “||ch|'|“ -1 \/"‘:é,'", 1, per el

Teorema 2.2.2, en resultaria la contradiccié 8(C,C) < d — 1. Per tant, ||pC|| = ||pC]|. D’altra banda,

el _ vll?
leCl>  lleClI?

amb el que HC — Py_, = P;.

(HC = Pa-1)(M) =

+1=1 , (H®=Py1)(m) = —(-1)"*" = (-1)’

(e) = (a). Calculant Py_; + Py = HC en ), resulta Py_(\) = lllgjcll“ -1=93(C)®(C) = ®(C)®(C) i
C és P-frontera. Usant el Teorema 5.1.5(b) i tenint en compte la igualtat ||oC}| = ||pC||, es té PypC =

(HC = P4_1)pC =v — Py_1pC = pC. =

5.2 Grafs Pi-frontera

Considerem un graf I' = (V,E) i sigui M = {A = Ag > A1 > --+ > Ag} la seva malla d’autovalors.
Com sempre v indicard el vector propi associat a A amb minima component la unitat. Indicarem Fx,
per a k = 0,1,...,d — 1, el k-polinomi alternant associat a M* i P;_; el representarem per P. En el
Teorema 3.2.4 hem caracteritzat Py pel fet que existeixi una submalla {1 > -+ > ppp1} = Nf C M* =
{\1 > --+ > A4}, que anomenem submalla alternant per Py, tal que Pe() = (=1)"+Y, I =1,---,k+ 1.
Sempre p; = A; i pre1 = Ag- Aquesta submalla alternant no és necessariament tinica. Encara que
la situacié genérica sera que l'equacié PZ = 1 no tingui solucié en M* \ N}, només podem assegurar
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IM* N P7Y1,-1}] > k + 1. Quan es produeixi la igualtat, situacié que descriurem dient que M* és
k-pripia, o equivalentment quan N} és univoca, es produeixen algunes conseqiiéncies interessants, que
estudiarem més endavant. Notem que tota malla és 1-propia i {d — 1)-propia.

En el Teorema 4.0.5 hem establert que la desigualtat P()\) > {|[¥||>~1 implica D(T') < k. Ens proposem
extreure informaci6 sobre els grafs en que es produeixi, per algin k la situacié “frontera” Py()) = |[v}|>—1.
Amb aquest proposit donem la segiient definicié.

Definicié 5.2.1 Un graf I' = (V, E) amb malla d’autovalors M = {A= X g > Ay > --- > Mg} direm que
és Py-frontera (0 < k < d — 1) quan es compleizi la igualtat Pr()\) = |v|? — 1.

Ens referirem al cas P;_;-frontera simplement com a P-frontera. Notem, de Pry1(A) > Pi()), que un
tal graf té diametre D(I') < k+ 1 < d. Essent N} submalla alternant i Ny = {A} UN{, indicarem,

perai=20,1,...,k+1, H lwi — il = mi (M) = m; si la confusié no és possible. La condicié

HEN\ (i}
Py-frontera pot expressar-se

k4l , k41
Z 22 = |lv|? =1, o en forma més simétrica, Z 2= flv]2. (5.10)
—7 Wi —n i
i=1 i=0
En cas de ser I' un graf regular el cardcter Py-frontera es descriu per Py(A\) = |V| — 1. Comencem

presentant alguns exemples de grafs Pe-frontera.
Exemple 5.2.2
1. El graf no regular I' = K, \ {uv} (n > 4), obtingut eliminant una aresta de K,

o

e
D B

Figura 5.4: K7 \e, Ky4\ e

té autovalors
n—-3—vn?+2n-7
2

i les components de v, autovector positiu normalitzat corresponent a A, sén v, = v, =1, v, = n_iﬁ
per a tot altre vértex w. El 1-polinomi alternant és P, = —;\Z;x + 1. El calcul
2\ A2

Pl()\)=—-g+1=n_2

A=) AM=0 A=-=1 A=

_n=3+vnif+2n-7
. 2

+1=[v)?-1
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estableix que Ky, \ {uv} és Pi-frontera. D’altra banda el diametre és 2.

2. Considerem I' = K, , \ {uv} (n > 3), resultat d’eliminar una aresta del graf bipartit complet K, ..
Els d 4+ 1 =5 autovalors sén

i\/(n—l)(n+3)+n—1
2

(n-1)(n+3)—n+1
2

, 0, &+

1 3
Les componentsde v sén v, = vy, =1, vy, = 5 1+ Z+

alternant prén valors =1 en Aj, A3, A4, que és doncs la 2-malla alternant. Calculant,

PN =n+2+y/n-1)n+3)=v|*-1

aixi que Kpn \ {uv} és Pp-frontera amb diadmetre 3.

per als demés vértexs. El 2-polinomi

3. El graf de la Figura 5.5 resultat d’intercanviar dues adjacéncies en el 4-cub, és regular amb autovalors

{4;2,v2,0,-v2, -2, —4}.

Figura 5.5: Graf P3-frontera. de didmetre 4 amb |[M*| = 6.

El polinomi alternant de grau 3, Py = 1(z® + 3z — 4z — 6), compleix P3(4) = 15 = |V| — 1. Es
doncs Ps-frontera i el diametre és 4.

Figura 5.6: Graf P3-frontera de diametre 3 amb [AM*| = 6.
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4. En la Figura 5.6 es mostra un graf resultat de modificar K4 x K, x K3 intercanviant-ne dues
adjacéncies. Es regular amb malla d’autovalors {5;3, L,Lv2-1,-1,—v/2 -1, —3}. El polinomi
alternant de grau 3 és Py = 2(z® ~ 7z). Es compleix P3(5) = 15 = |V| — 1. Déna un exemple de
graf P3-frontera amb diametre 3, amb 6 autovalors en la malla reduida.

Tractem de relacionar la nocié de conjunt frontera, introduida en la seccié anterior, en I'ambient de
grafs Pg-frontera. '

Proposicié 5.2.3 Sigui I’ un graf Py-frontera. Llavors només pot tenir conjunts Py -frontera amb h < k.
Si eristeizen conjunts Py-frontera llavors D(I') = k + 1 1 cadascun d’aquests conjunts estd format per un
sol vértex diametral de pes unitat. A més els polinomis Py i Py seran iguals i prendran valors +1 en la
malla reduida d’autovalors locals de tot vértex u que sigui Py-frontera.

Demostracié Si C és Py-frontera, h+1 <ec < D) <k+1. Sih=kllavorsec =D =k + 1.
Essent C Pi-frontera, |[v]|? = 1 = P(A) < PE(\) = ®(C)B(ES) < VI[[VI? — 1/][v]2 — 1, estableix
®(C) = ®(ES) = /[V[|? =1, amb el que C i ES = C estan formats per un sol vértex de pes unitat
(Pafirmaci6 sobre EC podia deduir-se de la Proposicié 5.1.3). A més Pc(A) = PE(N). Si Mg = {1 >
-+« > pg. } és la malla reduida d’autovalors locals de C, el polinomi P pren, en particular, sobre MY
valors en [—1,1]. La unicitat del k-polinomi alternant per a M, assegura la igualtat PE = P.. Del
Teorema 5.1.2 resulta M C P! {1, -1}) n.M*. ®

En particular, si en un graf Pi-frontera tots els vértexs sén Pj-frontera, el graf és regular. Si M* =
{A1 > -+ > Mg} és k-propia (recordem que aixd sempre és cert per a k = 11 k = d— 1), podem prosseguir
el raonament de la prova anterior, assegurant la desigualtat (x) en

)
k+1=DI) =6, <dy < k+1.

En conseqliéncia,

Proposicié 5.2.4 Sigui I’ un graf Pi-frontera amb malla reduide d’autovalors M* que sigui k-propia.
Els vértexs u que siguin Py.-frontera, que ja sabem sén diametrals, sén a més a més extremals. La malla
reduida d’autovalors locals de tot vértex Pi-frontera coincideiz amb la submalla k-alternant N7 C M*.

5.3 Conjugaci6 de vertexs en grafs Pi-frontera

Considerem un graf I' = (V, E) i sigui M = AJUM* = {A = Ag > A1 > -+ > Ag} la seva malla
d’autovalors. Indiquem Py, per a 0 < k < d — 1, el k-polinomi alternant associat a M*. Si T tingués
diametre k + 1 existiria almenys una parella (u,v) de vértexs tals que (Prey, e,) = 0. El nostre proposit
en aquest apartat és estudiar les conseqiiéncies que es poden extreure de I'anullacié d’aquest producte
escalar, és a dir, de quan algiin element de la matriu Py{A) s’anulli. El fet de que els coeficients de
Py no sén, en general, del mateix signe, fa que no és esperable, sense cap més hipotesi, el reciproc:
(Px(A)),, = 0 implica 8(u,v) = k + 1. Emperd veurem que si poden extreure’s conclusions d’interés
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quan el nostre graf sigui Pi-frontera, és a dir, quan Px(A) = ||v||? — 1. Comencem establint un resultat
sobre afirmacions equivalents involucrant l'accié del polinomi Py.

Proposicié 5.3.1 Sigui I' un graf Px-frontera amb malla d’autovelors M = {A = X > A1 > -+ >
A} = {A}UM*. Indiquem N} la submalla de M*, d’almenys k + 1 elements, on P pren valors £1.
Indiquem v ’autovector associat a A amb minima component la unitat. Considerem dos vértezs u i v.
Les tres afirmacions segiients sdn equivalents:

(a) Essent v, < v, es compleir (Prey,e,) = v2 —1;
(b) Les descomposicions espectrals de e, % e, sén de la forma

€y = Vtzy , €= v+z,,

v v
(|2 llv[|?
les malles locals reduides compleizen M} = M} C N i es verifica Przy = —2y;

(¢) Prey + ey =uvyv.

Demostracié Expressem les descomposicions espectrals de e, i e, en la forma

eu V+zu+7u - V+au+ﬂu +’7u) e‘u = +zv+7v = V+av+ﬁv+7u) (5-11)

1% ll2 llv ||2 [ZH ||2 llv I|2
on au,, o, corresponen als autovalors en My N M; NN, B,,0, als autovalors en (M5 N M)\ AT i,
finalment, 4,7, als que sén només en una de les malles M} i M}. Suposem v, < v, i efectuem el
calcul:

(Pkeuyev) = <” ”2(”1/”2 )V+Pk2u+Pk7uv ” ”2V+zv +'Yv> =
Wy - -
= “V l2 (”V”2 - 1) + (szluzv} 2
& ~ 1=
> 5 (Ivl1? = 1) = | PeZulll|Zolll cos 6] =

=l
= Illjltllg(“ \/“au”2+”Pkﬁu”2\/

” ”2 ”’Yv” |C059I>

Y BRIl = 1) = v ToulP F B [1 - 1oy — Il cos6] 2
= i . u»nz T

(i) oy
> (vl - 1) ~ 1= s — [ll? 5 | cos 6] >
vl || || v II

)y, 2 v2 v2
Z i =b- l‘nuTP l”nu'hz'c“e'2

(s 2
2 w2 —1) = /1- >
oz v 1[2 ||u||2

(vi) V?, U2_ N : _
S P (1 nuuz) w1
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on @ és I'angle entre Pz, i z,. La igualtat (Pie,, e,) = v2 — 1 sera equivalent a que totes les desigualtats
intermeédies siguin igualtats. Respectivament les igualtats expressen: (i) cos® < 0, (it) B, = 0, (4ii)
Y, =0, (v) v, = 0, (v) cosf = %1, (vi) v, = v,. Aquestes condicions es reuneixen equivalentment
en M2 = M} C N, vy = vy (=v) i Pezy = —2,. Amb aixd queda establerta I'equivaléncia de les
afirmacions (a) i (b).

Sigui (b) cert. Llavors, Pie, + e, = Wuiu-i(null2 —~ 1)V + Pez, + -ITVKH-EV + z, = v = 1,V estableix (c).

Suposem (c) cert. Desglossant la igualtat Pie, + e, = v, fent Us de 'expressié (5.11) de les descom-
posicions espectrals de e, i e,, obtenim:

Uy 2 Vy .
||V||2(”Vu — W+ Pz, + WV + 2, =v,v, queequival a v, =y, Pz, =2z,
En particular, ||Przyll = |[2zo] = ||z4]l. De Py, = —7,, resulta Pyy, = v, = 0. La igualtat entre els

extrems de la cadena
1Pezull? = |1 Peaul> + | PeBl? = llawlP+ 1 PeB,17 < llowl?+i18ul1? < llawl? +18, 12+ 117,117 = lzul?,

estableix v, = 0, | Pl = 1B, ll, d'on B, =0. També 8, = —FPB, = 0. Per tant 2, = o, i 2, = ..
Amb aixd completem que 'afirmacié (b) és certa. &

Aspectes laterals de la demostracié anterior tenen interés. Aix{ el calcul fet al comengament estableix:

Corollari 5.3.2 Sigui I' = (V, E) un graf Pi-frontera i A la seva matriu d’adjacéncia. Llavors, tots els
elements de la matriu P.{A) sén no negatius. Amb més precissid, per a tota parella de vértezs u, v, es
compleiz (P(A)),, = v? — 1, essent v = min{vy, v, }.

Notem, en l'apartat (b), que de Pz, = —2, se'n despren Pz, = -—P,?zu = —z,, ja que P, pren valors
+1 en M C N}. Per tant, el paper dels dos vértexs, en la Proposicié 5.3.1 és intercanviable.

Definicié 5.3.3 Sigui ' = (V, E) un graf Pyi-frontera. Dos vértezs u,v, direm que sén k-conjugats,
o formen una parella k-conjugada, quan es compleizi qualsevulla de les afirmacions equivalents de la
Proposicié 5.8.1.

D’acord amb 'anterior comentari, la relacié de conjugacié és simetrica. Notem també que en el cas
de vértexs de pes unitat, per exemple en tots els vértexs d’un graf regular, la conjugacié equival a
(Prey,ey) = 0. En forma precissa, ordenant els vertexs de manera que v, < vy, st (Prey,ey) =0, de
0 = (Px(A)),, = v ~12>0, resulta,

Proposicié 5.3.4 Sigui I’ = (V, E) un graf Py-frontera. Es compleix (Pr(A)),, = 0 si i només si u,v
son k-conjugats i vy, = v, = 1.

Aquest fet i la definicié via Proposicié 5.3.1(¢) de la k-conjugacié proporcionen:
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Corollari 5.3.5 Sigui ' = (V, E) un graf reqular Py-frontera. Si un element de la matriu Py(A) és nul,
els demés elements de la seva fila ¢ columna sén 1.

Destaquem un altre fet immediat, implicit en la definicié de la k-conjugacié.

Corollari 5.3.6 Sigui I' = (V, E) un graf Py-frontera. Els dos vértezs, u,v, d’una parella k-conjugada
tenen el mateiz espectre local i les projeccions z{“ zf, de ey, ey, en Ker{z — ), per a cada autovalor local,
compleizen z!, = —P(u)z!, = +£2..

Demostracié De la Proposicié 5.3.1(b), si u,v sén k-conjugats, tenen els mateixos autovalors locals,

= M} C N*. A més, Pz, = —z,. Desglossant aquesta igualtat en autovectors,
Z Zi, = —Pk Z th = - Z Pk(u;)zi, = Z SZZL on S = +1.
BLEM? pIEMY MEMY HEM?Z
Per tant, my, () = ||2,]1? = |24]1% = mu(w). - ®

Direm que un vértex u és k-conjugat, quan formi part d’una parella k-conjugada. En cas de que (u,u)
sigui una parella k-conjugada direm que u és k-autoconjugat. Abreujarem la k-conjugacid, en el nostre
context de grafs Pi-frontera, referint-nos-hi simplement com a conjugacié.

2
Recordem I’acci6é del polinomi de Hoffman generalitzat, H = % [15,em-(z — A1), per a grafs no

necessariament regulars. Per a tot vértex compleix He, = v,v. Per tant, l’apartat (¢) de la Proposicié
5.3.1 pot reformular-se, en forma equivalent, per (H — Pi)e, = e,.

CoroMari 5.3.7 Sigui ' = (V, E) un graf Pi-frontera. Dos vértexs u, v sén conjugats si i només si
(H - Pk)eu = €y.

Una variacié d’aquest enunciat eludeix tenir que establir primer el caracter Pi-frontera.

Proposicié 5.3.8 Considerem un graf I' = (V, E) i dos vértezs u i v. Les dues afirmacions segiients sén
equivalents.

(a) Es compleiz v, = vy, (H — Pi)e, = e,,.

(b) T és Py-frontera i els vérters v i v sén conjugats.

Demostracié Igualant els coeficients de v en la igualtat

1%
”U“2V + 2y =€y = (H - Pk)eu =v,v— Py (WV + zu> =V — ” “2Pk(/\)v + 2y
s'obté Py(X) = [v]|2 — % = ||lv||® — 1, amb el que T és Pi-frontera i u i v sén conjugats. El reciproc

resulta del Corollari 5.3.7 i la Proposicié 5.3.1. =
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En un graf I’ = (V, E) que sigui Py-frontera, indiquem V* el conjunt de vértexs conjugats. Suposant
V* # 0, Paplicacié 'pas al conjugat’, o : V* — V*, és una permutacidé involutiva i pot expressar-se,
identificant vertexs amb la base canonica de IRWI, com ¢ = H - Py. Considerem I'* el subgraf induit en
V*. Llavors,

Proposicié 5.3.9 Essent I' un graf Pe-frontera, l'aplicacid o és un automorfisme de T'*. A més, la
distancia en I' compleiz 8(ou,ov) = 8(u,v), per a u,v € V*.

Demostracié L’endomorfisme de R!Y! definit per 5z = (z, v)v — Pz, és simétric, commuta amb A
i extén o. Reordenant convenientment els vértexs,

. o 0 A* BT
g = ’ A= )
0 D B C
essent A la matriu d’adjacéncia de I'*. Del fet que les dues matrius permuten resulta, en particular,
cA" = A'c. A més, essent u,v € V*, :

(AToey,0e,) = (ATGe,,de,) = (FATGe,, e,) = (A"&zeu,e,,) = (AT0%e,,e,) = (ATey, €,),

X

amb el que o manté, en T, les distancies entre elements de V*.

Presentem alguns exemples que illustrin els resultats obtinguts.

Exemple 5.3.10 Considerem P3 x Ps. Per aquest graf, M = {2\/5} UM* = {2v2,v2,0, -2, —2v2}.

out

Oy2————0ul

-ud us us v = (11\/5)11\/5127 \/5,1,\/5, 1)

ou7 Qus oug

El polinomi de Hoffman és H = 1(z — v2)z(z + v2)(z + 2v/2) i el polinomi 3-alternant P; = ¥Z53 4
z? - 243@3: — 1. Llavors,

0101000O0O00O0 0 00O0O0OOOOI1
101010 00O0°0CO0 000O0O0OO0OO0OT10
010001000 0 000O0O0GCGTI1L OGO
100010100 0 00001000
(H-P)| 01 01 01 010¢}=]00O0O0T1T0T0TQG0CSO
0 010100O0O071 0 00100O0O0CO
00601060010 6 01 0000O0O0
0000101 O01 01000 O0O0OOTPO
00 0O0O0O1O01 0} 1 00000O0O0CTO
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Del resultat obtingut, les components de v i la Proposicié 5.3.8, resulta que P3 x P; és Ps-frontera i
tota parella (u;,u10-;) és conjugada. Notem que us és autoconjugat i que, en la Proposicié 5.3.1(b), es
produeix la contencié estricta {0, -2v/2} = M, CN* = {V2,0,-v2, -2v/2}.

Exemple 5.3.11 Considerem el graf regular de grau 3 de la Figura 5.7. Ara M = {3} UM* =
{3,2,1,0,—-1,-2} i el didmetre és 3. El polinomi de Hoffman és H = §(z — 2)(z — 1)(z + 1)(z + 2)
i el polinomi 3-alternant P = %x3 - %:z:, amb N7 = {2,1,-1,-2}.

O:u8 (KUZ ?us

ug —0-u3 ué
2’”1 L
Fu10 ud u7

Figura 5.7: Exemple de vértexs conjugats en un graf Ps;-frontera de didmetre 3

El calcul de H — P; sobre A, matriu d’adjacéncia del graf, proporciona

(H - P3)(A) =

COHOOOOOOO
O OO0 OO0OOOO0O
_HOOOOQOOOOO
OO0 OOQOOO0O
COO0OROOOOOO

OO OO OO0 OO
QOO OO~ O
QOO0 ROO
COO0OO0OOOOOO
QOO OHHOOOO0O

Per tant, Proposicié 5.3.8, el graf és Ps-frontera, els vertexs u;, ug, us, u4 sén autoconjugats i les parelles
(us, ug), {ue,u9), (u7,u10) sén conjugades.

5.4 Grafs Pi-frontera de diametre k+1

Les dues nocions principals introduides en aquest capitol, conjunts Pi-frontera i grafs Py-frontera, tenen
per el que hem vist fins ara un diferent nivell de conseqiiéncies. El caracter Pg-frontera d’'un conjunt
implica, Teorema 5.1.2, la propietat estructural estricta d’obtenir el seu vector k-entorn per ’accié d’un
polinomi sobre el vector associat al conjunt. Aquesta traduccié rigida de P'assoliment de la igualtat
en (5.1) no té equivaléncia en el cardcter Py-frontera d’un graf. Es natural pensar que la diferéncia
prové de la que hi ha qualitativament entre el caracter local de I'afirmacié sobre conjunts, que condueix
a una propietat del graf “vist des del conjunt”, amb el caracter global Pi-frontera del graf. Sembla
convenient treballar en el sentit iniciat en la Proposicié 5.2.3, aprofondint l'estudi de conjunts frontera
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en un graf frontera, esperant obtenir resultats globals sobre el graf per la confluenga de propietats locals.
Els resultats més rellevants en aquest sentit es presentaran en la darrera part d’aquest treball.

Considerem un graf I' = (V, E) que sigui Pi-frontera amb diametre &k + 1, assolint la fita que 'imposa
el seu caracter Pi-frontera. En els darrers resultats de ’apartat anterior hem vist que els tinics conjunts
candidats a ser P.-frontera es redueixen a veértexs diametrals de pes unitat. D’altra banda, la suau
condicié de que la malla reduida AM* del graf sigui k-propia, comporta el fet uniformitzador que tots
els eventuals vertexs Py-frontera tenen els mateixos autovalors locals, My, = {A} UN}, amb A} la
submalla k-alternant (k + 1 elements) de M*. També de €, = k+1 = d,, se'n deriva el caracter extremal
d’aquests vertexs. El seu caricter (Py = Py, _j)-frontera el descrivim, com en la Secci6 5.1, simplement
per P-frontera. Organitzem aquests fets des de '0ptica d'un vertex diametral.

Proposicié 5.4.1 Sigui’ = (V, E) un graf Pc-frontera de diametre k+1 amb malla reduida d’autovalors,
M*, k-propia. Siguin N} = {1y > -+ > pr41} la submalla k-alternant i Ny = {A (= po)} UN{.
Indiquem Ppry, Py, respectivament, els polinomis k i k +1 alternants per a les malles N} i N, és a
dir, Pe () = (1) (1 <1<k +1) i Py () = (1) (0<I<E+1).

Sigui v un vérter diametral de T' i T el seu conjunt antipodal. Llavors,

(1) T es redueiz a un vértex i tant u com U s6n de pes unilat;

171'0

(2) L’espectre local de u és {Am" >yt > > #;n:fl} amb m; = —“‘uuuz ;"

O0<i<k+1),onm

esta calculat sobre Ni;
(3) El vértez u és P-frontera i es compleiz Pyyey = pNg = v — eg;
(4) PNkeu = €z,

2
(5) Es compleix Py + Py, = L’:—(J)l— Hu;eN; (z — w)-

Demostracié Com k + 1 = ¢, < |M}] podem considerar el polinomi P¥. La cadena de desigualtats
PE(A) = Pe(\) = |lv]|? = 1 > ®(u)®(T), no pot conduir a la desigualtat estricta P¥(A) > ®(u)®(T), que
implicaria 'absurd 8(u, %) < k = €, — 1. Per tant, el vértex u és Py-frontera. Com el pas al k-exterior,
Proposicié 5.1.3, és ara el pas a I'antipodal, el conjunt U també és Pi-frontera. De la Proposicié 5.2.3
resulta (1), la igualtat P, = P¥ i que M2 C P{1{1,—1}NM* = N}. Com k+1 < {M5] < NV} = k+1,
les submalles M} i N} coincideixen. Com que k = dy — 1 el vértex u és simplement P-frontera. Amb
aquesta observacié ens colloquem en 'afirmacié (b) de la Proposicié 5.1.8 (notem que P, = P iel caracter
Py -frontera del graf també ens porten a I'afirmacié (d) de la mateixa proposicié). De I'equivaléncia (c)
de la Proposicié 5.1.8, resulta (2), ja que mg = -“T,lﬂ; = ﬂuLuT"'O;%- Obtenim (3) del Teorema 5.1.2 al ser

loNell = /lIlwl]2 — 1 == ||pEg]l. Tornant a la Proposicié 5.1.8, les equivaléncies {(a) i (e) proporcionen (4)
i (5).

En les mateixes hipotesis, podem explotar el caracter coespectral dels vértexs diametrals, per obtenir
una fita superior del nombre de vértexs diametrals. En efecte, si u és un vértex diametral llavors e,, € (V)©
Ker[], eN: (z—p), amb el que el nombre de vértexs diametrals no pot superar la dimensié 143, N: m{p)
d’aquest espai. Notant que els vértexs diametrals poden agrupar-se per parelles, que el pes de tot vértex
diametral és la unitat i indicant {r], = max{i: i € Z,{ parell, ¢ < r}, tenim
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Corollari 5.4.2 Sigui I’ = (V, E) un graf Pi-frontera de digmetre k+ 1 amb malla reduida d’autovalors

M?*, k-propia. Sigui N} = {p1 > -+ > pry1} la submalla k-alternant. El cardinal del conjunt Vp de
vértezs diametrals de ' compleiz

Vol< [{1+ Y m(u)

HEN; »

En particular, si tots els vértexs d’un graf Py-frontera de diametre k + 1 amb malla reduida d’autovalors
k-propia, sén diametrals, llavors el graf és regular, |V| és parell i k =d —1.

Notem que el reciproc de I'iltima afirmacié no és cert. El graf de Hoffman, Figura 5.8, és un graf
Pj-frontera de diametre 4, amb 16 vértexs i d = 4. Peré només els vértexs etiquetats {a) sén diametrals.

a

&a Ja o a a

Figura 5.8: Vertexs diametrals en el graf de Hoffman.

Podem establir, partint de resultats precedents, una presentacié unificadora del caracter diametral,
P-frontera i conjugat d’un vértex, en el nostre context actual.

Proposicié 5.4.3 Sigui T = (V, E) un graf Py-frontera de diametre k+1 amb malla reduida d’autovalors
M*, k-propia. Sigui N} = {u1 > -+ > peg1} la submalla k-alternant i N = {A(= po)} UNL.
Considerem un vértex u. Les tres afirmacions segiients sén equivalents:

(a) u és diametral;
(b) {u} és Py-frontera;

(¢) u és conjugat i les seves multiplicitats locals sén my(u;) = W%’ onm=m(Ng) 0<i<k+1)

Demostracié L’equivaléncia entre (a) i () ja esta establerta. El sentit (a) = () és part de la
Proposicié 5.4.1 i el reciproc és evident. Per provar (a) = (c) observem primer que, essent v amb
d(u,v) = k + 1, de la igualtat (Px(A)),, = 0 resulta, Proposicié 5.3.4, que u és conjugat. La mateixa
Proposicié 5.4.1 estableix les multiplicitats locals. Suposem cert (¢). Com que les expressions donades
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per a les multiplicitats sén no nulles, la malla local M, = N. Notant que ]IT‘;TIT = my(N) =
descomposicié espectral de la Proposici6 5.3.1 és ara

1
e la

eu——u+z+ 2k e, =

P vzl 2 2t 2 e Ker(z—p) (1 << k+1),

llv II2

complint-se z¥ = —Pi(p;)zl = (—1)izi. Considerem, per ai=1,---,k+ 1, els polinomis, de grau &,
Zi=[],,. k_H(,#)(z ). Compleixen Z;(A) = 32%-, Zi(us) = (— 1)‘ 1——‘— Efectuem el calcul

1 0 -1 T i
Z‘ieuyev = v+ (— i —_~Z:L’e > =
( ) <Ill’ll2 A—p (= —p v

1 o -_1 T :
= —_— 4 ‘—1)1 11 v+ 2z, >
<uunw At el 112

= ey i,-<z:“(‘1)'zb>=
0 1 3 7ri 1 0 —
D TP 7 R e Al s {uvuz%‘f"‘“(“‘)]‘o'

De ser els polinomis Z3,..., Zk+1, base de Ri[z] resulta 8(u,v) = k + 1, que estableix (a). ®

Exemple 5.4.4 Considerem el graf regular de grau 4 de I'Exemple 5.2.2(3) d’autovalors M = {4}u
M* = {4,2,v2,0,—V2,~2,—4} i didmetre 4. Es un graf Pi-frontera, on Py = 3(z® + 32% ~ 4z — 6) i
N3 ={2,0,-2,-4}. Per tant, M* és 3-propia.

u1(0000 u5(1000)
u3(0100) \ / w7(1100)
T u10(0010 - e O(u13(1001) /

ul1(9101 /\ w1s(1101)

|V AN S

[+
u12(0110, : /
2(0} . u6(1011)

u4(0111) uB(1111)

u16(1110)

Figura 5.9:; Graf Pj3 frontera de didmetre 4 (vértexs conjugats)
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Calculant P3(A) (Vordenacié dels vértexs és segons els indexs a la figura), obtenim

(

Ps(A) =

e et ek et b b e (D) b b e b b e
b b b e b b b b bk (D b e b e e
[ e el et e = N N Rl
Pt b ek et b b ek ek ped pd ped (D b b b
bt b bk b ek b e b b e e O e e
O I B S e e e T N = R
P b b e et e b e e e e O
[ N el et e i N e

B0 | D NI AD [N =T b o ek pd »—A pad ek e ek fed
I [=D DD D[N b bt b pd bbb e Rt b e
O IDURI I bt 4= DD o pt b b ek e e
OIOR R[] =t bt DD b ok b o b b pd b
O NN bt ot R D DN b b o ek b e
DD =T bt b PR bt pd e ek = ek ek b
= d O IR O I ORI Ot ok ek ek b ek ed et
= O UKD DD [t b b et okt b e

Observem que les parelles de vértexs (ui,ug—;) (1 < ¢ < 4) sén conjugades. També, Corollari 5.3.5,
les files i columnes que contenen un zero tenen per demés elements la unitat i tota linia de P3(A) suma
flv]|2 — 1 = 15. La malla d’autovalors locals de cada u;, per a 1 < i < 8, és NJ = {2,0,-2,-4},
d’acord amb la Proposicié 5.4.1(2). Les multiplicitats locals sén comunes, Corollari 5.3.6. Si observem
que aquests vertexs s6n diametrals, podem assegurar de la Proposicié 5.4.1(4) que les multiplicitats locals
de cadascin d’ells, calculades per “—,}"71;{1, sén (%, %, -g—, %, Tlg) Reciprocament, calculades directament
les multiplicitats obtenim de la Proposicié 5.4.3 que les parelles de vértexs anteriors sén les 1niques
diametrals. Els restants vértexs, d’excentricitat 3 (observem que en P3(A) s’aprecia que és menor o igual
que 3), sén coespectrals, amb malla local tot M i multiplicitats (3%, 3,3, 3,3, 4, &). Notem per ells la
severa desigualtat 3 = ¢, < |M}| = 6. El polinomi Py, en aquest exemple és 5;z% — %xz +1 i observem,
d’acord amb I'apartat (6) de la Proposicié 5.4.1, P3 + Py, = 5(z — 2)z(z + 2)(z + 4), polinomi de
Hoffman u;-local (1 <17 <8).

5.5 Grafs P-frontera extremals

SiguiI' = (V,E) un graf i M = {AJUM* = {A = Xg > A\ > -+ > Ay} la seva malla d’autovalors. -
Descrivim el graf com extremal quan D(I") = d, assolint la fita imposada per |M*|. SiI' és Py-frontera,
de D(T') € k+ 1 resulta k = d — 1, situacié que descrivim simplement com a P-frontera. Notem que
ara la malla (d — 1)-alternant AVj_, és univocament M*, que és doncs (d — 1)-propia. Recordem que,
com a conseqiiéncia del Corollari 5.4.2, els grafs P-frontera extremals sén els dnics candidats, en el marc
dels grafs Pi-frontera, a que tots els seus vértexs siguin diametrals. No és una condicid suficient, com
hem vist en el graf de Hoffman, Figura 5.8. Recopilem per a un graf P-frontera extremal els resultats
obtinguts en les Proposicions 5.4.1 i 5.4.3.
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Corollari 5.5.1 Sigui I' = (V, E) un graf P-frontera extremal i M = {A}UM* = {d = Xg > A; >
-++ > Mg} la seva malla d’autovalors. Indiqguem P el (d — 1)-polinomi alternant de M* i P el d-polinomi
alternant de M. Donat u € V sigui T el seu conjunt antipodal. Llavors,

u és diametral <= Pe, = pN{ =v —eg ({u} és P-frontera) <= Pe, = ez.
En aquest cas,

(a) T es redueir a un vértez i tant u com T sén de pes unitat;
1 o

(b) L’espectre local de u és {A\™° > AT >--- > A"} ambm; = WEm

Alternativament, és illustratiu veure els grafs P-frontera extremals partint del seu didmetre. Essent
D(T) = d, el Teorema 4.0.5 estableix P()\) < |lv||2 — 1. Llavors un graf de didmetre d és P-frontera
extremal quan P(A) assoleix aquesta fita.

L’iis de la matriu d’adjacéncia, associant pes unitat a cada aresta del graf, té la particularitat de calcular,
amb les seves poténcies, el nombre de camins de longitud donada entre cada dos vertexs. Donem entrada
a P'obtencié d’uns primers resultats en aquest sentit.

Proposicié 5.5.2 Sigui ' = (V, E) un graf extremal (D(T) = d = |M*|) i u,v una parella diametral de
vértexs. Siguin €y = Zyo + Zuy + - + Zyug, €y = Zyo + 21 + ¢+ + 2ud, les respectives descomposicions
espectrals. El nombre de camins diametrals Cy , entre u i v pot calcular-se per

Cup = (=1)'mi(zui, Zvi), peraqualsevol i =0,1,...,d.

Vuly

En particular, es compleizen les igualtats: (a) Cy, = WQW i (B) (Zuiy Zvi) = (—1) o Vuby

;e ||V||2.

Demostracié Considerem els polinomis, de grau d, Z; = Hl:o,l,...,d (,#)(z — A1), per a cada ¢ =
0,1,...,d. Llavors,

d d
Cu,v = (Adem ev) = <Zi <Z Zu1> s szl> = <Zi(Ai)zui1zui> = (“l)iﬁi(zuhzvi> .
1=0 1=0
De zyuo = 5ipV, 2w = [pzV, resulta (a) i igualant obtenim (b). b

Aplicant-ho a grafs P-frontera extremals, obtenim

CoroHari 5.5.3 Sigui ' = (V, E) un graf P-frontera eztremal i u,v una parella diametral de vértes. El
nombre de camins diametrals entre ells és “—;;?1'7 En particular, si el graf és regular és ﬁ%l

Proposicié 5.5.4 Sigui I = (V, E) un graf P-frontera extremal. El nombre de circuits de longitud r a

T A
través de qualsevol vértex diametral és C = ”—V(])—,E E ;‘— .
i
!
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Demostracié  Sigui u un vértex diametral. Podem expressar C\. en termes de I'espectre local del vértex
per

d To <= AT
Cr = (ATey,en) = 3 Amu(N) = iz > =+,
e vl = m

on hem usat el Corollari 5.5.1. En el resultat obtingut s’observa la independéncia respecte del vértex
diametral considerat. |

Notem que per a r = 0 P’expressié anterior retorna la condicié P-frontera del graf. Perar=1ir =2
en resulten dues conseqiiéncies interessants.

Corollari 5.5.5 Els autovalors d’un graf P-frontera extremal compleizen

d

d
/\[ o /\12
E — =0 ; —_— E — =4
m w2 = m

=0

essent § el grau de qualsevol vértez diametral.

La primera d’aquestes igualtats proporciona una restriceié per els autovalors d’un eventual graf P-frontera
extremal. Aixi, perad =2, és

Ao + A1 + A2
Qo= A1)(ho = A2) (Ao =A)(A1=X2) (Ao —A2)(A1 — A2)
el que condueix a K, \ F' (n parell) com a unic graf P-frontera regular amb 3 autovalors. Analogament,

per a d = 3 la restriccié equival a AgA2 = A1 A3. Els grafs de Taylor, veure [5], en sén exemples i, de fet,
sén els tnics grafs P-frontera regulars de didmetre tres amb d + 1 = 4 autovalors (veure Rodriguez [45]).

=0, queesredueixa A =0

La segona de les igualtats en la Proposicié 5.5.5 posa de manifest que tot vertex diametral té el mateix
grau. Per tant, un graf P-frontera extremal i diametral (tot vértex és extrem d’un didmetre) és regular.
De la Proposicié 5.5.4 resulta 'afirmacié més potent, de que tals grafs sén cami regulars (el nombre de
circuits a través d'un vertex, de longitud donada és independent del vértex considerat). Aquest concepte
el tractarem posteriorment, Seccié 9.5, comentant-ne dues equivaléncies. Diem només ara que la cami
regularitat és equivalent a la coespectralitat dels vertexs. Per tant, del Corollari 5.5.1, també es desprén
la cami regularitat dels grafs P-frontera extremals i diametrals.

Recordem que, en tot graf, la multiplicitat d’un autovalor coincideix amb la suma de les seves multi-
plicitats locals sobre tots els vertexs del graf, Proposicié 1.0.1. Llavors, de la coespectralitat dels vértexs

i de 'expressié donada per a les multiplicitats locals, my(A:) = g Vl“ 22 = (si el graf és regular) = “1/—,}'},
per a tot u € V, en deriva el segiient fet:

Proposicié 5.5.6 Sigui I’ un graf P-frontera extremal i diametral. La totalitat del seu espectre es dedueiz
dels autovalors, A\g > Xy > -+ > Ay, per

T 1 L L1
Spec(I‘)={/\J° SAT S>> ALk >--->/\;"},

essent Tk = [11_0.1,.. 4 azky Ak = M|, perak=0,1,...,d.
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Notem que, interpretat sobre espectre, el caracter P-frontera expressa que la suma de les multiplicitats
és |V|.

Forma part dels nostres proposits caracteritzar els grafs que sén P-frontera extremals i diametrals,

nascuts d’una propietat de l'espectre i del caracter diametral de tot vértex, dins el marc estandar de
la distancia-regularitat. Ens serd 1til en aquest cami establir una relacié entre la r-antipodalitat d’un
graf i el polinomi alternant. En farem us en el context de la distancia-regularitat, Capitol 9. Fem uns
comentaris per introduir el caracter antipodal d’un graf.
Donat un graf I’ = (V, E) de didmetre D, indicarem I'y, 1 < k < D, el graf (V, E;), on les adjacéncies
estan definides per considerar {u,v} € Eyx quan d(u,v) =k enI. En particular, I'y = I'. Notem que si
I' és P-frontera extremal i diametral, llavors I'p es la unié de J— copies de Ko. Seguint aquesta linia
definim I" com un graf antipodal quan T'p = Uj_, K;,. Sies complelx iy = -+ = 4, = r, direm que I
és r-antipodal. Equivalentment, pot introduir-se l’antlpodahtat: de T pel fet que la relacié "u ~ v quan
u = v o du,v) = D sigui d’equivaléncia en V. La r-antipodalitat equival llavors a que totes les classes
d’equivaléncia tinguin r elements. Notem que llavors, amb una ordenacié adequada dels vertexs, Ap,
matriu d’adjacéncia de I'p, adopta la forma diagonal per capses, amb s = |V]|,

01 - 1
O --- 0 10 1

Ap = Do on Oy=---=0,=1{ . . ) (matriu r x 7) (5.12)
0o .- 0O, 11 o

Per a aquests grafs el seglient resultat treballa en el sentit de relacionar la matriu d’adjacéncia de I'p
amb el polinomi alternant de I'.

Proposicié 5.5.7 Sigut I' un graf reqular extremal r-antipodal, D el seu diametre i A la seva matriu
d’adjacéncia. Suposem que Ap, matriv d’adjacéncia de I'p, pertany a l’dlgebra generada per A, és a
dir, Ap = T(A), per a un polinomi T € Rp[x] Llavors T = H —1— 5(P = 1), on H és el polinomi de
Hoffman i P el polinomi alternant de T. A més, P(A) = 2|V| -1.

Demostracié Notem primer que de ser j vector propi per Ap amb autovalor r—1, resulta T(A\) = r—1.
Introduim el polinomi R = H—T. Com 'element de R(A) = J— Ap corresponent a una parella diametral
de vertexs és nulla, es compleix R € Ry—1[z]. Siguin A = Xg > Ay > --- > Mg (d = D) els autovalors de
. Perai=1,...,d, sigui u; un autovector de A corresponent a 'autovalor A;. De R()\;)u; = Ru; =
Ju; — Apu; = —Apu;, resulta que —R(A;) és autovalor de Ap. Com Spec(Ap) = {r — 1%, —1"~¢},
ons = J— es complelx R(\) € {1, 1 —r}. Amés, R(\) = H(QA) — T(A\) = |V| - r + 1. Introduim
P= 2R-%— 1 - —, ambelque T=H ~ R=H—1- 5(P—1). Aquest polinomi verifica P()) = 2V -1,
P(X; ) =1 quan R(\;) =11 P()\;) = —1 quan R{);} =1 —r. Per acabar la prova hem de veure que P és
el polinomi alternant de I.

Sigui {1,2,...,d} = Ct*UC~, on C* i C~ sén, respectivament, els conjunts d’indexs ! tals que P(\;) =1

i P(A1) = —=1. Notem que Apz = —z per a 2 € @ec+ Ker(z ~ X)) i Apz = (r— 1)z pera z €
Brec- Ker(z—N;). Sigui {uy,us,...,u,} una classe de vértexs antipodals i considerem les descomposicions
espectrals
1
, +z +z; = z 4z i=1,...,7),
€y; = |V|J lVlJ +zia+- id ( T)

on z} € @ec+ Ker(z — Ay), 27 € Sjec- Ker(z — \;). De Ape,, = ey, + - + e,, obtenim Apz{ =
—zF =2+ -+ 25 i Apzy = (r —1)z] = z7 +--- + z7. Calcularem ara els conjunts C* i C~.
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(i) Sil € C* llavors zyt + -+ + z;4 = —2zy; , amb el que almenys existeix un 7 entre 2 i = tal que
{z1, zi) < 0. Acudint a la Proposicié 5.5.2(b), podem assegurar que [ és imparell.

(%) Similarment, sil € C~ llavors zg + -+ + 2z, = (r — 1)z1; , amb el que existeix almenys 2 < ¢ < r tal
que {z1;, za) > 0. Per la mateixa referéncia anterior, es conclou que [ ha de ser parell.

En conseqgiiéncia, C* i C~ sén, respectivament, els conjunts d’indexs imparells i parells. Amb aixd
establim que P és el polinomi alternant de I'. &=

Seguint amb les mateixes hipotesis i notacions de la Proposicié 5.5.7, notem que si [ s parell, partint de
cadascuin dels vértexs d’una mateixa classe d’equivaléncia, obtenim les equacions zy;+2zgy+- - -4z, = rzy .,
perai=1,...,r. Per tant, z;; és independent de i. Usant la Proposicié 5.5.2,

1 mp .
M, (A1) = lzall® = (zu, za) = (za,251) = Vi (¢ parell). (5.13)
En el cas | imparell, obtenim l'inica equacié zy; + zg; + -+ - + 2,y = 0. Usant també la Proposicié 5.5.2.

els productes escalars entre aquests vectors s’expressen

1 m . . .
Zily Zjl) = i entre 1 ir. 5.14
(i) =~ (i#9) (5.14)
Fem el calcul,

e d lm r-1m
My, (A = ||z1-1||2 = (zy,z4) = — E (zit, zjt) = i e (! imparell). (5.15)

Rl e Wim V| m

J=1{j#i) J=1(j#i)

De (5.13) i (5.15) obtenim la coespectralitat de uy,uz,...,u,, vértexs d’'una mateixa classe d’equivalencia.
De la independéncia de les multiplicitats locals respecte de la classe, en resulta la coespectralitat de tots
els vertexs de I'. Sumant les multiplicitats locals per a tots els vertexs, es té:

Proposicié 5.5.8 Sigui I' un graf regular extremal r-antipodal tal que la matriu d’adjacéncia de I'p(r)
pertanyi a U'dlgebra generada per la matriu d’adjacéncia de I'. Llavors, T és espectralment regular ¢
Spec(T) = {A™° > AT > ... > AT} compleix

o .
po (k imparell),

my = 77—:% (k parell) , me=(r—1) "

on Tk = Hl:O,l,...,d(l#k) | Ak =~ N, pera k=0,1,...,d.

Considerem les classes d’equivaléncia V1,...,V*, en que parteix V per la relacié antipodal. Siguin
uy,...,ur el elements de la classe V. Donat k imparell entre 1 i d, considerem en I'espai afi, de dimensié
my, subjacent a Ker(x — Ag), els punts determinats per zy,k,...,2u.k. De (5.14) i (5.15) resulta que
aquests 7 punts determinen un tetraedre regular 7} de centre 0 i de costat a} determinat per

r—1mg 1 m 2r mo

B A e el o

Per k parell les projeccions, en cada Ker(z — At ), dels r vértexs de cada classe V', es redueixen a un punt
pi. Aixi, les projeccions defineixen V — HLO Ker(z — Ag), amb la que

Vie—sps TP pb Ty - piTi  segons la paritat de d = D(T).
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Seria interessant de poder prosseguir amb l'estudi de la geometria dels conjunts de punts {pé,, N S
No hem fet més que observar que per | = 0 es redueix a un punt i que el baricentre de cadasciin d’aquests
conjunts és 0. L’existéncia dels tetraedres regulars T} en Ker(z — Ax), implica que la dimensi6 de P'espai
no pot ser inferior a r — 1. En les mateixes hipotesis que en la Proposicié 5.5.8, es té

Corollari 5.5.9 Es compleit r <1+ min{m,:k=1,...,d : k imparell}

5.6 EIl polinomi alternant en grafs P-frontera extremals

Sigui I" un graf P-frontera extremal i Ay < --- < A1 < Ag = A els seus autovalors. Per a cada subconjunt
{i1 <...<i,} de{0,1,...,d}, considerem

r

1 .
Pa)— Y. mp(Ai.)Q(An) on miin,...,ir} =M = Ay] (=1,...,7).
=1 F#l
1 __ At - /\r+l

Es un producte escalar en Rr_1[z], que indicarem (p, g) i, ,....i,}- De 0L, ] mo L 1]

resulta per iteracid,

(p)Q){O,l,...,r} ={(z - Ar+1)Ds Q){o,l,...,r+1} == ((x = Arp1)(T - Arg2) - (= Ad)p, Q>{0,1,...,d} (5.16)
per a tota parella p,q en R._;[z]. En particular, per a r > 2, val

L0010 = Mo = (& = Aee)(@ = Ars2) -+ (2 = A Dgo,1,..0) 5 (5.17)

(Z,1)01,..,} = (@(=Ars1)(T = Arg2) -+ (T = Ad), Dyo,,....d} - (5.18)

Sigui P el polinomi alternant. Indiquem [P;A;,. .., Ais+r], com a la Seccié 3.4, les diferéncies dividides de

P. Recordem que lavors:

d
P=S [PiAn,..., Az = A1) (z = M) (5.19)
r=1

Definint {[1{[(;3 = 1, podem vincular aquestes diferencies dividides amb normes associades als productes
escalars anteriors, mitjangant el segiient fet,

Lema 5.6.1 Es compleiz [P;Ai, ..., Aigr] = (-1 U iy prel<i<i+r<d.

Demostracié Per a r > 2, fem el calcul, ”1“%1‘,....1‘+r—1} + nl”%i+l,...,i+r} =

itr—-1

1 1 1 1

= - : + E - - + - - + - - =
mi{i,...,t+T =1} o m{t, .., i+r~1}  mfi+1,...,i+r—1} migr{t+1,...,i 47}

i A "*’Z’I M= Nier A=\ A= Aar
mi{ty ..., i+ T} m{i,...,i+r} m{i,...,i+7} Tigpr{ly . o i +7}

1=i+1
(Ai = ’\i+7‘)||1“%i,:..,i+1"} .
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“1”21',....1'—{-1'—1} + “1“%1;.'.1,.“,,'_*_,.}

Obtenim, per a r > 2, la relacié recurrent, “1”%1‘,...,i+r} = N — arr - Aquesta
recurréncia s'exten a r = 1 definint Hlﬂ%i) =1,peratoti=1,...,d. Enefecte, perai=1, ||1||%1 i1} =
1 1 ”1“%1‘} + “1”%141} <z . .
+ = . Provem ara la nostra afirmacié per induccié. Per ar =0
Ai— g1 A= At Ai = Aigl

resulta de les definicions [P, A;] = (~1)**! i ||1|};;; = 1. Suposem-ho cert fins a 7 — 1 (r > 1). Llavors:
[P Aiy ey Aigr—1] = [P Aig1y - vy Migr] _
Ai — Aigr

i 2 ]
- (-1) +l”1”{i,...,i+r—1} - (_1)1”1“%i+1,...,i+r} — (_1)i+1“1”2
i — ’\i+r {i,...,i+r} -

[Pidiy .y Air] =

=

Podem ara obtenir una expressié no recurrent per a [P;Ay,...,A.]. En efecte, del lema anterior i de
(5.17) i (5.18) es té,

~ 1 ~ A=\
- — 2 _—— = 2 _ =
[Pid,-n M) = G, = Z «m{l,...,r} ,Zo m{0,1,...,7} Ato,.ry = @ 1oty
= Mz~ Ars1) - (2? — Ad)s Dg0,1,.dp — (2(T = Arg1) - (T = Aa), D o1,....0) =
= ((x = A1) (= X)X =), 1) (0,1,..d} - ' (5.20)

Suposem ara que I’ és un graf P-frontera extremal. Llavors, Proposicié 5.5.4, el nombre de circuits de
longitud k per a tot vértex diametral és

70{0,1,...,d} Ak _ 70{0,1,...,d} o
G = IVH2 Z = m{0,1,...,d} - B (z*, D{o1,..d} = W(zk, 1),

entenen, per defecte, que els m 1 el producte escalar estan construits sobre el total d’autovalors del graf.
Introduim un operador segiient, S : N — N, tal que SCk = Cgy1, per a tot k > 0. Considerem I'algebra
generada per S sobre R prenent la composicié per producte. Amb aquest formalisme, C = SkC’o =

IIVIIZ‘S N S -
IIVII2 r1) -+ (S = Aa)(ACo — C).

Portant-ho a (5.19), obtenim el (d — 1)-polinomi alternant en la forma,

(z*,1). Llavors (5.20) pot expressar-se [P;Aj,...,Ar] =

v 2
p= v ” ZQ{L =1} @) r41,...,0) (S)ACo=C1) ,  on qiy,.i}(2) = (2= Aqy) -+ (2= A,) - (5.21)

r=1
En el que segueix farem el calcul dels coeficients de P, a partir d’aquesta darrera expressié. Simplificarem
les expressions introduint, per a un conjunt d’indexs X C {1,...,d}, el simbolo% =37 v 7/= [Licz i
perar=1,...,|X|,i0% =1. Per exemple, (z — A;)...(z — Ag) = S0 (- el a3t

Considerem l'expansié del polinomi en dues variables,

d
p(u,v) = Zq{l,...,r—l}(u)(I{r+1....,d}(U)=

r=1
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d r—1 o . der - .
) Z ( (—l)zazlw-.r—l}ur—l—z) Z(‘l)’afr+1,...,d}ud"—f
’ : =0

r=1 \i=0

T k d-1

= [Z(—l)k [Z Ufl,...,d—hﬂ—1}0’f¢t—fh+s+1,...,d}} Uh—k} ut=17h =% " apud=1%5.22)
h=0 Lk=0 s=0 h=0

Expressarem ap = 3 r_o(~1)*carv™~*, en forma més convenient donant una forma simplificada de chx.
En aquest sentit s’han establert els segiients resultats combinatoris.

Lema 5.6.2 Per a tot d > 1 val la igualtat

k
h+s\/d—h-s-1 d

§ = <d-—1.
(s )( k— s > (k) pera h+k<d-1

s=0

Demostracié Fem una prova per induccié. Perad = 1, k i h sén nuls i el resultat és cert. Suposem-ho
cert per a d — 1 i provem-ho per a h+ k < d-—1. Si k =0 és immediat i per a h = 0 és un resultat
facilment comprobable sobre el triangle de Tartaglia. Suposem h > 1i k > 1. Aplicant el resultat a les
parelles h — 1,k i h, k — 1, de suma menor o igual que d — 2, es té

é(h:s>(d—::z-1> _ é)(h—;+s>(d—2:z—l>+?2:1(h;i-ll-s)(d—z-_-z—l):
()R - (962 = ()

P

Proposicié 5.6.3 Sigui h = 0,1,...,d — 1. Donat qualsevol subconjunt X C {1,...,d} de k elements,
amb 0 < k < d - h —1, eristeiz un tnic s entre 0 i k, tal que X =YUZ onY C {1,...,h + s},
Zcth+s+2,...,d}, amb|Y|=si|Z]|=k~s.

Demostracié El nombre de reunions possibles YUZ és Zf:o (**+2)(#=2-2~1), que segons el Lema 5.6.2
coincideix amb el nombre de subconjunts de {1,...,d} de k elements. El resultat s’establird provant que
no és possible la igualtat X = Y; U Z, = Y2 U 25, essent Y;, Z; corresponents a s; amb s; # s,. Modelem

el problema considerant la matriu de £ files idéntiques i d columnes, on a,; = 1si j € X ia,; = 0si

j¢€ X,peraj=1,...,d. Suposem que existissin dues files, s; < s2, tals que, per a i = 1,2, es compleix
Gs, h+s;+1 = 0 1entre ag, 1,...,04, nes; hi hagin exactament s; uns. Llavors tindriem la contradiccié de
que entre els s — s — 1 termes @g,,h4s,42,- -+, Bsy,h+s, tindrien d’haver exactament s — s; uns. K

Interpretant els conjunts Y, Z com a conjunts de factors, una conseqiiéncia immediata és:

Corollari 5.6.4 Perak=0,1,...,d—1—-h, h=0,1,...,d -1, es compleiz
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Tornem al calcul dels coeficients en (5.22). Podem ara proseguir en la forma,

d-1 d—1 [d—1-h
p(u,v) = Zad-x-hu"_Z{ ST (-1t {ZUU s} {hbata,. ’d}} d-1-h— k:| ho—
h=0

h=0 k=0
d-1 [d-1-h d-1 '
3 B
h=0 L k=0 h=0 Lk=0
d-1T h
= Z [Zakvh’k} ud-1-h (5.23)
h=0 Lk=0

on oy és el coeficient de z¢~* en el polinomi (z — A1) «-- (z — Ag). Usant el polinomi p, I'expressié (5.21)

del (d — 1)-polinomi alternant, és

IIUII2

P = p(z,5)(ACo - C1)

que amb (5.23) estableix:

Proposicié 5.6.5 El (d — 1)-polinomi alternant d’un graf P-frontera extremal pot explicitar-se en la
forma

2 d-1 h
v —1—

on C, és el nombre de circuits de longitud r per qualsevol vértex diametral i oy és el coeficient de 24~
en el polinomi (z — Ay)--- (x — Ag)-

Una expressié condensada relacionant el (d — 1)-polinomi alternant amb el polinomi de Hoffman gene-

ralitzat, H = |uH —(zx=-N)-(x—-Xg) = ZHkxd k es deriva de la lectura dels elements de Ry'z] a
k=0
través de la 1dent1ﬁcac1o

p= Zakx a()yaly -1ad) = (ak))

El producte de convolucié discret {ax) * (bx) = (ck), on ¢ = Zﬁ:o apbg_p, es transllada a un producte
convolutori pxq en Rg{z]. Introduint el polinomi § = (0, \Cy — C1, ACy —Ca,...,AC4-1 —Cy), i calculant
a partir de expressié donada a la Proposicié 5.6.5, es té

d-1 d h
P= Z I:Z Sh— k+1HkJ T = Z [Z 5;1_.ka:| 4 h =8+ H {(5.24)
h=0 Lk=0

h=0 Lk=0

Apliquem-ho a calcular els primers coeficients de P. El polinomi 6§ = (0,A,-g,Ag—4A,...),on g i 2 sén
el grau i el nombre de triangles per a tot vértex diametral. Per tant de (5.24) resulta

P = (0 A g,Ag—A,...)*(Ho,Hl,HQ,H3,...)=(O,AHQ,/\Hl-—gHo,/\Hz—ng+(/\g—A)Hr),...)

- ”:“ (291 = (ASy + 9)29~% + (ASa + g1 + Ag — A)z¢2 - ], (5.25)

on Sl = Zlgigd /\i, SQ = Zlgi<j5d /\i/\j-
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5.7 Grafs P-frontera de diametre petit

Essent I' = (V, E) un graf P-frontera amb espectre Spec(I') = {A! = A7 > A" > -.-A7¢}, hem
estudiat anteriorment el cas en que D(I") = d. El propdsit d’aquest capitol és estudiar grafs P-frontera
amb didmetre sensiblement inferior a la fita que imposa el nombre d’autovalors. Introduint la funcié
D(T")

d

D : {grafs P-frontera} — @  definida per D(T) = (5.26)

la fitacid, sempre valida, D(T') < d, es tradueix en D(I') € (0, 1]. Presentarem families de grafs P-frontera
que establiran la inclusié (%,1] C ImD. Malgrat els nostres esforgos, el problema d’obtenir I'infim
de D sobre els grafs P-frontera, seguira obert després d’aquest treball. Notem que la mateixa funcié
extesa a grafs arbitraris amb més d’un vertex, que és clar segueix verificant D(T') € (0,1], compliria
infD = 0 Per exemple, el graf roda Wy,_1 = K} 4+ Cgn—2 amb n > 3, té espectre (vdn —1 + 1)!
(2cos g2gm)? (k = 1,...,2n - 2), =21, (1 — Vdn = 1)}, amb el que d = 2n, i té didmetre 2. Per tant,
per a tot n > 3, ’D(PV4,,_1) = %

Comengarem establint dos resultats que caracteritzen el caracter P-frontera en termes de 1'ordre del
graf quan la malla d’autovalors segueix certes pautes.

Lema 5.7.1 Considerem un graf regular T' = (V, E). Llavors:

a) si els seus autovalors sén k, +(k — 1), £(k — 2),...,£2, 1, T és P-frontera si i només si
lVl = (2k 1)
b) st els autovalors sokn +k, £(k - 1), £(k - 2),...,%£2, £1, T és P-frontera st t només si
2k—1 2
VI=2(.5) = %)
Demostracié Els resultats sén d’analoga demostracié. Exposarem només una prova per a). Indexem
els 2k — 1 autovalors de I' per po = k, p; =14, 1 = &1, £2, ...,%(k — 1). Llavors

— 1)t — Wk i — 1! Mk —2 — 1)

m _ i (2k~-1 mo i (2k-1\ i 2-1 _
=k — =7 = <i<k-1).
i k(k-i) bom k<k+i> k(k—i—l) (lsisk-1)

En cami d’estudiar el caracter P-frontera, efectuem el calcul

d’on

k-1

S(T_TQ_*_T(‘Q)_Z—Z'_ 2k _kilk—z’ 2K\ _ T=(2k) i (2%
im T —i=1k k—1 _i k i)« i i AN

=1

Calculem aquests darrers sumatoris,

"2’:1 K _ 1 fpm (W) g (2R-1)

—\i 2 k B k-1 '
k

. k -2
i (2k B 2k -1\ _ 2k =1\ k1 2k — 1
E(i) Zkz’(Qk—z)' 2§<i—1)‘2 ( i )‘2 Nk-1)
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Finalment tenim
k~1
b1 ¢ 2k -1
E (_7:9. + Jo = ( ) -1,
in1 i T k-1

i, per tant, I’ és P-frontera si i només si |V| = (2::11 . &

Direm que una malla és equiespaiada quan els seus elements estan en progressié aritmeética. Si § és la
diferéncia de la progressié ho precissarem dient que la malla és §-equiespaiada. En aquest cas l'ordre del
graf caracteritza 'eventual caracter P-frontera.

Lema 5.7.2 Sigui T = (V, E) un grof reqular amb d+1 autovalors equiespaiats. Llavors, T’ és P-frontera
si i només si |V| = 24

Demostracié Essent § = A\; — A4, es té
1ro=5-26-35~--d6=d!6d \ 7rk=k5-(k-—1)6~--6-6---(d-k)6=k!(d—k)!&d 1<k<d).

Liavors,
d d
o _ d! _(d To _ AN
e Rd—R) (k) D "Z(k =2
aixi que el caracter P-frontera de I' equival a |V| = 2% "

Per als notres interessos posteriors interessa estudiar quan el producte per K, preserva el caracter
equiespaiat dels autovalors. Després en farem isquan § =21 6§ = 4.

Lema 5.7.3 Sigui I' = (V, E) un graf amb autovalors §-equiespaiats: Ag > Ay =Xg—06 > --- > Mg =
Xg — db. Llavors T x Ko també té autovalors equiespaiats si i només si

a) 6§ =4. En tal cas T x Ky té 2d + 2 autovalors 2-equiespaiats i espectre
{(Ao +1)™° (Ao — 1), (Mg — 3)™,(Ag— B)™,.0( Ao — 4d + 1) (Ag — 4d — 1)™4}

b) 6= %, i=12,...d+1. Llavors T x Kz té d+j + 1 autovalors §-equiespaiats i espectre

{o+1)™, (A + )™, (Ajm1 + D)™ (A + 1)Ttme
DU OVIRES § L O WIS § L S O WIS § L 8

Demostracié Donat que els autovalors de K5 sén 1, —1, de cada autovalor Ay de I' es desprenen els
autovalors A, + 1 and Ap — 1 de T' x K3, veure per exemple Schwenk [47]. Llavors és facil verificar que la
malla d’autovalors resultant és equiespaiada només en els cassos enunciats. ®

Considerarem ara el comportament de I’espectre i conservacié del caracter P-frontera quan el graf es
sotmet a algunes transformacions simples. Comparem els espectres dels grafs de la Figura 5.10. El graf



72 CAPITOL 5. CONJUNTS I GRAFS P-FRONTERA

transformat (en aquests exemples partim de grafs distancia-regulars 2-antipodals) s’obté afegint arestes
entre cada parella de vértexs diametralment oposats.

{41, 03’ _22} {51, _15} {31’ 13, _13’ _31} {41’ 06’ _41}

Figura 5.10: Exemples d’espectres en front la unié de conjugats.

Obtindrem ’expressi6 de 1'espectre del graf transformat en una situacié més general.

Proposicié 5.7.4 Sigui T' = (V, E) un graf P-frontera regular amb espectre Spec(T') = {A! = Af™ >
AT > - A7}, tal que cada vértez és conjugat, @ indiquem F~el graf obtingut de I' adjuntant una aresta
entre cada parella de vértexs conjugats. Llavors l’espectre de T" és

Spec(I') = {(Mo + 1)™°, (A — )™, (Mg + 1)™2, -+, (Aq + (=1)%)™},

on els nous autovalors no son necessariament diferents.

Demostracié Essent A la matriu d’adjacéncia de T, la de FésA=A+TJ-P(A)= A+H(A)—P(A),
aix{ que A pertany a l'algebra d’adjacencia de I' i, per a cada autovalor Ay de I' amb multiplicitat my,
Ak + H(A) — P(\g) és autovalor de I' amb la mateixa multiplicitat my. Per tant, els nous autovalors sén

MN+VI=(V]=1) =X+1 , M+0—-(=DF1 =X+ (-1)F, k=12,...,d
®

Una de les families de grafs P-frontera, sobre la que estudiarem la relacié entre diametre i nombre
d’autovalors, es construira a partir de parelles formades per un graf i un automorfisme involutiu. Donarem
ara uns resultats generals que ens seran d’utilitat.

Definicié 5.7.5 Considerem un graf I' = (V, E) i 0 un automorfisme involutiu de I'. Indicarem I'? el
graf (V, E%) on dos vértezs vy, vy son adjacents quan, enT', v; és adjacent amb ovy (equivalentment, v
adjacent amb ovy ) .

Notem que I'? no tindra autollagos si i només si, ou i u no sén adjacents en I, per a tot vértex u. Si
A, A, sén respectivament les matrius d’adjacéncia de I'i ['?, de A, = Ao = 0 A es dedueix A2 = A?
i, per tant, st u és autovalor de I'? llavors almenys un dels nombres p, —p és autovalor de I'. Es a
dir, si el conjunt d'autovalors de T" és {Ag, A1,..., g}, el conjunt d’autovalors de I'? estd contingut en
{£Xo, £A1,...,£Aa}. Siindiquem H, (HJ) el subespai propi d’autovalor u per A (A,) és facil de veure
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que per cada autovalor u de T es compleix H, L H_, = H] 1 H? . Donat un graf introduim la funcié
multiplicitat m : R — N (N = {0,1,2,...}), definida associant a cada z la multiplicitat, ordinariament
nulla, de z com autovalor del graf. En aquest llenguatge podem formular,

Proposicié 5.7.6 Considerem un automorfisme involutiu o d’un graf I'. Siguin m, m° les funcions
multiplicitat associades, respectivament, a T i a T9. Es compleix m?(z) + m°(—zx) = m(z) + m(—z), per
a tot x.

Si dos vértexs u, v sén a distancia parell (diguem 2p) en T', d’un cami u + uy ¥ Up > - > Uz, — v
en I, es dedueix el cami u + ouy = up = -+ — ougy—1 — v en I'?. En resulta I'observacié segiient.

Lema 5.7.7 Sigui o un automorfisme involutiv d'un grof I'. Indiqguem 8 i 87 les distancies respectives
enT' i enT9. Si 8(u,v) és parell llavors 07 (u,v) < 8(u,v).

Considerem ara un vertex u invariant per Pautomorfisme involutiu, ou = u. Sigui v un vertex arbitrari
ir = 8(u,v). Sir és parell, el Lema 5.7.7 proporciona 87(u,v) < 7. Si r és imparell, d’'un cami
U U — Up — - = .y — U, deduim que els vértexs u = ou,uy,0uU2,. .., Up-2,0Ur-1,7,
defineixen un cami de longitud r, en I'?, entre u i v. Per tant, per a qualvevol v, 87 (u,v) < d(u,v), aixi
que les excentricitats de u en ' i I'?, compleixen £%(u) < e(u). Del caracter involutiu de o en resulta la
igualtat. Per tant,

Lema 5.7.8 Sigui o un automorfisme involutiv de T'. Els eventuals vértexs invariants per o tenen en
T'? la mateiza excentricitat que en T,

5.7.1 Els grafs Q; x K3

El k-cub Qy té espectre {k(g),(k - 2)(';),(k - 4)(;), ...,(—k)(:)} , veure per exemple Biggs [4]. Del
Lema 5.7.2, autovalors equiespaiats i [V| = 2%, es desprén que és un graf P-frontera.

Comengant per Qg, k > 2, considerem primer el graf Q. El seu didmetre és [k—Qﬂj i per la Proposici6é
5.7.4, el seu espectre és

{(k+1)@), (k- 3)D+E) | (k- 45 +1)GR)+E), Ly

= {(k+ 1)), (k=3 (k- 45+ 1)(FD, ),

on el darrer terme és (1 — k)(kil) si k és parell i —(k + 1)(:3) st k és imparell. (L’espectre de Qx
pot establir-se també observant que el graf és el (k + 1)-cub plegat, veure [5].) Considerem ara el graf
Qk % K3 = Qk x Ko x Kox .3. xK, on k és parell (k = 2k’). Donat que Qx té L%’—‘j +1=K+1
autovalors diferents que sén 4-equiespaliats, aplicant el Lema 5.7.3 iteradament, obtenim:
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Ok % Ko té 2k’ +2 = k + 2 autovalors diferents 2-equiespaiats;

Qr x K2 té k + 3 autovalors diferents 2-equiespaiats;

Qr x K3 té k + s+ 1 autovalors diferents 2-equiespaiats.

Del Lema 5.7.2, donat que Qk x K3§ té ordre 25*9, resulta que és un graf P-frontera. A més el seu
didmetre és D{Qy. X K3) = D{Qx)+s = k' +s, mentre d, nombre d’autovalors menys 4, és k+s = 2k’ +s.
En el formalisme de la funcié D definida en (5.26) hem establert,

~ 1
Corollari 5.7.9 Es verifica D (Qk X K;) =3 (1 +

T3 ) En particular, U'infim de la funcié D sobre
k

els grafs P-frontera compleiz inf D < 1.

Corollari 5.7.10 Donat qualsevol racional 5 € (%, 1], el graf Qx x K3 amb k =2p—gq, s =2(q—p),

compleiz D (Qk X Kg) = g .

5.7.2 Grafs O cargolats

Donat k > 2, sigui Q un conjunt de 2k — 1 elements. Definim el (k)odd graf, indicat Oy, com el graf
de vertexs els (2:_'11) subconjunts de © d’ordre £ — 1 i adjacéncies definides pel caracter disjunt dels
subconjunts associats als vertexs. Per exemple, O3 és K3 i O3 és el graf de Petersen. Els odd grafs
han estat introduits i estudiats per Biggs {3]. En el que segueix considerarem Q = {1,2,...,2k — 1}.

Remarquem algunes propietats dels odd grafs.

. - — i /2

e Els valors propis de O sén A; = (~=1)*(k — i) amb multiplicitats m(}\;) = k p : ( k)
(i=0,1,....k=1).

¢ El diametre de O és k — 1. En forma més precissa, la distancia entre vertexs és

2lunv] +1 quan |unvj < &) -1
O(u,v) =
2(k—1-{unv[) quan [unv|>|

k
3
: s s k-1
En particular, una parella de vértexs u, v, és diametral quan ju Nv| = |

e El grup d’automorfismes de Oy és el grup simeétric Sox_;.

L’espectre de O, la Proposicié 5.7.6 i el Lema 5.7.1 ens orienten cap a ’eventual obtencié d’una familia
de grafs P-frontera. Considerant un automorfisme involutiu o de O, el conjunt d’autovalors del graf Of
cumplira

Autovalors(O7) C {k,£(k - 1),...,£1}. (5.27)
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Es senzill de veure que el graf Of no té autollagos si i només si el nombre s de trasposicions en que
descomposa ¢ compleix s < k — 2. Mantindrem aquest supdsit d’ara en endavant. Es el nostre proposit
provar la igualtat en (5.27). Llavors Of entrara en la jurisdiccié del Lema 5.7.1 que establira el seu caracter
P-frontera (amb d = 2k — 2). En realitat, a més dels autovalors de Of, obtindrem l’espectre complet,
sotmetent les multiplicitats a una expressié recurrent sobre el nombre de trasposicions de Pautomorfisme.

Figura 5.11: O£12)r (esquema)

Per comoditat suposem ¢ = (12) - -- {25—1, 25) i destaquem la primera trasposicié expressant o = (12)7.
Disposem el conjunt de vértexs V de OF com Vi U Vig U VigU Vi, on Vis estd format pels vértexs que
contenen 1 i 2, Viy pels que no contenen ni 1 ni 2, V7 els que contenen 1 per6 no 2 i Vy» els que no contenen
1 perd si 2. En Vig i Viy establim P'ordre lexicografic. Observant que cada vertex de Viy i Vin només esta
connectat amb un veértex de Viy els hi traslladem Pordre d’aquest. Els subgrafs induits en Vig i Vi sén
isomorfs a Of_; a través de {1,41,...,%k-2} <« {i1,...,%k—=2}; {271, ., Jk—2} — {J1,.. ., Jr—2}-

24 0 25

Figura 5.12: De O3 a 0§'?.

El diagrama de la Figura 5.11 illustra la nostra descomposicié i en la Figura 5.12 es mostra la construccié
de Ogm i la seva representacié adient.
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Amb la descomposici6 i ordre introduits a V' la matriu d’adjacéncia de Of s’expressa

0 C 0 o0
cT 0 I I
4o = 0 I B, 0
0 I 0 B

T

on B; és matriu d’adjacéncia de Of _,.
Lema 5.7.11 Es compleiz B2 =CTC +1.

Demostracié Veiem CTC com l'expressié dels camins de longitud 2 entre dos vértexs de Viy en el
subgraf (bipartit) G induit en Vi2 U Vyy. Totes les entrades de la diagonal principal de C7C sén k — 2i
les de B2 sén k — 1, per tant el resultat és valid sobre la diagonal principal. Siguin ara u,v (u # v) dos
vértexs de Viy 1 %, 7 els vértexs de Viy connectats amb ells. Observem que els tinics camins de longitud
2 entre u i v poden produir-se en G i el seu nombre serd el de subconjunts, amb k& — 1 elements, de
(cuUov)©. La seva existéncia és equivalent a |ocu U ov| < k, on el menor estricte no és possible per ser
u, v diferents. Com jouU ov| = k equival a [uUvu| =k, es té

T _ 1 si Junvl=k-2
(© C)""—{O si lunv|<k-—2 (u#v).

En Viy, @ = {1} Uu; amb uy = (ou)® — {1,2} i similarment 7 = {1} Uv; amb v; = (ov)° ~ {1,2} i ara
considerarem uy,v; com a vertexs de OF_;. Raonant igual que abans es té

(Bz) _ 1 si [ulﬂv1{=k—3
/MY T 0 si |ulnv1|<k-—3.

Les equivaléncies
luﬂv[:k—2<=>lufﬂvf]=k<=¢ lu1U01] =k-1 @lu;ﬂv;l =k-3

acaben la prova. R

Per a p enter, indiquem my o(x) la seva multiplicitat com a autovalor de Of, on s és el nombre de
trasposicions de o (evidentment myg 4(x) = 0 quan p no és autovalor). En aquestes notacions establim el
segiient resultat:

Proposicié 5.7.12 Per a s < k-2, k > 3, les multiplicitats verifiquen la relacié recurrent

Mme,s(t) = Me—1,0-1(p + 1) + Mp_y1 s-1(p) + My o1 (— 1) + mk-i.s—l(_—,&) .

Demostracié Si v = (v, v2,v3,v4) és un autovector de Of associat a u, A,v = pv es tradueix en el
k
sistema

CU2 = um (5.28)
CTui+vs+vs = pvp (5.29)
va+ Brus = puvs (5.30)

v2+ Bruy = puuy (5.31)
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Tenint en compte que i # 0 i posant vg = w, podem expressar

v = --::C(Bf—pl)w
v2 = —(Br—plw
1
vs = ;[CTC(B,—~uI)-u2(Bf—.UI)—#I]w
Vg = w

Portant aquestes expressions al sistema observem que les equacions (5.28), (5.29) i (5.31) es compleixen
idénticament. L’acompliment de 'equacié (5.30) es tradueix en

(Br —uI) [(CTC - p?I)(B; — pI) —2u]w =0
Usant el Lema 5.7.11 i factoritzant, aquesta condici6 s’expressa
(Br — (u+ D)I)(By — uI)(Br — (1 = DI)(Br + plyw =

Passant a dimensions resulta ’enunciat. &

De la recurréncia obtinguda resulta en particular
Corolari 5.7.13 Els autovalors de OF, amb o # I, sén k,£(k - 1),...,£1.

Demostracié  Per induccié, usant la Proposicié 5.7.12 s’obté my s(—k) = 0 i que les multiplicitats
mi,s(£1),...,mg s(£(k — 1)) no sén nulles. &

Notem que usant iteradament la recurréncia, es pot calcular myg ¢(1) a partir de les multiplicitats dels

autovalors de Og..;. Observem també com la multiplicitat de y en Ok desglossa en les mult1p11c1tats de
g i —pen OF. Per illustrar la Proposicié 5.7.12 veiem el segiient exemple.

Exemple 5.7.14

2! -1? o
31 2t 13 12 o8 ol® — O 3t 13 —21
4 32 98 16 -18 _98 3% O§12)(34) —_ 04 4t 914 14 _3%

43 315 932 22 _ 420 526 _g12 48 O§l2)(34)(56) — 05 5! 327 142 048
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Observem que per rad de I'anterior podem obtenir, seguint I'esquema segiient, I'espectre de qualsevol
Of a partir del de O».

O,

o — O3

! !

0212)(34) o4 0,

! ! !

Oél2)(34)(56) Oé12)(34) Oém) — Os

! ! ! !

. . . Oém — O

i i
Tornant al nostre fil principal, del Corollari 5.7.13 i el Lema 5.7.1 obtenim una familia de grafs P-frontera.

Proposicié 5.7.15 El graf O7, on k > 3 i o és una permutacid formada per s trasposicions (1 < s <
k —2), és P-frontera amb 2k — 1 autovalors.

Establim ara el diametre de Of. Observem primer una eina interessant.

Lema 5.7.16 Siguin dy i 8 les respectives funcions distincia en els grafs Ox = (V, E) 1 Of = (V, E7).
Siu,v € V compleizen |unNu| > ‘EJ , llavors 8(u,v) < Gy(u,v).

Demostracié De 'expressié de la distancia entre vértexs de Ok, donada al principi d’aquesta seccid,

k
se'n deriva que [unv| > {§J implica que Oy(u,v) és parell. El Lema 5.7.7 prova 'afirmacié. =

Proposicié 5.7.17 Sigui o un automorfisme involutiu de Oy (k > 3) que descomposa en s trasposicions
(0 < s < k—2). Llavors Of té diadmetre k—1+s. Essento = (1,2)---(2s—1,2s), les parelles diametrals de
vértezs sén de la forma {ay,...,q5, %1,y Tk—1=s}, {b1,-- -, 05,1, -, Uk—1-3}, o0 {a;,b;} = {2i—1,2i},
i=1,...,8 t{z1,..., Tk—1-s}, {¥1,--.,Yk—1-s} SO una parella diametral en Ok_,, ara representat per
els subconjunts d’ordre k — s -1 de {25+ 1,...,2k — 1}.

Demostracié Fem induccid sobre k. Per a k = 3, s = 0 el graf és el de Petersen i per a s = 1 és el graf
de la Figura 5.12 amb didmetres respectius 2 i 3 i les parelles diametrals sén les enunciades. Suposem el
resultat cert fins a k—110 < s < k —3. Considerem ara O] amb ¢ = (1,2)---(2s — 1,2s), on el cas
s == 0 seria trivial. Sigui doncs s > 11 indiquem o = (1,2)7. Considerem un vertex u de Of.

1. Si u fos invariant per o, és a dir contingués, per a cada trasposicid, els seus dos elements o a cap
d’ells, usant el Lema 5.7.8, la seva excentricitat en Of, compliria e?(u) = e(u) < k—-1<k—-1+s.:
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2. Suposem ara que u conté, per alguna trasposicié, exactament un dels dos elements. Sigui u =
{1,z1,...,2k—2}, amb z; > 3, ¢ = 1,...,k — 2. Llavors, en I'esquema de la Figura 5.11, al que
anirem fent referéncia, u € V3. Recordem que els subgrafs induits en els conjunts de vertexs Viy i
Vy2 sén isomorfs entre si i amb O _,, modelat pels subconjunts de k—2 elements de {3,4,...,2k—1},

a través de
f f
1/17 o Vyz {1,1:1,...,:rk__2} — {2,$1,...,Ik_2}
N v N\ v
k-1 {z1,.0 ., Zk-2}
Recordem també 'esquema donat per les bijeccions
VW {y11'~-1yk—l}
7/ N 7 N
Vi7 —f¢ Vyz {I,xl,...,xk._g} L’ {2,1‘1,...,1‘k,2}
g1 g2 g1 g2

on {z1,...,Tk—2} U {y1,-- -, Uk-1} = {3,...,2k — 1}, i que el subgraf induit en Viy és totalment
desconnex.

(a) Si {zi1,...,Tk—2} no és diametral en Of_,, la seva excentricitat en aquest graf és menor que
k+s—3, amb el que §(u,v) <k+s—2sive€ Viyid(u,v) <k+s—1sive Vi Siguiara
v € Vip. Existeix un cami de longitud [ < k + s — 3 entre u i f~}(v),

Uio Uy o Uy o U gy fTH V),
llavors el cami
ourup e Uy o g1(eo1) = f(ue-1) o flue) = oo flur) v,

estableix (u,v) < k +s— 1, per a tot v € Vin. Per tant e“(u) < k+s—1.

(b) Suposem ara que u € Vyy és diametral en el subgraf induit en V19, isomorf amb OF _,. Llavors
per la hipotesi d’induccid, i sense pérdua de generalitat, u = {1,3,...,25 - L, y1,.. ., Yu~1-s}
amb y; > 2s (1 £¢ < k—1-35). Considerem un vértex v € OF. Si ov = v usant també el
Lema 5.7.8, 87 (u,v) = 8(u,v) £k —1 <k —1+s. Suposem doncs que v pertany a Vo1, 0
a Voiz1,21, per algin l entre 1 i s.
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i. Siwv no fos diametral en el subgraf induit, segons I'apartat (a) aplicat a v, 8(u,v) < k—1+s.

O£1,2)(3,4)(5.6)"'(2s- 1,2s)

W
r

i)
N
(-

(3,4)(5,6)---(2s—1,2s)
Ok-l) K] s

e
Hvg,
Y

O (8:6)(25=1,29)

)
)

g
]

-

G
Y

il
el
P -
o

Figura 5.13: Descomposicié de Of

ii. En altre cas, v = {b1,b2,...,b5,21,...,2k-1-5} amb b; € {2 — 1,2i} (1 €7 < s). Si
{1,3,...,2s =1} i {b1,b2,...,b,} tinguéssin algun element comi, per exemple,
u={1,...,2r=1,2r+1,...,25=L,y1,.. ., Yk=1-s}, v = {2,...,2r,2r+1,...,25—1,21,..., 2k—1-s};
amb r < s, seguint 'esquema de la Figura 5.13, podem obtenir un cami de u a v seguint
els passos donats per simetries respecte de les linies puntejades,

v = {1,3,5...,2r=3,2r—1,2r+1,...,2s = L,y1,.. ., Yk—1-s} :
;o {2,3,5...,2r=3,2r—1,2r+1,...,25 - L,y1,. .., Yk—1-s}

i {2,4,5...,2r=3,2r—1,2r+1,...,2s — L, y1,. .., Yk—1=s} i
{2,4,6 2r—3,2r—1,2r+1,...,2s—l,yl,...,yk_l_s} ;

; {246..2r—22r—12r+1...,2s—l,y1,...,yk_1_s} ;
; {2,4,6...,2r = 2,2r,2r +1,...,2s = L, Y1, .- ., Yk—1-s} = v

on cada pas és de longitud dos. Per tant 0(u,v) € 9{u,v1) +0(v1,v) <2r+k-s-1<
k—1+s.
Queda per considerar el cas
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v={1,3,...,25 = L,y1,...,Yk-1-s 1, v ={2,4,...,25,21,..., 2k_1-s}.

Usant camins en que no hi participin vértexs que continguin els dos termes d’una mateixa
trasposicié (en direm camins de tipus I), un de minima longitud contindra el pas de Viy a
Ve, longitud 2, enllagat amb un de longitud minima en Of_; que uneixi f{u) amb v. Per
hipotesi d’induccié la minima longitud serd menor o igual que 24+ k—2+s—-1=k—1+s
i la igualtat s’assolira si i només si {y1,...,Yk—1-s} i {21,...,2k—1-5} s6n diametralment
oposats en Og_;.

Considerem ara camins entre u, v, que continguin vertexs amb els dos elements d’alguna
trasposicié (camins de tipus IT). Provarem que donat qualsevol cami de tipus IT n’existeix
un de tipus I de longitud no superior, amb el que s’establira 8(u,v) < k—1+si la igualtat
valdrad només en el cas abans esmentat.

Viz

Wr ViZ
[ I
! 1
ey & Vyq v

Figura 5.14: Passos per Vj2

Considerem un cami que contingui r — 1 visites consecutives a Vio. La longitud entre u;
i v, serd 2r. Cada parella de vértexs t;, t;iy1 (1 <i<r—1),0ont; = gl"(wi) € V1g, és
a distancia menor o igual que 2 en el subgraf induit en Vig, ja que, en les notacions del
T K :
Lema 5.7.11, (C C’)umm+1 = ( E)t.-t.-“' Per tant, el cami, de tipus I, u; =t ; t2 ;
- tr—1: ty— w,.v—> vy, té longitud menor o igual que 2r. X

_Reunint les Proposicions 5.7.15 1 5.7.17, obtenim per els odd grafs cargolats resultats parallels als grafs
Qk x K3.

Corollari 5.7.18 Essent o un automorfisme de Oy que descomposa en s trasposicions disjuntes, el graf

P-frontera OF verifica D (OF) = % (1 + k i 1)'

Corollari 5.7.19 Donat qualsevol racional 5— € (%, 1), el graf P-frontera OF,, amb o producte de 2p—q

trasposicions disjuntes, compleiz D (Og 1) = E.

Com hem comentat a I'inici d’aquest capitol, queda obert establir inf{D(T") : T graf P-frontera} o, més
feblement, subministrar algun exemple de graf P-frontera sobre el que la funcié D prengui valor en (0, 1].






Capitol 6

Polinomis ortogonals de variable
discreta

6.1 De recurréncia de polinomis a producte escalar discret

Sigui M una matriu real infinita tridiagonal. Indexem els seus elements en la forma

do 1 0 v 0 0 0
bo a ¢6 --- 0 0 0
0 b ag -+ 0 0 0
M = 0 0 0 --- ag1 cq 0 (6.1)
0 0 O by-1 aq c441

0 0 0 --- 0 by agy

Imposem als elements de les subdiagonals ‘b’ i ‘¢’ la condicié b;_1¢; > 0, per a tot [ > 1. En el nostre
context, una matriu en aquestes hipotesis 'anomenarem una matriv de recurréncia. En forma canonica
podem associar a M ['inica successié de polinomis rg,7y,...,74,..., que compleix
(i) ro=1 (i1} xrg =bg_174—1 + @grd + ca+174+1 (d = 0) (6.2)
on hem inclés, per uniformitat, el simbols b_;, r_;, que suposarem nuls.
Explorem algunes propietats dels polinomis d’aquesta successié.
Proposicié 6.1.1 Sigui M una matriu de recurréncia. Els polinomis ry de la successié associada com-

pleiren:

83
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(1) gr(ra) =d, d 2 0;
(it) Tot polinomiry, d > 1, té les arrels reals i diferents;
(#t) Per a tot d > 2, lesd — 1 arrels de rq_, intercalen estrictament les d arrels de rq.

Demostracié (i) és immediat de la definicié recurrent que deriva de (6.2) i de ¢g # 0. Provarem
conjuntament (%) i (4i) per induccié. Els dos primers polinomis de la successio,

1 1
Ty = —-(x - ao) y Ty = =—— [(:c — ag)(x -— (1.1) - bocl} N (63)
(53] C1C2
verifiquen els enunciats, ja que rp compleix sg(ra(+00))sg(re(ag)) = —sg(cica)sg(boc2) = —sglbocy) = —1.
Suposem (1) i (it%) valits per el grau k—1 i siguin v > vy > -+ > v,z les arrels de 74 _1. Com les arrels
de 74, intercalen les de rx_j, es compleix sg(rx—2(11)) = (=1)'sg(c1 - -ck—-2), peral =0,1,--- k. — 2.

Usant la igualtat cxrr = (£ — ag—1)Tk—1 — bg—2Tk—2, obtenim sg(rg (1)) = —sglck)sg(br—2)sg(re—2(v1)) =
(—1)"*sg(b-2ck)sgler - - ck—2) = (=1)"*1sg(cy---ck—ack—1ck), per a tot I = 0,---,k — 2. La con-
ducta de ;. en les branques a P'infinit és, per la recurréncia, sg(ri(+00)) = sg{c; - - - k) 1 sg{ra{—o0)) =
(=1)*sg(c; - -+ cx). Observant la variacié de signes es desprén la validesa de (ii) i (ii¢) per a 7. &

A partir de la matriu de recurréncia M, introduim les submatrius M4 per

a ¢ 0O .- 0 0

bo a ¢ --- 0 0
G b ap --- 0 (]
My = . . ) peratotd>0. (6.4)
0 0 0 .- ag-1 ¢4
0 0 0 - bg.1 ag

Hi ha una estreta relacid entre la successié de polinomis associada a M i les submatrius M 4.

Proposicid 6.1.2 Els polinomis r4, associats a la matriu de recurréncia M, poden expressar-se en la

formary = . pe(Mg_y), (d = 1), on p(-) indica el polinomi caracteristic de la matriu correspo-

1°°°Cd
nent.

Demostracié De (6.3) es té, cir1 = z ~ ag = p.(M), cicor2 = (T — ag)(z ~ a1) — bocy = p(M).
Suposem el resultat valid per a valors menors que d (d > 3). Llavors,
€1e--Cqrg =C1 -+ Cq—1(T~aq-1)ra—1 — €1 - Cg—1bg-27a-2 = (T — ag-1)pc(My-2) — Ca—1ba-2pc(M4_3).

Desenvolupant det(zI — M4_) per 1'dltima columna i usant 'anterior,

rT—ay —C 0 0
—bo r—ay - 0 0
pe(Mg-1) = (z—aq-1)pe(Mg-2)+cq-1| : ) : =
0 0 v T —Qge3 —Cd—2
0 0 cee 0 —ba-2

= (¢ - ag-1)pc(Ma-2) — ca-1ba—2p.(Ma-3) = ¢1 -+ cqra,
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que prova l’enunci_at. =

Ara és facil establir Pespectre de les matrius M 4.

Proposicié 6.1.3 La matriu M4 diagonalitza amb autovalors les arrels de T441 (o > -++ > pg). Un
autovector associat a t; €s (ro(p:),r1(i), ..., ra(tti)), per a tot 0 < i < d.

Demostracié Podem resumir en forma matricial la recurréncia (6.2}, fins el grau d, per

To(x) ro(z) 0
r1{x) ri{zx) 0
z : =My : + cd41
Td_l(x) Td_l(x‘) 0
ra(z) r4(z) rd+1(z)

L’enunciat s’obté substituint z per cada arrel de r441. També la primera part de I’enunciat és conseqiiéncia
de les Proposicions 6.1.2 i 6.1.1(3%). X

Notem ara que la matriu M T és també una matriu de recurréncia. Usant la Proposicié 6.1.2 i la
invarianga del polinomi caracteristic en front de la trasposicid, els polinomis de la successié (sq), associada
aM T, poden expressar-se:

_
bo---bg1

1
Pe(M_y) = ——
-

Sq =
bg-1

c . -C
pe(Ma-1) = b‘g%‘é—rm (6.5)

En conseqiiéncia, les matrius de canvi Rq, S4, amb columnes respectives els vectors propis donats a la
Proposicié 6.1.3, compleixen

1 0 0
0 !cln 0
Sy=F;'Ry, on Fg=| . " : (6.6)
oo bo-ba
0 0 ... =t

Indiquem Dy la matriu diagonal d X d amb pg, 11, ..., itg, arrels de rg441 (i també de sq441), en la dia-
-1

gonal. Trasposant S;lMISd = Dy, obtenim SIMd (S;,r) = Dy. Per tant la matriu (S}—)

té en la columna ¢-éssima, 0 < 7 < d, un autovector no nul de M, associat a u;. Podem assegurar,

-1
doncs, Pexisténcia d’una matriu diagonal G4 tal que <SI) = R;G4. Usant (6.6) podem expressar-ho,

Fy (RI)~1 = RyGy. També, G3! = ST Ry = R} F;'R,. Obtenim, doncs, les igualtats
» d d 4t d L d d- ’ ’ g

R4G4R] =Fy , RJF;'Rsi=Gj'. : (6.7)

Indiquem (fo,..., fa) i (go,- -, 9a) les diagonals principals respectives de Fy i G4. Establirem ara un
resultat que posteriorment serad d’utilitat.
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Lema 6.1.4 Indiqguem e = (1,0,...,0)7, 5 =(1,1,...,1)7, f = (fo, f1,--., fa)T. Les igualtats
. . . 1
(@) Mjj=poj (D)Rae=f ()Rjj= e

son equivalents.

Demostracio v

((a) = (b)). De S;'M]Sy = Dy i de Sq = F7 Ry, resulta D4R} Fy = R;'FyM . Calculant,
Dnglf = DdR('i'lej = R;leM;j = poRglej = /.zOR;lf. Per tant, el vector R;lf al ser
propi per Dy amb valor propi g, ha de ser proporcional a e. Aix{ que també Rye és proporcional a f.
D’observar que la primera component dels dos vectors és la umtat en resulta (b).

((6) = (c)). Fem el calcul, Rdj =RJF;'f=R)] Flede =Gile=te.

((¢) = (@). MJj=(R3! ) D4R} j = Es(Rdl) Dge = & (Rdl) e:po (R;l)TRde =pj. B

Les igualtats matricials establertes en (6.7) poden desglossar-se en

Zglrz /Jl)r](/»“ = 5ljf1 ) Z f Tl(#t)rl(/‘.‘l) = 6tj"g"' (0 < ivj < d) (68)
1=0 *
Com, peratoti, f; >0ig; = 5 > 0, les aplicacions Rqz] x Rg[z] — R, donades per
Zz-o fi (’”l(ﬂi))
41
(p.q)e = Zgzp(uz)Q(uz) R EDD FPda(u) (6.9)
1=0 1=0 :

sén productes escalars. La primera part de (6.8) es tradueix en el caricter ortogonal dels polinomis
T0,T1,.-.,7d respecte del producte escalar (:,-). Per a cadai =0,1,...,d, definim r} com I'inic polinomi
de R4[z] que compleix 7} () = ri(u;) per atot I =0,1,...,d, que anomenarem polinomis duals dels r;.
De la segona igualtat de (6.8) se’n despren

d d

(o)t = 3 () () = Z r)ri(isy) = by (6.10)
= i = f g
La construccié feta, reposa exclusivament en la matriu de recurréncia M. Per a un valor donat de
d, del coneixement de la matriu truncada M4, deriven els elements que participen en la definicié dels
productes escalars introduits. Aixi, po > py > -+ > pq sén les arrels del polinomi h definit per
zrg =bgirg_1 +agrg+h; fo=11if; = ﬁ%l—b‘“—‘ i també els g; per la via indirecta que déna la segona
igualtat de (6.8). Millorem ara la seva obtencid, procurant-ne una forma més simple. Per aixd, indicant
ay el primer coeficient de ry, podem expressar

d d
h=aqaqy H(x -w) , K= Z hj,on h; =0y H (z — ) = rq4 + termes de grau inferior
= Jj=0 {=0,1#j§

Calculem ara el producte escalar (hj;,7q4), (j =0,1,...,d) per dues vies,

(Rjyra)e = { (rdJ ra)e = 4
e D=0 gthi(u)ra(m) = gihj(us)ra(i) = gk (ui)raln;) .
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Per tant,

fa
R (pj)ralp;)
Reunim aquests darrers resultats en una proposicio.

g9; = (G=0,1,...,d). (6.11)

Proposicié 6.1.5 Donada una matriu de recurréncia M 1 fizat d > 1, siguin po > -+ - > pg les arrels del
d+1 polinomi recurrent o, equivalentment, les arrels del polinomi h definit per h = xrg—bg_1174_1 —a4rq.
Els polinomis ro = 1,71,...,7a, oblinguts de la recurréncia, i els polinomis duals r§,r1,...,75, son
respectives families ortogonals per els productes escalars

d d
Q) =Y ap(m)elm) -y - FPa(m)
=0 =0

bo - b1 fd
0nf0=1, f[:T—q—- (l:l,...,d), gl:m’

1
induides compleizen ||rille =/ fi, Irfll* = ﬁ .

(1 =0,1,...,d). A més, les normes

De [|rol|2 = (ro,T0)« Z, 0 i, resulta
Corolari 6.1.6 Els gi, pesos del producte escalar (-,-)., compleizen go + g1 +---+ g4 = 1.

Ens referirem a aquesta observacié dient, indistintament, que el producte escalar (-,-), o els pesos g;
associats estan normalitzats. Associats a una malla M = {ug > p1 > - -+ > pq}, usarem en el que segueix
els simbols =, ja introduits. Recordem, m; = m;(M) = Hz:—.o,,,,,d(z;ei) i — f, per atot i =0,1,...,4d.

Tornem als polinomis sg, s1,...,84 construits amb la matriu de recurréncia M T Notem, de (6.3) i
(6.6),
5 . .
si(po) = “‘ffl“‘;) (i=0,1,...,d). (6.12)
Tllw

Podem ara establir,

Proposicié 6.1.7 Sigui M una matriu de recurréncia 1 7o,Ty,...,Td,. .- la successidé de polinomis asso-
ciada. Donat d > 1, sigui po la major arrvel de rqy.y. Les tres afirmacions segiients sén equivalents:

1. Les columnes de My sumen o (genéricament, ¢; +a; +b; = po per a 0 <1 < d).

2. |Irill? = ri(uo), per a toti=0,1,...d.
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Demostracié  Notem que (1) és la igualtat vectorial M} j = poj. Aixi mateix (2) és f = Rge. La
part (3) pot expressar-se dient que el polinomi Z?:o r; és I'inic polinomi de grau fins a d tal que els seus

valors en pg, 1, - - - , #4 SOn, respectivament, glo, 0,...,0. Expressant-ho vectorialment és R;rr i= gloe. En
el Lema 6.1.4 hem provat que aquestes tres igualtats vectorials son equivalents.

Es clar que, en general, donada una matriu de recurréncia no es compliran, per a cap valor de d > 1,
les condicions equivalents de la Proposicié 6.1.7. El procés presentat fins ara, esquematicament,

de matriu de recurréncia a un producte escalar normalitzat,
serd invertit en el que segueix. A manca de precisar-ne detalls,
d’un producte escalar normalitzat, via cada sistema ortogonal, a una matriu de recurréncia.

Veurem que el grau de llibertat que proporciona l'eleccié del sistema ortogonal, permet d’obtenir My
complint les condicions de la Proposicié 6.1.7.

6.2 De producte escalar discret al sistema ortogonal canonic

Considerem una malla M = {zq > z1 > --+ > T4} de nombres reals i una funcié de pesos g sobre M,
g: M — Ry, per la que indicarem g; = g(z1), [ = 0,1,...,d. Suposem que g és una funcié de pesos
normalitzada, és a dir go + g1 + -+ + g4 = 1. Associat a la parella (M, g}, definim un producte escalar
en Ryfz], per

d
(r,s) = Zg;r(xz)s(:q) (6.13)
1=0
ifr[l = +/(r,r) la norma induida. Anomenarem sistema ortogonal per aquest producte escalar, a una
colleccié rg, 1, . . ., 4 de polinomis ortogonals amb grau el subindex i la condici6 suplementaria, motivada

per els nostres proposits, rg = 1.

Lema 6.2.1 Considerem dues parelles (M, g'), (M,g"), tals que admetin un sistema ortogonal comil.
Lilavors ¢’ = ¢".

Demostracié Només cal notar que fixada una malla, si rg,71,...,T4 €s sistema ortogonal per (M, g),
podem recuperar la funcié de pesos a partir del sistema ortogonal. De ser ry = 11 la funcié de pesos nor-

malitzada, les igualtats (1,7;) = i, perai = 0,1,...,d, condueixen al sistema, R( go 91 ‘' Gd )T =

(10 -~ 0 )T, on R = (pi(z;)). Per ser cada p; de grau ¢ és clar que no pot haver dependéncia
lineal entre les files d’aquesta matriu. =

Sigui rg,71,...,7q un sistema ortogonal. Indiquem ¢y el primer coeficient de ryi b = Hz=0,1,...,d(z—$l)-
Es ben conegut i immediat que, peral =0,1,...,d — 1, el polinomi zr; és combinacié lineal de r;_1, 71 i
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T1+1. Es també immediat que el polinomi zrq — agh, de Ry[z], és combinacié de r4_; i r4 (en particular,
és de grau d). Per tant, els polinomis rg, 71, ..., 74, @4h, sén els polinomis, fins a grau d+1, de la successié
recurrent definida per una matriu

ag €1 - 0 0 0 O
bo a) 0 0 0 O
M = 0 0 -+ ag_1 ¢g 0 O
0 0 byg_1 ag 1 O
0 0 0 * Kk ok

on els simbols * sén arbitraris, complint b;_1¢; > 0 per | > d, i

— (1'7‘[,7‘1) (l=0, . ,d)

e b,_ﬁwl (l=0,...,d=1) ; 01=Mv(l=1,...,d).
!

lIra? [l

Per concloure que M és una matriu de recurréncia queda per veure b;1¢; > 0 per 1 <! < d. Aixd deriva
de la segiient igualtat,

1 1 b _
Irell? = (riy ) = =(@riey, 7)) = =(ric1, @) = ~=%|lri-y||? (6.14)
C [&] cl

Seguint el fet a la Secci6 6.1 la submatriu M, i el polinomi r44+; defineixen el producte escalar {-,-),.
Tancarem el cercle provant (-,-), = {-,-). Primer notem que les arrels de rq+; = agh sén justament
{zo>x1>--->z4} = M. També

bi—1 bi_1---bg bi—1---bg

2 2 2 2
r = Ir — = — = |7

” l“ a ” l—l” c ey ” O” Cl--C ” l“*y

on hem usat (6.14), el caracter normalitzat de g i la Proposici6 6.1.5. Per lortogonalitat dels r; respecte
d’ambdos productes escalars la igualtat |[r]l, = {Irll, (¢ = 0,...,d) s’extén a {p,q). = (p,q), per a
P, q € Ry[z] arbitraris.

Fixada la parella (M, g), malla i funcié6 de pesos normalitzada, a cada sistema ortogonal S podem
associar la matriu

0 ¢ - Ca-1 ca
Ms = Qg Q1 -+ Q4-1 Qa4 (6.15)
bo b1 -+ bg—1 O

que anomenarem matriu condensada del sistema ortogonal S. Estem ara en disposicid de provar I’existéncia
d’un sistema ortogonal de polinomis que verifiqui les condicions equivalents establertes en la Proposici6
6.1.7.

Lema 6.2.2 Donades una malla M = {zg > z; > -+ > z4} ¢ una funcid de pesos normalitzada g,
existeir una unica familia de polinomis, ro,71,...,7q4, tal que: (i) gr(n) =1, 0 < r < d, (ii) (ri,rj) =
6ijTi(Io), 0 S 2,] S d.
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Demostracié  Suposem rg,ry,...,7q i 89,581,...,5q¢ verificant les condicions. De rg = rg(z) =
(ro,r0) = Z;LO gt =1, estérg = sp. Suposem r; =s;,1 =0,...,k—1. Expressant s = Zf:o &ry, és clar
que (sg,7) = 0,1 =0,...,k~1. Pertant, sy = &rs. De &cri(2o) = se(zo) = I8k = £2|Iril|? = €2rk(z0)
i ser ri(xo) # 0, resulta sp = 7.

El métode de Gram-Schmidt aplicat a la base 1,z,...,z% déna un sistema ortonormal de polinomis
50,81,.+.,54. Triarem &, 0 < k < d, de forma que els polinomis 7, = &si compleixin la condicié
demanada. Imposant ||rg||2 = €2 = &ksk(zo) i tenint en compte que les arrels de sx sén a interior
de linterval [z4,z0], obtenim & = sg(zo) # 0. Aleshores els polinomis ry = sg{zo)sk, £ = 0,1,...,4d,
compleixen ’enunciat. =

Amb aixo6 i la Proposicié 6.1.7 es justifiquen els termes de la definicié segiient.

Definicié 6.2.3 Considerem una malla M = {zo > 21 > -+ > 24} i una funcidé de pesos normalitzada
g- Definim sistema ortogonal candnic associat a (M, g) com el sistema ortogonal S = {po,p1,-..,04}
que compleiz qualsevulla de les segiients propietats:

1. Les columnes de la matriu condensada Mg sumen xo.
2. Es compleix ||p:||? = pi(zo), per a tot i =0,1,...,d.

8. Es verifica la igualtat pg +p1 +---+pa = g—ol,r—o H}i:l(x - i)

6.3 Relacions entre g i p; per a una malla donada

Sigui M = {zg > z1 > --- > z4} una malla de nombres reals, que restara fixada al llarg d’aquesta
seccié. Indiquem G el conjunt de funcions de pes normalitzades, sobre M,

d
G={g: M — (0,+00): g = g(z;) compleixen Zgl =1}.
1=0

Si indiquem
Py={peRyz]: (-1)'p(z))>0,1=0,1,...,d},

associant a cada element de G el darrer polinomi del sistema ortogonal canonic corresponent, tenim
establerta una aplicacié

Q:G— Py (6.16)
Ens proposem fer 'estudi d’aquesta aplicacié. Establim primer la relacié segiient.
Lema 6.3.1 Sigui g € G i pg el polinomi Q(g). Es compleix

gi ; Topa(Zo) .
—_— —11—-——— l“‘o,l,...d-
go (=1) 7ipa(Ti) ( )
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Demostracié Essent a4 el primer coeﬁcient de pa, el polinomi h = a4 [Tjq(z — 1), compleix h'(z;) =

(=1)'agm;. Usant (6.11) es té g; = (—1)° , (0 €1 < d). Dividint g; per gy s’obté 'enunciat. &

ozdmpd(xz)

Proposicié 6.3.2 Donada g € G, el polinomi pg = Q{g) associat pot determinar-se directament per
1

pa(zi) = (-1)' ZRRE- (i=0,1,...d).
Sio 5

Demostracié De ser p4 element del sistema ortogonal canodnic associat a g. usant el Lema 6.3.1, es té

pa(zo) = (pa, pa) = Zgz (pa(z1))’ = Z

0))?. Per tant,

G
pd(.’L‘Q) = ___do__o__ . : (617)

1
Et:o gt

Substituint en la igualtat donada en el Lema 6.3.1 obtenim el resultat.

B4

Mitjangant interpolacié de Lagrange podem donar una forma explicita de I’aplicacid Q.

Proposicié 6.3.3 El pas de g € G al darrer polinomi del sistema ortogonal candnic associat, pot
ezpressar-se en la forma

Q:gr—pg = 7l'os]o Z H (.’L‘ xl)
Zl 01r,g, lgll

i=0 =0,l#1

Considerem ara p € Py. Si p fos §(g) tindria de complir-se, segons el Lema 6.3.1, g; = (—1)* T2 o))

1 mip(3.) g
0 <4 < d. Imposant que g sigui normalitzada obtenim go = —P(T—i—— jl), . Per tant,
=0 mpi::‘i
J*_1L
g = —2E) __ (5=01,...,d), : (6.18)

~d (-0

Zl =0 mp(rx)
on notem que g; > 0 per tal com hem definit Pg. Notem que per a que p sigui el darrer polinomi del
sistema ortogonal candnic associat a g és condicié necessaria que ||p||> = p(zo), on el producte escalar

és el definit per la funcié de pesos definida en (6.18). El paper precis d’aquesta condicié s'estableix a
continuacio.

Teorema 6.3.4 Sigui M = {xo > z; > -+ > 24} una malla de nombres reals. Un polinami p € Rylz].
complint (—1)'p(z;) > 0 (0 <1 < d), és el polinoms terminal d’un sistema ortogonal candnic sobre .M si

i només si compleizr
S -1 [ pzo) —p(xo] =0.
= p(zi)
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Demostracié El caracter necessari deriva de

d g—l)‘ d g—l)‘pgra)
wip 21‘ z i
p(wo)=HP“Z:Zgi(P(x'))Q:i:O SC (p(=:))* = __Z, T

i=0 mp(zr)

que és equivalent a la nostre condicié. Suposem ara que aquesta es satisfa. La funcié de pesos deduida
de p segons (6.18), tindra associat un sistema ortogonal canonic po = 1,p1,...,P¢. Hem de veure fg = p.
Per a cada i =0,1,...,d, usant (6.3.2),

1
Prv———— 1
Pa(m:) = (1) Z~P- = . a - (6.19)
El =0 7ig; 1rl at (—l)zﬂ'oﬂ-i Zl_—.o ;qr—%g;

Calculem aquest denominador usant 'expressié (6.18) de la funcié de pesos associada a p.

1 ~1)¢ d o
(-1)¢ Z gogi (—l)i mop(zo) mip(zi Z_l_ 3=0 w,p(z,) _
ey Ed (=1) Z J;%_L’_S 2 EE
l s=0 w,piz,; =0 m,p(z,) {=0 ™ mpi:ﬂ

-1
1 Zl —o K_Llliﬂl (;) 1
momip(zo)p(z:) T4, ”—Rll—’; momip(z:) |

on en (*) hem usat la condicié de I'enunciat. Portant-ho a (6.19) obtenim pa(z:) = p(z:). &

La condicié donada en el Teorema 6.3.4 admet diverses presentacions equivalents.

Corollari 6.3.5 Sigui M = {z¢ > z1 > -+ > x4} una malla de nombres reals. Donat p € Rg(z],
complint (—1)!p(z;) > 0 (0 < | < d), qualsevol de les segiients afirmacions és equivalent a que p sigui
polinomi terminal d’un sistema ortogonal candnic sobre M.

1. |Ip||? = p(z0), on el producte escalar té per funcié de pesos la determinada per p segons (6.18).

2 Z(— pl [”0)) p(e )}—o

p(z
Zz =0 —Lp(xt)
8 plzo) = (-
Z =1! 1
=0 " plz1)
1
7"090 . . . .
4. pzo) = , on la funcid de pesos és la determinada per p segons (6.18).

Zl =0 7fg T gl

5. Sigui p € Ra[z] determinat per p(z:) = 537y, 0 < ¢ < d. Llavors p — p(xo)p € Ry-1[z].

1 , . .
(z1) = et dir, p = "olgoxd + .-+ (amb go obtingut de p per (6.18)).

>
Nagl
~~
|
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Demostracié L’equivaléncia entre (1), (2) i (3) estd vista al principi de la prova del Teorema 6.3.4.
Indiquem, per simplificar, (%) i (+x) les expressions de la dreta en (3) i (4). Usant (6.18) s'obté la igualtat
(*)(+*) = (p(zo))?, d'on es desprén I'equivalencia entre (3) i (4). Expressant p i { per interpolacié de
Lagrange notem els seus respectius primers coeficients sén el numerador i el denominador de (%), amb
el que s’estableix I’equivaléncia entre (3) i (5). Si p és polinomi terminal, usant Pexpressié per a 24Zi)

p(z0)’
donada en el Lema 6.3.1, obtenim (6). Reciprocament, si (6) es compleix, substituint gy per I’expressié
donada en (6.18) obtenim (3). Finalment, notem que (6) pot llegir-se (x)= "olgo . =

Podem formalitzar aquests darrers resultats en el llenguatge de Paplicacié 2 definida en (6.16).

Corollari 6.3.6 L’aplicacio Q, pas de funcid de pesos a polinomi terminal del sistema ortogonal canénic
associat, €s una bijeccid entre G i P}, on

P = {p € Rylz]: (-1)!p(z;) >0 (0 < < d) complint qualsevulla condicié del Corollari 6.3.5}.

Podem expressar de manera compacta la forma lineal resultat de contreure p € P} amb el producte
escalar induit pel propi p. Usant l’expressié de la funcié de pesos donada en {6.18) i la caracteritzacié
del Corollari 6.3.5(3), s’obté I’expressi6 que segueix.

CoroHari 6.3.7 Sigui M = {z¢ > 1> - > 24} i p € Pj. Per a tot q € Rylz], es compleiz

_ Z?:o L.—%)I‘Q(xl)

Ly

- Z?:o L.-—1)‘11’(931)

L

(p,q) p(z0),

amb (-,-) el producte escalar determinat per p.

6.4 Sistema ortogonal canonic i semblances sobre una malla

Fem unes observacions referents a la transformacié del sistema ortogonal candnic al transformar la
malla per una semblanca. Donades M = {z4 < --- < z1 < zo} i M' = {ya < --- < y1 < Yo}, suposem
existeixen o # 0 i B reals, tals que T : R — R, definida per T(z) = azx + 8, compleixi TM = M’.
Considerarem per separat els cassos a > 0ia < 0.

Proposicié 6.4.1 Considerem T una semblanga directa, T(z) = az+ (0 > 0), i una malla M = {z4 <
cov <z < Zo}. Sigui S = {po,pi,.-.,pd} el sistema ortogonal candénic associat a (M,g). Indiquem
M =TMig : M — R la funcid de pesos g’ = goT~1. Llavors, el sistema ortogonal canonic associat
a(M',g") ésS ={pooT L, proT !,...,psoT~1}. A més es passa d’una a laltra matriu condensada
de recurréncia per ’

0 ¢ L Cd—-1 Cd 0 acy ces QcCd-1 acy
Ms=| a a - a1 a | — | aa+f aa1+8 -+ aag1+08 aag+pf | =Ms
bg by -+ byg-1 O abg aby s abg._q 0
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Demostracié Essent M’ = {ysg <--- <y1 <o}, el caracter mondton creixent de T, derivat de a > 0
assegura que y; = T'(x;), per a tot [. Deﬁmm pi=proT lperak=0,1,...,d Es clar que gr(p}) =
i el producte escalar definit per {(M’, ¢') compleix

ho Pk ngh(yz)pk(yt) = Zgz(m. o T)(z1) (py o T)(m1) = Zgzph(:rz)pk(xz) (P Pk} -

=0 =0

Per tant els polinomis pg,pi,..., P}, sén un sistema (M’, g') ortogonal. A més, (||p;c||’)2 = |Ipxll® =
P (o) = pl.(yo), amb el que és el sistema ortogonal canonic.

Sigui M/ la matriu de recurréncia de &’ i R} la matriu de vectors propis (Ry)i;; = pi(y;), donada
per la Proposicié 6.1.3. Com p'(y;) = pi(z;), les matrius R i Rq sén iguals. Indiquem Dy, Dy,
les matrius diagonals amb respectives diagonals principals (zg,zy,.-.,Z4), (Yo, ¥1,---,¥d). Es compleix
D), = aDy + f14. Llavors,

M = RyD4R; " = Ry(aDg + BI4) D4R = aM 4 + Bl4,

que és la darrera part de ’enunciat. &

Proposicié 6.4.2 Considerem T una semblanga inversa, T(z) = ax + 8 (o < 0), 1 una malla M =
{za < -+ < 71 < 20}, Sigui S = {po,p1,...,pd} el sistema ortogonal canonic associat a (M, g).
Indiquem M’ = TM i g : M’ — R la funcié de pesos ¢’ = goT~1. Llavors, el sistema ortogonal
candnic S’ associat a (M',g’) és el format pels polinomis p;, = ﬂ;—-((fc—:%pk oT~1, perak=0,1,...,d. La
matriu condensada de recurréncia de S’ és

po(zq) pd-2(zq) Pd-1(zq)
0 Corza) (Id)b T O‘I‘M-l(ﬂ—'d)bd—2 O palza) ba-1
Mg = aag + 0 aa1+ﬂ aag-1+ 0 aaq + 0
pi(za} p2(z4) pa(z4)
ap;(zjicl a 3(23 Cz @ ddl(;d;cd 0

Demostracié Essent M’ = {yg < -+ < y1 < yo}, per ser @ < 0 es compleix y; = T(zq4-1), per a
l=0,1,...,d. El grau de pj, és k i el producte escalar definit per (M’, g') compleix

d d
Erop) = D aiph@pkw) =D ga-1(ph 0 T)(a-t) (Ph © T)(Tamt) =
1=0 =0
_ pr(za)pr(zq) pr(zd)pr(za)
= Pa(mo)pe(Eo) & Zg pr(z)pe(zt) = m(ph,z)k)-
Els polinomis pj, p}, ..., P}, sén, doncs, un sistema (M, g’) ortogonal. També,
conz_ (oeED\N e (pe(za) _ pi(za) - _
O = (2 e < (B) g ) < B (0 7)) = ),

que prova el caracter canonic.
Provarem ara Y'afirmacié respecte dels elements de M s/,

’ pt—l(xd)b

C; = b' = awl
p;(l'd) ’

, ai=aa+8 o) (i=0,1,...,d),
1

T
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on €441, b—1 sén definits nuls. Amb ¢}, al, b}, aixi definits, efectuem el calcul:

! / 11 / /
bi—1Pi-1 + aip; + €1 Pip =

- (e« Bien s righen) + AL en o1 -
- B o (e v om s b )+ om0 =
© i:gx [or (bi-1Pi-1 + @ipi + Civ1Piz1) + Bpil o T~ =
— 209 o+ ppd o7 = 22D (1) o 7 =2 (g0 71) -
on en (%) hem usat la Proposicié 6.2.3(4). =

Considerem ara el cas en que (M, g) sigui tal que existeixi una semblanga T tal que (M, g’} = (M, g).
El cas de semblanga directa és irrellevant, ja que només ho compleix la identitat. Si T és inversa, la
possibilitat de la seva existéncia es vincula amb (M, g), en la segiient forma.

Lema 6.4.3 Considerem (M,g). Existeix una semblanga diferent de la identitat, tal que (M',¢') =
(M, g), st it només si malla © funcid de pesos compleizen, respectivament, T; + z4_; = Tg + Zd, ga-1 = g1,
per al=0,1,...,d. Llavors tal semblanga €s unica i definida per T(z) = —x + zo + Z4.

Demostracié6 De TM = M i la monotonia de T, s’ha de complir T(zo) = z4 i T(z4) = x0o, aixd que
necessariament T(z) = —z + 2o + z4. Per a que també T'(z;) € M, per a tot [, els elements de la malla
han de complir z4—; = —z; + ¢ + z4, que ddna la condicié enunciada. De g, = g(z;) = ¢’ o T'(z1) =
9 (za-1) = g(xa—1) = ga-1, en resulta la segona afirmacid.

Proposicié 6.4.4 Sigui S = {po,p1,...,p4} el sistema ortogonal canénic associat a la malla M = {z5 >
Ty > --- > x4} i la funcid de pesos g. Considerem T : M — R, definida per T(z) = —z + 20 + x4- Les
tres afirmacions segtients son equivalents:

(@ TM=M,goT ! =g4.

(b) Es compleiz x; + £4-1 = To + T4, gd~1 = Gt, per al=0,1,...,d.

(¢) Pera cadak=0,1,...,d, el polinomi pi(2F= + ) és parell (imparell) si k és parell (imparell).

Demostracié L’equivaléncia entre (a) i (b) s’ha establert amb el Lema 6.4.3. Suposem (a) cert.

Aplicant la Proposicié 6.4.2 al nostre cas, es té px = ;’f%;—(‘:)pk oT!, d'on pr(z;) = ;k—éx—o)pk(z‘;_l)

per a tot | = 0,1,...,d. Per [ = 0 obtenim |px(zq)| = pr{zo). Tenmt en compte que pi té k arrels
reals i diferents en (z4, o), es conclou pi(zq) = (—1)*px(xo). Per tant, per al = 0,1,...,d, pe(z:) =
(=1)*pe(zg-1) = (=1)*pr(zo + z4 — 7;). En conseqiiencia els polinomis pi(z) i (—1)*pr(zo + T4 — )
coincideixen, el que és equivalent a (c).

Sigui ara (c¢) cert. Notem que (¢} admet la lectura equivalent: si z +y = zo + z4, llavors pe(y) =
(=1)*pi(z). En particular, px(zo) = (~1)*pi(z4). Indiquem M’ = TM, ¢’ = goT. Sigui S’
{p6. D%, .., D4} el sistema ortogonal canodnic corresponent a (M’,g’). Per la Proposicié 6.4.2, pi(z)
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%f—%—z—g%pk(—x-{-xo +14) = (—1)*pr(—z + 7o+ z4) = pr(z). Usant la caracteritzacié donada en la Definicié
6.2.3(3), z1 € M' peral <! <d. Com T(x4) = zo, també zo € M’ i les dues malles coincideixen.

Finalment, usant (6.18), ¢’ = g. [

Considerem ara el cas en que la malla presenti simetria respecte de zero i la funcié de pesos compleixi la
simetria g; = g4—1, (0 £ I < d). Usant els resultats anteriors podem establir les segiients caracteritzacions
d’aquesta. situacio.

Corollari 6.4.5 Considerem una malla M = {zq > 21 > -+ > x4} 1 g una funcid de pesos. Sigui S =
{p0,D1,-..,pa} el sistema ortogonal candnic associat a (M, g). Les afirmacions segiients sén equivalents:
(a) M és simétrica respecte de l'origen i g compleix g = ga—1, per a tot l.
(b) Cada polinomi py és parell (imparell) segons k sigui parell (imparell).
(¢) Peratotk=0,1,...,d, els termes ay de la matriu de recurréncia, son nuls.

Demostracié La Proposici6 6.4.4 prova lequivaléncia entre (a) i (b). Si (a) és cert, podem usar la
semblanga T(z) = —z en la Proposicié 6.4.2, obtenint ar = —ay i (c) es compleix. Reciprocament, si els
ax s6n nuls, 1"is inductiu de la recurréncia xpx = br—1Pk—-1 + Ck+1Pk+1, estableix (b). X

6.5 Polinomis ortogonals en anells quocient de polinomis

Sigui M = {z¢ > z1 > --- > z4} una malla real. Per h = H;Lo(x — 27), considerem l'anell quocient
R[z]/(h). Essent p — [p] la projeccié de R[z] en R[z]/(h), translladem a Rg[z] 'estructura d’anell de
R[z]/(h) a través de la bijeccié Ry[z] — R[z]/(h), donada per I'eleccié del representant canonic (tnic
element de la classe de grau menor o igual que d). Notem que, per a p, g € Ry4(z], el producte pq € Ry[z]
queda definit per [pq] = [p][g]. Indicarem Ry4[x}[M] aquest model de 'anell quocient. Mantindrem la nocié
de grau definint-lo com el del representant candnic. Es compleix gr(pqg) = gr(p) + gr(gq) (modul (d+1)).
Donat que els polinomis de P4 no tenen cap arrel en M, sén inversibles en Rqy[z][M]. A més,

Lema 6.5.1 Sigui p € P, aleshores p~! € Pj.

L_ > 0. El polinomi p € Ry[z], Corollari
p(z1)

6.3.5(58), definit per p{z;) = H;—‘-, 0 < i < d, s'identifica amb p~! en Ry[z][M]. Llavors, nomsés cal
observar que si p— p(zo)p~" € Ry1(z], també p~* — p~!(zo)p = —p~ (o) (p — P(z0)p~?) € Ry_y[z]. B

Demostracié  Primer observem que (—1)'p~!(z;) = (-1)*

Donat p € PJ, queda definit un tnic sistema ortogonal candnic pg,p1,...,ps = p, Teorema 6.3.4, on
el producte escalar ve definit per la funcié de pesos g definida en (6.18). Llavors, segons el Lema 6.5.1,
el mateix succeird amb p~!, que sera el polinomi terminal d’un sistema, $g, p1,...,Pq = p~!, ortogonal
candnic amb funcié de pesos §. Relacionarem primer ambdues funcions de pesos.
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Proposicié 6.5.2 Sigui p € P]. Les funcions de pesos g i §, associades respectivament a p i p~!,
compleizen
__ 7398 .
9igi = —7 p(z0)  (0<i<d).

i

Demostracié Calculant,

. _1 i (G

3 _ ( ) Tieo St () _ T8 p(zo),
. —1)¢ - 2 2

% TioGre@) Sy P@o) 7

on hem usat (6.18) en la primera igualtat, el Corollari 6.3.5(3) en la segona i el Lema 6.3.1 en la tercera.
&

Podem ara treballar la relaci6 entre els sistemes ortogonals canonics definits per p i p~!

Teorema 6.5.3 Sigui M = {zo > =1 > -+ > x4} una malla de nombres reals. Donat p € P}, els sis-

temes ortogonals canonics S = {po,pi1,-..,Pd = D}, S= {Po,P1,---,Pa = p~1}, associats respectivament
1

apiap !, esrelacionen per p; = p~lpg_; (i =0,1,...,d). Es passa d’una a altra matriu condensada
per una simetria central:
0 ¢ - c€g-1 ¢4 0 bg-1 -+ b bo
Mg = ap ay -+ Qd4-1 Q4 — aqg a4-1 - a1 Qg = Mg.
bp by -+ bg-1 O €4 Ci-1 -+ ¢ 0

Demostracié Definim p; = p~lpg_;, per a i = 0,1,...,d. Es clar, o = 1, by = p~!. Hem de
demostrar que els polinomis 7; tenen grau igual al subindex i que sén ortogonals amb el producte escalar
(-, )~ definit per la funcié de pesos g. De la recurréncia

Tpd = bg-1Pd-1+ aapd
TPd-i = bdi—1Pd-i-1+ 0d—iPd-i+ Ci—it1Pa—it1 (1=d—1,...,1)
po = aopo +cip1,

multiplicant per p~!, en resulta

TPy = agPy + ba—1P;
TP; = Cd-i+1Pi—y +0d—iP; +ba-i-1Piy1 (i=1,...,d-1)
Py = C1Dg—1 +aoPy-

Com b; # 01 P, és de grau zero, la recurréncia prova gr(p;) = i, (0 € ¢ € d). Calculem el producte
escalar, pera 0<1i,j <d,

d
- 11 1
(D Dj)~ thp Y@1)pa-i(@)p™ (@1)pa—j (1) = 73gap(z0) D _——"x—z‘glpd—i(xl)pd—j(l'l)-
1
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Usant el Lema 6.3.1, (p(z)) = (p(a:o) Llavors,
d .
(BisBj)~ = P (Z0) D giPa~i(T1)pa—j (1) = P~ (%0)(Pd—is Pa-5) = 6ip™* (€0)Pd-i(T0) = 6:jBi(0) ,
=0

amb el que els polinomis p; = p~!ps—; (0 < i < d) sén el sistema ortogonal candnic determinat per p~!
Per la unicitat §; = p~lpg_; (0 < i < d).’ =

Fixada una malla M = {zg > 2y > --: > z4}, cada sistema ortogonal candnic ve determinat per un
polinomi en B}. Per tant els sistemes S i S, introduits en el Teorema 6.5.3, coincidiran si i només sip € B}
compleix p~! = p. Condicié6 que només satisfa el polinomi P definit per P(z;) = (-1)* (i =0,1,...,d),
és a dir el polinomi alternant de grau maxim associat a la malla M. Llavors les matrius Ms, Mg,
coincideixen. Reciprocament, si les dues matrius son iguals, com py = fp = 1, els dos sistemes ortogonals
canonics coincideixen. La igualtat entre els dos polinomis terminals implica que sén el polinomi alternant
P. Recordant també I'expressié de la funcié de pesos donada en (6.18), podem resumir-ho en el segiient
enunciat.

Proposicié 6.5.4 Sigui M una malla amb d + 1 elements i P el polinomi alternant de grau d associat
a M. Existeir un tnic sistema ortogonal candnic, S = {po,p1,.--,pd}, caracteritzat per qualsevulla de
les condicions segiients:

(a) Pd = P.

(b) bi= de—i (’L = 0,1,...,d)‘

(¢} La matriu M s presenta simetria central.

(d) El vector de pesos (go,91,---,94) €5 proporcional a ;5 13—1 ..,;1;).

6.6 Sistema maximal de polinomis associat a (M, g)

Considerem una malla M = {z¢9 > =1 > --- > 24} i una funcié de pesos g normalitzada. Veiem
R4[z] com espai normat amb la norma induida pel producte escalar associat a g. El propdsit que ara ens

Zo)

guia, és estudiar 'optimitzacié del quocient %ﬂ—

invariant al passar de p a £p, amb & > 0, podem restringir-nos a considerar polinomis normalitzats. Per
acada k =0,1...,d, sigui By = {p € Rg[z] : |lp]l = 1}. L’existéncia d’un element en el que la funcié
p +— p(zg), definida en By, assoleix el maxim ve garantida ja que la funcié és continua i el domini
compacte. Podem transformar 'aspecte del problema usant el sxstema ortogonal canonic pg,py,--.,Pd,
associat a (M, g). En efecte, donat p € Ry[z] la seva expressié p = }:; o §iDi, permet establir

d d d d d
p(zo) = Y &pilxo) = Y &llpsll* = <ZP:’=Z€;’IJ¢> = <Zpiyp> . (6.20)
=0 i=0 =0

i=0 1220

, amb p de grau fixat. Com aquesta fraccié es manté

Per a p € By, podem perllongar {6.20) usant la desigualtat de Schwarz,

p(zo) = <§pz, >= <§ps,p> < zk:p;-

i=0

) (6.21)
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on la igualtat es produira si i només si p és el producte de Ei;o p; per un real positiu. De ser p unitari
resulta;

Proposicié 6.6.1 Considerem una malla M = {zo > 1 > -+ > 24} i una funcid de pesos g norma-
litzada. Per a cada k = 0,1...,d, eristeix un vnic polinomi Qi unitari ¢ de grau k, tal que Qr(xo) =

sup{p(zo) : p € Rilz], llpll = 1}. En termes de po,p1,...,Pd, Sistema ortogonal candnic associat a
(M, g), els polinomis Qi s’expressen

1 k
Q=—m—e="p (k=0,1...,d).
Yot o Pilo) =0

Anomenarem {Qq,Q1,...,Q4} el sistema zo-mazimal de polinomis associat a (M, g). Els polinomis
extrems del sistema zp-maximal admeten una expressié simple. De ser pp = 1 i la Proposicié 6.2.3,
obtenim Qg i Qq- -

Corollari 6.6.2 Els polinomis extrems del sistema zq-mazimal associat a (M, g), sén

1 d
Go=1 , 'Qd=\/%7rog(x—xz).

De ser el grau de Qj exactament k i la unicitat del sistema rg-maximal, en resulta la monotonia estricta
dels valors Qx(xo).

Corollari 6.6.3 Els valors en zq dels polinomis del sistema xo-mazimal associat a (M, g), verifiguen

1 = Qo(z0) < Q1(x0) < -+ < Qu-1(T0) < Qulzo) = —.

V9o

6.7 Sobre el sistema de polinomis pf = py+p1 -+ -+ p

Considerem una malla M = {zg > x; > --- > z4} 1 una funcié de pesos g normalitzada. Sigui
S = {po,p1,...,pa} €l sistema ortogonal canodnic associat i Mg, donada a (6.15), la corresponent matriu
de recurréncia condensada. Amb la motivacié induida per 'expressié obtinguda per als polinomis del
sistema To-maximal, farem un estudi del sistema de polinomis S = {p§,p%,...,p5_1,05}, definit per
pf = pe+p1+ -+ pk. Dela Definicié 6.2.3(3), sabem els polinomis extrems p§ = 1, p7 = E»'IFE H;i__,l(:c —
x;). Seguim amb la segiient observacié.

Lema 6.7.1 Es compleiz:

1. 2p7 = brpl_y + (xo —br — cr41)pf + Crp1P741, pEra0<r <d -1
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d
2. > gi(zo — z)pY(z1)pS (@) = brpr(z0)brs, per a 0 <5 <d - 1.
l=1

Demostracié El polinomi zp? pot expressar-se en la forma,

r r
ool = Y api= ) bi-1pi-1 +ap + Cyapiar =
=0 =0
r r T
= S bpi+ Y api+ ) api+ Crp1Pra1 — brPr = TopY + Cri1Pra1 — brpr = (6.22)
1=0 1=0 1=0

= zopy +cr41(Pls1 — ) — br(p7 — P7_1) = brp7_y + (To — br — cr1)PT + Cr41P41 s
que prova el primer apartat. Suposem r > s i usem (6.22) per efectuar el calcul,

d

> ailzo — z)p (z)pi (=)

l=1

zo(py,ps) — (zpf,pS) =

zo(p7, P3) — TolP7, P3) + br(Pr, PT) ~ Cra1(Pra1, 7)) = brpr(0)6rs -
X
A partir de (M, g) definim (M*,¢*), on M* = {3 > z2 > -+ > z4} i ¢* és la funcié de pesos

normalitzada proporcional a ({zo — x1)g1,---.{(Zo — Za)g4). El Lema 6.7.1 es reformula en la forma
seglient.

Proposicié 6.7.2 Sigui S = {po,p1,...,p4} €l sistema ortogonal canonic associat a (M,g). Els poli-
nomis 8% = {p§,pi,...,p5_1} formen un sistema ortogonal respecte de (M*,g*). Si la matriu conden-

0 o -+ €1 e
sada de recurréncia de S és Mg = e a1 -+ ag-1 aq |, la corresponent a S° és
bo b1 -0 bg-1 O
0 ¢ Cg-2 Ca-1
Mss = 1§ ap+cp—c1 ay+cy—c2 .+ @g_2+C4-2—C4—1 Qd-1-+Cd—] —Cd
b ba oo ba-1 0

A més, sizg > x1 > ... > x4, S0n els autovalors de la matriu de recurréncia de S, els autovalors de la
matriu de recurréncia de S% sén 1 > z9 > ... > T4.

En general, el que S sigui candnic respecte de (M, g) no implica que S7 sigui el sistema candnic,
indiquem-lo &*, corresponent a (M*, g*). Veiem uns exemples.

Exemple 6.7.3 Considerem la malla M = {2,0,—1} i la funcié de pesos g = (4,3,3). El sistema
ortogonal candnic és S = {1, %ga: - 1—79, %xz - %:1: - }—g} Llavors, 87 = {1, %x-{- %}, que, d’acord amb la
Proposicié 6.7.2, és un sistema ortogonal respecte de M* = {0,~1}ig* = %, %) Perd el sistema canodnic
és §* = {1, Iz + I}. Usant la caracteritzacié donada en 6.3.5(2), veiem que el polinomi pj_, = Br+ 2,

no és ni tan sols polinomi terminal per a la malla M* = {0, -1}.
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Exemple 6.7.4 Per alamalla {4,2,0, -2, -4} i la funcié de pesos {5, }, 2, 1, &}, la matriu condensada
01 2 3 4

de recurréncia és { 0 0 0 0 O |. Iterant el pas (M,g) ~— (M*,g*), els successius sistemes
4 3 2 10

ortogonals tenen, segons la Proposicid 6.7.2, les segiients matrius de recurréncia:

01 2 3 4 0 1 2 3 0 1 2 1 0

0 0 0 0 O — { -1 —1 -1 - \ / -2 -2 - \ s —-3 - \ [ - \ .

4 3 2 1 0 \ 3 0 } \ 2 1 0 } \ 1 0 } \ 0 /
En aquest cas tots aquests sistemes ortogonals sén canodnics, com es desprén d’observar que les columnes
de cadascuna d’aquestes matrius sumen, respectivament, 4,2,0, —2, —4.

A la vista d’aquests exemples, convindra caracteritzar quan el caracter canodnic de & indueix caracter
canodnic en §7. El segiient resultat proporciona, en diverses versions, tal caracteritzacié.

Proposicié 6.7.5 Sigui S = {pg,p1,-..,P4} €l sistema ortogonal canonic per a (M,g). Llavors S7 =
{pg.,p],..., P31} €és el sistema ortogonal canonic corresponent a (M*,g*), si i només si es compleix
alguna de les condicions equivalents segiients:

1. zo—z1= (b = bry1) = (¢ —Cry1), pera 0 <r <d-1;

2. pr(z1) = b'b_crp,.(xo), pera0<r<d-1;
0

3. dpo+(d—1)p1+ -+ + 2p4—2 + pa- 1=;1'7r—H(17 1)

Demostracié  Usem, respectivament, cadascuna de les versions de la Definicié 6.2.3. Obtenim (1) de
la Proposicié 6.7.2. Del Lema 6.7.1, el caracter candnic equival a les igualtats, amb 0 <r <d - 1,

d d
brpr (o) = (Z ai(zo -xo) > g 02(z))? = bopY(a1),
=1 i=1

ja que Zil gl{ze — 1) = Z;’Lo gi{zg — ;) = 1o ~ (2,1} = 2o — ap = bg. Per tant, bop.(z1) =
brpr(x0) = br_1pr—1(z0) = brpr(zo) — crpr(x0), on hem usat (6.14) llegit en el cas d’un sistema canonic.

.

, tenint en compte, bogin} = g1m. ®

L’expressi6 (3) equival a p§ +p{ + - +p3_; =

*

En ’Exemple 6.7.3, hem vist que el caracter ortogonal canonic d'un sistema S, no garanteix ni tan sols
el cardcter terminal del darrer polinomi de §7. Tot i aixd, veurem com la funcié g* és Pdnica funcié de
pesos sobre M*, amb la que la transformacié o pot conservar el caracter canonic. .

Proposicié 6.7.6 Sigui {pg,D1,...,0a} €l sistema ortogonal candnic respecte de (M, g). Suposem que
P_, €s polinomi terminal per a la malla M*. Llavors, la funcid de pesos sobre M* ha de ser la normalit-

zacid de ((zo — z1)91,.- -, (To — Td)ga)-
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Demostracié  Sigui § la funcié de pesos sobre M* induida per pj_;. Per (6.18), cada pes §; és

. (—1)it! . .
proporcional a — . Llavors, indicant proporcionalitat per //,
i (M) pg_((&3) prop per Jf
- (1)t (=1)*(zo — z:) :
; = To — T; i=1,...,d).
e 7v o v e R en B U )

6.8 Sistema canonic associat al polinomi alternant d’una malla

Sigui M = {29 > 1 > --- > z4} i P el polinomi alternant de grau d associat a M. Hem vist en la
Proposicié 6.5.4 que P és el polinomi terminal del sistema ortogonal canonic S = {po,p1,---,p4 = P}
definit per (M, g), on g és la funcié de pesos que resulta de normalitzar (1r , m . -7r1—d) Presentarem
ara una expressié dels elements de la matriu de recurréncia M s, obtinguda dlrectament de M. Indiquem
~» el primer coeficient de p,. Observant els coeficients dels termes de grau maxim en la recurréncia que
verifiquen els polinomis p,, tenint en compte que la matriu Mg té simetria central i el caracter canonic

de S, es tenen les igualtats
=l:7'—1 . ar=xz0—br—cr , br=csr (r=0,...,d), (6.23)
.

on ¢g = by = 0. Considerem el sistema ortogonal §¢ = {p§,p{,...,p3_,} i notem que -y, és també primer
coeficient de pZ. Treballant en P'anell quocient Ry[z]{M], de la igualtat p; = Pp4—_i, Proposicié 6.5.4, es
despren

d—r—1

4 +de—r—1—ZPl+P Z = sz-i— Z p= 7rgol—_[(:c—:c,) (r=0,1,...,d-1).

1=0 ‘ 1=0 l=r+1

Aplicant-ho als elements de M, obtenim, sobre els coeficients de p? = E;=0 aj:nj yPieroy = Zj;g -1 ﬂjxj .
el sistema

d-r—1 T d-r-1

Za]$0+ Z ﬂ, y ezl (1) Y BEl=0 (i=1,...,d). (6.24)
9o 7=0 7=0 )
Donats m nombres reals, y1,.. ., Ym, introduim, per a tot k = 0,1,...,m, els nombres Hr(y1,¥2,---,Ym)
definits per

1w v oy 1 i v wol o
i 1 Y2 yg v yi . -1 —-Yy2 _.y% e _y;" - !
He(yn, Y2, Ym) = il Y3 ys Y3 1 Y3 Y3 yi i
: : : : : : : I
. . . . . . A . I
- m m m m-—k=1 |
11 ym 93 o WD ()T (D) ()RR (SRR

(6.25)
on observem que per els cassos extrems k = 0, kK = m, es compleix

m(m4+1)
HO(yl»y%"-’ym):(_l) V(ylvyzv“'vym) ’ Hm(ylvy?v-",ym)=V(y1)y2y“'-yYH))



6.8. SISTEMA CANONIC ASSOCIAT AL POLINOMI ALTERNANT D’UNA MALLA 103

on V indica el determinant de Vandermonde. Usant la regla de Cramer, podem expressar la component
ar (= 7,) de la solucié del sistema (6.24), en termes de determinants del tipus definit en (6.25). Ho
presentem en la segiient proposicié.

Proposicié 6.8.1 Sigui S = {po,p1,...,pq}, Linic sistema ortogonal candnic sobre la malla M = {zo >
1 > --- > x4}, tal que pg és el polinomi alternant. Llavors,

(—l)d Hr($1,...,xd)
go Hr+1(Io,I1,...,SCd)

, =

z" + termes de grau inferior (r=0,1,...,d),
on L = Zd_ 20, La matriu de recurréncia de S pot deduir-se dels elements de la malla per
go =0

m

_ H,_i(z1,...,2a) Hry1(z0,Z1,. .., Za)
H.(z1,...,z4) He(z0,Z1,- -, Td)

’ br=cd—r ’ ar=1'0—br"'cr (1‘=0,1,...,d)-

Demostracié L’expressié obtinguda del sistema, proporciona el primer coeficient de p,, per a r =
0,1,...,d — 1, amb el qué (6.23) dbéna ¢, b, i ar per ar = 1,...,d — 1. El coeficient v4 també és
expressable en la forma donada, ja que
(=) _Hu(zy,...,3a) _ (=1)* V(z1,...,za) _ 1
go Hd+1(xo,x1,...,xd) go V(:I:o,:l:l,...,xd) Tog0

També la igualtat trivial 49 = 1 esta inclosa en la férmula donada, doncs, fent el desenvolupament de
Hi(zo0,z1,-..,xq4) per la primera columna, es té

=qq.

(-1 Ho(zm,...,za) _ (-D*F2 V(z,...,z4)
go Hi(zo,x1,...,Za) - go Hi(zo,T1,.-+,Td)
_ 1 V(z1,...,d) _1 1 _1_1
QOZLOV(xo,...,/x;\,...,xd) 9P —a V... T s QOELO%
i=0 V(Z1,eeny zq)
Finalment, com és natural, donem sentit a H_j(z1,...,zq) definint-lo nul. &

Aplicant la mateixa técnica al calcul de tots els coeficients de pZ, després d’'una mica de feina, s'obté
la segiient forma explicita.

Proposici6 6.8.2 Considerem una malla M = {zo > x1 > +-+ > x4} 1 el sistema ortogonal candnic S
que t€ per polinomi terminal el polinomi alternant de M. Llavors, els polinomis p?, r =0,1,...,d, poden
erpressar-se directament de M, en la forma

d -
E :7'('0 H+1 I1x11"'7rd)
=0 '

Hyp1(zo,21,...,%4) "
on, perar=20,1,...,d,
1 =z =z z" 0 0 0 0
1 z; z? z; -1 -z ~z? gd=r-t
I?,.H(x,:r:l,...,zd) =|1 z2 .’L‘% R 24 1 T2 :L‘% $(2i-r-—1

1 zqg 23 - zf (-1)¢ (-1)%zq (-1)%% -~ (-1)4zd""!
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Notem que, a part del racnament general per a r = 0,1,...,d — 1, la prova per a r = d és immediata

d ~ d
fent-ne la comprovacié E M) Hanlea,...,z) = L V(@211 24) = : H(-’r—l‘l) =pg
"\&g ™ ) Hapa(zo,2y,...,7a)  go V(xo,%1,..1%Td)  Gomo ;) ¢

En conseqiiéncia, podem expressar els polinomis del sistema ortogonal canonic, pr = p7 — pJ_;, per a
r=10,1,...,d (amb el conveni p?; = 0).

Corollari 6.8.3 Per a una malla M = {zg > z1 > --- > z4}, €l sistema ortogonal candnic S amb
polinomi terminal el polinomi alternant, pot calcular-se directament de M mitjangant

d — o~
pr — (Z%) (Hr+1(m,x1,...,xd) Hr(:c,m,...,xd)) (r=0,1,...,d).

Hr+1(x0ax17- . 7$d) B Hr(:EO)ml’ see ,Id)




Capitol 7

Espectre local i propietats metriques

A partir de Spec(C) introduim un producte escalar discret en Rg {z], prenent com a malla els autovalors
locals i com a funcié de pes la donada per les multiplicitats locals, que per definicié és normalitzada.

Definicié 7.0.4 En un graf I' = (V,E) considerem qualsevol ;subconjunt C C V no buit. Essent

Spec(C) = {AB"C(“°) > pretn) 5 s pZICC('“C)}, definim en Ry (x|, el C-local producte escalar
per

de
p.q)e =D me(m)p(m)a(m)  Yp,q € Racla].

1=0
Proposicié 7.0.5 El C-local producte escalar pot expressar-se alternativament per
(P, g)e =Y me(m)p(m)e(m) = (pec, gec)

=0

on (-,-) €és el producte escalar euclidia.

Demostracié En efecte, si ec = 29 + 21 + --+ + 24, és la descomposicié espectral, (pec,gec) =
d d d .
(vl p(pe)ze, Y50 alts)2s) = 20150 me () p(p)a(wm)- ®

CoroMari 7.0.6 La norma deduida del C-local producte escalar s’ezpressa en termes de la norma eu-
clidiana per ||p|lc = |lpecl.
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7.1 Distancia entre conjunts i espectre local

Considerem un graf I' =

(V, E). Donats dos conjunts de vértexs C i D, presentarem una fitacié per a

la distancia, 8(C, D), en termes dels respectius espectres locals.

Proposicié 7.1.1 Donat un graf I' =
graus respectius r, s. Llavors

(V, E) siguin C, D subconjunts no buits de V i p, q polinomis de

2
( (A)) IeClI? + (-q—(ﬁ) leD|?2 > |Iv)l? = 8(C,D)<r+s.

liplle flallp

Demostracid

Sera suficient provar que de la hipotesi es desprén la no anullacié de (pec, gep), €l que

implica l'existéncia d’un cami de longitud no superior a r + s entre alguna parella de vertexs de C i D.
Podem suposar que p{\) i ¢(A) sén no negatius {en altre cas canviem p per —p). Usant la descomposicié

espectral de ec i ep com a (1.4), tenim

_ leCil Lo DIl
vV+2z = v+ z
2 E iz P
don leC oDl
o= pEPNv+pic  gep= T a(w +azp.
De l'ortogonalitat de z¢ 1 zp amb v resulta
C ) D2 .
Ipzcl = \/npn% 1L 520 = Iplcsina— lazol = \/ laty = 12102000 = Jalosing
on « i 8 sén els angles aguts definits per
llvli flvll
p(A) = cos o A) = cos (3.
Llavors
CillpD ‘ CilpD
wec,aoD) = LMEPL 30000 + ozcu020) > leched (a0 - Ipzolla=n] =

I

llplicliglip cosacos @ —

lplicligllpsinasing =

lpllcligllp cos(a + B)

La hipotesi de ’enunciat es tradueix en cos?a + cos? 8 > 1, que per a angles aguts és equivalent a
Fs
a+8< 7 Per tant {pec,gep) > 0, que prova el resultat. b3

Proposicié 7.1.2 Sigui C un cohjunt no buit de vértexs del graf I’ =

Uespectre C-local. Per a cada k =0,1,...

(V,E) i sigui dc +1 el cardinal de

,dc 1 per a qualsevol polinomi p € Ri[z], es compleix

PN _
pllc ~

lo Nk ||
leCll
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Demostracié  Suposem primer 0 < k < g¢. Llavors Ej, no és buit i 9(C,E;) = k+ 1. Usant la
Proposicié 7.1.1, llegida al contrareciproc, per als conjunts C i Ej i els polinomis p € Ri[z], ¢ = 1, es té

p(A) 2 2 B2 < 2
Ielo IpCll* + llpEx]|* < vl

que equival a la nostra afirmacié.

C
Sigui ara éc < k < d¢. De la descomposicié espectral ec = I|‘1’:/||2!’| v + zc, notant que ara N = V,
resulte ek leCl?
4 4 2
lIplIZ P*(\) + llpzel? > m——5p*(A),
e loNk]|2
d’on es despren I'enunciat. =

Podem usar aquesta proposicié per obtenir una fitacié del k-excés de C, debilitant el pes de Ey pel seu
cardinal.

Corollari 7.1.3 Sigui C un conjunt no buit de vértexs de ' i p un polinomi de grau k. Llavors

A 1
PA) 1 T o ers<r—1.

rlle = lleCl

Demostracié De la nostra hipotesi i de la Proposicié 7.1.2, es dedueixen les desigualtats

) _ leNel _ 1 e
upcnv” P =7 < s S Tpol = ooy VI~ TPBRTP < npcn i =

doner <. &

7.2 Polinomis d’adjacéncia d’un conjunt de vertexs

Donat I' = (V,E) considerem @ # C C-V i sigui {(A = ug)"‘C(“O) > umC(‘“) - > u;nccmc)}

Pespectre local de C. Plantegem-nos 1'optimitzacié del resultat de la Proposicié 7.1.2, és a dir I'obtencié

’ sup{ [ P € Bl

on recordem que ||-||c és la norma deduida del producte escalar C-local, introduit en la Definici6 7.0.41 pel
dc

que s’ha obtingut, Proposicié 7.0.5, I’expressié equivalent, (p,g)¢c = ch(#l)p(ﬂl)Q(M) = (pec.qgec)-
1=0
Passant a considerar polinomis normalitzats, podem transformar el problema a trobar
sup {p(A) : p € Sk}

on Sy és P'esfera unitat {p € Ri[z] : ||p]lc = 1}. Amb aixd estem en la situacié treballada en la Secci6é
6.6, essent ara M = {A = po > p1 > --- > pq} i la funcié de pesos g normalitzada és gt = mc(u1). per
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a0 <! <d(usem d = dg¢ si la confusid no és possible). Resumirem malla d’autovalors i funcié de pes
(M, g) = Spec(C). La Proposicié 6.6.1 aplicada a la nostra situacié i I'ds de les notacions de la Seccié
6.7, proporcionen

Proposicié 7.2.1 Sigui po,p1,...,Pd, el sistema ortogonal candnic associat a Spec(C). Per a cada
k=0,1,...,d, existeiz en Sy un inic polinomi Qy tal que Qr()) = sup {p()) : p € S}. Aquest polinomi,
de grau exactament k, pot expressar-se

Q L i
k= —==Pk -
VEN

En particular, pera k =0,1,...,d, es compleix
Qk(A) = /pE(N) (7.1)

Definicié 7.2.2 El sistema de polinomis Qo, Q1,...,Q4, construits a partir de Spec{C), l'anomenarem
sistema C-local de polinomis d’adjacéncia.

Els Corollaris 6.6.2 i 6.6.3, tenint en compte (1.5), adopten ara la forma

Corolari 7.2.3 El sistema C-local de polinomis d’adjacéncia verifica:

0.) QO =1, Qd HpCHﬂ‘ H( —lit

b) 1= Qo(N) < @i(N) <+ < Qua(N) < Qu(d) = b

lleCll”
AN 7 .
El polinomi p§ = W H(z: — 1), compleix
1=1
o o (1pCI _eCli? o1y,
virC =2 (12 + 2 ) = Lbwg0n = v (72)

que generalitza, localment i per a grafs no necessariament regulars, 'accié del polinomi de Hoffman en
grafs regulars. Si ¢ € Ryz] també verifiques 'equaci6 (7.2), el polinomi ¢ — pg s’anullaria en els d + 1
autovalors C-locals i, per tant, seria nul. Aix{ el polinomi H¢c = p3, polinomi de Hoffman C-local, és
'inic polinomi en Ry{z] que verifica (7.2).

El fet que els polinomis d’adjacéncia maximitzin, per a cada grau, el valor en A entre els polinomis de
norma | ||¢ igual a 1, permet de reformular les Proposicions 7.1.1, 7.1.2 i el Corollari 7.1.3 optimitzant
la seva forga.
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Proposicié 7.2.4 Siguin C i D conjunts no buits de vértezs i QF, QP els seus polinomis locals d’adjacéncia
de graus k i h respectivament. Llavors,

1. (QEMN)IpCI? + (QP (W) oD > [IW|> = 8(C,D) <k + h;

leNE
leCll

3. Q,S(,\)>m~/nunz—r = e <r-—1

2. QE(N) <

Es natural plantejar-nos el problema de en quines condicions QS (A) assolira la fita ”“ lfé’cl‘ln' Perak=0
i k = dg, del Corollari 7.2.3 resulta que la fita és assolida. Estudiem ara el cas 0 < k < d¢ (no havent

confusié respecte del conjunt de vértexs omitim P'index C).

Podem descriure P’actuacié d’un polinomi p € Rg[z] sobre el conjunt de vértexs C, a través de peg =

E €y, el que de manera natural estableix ’aplicacié
vEN

Y Relz] — RV definida per  p+— (0w)venNy »

on considerem els espais provistos, respectivament, de les normes || {|c i 'euclidia. Es lineal i injectiva,
doncs de 'anullacié de pec se’n desprén p(u;) = 0 per a cada autovalor del C-espectre local. Per tant
p, de grau k < d, tindria d + 1 zeros i p seria nul. Alternativament la injectivitat també resulta de
H¥v ()|l = |lpllc- En particular, a través de 1, l'esfera unitat S, = {p € Rg[z] : |Ipllc = 1} s’injecta en
I'esfera unitat euclidia Seyc de Rl El doble caleul de pec com:

- L y PR) (5~ it
Pee = Toey” (; ”“) TocT (Z ) R+ = PIeCl gy -
Z age, = (Z Vvav> T “2u+u

VvE N vE N

pec

permet expressar, p(A) = “ C’H z Vy (¥(p), pNg) . El problema de maximitzar p(\) per

1
~ leCl
p € Sy, es tradueix en fer-ho per a la funcxo ¥ (Sk) — R, definida per  — |pICM (z, pNi) . L'extensi6

d’aquesta funcié a Seyc assoleix el maxim absolut en I'inic punt xy = ﬂTﬁl\’Tﬂka amb imatge ”” p%l”'
Aquest maxim serd una fita per p(A), en concordancia amb la Proposicié 7.2.4, i s’assolira si i només si
xo € 1 (Sk), o equivalentment si £ = 1) (Qi) = Qrec. Hem establert el segiient resultat,

N .
Teorema 7.2.5 Donat 0 < k < d¢, la igualtat ch(/\) = “||ppC{c||“ €és equivalent a Qfec =en, -

Traspassant aquest resultat a un enunciat sobre pf = Qx{\)Qk, obtenim, en forma equivalent,
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2
Corollari 7.2.6 Donat 0 < k < dg, la igualtat pf()\) = -""P%NCEI:L— és certa si i només si pppC = pNy.
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Conjunts Q-frontera

Considerem un graf I' = (V, E) i un conjunt C C V no buit. Tal com I’hem definit en (1.6), sigui

{uo' cluo) u;"C(“ Vs> u;ncC(““C)} l'espectre C-local i po,ps,...,pd. €l sistema ortogonal canonic

associat a Spec(I'). Del Teorema 7.2.5 i el Corollari 7.2.6 resulta que les quatre afirmacions segiients sén
equivalents (si no hi pot haver confusié prescindirem, per raons tipografiques, de l'index C).

Proposicié 8.0.7 Donat 0 < k < d, considerem els polinomis pf = po+p1 + ... + px © Qk, k-éssim
polinomi C-local d’adjacéncia. Les igualtats que sequeizen son equivalents:
_ Nl _ loN|?

(a) Qc(A) = el i (b) Qrec =en, ; (c)pi(A) = 1oCI12 ;

(d) pipC = pNi .

Definicié 8.0.8 En un graf T = (V, E) direm que C (B # C C V) és un conjunt Qp-frontera quan es
compleizi qualsevulla de les afirmacions de la Proposicié 8.0.7.

Per exemple, segons hem fet notar en la seccié anterior, tot conjunt és Qq-frontera i Qg4-frontera. Quan
un conjunt C és extremal (¢(C) = d¢ = d) podem obtenir caracteritzacions alternatives del caracter
Q(a—1)-frontera. Indicant C = {v: 8(v,C) = d} el conjunt antipodal del conjunt extremal C, establirem
primer que 1'inic polinomi en R,[z] candidat a efectuar la transformacié pC — pC (pas a I'antipodal)
és el darrer polinomi, py, del sistema ortogonal canonic associat a Spec(C).

Lema 8.0.9 Sigui C un conjunt de vérters extremal i C el conjunt antipodal de C. Sigui po,p1,--., Pd
el sistema ortogonal candnic associat a Spec(C). Suposem gque ezisteir r € Rylz] tal que rpC = pC.
Llavors v = py.

Demostracié  Sigui s € Rgq_j[z] arbitrari. Llavors (r,s)c = (rec,sec) = Wplcﬂ(”’c’ sec) =

1 — . = . oy
“p—cﬂ(pc,sec) = 0, ja que els vectors pC i sec no tenen cap component simultaniament no nulla.
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Segons 'anterior, la successié pg,p1,...,Pd—1,T és un sistema ortogonal de polinomis respecte del pro-
ducte escalar (-,-)c, amb graus respectius 0,1,...,d — 1,d. Calculem r(}),
2
rpC = r ZV'ueu =r Zuv (i?'l/'*‘zv) =7 [llpCll V+z'] =
. 2\l I
_ leCi? .
= P r(Av +rz';
12
pa = ZVwewzzuw[“_ZTFV+zw]=%V+zll.
we.a; wea
2 12 =12
1CI2 5 _ BOCI o 1y = 1T

Aixi que ~———1(\) = , . Com també
we TN = T ek

~ 1, = — |IpC]?
||r|]%~ = (reg,rec) = 1oCI2 (pC,pC) = leCli?’

resulta [ir||% = r()\). Per tant, po,p1,.--,Pd—1,7 és el sistema ortogonal candnic associat a Spec(C). Per
unicitat, r és py. =

Establirem ara dues caracteritzacions del caracter Q4-1)-frontera.

Proposicié 8.0.10 Sigui C un conjunt extremal amb |Spec(C)| = d+ 1 i C el conjunt antipodal de C.
Cadascuna de les dues afirmacions segiients és equivalent a que C sigui Qq—y)-frontera.

(a) Erzisteir r € Ry(x] tal que rpC = pC;

leCl?
loClI2"

(b) El polinomi py compleiz pg(N\) =

A més, cas de complir-se alguna d’elles, el polinomi r de l’apartat (a) és inic i €s py.

Demostracié Suposem C un conjunt Q(q_1)-frontera. Llavors pJ_,pC = pNg-;. Per tant, papC =
p3pC — pG_1pC = pN4g — pNg_1 = pC. Aixd prova (a).
Si es compleix (a), el Lema 8.0.9 permet assegurar que r = py. Llavors

YollL
Pa(A) = Ipal% = (paec, paec) = l—,p—é—”‘Q‘(I)dPC,PdPC) = “Té'F(pa pC) = %z—g:%
Suposem ara (b) cert. Llavors
2 =12 2
Q) =Bt = PN —pa() = ok - 12 [eBect]
on hem usat (7.1).
Per tant Qq-1()\) = M-_—-lﬂ , és a dir, C és Q(q—1)-frontera. =

loCl|
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Centrarem ’atencié en I'estudi de conjunts extremals que siguin Q(4-)-frontera, essent [Spec(C)| =
d + 1. Per simplificar les expressions introduim la segiient definicié.

Definicié 8.0.11 Donat un graf T = (V, E), un conjunt @ £ C C V amb ISpec(C)l =d+1, direm que
€s Q-frontera quan sigui extremal i Q4_1)-frontera.

De la Proposicié 8.0.10 resulta, en particular, que 'eventual caracter Q-frontera d’un conjunt C, pot ser

decidit del coneixement de Spec(C) i de la ‘relacié de pesos’, Wl;Lgll’ entre el de 'antipodal del conjunt i el
del propi conjunt. Podem ara donar en forma compacta un resultat en aquest sentit, reunint la Proposicié
8.0.10(b) i el calcul de pg(A) donat en I’estudi de sistemes ortogonals canonics, Proposicié 6.3.2. Obtenim

la seglient caracteritzacid.

Proposicié 8.0.12 En un graf ' = (V, E), un conjunt C C V no buit amb espectre local {A™° = ug*°
me(im) mc(pag)
> e > udc

1y }, €s Q-frontera si i només si és extremal i es compleiz la igualtat
1 —
mIoom  _ IeCl?
1 2
e T el

onm = Hiz—_o,l,_,,,dc Jil i — il 1=0,1,...,dc).

El fet de que l'espectre d’un conjunt Q-frontera C' determini, a través de la construccié de la familia
ortogonal de polinomis py, el conjunt de vertexs antipodals C per pgpC = pC, assegura, en particular,
que D’espectre local Spec(C) sera calculable a partir de Spec(C). Establim aquesta dependéncia en
la segiient proposicié. Per simplificar la notacié, no havent confusié respecte del conjunt, indicarem
my = me (i) i els objectes referits a C els indicarem cobrint amb una barra els corresponents a C.

Proposicié 8.0.13 Sigui C un conjunt Q-frontera i C el seu antipodal. Si Spec(C) = {\™ = pui*® >
Byt > o> pi}, el conjunt antipodal té espectre

pa(m)
2e0) m (

on py és el darrer polinomi del sistema ortogonal candnic associat a Spec(C).

Spec(C {Am° =4 m° > ,u;"—“ S>> pd 4} on my = =0,1,...,d)

Demostracié Notem primer que la igualtat (a) de la Proposicié 8.0.10 pot expressar-se pgec =
12Tl o |I_

leCli loC1

eg. Projectant en Ker(z — p) es té pg(p)z; =

. Prenent normes al quadrat obtenim

_ _ llecy?
152

pi(w)my  (1=0,1,...,d).

Notem que pg(u) és no nul, ja que les arrels de p, intercalen la malla d’autovalors. Per tant, els espectres

Spec(C) i Spec(C) estan formats pels mateixos autovalors. Com, Proposicié 8.0.10(b), h—% _ab?;’
I’enunciat segueix.
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Encaminarem ara els nostres esfor¢os a respondre la qiiesti6é natural de si el caracter Q-frontera d’un
conjunt es transmet al seu antipodal. Aquest passar de ‘veure el graf’ des de C a fer-ho des de C,
precisara estudiar el sistema canonic de polinomis associat a Spec(C) a partir del corresponent a C.
Usarem aqui la feina feta en la Seccié 6.5, de la que recuperem les notacions. Veiem Spec(C) com la
parella (M, g), on M és la malla d’autovalors C-locals i g és la funcié de pes normalitzada definida
per les s multiplicitats C-locals. Essent C un conjunt Q-frontera, la 1gua1tat papC = pC es tradueix en
p;1(pC) = pC. Recordem que estem calculant en R[z]/(h) on h = Hl o{Z — ). Estem en situaci6 de
relacionar els sistemes ortogonals canonics corresponents a C i C i els seus eventuals caracters Q-frontera.

Proposicié 8.0.14 Considerem un graf U = (V,E) i 0 # C C V un conjunt Q-frontera. Sigui {\™° =
0 > pitt > >y “} Vespectre C-local iC = {v € V : 8(v,C) = d} el conjunt antipodal de C. Siguin
D0sP1y---+Pd ; Doy P1s---» P, LS Tespectius sistemes ortogonals candnics assoctats a C ¢ C. Llavors:

1. Es compleiz D, = pjlpd_k, perak=0,1,...,d;
2. Val la igualtat T=C ;

8. El conjunt C és Q-frontera.

Demostracié  Els polinomis {P, }o<k<a formen el sistema ortogonal candnic per a Spec(C) = (M, ),
onM={A=p>p> > ud} i 7, funcié de pesos de les multiplicitats C-locals, és 7; = B“%)lmz
(t =0,1,...,d). El polinomi pd = P, és, segons la Proposicié 6.5.2, polinomi terminal del sistema

2
ortogonal canodnic determinat per la malla M i la funcié de pesos definida per §; = %::—'-?pd(k). Usant el
i
Lema 6.3.1 i la Proposicié 8.0.13, fem el calcul

2,12 2
= 7“07”0 pa(1) Pd(#l) —
)\ my = m .

Per tant el sistema ortogonal canonic amb polinomi terminal pd , que és (pg lpd-k)osksd, Proposicié
6.5.3, coincideix amb I'associat a C. Amb aixd es prova (1). _
Com els vértexs de C sén a distancia d de C i |Spec(C)| = d, el conjunt C té també excentricitat

espectralment maxima i C C C. Per veure la inclusié contraria, considerem l'accié del polinomi 7 =
Py + DG, sobre pC. De (7.2) tenim

v =p3pC =PypC +P3-1pC =p7'pC +3-1pC = pC +73_,pC.
Comparant amb la igualtat v = p—ﬁ + pN4_1, resulta pﬁ = pC ipj_,pC = pN4_1, amb el que c=cC
i C és conjunt Q-frontera. X

Podem formalitzar aspectes de la proposicié anterior en la forma segiient.

Corollari 8.0.15 Suposem que T, colleccid de subconjunts Q-frontera de V', és no buit. Llavors l'aplicacic
pas a l'antipodal és interna en T i involutiva.
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De la mateixa Proposicié 6.5.3 relacionem les matrius de recurréncia dels sistemes de polinomis (py) i
(Br)-

Corolari 8.0.16 En un graf I’ = (V, E), sigui C C V un conjunt Q-frontera. Indiquem M, M, respec-
tivament, les matrius dg_ recurréncia dels sistemes ortogonals canonics {po,p1,--.,Pd}, {PosP1s---+Pg =
pgl}, associats a C 1 a C. Es passa d’una a altra matriu per una simetria central. En forma condensada:

0 €1 - Cd-1 Cg 0 bd——l s bl bo
M= apy aiy -+ 4ad-1 Qa4 — ag aq-1 -+ Qa1 Qo =M
bo b1 e bd--l 0 Cd C4d—1 -+ C1 0
Veurem ara que, essent C un conjunt Q-frontera, poden obtenir-se polinomialment pCy, pCh, ..., pCq,

descomposicié de v per capes respecte de C, a partir de pC.
Proposicié 8.0.17 Sigui C un conjunt Q-frontera amb |Spec(C)| = d + 1 i C el seu antipodal. Essent
{pr}o<k<d, {Pr}ock<d, els respectius sistemes ortogonals candnics, es compleix

pepC = pCy = pCa_r =Py_x(pC) (0<k < d)

Demostracié Usant la Proposicié 8.0.14, podem expressar
v = p§(pC) = p{ (pC)+(prr1+ - +pa)(pC) = p{ (PC)+(Py_i_1+* - -+B)pa(PC) = pf (PC)+DF-1-1(pC)

Com p{{pC) = Z Qyey , 53_,_1(p6) = Z Buew , de ser NNNNg_;_1 = 0, resulta, en

vEN; wE—N—
d—t-1
particular, a, = vy, per a tot v € N;. Per tant, pf (pC) = pN;. Llavors,

pr(pC) = p§(pC) = Pf_1(pC) = pNi = pNi_1 = p(Ni \ Ni-1) = pCi
Les igualtats, derivades de ser C també Q-frontera,
pCa-k = Da-1(pC) = pepz (PC) = pr(pC)
completen la prova. K

El fet d’obtenir cada capa pCy a partir de pC, per I'accié dels polinomis del sistema ortogonal canénic
associat a Spec(C), permet d’obtenir també pNy,

k k
pi(pC) = pu(pC) =Y pCi = p (Uf=oCt) = pNic.
{==0 =0

Llavors, de la Proposicié 8.0.7, obtenim

Corollari 8.0.18 Tot conjunt Q-frontera, d’ezcentricitat d, és també Qy-frontera per atotk =0,1,...,d.
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Aquest resultat, en les versions de la Proposicié 8.0.17 o d’aquest darrer coroliari, és el fet essencial en
aquesta part del treball. S'assegura que Y'obtencié polinomial de la darrera capa, pCy, a partir de pC,
és equivalent a poder obtenir totes les capes intermédies pCi (0 < &k < d).

Compendiem el treball fet en aquesta secci6 en el segiient enunciat.

Teorema 8.0.19 Donat un graf I' = (V, E), considerem un conjunt C C V no buit i sigui Spec(C) =
{Ame = pg™ > pi™ > -0 > upt} el seu espectre local. Per a 0 < k < d, indiquem Cy el conjunt de
vértezs a distancia k de C. Les afirmacions,

1. El conjunt C és Q-frontera;

2. El conjunt C és extremal i existeizen polinomis py,p1,..-,pa en Ry[z], tals que pp(pC) = pCy, per
ak=0,1,...,d;
1
: 2 mMsTo 2
3. Es compleiz || pT'4(C)|* = —*-g——l—-HPC'II y 0N T = Hi:O,l,...,d,iﬂ -l @=0,1,...,d),
2l a7

sén equivalents. Cas de complir-se, els polinomis {pi}o<k<d son el sistema ortogonal candnic associat a
Spec(C). ’

Demostracié Tot conjunt Q-frontera és extremal. La Proposicié 8.0.17 proporciona (2). Suposem
(2) cert. El polinomi pg, complint pg(pC) = pCy = pC, ha de ser, Lema 8.0.9, el polinomi terminal del
sistema ortogonal candnic associat a Spec(C). El conjunt C, per la Proposicié 8.0.10, serd Q-frontera. La
igualtat numerica (3) I’estableix la Proposici6 8.0.12, ja que Cy = C = I'q(C). Per la Proposicié 8.0.17 el
polinomi de grau k del sistema ortogonal canodnic associat a Spec(C) transforma pC en pCj, per a cada
k. Per unicitat, derivada de ser k < |Spec(C)|, aquests polinomis sén els p; de 'enunciat.

Suposem ara que (8) es verifica. Com la part dreta de la igualtat és estrictament positiva, el conjunt C
és extremal. En conseqiiéncia, Proposicié 8.0.12, el conjunt C és Q-frontera. ®)



Capitol 9

Distancia-regularitat i
pseudo-distancia-regularitat

9.1 Extensi6 del concepte de particié equitativa

Per a un graf I' = (V, E) considerem una funci6é g : V — R, estrictament positiva i normalitzada de
manera que min{g(u) : u € V} = 1. Fixada una ordenaci6 dels vértexs de I' podem identificar una tal
funcid de pesos amb el vector g = (g(u1),...,9(un)), (n = |[V]). Exemples destacats de funcié de pesos
elsdoneng=j5ig=v.

Considerem una particié P = {Xi,..., X} de V del conjunt de vértexs, V = X;U---UX,. Per acada
parella (h, k), 1 < h,k < r, definim Paplicacié X — R, per

u»—-—»ﬁ Z g(v).

vel(u)NXe

Direm que P és una particid g-equitativa quan cadascuna d’aquestes aplicacions sigui constant, indicada
@nk per a cada (h,k). En aquest cas, anomenarem A = (@nx) matriu d’interseccid o matriv quocient
de A, matriu d’adjacéncia del graf, respecte de (g, P) i ens referirem als elements de A com a nombres
d’interseccid. Pot interpretar-se A com la matriu d’adjacéncia del digraf I'/P, de vértexs els elements de
P ion cada arc X, X estd dotat de pes apg. ’

Introduim, en forma parallela a com es fa en Biggs [4] en el cas g = j, la matriu P, amb r = |P]

columnes i n = |V files, definida per pyx = g(u) si v € Xi i pyx = 0 en altre cas. Indiquem _g" el k-éssim
vector columna de P. Sén immediates les observacions: (i) el rang de P ésr; (ii) g +---+g" =g.

Lema 9.1.1 Una particid és g-equitativa si i només si existeiz una matriv B tal que AP = PB. Llavors
B=A.

117
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Demostracié El caracter necessari resulta del calcul

(AP)uk = Z AyyPuk = Z Duk = Z g('u) = g(u)&hk = Zp“ja‘jk = (PA)UIC ’

veEV veEDl(u) vel(u)NXk Jj=1

essent X}, el conjunt que conté u. D’altra banda si B = (byx) compleix AP = PB, per a tota parella
(h, k) i tot vértex u € X, es té

Z g(v) = (AP),, = (PB),, = g(u)b ,
vel(u)NX,

amb el que la partici6 és g-equitativa amb nombres d'interseccid byy. X

Proposicié 9.1.2 Sigui P una particié g-equitativa dun graf T = (V, E). Sigui A el seu mazim valor
propi i v Uautovalor associat amb minima component la unitat. Llavors,

(a) La matriu quocient A té autovalors reals i simples que sén també autovalors de A.

(b) La matriu A té mazim autovalor X amb autovector associat € complint P€ = v.

(c) El vector v té components iguals corresponents als vértexs d’un conjunt Xy, si i només si g és constant
sobre X.

Demostracié (a) De AP = PA resulta A'P = P;ll, d’on per a tot polinomi ¢ es compleix ¢ (A) P =
Pg(A). Siq(A) = 0 del caracter injectiu del morfisme representat per P, resulta g(A) = 0. En particular
el polinomi minim de A, que té totes les arrels reals i simples, és multiple del polinomi minim de A.
~T T

(b) De A P'v=P Av = APTv i notant que PTv # 0, resulta que X és autovalor de A i també de
A. Com els autovalors de A ho sén també de A, A és el maxim autovalor de A. Si £ és un autovector de
A associat a A, tenim APE = PAE = APE. Aixi que P€ és proporcional a v i no nul per la injectivitat
de P.

(c) Podem interpretar () en la forma v = &gt + -+ - + &-g” i resulta la nostra afirmacio. =

Introduim nomenclatura especifica per el caracter g-equitatiu d’una particié en els cassos més intere-
ssants d’elecci6 de la funcié de pes.

o (g = 7) Aquesta situacié correspon a la definicié de particions equitatives introduida per Schwenk
{47], també anomenades particions regulars en Brouwer, Cohen i Neumaier [5], estudiades en McKay
[40] i Godsil {31]. A l'adjudicar pes unitat a tot veértex, els nombres d’interseccié sén @nx =
|T{u) N Xk|, on u € X}, arbitrari.

o (g = v) En aquest cas una particié g-equitativa ’anomenarem particid pseudo-equitativa i ara

1
Ghk = — Z vy, peratotueXp, (L<hk<r),
Y4 ermnX.

que anomenarem nombres de pseudo-interseccid.

Notem que la particié trivial formada per un sol conjunt (V) és sempre pseudo-equitativa, mentre sera
equitativa si i només si el graf és regular. En aquest fet hi ha ’arrel de ’extensié, que presentem en
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aquest treball, de conceptes emmarcats en grafs regulars a grafs no necessariament regulars, als que ara
podem anomenar grafs “pseudo-regulars”.

Fem unes observacions per a les dues eleccions anteriors de funcié de pes.

Proposicié 9.1.3 (a) Sigui P = {Xy,..., X} una particid equitativa en T'. La component v, per a tot
u € X, només depéndek (1 <k<r)

(b) Sigui P = {X1,...,X+} una particid pseudo-equitativa en'. La matriu A té autovector j.=(1,9, 1)
associat a A. Es compleiz Gp1 4+ +apr = A, peratotl <k <r.

(¢c) Una particio P = {X3,..., X} €s equitativa si i només si és pseudo-equitativa i a més la funcid sobre
V, definida u — v, és constant (diguem-ne v') sobre cada X;. Llavors, els nombres d’interseccid, cxx, i
els nombres de pseudo-interseccid, ank, es relacionen per Gpy = 5:—&,,,:.

Demostracié  (a) Es immediat de la Proposicié 9.1.2(c).

(b) De I'observacié Pj, = v i de la Proposicié 9.1.2(b) resulta la primera part. La segona explicitz que
J, és vector propi de A per 'autovalor A.

(¢) Si la particid és equitativa, per (a) el valor de v, és constant sobre cada X;. Indiquem-lo v;. El cileul,

per u € Xp, .

- Z ; Z ¢ .
—_— UV, = ——— UV = —Qa
v Vh' Uh' hk

Vu vel(u)NXe velMN(u)NXg
prova que la particié és pseudo-equitativa i estableix la relacié entre els nombres d’interseccié. Reciprccament,
essent la particié pseudo-equitativa i v, constant per a u € X (indicat ul), es té, per a tot u € Xp.

r Xo| = 1 oyl S v
IT(u) N kl—ﬁ Z Vu—FV—u Z Vy = —pQhk
veEl(u)NXy vel(u)NXy

amb el que la particid és equitativa. &

Veurem, mitjangant I’exemple que segueix, que hi han particions pseudo-equitatives no equitatives.

Exemple 9.1.4 En el graf T de la figura el maxim autovalor és A = 2 i les components de v sén 1 pels
vertexs p (pare), f11 f2 (fills) i 3 per nl, n2, n3, nd (néts).

p

t f2

dnt n2 on3 né4

Figura 9.1: Arbre pare-fills-néts.

Definim I, = T'x o xT. Aquest graf té autovalor maxim A\’ = 2r i autovector associat v’ de compcnent

\ . (r) , . .
Uy Vu,y « -+ Uy, corresponent al vértex (ug,ug,:-+,ur). Notant que el vertex (p,---,p) té excentricitet 2r,
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construim una particié definint X5 com el conjunt de vértexs a distancia h de (p, { T)-,p), 0< h<2r.
Els vertexs de X}, sén aquells en que els nombres de components pare (n), fill (f) i nét (n,) verifiquen
ng+2n, = h. Compendiem un tal vértex amb la notacié (np,n¢,n,). La component de v/, corresponent
a un vértex, és ()™, que notem no és constant sobre Xy. Per tant, Proposicié 9.1.3(a), la nostra particié
no és equitativa.

D’altra banda un vertex de X, de tipus (np,ns,ny), serd adjacent a 2n, vértexs de Xp4y de tipus
(np —1,nf5 + 1,n,), a 2ny vértexs de Xpy de tipus (np,ny — 1,nn + 1), a ny vertexs de X,y de tipus
(np+1,nf —1,n,) i an, vertexs de Xp_; de tipus (np,ny + 1,1, — 1). Per a un vertex u de X,

1 on, (3)™ +2n; (1)
- Z v, = p(z) (_L)"ﬂf (3) =%, +n;=2r—h
vel‘(u)nxh“ 2
1 1\"n +n 1\nn-1
~ Z v, = nf(2) (1)":(2) =ns;+2n,=h,
¥ ver(wnXn-1 2

només depenen de h. Per tant la particié és pseudo-equitativa, amb matriu quocient

0% 0 - 0 0 0
1 0 2r=1 - 0 0 O
02 0 - 0 00
4 . L
00 0 -1 0 1
\o 0o o 0o 2r 0)

9.2 Generalitats sobre grafs distancia-regulars i el seus espectres

Es proposit en el que segueix d’aquest treball, estudiar la generalitzacié del concepte de graf distancia-
regular en dues vies. D’una banda prescindint del caracter regular del graf, introduirem la nocié de pseudo-
distancia-regularitat. D’altra, la noci6 de localitat, visié del graf des d'un vértex o conjunt de vértexs,
donari lloc a la local-distancia-regularitat i, en general, a la local-pseudo-distancia-regularitat. Definicions
precises es donaran més endavant. Sembla convenient per centrar les posteriors generalitzacions, presentar
breument unes qiiestions basiques sobre grafs distancia-regulars, en les quals el possible interés rau en
I’aplicacié de resultats anteriors sobre particions i families ortogonals de polinomis de variable discreta.

Sigui ' = (V, E) un graf connex. Indiquem d el diametre de I'. Tot vértex u genera una particié de
V, To(u) = {u}, T1(u), ..., Tq(u), induida per la distancia a u. El graf T’ és un graf distancia-regular
quan la particié generada per a cada u € V és equitativa i amb els mateixos nombres d'intersecci6. Per
ak=0,1,...,d1iper a qualsevol parella u,v de vértexs a distancia k, indicarem

ok =g p—1 = |FW)NTh1(v)] , ar=are =TW)NTe(u)] , b =adrr+1 = |I'(¥) N Tryr(u)l

on ¢g i by es defineixen trivialment nuls. Els demés nombres d’interseccid sén nuls. També, per 'abséncia
d’autollagos, ap = 0.
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Disposarem els elements significatius de la matriu d’intersecci6 en la forma condensada

0 ¢ -+ c4-1 €4
0 a1 -+ ag-1 a4 (9.1)
bo by -+ bg-y O

Per la connexié del graf b_1c; > 0 (1 <1 < d ~ 1), per tant la matriu d’interseccié i la seva trasposada
poden llegir-se també com matrius de recurréncia. Ens prendrem la llibertat de parlar de I'espectre de la
matriu condensada, a través de la identificacié amb la matriu d’interseccié. Indiquem ambdues matrius,
la de interseccid i la condensada amb el mateix simbol, M, fent-se evident ’eleccié per el context.

Notem que en la matriu d’interseccié de la particié associada a un veértex, l'element by és justament
el grau del vértex. Per tant un graf distancia-regular, mateixa matriu d’interseccié per a tot vértex, és,
en particular, regular. Si A és el grau del graf, maxim element de 'espectre, de la regularitat en resulta
cr + ar + by = A, per a tot k. Tota la informacié continguda en la matriu d’interseccié pot resumir-se
donant els nombres d’interseccid {bo, b1,...,ba-1;€1,¢€2,...,Cd}

Introduint, per a k = 0,1,...,d, les matrius Ag, d’ordre |V}, definides per (Ax),, = 1 quan 8(u,v) =k
i demés elements nuls, és clar Ag = I'i A;j = A. Fent recompte d’adjacéncies's'obté, per a 0 < k < d,
la relaci6 fonamental AAg = bp_1Ak—1 + @ Ag + Crp1Ak41, O by = ¢cg41 = 0. La successi6 recurrent
Do, P1,-..,pa definida per M7, polinomis distancia, fa certes les igualtats Ay = pr{A), per a tot k.
De la igualtat Apg(A) = by_1ps-1(A) + agps(A), en resulta que el polinomi A, de grau d + 1, definit
per pg = by_1P4—1 + agpg + h, compleix h(A) = 0. Per tant els autovalors del graf sén arrels de h
i, en conseqiiéncia, hi han com a maxim d + 1 autovalors diferents. Com el didmetre és d, el nombre
d’autovalors del graf ha de ser com a minim d + 1. En conclusid, el graf té d + 1 autovalors diferents
que sén les arrels de h. L’espectre de I' sera, doncs, Spec(T’) = {A! = A§™® > AT" > --. > AT}, a falta -
d’obtenir les multiplicitats.

Aplicant a la matriu de recurréncia M T els resultats generals presentats en el Capitol 6, els polinomis
distancia formen el sistema ortogonal canonic per a la parella (M, g),on M ={A =X > X1 > .-+ > Mg}
i la funcié de pesos g ve donada, segons el Lema 6.3.1, per

(~1)* mopa(Ao) (k

gk = mpal /\k)go

=1,...,d) i la condicié de normalitzacié go+g1+---+ga=1. (9.2)

Veurem a continuacié que la informacié que proporciona el coneixement de la matriu d’interseccié d’un
graf distancia-regular, inclou la totalitat de I'espectre. En I’anterior ja hem vist que els autovalors de
T sén els de M. Treballem ara l'obtencié de les multiplicitats. Usarem una técnica que implica les
multiplicitats locals dels vertexs del graf. Donat un vértex u, considerem la descomposicid espectral
€y = Zyo + Zu1 + o+ + Zyd, 00 2y € Ker(A — N T). Recordem la definicié (1.6) de la multiplicitat
u-local de A\;, com my()\;) = ||zul|?>. Per el Corollari 2.1.2 'excentricitat de u i el nombre, d, + 1,
d’autovalors amb multiplicitat u-local no nulla, es relacionen per €, < d,. De la definicié del caracter
distancia-regular es té d = D(T') = g, < dy, < d, establint que Pespectre u-local conté tots els autovalors
del graf. Aprofitem aquest fet per introduir, associat al vértex u, el producte escalar en Ry[z] definit per
la parella (M, g*), on la funcié de pesos té components gi* = m(\;).

d
@ = Y mu()p(A)a(N) = (pew, ged) , (9.3)

=0
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on la darrera igualtat és immediata ({ , } és el producte escalar euclidid). El sistema de polinomis
distancia verifica, per a 0 < 1,5 < |V,

(pi,pj)u = (,pieuspjeu) = (Aieuijeu) = < Z €y, Z €w> = 5ij[[‘i(u)l . (94)

vEli(u) wel;(u)

Per tant {pi}k=o,1,...d, Sistema ortogonal per a la parella (M, g), ho é també per a (M, g¥), per a
tot veértex u. Recordant el Lema 6.2.1, podem concloure g* = g per a tot u € V. Observem-ne dues
conseqiiencies:

1) Els polinomis {pk}k=0,1,....d, formen el sistema ortogonal canonic per a (M, g¥) = (M, g), per a tot
u € V. Per tant de (9.4) resulta px()\) = ||pk]|2 = |Tx(u)|, pera k =0,1,...,d.

2) Com que les multiplicitats locals d’un autovalor sobre tots els vertexs del graf sumen la multiplicitat,
Proposicié 1.0.1, my(\) = TTV%

Els grafs en qué la multiplicitat local de cada autovalor és la mateixa per a tots els vértexs s’anomenen
espectralment regulars. Per tant, hem establert que els grafs distancia-regulars sén espectralment regu-
lars. Més endavant retrobarem aquests grafs.

A partir de les observacions fetes fins ara, establim el segiient resultat resum.

Proposicié 9.2.1 Sigui I' = (V, E) un graf distdncic-regular de didmetre d amb nombres d’interseccid
{bo,b1,-..,ba-1;€1,C2,...,Cq}. Sigui M la matriu d’interseccié associada i pg = 1,p1,...,p4, el sistema
de polinomis determinat per M T Es completz,

a) Per a tot vérter u, pre, = Z e,.
vEDL (u)

b) I és espectralment regular.

¢) Llespectre de T és {A! = AJ® > AT > -« > AT9}, on A, k = 0,1,...,d, sdn els autovalors de
M, i les multiplicitats s’expressen

L= ICa(w)l  mo _ (=1)* bo---ba—1 mo

(=Dkpa(Me) 7 pa(Mk) c1ooca T

(0<k<d).

d) Els polinomis {pk}x=0,1,...a formen el sistema ortogonal canénic per a (M, g), on M ={A =g >
/\1>"'>/\d} ’l;g[=1%‘{ (0Sl_<_d)

Demostracié a) i b) ja s’ha establert. De I'observacié 1) anterior i de I'expressié (6.6) per a les normes
dels px, tenim

br-1

PO = [D()] = L2 (k=0,1,...9) (9.5)

d
1
També del caracter canonic, g_-'/_r_ H(m ~XN) =pg+p1 +--+pg. Aplicant-ho a X obtenim
070 ;-

51; = [To(w)| + |C1(u)| + - + |Ta(w)] = [V].
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(=1)* mopa(})

Per tant, go = lTl/T ide (9.2), my(Me) = g§ = gk = Passem al nostre enunciat usant

VI mepa(Ae)
(9.5),
A) [Ca(u)l w0 _ (=1)* bo---by-1 mg
mg = [Vima () = (=1)¢T0Ped) L To,
k I [ u( k) ( ) Wkpd(Ak) ("‘l)kpd(Ak) T Pd()\k) Cy-"Cq Tk
L’apartat d) s’ha establert en P'observacié 1} anterior. bz

Podem obtenir una relacié tancada entre espectre i |{I"4(u)| usant la Proposicié 6.3.2, en la que establiem
1

P e 2
pa(Xo) = —-{&9-9—1—. Expressant els pesos en termes de les multiplicitats, g, = IL?’II" obtenim
Zz:o g
|4
ITa(w)l = 55—~ (9.6)
7§ 2 =0 ol

Des del punt de vista de tenir un graf distancia-regular de didmetre d del que coneixem els nombres
d’interseccis, aquesta expressié del nombre de veértexs diametralment oposats a tot vértex del graf és
irrellevant, doncs implica els passos

I' graf distancia-regular ~— Spec(I'} — |Tg(u)]

. . . . ie bo--ba_ S
quan podriem obtenir-ho directament dels nombres d’interseccié mitjangant ‘%Tb'i‘,;l Un major interés
resulta en veure (9.6) com una condicié necessaria, des de '0ptica de 1’espectre, per al caracter distarcia-

regular d'un graf. Reformulem (9.6) en termes d'una proposicié.

Proposicié 9.2.2 Sigui T’ = (V, E) un graf reqular amb espectre Spec(l') = {A! = A7 > AT* > --- >

Ag¢}. SiT és distincia-regular llavors, per a tot vérter u, es compleiz |Pa(u)| = ——7—
7r0 El:o mm?

Es ben conegut que el sol coneixement de 'espectre no permet decidir respecte de la distancia-regularitat
d’un graf. Per exemple, el 4-cub i el graf de Hoffman, Figura 5.8, sén coespectrals, { 4t 2%, 05 —2t — “} ,
mentre el primer és distancia-regular i no ho és el segon. Per tant una possible condici6é suficient per
a la distancia-regularitat, en la que hi participi I'espectre, ha de contenir també altra informacié sobre
Pestructura del graf.

Suposem un graf regular I amb d+1 autovalors, tal que per a tot vertex es verifica |[g(u)] = f(Spec(T')),
on f avalua la part dreta de (9.6). Aixd equival a imposar:

x La condicié qualitativa sobre 'espectre del graf, f(Spec(I’)) € N.

=+ El graf T'y és regular de grau f(Spec(I')).

En el que segueix, el nostre resultat principal establira que aquestes condicions, necessaries per a la
distancia-regularitat, s6n també suficients.
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9.3 Extensions de la distancia-regularitat

Els grafs distancia-regulars foren introduits per Biggs any 1971. Posteriorment el mateix autor i
altres han introduit generalitzacions, debilitant la definicié des de diversos punts de vista. Per nosaltres
sera d’especial interés P’extensié en sentit local de la que presentarem una generalitzacié, la local-pseudo-
distancia reguloritet. Abans d’entrar en aquest proposit oferim un resum de les extensions fins ara
presentades.

a) La definici6 de distancia-regularitat conté la doble exigéncia: i) per a cada vdrtex la particié

induida per la distancia és equitativa; 4i) les matrius d’interseccié corresponents a cada vértex
s6n identiques. Per tant un cami natural de generalitzacié serd prescindir de ‘per a cada vértex’,
passant a una definicié local. Un graf T és distancia-regular respecte d’'un vértex u (equivalentment,

u-Jocal distancia-regular) quan, essent e(u) I'excentricitat de u, la particié I'y(u) (k = 0,1,...,e(u)),
és equitativa. En la Figura 9.3, el graf de Pesquerra és distancia-regular només respecte del veértex
( 0 11

a amb matriu local d’interseccié condensada k 0 01 } .
1 2 0

°~a

— Mx%ix j
T "

Figura 9.2: Exemples de grafs distancia-regulars respecte de vértexs.

El graf de Hoffman és distancia-regular respecte dels vértexs etiquetats ¢ amb matriu d’interseccié
01 2 3 4
0 0 0 0 O ; ino ho és respecte dels vertexs b (veure la Figura 5.8). El graf K, és

4 3 2 1 0
distancia-regular respecte tot vertex, perd les matrius d’intersecci, essent n > 2,m > 2, sén

{0 1 m i . /g (1} n\\

0 0 per els vertexs en la part estable de n vértexs i 0 | perelsde
m n-1 0 } \ n m-1 0 }
la part estable de m veértexs.

El darrer exemple prova que un graf pot ser distancia-regular respecte de tot vértex sense ser
distancia-regular, en realitat sense ser ni tan sols regular. Emperd els grafs en aquesta situacié tenen
una estructura no massa allunyada de la distancia-regularitat. Un resultat de Godsil i Shawe-Taylor
[33] estableix que si I' = (V, E) és u-local distancia-regular per a tot u € V, llavors bé totes les
matrius locals d'interseccié coincideixen, amb el que I' és distancia-regular, o bé el graf és bipartit
amb matrius locals d’interseccié constants sobre cada part estable del graf (T és distancia biregular).
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b) Una presentaci6 alternativa de la distancia-regularitat, Biggs [4] o Brouwer, Cohen i Neumaier (5],
de la que presentarem una prova amb la nostra metodologia és:

Proposicié 9.3.1 I', graf connex de diagmetre d emb matriu d’adjocéncia A, €s distancia-reqular
st © només si, per a cada 0 < k < d, existeiz un polinomi p, de grau k tal que la matriu d’adjacéncia
Ay de Ty s’expressa Ay = pr(A).

Demostracié  El caracter necessari I'hem vist a la Seccié 9.2. Suposem {pi}x=o,1,...,d, complint
Penunciat. Com (ZLO pi)(A) = J, el graf és regular (indiquem A el grau) i té d+1 autovalors. De
pie{N)F = pi(A)F = Arj, en resulta |Ti{u)| = pr()), per a tot u € V i per a tot k. Fixat un vértex
u, el producte escalar en Ry[x], definit per (p, )y, = (pey, gey), verifica (pp, pe)y = (Aney, Arey) =
[T (u)|6rk = pi(A)hk. Per tant, els polinomis {ps}r=o0,1,...,4 formen el sistema ortogonal candnic
associat a { , ), 1, en conseqiiéncia, notant que py = 1, p; = z, satisfan una recurréncia amb

0 ¢ -+ cg-1 o
matriu condensada M = 0 a1 - a4-1 a4 complint ¢ +ax + b = A (0 < k < d).
bo b1 --- bg—1 O

Considerem un vértex arbitrari u i v € T'g{u). El calcul

L) NTr-1(u)] = (p(Ck-1(u)), Aey) = (Ar-1€4, Aly) = (TPr-1€4,€y) =
= (bgx-2DPr-2€u + Qx-1Pk—1€y + CkPkCu, ) = Ck .

Similarment s’obté [T(v)NTr(u)] = ax, [T (v)NTkq1{u)] = bi, el que estableix la distancia-regularitat
del graf. by

Des d’aquesta nova definicié, un afebliment efectiu de la distancia-regularitat és la supresié de la
hipotesi gr(px) = k. Aixi, Weichsel [49] defineix: T' de diametre d és un graf distincia polinomica
quan, per 2 0 < &k < d, existeix px € R(z] tal que Ax = pi(A). Com Z‘,:=0 pi(A) = J, els
grafs distancia polindmica sén regulars. Aquesta extensié de la distancia-regularitat és estricta.
Per exemple, tot graf regular de diametre dos és distancia polindmica, dones els polinomis pg = 1,
pr=2ips = H—1-~zx,o0on H és el polinomi de Hoffman, verifiquen la propietat. També, la familia
de polinomis H — p; prova que el pas al complement manté el caracter distancia polindmica.
Dirigint I'atencié al fet que en un graf distancia-regular, els grafs I'y sén regulars (de grau 9—%}—(’%:—‘- .
Hilaro i Nomura [38] defineixen un graf I' connex de didmetre d com grau distdncia-regular quan,
per a 0 < k < d, el graf T’y sigui regular. Aquesta generalitzaci6 ho és també del caracter distancia
polindmica. En efecte, de la regularitat d’un graf distancia polinomica i de Ay = pg(A4), resulta
Arj = pr{A)F = pr(N)F, amb el que T'x és regular amb grau pr()).

9.4 Pseudo-distancia-regularitat local

Enfocarem una extensié de la distancia-regularitat a grafs connexos no necessariament regulars. En
la situacié distancia-regular la matriu d’interseccié, a la vegada matriu de recurréncia del sistema de
polinomis distancia, té ’agradable propietat de que les columnes sén de suma constant (el grau del graf).
Aquest fet es tradueix, Seccié 9.2, en poder veure els polinomis distancia com a sistema ortogonal candnic
per a la malla dels autovalors del graf. De manera natural surgeix conservar les igualtats cx +ag+br = Aen
el context de grafs no necessariament regulars. Conseqiientment ens veiem conduits, via la generalitzacié



126 CAPITOL 9. DISTANCIA-REGULARITAT I PSEUDO-DISTANCIA-REGULARITAT

de particions equitatives presentada en la Seccié 9.1, a modificar la definicié de distancia-regularitat en
el sentit de substituir el caracter equitatiu de la particié associada a un vertex pel caricter pseudo-
equitatiu. Recordem que, per a un graf I' = (V, E) amb maxim autovalor A i v = (1, )uev autovector
associat de minima component la unitat, Pinica funcié de pes g sobre V que fa la densitat d’adjacéncia
-9—(11—5 ZUEI‘(u) g{v) constant per a tot veértex, és la definida per v — v,,. Llavors ul,. Zver(u) Vv, = A, per
atotueV.

Donat el graf I' = (V, E), considerem, associada a un subconjunt de vértexs C no buit, la descomposicié
de V segons la distancia a C. Queda definida la particié P = {C = Cy,C4,...,C.},on Cr = {ue V:

O(u,C) = k} i € = e¢ és 'excentricitat de C. Direm que P és la particid induida per C. Amb les nocions
introduides en la Seccié 9.1 donem les segiients definicions.

Definicié 9.4.1 Donat un graf T' = (V| E) i un subconjunt no buit C de V, direm que T és C-local
distancia-regular quan la particié induida per C sigut equitativa.

Aquesta definicié apareix en Brouwer, Cohen i Neumaier [5} en el cas en que C es redueix a un vértex, i
en Godsil {31] per a C arbitrari. La introducci6 de les particions pseudo-equitatives fa natural la segiient
definicié.

Definicié 9.4.2 Donat un graf I' = (V,E) i un subconjunt no buit C de V, direm que I' és C-local
pseudo-distancia-regular quan la particid induida per C sigui pseudo-equitativa.

Segons la Proposicié 9.1.3, un graf C-local distancia-regular és també C-local pseudo-distancia-regular.
El reciproc no és cert i serveix com exemple el graf introduit en Pexemple 9.1.4.

Exemple 9.4.3 El graf P; x P3 té autovalor maxim X = 2v/2. El vector v té components les indicades
en la Figura 5.1, que reproduim,

1
/ < / \
/<v4 / v1 /\/éa\\/o V2
w >‘w * 1 \ e 2\> 1
\”3\ V2 ﬁ\ /ﬁ
fu3 i
Figura 9.3: P; x P3, exemple de graf u-local pseudo-distancia-regular.

Es immediat d’observar la u-local pseudo-distancia-regular per els vértexs ug (1 <k < 4) i w.

Posem-nos en el suposit que el nostre graf és C-local pseudo-distancia-regular. En aquest cas la matriu
quocient A és tridiagonal, doncs si u € Cj els conjunts I'(u) N Cy sén buits pera k < h —1 1 per a



9.4. PSEUDO-DISTANCIA-REGULARITAT LOCAL 127

k > h+ 1. Es convenient renombrar els elements dpr per a —1 < h — k €1 amb les notacions:

Ck=Gkk-1 = — Y.

v,
¥ e (u)NCr_y
- 1
Ok = Qkk = = Z Vy (9.7)
¥ veT(u)NCx
- 1
N > ow
u vETr(u)NCry1

on u és qualsevol vertexde Cr i h =0,1,...,¢. Es natural batejar aquesta matriu com a C-local matriu
de pseudo-interseccid. La definicié anterior no té sentit en els cassos ¢p i b,. Es atil, per uniformitzar
algunes expressions, definir-los per zero i incloure’ls com a nombres d’interseccid. Es natural batejar
aquesta matriu com a C-loca! matriu de pseudo-interseccid. Per fer-ne una lectura compacta, resumim
la informacié que proporciona en una matriu 3 x (¢ + 1) que anomenarem matriv condensade associada
aI'i C. Com ja hem fet anteriorment, indicarem amb el mateix simbol, M, la C-local matriu de
pseudo-interseccid i la matriu condensada.

ap bo 0 0 0 0

c1 a) b1 0 0 0

0 ¢ ay --- O 0 0 0 ¢ v Ce-1 e
. =Mc=| a a -+ Q-1 G (9.8)
: : bp by -+ by O

0 0 0 Cem1 @e-1 bey

o 0 0o --- O Ce Qe

Observem, traduint la Proposicié 9.1.3(b), que els elements de cada columna de la matriu M ¢ sumen .
L’element central de la columna nimero k déna la densitat d’autoadjacéncia de Cj, 'element superior
mesura la de Cj, vers la capa “de sobre” i 'inferior la de Cj, vers la capa “de sota”. Apliquem les giiestions
vistes per particions pseudo-equitatives al context actual.

Notant que les columnes de P sén ara pCy, pCl, ..., pCe, al llegir la igualtat AP = PA per la
columna k-ésima es té:

[0

br—1
ApCr =P ar = bp-10Ck..1 + ax pCx + Ct+10Ck+1 (0<k<e) (9.9)
Ck+1

0

on, per uniformitzar la notacié, hem introduit els conjunts C-1 i C, 4 definits trivialment com el conjunt
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buit. En el llenguatge de polinomis operant, a través de A, sobre l'espai de vertexs, desglossem (9.9) en

zpCo = agpCo + c1pCy
zpCy =  bopCo + a1pC1  + c2pCo
: : : : (9.10)
zpCe1 = beopCea + a;1pCc1 + cpCe
zpC, = b.pCey + a.pC.

De la no anullacié dels ¢, derivada del caracter connex del graf, en resulta, per recursid, que existeix
un polinomi de grau k tal que pCi, = r¢pCy, per a cada k = 0,1,...,e. Notem que per ser I’excentricitat
d’un conjunt estrictament menor que el nombre dels seus autovalors locals, € < d¢ (Corollari 2.1.2),
Paplicacié R.[x] — R™ definida per p — ppC és injectiva. Per tant de (9.10) es deriven les relacions
polindomiques:

Iry = agTo + cn
Iry = boro + airy +  corg
: : : : (9.11)
Tre—1 = beaTe_2 + GeqTe1 +  CeTe
Ire = be_qTem1r + QeTe + T

on r és un polinomi de grau € + 1 que s’anulla sobre pC. Aixd només sera possiblesie+ 1> dg +1, és
a dir € = d¢. Per tant,

Lema 9.4.4 Si T és C-local pseudo-distincia-regular, el conjunt C és extremal.
Som ara en disposicié d’establir el nostre resultat principal sobre pseudo-distancia-regularitat local.

Teorema 9.4.5 Considerem un graf I' = (V,E) i un conjunt no buit C C V. Sigui {A\™ = ug*° >
eIt > oo > pg} Vespectre local de C. Llavors, T' és C-local pseudo-distancia-regular si i només si es

compleiz la tgualtat
1

g2
lpTa(ON? = =——IIeCl?,
Z[=0 mlﬂ”?
onm = [li_o1,. aimsltt —pl @ =01,...,d). A més, la C-local matriu de pseudo-interseccid con-

densada coincideiz amb la matriu de recurréncia condensada del sistema ortogonal canonic associat a
Spec(C).

Demostracié Suposem que I' és C-local pseudo-distancia-regular. Per el Lema 9.4.4 el conjunt C
és extremal i hem observat, en (9.10), I'existéncia de r, de grau k, tal que pCy = rrpCy, per a cada

k=0,1,...,d. Amb aix0 entrem en les equivaléncies del Teorema 8.0.19 a través de l'afirmacié (2). Per
tant, pIT'y(C) i Pespectre local de C verifiquen la igualtat numeérica del nostre enunciat.
Reciprocament, el mateix Teorema 8.0.19 estableix que el sistema ortogonal canonic py, py, - - . , P4, associat

a Spec(C) compleix pxpC = pCy, per a tot k =0,1,...,d. Sigui

0 a - c-1 ca
M=| a a1 -+ a4-1 a4
bo bl e bd—l 0
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la matriu de recurréncia condensada del sistema {px}o<k<a. Provarem que I’ és C-local pseudo-distancia-

regular, i que M és la C-local matriu de pseudo-interseccié condensada. Considerem la particié, Co, Cy,...,Cy,
de V generada per C. Sigui v un vertex arbitrari de Cy. Llavors,
(Aeuy pck—l> = Z vy, (Aeuypck) = Z Vy (Aeuv pck+l) = Z Vy . (912)
vEN(u)NCr -1 vElr(u)NCi vEl(uw)NCr 41

D’altra banda,

(Aey, pCi-1) (reu, pr-1PC) = (€y, TPk-1PC) = (€, (br—2Dk—2 + @x—1Pk—1 + ckDx)pC) =
= {eu,bk—2PCr-2 + ax-1pCr-1 + ckpCr) = cx{€u, pCk) = CrVy;
(Aey,pCr) = (z€y,ppC) = (ew,2pxpC) = (eu, (br-1Pk—1 + akPk + Ck+1Px+1)pC) =
= (eu,bk-1pCk-1 + axpCi + ck41pCks1) = ar{€u, PCrk) = QrVyu;

(Aey, pCr1) (zeu, pry1PC) = (€u, ZPr+1PC) = (€u, (bkPk + Ak+1Pk+1 + Cri2Pk42)PC) =
(€u, bk pCr + ak+1PCr+1 + Ck+2PCk2) = br(€u, pCk) = brvy .

Imposant les igualtats respectives amb (9.12), obtenim

—1— Z Vy = Ck y ‘1— Z Vy = Qg y _1— Z vy = by

V, U,
¥ vEr(u)NCrr ¥ ver(w)NCr ¥ vEM(WNCr 41

per a tot vertex u € Cy i per a cada k = 0,1,...,d. Per tant la particié induida per la distancia a C és
pseudo-equitativa, amb matriu d’interseccié condensada M, i I" és C-local pseudo-distancia-regular. &

Podem aplicar aquest resultat a obtenir una caracteritzacié de la C-local distancia-regularitat. Via la
Proposicié 9.1.3 equival a que el graf sigui C-local pseudo-distancia-regular més el caracter constant de

u +> v, sobre les capes, v, = v* peratot u € Cx (0 < k < d). En particular, ||p[4(C)|? = (Vd)2 IT4(C)]}
leCli? = (V0)2 |C|. El Teorema 9.4.5 estableix la segiient equivaléncia de la C-local distancia-regularitat.

Teorema 9.4.6 Considerem ' = (V,E) i 0 # C C V. Sigui {A\™° = pug™® > pi™* > -+ > pg'} Vespectre
local de C. Llavors, T és C-local distancia-regular si i només si les components de v sén constants sobre
els conjunts Cy,Cl,...,Cq (indiquem v* la corresponent als vértexs de Cy, ) i es compleiz la igualtat

(]

v 2
(monoua)
ITa(O) = g———ICI,
>
1=0 mynZ m”r

onm = Hi:O,l,....d,i;é[ e — il @=0,1,...,4d).

Colocant-nos en el cas regular, els caracters C-local distancia-regular i C-local pseudo-distancia-regular
sén coincidents. Llavors els Teoremes 9.4.5 i 9.4.6 sén equivalents i tenint en compte 1° = v% = 11i
mo = {—%l, s’obté la formulaci6 segiient.

Corollari 9 4.7 SiguiT = (V, E) un graf regular. Considerem C C V no buit ¢ sigui Spec(C) = {A™0 =
up'® > utl - > pr*}. Llavors, T' és C-local distincia-regular si i només si es compleix la igualtat

rae)llel _ 1
VI VI~ o, i
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onm =01, aizlte—pl @=0,1,...,d).

9.5 Una caracteritzacié de la distancia-regularitat

Considerem un graf ' = (V, E), sigui A la matriu d’adjacéncia i Spec(I') = {A\! = AJ® > AT" >
-+ > AT} el seu espectre. Particularitzant la definicié d’espectre local a conjunts formats per un sol
vertex, la descomposici6 espectral z, = z§ + 2z} + - -+ + 24, amb 2z} € Ker(A — A I), permet I'assignacié
(¢, Ak) = my(Ar) = ||2¥]|%, de la u-local multiplicitat de 'autovalor Ax. Recordem, de la definicié i la
Proposicié 1.0.1, que les vértex-local multiplicitats compleixen Ei:o Mu(Ak) = 1, 2uey Mu(Ak) = my.

També, de (1.5), my () = u—dir:

Direm que T’ = (V, E) és espectralment regular quan, per a tot k = 0,1,...,d, la multiplicitat local
m, (M) sigui independent de © € V. En forma equivalent, pot definir-se per Pacompliment, per a cada
k=0,1,...,d, de la igualtat m,(\¢) = ]’"ﬁ, per a tot u € V. En primer lloc notem que la regularitat

2
és condicié necessiria per a la regularitat espectral, doncs, de my(A) = H—;—}n—; = I—‘l’_l per a tot u, se’n
desprén v = j. Hem vist a la Secci6 9.2 que els grafs distancia-regulars sén espectralment regulars, perd

el reciproc no és cert. Un exemple, subministrat en Godsil {31], el proporciona el graf de la Figura 9.4.
La visi6 del graf des del vertex u evidencia que no és distancia-regular.

Wi
\

e

N\

AN

o

v

Figura 9.4: Graf espectralment regular no distancia-regular.

Dues caracteritzacions conegudes de la regularitat espectral sén:

e El caracter cami-regular, definit quan, per a tot k, el nombre de camins tancats de longitud k que
passen per un vertex és el mateix per a tots els vértexs del graf. Proves directes de I’equivaléncia
amb la regularitat espectral s'estableixen en Delorme i Tillich {18] i en Fiol i Garriga [22].

o Els grafs I' \ {u}, resultat de negligir un vértex, sén coespectrals per a tot © € V. Herndon i Ellzey
[37] estableixen I'equivaléncia amb la regularitat espectral. L’equivaléncia amb la cami regularitat
es deu a Godsil i McKay (32].
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El nostre proposit és establir el reciproc de la Proposicié 9.2.2, és a dir, partint de que el graf I' = (V, E)
verifica les hipotesis

4

(a) T és regular  (b) [Tq(u)| = )
8 Lo ;;#,!

(Vue V), (9.13)

tractarem d’establir el caracter distancia-regular. Introduim, per a cada autovalor, la multiplicitat mitjana
per M= ]‘l,—lmk. Notem que mg= I_\l’"l i ZLO mg= 1. Ara la condicié (b) pot llegir-se

1

=7
wEm,
ITa(u)| = -7 (Mue V). (9.14)
Yoz,
Si considerem el sistema ortogonal candnic {5k}k=o,1,...,d, corresponent a (M,ﬁz), on M={\A=)x >
Al > s> Mg m és la funcié de pesos normalitzada (ﬁlo,ﬁil,n-,ﬁzd), la banda dreta de (9.14) és
'expressié (6.17) de P4 (A). Per tant, podem reescriure (9.13) en la forma equivalent

(@) Tésregular (V) Pq () = |Tq(u)] (VueV). (9.15)

Si haguéssim establert que T" és espectralment regular, sabriem que les funcions normalitzades de pesos
my = (My(Xo), Mu(A1),---,my(Ag)) sén identiques per a tot u € V' i coincideixen amb m. En con-
seqiiéncia, el sistema ortogonal candnic corresponent a l’espectre local de cada vértex seria constant i

igual a {Sk} k=0,1,-,d- El supdsit (b') ens collocaria en la tercera de les condicions equivalents del Teorema
8.0.19 i, per tant, es compliria

Ek ey =5k (pu) = pTi(u) = z €y, peratot ueV.
. a(v,u)=k

Per tant, 51: (A) = Ay, per a 0 € k € d. Segons la Proposicié 9.3.1 aquesta és una caracteritzacid,
alternativa a la definicié, de la distancia-regularitat de I'. Acabarem, doncs, si provem que (9.15)(a’} i
(9.15)(V') impliquen la regularitat espectral.

Proposicié 9.5.1 Sigui ' un graf reqular. Suposem que el polinomi ;d, polinomi terminal del sistema
ortogonal candnic associat a (M, m), compleiz

Pa (A) = |Ta(u)| per atot u€e V.

Llavors, T és espectralment regular.

i
x2im, .

—d—°-°1— > 0, I'excentricitat de
=0 ;ﬁar,z

tot vértex és d, amb el que la malla u-local d’autovalors, per a tot u € V, és M. Considerem-els sistemes

~ ~T ~
de polinomis, associats a (M, m), {Py}r=o0,1,...,a i el maximal {Q,}x=0,1,....d. Notem de la Definicié 6.2.3
i de mo= T‘l7[’ la igualtat

Demostracié En primer lloc notem que per la hipdtesi i ser ;d (A) =

Pa (V) =1V].
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Similarment, i per a cada u € V, d’acord amb la feina feta en el Capitol 7, considerem el producte escalar
(++)u associat a (M, my), el sistema ortogonal candnic {p}}k=0,1,....d, €ls polinomis {p}° = p¥ + p¥ +
-+ pitk=0,1,....4 1 el sistema de polinomis u-locals d’adjacéncia {Q}}k=o0,1,....d- Usarem, Proposicié 7.2.1
i Proposici6 7.2.4, que ||Q¥|l. =1 i que, per a tot p € Rg[z] amb ||p}}, = 1, es compleix

p(N) £ Qk(N) < lleNgll (9.16)

ja que el graf és regular. Considerem, en particular, k = d — 1 i fem el calcul

Bur ) = VFay (V) = VB (V)= Pa (A) = VIVT = TTal@)] = IoNE_ll-

En conseqgiiéncia, || Q4_1 llu = 1, ja que en altre cas el polinomi p = ~——— Q4_,, no verificaria

| Qa-1 Il

(9.16). El calcul

~ d ~2 d 2
VI < Dol Qa1 = D0 D ma(W) Qaoy () =D~ Quoy () D mu(N) =

ueV u€eV I=0 1=0 u€V

d ~2 d .2 ~
= Z'm(’\l) Qq-1 (M) =1|V| Z mQq-y (M) = VI Qu-1 12 = V1,
1=0 1=0

prova || @4—1 llu = 1 i, per la unicitat del polinomi u-local d’adjacéncia, Q%_, =Q4_1, per a tot u € V.
~C
També, per a tot vertex, p4° = W&m— HLl(x —-A) = J”Kol H;i=1(.’z — A1) =P,. Per tant,

~CT ~T ~ ~ ~T ~C ~
pi =p3° —Pil) =Pg —Q4_1(A)Q4-1 =Pg — Qa1 (A) Qa_1=P4 — Py_,=Pa .
Com que la funcié de pesos, per a una malla donada s’expressa en termes del darrer polinomi del sistema

canonic, (6.18), per a cada autovalor les u-multiplicitats locals sén iguals, per a tot u € V. ®

Estem ara en disposicié d’establir el nostre resultat principal. De la Proposicié 9.5.1 i els comentaris
que la precedeixen, resulta que les condicions (@) i (b’) donades en (9.15), necessaries per a la distancia-
regularitat segons la Proposicié 9.2.2, sén també condicions suficients. Queda establerta, per tant, la
segiient caracteritzacié de la distancia-regularitat.

Teorema 9.5.2 Sigui T' = (V, E) un graf regular i Spec(T') = {A! = AJ® > AT > --- > AT} el seu
espectre. El graf ' €s distancia-regular si i només si

V]

Iy ésreg mb
P egular amb grau =S 7 >
0 1=0 m‘-}r?

onm =0y, aiald=Nl(1=01,...,d)



Capitol 10

Aplicacions de la caracteritzacio
espectral

10.1 Grafs P-frontera i distancia-regularitat

Considerem un graf I’ = (V| E) distancia-regular 2-antipodal. Sigui A la matriu d’adjacéncia i M =
{A=Xo > A1 > -+ > Ag} els seus autovalors. De la distancia-regularitat se’'n despren que el diametre
del graf és espectralment maxim (D = d) i que tot vértex és diametral. En llenguatge de la Secci6 5.5
el graf " és extremal i diametral. Usant, dper exempled la Proposicié 5.5.8 per a r = 2, les multiplicitats
sén my = 1¢ (0< k <d), don [V} =37y gme =34 o 22 =1+ P(}). Per tant, el graf és P-frontera.
Establim ara la segiient caracteritzacid.

Teorema 10.1.1 Un grafT' = (V, E) és distancia-regular 2-antipodal si i només si és P-frontera extremal
i diametral.

Demostracié El comentari precedent estableix la necessitat. Suposem ara el graf P-frontera extremal
i diametral. En primer lloc, el fet que tot vertex sigui diametral implica que el graf és regular, amb el
que ser P-frontera correspon a la igualtat ZLI 2 = P(A) = |V| — 1. El caracter P-frontera extremal
estableix, Corollari 5.5.1, que 'antipodal de tot vértex diametral es redueix a un vertex. Per tant, el graf
'y és ara la unié de l%'— copies de K>, amb el que 'y és regular de grau 1 i I’ és 2-antipodal. D’altra
banda, les multiplicitats sén, Proposicié 5.5.6, my = %} Amb el calcul

Vi _ \4 __v

2 d 1 0 o 25d 1. vd my
6 210 mn? M0 Z;=o T Yo ™

)]

el Teorema 9.5.2 estableix la distancia-regularitat. &

133
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Repetim el mateix enunciat sense la nomenclatura de grafs frontera i amb aspecte més intern a la
distancia-regularitat.

Proposicié 106.1.2 Un graf T' = (V, E) €s distancia-regular 2-antipodal si i només si es compleizen les
tres condicions segiients:

(a) Tot vértez és extrem d’un didmetre,

(b) Téd+1=D(T)+1 autovalors ¢
(c) TieZ=[VI.

Usant el Corollari 5.5.1 la matriu d’adjacéncia de I'y és Ap = P(A), on P és el polinomi alternant (grau
d) associat a M. Els polinomis distancia pg, p1, - - - , pa, de grau el subindex i complint px(A) = Ag, matriu
d’adjacencia de Tk, sén el sistema ortogonal canonic sobre la malla M amb polinomi terminal py = P.
Amb aix6 som a la jurisdiccié de la Seccié 6.8 on hem obtingut una forma explicita dels polinomis px.
Traduint al nostre cas la Proposicié 6.8.1 i el Corollari 6.8.3 on H, i H, sén els determinants introduits
en (6.25) i en la Proposici6 6.8.2, obtenim

Corollari 10.1.3 Sigui I' = (V, E) un grof distincia-reqular 2-antipodal i M = {A =X > Ay > --- >
Aa} els seus autovalors. Llavors,
(a) Els polinomis distincia i les matrius d’adjacéncia de T',, (0 <1 < d), s’expressen

Er—{-l(xa)\ly---’xd) _ gr(xy)‘la-“v)\d) (A)
Hep1(XoyA1,eo5Ad) He(AoyAr, o0y Ad) ’

m=mm=m(

(b) Els elements de la matriu d’interseccid, en termes dels autovalors, son

= Hr—l()\ly ceey Ad) Hr-*-l()‘O’ Aty ... a’\d)
He(A1, .. Ad) He(Ro, A1y ey Ag)

br=C4er, Qr=A—=br—0Cr (r=0,1,...,d).

10.2 Grafs distancia-regulars r-antipodals

Per a un graf I' = (V, E) amb d + 1 autovalors, el seu eventual caracter distancia-regular 2-antipodal
pot caracteritzar-se per una descripcié estructural del graf I'q vinculada amb els autovalors del graf.
Observem que si I' és distancia-regular 2-antipodal, llavors 'y és unidé de copies de K5 en nombre,
d

%4 1
Proposicié 10.1.2, u = = To

2 2 =0 ™
diametral. A més, |V| = Z;LO = P()A) +1, amb el que I' és P-frontera. Del Teorema 10.1.1 obtenim
el caracter distancia-regular 2-antipodal de I'. Hem establert:

. Reciprocament, si I’y té aquesta estructura, el graf és extremal i

Teorema 10.2.1 Sigui T un grafi {A = Ao > A1 > -+ > Aq} el seus autovalors. Llavors, T és distancia-

. 7 Lo , . d .
regular 2-antipodal si i només si ['y és unid de %21=0 %? copies de Ko.
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Exemple 10.2.2 Considerem I el graf icosaedre. Els autovalors sén 5, V5, —1,—+/5, i I'; és uni6 de 6
copies de Ka.

" D
[ ool
~

Figura 10.1: Exemple de deduccié de distancia-regularitat 2-antipodal.

Ara g = 120, my = 40, mp = 24, w3 = 40, amb el que %Zio 17?‘1 = 6. Aplicant el Teorema 10.2.1
deduirfem que 'icosaedre és distancia-regular 2-antipodal.

El Teorema 10.2.1 ha estat generalitzat, aquest estiu passat, a grafs r-antipodals per Fiol [21], amb
Penunciat:

‘T regular és distancia-regular r-antipodal si ¢ només si I'q és unié de —% Z?:o 2 copies de K.

La forga d’aquest resultat és la part suficient de la condicid, que conté una forta propietat estructural de
'y lligada només amb els autovalors, no amb les multiplicitats. Un punt a estudiar és '’eventual omissié
del cardcter regular o la presentacié d’un exemple que mostri la necessitat de la regularitat de I'. per
resoldre la diferéncia amb el Teorema 10.2.1.

Els dos resultats que presentem a continuacié sén de caire diferent entre si. El primer caracteritza la
r-antipodalitat d’un graf distancia-regular a través de I'expressi6 de les multiplicitats en termes de r i els
autovalors. L’altre descriu la distancia-regularitat r-antipodal en termes d’una condicié sobre 'y que si
bé estructuralment és més feble, fa intervenir amb els autovalors una exigéncia sobre les multiplicitats.

Teorema 10.2.3 Considerem I' un graf distancia-regular. Sigui Spec(T) = {AJ° > AT* > ... > AT¢}).
Llavors, T' és r-antipodal si i només si les multiplicitats sén my = 72 per a k parell, mi = (r —~ 1)7* per
a k imparell.

Demostracié Essent I' = (V, E) distancia-regular r-antipodal estem en la jurisdiccié de la Proposicié
5.5.8, amb el que les multiplicitats sén les enunciades. Estudiem ara el caracter suficient de la condicié.
Introduim s = L‘rﬂ i el simbol 6, definit 1 si k és parell i r — 1 si k és imparell. Siguin pg,p1,...,pz els
polinomis distancia, sistema ortogonal candnic per a la malla M d’autovalors del graf i funcié de pesos
normalitzada g = (]"T“/%, ey T’E‘VL, ey ]"ﬁ,ﬁ) = (WlfT . ]’—"}’T’—f!:, . ]1{51[-1‘%:). De l’expressié6 de les multiplicitats
iel Lema 1.0.2,

1< 1 1 1 r &1
T T ™= D =D ) = ) o=3) o

0k=0 k parell k k senar k k parell k k=0 k
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obtenint 4
1 2|V
Y == 114l (10.1)
k=0 Tk T To
1
Les components de la funcié de pesos, recordant (9.2), sén proporcionals a (—l)km—). Per tant,
kDd( Ak

]
W_k = (-1 k;r—pgT)- , essent £ una constant de proporcionalitat. Tenim
k kPa(Ak
pa( M) = (-1)"& . YneM. (10.2)

Per calcular £ usem el caracter canonic dels px. En particular,

o 5k 2 £2 Mo |Vl—1
A) ) .
¢ = pa(A) = (pa, pa) Z |V| |V| Z 5k7rk = o Zk =0 a,‘lvrk

Calculem aquesta darrera suma usant (10.1),

4 1 1 1 1 r_2Vi_ 1 V|
;m= Z 7r—k+r—1 Z _=_Z7r_;c 27'—2Z:7r;c 2% —2 r—1m

k parell k senar —-2r 7o T -1 o

Per tant, £ = r — 1. Acudint a (10.2) obtenim py(\x) = r —1 si k és parell i pg(Ax) = —1 si k és imparell.
Llavors l'espectre de la matriu Az = pg(A), és

m _m2{V| _|V]

autoval -1 b ltiplicitat = —_— = ——— = — =
ovalor  — 1, amb multipli E my 5 p— 5 e = s;
k parell k parell
- | r—1)m2|V
autovalor —1, amb multiplicitat E m=(r—-1) E 2= r=1m2[Vi =|V]|-s=(r-1)s.
: Tk 2 1)
k senar k senar

En conseqiiencia, el graf I’y té s components connexes, cada una de les quals té espectre {r -1, —1"1},
i és per tant K. Aix0 estableix que I" és r-antipodal.

Teorema 10.2.4 Sigui I’ un graf regular ¢ {Ag"® > ATt > --- > A7} el seu espectre. Les dues afirma-
cions segtients son equivalents:

a) T és distincia-regular r-antipodal.

b) Ty és regular de grav r — 1 i Uespectre de ' compleiz my, = %E per a k parell, my = (r — 1)%% per

a k imparell.

Demostracié  Si (a) és cert el Teorema 10.2.3 estableix (b). Reciprocament, fem el calcul:

1 1 1
Wgzmmrz Z ;rr—g_'_r—l Z = Z :rr_z+r—1 Z =

k=0 k parell k k senar Tk k senar k parell Tk

1 \4
r—1 Z ™+ Z ALl B

k senar k parell
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on hem usat, Lema 1.0.2, que les sumes 35 1, oy 22 1 2ok senar 7> SON iguals. Per tant,

Vi

2 xd 1
T Zl:o m”\'l2

=r-—-1.

El Teorema 9.5.2 assegura la distancia-regularitat de I i el Teorema 10.2.3 el caracter r-antipodal. &

10.3 Conjunts P-frontera i pseudo-distancia-regularitat

En un graf I' = (V, E) el caracter P-frontera d'un conjunt C pot descriure’s, recordant el Teorema
5.1.5(b), per la conjuncié de

. = 1oCI12 &(C) )
a) C és extremal , b) pC = (H — —=P ) pC.

D’altra banda el fet que I" sigui C-local pseudo-distancia-regular pot caracteritzar-se, Proposicié 8.0.10,
per

(a) C és extremal , (b) existeix un polinomi de grau |M%| que transforma pC en pC.

Per tant si C és P-frontera el graf és C-local pseudo-distancia-regular i el darrer polinomi distancia
C-local és

leCl? &(C)
pd = _ —'——P. 10-3
10CIF 3(C) 109
Notem que podiem haver arribat a la mateixa conclusié fent s de ’expressié de les multiplicitats C-
_leCl? _ 1pClI> 2(C) m

locals d’un conjunt P-frontera, Teorema 5.1.5(c), mq peral<i<d,i

= 7 0 = Z B(C

Tl VI () =
observar ’acompliment per elles de la caracteritzacié numerica donada en la Proposicié 8.0.12. Observem
la diferéncia de nivell d’exigencia entre les d+1 igualtats numériques per a les multiplicitats C-locals d’un
conjunt P-frontera i 'dnica igualtat que involucra les d'un graf C-local pseudo-distancia-regular. Aixd
fa esperable propietats fortes quan la pseudo-distancia-regularitat local prové del caracter P-frontera del
conjunt. Abans d’aquest estudi farem una disgressié tornant a qiiestions de base. Reprenem la idea de
graf substituint la visié ‘digital’ d’adjacéncia per una ‘d’analogica’.

10.3.1 Sobre grafs amb pesos a les arestes

Sigui V' un conjunt no buit i £:V x V — R. La parella (V, E) 'anomenem digraf (digraf amb pesos
a les arestes) i graf (graf amb pesos) quan E sigui simétrica. Dels elements de V' en direm els vértexs
del (di)-graf i identifiquem E amb una matriu E = (e,,) indexada pels vértexs. En el cas d’un graf, E
diagonalitza en R i els espais propis sén ortogonals. En particular, només pot haver un autovalor amb
un autovector de components estrictament positives. Un cami de longitud r entre dos vértexs u,v d’un
graf és una colleccié u = wo,wy, ..., Wr—1,w, = v de vértexs tals que H,’=1 €w,1w 7 0. La minima
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longitud dels camins entre u i v, cas d’existir-ne, es defineix com la distancia, 3(u, v), entre els dos vértexs.
Les definicions de distancia entre conjunts, excentricitat i diametre, com també les nocions d’espectre,
espectre local i descomposicions espectrals sén les ja conegudes. Aix{ com, en la presentacié usual de la
matriu d’adjacéncia, el fet que (Ak)uv = 0 equival a que no hi ha cap camf de longitud & entre u i v, ara
només podem afirmar que (E Juy # 0 implica Pexisténcia d’algun cami de longitud k. Cas d'existir un
autovector ¥ de E amb totes les components no nulles, I'assignacié a cada veértex u del pes #,, permet
una regularitzacié del graf, en el sentit que '.. Zvev Cuply = X, per a tot ©u € V, essent X Pautovalor
associat a U. Elsentit de pC = Y_ - Puey és similar al ja abastament usat. Notem que ||pC|| # 0 essent

C # 0. Observem també que si A és autovalor simple, la projeccié de pC sobre Ker(E — AI) és _I%C;TL_V
i, per tant, no nulla si C no és buit.

No ens extendrem en aquest estudi, perd si veurem alguns resultats que generalitzen els obtinguts per a
la matriu d’adjacéncia. Per cridar I’atencié respecte de 1"is d’arestes amb pes, representarem els elements
implicats sobreposant-li’s una tilde. Veiem un resultat parallel a la Proposicié 2.1.1.

Proposicié 10.3.1 Considerem T = (V, E) un graf (amb pesos a les arestes) tal que la matriu E tingui
un autovalor simple X\ amb autovector associat amb totes les components no nulles. Donats C ¢ D dos
conjunts no buits de vértezs, la distancia entre ells compleix

8(C, D) < Mg N Mp|,

on Mg © M3, son els respectius conjunts d’autovalors locals excepte X.

Demostracié  Sigui A autovector simple de E i & autovector associat amb totes les components no
nulles. Indiquem MEp = Mg NM} id=|Mgpl|. Considerem les descomposicions espectrals

2 2
”IFI) ullu+z +25 , pD=2zp+ D—————"f ”|2| U+zp+2p,

pPC=zc+28=
on 2k, z)p € Ker(E — X) H (B —uI), z¢€Ker H (B —pI), =27 €Ker H (E - pI). Fem la
BEMEp BEMI\ML L, BEMB\ML ),
hipotesi (Ek pC,pD) =0, per a 0 < k < d. Donat qualsevol polinomi ¢ sigui g4 € Ry[z] congruent amb
g mddul (z ~ A)[] WEMEp (z — p). Llavors, entenent que ¢ opera sobre vectors a través de q(E),

(¢pC, pD) = (qz¢, 2p) = (94zc, 2p) = {¢aPC, pD) = 0 (10.4)
D’altra banda,
- = pC|)% . pD|? _
(¢pC,pD) = <q (',ﬁ)~||,;', D+zg+ Z’é) ,-——”ﬁ)-“,l D+zh +273> =
2 2
(e os )
12C|2 HPDH2

2
L a(5) + (azt, >2M'T'|'.—'|'|§’L”q(>

2 2
5 ”pc|'|l~'['|€D” o) — laz5] 12 D”_ﬂfﬁu%’ﬂ”_q() K| zbl lzbl >

laz&,zb)l 2
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II»OC’II?HPDII2 lACI4 |pD||*
P Cj|2 — == D2 — 2= =

",,”2 lpCi2 - BE lpDY? - e

IaCI2BDI2 [ 5 14| 7|2

—— {q(\) - K] = -1 -1}, onK= max .
E G N e WO, 12!

. o) |4 |2
La llibertat en el grau de ¢ fa que poguem aconseguir > — - ~ —1. Llavors
K ~ \laClE ™ "\ TaDI? !

compliria {qpC, pD) > 0, en contradiccié amb (10.4). Per tant existeix k entre 0 i d tal que

0 # (E*pC, pD) = Y ueC veD TuDy(E*)yy, €l que implica l'existéncia d’algun cami de longitud fins a d
entre alguna parella de vertexsue Cive D. &=

Aplicant aquest resultat a parelles on un o els dos subconjunts es redueixen a un vértex, obtenim

Corollari 10.3.2 Considerem T = (V,E) un graf (amb pesos a les arestes) tal que la matriv E tingui
un autovalor simple A amb autovector associat amb totes les components no nulles. Llavors,

(a) T és connez.
(b) Si X a, .. ,Bde SOn els autovalors locals d’un conjunt C, la seva excentricitat compleiz €c < dc.

(c) Si M = {A}UM* és el conjunt d’autovalors de T i d = |M*|, el diagmetre del graf verifica D(T) < d.

Donades dues funcions de pesos E, E2 sobre V x V, les distancies generades per les dues coincideixen
si i només si el, # 0 & €2, # 0, per a tota parella v # v. Indiquem aquesta situacié per Ey ~ Ej,
que introdueix una relacié d’equivaléncia en el conjunt de funcions de pesos. Si en la classe [E] a la que
pertany E, hi han matrius amb un autovector de components no nulles associat a un autovalor simple,
el Corollari 10.3.2 serd aplicable i les conclusions sobre connexid, excentricitat i diAmetre valdran per el
graf (V, E). Per exemple, essent I' = (V, E) un graf amb funcié de pesos estandar (0,1), la funcié de
pesos laplaciana, L(u,v) = —E(u,v) si u # v i L(u,u) = gr(u), compleix {L] = [E]. Com que j és sempre
autovector de L associat a 0, cas de ser autovalor simple podem assegurar la connexié de I" i també que
D(T') no supera el nombre d’autovalors de L no nuls. A banda d’aquesta conclusié és conegut que la
multiplicitat de 'autovalor 0 en la matriu laplaciana déna el nombre de components connexes del graf,
essent, des d’aquest punt de vista, més potent que la matriu d’adjacéncia, per a la qual la multiplicitat
del maxim autovalor déna el nombre de components connexes quan el graf és regular.

Aquesta linia de raonament porta a obrir interrogants sobre com modificar, dins la mateixa classe, la
funcié de pesos de forma que tenint la propietat demanada sobre autovalor i autovector, el nombre
d’autovalors sigui una millor fita pel diametre del graf original. Des d'un altre punt de vista, considerem
el quocient del conjunt S, matrius simétriques d’ordre n amb un autovector de components no nulles
corresponent a un autovalor simple, per la relacié d’equivaléncia anterior. Cada classe conté un tnic graf
I' = (V, E) que, segons el Corollari 10.3.2 sera connex. Del mateix resultat se’n despren que, per a tota
matriu S € [E] el nombre d’autovalors diferents, |autov(S)|, compleix |autov(S)| > D(I') + 1. En quines
condicions és assolible aquesta fita? Com triar .S per aconseguir menor nombre d’autovalors?

Delorme i Tillich [18] presenten el segiient espectacular exemple d’optimitzacié de la fitacié del diametre
pel nombre d’autovalors menys un, per 'ds d’una adequada funcié de pesos sobre les arestes. El graf
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I' = (V, E) definit com la suma cartesiana dels grafs complets K,,,...,K,, té didmetre r i el nombre
d’ autovalors diferents pot ser fins a 27. Es considera el graf I’ = (V, E) obtingut associant a cada aresta
el pes ?.-' quan els vertexs que la defineixen difereixen en la component i-ésima. Notem que [E] ~ [E].

La matriu E resulta tenir només els r + 1 autovalors r + £,7 — 1 +&,... 1+ £,€,0on £ = — 21—1 o . Per
tant, r és fita superior del diametre D(I') < r, que ara resulta ser Optima.

L’autor fa notar que triant a; = ¢ — 1, per a qualsevol enter ¢ >2i1 < k; < --- < k., es garanteix que
el nombre d’autovalors de I sigui exactament 27.

En el temps en que aixo es redacta, s’ha rebut una comunicacié de Delorme aprofondint en aquest sentit.
Exposa exemples de millora i d’optimitzacié de fites mitjangant autovalors, per a diversos parametres,
usant pesos a les arestes i autollagos. Es probable un desenvolupament tedric per orientar aquesta nova
tecnica. En particular, 'autor creu que és un tema de futur molt interessant tractar de conjugar-la amb
I“interlacing’ i la classica polinomial.

Considerem ara un graf I' = (V, E) amb la funcié ordinaria de pesos sobre les arestes. Sigui A la matriu
d’adjacéncia, indiquem A el seu maxim autovalor i sigui v 'autovector associat amb minima component
la unitat. Considerem p € R[z] i construim el graf T = (V,E) on E = p(A). Donat C C V, siguin
{A > iy > --- > p,} els seus autovalors locals. Suposant p(A) ¢ {p(111),...,p(1tr)}, les descomposicions
espectrals respectives del vector pC segons A i E seran de la forma

leCI? lpCi2
e T e

on els autovectors de I'esquerra corresponen als autovalors locals {A > p3 > -+ > u,} de C respecte de A
i els de la dreta als autovalors {0 = p(\),&1,...,&q} respecte de E, on {&1,...,&} = {p(p1),...,p(r)}.
De la demostracié de la Proposicié 10.3.1 se’n despren el segiient resultat.

v+ Z 4+ 2,

Proposicié 10.3.3 Sigui I' = (V E), C un subconjunt de V i {A > gy > -+ > p,} els autovalors
C-locals. Sigui p € R[z] tal que p(\) ¢ {p(i1),---,p(1r)}. L’excentricitat de C en el graf T' = (V, E)
definit per E = p(A), compleix

£c <d=[{p(p1), .- p(pr)}l.-

El concepte de particié pseudo-equitativa s’exten amb naturalitat a grafs amb pesos a les arestes. Consi-
derem un graf ' = v, E) tal que E tingui un autovalor # amb autovector associat © de components
no nulles, que fixarem com a funcié de pesos sobre V. Una particié Cg,Cy,...,Cs de V 'anomenem
pseudo-equitativa en I' quan, per a cada parella 1 < h, k < s i qualsevol u € Cy, la ‘densitat d’adjacencia’
de u cap a Cy

Ank = ank(u) = Z euvly
Yu vECK

sigui independent de u € Cy. La matriu M = (dnx) s’anomenara matriu de (pseudo)-interseccié. Notem
que les seves files sumen

k]
Zahk=z > equv=—Zeuvuu=_i(Ef/)u=9,
k=1 Vy

k=1 quCk vev
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en forma parallela a I'obtingut en la Proposicié 9.1.3. El cas en que la funcié de pesos és V xV — {0,1}
ens retorna a la definicié donada en la Seccié 9.1, amb la salvetat que no essent ara la particié subordinada
a la distancia a Cp, la matriu M no té per que ser tridiagonal. Deixem aqui la situacié general, ja que
en el que segueix farem Gs de particions pseudo-equitatives, en grafs amb pesos a les arestes, només en
la situacié restringida en que la particié de V estd formada de tres subconjunts.

10.3.2 Grafs C-local pseudo-fortament regulars amb pesos a les arestes

Sigui ' = Vv, E) un graf amb pesos a les arestes, § autovalor de E amb autovalor 1 C C V. En el que
segueix la notacié tilde en el graf indicard que la funcié de pesos sobre les arestes no és necessariament
la trivial.

Definicié 10.3.4 El graf T és C-local pseudo-fortament reqular quan existeiz una particié C = Cp, C1, Cs
pseudo-equitativa de V amb matriv d’interseccio

0@ 0
(&hk)z 1l a 8-a-1
0 ¢ @-c

Al ser la matriu tridiagonal s’introdueixen, com en (9.7), els simbols ¢ = Gk k-1, ax = @ik, bk = Gk k1
i es déna a la matriu d’interseccié la forma condensada

0 ¢ 0 1 c
ap ap as = 0 a 6—c . (10.5)
bo bl 0 8§ 6—a-1 0

Reunint la informacié continguda en aquesta matriu en forma idéntica a com ho fa Godsil [31] per grafs
fortament regulars, direm que I' és un (|V|, 8; a, ¢) graf C-local pseudo-fortament regular.

Proposicié 10.3.5 Considerem un graf T = (V, E) amb un autovalor 6 que admet un autovector U de

components no nulles. Llavors, T és C-local pseudo-fortament regular amb matriu d’interseccié conden-
0 1 0

sada | O a 8—c | ,onc#0, siinomés si existeizen polinomis po(Z), P1(Z), p2(Z), tals
6 0—a-1 0

que pppCo = ﬁk(E)pCO = pCr, k =0,1,2, i que, essent h el polinomi anullador de pCy, verifiqguen la

recurréncia

Po 0 1 0 Po
| p =1 @ a c D1
ﬁg 0 —a-1 0-c¢ ﬁz

en R[z]/(h) i on la variable % representa l'accid de la matriu E.

Demostracié  Sigui I’ un graf C-local pseudo-fortament regular. Similarment a com hem fet en (9.11),

pCo = Y Y ewey= ) (Z evuﬁu> evt Y (Z ewﬁu) evt Y <Z euuDu) ey =

u€Cy vEV v€Cy \u€ly veC;: \u€Ch veC,; \u€lo
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= dgo Z Dyey + @y Z Dyey + dog Z vye, = pCh,

veCo veC, vEC,
IpC, = Z Dy Z Cyyuy = Z (Z evuﬁu) €y + Z (Z evuﬂu) €y + Z (Z equu) €y =
ueCy vev vECy \ueC) vEC) \ueC, vEC2 \uel
= do Z Dyey + 11 Z yey + G2 Z Uyey = 0pCo + apCi + cpCa,
v€Cy veC, veC,
500 = 30N ewes= 3 (z ) et 3 (z ) et T (z ewau> =
u€C,; VeV v€Cs \uels vECT \u€l; vEC2 \ueC;
= G0z Y Dvey+d1z Y, ey +an » ey =(0-a=1)pCy+ (0 - )pC;.
vECyh vEC) vEC)y

Per ser ¢ # 0 es té pCr = prpCo (0 < k £ 2) i els polinomis F; verifiquen la recurréncia demanada.
Reciprocament, indicant M = (M;;) la matriu de recurréncia, fem de dues maneres el cilcul, per a
0<hk<2iVueC(C,

2 2
(Beu,pCr) = (pnpCo,eu) = <<Z Mhtﬁz) p007eu> = <Z Mhtpc'z,eu> = MhrVu,
=0 =0
(Eeu,PCh) = <Z evuevvpch> = Z €yully ,
veV vECH

d’on resulta que la particié C = Cy, C1,C2 és pseudo-equitativa i la matriu d’interseccié és la indicada.
|

Observem que la hipotesi ¢ # 0 treballa en el sentit de provar ’existéncia dels polinomis px, perd per
¢ = 0 es manté la implicacié del caracter C-local pseudo-fortament regular.

De la recurréncia anterior obtenim que el grau de pi és k. Explicitant els polinomis,

(8% —az - 9) . (10.6)

ol

Do=1, P1=Z%, P2=

El polinomi p§ = po + Py + P2 = % (5:2 —(a-¢c)i+c— 9), compleix

%('2—(a—c)i+c—9)PC=V , E-0)(F - (a-c)i+c-6)=0. (10.7)

La primera de les igualtats justifica la notacié He per p§ 1 referir-nos-hi com el polinomi de Hoffman
C-local de I'. La igualtat gpC = v serd satisfeta només per el polinomi de Hoffman quan la malla local
reduida de C tingui dos elements. Podem ara calcular els autovalors de E. Si € és simple la descomposicié

2 2
espectral de pC és ”HVCl‘l” v+ z. Per tant v = |I”V6|‘1|l p3v. En resulta la conseqiiencia segiient.

Corollari 10.3.6 Sigui T = (V, E) un (|V|,8;a,¢) graf C-local pseudo-fortament regular. La matriu E
té per malla d’autovalors els elements diferents que hi hagin entre

o, £l=0_0+\/(a_20)2‘4(c“‘9) ’ €2=a—c—\/(a—‘?c)2—-4(c——6’).
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w2

IpClI%(6 — £&1)(6 - &2)

A més, si Uautovalor 8 és simple Ho =

(& -&)(E-&).

10.3.3 Una caracteritzacié dels conjunts P-frontera

El fet que un conjunt C, en un graf I' = (V, E), sigui P-frontera comporta, com hem vist al principi
d’aquesta seccid, el caracter C-local pseudo-distancia-regular del graf. L’expressié (10.3) per el poli-
nomi pyg que transforma pC en pC (antipodal de C), presenta el fet suggestiu de que els seus valors
sobre l'espectre local de C' es redueixen als elements diferents que hi hagin entre pg(\) = Hc(A) —

— 2 — C |12 C C
LTI 20 P(A) i par) = — 1250 2D () (1 <1< d). De ser P(u) = (~1)+! i P(A) = $(C)&(C),
la recerca es limita a 16Tl 3(C)
p —
6= » =gl o e=-
”pcnz 51 @(C) €2 (D(C)

Aquest fet porta de manera natural a estudiar el graf amb pesos a les arestes I' = V, E) on E = pa(A),
on A és la matriu d’adjacéncia de ['. Presentem el segiient enunciat.

_%(©)

. (10.8)

Teorema 10.3.7 Considerem un graf ' = (V, E). Sigui A la seva matriu d’adjacéncia, C un subconjunt
de vértezs ¢ {\ = po > p1 > -+ > pa} els seus autovalors locals. Les dues afirmacions segiients sén
equivalents:

(a) C és P-frontera;

(b) T és C-local pseudo-distincia-regular i, essent py el polinomi de pas de C a l'antipodal C, el graf T =
(V, E) amb matriu d’adjacéncia pg(A), és un graf C-local pseudo-fortament regular de parémetres
(IVl,6;a,c) amba=c.

Cas de ser certes, els parametres de T' es dedueizen de T’ per

leClI _._ leCi% - leC|?

6 = Al=—— , a=c=
PN =52 oIZ —ToCl

Demostracié  Suposem (a) cert. El caracter C-local pseudo-distancia-regular deriva, com ja hem
tractat anteriorment, de la comparacié dels resultats del Teorema 5.1.5(b) i de la Proposicié 8.0.10. La
descomposicié espectral de pC en T, sera pC = ! VCHZV + z%t 4+ z~, on els autovectors corresponen
respectivament als autovalors 6, &;, —§» donats en (10.8) que abreujarem per 8,£, —£. Per ara deixem de
banda el cas en que ||pC|| = ||pC]||, que, també segons (10.8), equival a § = & = 1, & = —1. Suposem
doncs el cas generic || pC|| # [|pC||. Indiquem, com venim fent, % I'accié de p4(A) i considerem la particié
i els polinomis

C()=C,Cl=6,CQ=V\(CUC’_) ; po=1, D1 =12, ]32=f1c—i'2—1,
Ivl?

loCII2(6% - £2)
igualtat i de pgpC = pC, tenim

on He = (#% - £2), polinomi de Hoffman de C en T, verifica HcpC = v. D’aquesta

popCo = pCo, P1pCo = pCy, P2pCo = pCa.
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Per la Proposicié 10.3.5, per establir que I' és C-local pseudo-fortament regular falta calcular la matriu
de recurréncia dels {Px}x=0,1,2. Evidentment, Zpy = p;. Calculant el primer coeficient de Hc amb les
expressions (10.8) de 8 i £, podem expressar

7, _1- =2 42 n _ 1oCI1% - |leCl1?
Ho=g@ =8 o K= Eecp

12C12 = 112, M2 = 1eCI2 ) _ 5 itians 22

. . . 2 _
i relacionar K amb i £ per K+&° = % = 1eC2 lvl? - [loCli2

en ﬁc tenim

ip ==K+ + Ki+K(Hc -%—-1)=0p + Kp, + Kp,

Finalment, podem expressar Zp; en combinacié lineal de {Px}x=0,1,2, base de R[Z]/ ((Z — 6)(&% — €?)).
Si indiquem Sg, S1, Sz les sumes de les columnes de la matriu de recurréncia, de

8(fo + P1 + P2) = 0Hc = 2He = &Py + £p1 + P2 = Sobo + S1P1 + Saba,

resulta S; = S} = S = 6. La matriu de recurréncia és doncs

0 1 0 _ .
8 a c amb 8=_!_{_;7_C’]ﬁ a=c=K=M8.
0 0-a-1 0-c) loC1?” ol = TeCTe

Veiem ara que si ||pC|| = ||pC|| el graf ' és C-local pseudo-fortament regular amb matriu d’interseccié

010

( 1 0 0 |, ques’inclou en 'enunciat general. En efecte, de pg(A) = 6 = 1, pa(p) = (~1)*+1, tenim
0 01

#2 = 1. Considerem també la particié Co = C, C; =C, Ca =V \(CUC). De 2pCo = C1 i ZpC; = Co

també ZpCs = Zv — ZpCy — £pC) = v — pCy — pCh = pCa. El caracter pseudo-equitatiu de la particid,

amb matriu d’interseccié la indicada s’estableix sense dificultat. Per exemple,

- EpCa) = (ey, pC2) = Vubu c
., pC2) = <eu Tpla u ,Ca
(-’L’e p 2) { ZUEV evu(ev,pC2> = Z‘UEC2 euqu

on by,c, 6s1siu € C710 en altre cas. Aixd estableix 'existéncia i valor, (0 0 1), de la tercera columna
de la matriu d’interseccid.

-~ Yailt
Partim ara de (b). Per la construccié de I els autovalors C-locals sén pa(A) = ﬂ pgil , associat a v, i pa{w)

(1 <1< d). DeserI' graf C-local pseudo-distancia-regular amb parametres (|V|,8;c¢,c), del Corolari
10.3.6,

12

pa() = :{chz =0, {palm):l=1,...,d} = {VB=c,—B0c},
on observem que py només pren dos valors diferents sobre la malla reduida d’autovalors de C. A més,
com que els zeros de py intercalen els elements de la malla, els signes de pg{y;) seran alternants.
Relacionem ¢ i 8 igualant en (10.7) els coeficients de v. Obtenim

L (lect? 1PCI2Y 1 gon ee L 6T - lloC]?
2( Ik 62+(C_9)W) =1 don o=@ -0 = oE o ¢ (109
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Els valors de py sobre els autovalors de C sén

lpC|I? 1+1 a1 vl = lpClJ? 1+12C|12 ©(C)
pa(A y D = (- —c= (-1 N g = (1) 2
AN = o Pl =(=D) O E=TeeE? = OV e E 3 (0)
(10.10)
Essent Hg el C-local polinomi de Hoffman en T, definim
ek 2(C)
—2L(Hc - pag) (10.11)
~ eCl2 3(C)

que observem és de grau d — 1. De (10.10) obtenim P(y;) = (-1)'*! peral=1,...,d, amb el que P és
el polinomi alternant associat a la malla d’autovalors de C. Llavors,

loC|I? 3(C) ( v||? |IP5112> =
P(}) = —— — - = ®(C)®(C),
M =157 2@ \TeCE ~ JloopE) = 2%
estableix el caracter P-frontera de C. %

Teorema 10.3.8 Sigui T' = (V, E) un graf reqular i M = {A = Ao > A1 > --- > Ay} la seva malla
d’autovalors. Les dues afirmacions seglients son equivalents:
Vidvi-1)

(zg, %) Hvi-1’

(a) El graf T'q €és regular amb grau 8q =

(b) T és disténcia-regular i Ty és ({V|, 6q; ¢, ¢)-fortament regular.
Cas de ser certes, el parametre ¢ de Ty ¢ la totalitat de l’espectre de I" poden calcular-se per

84(64 — 1) =

c= ———~ | m; =
Vl-1 szm

(Vi-1)  (<i<d).

Demostracié Suposem es compleix (a). Si d, + 1 és el nombre d’autovalors u-locals, 'excentricitat
de u compleix dy, > &, > d, ja que |Tg(u)| = 84 > 0. Aixi, d, = d, per a tot u € V. En particular, el

polinomi alternant associat a cada malla u-local reduida és independent del vertex i el seu valor en A es

dedueix de (a),
d
To _ Vi _ -
)= = \[Vl—l)(éd ) — B(u)2(@),

=1 ¢

Per tant, tot vértex u és conjunt P-frontera i a més |u] = 64. Respecte de les multiplicitats u-locals, és
clar m§ == I_‘I’[ i per a1l <1i<d, usant el Teorema 5.1.5,

2 P 1 2 V|- L .
loul” 2w mo _ 1 ¢ m _[VI-1_= _, (10.12)

que és independent de u. Aixi I’ és espectralment regular, amb el que els resultats locals donats per el
Teorema 10.3.7 es globalitzen en (b).
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Si (b) és cert, podem aplicar el Teorema 10.3.7 a C = {u}, i concloure que cada u € V' és P-frontera i
que el seu antipodal T compleix {7} = §4. El polinomi alternant donat en (10.11) és ara

T . VY (7 W
BTN (e n i

Essent P(\) = 3°f_; 22, Hy(}) = |V| i pa(}) = 64, obtenim

d
Z \/IVI 1) (% - 1) (10.13)

Lol - [loul? .
iLafel S, Lt 6 . Finalment, de
Tz = Tpul? P4 = |V| d

(10.12) resulta P'expressi6 enunciada per a la multiplicitat de A; (1 < i < d). =

=||>l

on aillant §; obtenim (a).

Podem calcular el parametre ¢ en (10.9), obtenint ¢ =

Notem que el Teorema 10.3.8 en el cas §4 = 1 descriu els grafs distancia-regulars 2- antipodals com els

me 1 =1, ésadir Z, 1 28 =|V|. Per
(Shom) +vl-1
tant, en aquest cas resulta un enunciat equivalent al del Teorema 10.2.1. El Teorema 10.3.8 generalitza
l'obtingut, en el cas d = 3, per Van Dam [12] usant la matriu laplaciana del graf i el métode d’‘interlacing’
de Haemers. Aixi mateix, Van Dam mostra alguns exemples, corresponents al cas d = 3.

grafs tals que I'y és unié de copies de K2 i a més

Exemple 10.3.9 Considerem I' = Oy (odd graf de grau 4). Es un graf regular d’ordre |V| = (3) = 35,
amb autovalors 4, 2, —1, 3. Llavors 3°;_, 2 = &I, D’altra banda en O4 dos vértexs u, v sén a distancia
3 quan |u Nv| = 1, per tant cada vértex en té 18 diametralment oposats. Aixi I's és un graf regular de

grau 18. Com
Vi(IlVi-1) _ 35-34

(zf=lm)2+|vl—1 S () e

=18,
n

el Teorema 10.3.8 estableix que I' = O4 és distancia-regular i 'y és fortament regular amb paradmetres
(35,18;9,9).



Capitol 11

Conclusions i perspectives

Les nostres aportacions en la descripcié espectral d'un graf han seguit les dues linies segiients:

1. Obtencié de fitacions d’elements metrics i de parametres d’un graf mitjangant 1’ds dels autovalors
(diferents) del graf. Opimitzacié de resultats amb la introduccié dels polinomis alternants. L’entorn
de treball conté diversos aspectes novedosos:

(a)

(b)

(c)

La ‘regularitzacié’ del graf, amb la introduccié de la funcié de pesos sobre els vértexs donada
pel vector v, vector propi amb minima component la unitat, associat al maxim autovalor de la
matriu d’adjacéncia. Usant aquesta idea un conjunt C' de vértexs s’ha representat pel vector
pC = EuEC vye,, o equivalentment, per la funcié caracteristica V' — R definida u + 1, si
ueCiur 0siug C. Amb aixo els resultats s’expressen en termes de pesos de conjunts,
que en el cas regular retornen a ser els cardinals.

Introduccié dels autovalors C-locals, com a part de la idea d’espectre C-local. Llavors els
resultats metrics en termes de cardinals de malles d’autovalors locals i els corresponents a
polinomis i pesos de conjunts adopten formes més precises.

Traduccié en igualtats vectorials de 'assoliment de fites escalars establertes amb els autovalors
locals o globals, veure per exemple els Teoremes 5.1.2 i 5.1.5 i conseqiiéncies de la Definicié
5.2.1.

L’estudi de conjunts P-frontera i la relacié de conjugacié en grafs P-frontera, permet d’establir
propietats estructurals dures. En la part final, el Teorema 10.3.7 mostra la forga del caracter de
conjunt P-frontera. Notem en relacié amb els resultats que involucren la totalitat de 'espectre, local
o global, que en el cas de conjunts P-frontera i per a grafs P-frontera de didmetre espectralment
maxim i on tot vértex és extrem d’un diametre, la totalitat de 'espectre és deduible dels autovalors.
S’han inclés alguns treballs laterals bastant laboriosos. Aixi poden conceptuar-se:

(a)

L’obtencié del polinomi alternant en grafs P-frontera extremals, P = § x H, en termes del
nombre de circuits per qualsevol vértex diametral i del polinomi de Hoffman, Proposicié 5.6.5.

147



148 CAPITOL 11. CONCLUSIONS I PERSPECTIVES

(b) Exemples de grafs P-frontera de didmetre baix, Seccié 5.7. Conté 'estudi d’una familia de
grafs, derivats dels odd grafs per un automorfisme involutiu, amb obtencié completa del seu
espectre.

(c) Una exposicié de teoria de polinomis ortogonals de variable discreta, Capitol 6. Donat
que d’altra manera l'exposicié en els capitols segiients tindria de veure’s interrompuda per
Pobtencié dels resultats necessaris, s’ha optat per fer-ne un estudi independent. L’interes radi-
ca en la introduccié dels sistemes candnics de polinomis ortogonals, els sistemes xg-maximals
i les relacions entre polinomi terminal i funcié de pesos. D’altra banda la metodologia usada
és original, tractant d’obtenir amb brevetat els resultats desitjats.

(d) Una obtencié explicita dels polinomis distancia per grafs distancia-regulars 2-antipodals, Sec-
cions 6.8 i 10.1, en termes dels autovalors.

2. La introduccié del concepte de particié pseudo-equitativa, ha permés d’estendre la distancia-regula-
ritat respecte d’un vertex doblement. D’una banda, considerant la particié en capes associada a la
distancia a un conjunt, i d’altra substituint el recompte d’adjacéncies per la densitat d’adjacencia
entre capes. Aixi hem estudiat la C-local pseudo-distancia-regularitat, caracteritzant-la per una
igualtat numerica, Teorema 9.4.5. Aquest enunciat, obtingut amb economia per la feina feta en el
Capitol 6, ha estat ’eina amb la que s’ha establert el resultat principal d’aquest treball, Teorema
9.5.2, en queé es déna una caracteritzacié de la distancia-regularitat via Pespectre i la regularitat
del graf donat per pas als vértexs diametralment oposats. Altre cop, ara amb I'us de la totalitat de
I'espectre, I’equivaléncia entre una igualtat numerica i una de vectorial, Teoremes 7.2.5 1 8.0.19, ha
estat la clau dels resultats.

Hem explotat les caracteritzacions de la C-local pseudo-distancia-regularitat i la distancia-regularitat,
en dues direccions:

(a) Descripcié de la distancia-regularitat 2-antipodal en termes només dels autovalors, Teorema
10.2.1, i el cas general r-antipodal per la regularitat del graf de didmetres i una expressié de
les multiplicitats en termes de r i els autovalors, Teorema 10.2.4.

(b) El caracter P-frontera d’'un conjunt C comporta l'estructura C-local pseudo-distancia-regular
del graf. Del suggestiu fet que el polinomi alternant prengui només tres valors diferents sobre
els autovalors del graf, en resulta que el graf, amb una natural funcié de pesos a les arestes,
tingui una estructura fortament regular local generalitzada, Teorema 10.3.7. Aquest resultat
es globalitza en una caracteritzacié de la conjuncié de la distancia-regularitat amb que el graf
de didmetres sigui (n, k; ¢, ¢)-fortament regular.

La técnica seguida per nosaltres, amb el trasfons de la desigualtat de Schwarz, ha permés d’obtenir
severes conseqiiéncies derivades d’igualtats escalars. Els resultats estructurals descrits per igualtats
numeériques segueixen la tradicié dels classics referents a les caracteritzacions de la regularitat pel grau
mig o la mitja ponderada dels quadrats dels autovalors. Les possibilitats no s’esgoten amb el que aqui
hem fet (conjunts P-frontera i @-frontera). Fiol [21] ha establert posteriorment un resultat d’aquest tipus
respecte de c2onjunts independents i 'assoliment de la igualtat en la fitacié del nombre d'independeéncia,

it
=Py +1
tots els autovalors.

a . Sembla, via I'experiéncia, que en elles han de jugar la totalitat de I'espectre o almenys

Els resultats sobre distancia-regularitat s’han obtingut per globalitzacié de la local pseudo-distancia-
regularitat respecte de vertexs via la regularitat espectral del graf. En aquest sentit ha estat crucial
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espectral del graf. La teoria exposada en els Capitols 8 i 9 conté elements més generals, la C-local pseudo-
distancia-regularitat, que els usats en el nostre resultat principal sobre distancia-regularitat. Aixd duu
a pensar en altres processos de giobalitzacis, per exemple partint de 2-clics (arestes), r-clics, cicles,.. .,

lligats a conceptes apropiats de regularitat espectral.

que per a un graf regular, el fet que 'y sigui regular amb grau , comporti la regularitat

Figura 11.1: El graf de Petersen amb diverses estructuracions distancia-regulars.

Sembla un tema amb futur la deduccié de propietats meétriques d'un graf, introduint una funcié de
pesos E sobre les arestes i els vertexs (autollagos amb pes). Considerant les classes d’equivaléncia [E|
de les funcions de pesos respecte de la relacié E; ~ E3 quan Ej(u,v) # 0 & Eo(u,v) # 0 (u # v), les
implicacions métriques deduides amb una funcié E sén aplicables a 'inic graf (sense autollagos) subjacent.
Una comunicacié de Delorme en aquest sentit, anima ['autor a creure que les giiestions apuntades en la
Subseccié 10.3.1 tenen possibilitats. Les propietats derivades del fet que E, no necessariament no negativa,
tingui un autovalor simple amb autovector de components no nulles, sembla orientar a que pot fer part
del paper que en matrius no negatives fa ’autovalor maxim.

Tractarem de fer un futur benevolent respecte d’aquestes linies d’actuacio.
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