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Introduccion

Los recientes avances en la tecnologia de fabricacién de circuitos integrados ha
facilitado la implementacién de arquitecturas que involucran multiples procesado-
res que cooperan entre si ejecutando labores de forma paralela. Una componente
importante de tales sistemas es su red de interconexién [29], la cual proporciona
un medio de transporte para mensajes (datos o instrucciones) entre procesadores.

La topologia de estas redes de interconexion puede ser modelada por grafos,
cuyos vértices representan los procesadores o nodos de la red y las ramas o arcos
los enlaces existentes entre ellos.

Al disefiar una red de interconexidn se han de tener en cuenta diversas conside-
raciones (ver por ejemplo [29]). Cada procesador sélo puede estar directamente
conectado con un numero limitado de otros procesadores, esto se traduce en que
el grado de los vértices del grafo que modela la red debera estar acotado. El
retraso causado por la transmisién de los mensajes debe ser pequefio, es decir,
los caminos que nos permiten comunicar los diferentes procesadores no pueden
ser muy largos. En términos de grafos esto quiere decir que el diametro del grafo
debera estar acotado. Ademads, estaremos interesados en interconectar un gran -
numero de procesadores, lo cual implica que los grafos que buscaremos deberan
tener un orden elevado.

Con el incremento en el mimero de procesadores la posibilidad de que una
o mas componentes de] sistema fallen (procesadores o enlaces de comunicacién)
también se incrementa [10]. El fallo de una componente en la red de interco-

nexion puede provocar la caida del sistema o causar una grave degradacién en
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la ejecucién, a menos que sean tomadas medidas suficientes para hacer a la red
tolerante a fallos. De aqui que la técnica de disefio de redes de interconexion tole-
rantes a fallos ha dirigido la atencién de gran nimero de investigadores [2, 17, 35],

emergiendo como un 4rea de estudio importante [3, 36].

El objetivo principal de un sistema tolerante a fallos es mantener su eficiencia
aun con la presencia de fallos. En otras palabras, la tolerancia a fallos es un
atributo de la topologia de la red esencial para lograr realizaciones fiables en un

tiempo razonable.

Entre las consideraciones en el disefio de la topologia de un sistema mul-
tiprocesador destacamos la vulnerabilidad, que es una medida de la capacidad
. del sistema para la resistencia a fallos de enlaces o nodos, asi como el retraso
del encaminamiento (routing) maximo. Varias medidas de vulnerabilidad han
sido en la literatura. Una medida de vulnerabilidad cominmente utilizada es el
nimero maximo de procesadores que pueden fallar simultineamente sin desco-
nectar los procesadores que no han fallado. Asi que la conectividad del grafo
subyacente a un sistema multiprocesador puede ser utilizada como una medida
de la vulnerabilidad del sistema. El retraso maximo sufrido por un mensaje se
mide por la longitud maxima de los caminos mds cortos entre todos los pares de
elementos y asi el diametro puede ser utilizado como una medida para evaluar el
retraso maximo en la red de interconexién. Varios resultados importantes sobre
arquitecturas que involucran didmetro y conectividad han sido presentados en la

literatura (ver por ejemplo [5] y [31]).

Mientras que el retraso maximo es una consideracién importante en el disefio
de la topologia de un sistema multiprocesador, una cuestién igualmente impor-
tante es el incremento maximo que puede sufrir este retraso cuando fallan procesa-
dores o lineas de comunicacién. Chung y Garey [15] y Peyrat [38] han presentado
cotas sobre el incremento méximo posible en didmetros cuando algunos vértices
o ramas son eliminados de un grafo. Boesch et al. [10] han definido y estudiado

una nueva medida de realizaciéon basada en el nimero minimo de vértices o ramas
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que deben ser eliminados para incrementar el didmetro de un grafo. Sengupta
et al [41] han presentado una interesante topologia para la cual el incremento
maximo en el didmetro es minimo cuando cierto nimero de vértices y/o ramas
son eliminados. Esta topologia esta basada en otra propuesta anteriormente por

Pradhan en [36].

Motivados por las consideraciones anteriores hemos orientado nuestra linea de

investigacion hacia el estudio de la vulnerabilidad del didmetro de grafos densos.
El contenido de esta tesis esta organizado como sigue:

El Capitulo 1 esta dedicado a presentar algunas definiciones, asi como intro-
ducir algunos resultados conocidos sobre los temas de estudio de este trabajo.
Las Secciones 1.1 y 1.2 tienen por objeto el presentar los conceptos basicos de
teoria de grafos utilizados en esta memoria. En la Seccién 1.3 se presentan al-
gunas definiciones y resultados conocidos sobre vulnerabilidad. Las familias de
grafos objeto de nuestro estudio las presentaremos en la Seccién 1.4, y dedica-
mos la Seccién 1.5 para introducir un problema clasico en teoria de grafos, la

optimizacién de grafos, asi como una técnica de obtencién de grafos.

El Capitulo 2 lo hemos organizado del siguiente modo. En la Seccién 2.1
presentamos algunas de las principales propiedades conocidas sobre los grafos
Impares. Estudiaremos en la Subseccidn 2.2.1 el comportamiento del didmetro de
los subgrafos resultantes de eliminar cualquier subconjunto de vértices de cardinal
inferior al grado del grafo, y dedicaremos la Subseccién siguiente a estudiar el
comportamiento del diametro cuando eliminamos ramas. Con los resultados de
este Capitulo hemos elaborado el articulo [42].

El Capitulo 3 lo dedicamos al estudio de los grafos n-cubo plegados. En
la Seccién 3.1 presentamos algunas definiciones y propiedades relacionadas con
estos grafos, y en la siguiente Seccidn se realiza un estudio de la vulnerabilidad del
didmetro de estos grafos bajo la eliminacidn de vértices y ramas. Los resultados

de este Capitulo se recogen en el articulo [43].

Y finalmente, el Capitulo 4 se dedica a la obtencién de grafos (A, D, D, 1)



de orden elevado. La técnica y el algoritmo que utilizaremos para generar estos
grafos se introducen en las Secciones 4.1 y 4.2, presentandose en la Seccién 4.3

los nuevos grafos (A, D, D, 1) obtenidos.



Capitulo 1

Resultados basicos

1.1 Definiciones basicas de Teoria de Grafos

A continuacién vamos a definir los principales conceptos de teoria de grafos que
utilizaremos en esta tesis. Para un estudio en profundidad de estos conceptos
pueden verse [27] y [28].

Un grafo es un par ordenado G = (V, E) formado por un conjunto V cuyos
elementos reciben el nombre de vértices y un conjunto E cuyos elementos son
pares no ordenados de vértices que reciben el nombre de ramas . Gréficamente,
representaremos los vértices de un grafo por puntos y las ramas por lineas que
unen los vértices que las forman.

Los grafos con los que trabajaremos son no dirigidos, sin bucles (ramas cuyos
vértices extremos coinciden), ni ramas multiples. Un grafo dirigido o digrafo es
un grafo D = (V, A) donde los elementos del conjunto A (arcos) son ahora pares -
ordenados de vértices.

Sea G = (V, F) un grafo, diremos que Gy = (W, E;) es un subgrafo de G si
verifica que V; C V y E;, C E. Y diremos que G, es un subgrafo generador de G
siysdlosiVy =V yE, CE.

Llamaremos orden de un grafo G = (V, E) al cardinal del conjunto V. (Todos

los grafos con los que trabajamos en esta tesis tienen orden finito).
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8 Capftulo 1. Resultados bdsicos

Si v y w son dos vértices de un grafo G tal que el par {v, w} es una rama del
grafo, diremos que los vértices v y w son edyacentes.
La matriz de adyacencia del grafo G = (V,E) de orden n es una matriz

A = A(G) de orden n X n cuyos elementos a;; vienen dados por la expresion

1 si v; y v; son adyacentes;
aij =
0 en otro caso.

Se deduce directamente de la definicion que A es una matriz simétrica de traza
0.

Sean v y w vértices de un grafo G. Una cadena de longitud I de v a w es una
sucesion

V= U, Uy, Uyt U1, U = W

de vértices del grafo G tal que el par {u;,u;4;} es una rama de G. Si una cadena
tiene todos sus vértices interiores diferentes le llamaremos camino, notemos que
la longitud de un camino es el nimero de ramas por las que pasa.. Diremos que
dos (u,v)-caminos son vértice-disjuntos o internamente disjuntos si los vértices
interiores a los dos caminos son diferentes y que dos (u,v)-caminos son rama-
disjuntos si ambos caminos no tienen ninguna rama en comin. Llamaremos ciclo
a un camino en el que coinciden sus vértices extremos, y girth a la longitud del
ciclo de longitud minima de un grafo.

Diremos que un grafo G es conezo si para cualquier par de vértices v, w, del
grafo existe un camino de v a w.

Si v y w son dos vértices de un grafo G, la distancia de v a w, denotada por
d(v,w), es la longitud del camino mas corto entre v y w. Si no existe ningln
camino entre v y w, consideraremos que d(v,w) = 00.

El didmetro de un grafo G, denotado D(G), se define como el maximo de
las distancias entre todos los pares de vértices del grafo. Si G' no es conexo,
tendremos D(G) = oo.

Dado v € V(G), denotaremos por I';(v) al conjunto {w € V(G)/d(v,w) = j}.

El conjunto de vértices adyacentes a un vértice v se representara por I'(v) y su
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cardinal se conoce como grado del vértice v, esto es, el grado de un vértice es
el nimero de ramas que inciden sobre ese vértice. Representaremos por A(G)
al grado mdzimo de los vértices de un grafo G y por §(G) al grado minimo. Si
todos los vértices del grafo tienen el mismo grado, esto es, si A(G) = §(G) = d,
diremos que G es d-regular.

Si para.cualquier par de vértices u,v € V(G) que se encuentran a distancia

d(u,v) = j se definen los nimeros:

¢j(u,v) = |Tj_1(v) NT(v)],

a;(u,v) = [T;(u) NT(v)],

bj(u,v) = [Tj4a(u) N T(w)].
Diremos que G es un grafo distancia-regular si a;(u,v) = aj, bj(u,v) = b; y
c;j(u,v) = ¢; son independientes de los vértices u y v.

Dos ejemplos de grafos que utilizaremos frecuentemente son los grafos com-
pletos y los grafos ciclo.

Un grafo se llama completo cuando cualquier par de vértices del grafo son
adyacentes. El grafo completo de orden n se denota por K,. Este grafo es
conexo, (n — 1)-regular de didmetro 1.

Diremos que un grafo es un ciclo de orden n, denotado C,, si es conexo y

2-regular.

1.2 Automorfismos de grafos

Diremos que dos grafos Gy = (W4, Ey) y G = (V4, E;) son isomorfos si existe una .
aplicacién biyectiva

g:—V,

entre sus conjuntos de vértices que conserva las adyacencias, es decir
{v,w} e Ey, & {g(v),9(w)} € E,.

(Generalmente no distinguiremos entre grafos isomorfos).
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Un automorfismo de un grafo G es una permutacion del conjunto de vértices
del grafo que conserva las adyacencias, esto es, la permutacion 4 es un automor-
fismo si para cualquier rama e = {u, v} del grafo G, ¥(e) = {y(u),7{(v)} también
es una rama del grafo.

El conjunto de todos los automorfismos de un grafo G con la operacién de
composicién de permutaciones forma un grupo, el cual llamaremos grupo de auto-
morfismos de G, y lo denotaremos por Aut(G).

Dado un grafo G, su conjunto de vértices V(G) se puede representar como
unién disjunta de érbitas de Aut(G). Recordemos que una orbita es el conjunto
de imdgenes de un elemento de V(G) bajo las permutaciones en Aut(G).

Diremos que un grafo G es vértice-transitivo si su grupo de automorfismos
,Aut(G) actia transitivamente sobre el conjunto de vértices del grafo V(G), es
decir, si para cualquier par de vértices u,v del grafo G, existe un elemento vy €
Aut(G) con y(u) = v, (esto equivale a decir que sélo hay una drbita).

Sea G un grafo con grupo de automorfismos Aut(G), diremos que G es
distancia-transitivo si para cualesquiera u,v,z,y, vértices de G con d(u,v) =

d(z,y), existe un automorfismo g en Aut(G) que verifica g(u) =z y g(v) = y.

1.3 Vulnerabilidad del diametro

Un concepto usual en el estudio de la tolerancia a fallos en una red de interco-
nexion estd basada en la conectividad del grafo que modela la red.

La vértice-conectividad de un grafo G, denotada por &(G), es el minimo
numero de vértices que se han de eliminar de un grafo G para que el grafo quede
desconectado o reducido al grafo trivial (grafo formado por un solo vértice). La
rama-conectividad de un grafo G, denotada A(G), es el minimo nimero de ramas
que debemos eliminar del grafo G para que quede desconectado.

Si 8(G) denota el grado minimo de un grafo G, es obvio que £(G) y AMG) son

< §(G). Ademas, se demuestra en [28] que para cualquier grafo G se verifica que
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k(G) < MG) L 6(G).

En una red de interconexién modelada por un grafo con vértice-conectividad
n, estd garantizado que siga conectada aln si fallan (n — 1) procesadores. Sin
embargo, aunque el grafo siga siendo conexo, el diametro de la red se puede in-
crementar considerablemente. Una buena medida para juzgar este aspecto de
tolerancia a fallos de la red es la vulnerabilidad del didmetro: el incremento que
sufre el didmetro cuando se elimina un cierto niimero de vértices o ramas. Este
parametro mide el incremento del retraso maximo en la transmisién de los men-
sajes cuando fallan elementos de la red.

La idea de utilizar el didmetro como una medida de la fiabilidad de una red
ha sido tratada por Boesch y Harary en [10]. Estos autores introducen dos con-
ceptos andlogos de conectividad (persistencia y rama-persistencia) para estudiar
la vulnerabilidad del didametro de un grafo que modela una red.

La persistencia de un grafo G, po(G), es el minimo niimero de vértices que
deben ser eliminados para incrementar el didmetro del grafo u obtener un grafo
trivial. Y la rama-persistencia de un grafo G, p;(G), es el minimo nimero de
ramas que deben ser eliminados del grafo con el fin de incrementar el didmetro
del grafo o bien obtener un grafo desconexo. »

Teniendo en cuenta la analogia entre persistencia y conectividad, se tienen los

siguientes resultados paralelos al teorema de Menger [10].

e La persistencia de un grafo G de didmetro D es igual al minimo del maximo
ntimero de (u,v)-caminos disjuntos de longitud < D, sobre todos los pares

de vértices no adyacentes (u, v).

e Un grafo G de diametro D tiene persistencia n si y solo si para cualquier
eleccién de U, W C V(G) con UNW =, y ningin vértice de U adyacente
a ningun vértice de W, existen al menos n caminos disjuntos de longitud

< D queunen Uy W.

e La rama-persistencia de un grafo G con didmetro D viene dada por el
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minimo sobre todos los pares de vértices (u, v) del maximo nimero de

(u,v)-caminos rama-disjuntos de longitud < D.

e Un grafo G de didmetro D tiene rama-persistencia n si y sélo si para cual-
quier eleccién de los subconjuntos U, W C V(G) con UNW = §, existen al
menos n caminos rama-disjuntos de longitud < n que unen vértices de los

conjuntos U y W.

1.4 Algunas familias de grafos

Muchas estructuras han sido propuestas como topologias para redes de interco-
.nexién, aunque relativamente pocas de ellas han sido implementadas. Entre estas
ultimas el hipercubo n-dimensional o n-cubo ofrece un gran nimero de ventajas.
De hecho, las mdquinas en paralelo basadas en el hipercubo se construyen, son
comercializadas (cubo césmico de Caltech, el iPSC/860 de Intel y el NCUBE de
NCUBE Inc. entre otras), y se espera que seguiran jugando un papel importante

en el futuro.

1.4.1 Grafo n-cubo

Recordemos que un grafo hipercubo n-dimensional o n-cubo, denotado por @, es
un grafo no dirigido de orden 2", donde cada vértice puede identificarse por un
ntimero binario de n digitos y tal que existe una rama entre dos vértices de @,
si y solo si la representacion binaria de sus etiquetas difieren en exactamente un
digito. En la Figura 1.1 tenemos representado el 3-cubo, Q3.

Una propiedad importante de estos grafos es que se pueden construir recur-
sivamente a partir de cubos de dimensién inferior. Es decir, consideremos dos
(n — 1)-cubos cuyos vértices estdn numerados del mismo modo desde 0 hasta
2"=1 — 1. Uniendo cada vértice del primer (n — 1)-cubo al vértice del segundo
que tiene la misma etiqueta, obtendremos un n-cubo. De hecho, es suficiente con

reenumerar los vértices del primer (n — 1)-cubo como 0 A a; y los del segundo por
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000 100

010 10

00 101

011 111

Figura 1.1: Hipercubo de orden 23

1000 1001
1100 1101
0000 0001
0100 0101
0010 0011
0110// 011
101 1011
1110 1111

Figura 1.2: Hipercubo de orden 2*

1 A a; donde q; es un niimero en binario que representa los dos vértices analogos
de los (n —1)-cubo y donde A denota la concatenacién de nimeros binarios. Esto
lo tenemos representado en la Figura 1.2, donde un 4-cubo se obtiene uniendo-
todas las esquinas de un 3-cubo interior con las correspondientes esquinas de un
3-cubo exterior.

Entre las propiedades que hacen atractivo al hipercubo @, destacaremos
su bajo didmetro (n), el gran nimero de caminos disjuntos que posee (n), su
alto grado de simetria, su comodidad para simular reticulos bidimensionales o

tridimensionales, su facil algoritmo de encaminamiento, asi como su alto grado
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3 15 24
Figura 1.3: Grafos O, y Os

de tolerancia a fallos (ver por ejemplo [4], [34] y [39]). La tolerancia a fallos en
hipercubos ha sido estudiada y varias técnicas interesantes han sido propuestas
por diferentes autores [19, 3, 13, 14, 21, 47]. M.S. Krishnamoorty y B. Krishna-
‘murthy utilizando producto cartesiano de grafos probaron en [32] que el didmetro
del hipercubo se incrementa en una unidad cuendo se eliminan hasta n—1 vértices

del grafo. Este interesante resultado revela la alta vulnerabilidad del hipercubo.

1.4.2 Grafo Impar

Dado n un numero entero mayor que 1, y dado X un conjunto de cardinalidad
impar 2n + 1, por ejemplo X = {1,2,---,2n + 1}, se define el grafo Impar de
grado n + 1, que denotaremos por On4; [8, 9], como aquel grafo cuyos vértices
corresponden a los subconjuntos de X de cardinal n, y tal que dos vértices son
adyacentes siempre que los subconjuntos correspondientes a estos vértices sean
disjuntos. En la Figura 1.3 tenemos representados los grafos O; y O3. Notemos
que O; corresponde al grafo completo de orden 3, K3, y O3 es el conocido grafo
de Petersen.

Las redes de interconexion cuya topologia estd basada en esta familia de grafos
han sido propuestas [20] como alternativa interesante a las arquitecturas mas
tradicionales, como puede ser el hipercubo. Esto es debido a que esta topologia
posee muchas propiedades atractivas, destacamos entre ellas su alta densidad,

alto grado de simetria, asi como su alto grado de tolerancia a fallos.
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H G

Figura 1.4: Grafo Oy

1.4.3 Grafo n-cubo plegado

Las redes de interconexion cuya topologia esta basada en los grafos hipercubo re-
forzados (hipercubos donde se establecen conexiones extras entre pares de vértices
del cubo por medio de ramas extras) han sido propuestos [45, 46] como una al-
ternativa interesante a las arquitecturas basadas en el hipercubo, por lograr una
reduccion considerable en el didmetro, asi como una mejora notable en la distan-

cia media internodo y en la capacidad de trifico.

Los grafos n-cubo plegados son un tipo particular de los hipercubos ampliados.
Obtendremos un grafo n-cubo plegado al afiadir en un (n — 1)-cubo una rama
extra entre cada par de vértices que se encuentran a distancia maxima. Esto
es, consideremos por ejemplo el hipercubo de orden 22 (ver Figura 1.1), el cual
sabemos que tiene didmetro 3, si afiadimos una rama adicional entre todos los"
pares de vértices que se encuentran a distancia 3 obtendremos un 4-cubo plegado
(ver Figura 1.4).

Varios fueron los motivos que nos indujeron al estudio de los grafos n-cubo
plegados: (i) Su orden, al igual que en los hipercubo, es una potencia de 2, (ii) su
didmetro es la mitad del diametro del hipercubo del mismo orden, mientras que

su grado tinicamente se incrementa en una unidad, y (iii) como probamos en el
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Capitulo 3, las redes de interconexién modeladas mediante n-cubo plegados son

extremadamente robustas.

1.5 Los problemas (A,D) y (A,D,D';s)

Los recientes avances tecnoldgicos han hecho posible que redes de interconexién
muy complejas sean construidas. Por lo tanto, como se comenté en la intro-
duccidn, a la hora de disefiar una red de interconexién se deberan tener en cuenta
varios requisitos: El grafo que modela la red debera tener un orden elevado (para
interconectar gran ntimero de nodos o procesadores), un didmetro bajo (para
que el retraso en la transmisién de los mensajes sea lo mas pequefio posible), asi
" como el grado de sus vértices (por razones econémicas, geograficas, técnicas,...)
también debera ser bajo. En téminos de teoria de grafos esto se traduce como
problema (A, D).

Si definimos un grafo (A, D) como aquel de grado maximo A y didmetro D ,
el problema (A, D) consiste en hallar grafos (A, D) tales que su orden sea el mds
grande posible.

Es bien conocido que el orden N de un grafo (A, D) debe satisfacer la de-

sigualdad
_ 2D +1 si A= 2)
NSI+A+AA-D+-+AB=1"T =3 oy o oy
= s 23

donde la parte derecha recibe el nombre de cota de Moore, M (A, D).
Llamaremos grafo de Moore a un grafo (A, D) que tenga orden igual a la cota
de Moore.
Si D = 1, el grafo completo Kay; es un grafo (A,1) con orden A +1 =
M(A,1), o lo que es lo mismo un grafo de Moore. Si A = 2, los grafos de Moore
son los ciclos de longitud 2D + 1. En los restantes casos, para D > 2y A > 3,

esta cota se alcanzara unicamente cuando D =2y A = 3,7, y (quizds) 57 (véase

(8] y [30]).
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El primer caso D = 2y A = 3, corresponde al grafo de Petersen. Para D = 2
y A =7, existe un grafo debido a Hoffman y Singleton [30] con 50 vértices que
alcanza la cota de Moore. Y para D = 2 y A = 57, podria existir un grafo de
Moore con 3250 vértices, pero hasta la fecha nadie ha sido capaz de construirlo
o probar su no existencia.

El problema (A, D) ha sido estudiado por varios autores {7, 1, 23], aunque las
mejores soluciones conocidas para este problema estan, en general, muy alejadas
de la cota de Moore.

Con el incremento en el numero de nodos en la red, la posibilidad de que una o
mas componentes del sistema fallen también se incrementa. Por este motivo, en el
disefio de redes de interconexién se debe prever el hecho de que nodos y/o enlaces
de comunicacién puedan dejar de funcionar, para que en tal caso, la comunicacion
sea posible con razonable eficiencia. En términos de grafos, esta situacién ha sido
modelada en la literatura por el conocido problema (A, D, IV, s).

Si definimos un grafo (A, D, D', s) como un grafo (A, D) tal que los subgrafos
que se obtienen de eliminar cualquier subconjunto de hasta s vértices del grafo
tienen diametro < D'. El problema (A, D, D', s) para grafos consiste en hallar
grafos (A, D, D', s) de orden maximo.

Los casos s = 1y D'~ D = 0,1,2 han sido estudiados (ver por ejemplo
(5, 6, 11, 25, 48, 38] ), al igual que el caso s = A — 1 (vease [48, 50]).

En esta tesis trataremos el problema (A, D, D,1). Una cota sobre el orden de
estos grafos viene dada por la expresion

AA-1)+AA=1)2+---+A(A —-1)P?

NLZ1+A+ 5

Esto es asi, porque en un grafo (A, D, D, 1) cualquier par de vértices no adyacen-
tes deben estar unidos por al menos dos caminos de longitud < D y el nimero de
caminos de longitud ; desde un vértice dado es a lo sumo A(A —1)',1 <: < D.

J.L.A. Yebra en [48] prueba que, para A > 2, esta cota no puede alcanzarse

para valores del diametro superiores a 2.
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Para la construccién de grafos (A, D, D, 1) utilizaremos una técnica presen-
tada en [7] como “compound graphs”. Esta técnica consiste en crear un grafo, al
unir copias de otro grafo mas simple, mediante pocas ramas entre cualquier par

de copias.



Capitulo 2

Grafos Impares

Este capitulo lo hemos dedicado al estudio de la vulnerabilidad del didmetro de
los grafos Impares. Recordemos que la vulnerabilidad del didmetro es uno de los
parametros propuestos para medir la fiabilidad de una red. Con este propésito
hemos organizado el capitulo del siguiente modo:

En primer lugar presentaremos algunas propiedades asociadas a los grafos
Impares, las cuales seran de utilidad en nuestro estudio. A continuacién estudia-
remos el comportamiento del didmetro de los subgrafos resultantes al eliminar en
un grafo Impar cualquier subconjunto de vértices de cardinal menor que el grado
del grafo. Y para finalizar el capitulo realizaremos el mismo estudio cuando

eliminamos ramas.

2.1 Propiedades basicas

Como consecuencias de la definicién de grafo Impar (recordemos que O, se de-
fine como aquel grafo cuyos vértices corresponden a los subconjuntos de cardinal
n de un conjunto de cardinal 2n+1, y tal que dos vértices son adyacentes siempre
que los subconjuntos correspondientes a estos vértices sean disjuntos) tendremos

que
e El orden de Opyy es (**11) y

19
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e O, es regular de grado n + 1.

La regla de adyacencia nos permitird colorear cada rama del grafo con el dnico
elemento del conjunto X que no hemos utilizado al etiquetar sus vértices ex-
tremos. Asi, por ejemplo, en Og los vértices etiquetados A = {1,2,3,4,5} y
B = {7,8,9,10,11} son adyacentes, y colorearemos la rama que los une con
la tnica etiqueta del conjunto X = {1,2,---,11} que no hemos utilizado en la

construccion de sus vértices extremos, esto es:

a

{1,2,3,4,5}  {7,8,9,10,11}

Esta coloracién de las ramas nos llevara a colorear los caminos en el grafo
On+1- A continuacién vamos a presentar algunas propiedades que se derivan de

esta coloracién (vease [9]).

e P21 St A y B son dos vértices del grafo Ony1 que se encuentran a
distancia 2, y st cd es la coloracion del correspondiente (A, B)-camino,

entonces el vértice B tendrd por estructura
B =AU {c}\{d}.
De forma general, si un camino de longitud par coloreado
c1dycady -+ - ¢ dy,
va de un vértice A a un vértice B, entonces
B =[AU {a}\(U{d}),

donde el simbolo U’ significa que los elementos que se repiten en un conjunto

son considerados tantas veces como aparecen. Analogamente:
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e P2.2 Siun camino de longitud impar 2k + 1 coloreado
[63] dl Ca d2 2 Ck d}; Ck+1,

une un vértice A con un vértice B, entonces el vértice B tendrd por estruc-

tura

B =[(X — A) U {d:}\(U{e:}).

Si evitamos repeticiones en las etiquetas ¢;’s y d;’s obtendremos el siguiente re-

sultado sobre caminos mads cortos.

e P2.3 Dados A y B, vértices de Ony1, y dado m = |AN B|, se verifica
que los caminos mds cortos de longitud par entre A y B tienen longitud
2(n — m), mientras que los caminos mds cortos de longitud impar entre A

y B tienen longitud 2m + 1.

Demostracion Dados A y B vértices de O,,1, con subconjuntos de
etiquetas

A= {alaa21"',an-m’al,a%”":am}

B = {bl;bm e 'sbn-m)al’a%' . ’am}’

en X tendremos determinados dos subconjuntos, a saber

AﬂB= {al,ag,---,am}

C=X-(AUB) = {p1,02, ", Bms1}-

Por la propiedad P2.1 deducimos que
bl a b2 ag---* bn—m Qp—m

es un camino mas corto de longitud 2(n — m) entre A y B.
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(Notemos que si permutamos el orden de las etiquetas a;’s y permutamos
también el orden de las etiquetas b;’s podremos obtener ((n —m)!)? caminos

del tipo presentado anteriormente).

Anélogamente, de la propiedad P2.2, deducimos que

ﬂl g ﬂz (05 Ra ',Bm QO ﬁm+1

es un camino mas corto entre A y B, el cual tiene longitud 2m + 1.

(Notemos que al permutar el orden de las etiquetas a;’s y también el orden
de las etiquetas f3;’s, podremos obtener (m!)((m + 1)!) caminos del tipo

anterior). O
Como consecuencia de estas propiedades tendremos las siguientes:

o P2.4 La distancia entre dos vértices A y B del grafo On4, que verifican

|AN B| =m viene dada por la ezpresidn

2m+1 st

<
d(A, B) = min{2m +1,2(n —m)} = ™
2;n—m) si m>

b}

i3 w2

Por lo tanto, el didmetro del grafo O, es n. Ademds, si
crdycady---cidy

es la coloracion de un ciclo de longitud par, debera verificarse que U'{¢;} = U'{d;},
para que

A=[AU {a}\(U'{d:}),
es decir, para que los vértices extremos del camino de longitud par coincidan. De
este modo, es ficil probar, teniendo en cuenta la estructura de los vértices del
ciclo, que en O, 4, con n > 2, es 6 la longitud del ciclo par de longitud mas corta.
A este ciclo le correspondera una coloracion del tipo afyafy (véase la Figura

2.1). Por otra parte, como consecuencia de la propiedad P2.3 tenemos que:

e P2.5 La longitud del ciclo impar mds corto de Opyq €s 2n + 1.
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A
¥ a
(X -A)-{1} s 1 (X = A) - {a}
B B
(Au{r}) - {5} (AU {a}) - {5}
a Y

(X - A)u{B}] - {e,7}

Figura 2.1: Ciclo de longitud 6

Pudiéndose deducir ademads, de la propiedad P2.2 que los ciclos de longitud 2n+1
son aquellos que utilizan los 2n + 1 colores del conjunto X.
Para finalizar el repaso de aquellas propiedades de los grafos Impares que nos

seran de utilidad en nuestro estudio notemos que
e P2.6 El grafo O,y es distancia-transitivo.

Efectivamente [9], si tenemos cuatro vértices A, B,C, D de O,h41 con d(A, B) =
d(C, D), de la propiedad P2.4 se deduce que [AU B| = |C U D|, y por lo tanto

podremos construir una permutacién de X que lleve A a C'y B a D.

2.2 Vulnerabilidad del diametro

A continuacién vamos a estudiar la vulnerabilidad del didmetro de los grafos
Impares. El comportamiento del didmetro de estos grafos bajo la eliminacién

de vértices o ramas ha sido estudiado en los casos n = 2 y 3 [50]. Para n = 2
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tenemos el grafo de Petersen O3, cuyo didmetro es 2, y sabemos que los subgrafos
resultantes de eliminar 1 o 2 vértices cualesquiera del grafo Oz tienen diametro
3. Anélogamente, el grafo O, tiene didmetro 3, y los subgrafos resultantes de
eliminar 1, 2 o 3 vértices de Oy, tienen diametro 4. Por lo tanto, estos grafos son
poco vulnerables ya que en ambos casos el didmetro se incrementa tnicamente
en una unidad. Por otra parte, la vulnerabilidad del didmetro serd mayor si
eliminamos ramas, ya que en ambos casos la eliminacién de sélo una rama del
grafo incrementa el didmetro en dos unidades. Efectivamente, al tener O; girth
5, tendremos que al eliminar una rama del grafo, el camino alternativo mas corto
entre los vértices extremos a dicha rama tendrd longitud 4. Andalogamente, al
tener O, girth 6, si eliminamos una rama del grafo, el camino mas corto entre los
vértices extremos a la rama tendra longitud 5.

En las siguientes subsecciones estudiaremos la vulnerabilidad del didmetro de
grafos 0,41, cuando n > 4, primero para la eliminacién de vértices y a continua-

cién para la eliminacién de ramas.

2.2.1 Eliminacion de vértices

Veamos en primer lugar cémo la eliminacién de A —1 = n vértices del grafo O,

no puede incrementar el didmetro en mas de 2 unidades.

Proposicion 1.  Sin > 2, entre cualquier par de vértices no adyacentes de
On+41 hay n + 1 caminos internamente disjuntos de longitud < n + 2.
Demostracién. Sean Ay B vértices de O, con subconjuntos de etiquetas

A= {ahaz," *98n_m, Q1,02 '3am}

B= {bh 627 Tty bn—ma Qp, gy e 7am}a

y consideremos el subconjunto de X

C=X—(AUB)= {;Blyﬂ’b'“aﬂm-i-l}'
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(B-A)UC-{b,} (A-B)UC-{ay

(B'A)UC'{bn—m} (A'B)UC'{anum

(B-A)UC-{5:} (A-B)UC-{B:

(B-A)UC-{Bm+1} (A-B)UC-{Bm+

Figura 2.2: Distribucién de los n + 1 caminos internamente disjuntos

Por ser Op4; un grafo regular de grado A = n + 1, los n + 1 caminos que
estamos buscando deberan atravesar cada uno de los vértices de I'(A) y también

los vértices de I'(B). Dado que
r4)={ (B-AUC]-{k} }Z"u{ (B-A)UCl-{6} 1

I'(B)={ [(A-B)uCl-{a} }"u{ [(A-B)uCl-{8} =¥

$=1
tendremos la situacién que esquematizamos en la Figura 2.2.
Las coloraciones de los n + 1 caminos internamente disjuntos que vamos a
construir seran del tipo b;---a; o §;--- B;, esto es, no utilizaremos caminos con
coloracién b; « - - B 0 B; - - - aj. Para la obtencién de estos caminos, consideraremos

por separado los tres casos siguientes:

n n—3 n-—3
> — < .
M=y M=>""H" ¥ 2

(a) m23
Si m > 2 por la propiedad P2.4 tendremos que d(A, B) = 2(n —m) < n.
Por lo tanto, la coloracién de los caminos mds cortos entre los vértices A
y B sera del tipo b;---a;. En tal caso, no habrin mas de n — m caminos

internamente disjuntos del citado tipo.
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vértice interior a ambos caminos

Figura 2.3: Dos (A, B)-caminos con un vértice interno comiin

Seleccionemos los siguientes caminos con coloraciones:

camino 1 b a; by ay -+ bpom Grem
camino 2 b, a; by az --- b a
camino n-m bpem Qnem b1 a1 -+ bpomi1l Gnemir-

Estos caminos son claramente independientes. De hecho, podemos deducir
a partir de la propiedad P2.5, que si cualquier par de caminos tuvieran un
vértice interno comun (situacién representada en la Figura 2.3), los ciclos
resultantes a través de A y B deberian tener longitud par, ya que la longitud
total (< 2n) no permite la existencia de un ciclo de longitud impar. Pero
por la propiedad P2.1, podemos deducir que los caminos seleccionados no

pueden formar ciclos de longitud par.

Los restantes m + 1 caminos que tendremos que construir seran caminos
mas cortos entre A; = (B—A)UC —{fi} y Bi=(A-B)UC - {6},
1 <7 <m+1, esto es, los vértices de T'(A) y I'(B) que ain no han sido
utilizados en la obtencién de los (A, B)-caminos. De nuevo tendremos que
|A; N Bl = m > 2 y por lo tanto d(A;, B;) = 2(n — m) < n. Para todo

valor de ¢, el camino con coloracién
3] bl a 62 **rlpem bn—m

sera un (A;, B;)-camino mas corto. Por lo tanto, a partir de estos caminos

podremos obtener m + 1 caminos de longitud 2(n — m) + 2 < n + 2 entre
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Ay B, los cuales tendran por coloraciones
5ialbla2b2"'an~mbn«—mﬁi, lSsz-}-l

Como antes, estos caminos son independientes. De hecho, no puede for-
marse ningln ciclo de longitud impar que atraviese A o B, y la construccién

prohibe la existencia de ciclos de longitud par a través de A o B.

Finalmente, los dos tipos de caminos que hemos obtenido son internamente
disjuntos, ya que no puede aparecer ningin ciclo de longitud impar que
atraviese A o B, y la construccion prohibe la existencia de ciclos de longitud
par a través de A o B porque los colores f3; aparecen exactamente una vez

en cada camino.

(b) m < 252

Si m < 223 tendremos que d(4,B) = 2m +1 < n — 2. En tal caso,
la coloracién de los (A, B)-caminos mas cortos serd del tipo g;---f;. El
numero maximo de caminos internamente disjuntos entre A y B del citado

tipo no podra exceder m + 1. Consideremos los siguientes, con coloraciones

camino 1 Bi a1 B2 az -+ Bm am Bmn
camino 2 B2 a1 B3 as -+ Puy am B
camino m+1 Bmsr @1 P a2 -+ Bmor Qm P

En su construccién hemos utilizado los siguientes vértices adyacentes a A y
B:
(B-AUC—-{B}€eT(A), 1<i<m+]1,

(A-B)UC—{B;}€T(B), 1<i<m+1.

Los n — m (A, B)-caminos que nos faltan por construir atravesarin los
restantes vértices de I'(A) y I'(B) que no hemos utilizado en los caminos

anteriores; a saber, A; = (B— A)UC — {b;} y Bi= (A— B)UC - {a;}.
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Ademds, para minimizar la longitud de estos caminos, deberdn verificar
que las correspondientes (A;, B;)-secciones sean caminos mas cortos entre
A; y B;. Dado que |[A; N B;| = m +1 < 251, tendremos que d(A;, B;) =

2(m+1)+1 < n. Por lo tanto, para todo valor de ¢, el camino con coloracién

a; by oy Baog - P ﬂm.n b;

sera un camino mas corto entre A; y B;. Luego, a partir de estos (A;, B;)-
caminos podremos obtener n—m caminos entre A y B de longitud 2m+5 <

n + 2, los cuales tendran por coloraciones
bia;fro1fray < B tm Prupr biai, 1< <n—m.

Como antes, es facil verificar que se tratara de n + 1 caminos internamente

disjuntos.

(c) 32<m<?

Este apartado correspondera a los casos m = % — 1 cuando n es par y

m = "2;1 cuando n es impar. En ambos casos m <

2 ¥ por lo tanto
d(A,B) = 2m 4+ 1 < n. La coloracién de los correspondientes caminos
mas cortos entre A y B sera del tipo f;--- B;. Al igual que en el apartado

anterior seleccionaremos los m +4 1 caminos con coloraciones

camino | i o By az -+ Bn am Pmr
camino 2 B o B3 oy o+ Pmyr an A
camino m+1 ﬂm+1 o ,61 Qy *-- ﬂm—l Qo ﬁm-

Los caminos que nos faltan por construir, al igual que en el caso anterior,

tendran como secciones (A;, B;)-caminos mas cortos, donde

Ai=(B-AUC-{b}eT(4), 1<i<n-m

Bi=(A-B)UC—-{a;}€eTl(B), 1<i<n—m.
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Dado que |A4;N B;| = m+1 > %, tendremos que d(A;, B;) = 2(n~m—1) =
n o n — 1, dependiendo de si n es par o impar. Por lo tanto, los correspon-
dientes (A, B)-caminos tendran por longitud n+2 o n+ 1, dependiendo

de si n es par o impar. Entre ellos seleccionaremos los siguientes, con colo-

raciones
camino 1 by ay by ay -+ by_p Qrem
camino 2 b2 as b3 az - bl ai
camino n-m boom Gpem by @1 v bpomi1 Gnemsr-

De nuevo, hemos obtenido n + 1 caminos internamente disjuntos entre los

vértices Ay B. O

En virtud de esta Proposicion, podremos afirmar que al eliminar hasta A—1 =
n vértices del grafo O, siempre quedard un camino de longitud < n + 2 entre
cualquier par de vértices del subgrafo resultante.

A continuacion vamos a probar cémo este resultado es el mejor posible, en el
sentido de que una eleccién adecuada de los vértices a eliminar incrementara el

didmetro de O, 4; en dos unidades, esto es, de n a n + 2.

Proposicion 2. Sin > 4, es posible eliminar A — 1 = n vértices de Opy,,

de tal modo que su didmetro se incremente en dos unidades, de n a n + 2.

Demostracién. Sean A y B dos vértices de O,4; con subconjuntos de
etiquetas

A= {al,ag,---,an_m,al,az,--',am}

B = {bl, b27 Y bn—m’ala Qg, 9am}7
. _n _ . _ n=3 .
siendo m = % — 1 si n es par y m = 5= si n es impar.
(a) Cuando n es par y m = 2 — 1, la eliminacién de los 2(m + 1) = n vértices

(B-A)U[C-{B}], (A-B)U[C-{B}], 1<éij<m+1
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unicamente dejara sin destruir los Gltimos caminos considerados en la Pro-

posicién 1, cuya longitud es 2(n —m) =n + 2.
(b) Cuando n esimpar y m = 233, la eliminacién de los 2(m+1) = n—1 vértices
(B-A)U[C—{B}], (A-B)U[C-{B}], 1<sj<m+]

unicamente dejard sin destruir los caminos de longitud 2m + 5 = n + 2

considerados en la Proposicién 1. O

De este modo, si denotamos por D! el valor miximo de los didmetros de los
subgrafos que resultan de eliminar hasta n vértices en el grafo O, 4, podremos

resumir las Proposiciones 1 y 2 en el siguiente resultado:

Teorema 1. Dado el grafo O,4q, con n > 4, se verificard
D:; =n+2

A continuacién vamos a estudiar la vulnerabilidad del didmetro de los grafos
Impares bajo la eliminacién de cualquier subconjunto de vértices de cardinal
< A. Para realizar nuestro estudio trataremos por separado los casos n par y n

impar.

Proposicién 3. Dado O,4,, con n > 5 impar, se verifica:

n st k _<_1-‘-;—1-—1
Di=¢ n+1 s 2l< k <n-2
n+2 st n—1< k <n

Demostracion.  Dados dos vértices A, B de O,41, denotemos por m el
cardinal del conjunto AN B.
Por la Proposicion 1, sabemos que podemos tomar n + 1 caminos internamente
disjuntos entre A y B, de longitud menor o igual que n + 2, para cualquier valor

de m.
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Efectivamente, consideremos por separado los siguientes casos, segin los valores

de m:
. Sim>2 = JdA4,B)=2(n-m)<n-2.

Tenemos n — m caminos de longitud d(A, B) < n, coloreados

bl a1 b2 az --- bn—'m. Un—m
b2 as 63 asz --- bl ay
bn-—m Qp—m bl a - bn—m+1 An—m+1;

y m + 1 de longitud d(A, B) + 2 < n, con coloracién
Bi ai by a; by -+ apneym bpom G con 1<i<m+1.
En tales condiciones, al eliminar cualquier subconjunto de vértices de car-
dinal < n, el diametro del grafo no aumentara.
2. Sim=2zf = d(A,B)=n-1.

Al igual que en el caso anterior, tendremos:

n —m = 21 caminos de longitud d(A,B)=n—1y

m + 1 = 242 de longitud d(A,B) +2=n+1.

Por lo tanto, si eliminamos cualquier subconjunto de vértices del grafo de
cardinal < 251 — 1 el didmetro no aumenta, y si elimindsemos un sub-

conjunto de vértices de cardinal > 251 el didmetro podria aumentar una

unidad.
3. Sim= "—;l = d(A,B)=2m+1=n.

Entre A y B tendremos:
m +1 = 21 caminos de longitud d(A4, B), coloreados

,Bl o B2 oay .- Bm om 5m+1

,32 oy f3 oy o ,3m+1 Qm B

6m+l (23] ﬂl Qp - Bm—l (0 7% Bnn
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y n—m = 2 de longitud 2(n — m) = n + 1, coloreados

b ap by ap
bg ag b3 as
bn—-m Qpem bl ay

bn-m

by

bn—m+1

Apm

ai

Qnem41-

Al eliminar cualquier subconjunto de vértices de cardinal < E,‘,ﬂ el diametro

del grafo no aumenta, pero si se eliminase un subconjunto de vértices de

cardinal s, donde -"—‘%11 < s < n, el diametro del grafo podria aumentar una

unidad.

Sim=22 = dAB)=2m+1=n-2

Por lo tanto, alternativamente a los n + 1 caminos presentados en la Pro-

posicion 1, podriamos tomar en O, otro conjunto de n+ 1 caminos inter-

namente disjuntos entre A y B, de los cuales:

2(m+1) = n—1 tienen longitud d(A, B)+2 = n, cuyas coloraciones podrian

venir dadas por:
a; o1 P o
a; B2 2
a; o Pmp o
con a; € A— B, y por
b a1 B

by o B2 a

b; a) ,Bm+l a3

con b; € B— A.

Y dos caminos de longitud d(A,B) +4 = n + 2,

[
Bs

B

B2
Bs

B

am

Um

B

ﬂm-{-l

ﬂm-»l

B

,Bm+1

,Bm-l

a; /Hm-}-l
a; B
a; ﬂm)
b:’ ﬂm-{-l
b B
bi ﬁma

con coloraciones, por



Grafos Impares 33

ejemplo:
b_,' aj ,Bl oy ﬂz Qg - ﬂm Qm ﬂm+l bj a;
bk Ak /31 23] ﬂZ Qg - ﬂm Om ﬁm-}-l bk Ak,
con 5, k # 1.

Por lo tanto, si eliminamos cualquier subconjunto de vértices del grafo de
cardinal < n—1, el didmetro de los posibles grafos resultantes no aumentara,
mientras que la supresién de n vértices del grafo podria aumentar en dos

unidades el didmetro.

5 Sim<? — dA,B)=2m+1<n-4.

Tendremos m + 1 caminos de longitud d(A, B) < n — 4, con coloraciones
B o1 B a2 o0 B am P

52 ay ﬂs Gy - ﬁm+1 Ay, ﬁl

Bmt1 @1 B 2 - Bua am Pm,
y n —m = 22 de longitud d(A, B) + 4 < n, coloreados
bia; Brar1 Bzaz B Qm By bia; conl <t <n—m.
En tales condiciones, al eliminar cualquier subconjunto de vértices de car-

dinal < n, el didmetro del grafo resultante no aumentara.

En conclusién:

1. Si se eliminan k vértices del grafo, donde k < ’—‘-;—1- — 1, el didmetro del
grafo resultante no aumentara.
2.  Si se eliminan k vértices, con ﬁ-i'—l < k £ n -2, el didmetro podria

aumentar y como veremos aumenta en una unidad. Efectivamente, dados
A, B vértices de Op4q con m = Z‘-—;‘—l-, si eliminamos del grafo el conjunto de
vértices

{[(B-A)UC] - {b} )&,
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destruiremos los caminos mds cortos entre A y B, de tal forma que los
caminos alternativos mas cortos tendran longitud n + 1.
En efecto, la estructura de los restantes caminos entre A y B sera de uno

de los tres tipos siguientes:

Al (@auorsy — - — [(ABUCHa) 2 B
B; B
AL (BACHA) — - — [(ABUCHA} 2 B
allBapcHe) — - — [(ABuCHA) £ B

y dado que:

e d([(B-A)UC]-{8},[(A-B)UC]-{a;})=n-1 = el primer
tipo de caminos tendra longitud n + 1.

e d({(B-A)UC]—{B}I(A-BYUC]—{8) =n—-1 = aligual
que en el caso anterior, el segundo tipo de caminos tendra longitud
n+1.

o d([(B—A)UC]-{6:},[(A-B)UC]—{B:)=n => el tercer tipo

de caminos tendra longitud n + 2.

La eliminacién de k vértices, con n — 1 € k < n, puede implicar un
aumento de dos unidades en el didmetro del grafo resultante. Asi es en

efecto:
Dados A, B vértices de O con m = 232 i eliminamos del grafo los
’ n+l 2

vértices
{((A-B)UC]- {8}, v {(B-A)UC]- {8} )},

los caminos mas cortos alternativos, entre A y B, de estructura

AS (B-AUCHB) — - — [(ABUCHa) - B
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tendran longitud n + 2, ya que

d({(B - A)UC] - (b}, (A= B)UC] = {g;}) =n O

Estudiemos a continuacién el caso n par.

Proposicién 4. Dado Oy,;, con n > 4 par, se verifica:

n st E<3-1
r=4n+l  si E< k <n-1
n+2 st k. =n

Demostracién. Sean A, B dos vértices de O,,1 y sea m el cardinal del
conjunto AN B.
Por la Proposicién 1, sabemos que podemos tomar para cualquier valor de m,
n + 1 caminos internamente disjuntos de longitud menor o igual que n + 2, entre
los vértices A y B.

Efectivamente, para los diferentes valores de m se tiene:

1. Sim>% => d(A,B)=2n-m)<n-2.

Tenemos n — m caminos de longitud d(A, B) < n — 2, coloreados
b a1 by ag -+ bpm Qynem

by a; b az --- b a;

bn-m Ap—m bl ay - bn—m-H Qpem+1,

y m + 1 de longitud d(A, B) + 2 < n, con coloraciones
ﬂi Q) bl as bZ vt Gpem bn—-m ﬂi para 1SiSm+1

En tal caso, si eliminamos cualquier subconjunto de vértices de cardinal

< n, el didmetro del grafo resultante no aumentara.
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2. Sim=% = d(A,B)=2(n—-m)=n.

Tendremos, por una parte:
n —m = 2 caminos de longitud d(A, B) = n, coloreados

by az -+ bpm Qpem

bl a
bl a1

b, az by a3
bn—-m+l Ap—m41,

bn-—m Qpem bl ay

y m+1=2%+1 delongitud d(A, B) + 1 = n + 1, con coloraciones

ﬁl 451 }92 az o P o ﬁm+1
ﬂz (23] ﬂs Qg - ﬂm+1 O ﬁ1
ﬁm-{-l (833 ﬂl Qg - ﬁm-l Oy, ﬂm-

Por lo tanto, si eliminamos cualquier subconjunto de vértices del grafo de
cardinal < 2 — 1 el didmetro no aumenta, pero al eliminar un subconjunto

de vértices de cardinal > % el didmetro podria aumentar 1 unidad.

3. Sim=%-1 = dAB)=2m+1=n-1.
Entre A y B podemos tomar n + 1 caminos internamente disjuntos:

% de longitud d(A, B) = n — 1, con coloraciones

m+1=
Br ar P2 az -+ PBm  an Brm+1
Bz o B3 ag -+ Bmp am B
ﬂm+1 (23] ﬂ: oz PBme1 Om  Bm,
y n —m = % +1 caminos de longitud n + 2, coloreados
bl ay b2 a2 bn-m Qpem
b2 (13) b3 as bl ay
bom Gnem b ) bn-—m+l Qn—m+1-
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En tal caso, al eliminar cualquier subconjunto de vértices de O,4; de car-
dinal < % el didmetro no aumenta, pero si se elimina un subconjunto de
vértices de cardinal > %, el didmetro del grafo no tiene por qué aumentar
en dos unidades.

Efectivamente, los caminos mas cortos entre A y B tienen por estructura:

Al Baucsy — o — @mucpy Zos

n

Si destruyésemos estos caminos, por ejemplo, eliminando los m +1 = %
vértices del tipo [(A— B)UC]— {f;}, los caminos alternativos, presentados
en la Propiedad 1 de longitud n+2, no serian los (A, B)-caminos mds cortos

del grafo resultante
Ons1 —{[(A=B)UC] - {B;} } [ou-

Como se puede comprobar, los (A, B)—caminos de estructura

sl (B-A)uC-{:} — - — (A-BJUC-{q;} = B

tienen longitud n + 1, ya que la distancia
d([(B-A)UC]-{B},[(A-B)UC] - {aj})=n—1.

Andlogamente, si elimindsemos los m+1 vértices del tipo [( B—A)UC]—{5:},
también destruiriamos los (A, B)-caminos mas cortos en el grafo O,4;. En

tal caso, los caminos mas cortos entre A y B en el grafo resultante
n
On1 — {[(B-A)UC] - {6} } )
seran aquellos con estructura

A BauC-() — - — (ABUCE) 2 B
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y longitud n + 1.

En consecuencia, podremos tomar en O,4; otro conjunto de n + 1 caminos
internamente disjuntos entre A y B, de los cuales:

2(m+1) = n tienen longitud d(A, B)+2 = n+1, cuyas coloraciones podrian

venir dadas por:

a; ,31 a2 ﬂz MR ¢ 27 5m a; ,Bm+l
a; oy ,32 Qs ﬂs e Qp ﬂm+1 a; ﬂl
a; o ﬁm-{—l (84 Bl MR ¢ 799 ﬁm—-l a; ﬂm7

cona; € A—Bsiendot#1,n—m,y

b; a; 51 25 52 e Oy ﬂm b; 5m+1
b; a; B az f3 -+ ap .Hm+l b B

b; 165} 5m+1 (25 ,31 MR 4 #7% 5m-1 b; :Bmv

con b; € B — A, siendo ¢ # 1,2, y un camino de longitud n + 2 coloreado,

por ejemplo:

bl a1 b2 az - b'n.—m Qpnem-

Luego, si eliminamos un subconjunto de vértices del grafo de cardinal s
con 2 < s < n -1, el didmetro de los posibles grafos resultantes podria

aumentar en una unidad, y para s = n en dos unidades.

Sim=%-2 = dAB)=2m+1=n-3.
Por lo tanto, alternativamente a los n+1 caminos presentados en la Propo-
sicién 1, podriamos tomar en O, un conjunto n+1 caminos internamente
disjuntos entre A y B, de los cuales:

2(m + 1) = n — 2 tienen longitud d(A, B) + 2 = n — 1, cuyas coloraciones,
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podrian venir dadas por:

a; o 51 Qa3 .52 e Qo ,Bm a; ﬁm+1
a; m B oy B3 0 ap ﬂm+1 a; B
a; o ﬁm+1 Q2 ,Bl rec Oy ,Hm-l a; ﬂm,

conag; € A—B,y
b o 51 o By o oo PBm b ﬂm+1
b o 52 a2 ﬂs ML & 7% ,3m+1 b; ,Bl
b o ﬂm+1 (65 ,Bl R ¢ 7% ,Hm-l b; ﬁm,

con b; € B— A. Ademads de tres caminos de longitud d(A,B)+4=n+1,

con coloraciones, por ejemplo:

bj aj :31 (s3] IB2 Qg - ﬂm (8479 ﬂm+l bj a;

be ax fr ay P2 ar -+ Bm am Bmyr b ax

by a B o P2 ay o+ PBn an ,Bm+1 b a
con j, k,l # 1.

Si eliminamos cualquier subconjunto de vértices del grafo de cardinal < n—3
el didmetro de los posibles grafos resultantes no aumentara, mientras que si
se elimina del grafo un conjunto de vértices de cardinal > n — 2 el didmetro

podria aumentar en una unidad.

5. Sim<%-2 = d(AB)=2m+1<n-5.

Tendremos m + 1 caminos de longitud d(A, B) < n — 5, con coloraciones

o3 oy B ap .- Bm Om ﬂm+1

B oy fB3 og --- ,3m+1 Ay, Joy

Bm+r o1 B ay --- Pm-1 0m  Pm,
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y n —m = ™2 de longitud d(A, B) + 4 < n — 1, coloreados
bia;frayfr0z PO By bia; conl <i<n—m.

En tales condiciones, al eliminar cualquier subconjunto de vértices de car-

dinal < n, el didmetro del grafo resultante no aumentara.

En conclusidn:

1.  Siseeliminan k vértices del grafo, donde k¥ < % —1, el didmetro del grafo

resultante no aumentara.

2. Si se eliminan k vértices, con § < k <n—1, el didmetro del grafo puede
aumentar y de hecho aumenta en una unidad. En efecto, dados A y B
vértices de Onyy con m = % — 1, si eliminamos del grafo el conjunto de

vértices

{1(B-4)uCl- {6} 14,
destruiremos los caminos mas cortos entre A y B, de tal forma que los
caminos alternativos mas cortos tendran longitud n + 1. Efectivamente:

los restantes caminos entre A y B tendran por estructura uno de los dos

tipos siguientes:

A2 (BAUCHE) — - — [(ABJUCHa) —= B
ALY (BAWCHbB} — -+ — [(ABUCHB) - B
y dado que

o d(((B-A)UC] - {6}, [(A-=B)UC]-{a;}) =n = el primer
tipo de caminos tendrd longitud n + 2.
o d([(B-A)UC]-{b},[(A-B)UC]-{B;})=n—-1 = elsegundo

tipo de caminos tendra longitud n + 1.
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3.

La eliminacién de n vértices puede y de hecho implica un aumento de dos
unidades en el diametro del grafo resultante.
Asi es: Dados A y B vértices de Ony;, con m = 7 — 1, si eliminamos del
grafo los vértices

{((A-B)UC] - {8} iy v {I(B-A)UC]- {8},

tenemos que los unicos caminos posibles entre A y B tienen por estructura
b; a;
A— [B-AUC}-{b} — -+ — [(A-B)UCl]-{e;} — B.
Y dado que la distancia

d([(B-A)UC]-{b},[(A-B)UC] - {a;})=n

su longitud seran +2. O

Es facil verificar que, como en el Teorema anterior, los caminos indicados en

las Proposiciones anteriores son vértice-disjuntos.

Para finalizar esta seccién podemos unificar ambos resultados en una expresién

comun.

Teorema 8. Dado O,41, con n > 4, tendremos

nsi 0<k<[2],
Di=4¢ n+1 si [2]<k<2[Z]
n+2 si 2[3]<k<n

Por lo tanto, podremos concluir que la persistencia de los grafos O,41, para

n >4, es [2].

2
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2.2.2 Eliminacién de ramas

Nuestro siguiente objetivo serd estudiar la vulnerabilidad del didmetro de los
grafos Impares bajo la eliminacion de ramas.

Veamos en primer lugar cémo la eliminacién de A — 1 = n ramas del grafo
Or4+1 no puede incrementar el didmetro en mas de 2 unidades.

Si denotamos por D! al valor maximo que puede tomar el didmetro de los

subgrafos resultantes de eliminar cualquier subconjunto de n ramas del grafo

On+1, se verificara el siguiente resultado

Teorema 4. Los grafos Onq1, con n 2 2, verifican
D] =n+2.

Demostracién. Sean Ay B dos vértices de O, con subconjuntos de etique-
tas

A= {alya%" *9Qnom, 1,02, '9am}

B= {b],bg,' * ‘,bn—m,al’ G, ,am}-

Sim # 0, por la Proposicién 1 sabemos que hay n+1 caminos vértice-disjuntos, y
por lo tanto rama-disjuntos, de longitud < n+2 entre los vértices A y B. Ademas,
el resultado de la Proposicion 2 también se verificard para la eliminacién de ramas,
eliminando en lugar de los vértices elegidos, las ramas que unen estos vértices con
Ay B.

Sim =0, Ay B serin adyacentes. Sea 3 el color de la rama que incide en
ambos vértices. Junto a este camino, tendremos los siguientes (A, B)-caminos de
longitud 5 coloreados

bia;bia;, 1<i<n.

Dado que la eliminacién de la rama que incide sobre A y B incrementa la distancia

entre ambos vértices hasta 5, los resultados de la Proposicién 2 también seran
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validos para n > 3. Para n = 2 se puede verificar directamente el enunciado de

este Teorema. O

En base al argumento utilizado en la demostracién del Teorema anterior, es

facil verificar el siguiente resultado.

Teorema 5.

e El grafo Og verifica

(=]
o
-~
Il

o Los grafos Opyq, con n > 5, verifican
n si 0<k<
Di=qn+1 si [B]<k<[8,
n+2 si 22]<k<n

De este resultado podemos deducir que la rama-persistencia de los grafos O, 41,

con n > 5, es [2], mientras que la rama-persistencia de O; es 1.






Capitulo 3

Grafos (n+ 1)-cubo plegados

El objetivo de este capitulo es estudiar la vulnerabilidad del didmetro de los grafos
(n+1)—cubo plegados. Con este propésito veremos en primer lugar (Seccién 3.1)
algunas definiciones que nos permitirdn introducir esta familia de grafos [12], asi
como algunas propiedades asociadas a estos grafos. Y a continuacién pasaremos a
estudiar la vulnerabilidad de su didmetro bajo la eliminacién de vértices y ramas

(Seccién 3.2).

3.1 Definiciones y propiedades

Diremos que un grafo G de didmetro D es imprimitivo, cuando para algin valor
de 7,1 <1 < D, el grafo G; es desconexo. Aqui, G; representa el grafo con el
mismo conjunto de vértices que G, donde dos vértices son adyacentes si estdn a
distancia ¢ en G.

El ejemplo mas simple de grafos imprimitivos son los bipartitos, otra clase de
grafos imprimitivos son los grafos antipodales (grafos que verifican que Gp es una
union de grafos completos) de didmetro D > 2.

Si un grafo G de didmetro D es antipodal, podremos definir un nuevo grafo
G, el grafo plegado de G, el cual tiene por vértices los grafos completos o clases

de equivalencia de Gp, y donde dos clases son adyacentes siempre y cuando

45
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contengan vértices adyacentes. Claramente, el grafo G tiene didmetro [D/2].
Verificindose que si un grafo G distancia-regular es antipodal, su grafo plegado
también serd distancia-regular.

Dados t grafos G,,G,,---G;, se define su producto directo, como aquel
grafo con conjunto de vértices Gy X G, X --- X Gy y donde dos vértices
(u, ug, -+ -, u),(v1, V2, - - -, v¢) son adyacentes si existe un indice m para el cual se
verifica que d(up,,vn) =1y u = v, Vi # m.

Esta operacién entre grafos nos permitira introducir la familia de grafos de
Hamming.

El grafo de Hamming, denotado H(t,n), es el producto directo de ¢ grafos
completos de orden n. Si denotamos por M un conjunto de cardinal n que
contenga al 0, los vértices del grafo de Hamming H(t,n) se pueden identificar
con los elementos de M x M x - '« xM = M!, esto es, el conjunto de palabras
de longitud ¢ sobre el alfabeto M; donde la distancia entre dos vértices z,y de
H(t,n) llamada distancia Hamming de z a y (dy(z,y)) es el nimero de letras
en las cuales difieren las palabras correspondientes a los vértices « e y. Entre las
propiedades que caracterizan a esta familia de grafos destacaremos que el grafo de

Hamming H(t,n) es distancia-regular de didmetro t, con matriz de interseccion
{ttn = 1),t - 1)(n-1),t-2)(n-1),---,n—1;1,2,3,--,t}.

Los tinicos grafos de Hamming imprimitivos son los n—cubos o hipercubos, los
cuales corresponden a H(n,2). Un n—cubo es un grafo no dirigido de orden 2"
[39], cuyos vértices pueden etiquetarse con niimeros binarios de 0 a 2" — 1 y
tal que dos vértices son adyacentes si y solo si las representaciones binarias de
sus etiquetas difieren nicamente en un digito, es decir, la distancia Hamming
entre ambos vértices es 1. De entre sus propiedades destacamos que los n—cubos
son grafos antipodales de didmetro n [12]; por lo tanto, a partir de estos grafos
podremos obtener una nueva familia: los n—cubo plegados. Efectivamente:

A partir de un hipercubo de orden 2"*! podemos obtener un grafo (n+1)-cubo

plegado, denotado 0,4, identificando los vértices que se encuentran a distancia
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1000 1001
1100 1101
0000 0001
0100 0101
0¢10 0011
0110 011 '
101 1011
1110 1111

Figura 3.1: Hipercubo de orden 2*

maxima n + 1

@102 *** Anyy Y @1 a2 *°* Gngl,

y manteniendo las adyacencias existentes. Esto es, consideremos por ejemplo el
hipercubo de orden 2* (ver Figura 3.1); si identificamos los vértices opuestos (ver
Figura 3.2) y mantenemos las adyacencias existentes en el 4-cubo, obtendremos
el 4-cubo plegado (ver Figura 3.3).

Como consecuencias de la definicion tendremos que:
¢ El orden de O, es 27,
 O.4 es un grafo regular de grado n + 1 y didmetro [2£1].

Dado que para obtener un grafo (n + 1)-cubo plegado debemos identificar los
vértices que se encuentran a distancia maxima en un (n + 1)-cubo, cada vértice
del (n + 1)-cubo plegado lo podremos etiquetar con el par de sucesiones binarias
de longitud n 4+ 1 que representaban a los correspondientes vértices identificados
en el (n + 1)-cubo, los cuales tendrdn sus digitos opuestos. Para establecer las
adyacencias entre vértices del grafo (n + 1)-cubo plegado, tomemos un vértice

cualquiera del grafo, por ejemplo el vértice A, una de cuyas etiquetas viene dada
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£
=

H G

Figura 3.2: Grafo 4-cubo con sus vértices opuestos identificados

H G

Figura 3.3: Grafo 4-cubo plegado
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por lajay -+ ap—1a,. Dado que en el grafo (n + 1)-cubo plegado se deben
mantener las adyacencias existentes en el (n + 1)-cubo, este vértice tendra grado
n + 1 y serd adyacente a otro vértice siempre y cuando sus respectivas etiquetas

difieran en un digito. Por lo tanto tendremos que los vértices etiquetados por:

layag -+ ap-1@y
la;@; --- ap_ya,
1a1a2 cvr AQpey Gn
lajag <<+ a,1ay,

seran adyacentes al vértice A. Si nos fijamos en la otra sucesién binaria que
etiqueta al vértice, 0@; @; - -+ @, @n, opuesta a la que teniamos, tendremos que

el vértice A también es adyacente al vértice
1 El 62 e En—-l E’m

el cual no habiamos considerado anteriormente, con lo cual habremos completado
el conjunto de vértices adyacentes al vértice A.

Luego, prescindiendo del primer digito, en un grafo O, ,; los vértices podran
representarse como sucesiones binarias de longitud n, y dos vértices A, B seran
adyacentes si dy(A,B) =1 6 dy(A, B) = n. Esta serd la definicién que adopta-
remos en lo sucesivo.

Notemos que la regla de adyacencia nos permitira asignar un color a las ramas

del grafo. Efectivamente, dados A y B vértices del grafo O, 4,

e Si dy(A,B) = 1, etiquetaremos la rama que los une con la posicién del

digito en que difieren. Esto es, dados los vértices
A=a1a3 - - Gi—1 Qi G4y *°* Gn

B=aja; -+ @i-18;@iy1 - Qp,

tendremos:
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Ae ® B

e Si dy(A, B) = n, etiquetaremos la rama que los une con el color 0. Esto es,

dados los vértices
A= 143 *+*Qp-y " CQp Y AEEI 2 *"* Gp_y Gy,

tendremos:

A e ® A

Por lo tanto, utilizaremos n +1 colores para etiquetar las ramas de O, ;. Nétese
que la coloracién de ramas nos permitira colorear los diferentes caminos del grafo.
Evidentemente se trata de una coloracién propia.

Como ya hemos mencionado, el didmetro del grafo 0,4 es [2£2], por lo tanto,
existira un camino de longitud a lo sumo [2H] entre cualquier par de vértices del
grafo. Sean A = ayaz-++a, y B = biby - b, dos vértices de O, donde a; y b;
son los digitos cero o uno. Para alcanzar B desde A distinguiremos dos situaciones
posibles: Por una parte, si dy(A, B) < %, serd suficiente con atravesar sucesiva-
mente los vértices cuyas etiquetas se obtienen de modificar los digitos de A uno a
uno, en orden a transformar A en B. Suponiendo que A y B difieran dnicamente
en ¢ digitos, es decir, dy(A, B) = ¢, la longitud del camino que hemos tomado
serd ¢. Claramente, no existe un camino de longitud inferior que comunique los
vértices A y B. Por otra parte, si dy(A, B) > %, desde A podremos alcanzar el
vértice A = @dy - - - @y, y desde éste atravesaremos sucesivamente aquellos vértices
cuyas etiquetas se obtienen de modificar sucesivamente los digitos de A uno a uno,
en orden a transformar A en B. Si suponemos que dp (A, B) = i, la longitud
del camino que hemos tomado serd 1 + n ~ i. Claramente no podremos tomar

caminos entre A y B de longitud inferior. Este resultado lo podremos formalizar

como sigue.
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e P3.1 La distancia entre cualquier par de vértices A, B de 0,4, viene

dada por:

dH(A,B) st dH(A,B) S %,

d(A, B) =
( ) n-— dH(A, B) +1 siz dH(A, B) > !2'&

Por ser el grafo (n + 1)—cubo distancia-regular y antipodal tendremos (ver [12]

para mas informacion):

e P3.2 FEl grafo D, es ditancia-regular.

3.2 Vulnerabilidad del didmetro

A continuacién vamos a estudiar la vulnerabilidad del didmetro de los grafos 0,4,
bajo la eliminacién de vértices. En esta seccién probaremos que la eliminacion
de a lo sumo n vértices del grafo O, ,; no puede incrementar el didmetro en mas

de una unidad.

Proposicién 1.  Sin > 2, entre cualquier par de vértices de O, 4, hayn+1

caminos vértice-disjuntos de longitud < [22] 4 1.

Demostracion. Sean Ay B dos vértices del grafo O,,; con
dy(A,B) = k.

Sin pérdida de generalidad y para simplificar nuestra demostracion, supondremos
que las k diferencias entre los digitos de nuestros dos vértices tienen lugar en las -

k primeras posiciones de los vértices. Asi pues:
A=ajaz - ararsr -+ Gny

B=a1G, - Gk Qgyy *** Gn.

Por ser O, un grafo regular de grado n + 1, el conjunto I'(A) tendrd n + 1

elementos, los cuales clasificaremos en tres tipos:
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o Vi=ajay; -G+ - @ragyy -+ - @y, donde 1 <1 <k,

e Wi=ajay -+~ arapyy - G +-- ap,donde k+1 <2 <n,

.(.1-1.(72 **Qp.

o A

A continuacién vamos a construir n 4+ 1 caminos internamente disjuntos entre A

y B. Para ello, consideraremos por separado los siguientes casos:

ksn-—l’ n—1<k<n-2+-3 y k2n+3’

Nétese que los caminos P;, que vamos a considerar, verificaran
long(P;) = d(C;, B) + 1,

esto es, utilizaremos caminos mds cortos de C; a B, donde C; es el vértice de I'(A)
por el cual pasa el camino P, Vi € {1,2,:--,n + 1}. De este modo, tendremos

acotada la longitud de los caminos que vamos a obtener, verificindose:

n+1 2+1 si  nes par,

2

long(P) < [*o—] + 1=

243 §i nesimpar.

1 k<2t
Si dy(A, B) = k < 251, por la propiedad P3.1 tendremos que

n—1
7

d(A,B) = dy(A,B) = k <

Por lo tanto, los caminos mas cortos entre A y B utilizaran vértices del
tipo V; y el niimero maximo de caminos internamente disjuntos del citado
tipo, no podra superar el valor de k. Para construirlos serd suficiente con
atravesar sucesivamente los vértices cuyas etiquetas se obtienen de modificar

los digitos de A, uno a uno, en orden a transformar A en B. Entre todos los
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posibles caminos construidos de este modo, seleccionaremos los siguientes

camino 1 1 2 3 - k-1 k
camino 2 2 3 4 ... k 1
caminok-1 k-1 k 1 -~ k-3 k-2
camino k k 1 2 . k=2 k-1.

A continuacién, construiremos aquellos (A, B)-caminos que atraviesan

vértices del tipo W,.
Dado que dy(W;,B) =k + 1y k < 251, es facil verificar que

d(W;, B) = dy(W;, B).

Efectivamente, si k¥ < 23! la igualdad es directa al aplicar la propiedad

n

P3.1, mientras que si k = 22! tendremos que k+1 = ntl > %, ¥ aplicando
la propiedad P3.1 se verificara:
n—1 n+1

dWi, B) =n—du(W;, B)+1=n—(——+1)+1=

= dy(W;, B).

En tal caso, para construir los (W;, B)-caminos procederemos como antes,
modificando los digitos de W; uno a uno hasta alcanzar el vértice B. Asi,

para todo valor de 7, el camino con coloracién
12 - k=1%

serd un (W;, B)-camino mdés corto. Y si prolongamos tales caminos hasta
el vértice A obtendremos los correspondientes (A, B)-caminos buscados, los

cuales tendran por coloraciones:

caminok-/—l k+1 1 2 - k=1 Fk k+1
camino k+2 k+2 1 2 - k-1 k k+2
caminon-1 n—-11 2 - k=1 %k n-1

camino n n 1 2 - k=1 %k n.
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Para finalizar, construiremos un (A, B)-camino que atraviese el vértice A.

Dado que dy(A,B) =n — k > 2, tendremos que
d(A,B) =n —dy(A, B) + 1 < dy(4, B),

es decir, el nimero de no coincidencias entre digitos de los vértices A y
B es mayor que el nimero de coincidencias. Por lo tanto, para construir
un (A, B)-camino mas corto atravesaremos sucesivamente aquellos vértices
cuyas etiquetas se obtienen de modificar uno a uno los digitos de A que

coincidan con los de B. Entre los posibles caminos hemos seleccionado el

siguiente, con coloracién
12 -« k=1 % 0.

Y prolongandolo hasta A obtendremos el camino buscado

caminon+! 0 1 2 .-« k-1 £k OQ.

En este caso, k& puede tomar los valores:

o 2y 3 +1 sinespar,
o 2l sin esimpar.
Si dy(A, B) = % tendremos que
¢ dy(VyB)=2-1 = d(V,B)=du(Vi,B)=%-1.
o dy(W;,B)=2+1 = dW,B)=n—-dy(W;,B)+1=1.
e dy(A,B)=n—-2=2 = d(A,B)=dy(A,B)=2.

De estas distancias podemos deducir que los caminos de longitud minima

entre Ay B atravesaran vértices del tipo V..

Si du(A, B) = 2 se verificara:
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i

OdH(V,‘,B)=E-'2tl—1 nT—l =
o dy(W;,B)=21 +1= 3 — d(W;, B) = n — dy(W;, B) + 1, luego
d(W;,B) = Zl—;—'-l-

d(V;, B) = du(V,, B) = =51

* du(A,B)=n— =2 = d(4,B) = dy(4, B) = 3.

En consecuencia, podremos construir (A, B)-caminos més cortos atrave-

sando cualquier vértice de I'(A).

Si dy(A, B) = § + 1, tendremos que

o dy(V,B)=(2+1)—-1=2 = d(V;,B) =dy(V;,B) = L.

o dy(Wi,B) = (24+1)4+1=242 = d(W;,B) = n— dy(W;, B) +1,
luego d(W;, B) = § — 1.

° dy(A,B)=(n—2+1)=2—-1 = d(A,B)=dy(A,B)=2—1.

Por lo tanto, los caminos mas cortos entre A y B utilizardn vértices del tipo

W o bien el vértice A.
Como podemos apreciar, para cualquiera de los valores de dy( A, B) citados
anteriormente se verificara:
d(V;, B) = du(V;, B)
d(W;, B) = n — du(Wi, B) + 1
d(A, B) = dy(A, B).
Asi, para construir los n 4+ 1 caminos internamente disjuntos entre los

vértices A y B procederemos del mismo modo en los tres casos.

En primer lugar, construiremos los (A, B)-caminos que atraviesan los
vértices del tipo V;. Notemos que el nimero maximo de caminos inter-
namente disjuntos de este tipo no podra exceder a k.

Dado que d(V;, B) = dy(V;, B), para construir un (V;, B)-camino de lon-
gitud minima atravesaremos sucesivamente los vértices cuyas etiquetas se

obtienen de modificar los digitos de V; uno a uno, en orden a transformar
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V: en B. Y a continuacién prolongaremos estos caminos hasta el vértice A.
De entre todos los (A, B)-caminos que podriamos haber construido de este

modo hemos seleccionado los siguientes, con coloraciones:

caminol 1 2 3 .- k-1 k
camino 2 2 3 4 ... k 1

caminok k 1 2 .-+ k-2 k-1.
A continuacién construiremos n — k caminos entre A y B utilizando vértices
del tipo W;.
Dado que d(W;, B) = n — dy(W;, B) + 1, para obtener un (W;, B)-camino

de longitud minima atravesaremos sucesivamente aquellos vértices cuyas
etiquetas se obtienen de modificar uno a uno los digitos de W; que coin-
cidan con los de B, o bien, procederemos de este modo pero intercalando
en el camino asi descrito el vértice opuesto a uno de los vértices del camino.
Y al prolongar estos caminos hasta el vértice A obtendremos los correspon-
dientes (A, B)-caminos buscados. De entre los cuales hemos seleccionado

los siguientes, con coloraciones:

camino k+1 k+1 k+2 k43 --- n-—1 n 0
camino k+2 k+2 k+3 k+4 --- n 0 E+1
camino n n 0 k+1 -+ n=-3 n—-2 n-1.

Para completar la construccién de caminos, deberemos obtener un (A, B)-

camino que atraviese el vértice A.

Por ser d(A, B) = dy(A, B), obtendremos el camino buscado procediendo
del mismo modo que en la construccién de (A, B)-caminos que atravesaban
vértices del tipo V;. En consecuencia, seleccionaremos el siguiente (A, B)-

camino, con coloracién

caminon+1 0 k+1 k+2 --- n—=1 n.
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3. k>
Si dy(A, B) > ®£2, por la propiedad P3.1 tendremos que

n—1

d(A,B) =n - du(4,B) +1 < —5—.

En tal caso, los caminos de longitud minima entre A y B atravesaran
vértices del tipo W; o bien el vértice A. Efectivamente, dado que
o dy(Wy, B)=k+12* = d(W;, B) =n—dyg(W;, B)+1 < 253,
o dy(A,B)=n—-k<® = d(4,B)=Dy(4,B) <53
Como en el caso anterior (% < k < 2#2) seleccionaremos los (A, B)-
caminos siguientes:

Caminos que pasan por W;

camino 1 k+1 k+2 k+3 -+ n-—1 n 0

camino 2 k+2 kE+3 k+4 --- n 0 k+1
camino n-k-1 n-—1 n 0 e n—-4 n—3 n-2
camino n-k n 0 k+1 «-- n—=3 n—2 n-1.

Camino que pasa por A
camino n-k+1 0 k+1 k42 --- n—-1 n.
Para completar la construccidn, obtendremos los (A, B)-caminos que atra-
viesan los vértices del tipo V;.

Dado que dy(V;,B) = k —1 > 21, tendremos que

d(Vi,B) =n—dy(Vi,B) +1 < "“2”.

Para construir los (V;, B)-caminos de longitud minima deberemos modificar
los digitos de V; que coincidan con los de B, y conjugar una vez. De entre

los caminos posibles hemos seleccionado los k siguientes, con coloraciones

t k+1 k+2 - n 0z, 1<k
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Luego para cada uno de los casos, hemos encontrado n+1 caminos de longitud
< [2£1] + 1 entre los vértices A y B, los cuales son internamente disjuntos.
Notemos que la generalizacién de los caminos para el caso en que las diferencias de
digitos entre los vértices A y B no se encontraran necesariamente en las primeras
posiciones es directa. O

Por lo tanto, si eliminamos hasta n vértices del grafo O, , ain dispondremos
de un camino de longitud < [21] +1 entre cualquier par de vértices del grafo. A
continuacién vamos a probar c6mo se alcanza este valor al eliminar un conjunto
adecuado de vértices del grafo O,,.

Si denotamos por Dj al valor maximo de los didmetros de los subgrafos de

0,41 que se obtienen al eliminar cualquier subconjunto de k vértices, tendremos:
Proposicién 2. Dado O,44, con n > 2 par, se verifica:

si

_2,

X
S W

)
IN IA
> o~

IN

[X1H
+
P
2

~{3

|
IA

Demostracién. De la demostracién de la Proposicién 1 se puede deducir

lo siguiente:

o Al eliminar cualquier subconjunto de vértices de cardinal k < 252 — 1 del

grafo O,,,, el didmetro no varia.

e Si se elimina un subconjunto de vértices de cardinal k = "T'g, el didmetro

del grafo podria aumentar una unidad.

Veamos como efectivamente esto es asi. Consideremos, por ejemplo dos
vértices Ay B vértices de Opny4, tal que dy(A, B) = 252. Por la Proposicién
1 sabemos que los caminos mas cortos entre A y B pasan por los vértices

n—2
2 b

ViZ=ajay-+-@;---an2ag -++ay, con 151 <

2
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adyacentes a A. Si eliminamos estos vértices, en total 252, los caminos

alternativos deberan utilizar los restantes vértices de T'(A); esto es,

<i<n,

i3

Wi=aja; "t an2ap <« @; -+ ap, donde

o bien,

A=ga; - a,.
En tales condiciones, los caminos alternativos mas cortos tendran longitud
1+ d(W;,B) obien 1+ d(4,B).
Y dado que

- dﬂ(m’B)de(A’B)+l =% ==>d(Wf,B)=§',

- dy(A,B)=2+1 ==d(4,B)=21,

la longitud de estos caminos sera 5 + 1.

Por la Proposicion 1, sabemos que estos caminos existen. O

Proposicién 3. Dado O,44, con n 2> 3 impar, se verifica:

atl st 0< k <zl
D, = 2 = =73
Ll st 2 <k <n

Demostracién. De la demostracién de la Proposicién 1 podemos deducir

que:

e Al eliminar cualquier subconjunto de vértices de cardinal k¥ < 251 — 1 del

grafo O, ,, el didmetro no varia.

o Si se elimina un subconjunto de vértices de cardinal k = -"—;l, el didmetro

del grafo podria aumentar una unidad.
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Veamos como efectivamente esto es asi. Consideremos, por ejemplo Ay B
vértices de O, ,, tal que dy(A,B) = %‘”—3 Por la Proposicién 1 sabemos

que los caminos mds cortos entre A y B pasan por los vértices

3+15iSm

WiEalag---ag%_a_ag_;&H .-+ @; -++ a,, donde

o bien,

A 51-2"-En,

adyacentes de I'(A). Si eliminamos estos vértices, en total 231, los caminos

alternativos deberan utilizar los restantes vértices de I'(A); a saber:

n-—2

MEGIGZ"’E,'"‘an;dag +++ @y, donde 1<:<

En tales condiciones, los caminos alternativos mas cortos tendran longitud
1+ d(V;,B). Y dado que dy(V;,B) = dy(A,B)—1 = %ﬁ -1 =
d(Vi, B) = &2, luego la longitud de estos caminos serd 21 + 1.

Por la Proposicidn 1, sabemos que estos caminos existen. 0O

Ambas Proposiciones las podemos unificar en un resultado comin

Teorema 1. Dado O,4y, con n > 2, se verifica:

, D si 0Sk<S[3] -1
Dk: : n=1
D+1 s (2] <k<n

Siguiendo los mismos argumentos utilizados en las demostraciones de las Pro-
posiciones anteriores, pero en lugar de eliminar los adecuados vértices adyacentes
al vértice A, eliminamos sus correspondientes ramas, tendremos demostrado en
el caso de eliminacién de ramas un resultado analogo al presentado en el Teorema
anterior.

Si denotamos por D}/ al valor mdximo de los didmetros de los subgrafos de

O,+1 que se obtienen al eliminar cualquier subconjunto de k ramas, tendremos
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Teorema 2. Dado D, 4, con n > 2, se verifica:

D si 0<k<[2] -1,
D+1 s 2] <k <n.

"_
=

De los Teoremas anteriores se deduce que los grafos O,4,, con n > 2, tienen

tanto persistencia como rama-persistencia igual a ["—'2'1]






Capitulo 4

Obtencién de grandes grafos

(A,D,D,1)

4.1 Introduccién

En este capitulo vamos a presentar varios grafos (A, D, D, 1) de orden elevado.
Recordemos que un grafo (A, D,D,1) estd caracterizado por tener grado
maximo A, didmetro < D y tal que al eliminar un vértice cualquiera del grafo,
los subgrafos resultantes tienen didmetro < D.
Sabemos que el orden N de un grafo (A, D, D, 1) estd acotado superiormente

por el valor

CD AN 1) 4+ A(A — 1)P
N<1sasAa-D+A )2+ taa-1)"7

Y que este valor no puede alcanzarse para valores del diametro D > 3, ver [48]. -
El problema (A, D, D,1) ha sido estudiado, entre otros, por Gémez y Yebra,
quienes en [24] presentan algunos de los grafos (A, D, D, 1) més grandes conocidos
hasta la fecha, algunos de los cuales presentamos en la Tabla 4.1.
Para la obtencién de nuevos grafos (A, D, D,1) hemos utilizado una técnica
presentada en [7] como “compund graphs”, la cual consiste en obtener un grafo

al unir varias copias de otro grafo mas simple con la condicién de que entre dos

63
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D 4 5 6 7 8 9
A

Cs Cq Cs Co Cio Cn

2 6 7 8 9 10 11

Py | 17Ky, | 13Ky1s Hy| 31Kis| 43Kys

3 18 34 52 102 124 172

Cy9,2,2) | 4P| 4Q, K4 | Cs(8,6,2) | Cy(9,7,2)

4 36 56 120 193 512 1152

Os 0s| 40s | 16803 4Hs | 6@ Hs

5 126 126 320 480 2912 4368

0s| 0s| K, K, 4, K,

6 126 462 975 2917 10920 26225

Os Os O7 | 2Xx2H; 4Hs 8¢ Hs

7 126 462 1716 5460 31248 62496

Ke| Ke| K K, Ky Ky

8 324 1281 5124 20481 81924 327681

P(2,3) | P(2,4) | P(2,5) | 2 x 2Hs aH: | 100 Hy

9 384 1536 6141 31248 156864 392160

k.| k.| K, Ky | KeAH,| HSA’H-

10 755 3751 | 18875 93751 588240 2941200

Tabla 4.1: Orden de grandes grafos (A,D,D,1) (2<A<10,4 <D <9)
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Ky Adicién al grafo de Kautz, ver [24], [26]
P(d,k) Ver [24]

& Ver [37]

P, Grafo incidencia de plano proyectivo
Q, Cuadrdngulo generalizado

H, Hexagono generalizado

C, Un grafo sobre alfabeto, ver [11]

nk, 67 Ver [24]
QA'B  Ver [24], [25]
0; Grafo de Akers

Tabla 4.2: Notaciones y simbolos utilizados en la Tabla 4.1

Figura 4.1: Copia i del grafo completo K>

copias se tengan pocas ramas.
Para ilustrar esta técnica veamos un ejemplo. Vamos a construir un grafo
conectando 5 copias del grafo completo K; (ver Figura 4.1), en funcién de la

siguiente regla de adyacencia entre copias:

BT SRS 10,1,2,3,4},
bi ~ bi+2, bi-z

(téngase en cuenta que la suma que aparece en los subindices se entiende médulo
5). Como resultado de esta construccién obtendremos el conocido grafo de Pe-

tersen Os. Este grafo lo podemos representar de forma esquematizada como lo
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=

+2

Figura 4.2: Grafo 5 x K, o grafo de Petersen

muestra la Figura 4.2.

4.2 Obtencién de grandes grafos (A, D, D,1)

Los grafos (A, D, D, 1) que vamos a obtener tendrin en comiin dos propiedades:
ser conexos y regulares. Estas dos propiedades las hemos incluido como requisito
en la estructura de la regla de adyacencia entre copias que utilizaremos para

generarlos.

4.2.1 Regla de adyacencia

Sea G’ un grafo conexo de orden p, y consideremos k copias del mismo, siendo
k un nimero primo. Dispongamos las k copias en orden circular y conectemos

vértices de las distintas copias en funcion de una regla de conexidn, la cual deberd

verificar:
1. Ser comin para todas las copias.

2. Si un vértice esta conectado con un vértice de una copia desplazada ¢ unida-
des, entonces también estara conectado con el correspondiente vértice de la

copia desplazada —t unidades.

3. El conjunto de los valores ¢ utilizados forman un subgrupo del grupo mul-

tiplicativo (z; — {0},-).
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4. El grafo resultante debera ser regular.

Es facil verificar que el grafo G resultante de conectar las k copias de G’ en
funcién de la regla de adyacencia entre copias descrita anteriormente es conexo.
Efectivamente, ya que siempre existird un vértice v de G} que estara conectado a
un vértice w de G}, para cualquier valor de ¢ € {0,1,2---k — 1}, y cada G; es
conexo.

Por construccion, sabemos que el grafo G tiene k - p vértices y, por lo tanto,
su matriz de adyacencia asociada serd cuadrada de orden k - p. Obviamente,
conociendo las adyacencias de los vértices de la primera copia, conoceremos las
adyacencias de los restantes vértices del grafo. Esto significa que la matriz de
adyacencia quedara determinada por sus p primeras filas. De hecho, puesto que
un vértice conectado con un vértice de una copia desplazada t unidades también
lo estd con el mismo vértice de la copia desplazada —¢ unidades, para determinar
esas p primeras filas bastara con conocer sus ’—‘jz'l - p primeras columnas.

Por ejemplo, si el grafo G se ha construido al conectar & =7 copias de un
grafo G’ con matriz de adyacencia Aj, la matriz de adyacencia del grafo G sera

de la forma
Al Ay A3 Ay Ay Az A

Ay Ai Ay A3 Ay Ay As

Ay As Ay Ay A3 Ay Ay,

donde A; es la matriz de adyacencia entre las copias : y j, siendo
I =min{|i—j,7-}i—jl} +1.

Notemos que el segundo conjunto de p filas es igual al primero, pero los bloques
o submatrices estan desplazados una unidad a la derecha, de forma ciclica. Esto
es un caso particular de las denominadas matrices circulantes por bloques, cu-

yas propiedades principales pasamos a describir brevemente (véase [16] para un

estudio en profundidad).
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Dadas Aj, Ay, -- Ak, k matrices cuadradas de orden p, llamaremos matriz
circulante por bloques de tipo (k,p) a una matriz cuadrada de orden kp x kp de

la forma
A A A -0 A
A= .Ak ‘Al f42 .Akq

A2 AS A4 Al

esto es, los bloques o submatrices de una fila de la matriz circulante por blo-
ques son iguales a los elementos de la fila previa, pero desplazados una unidad
a la derecha, circulando. Obviamente toda matriz circulante por bloques queda
determinada por su primera fila (o columna) de bloques y esto lo denotaremos

por

A = bCiT‘C(A1, Az,As, ey Ak)

Teniendo en cuenta que las operaciones de producto por un escalar, adicién y
multiplicacién de matrices circulantes por bloques, se realizan del mismo modo
que cuando se expresan las matrices con la notacién habitual, es ficil verificar
(ver [16]) el siguiente resultado:

Si BCy,, denota al conjunto de matrices circulantes por bloques de tipo (%, p)

P4.1 Dadas Ay y A; € BCip y a; € R se verificard

a1 A1 + azAs, AjAz y P(A1) = Y o A] € BCy,.

7=0

Por lo tanto, la matriz de adyacencia, que denotaremos por A, de los grafos
que vamos a construir serd circulante por bloques. Notemos que se trata de un
tipo especial de matrices circulantes por bloques ya que la podremos determinar
sin necesidad de conocer en su totalidad la primera fila (o columna) de bloques,

como mencionamos anteriormente.
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4.2.2 Algoritmo para el cdlculo del didmetro

A continuacion vamos a desarrollar un método que nos permita determinar si los
grafos que vamos a construir son o no candidatos a grafos (A, D, D, 1).
Recordemos que una cadena de longitud [ entre los vértices v; y v; es una

secuencia de vértices del grafo G del tipo
Vi = Ug Uy *** U = Uy,

donde u;_; y u; son vértices adyacentes para 1 <t <[
El siguiente resultado presentado en [8] nos permite determinar el niimero de
cadenas que podemos tomar entre cualquier par de vértices del grafo. Efectiva-

mente:

P4.2 Dado un grafo G con conjunto de vértices {vy,vz,---,v,}, y dada su
matriz de adyacencia A se verifica que el elemento que ocupa la posicion (,7) de
la matriz A}, con | un nimero natural, nos da el nimero de cadenas de longitud

l entre los vértices v; y v;.

Obviamente los elementos de la matriz identidad se pueden interpretar como
el niimero de caminos de longitud 0 que existen entre cualquier par de vértices.
Anidlogamente, los elementos de la matriz de adyacencia A asociada al grafo G
corresponderan al nimero de caminos de longitud 1 que existen entre cualquier
par de vértices.

Es facil verificar, ver [30], que los elementos de la matriz A2— AT corresponden
al nimero de caminos de longitud 2 que se pueden tomar entre cualquier par de
vértices del grafo. Efectivamente, si de las cadenas de longitud 2 descontamos
aquellas que repiten ramas, obtendremos los caminos de longitud 2.

En general, si denotamos por

Py(A)=1
P(A)=A
Py(A) = A - Al
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tendremos que la expresion matricial
P.(A) = AP,_1(A) — (A = 1)P,—3(A), conn >3,

nos permite determinar el nimero de caminos de longitud n entre vértices del
grafo G. Ahora bien, si el didmetro del grafo G es D, se debera verificar que D

es el primer valor entero que satisface la siguiente desigualdad:
Po(A) + Py(A) + Po(A) + -+ -+ Pp(A) 2 J,

donde J es la matriz cuadrada de orden p- k cuyos elementos son todos 1. Y esto
equivale a decir que ningin elemento de la matriz

D

> P(4)

i=0
sera cero, pues de lo contrario tendriamos al menos dos vértices del grafo que se
encontrarian a distancia > D, lo cual es absurdo, por ser D el didmetro del grafo.
Ademds, si G debe ser un grafo (A, D, D, 1), debera verificar también la siguiente
desigualdad:

Py(A) + P3(A) +--- + Pp(A)
2

PO(A) + P](A) + > J,

la cual implica que entre cualquier par de vértices, diferentes y no adyacentes,
del grafo habra como minimo dos caminos de longitud < D. Si estos caminos
fueran internamente disjuntos, podriamos afirmar que el didmetro de los subgrafos
resultantes de eliminar 1 vértice cualquiera de G también seria D. Por ello esta
ultima desigualdad es una condicién necesaria pero no suficiente para que el
grafo sea un grafo (A, D,D,1). Sélo nos permitird hallar candidatos a grafos
(A,D,D,1), y en tal caso, mediante un estudio individual comprobaremos si
existen dos caminos internamente disjuntos entre cualquier par de vértices del
grafo.

Al tener en cuenta que la matriz de adyacencia A asociada a estos grafos es

circulante por bloques, por la propiedad P4.2 tenemos que todo polinomio en
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A también es circulante por bloques, y este hecho nos facilitard en gran medida

nuestra tarea.

El algoritmo que hemos descrito para el cdlculo del didmetro de este tipo de
grafos lo hemos implementado en un programa de ordenador. Hemos escogido
el lenguaje de programacién C-++ para poder tratar las matrices de adyacencia
como objetos y hacer, de esta manera, el c6digo mds transparente. La eleccién de
C++ dentro de los lenguajes orientados a objetos se ha debido a una cuestién
de disponibilidad (facil acceso a compiladores C++ tanto para entorno MS-DOS
como UNIX), de familiaridad con el lenguaje C y de eficiencia (C+4+ es uno de
los lenguajes orientados a objeto que mejor optimiza el cédigo con respecto a la

velocidad).

En el Apéndice A presentamos el programa que implementa la regla de adya-
cencia. Este programa lo hemos desglosado en dos médulos, admat.c y diame-
tro.c. El primero implementa las funciones propias de la clase matriz, definida
en el fichero de cabecera admat.h, y el segundo contiene el cédigo de entrada de
datos (a través de un fichero leido por el programa) y el algoritmo propiamente
dicho. Los comentarios dentro del propio cédigo son suficientemente aclaratorios,

por lo que no nos extenderemos mas en este punto.

4.3 Nuevos grandes grafos (A, D, D,1)

Aplicando la técnica descrita en el apartado anterior con las herramientas también
descritas en ese apartado, hemos obtenido cuatro grafos (A, D, D,1) que nos
permiten mejorar cinco de los ordenes de grandes grafos (A, D, D, 1) presentados

en [24]. Los nuevos valores los hemos contemplado en la Tabla 4.3.

A continuacién pasaremos a describir los grafos obtenidos que mejoran las

cotas, as{ como a verificar que efectivamente se trata de grafos (A, D, D, 1).
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D 4 5 6 7 8 9
A

Cs Cr Cs Co Cro Cu

2 6 7 8 9 10 11

P, | 17Ky | 13K1a Hy| 31Kis| 43Kis

3 18 34 52 102 124 172

Ci(9,2,2)| 4P| 40Q, Ky | C4(8,6,2) | C(9,7,2)

4 36 68 203 203 512 1152

0s 0s | 40;| 160 0Qs AHs | 6@ Hs

5 126 146 320 548 2912 4368

0s| 0s| K, K, 4H, K,

6 126 462 975 2917 10920 26225

Os Os Or | 2x2H;3 4Hs 8@ Hs

7 126 462 1716 5460 31248 62496

Ky | Ky| K K, K, K,

8 324 1281 5124 20481 81924 327681

P(2,3) | P2,4) | P(2,5) ] 2 x 285 4H; | 100 Hy

9 384 1536 6141 31248 156864 392160

Ky | Ki| K4 Ky | KeA*H; | HSA?H,

10 755 3751 18875 93751 588240 2941200

Tabla 4.3: Orden de grandes grafos (A,D,D,1) (2<A<10,4<D<9)
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+1 A; , £27
73 X
+10 7 B; ™ £22

Figura 4.3: Grafo (5,5,5,1)

4.3.1 Grafo (5,5,5,1) de orden 146

Conectando entre si 73 copias del grafo completo K, mediante la siguiente regla

de conexidn entre copias

Ai ~ A Ain, Aigan Aicar

B; ~ Biti0, Bi-10, Biya2, Bi-22,

donde : € Z73, obtendremos un grafo conexo regular de grado 5 y orden 146
(puede verse su esquema representado en la Figura 4.3).
El grupo de automorfismos asociado a este grafo contiene el subgrupo de orden

73 X 2 generado por los dos automorfismos:

®,: i—i+1 (orden 73)
®,: A; — By (orden 2).
B, — Ay

Notemos como la accién de este subgrupo de automorfismos sobre el conjunto de -
vértices del grafo da lugar a una 6rbita, por lo que podremos afirmar que el grafo
que hemos construido es vértice-transitivo.

Comprobemos a continuacién que efectivamente se trata de un grafo
(5,5,5,1).

Fijemos una copia cualquiera de las que constituyen el grafo, la cual conside-

raremos como copia 0. Notemos que los saltos que debemos realizar para conectar



74 Capitulo 4. Obtencidn de grandes grafos (A, D, D, 1)

los vértices de esta copia con sus adyacentes en otras copias estan en funcion de

los elementos del siguiente subgrupo normal de (Z73 — {0}, ), a saber:

{1,10,27, -22, -1, —10, —27, 22}

el cual da lugar a las siguientes clases laterales:

1] = {1,10,27,-22,-1,-10,-27,22}
2] = {2,20,-19,29,—2,—20,19, —29}
3] = {3,30,8,7,-3,-30, -8, -7}

[4] = {4,-33,35,—15,—4,33,—-35,15}
5] = {5,-23,-11,36,—5,23,11,—36}
6] = {6,—13,16,14,—-6,13,—16,—14}
9] = {9,17,24,21,-9,-17,—24,-21}
[12] = {12,-26,32, 28, 12,26, —32, 28}
[18] {18, 34, 25,31, —18, —34, 27, —22}

A continuacién tenemos representados dos caminos internamente disjuntos de
longitud < 5 entre vértices de la copia 0 y vértices de cada una de las copias
representantes de las clases. Los numeros en los caminos corresponden a las

copias y las letras a los vértices con los que se llevard a cabo la adyacencia.

Copia 1 B_B A A

B

0 -22 29 29 28
A_A BB A A B

0

A

0

-10 -10 -9 -9
A A B B
27 -19 -19 -9

e R B
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Copia 2

Copia 3

Copia 4

Copia 5

Copia 6

Copia 9

0 22 12 2

A A A BB

0 -1 26 26 4

B B A A

0 -22 -22 5

0 -22 -22

B B A A
0 10 10 9

B B A A A
0 22 22 -24 3

A A A B B

0 27 -19 -19 3

B_B A A A

0 -22 -22 5 4

A A B B
0 27 27 5

A4 A BB
0 27 28 28 6
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Copia 12
B B A A A
B B B 0 10 10 11 12
0 2 12 A A A B B
0 1 2 2 12

Copia 18
A A A BB BB A A A
0 1 28 28 18 0 -10 -10 17 18

Estos caminos nos proporcionan dos caminos internamente disjuntos de lon-
gitud < 5 entre los vértices de la copia 0 y los vértices de cualquier copia que
constituye el grafo. Efectivamente, dada una copia m la cual estd incluida en la
clase n, si obtenemos el valor = tal que n -z = m, tendremos determinados los
caminos que buscamos, al multiplicar por z (y reducir médulo 73) las copias que
aparecen en los correspondientes caminos entre las copias 0 y n. Por lo tanto,
si eliminamos un vértice cualquiera del grafo siempre tendremos un camino de
longitud < 5 entre los vértices de la copia 0 y los vértices de las restantes copias.
Al ser el grafo vértice-transitivo, esto es valido para cualquier copia del grafo. Asi
pues, el didmetro de los subgrafos resultantes de eliminar un vértice cualquiera
del grafo es 5, luego se tratard de un grafo (5,5,5,1) de orden 146. (El mayor

grafo (5,5,5,1) que se conocia hasta el momento era el grafo Os de orden 126).
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+5 46
Figura 4.4: Grafo (4,6,6,1)

4.3.2 Grafo (4,6,6,1) de orden 203

Si conectamos entre si 29 copias del ciclo de orden 7, C7, mediante la regla de

conexion entre copias

Ai ~ Aicy, Aina
B; ~ Bi_4, Biy4
C; ~ Ci-13,Cita3
D; ~ D;_¢,Diys
E; ~ Eis5,Eiys
F; ~ Fio, Fiyo
Gi ~ Gi-1,Giyr,
donde la suma de subindices se entiende médulo 29, obtendremos un grafo conexo
regular de grado 4 y orden 203 (véase la Figura 4.4).
El grupo de automorfismos asociado a este grafo contiene el subgrupo de orden

29 x 7 generado por los siguientes automorfismos:

®,: A;; — Air; (orden 29)
®,: A;; — Asij41 (orden 7),
donde A;; = A;,Ai2 = B;, -+, A7 =Gj,siendo t € Zy y j € Z;.

Es fécil comprobar que este subgrupo al actuar sobre el conjunto de vértices
del grafo da lugar a una érbita, por lo tanto el grafo que hemos construido es
vértice-transitivo.

Veamos a continuacién que efectivamente se trata de un grafo (4,6,6,1). Para

ello tomaremos una copia cualquiera del grafo la cual designaremos por copia
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0. Los saltos que debemos realizar para conectar los vértices de esta copia con
sus adyacentes en otras copias estan en funcién de los elementos del siguiente
subgrupo normal del grupo conmutativo (Zz9 — {0},-):
{1,4,-13,6,-5,9,7,—1,-4,13,—6,5, -9, -7},

el cudl da lugar a las siguientes clases laterales:

1] = {1,4,-18,6,-5,9,7,—1,—4,13,-6,5,-9, -7}

2] = {2,8,3,12,-10,-11,14,-2,-8,-3,-12,10, 11, —14}.
Si entre cada vértice de la copia 0 y cada vértice de las copias representantes de las
clases podemos trazar dos caminos internamente disjuntos, tendremos probado
que este grafo es (4,6,6,1).

Este hecho ha sido posible. A continuacion tenemos representados dos caminos
internamente disjuntos entre los vértices de la copia 0 y los vértices de las copias
1y 2. Aligual que en el caso anterior, los nimeros corresponden a las copias y
las letras a los vértices con los que tendrd lugar la adyacencia.

En primer lugar consideramos los caminos internamente disjuntos entre cada

vértice de la copia 0 y todos los vértices de la copia 1.

Desde A a copia 1

A A BB C CC
0 1 0 4 4 -12 1

A A G G F T
o -1 -1 -8 -8 1

Desde B a copia 1

0 1 0 -4 -4 -4 -4 1
B B B 4 GG
0 4 8 8 8 1

0 4 4 -12 1
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Desde C a copia 1

A A
0 1

Desde D a copia 1

Desde FE a copia 1

P E DD
0 -5 -5 1

Desde F' a copia 1

¢C ¢C B A GGG

0 -13 -13 -13 -13
¢ ¢ C B B
0 13 -3 -3 1

¢ ¢ D DD
0 13 13 7 1

0 -5 -5 1
A A
0 1

-6

1

o &0

— &

u--Jm

79
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Desde G a copia 1

A A A A B B
o -1 -2 3 -3 1
0 1 0 -7 -14 8 1

Y a continuacién presentaremos los correspondientes caminos entre vértices

de las copias 0 y 2.

Desde A a copia 2

A A A G G F F
0 1 2 0 -7 -7 2
A A B CCC

o -1 -1 -1 -14 2

Desde B a copia 2

A A A B B A A G G
0 1 2 0 -4 4 5 -5 2
B B C DD

0 4 4 -4 2

Desde C a copia 2

A A A EEF GG
0 1 2 0 -5 -5 -5 2
BB CDD DD COB B
0 -4 -4 -4 2 0 6 6 6 2
C C C D E T
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Desde D a copia 2

DD CB B . BEEDGCGC
0 6 6 6 2 0 5 5 5 -11 2
P D C CDEE B B C D D
0 6 6 7 7T T 2 0 4 -4 -4 2
0 -5 5 -5 2 0 -9 11 2
A A A
0 1 2

Desde E a copia 2
E E D C C C | QR N O
0 &5 & &5 -11 2 0 -9 11 2
G ¢ F E © D D C B B
o 7 7 7 2 0 6 6 6 2
E LT G G
0 -5 -5 -5 2

De F a copia 2
D D C BB E EE D DD
0 6 6 6 2 6 -5 -10 -10 -4 2
O . - G G ¥ E F
0 -9 11 2 o 7 7 7 2
A A A P F G G
o0 1 2 0 9 9 2

De G a copia 2
A A A G G A A B B
0o 1 2 0o 7 7 6 6 2
G G I E F G G F F
o 7 7 7 2 0o -7 -7 2
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Figura 4.5: Grafo (4,5,5,1)

Siguiendo para este grafo los mismos argumentos que han sido formulados para
el grafo presentado en el apartado anterior, podremos concluir que se trata de
un grafo (4,6,6,1), que mejora la cota anteriormente conocida en 83 unidades.
Ademais este grafo también mejora la cota correspondiente al grafo (4,7,7,1) en

10 unidades.

4.3.3 Grafo (4,5,5,1) de orden 68

Conectando 17 copias del ciclo C4, mediante la regla de conexién entre copias:

Ao~ Aip11,Aic1n
Bio ~ Bit41, Bi_an
Aix~ A0, Aic1o
B;1 ~ Biy40, Bi-40,

entendiendo que 7 € Z;7, hemos obtenido un grafo conexo regular de grado 4
y orden 68, el cual tenemos representado de forma esquematizada en la Figura
4.5. Dado a que el orden de este grafo es bajo, nos ha sido posible obtener una

representacion no esquematizada del mismo, véase la Figura 4.6.

El grupo de automorfismos asociado a este grafo contiene el subgrupo de orden



83

ion de grandes grafos (A, D, D,1)

Obtenc

Figura 4.6: Grafo de orden 68
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17 x 4 generado por los dos automorfismos:
®,: (¢,7) — (i+1,5) (orden 17)
d,: A;; — By (orden 4).
B;; — Asijn
Es facil verificar como la accién de este subgrupo de automorfismos sobre el
conjunto de vértices del grafo da lugar a una orbita, por lo que podremos afirmar
que el grafo que hemos construido es vértice-transitivo.

A continuacidén, veremos graficamente cémo el grafo que hemos construido es
un grafo (4,5,5,1). Para ello nos fijaremos en el subgrafo generador representado
en la Figura 4.7. Es facil verificar que desde el vértice Agg a cualquier vértice del
grafo hay dos caminos internamente disjuntos de longitud < 5. Y al ser este grafo
vértice-transitivo, tendremos que esta propiedad también la verificara cualquier
vértice del grafo. Por lo tanto, hemos obtenido un grafo (4,5, 5,1) que mejora en

12 unidades la cota conocida hasta el momento.

4.3.4 Grafo (5,7,7,1) de orden 548

Al conectar 137 copias del grafo completo K4, mediante la siguiente regla de
adyacencia entre copias:
Ai~ Aigy, Aia

B; ~ Bit10, Bi-10

C; ~ Ci+37, Ci-37

D; ~ Diy41, Di—a1,
entendiendo los subindices y la suma en los subindices médulo 137, obtenemos
un grafo conexo regular de grado 5 y orden 548 (véase el esquema en la Figura
4.8).

El grupo de automorfismos asociado a este grafo contiene el subgrupo de orden

137 x 8 generado por los dos automorfismos:

(I)l . A."j 4 A,‘.{_l'j (orden 137)

@2 . Ag‘j —_— A105,5+1 (orden 8),
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B2,
A12,0 1131
Bizp
¥
A12,1 Ai3p B3, Boo
Ang
b Ao
¥
Anp
By :
Ao
Alo,l AO.O
A
1]

Aza k\ B, ""‘_'—‘/BIS,O

Ajs
7,0 3,1 Bieo

Asp { As Ase0

A\

Bz, b— B30 Bisa

Figura 4.7: Subgrafo generador del grafo de orden 68
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Figura 4.8: Grafo (5,7,7,1)

donde A;; = A;, -++, Aja = D;, slendo t € Z137 y j € Zy.

Es féacil verificar que la accién de este subgrupo de automorfismos sobre el
conjunto de vértices del grafo da lugar a una unica o6rbita, por lo que podemos
afirmar que este grafo es vértice-transitivo.

Comprobemos a continuacién cémo se trata de un grafo (5,7,7,1). Para ello
tomemos una copia cualquiera de las que constituyen el grafo y designémosla
como copia 0. Notemos que los saltos que debemos realizar para conectar los
vértices de esta copia con sus adyacentes en otras copias estan en funcion de los

elementos del siguiente subgrupo normal de (2,37 — {0}, ), a saber:
{1,10,-37,41, -1, —10, 37, —41},

el cual da lugar a las siguientes clases laterales:

[1] = {1,10,-37,41,-1,-10,37,—41}
[2] = {2,20,63,—55,—2,—20, —63,55}
8] = {3,30,26,—14,—3,—30, 26,14}
[4] = {4,40,-11,27,—4,—40,11,27)

[5] = {5,50,—48,68,—5,—50,48, —68}
6] = {6,60,52,—28,—6,—60, —52,28}
[7 = {7,-67,15,13,-7,67,—15,—13)
8] = {8,-57,-22,54,—8,57,22,—54}
[9) = {9,—47,-59,—42,—9,47,59,42)
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12] = {12,-17,-33,-56,—12,17,33,56}
[16) = {16,23,~44,~29, —16,—23,44,29}
[18] = {18,43,19,53,-18,—43,-19, 53}
[21] = {21,-64,45,39, —21,64,—45, -39}
[24] = {24,-34,—66,25, —24,34,66,—25}
[31] = {31,36,-51,38,—31,-36,51,—38}
[32] = {32,46,49, —58,—32,—46, —49, 58}
[35) = {35,—61,-62,65,—35,61,62,—65}.

A continuacién tenemos representados dos caminos internamente disjuntos de
longitud < 7 entre vértices de la copia 0 y vértices de cada una de las copias
representantes de las clases. Los numeros en los caminos corresponden a las

copias y las letras a los vértices con los que se llevara a cabo la adyacencia.

Copia 1

A_A B B A A BB
0 1 0 10 10 11 11 1

Copia 2

ALl D D 4 4 A DD
0 1 2 0 41 41 42 43 43 2

C C A A A CC
0 -37 -37 -36 -35 -35 2

B B A A A B B
0 10 10 11 12 12 2

Copia 3

S S S DD A ACC
0 1 2 3 0 41 41 40 40 3
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Copia 4

¢ ¢ D D D D¢ C

0 -37 -37 4 0 41 41 4
Copia 5

A A A A A A DD A A ¢ C

0 1 2 3 4 5 0 41 41 42 42 5
Copia 6

0 -41 -41 -31 -31 6 0 37 37 4 4 6
Copia 7

BB A A A A ¢ ¢C B B B B

0 10 10 9 8 7 0 37 37 27 17 7
Copia 8

B B 4 4 A A4 A BB

0 10 10 9 8 0o -1 -2 -2 8
Copia 9

B B A 4 A 4 B B

0 10 10 9 0o -1 -1 9
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Copia 12

4 A A BB B B 4 4 A

0 1 2 2 12 0 10 10 11 12
Copia 16

¢C C ¢ ¢ B B BB C ¢ C ¢

0 -37 63 26 26 16 0 -10 -10 -47 53 16
Copia 18

D DD CC B B B A A A

0 -41 55 55 18 0 10 20 20 19 18
Copia 21

B B B 4 A D D B B B

0 10 20 20 21 0 41 41 31 21
Copia 24

B B D D DD D D D D B B

0 10 10 -31 65 24 0 -41 55 14 14 24
Copia 31

D D BB B B D D

0 41 41 31 0 -10 -10 31
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Copia 32
DD B B A A BB A ADD
0 41 41 31 31 32 0 -10 -10 -9 -9 32
Copia 35
A A A GG C C A A A
0 -1 -2 -2 35 0 37 37 36 35

Conocer estos caminos implica conocer dos caminos internamente disjuntos de
longitud < 7 entre los vértices de la copia 0 y los vértices de cualquier copia que
constituye el grafo. Por lo tanto, si eliminamos un vértice cualquiera del grafo
siempre tendremos un camino de longitud < 7 entre los vértices de la copia 0 y los
vértices de las restantes copias. Al ser el grafo vértice-transitivo, ésta propiedad
la podemos generalizar para cualquier copia del grafo. Asi pues, el didmetro de
los subgrafos resultantes de eliminar un vértice cualquiera del grafo es 7, luego
se tratara de un grafo (5,7,7,1) de orden 548. De este modo hemos mejorado la

cota en 68 unidades.



Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo hemos realizado un estudio completo sobre la vulnerabilidad del
didmetro de dos familias de grafos: los grafos Odd y los n-cubo plegados. Y en
ambos casos, hemos probado que se trata de dos familias de grafos densos, poco
vulnerables. En el caso de los grafos 0,41, hemos demostrado la existencia de
n + 1 caminos internamente disjuntos de longitud < D(0,4;) + 2. Basindonos
en esta propiedad, hemos probado que la eliminaciéon de un conjunto adecuado
de vértices de O,4; incrementa el didmetro en dos unidades. Y hemos estudiado
cémo varian los parametros Dj y D} cuando eliminamos k vértices o ramas del
grafo, siendo & un ndimero inferior al grado del grafo. Los resultados obtenidos

han sido los siguientes:

e Dado 0,41, con n > 4, se verifica
n si 0Zk<[}]
Di=1{ n+1 si [2<k<2[g],
n+2 si 2[3]<k<n

e El grafo Os verifica

4 si k=0,
Di=45 si 1< k<4,
6 si k=4.

91



92 Capitulo 5. Conclusiones

e Los grafos O,41, con n > 5, verifican

n si 0<k<
D=4 n+1 si [2]<k<[E]
n+2 si 2[5]<k<n,

Andlogamente para los grafos 0,4 hemos probado la existencia de n + 1 ca-
minos internamente disjuntos de longitud < D(0Op41) + 1. Y basandonos en esta
propiedad hemos estudiado cémo varian los parametros D}, y D} cuando elimina-
mos k vértices o ramas del grafo (para k un nimero inferior al grado del grafo),

obteniendo los siguientes resultados:

e Dado O,4,, con n > 2, se verifica:

D si 0<k<[xY-1

D, ‘ »
D+1 i (2] <k<n

I

e Dado D, 4, con n > 2, se verifica:

D si 0<k<[3)-1,
D+1 i 2] <k < n.

"o_
=

Por lo tanto, ambas familias de grafos son adecuadas para la implementacion de
redes de interconexidn tolerantes a fallos.

El segundo estudio que hemos realizado en esta tesis, también esta relacionado
con la vulnerabilidad y trata sobre el disefio de redes densas fiables.

Utilizando la técnica de construccién de grafos ” compound graphs” presentada
por Bermond et al. [7], hemos formulado y programado un algoritmo que nos ha
permitido obtener posibles candidatos a grafos (A, D, D,1). Y hemos obtenido
de entre todos los posibles candidatos, cuatro grafos (A, D, D,1) que mejoran

cinco cotas presentadas en la tabla de grandes grafos (A, D, D, 1).

Finalmente comentaremos cuales son nuestros préximos temas de trabajo:



Conclusiones 93
e Estudio de la vulnerabilidad del didmetro de otras familias de grafos densos.

s Bisqueda de grafos (A, D) y (A, D, D', s) siguiendo las pautas establecidas
en el Capitulo 4.






Apéndice A
Programa vertices.c

A continuacién presentamos el fichero admat.c que contiene la declaracion de la
clase admat, un tipo especial de matrices, cuya implementacion se encuentra en
admat.c. En el programa vertices.c utilizamos dicha clase para implementar de
forma transparente el algoritmo resultado de aplicar la primera regla de adyacen-

cia presentada en el Capitulo 4.

Fichero de cabecera admat.h

/*

ADMAT.H

This file contains the declaration of the class admat, a special

kind of matrices.

*/

#include <stdio.h> /* we don’t use C++ streams, for this class is
intended */

/* for use from a traditional ANSI C program */
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#define lint long int /* long int’s are fundamental for admats */

/% an structure to hold matrix information */
/*
See
Eckel, B., "Using C++", Osborne/McGraw-Hill, chap. 9
for a discussion of "deep" copying and reference counting

*/

struct matrep {

lint **fb; /* the fundamental block of an admat */

lint nv; /* number of vertices of the fundamental graph. */
/* Equals the number of rows of fb */

lint nc; /* number of copies of the fundamental graph. */
/* It must be a prime number. The number of columns */
/* of fb is nv*(1+(nc-1)/2) */

lint cols; /* number of columns of fb */

lint comps; /* number of elemental matrices of fb */

lint dim; /* dimension of the actual square matrix. */
/* equals nv*nc; */

int count; /* reference count */

};
class admat{
matrep *p; /* a pointer to a matrep structure */
void error(char *,char *msg2=""); /* a private function for elegant */
/* quitting when encountering problems. It has a default
/* (null) second argument */
public:

admat(lint,lint,lint diag=0); /* constructor of a diagonal */

/* matrix of order nv#nc */
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admat(lint,lint,lint *%); /* general constructor */

admat (admat&); /* copy-initializer */

“admat(); /* the destructor of admat. It is non-trivial, to allow #*
/* for the "deep" copying of data */

/* now come a couple of operators to allow the multiplication */

/* of admats by scalars (from the left and from the right */

friend admat operator*{const lintk,const admatk);

friend admat operator*(const admat%, const lint®);

/* now the rest of overloaded operators */

admat operator =(const admat&); /# assigment of admats */

admat operator +(const admatk); /* sum of admats */

admat operator -(const admatZ); /#* substraction of admats */

admat operator *(admat&); /* product of admats */

/* a couple of functions to print an admat */
void mprint(FILE *); /# the whole matrix */
void fbprint(FILE #); /* only the fundamental block */

/* finally, a pair of fundamental functions for admats */
int is_critical(lint); /# determines whether all the elements of an

/* admat a less than a given integer */

lint value(lint,lint); /+ allows the reading of elements of the */

/* actual (whole) matrix */
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Fichero admat.c

/* ADMAT.C */

/*
Methods for the class ADMAT
*/

#include "admat.h"
#include <malloc.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

/* error function */

void admat::error(char *msgil,char *msg2) {
fprintf(stderr,"\n\tClass admat error: %s\n\t¥%s\n",msgi,msg2);

exit(1);

/* general constructor for the class */
admat: :admat(lint anv,lint anc,lint **afb) {

P = new matrep; /* allocate memory for the structure; */

if(!p) error('Memory allocation failure");

pP->nv = anv;

p->nc = anc;

p—>comps=1+anc>>1;

p->cols=anv*(p->comps) ;

p->dim=anv*anc;

/* now allocate memory for the actual matrix and copy the passed data #/

p->tb = new lint *[anv];
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if (! (p->fb)) error(“"Memory allocation failure");
for(lint i=0;i<anv;i++) {
p—>fbl[i] = new lint[p->cols];
if (' (p~>tb[i])) error("Memory allocation failure");
for(lint j=0;j<p->cols;j++)
p~>fblil[jl=afb[i][j];
}

p->count=1; // so far, only one reference to this data

/* constructor for the admat associated to a diagonal matrix */
admat::admat(lint anv,lint anc,lint g) {

p = new matrep; /* allocate memory for the structure; */
if(!p) error("Memory allocation failure");
p->nv = anv;
p->nc = anc;
p->comps=1+anc>>1;
p->cols=anv*(p->comps);
p->dim=anv*anc;
/* now allocate memory for the actual matrix and construct the admat */
p->fb = new lint *[anv];
if (! (p->fb}) error("Memory allocation failure");
for{(lint i=0;i<anv;i++) {
p—>fbli] = new lint[p->cols];
i1 (' (p->tb[il)) error("Memory allocation failure");
for(lint j=0;j<p->cols;j++)
p->tblil[j]l = (i==j ?2 g : 0);
}

p->count=1; // so far, only one reference to this data
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/* The copy-constructor */

/* This function is essencial for the deep copying of data */

admat: :admat (admat& x) {
x.p->count++; // we are adding another reference to this data

p=x.p; // point to the new matrep

/* the destructor of admats. We must free the allocated memory, but
only when no references to it remain

*/ ’
admat::~admat() {

if (--p->count==0) {
tor(int i=0;i<p->nv;i++)
delete p->fb[il;
delete p->fb;
delete p;
}

/* to allow the reading of the data of the actual matrix */

lint admat::value(lint a,lint b) {
if(a<p->dim && b<p->dim) {
ldiv_t frac,frach;
frac=1div(a,p->nv);
fracb=1div(b,p->nv);
if(frac.quot==fracb.quot) /* we are un a diagonal block */
return p->fblfrac.rem] [fracb.rem];
if(a>b) { /* the matrix is symmetric */

lint aux;
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aux=a;
a=b;
b=aux;
}
lint i,j,m,des;
/* we have to move up and left, parallely to the diagonal */
frac=ldiv(a,p->nv);
m=frac.quot;
i=frac.rem; /* this is the correct row */
j=b-m*(p->nv); /* but this may not be the correct column */
if(j>(p~>cols)-1) { /* we are not in the fundamental block */
frac=1div(j,p->nv); /* we are in elemental matrix frac.quot + 1 */
des=1+frac.quot-(p->comps); /* this is the number of blocks
we are off */
j=j-(2*des-1)*(p->nv); /* so we resituate ourselves */
}
return p->fbli] [j];
}

else error{"Dimension error","Index out of rangse");

/* assignation operator for admats */

admat admat::operator=(const admat& rval) {
/* if convenient, clean up current value */
if(--p->count == 0) { /* nobody else references this data */
for(lint i=0;i<p->nv;i++)
delete p->fbli];
delete p->fb;
delete p;
}
/* connect to the new value */
rval.p->count++; /* tell the assigned data that it has
another reference */

p = rval.p; /* point to the assigned data */
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return *this;

/* tunction to find out whether all the elements of an admat

are less than a given value */

int admat::is_critical(lint value) {
lint i,j;
for(i=0;i<p~>nv;i++)
for(j=0;j<p->cols;j++)
if (p~>fb[i) [j1<value) return O;

return 1;

/* sum of admats */
admat admat::operator+(const admatZ rval) {

if((p~>nv != rval.p->nv) || (p->nc != rval.p->nc))

error("Dimension error","Must be same type for addition");
admat sum(p->nv,p->nc); /* the default constructor %/

lint i,3;
for(i=0;i<p->nv;i++)
for(j=0; j<p->cols;j++)
sum.p->fb[i] [j] = p->2bl[i] [jI+rval.p->2b[i][j];

return sum; /* due to the fact that the copy-initialyzer acts */
/* before the destructor does, reference count is 2 */
/* when the destructor is called, */
/+ and we are returning */

/* a "sate" memory address */
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/* substraction of admats */
admat admat::operator-(const admat& rval) {

if((p->nv 1= rval.p->nv) |l (p->nc != rval.p->nc))

error("Dimension error","Must be same type for substraction');
admat sum(p->nv,p->nc); /* the default constructor */

lint i,3;
for(i=0;i<p->nv;i++)
for(j=0;j<p->cols;j++)
sum.p->fb[i1 [j] = p~>tblil [jI~rval.p~->tb[il[j];

return sum; /* due to the fact that the copy-initialyzer acts */
/* before the destructor does, reference count is 2 */
/* when the destructor is called, and we are returning */

/* a “safe" memory address */

/* product of admats */
admat admat::operator*(admat& rval) {

it ((p->nv != rval.p->nv) || (p->nc != rval.p->nc))

error("Dimension error","Must be same type for product");
admat product(p->nv,p->nc); /* the default constructoxr */

lint i,j,k;
for(i=0;i<p->nv;i++)
for(j=0;j<p->cols;j++) {
lint sum=0;
for (k=0;k<p->dim;k++)

sum += value(i,k)*rval.value(k,j);
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product.p=>fblil [jl=sum;

return product; /* due to the fact that the
copy-initialyzer acts */
/* before the destructor does, reference count is 2 */
/* when the destructor is called,
and we are returning */

/* a "safe" memory address */

/* product of an admat by an escalar from the left */
admat operator*(const lint& esc,const admat& rval) {
admat result{rval.p->nv,rval.p->nc);
lint i,j;
for(i=0;i<rval.p->nv;i++)
for(j=0; j<rval.p->cols;j++)
result.p->fb[il[j] = esc*rval.p->fb[il[j];

return result;

/* product of an admat by an escalar from the right */

admat operator*(const admat& lval,const lint& esc) {
admat result(lval.p->nv,lval.p->nc);
lint i,j;
for(i=0;i<lval.p->nv;i++)
for(j=0; j<lval.p->cols; j++)
result.p->fblil[j] = esc*lval.p->tblil[j];

return result;

void admat: :mprint(FILE *out) {

lint i,j;
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for(i=0;i<p->dim;i++) {
fprintf(out,"\n");
for(j=0; j<p->dim; j++)
fprintf(out,"%1d ",value(i,j));
}
fprintf(out,"\n");

void admat::fbprint (FILE *out) {

lint i,3;

for(i=0;i<p->nv;i++) {
fprintf(out,"\n");
for(j=0;j<p->cols;j++)

fprintf(out,"%1d *,p->fbl[il[j]);
}
fprintf (out,"\n");
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Programa vertices.c

/*

VERTICES.C

Programa en C++

Utiliza la clase admat, declarada y definida en admat.h y admat.c

Programa que calcula el diametro de un grafo obtenido enlazando un

copias de grafo elemental, asi como su vulnerabilidad.

’

Ver:

Uso: vertices s input output

donde s es el numero de vertices a eliminar, input es el fichero
de entrada que contiene la descripcion del grafo, y output es el

fichero de salida (vacio).

El fichero de entrada debe contener los siguientes datos
numero_de_vertices_del_grafo_componente
grado_del _grafo (debe ser regular)
numero_de_copias

matriz_de_construccion

donde matriz_de_construccion tiene un numero de filas igual a

numero_de_vertices_del_grafo_componente, y cada fila contiene

vertice ci vi c2 v2 c¢3 v3 ..... (grado_del_grafo veces)

donde ci es el numero de copias que tenemos que desplazarncs hacia

adelante para encontrar el vertice adyacente, y vi es el numero
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del vertice dentro de la copia (ci=0 indica vertice adyacente

dentro de la misma copia).

*/

#include <stdio.h>

#include <malloc.h>

#include <string.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include “admat.h"

lint

lint
lint
lint
lint
lint

lint

char
char
FILE
FILE
lint
lint
lint

diametro(lint);

copias; /* numero de copias */
N; /% numero total de vertices */
n; /* numero de vertices de cada grafo componente */
*+ADYA; /* matriz de adyacencia del grafo total #*/
**cc; /* matriz n por 3 que define la construccion del */
/* grafo total a partir de los componentes */

grado; /* grado de cada vertice */

entrada(20];

salida[20];

*input;

*output;

s8; /* vértices a eliminar */
diam; /* resultado del calculo */

cols; /* columnas de la matriz fundamental */

int main(int argc,char **argv)

{

lint i,j,k;

lint p,q;
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if(argc!=4) {
fprintf(stderr,
"\n\t Uso: vertices vertices_a_eliminar fichero_de_entrada
fichero_de_salida\n");
exit(0);

s=atoi(argv[i]);
strecpy(entrada,argv[2]);
strepy(salida,argvi3]);

input=16pen(entrada,"r");

output=fopen(salida,"w");

/* leemos el numero de vertices de un grafo componente */
fscanf (input,"%1d",&n);

/* leemos el grado del grafo */

fscanf (input, "%1d", &grado);

tscanf (input,"%1d",&copias); /* lee copias */
cols=n*(1+copias>>1);
N=copias*n;
/* reserva de memoria para ADYA y cc */
ADYA=(1lint #**)calloc({unsigned long)n,sizeof(lint *));
if (1ADYA) exit(0);
for(i=0;i<n;i++) {
ADYA[i]=(lint #*)calloc((unsigned long)cols,sizeof(lint));
if (tADYA[il) exit(0);
}
cc=(lint **)calloc((unsigned long)n,sizeof(lint *));
if(tcc) exit(0);
for(i=0;i<n;i++) {
cc[il=(1lint #*)calloc((unsigned long)i+grado*2,sizeof(lint));
if(lcc[i]) exit(0);
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/* lectura de cc */
for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<1+grado*2;j++) {
fscanf (input,"%1d",*(cc+i)+j);
it (2%(j>>1)==3) ccli][j1--;
}
/* construimos ADYA */
for(i=0;i<copias;i++)
for(j=0;j<n;j++)
for(k=0;k<grado;k++) {
p=n*i+j;
q=(n*cc[j] [2*k+1]+cc[j] [2*k+2] +n*i)%N;
if(p<=q && p<n && q< cols) ADYA[p][ql=1;
}
for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<i;j++)
ADYAT[i] [j1=ADYA[j1[il;

fprintf(stderr,”\n Empezamos a calcular ...\n");

diam=diametro(s);
fprintf (output,
"\ndiametro = %1d\t orden = %ld\tvertices eliminados = %14",

diam,n*copias,s);

fclose(input);
fclose(output);

return 1;

lint diametro(lint s)

{
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admat A(n,copias,ADYA);
admat I{n,copias,1);

admat P1=4;
admat P2=A*A-grado*I;
admat P3(n,copias);

admat B=(s+1)*(I+A)+P2;
diam =1;

while(1) {
diam ++;
fprintf(stderr,"Comprobando diametro %1d\n",diam);
if(B.is_critical(s+1)) break;
P3=A*P2-(grado-1)*P1;
B=B+P3;
P1=P2;
P2=P3;

return diam;

*/

*/
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