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Préface

A mes parents, a mon épouse Ihssan et, a mes petits Zaid et Yassir.

La modélisation joue un réle important dans la conception et I'analyse des systémes tolérants
aux fautes. C’est clairement vrai aux étapes préliminaires de conception et quand on doit certifier
gu’un systéme existant réalise un niveau trés élevé de confiabilité.

La randomisation standard est une méthode attrayante pour I'analyse transitoire des modéles
Markoviens des systemes tolérant aux fautes. Les principaux avantages de la méthode sont la
stabilité numérique et le contréle d’erreur. Cependant la méthode peut étre colteuse pour des
modeles raides, limitant ainsi son application.

La réparation différée est une approche intéressante pour les systemes tolérants aux fautes
dans lesquels les actions du remplacement des composants défaillants sont chéres, par exemple le
cas d’'un systéme situé a une location éloignée. Dans cette thése nous développons une nouvelle
méthode numérique appelémdomisation régénérative diviséwec les mémes avantages que
la randomisation standard et typiquement beaucoup plus efficace pour les modéles Markoviens
des systémes tolérant aux fautes avec réparation différée.
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Chapitre 1

Introduction

La demande croissante de fiabilité (comprise dans son sens large , c.a d. comme capacité d'un
systeme de fonctionner correctement) a motivé un intérét accru pour les systémes tolérants aux
fautes. Un systeme tolérant aux fautes est un systeme qui peut continuer son bon fonctionnement
avec ou sans dégradation de performance en présence de fautes, c.a d. fautes physiques, imper-
fections, perturbations externes, ou erreurs de dessin des composants du matériel ou du logiciel.
La tolérance aux fautes peut étre réalisée par le masquage des fautes, c.a d. par annulation des
erreurs sans éliminer les composants défectueux de la configuration opérationnelle de systéme,
ou par reconfiguration, c.a d. par I'élimination des composants défectueux de la configuration
opérationnelle de systéme. La derniére approximation est, généralement, plus complexe a mettre
en application et exige la détection de faute (identification qu'une faute s’est produite), la lo-
cation de la faute (identification du composant défectueux), l'isolation de la faute (isolation du
composant défectueux de sorte qu'il ne produise pas d’erreurs qui se propagent dans le systeme),
et la récupération de la faute (rétablissement du systéme a un état correct a partir dugel conti-
nue I'opération). Toutes ces techniques de tolérance aux fautes exigent I'addition de redondance.
Cette redondance peut étre de variants types: redondance matérielle (composants de matériel sup-
plémentaires), redondance de 'information (information extra), redondance temporelle (compu-
tations supplémentaires), ou redondance de logiciel (composants de logiciel supplémentaires).
La réplication des composants de matériel est un exemple de redondance matérielle; I'utilisation
des codes détecteurs d’erreur est un exemple de redondance de I'information; la computation
répétée et le “checkpointing” sont des exemples de redondance temporelle; la programmation
N-version, et les blocs de rétablissement sont des exemples de redondance de logiciel. L'addi-
tion de redondance affecte négativement certaines caractéristiques du systéme comme le co(t, la
vitesse d'exécution, la taille, le poids, et la consommation d’énergie, et, pendant la conception
d'un systéme tolérant aux fautes, ces impacts doivent étre équilibrés contre 'amélioration de la
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fiabilité du systéme. La tolérance aux fautes est une approche attrayante pour la conception de
systémes qui, sans tolérance aux fautes, auraient un niveau inacceptable de fiabilité. Ceci inclut
les systémes pour des applications critiques telles que la commande de vol et la commande des
processus chimiques dangereux, les systéemes non-réparables avec missions longues tels que les
satellites, les systemes exigeant une disponibilité tres élevée, comme les systemes de commu-
tation téléphonique et les systemes de réservation des lignes aériennes, et les systémes avec de
grandes quantités de matériel ou logiciel tels que les grands multiprocesseurs.

La fiabilité d’un systéme tolérant aux fautes peut étre mesurée par mesures récapitulant le
comportement du systéme percu par ses utilisateurs. Beaucoup de systémes peuvent étre considé-
rés comme exécutant correctement ou n'exécutant pas du tout. La fiabilité de ces systemes peut
étre quantifiée en utilisant des mesures simples de confiabilité comme la fiabilité et la disponi-
bilité. Beaucoup d’autres systémes, cependant, sont dégradables, dans le sens que leur exécution
peut se dégrader a cause des composants défectueux. Les mesures simples de fiabilité peuvent
étre généralisées pour évaluer la fiabilité de ces systémes en associant des niveaux des perfor-
mances aux états de systéme et en incluant dans I'ensemble des états opérationnels les états
dans lesquels le systéme a une performance supérieure ou égale a chacun de ces niveaux [31].
Une approche plus générale est le concept de performabilité présenté par Meyer [37]. Dans cette
approche, le comportement du systéme percu par ses utilisateurs est quantifié par un ensemble
discret ou continu de niveaux d’accomplissement et la performabilité est définie comme la pro-
babilité d’'un sous-ensemble mesurable de niveaux d’accomplissement. Un exemple du concept
de performabilité est la distribution de la performance accumulée par le systéme pendant un in-
tervalle de temps. Un autre exemple [38] est la distribution de la fraction du temps pendant un
intervalle de temps dans lequel un canal de transmission ne fournit pas une qualité donnée de
service aux sources du trafic admises.

1.1 Modélisation

La modélisation joue un réle important dans la conception et I'analyse des systémes tolérants
aux fautes. C’est clairement vrai aux étapes préliminaires de conception et quand on doit certi-
fier qu'un systéme existant réalise un niveau trés élevé de fiabilité. Les fautes des composants,
les mécanismes de récupération des fautes, les activités de réparation, et les activités de perfor-
mances sont de nature stochastique, et, ainsi, des modéles stochastiques doivent étre employés.
Les parametres typiques de ces modeles sont les taux de fautes de composants, les probabilités de
couverture (c.a d. les probabilités que les fautes soient récupérées avec succes), les distributions
des temps de réparation, et les caractéristiques des activités reliées a la performance. L'évalua-
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tion de ces parameétres est la premiére étape pour construire un modele. Cette évaluation peut
étre réalisée a partir des caractéristiques de systéme, a partir des données collectées dans des
systemes en opération semblables, a partir des données fournies par les fabricants de composants
(par exemple, temps moyen de fautes de composants de materiel/logiciel), a partir des modéles
standard disponibles (par exemple, le modele de MIL-HDBK-217e pour I'évaluation des taux

de fautes de composants de matériel), ou a partir des données collectées par expérimentations
réalisée sur le systéme réel, un modeéle de simulation des systémes plus ou moins détaillé (par
exemple les estimations des probabilités de couverture par exprimentation d’injection des fautes;
voir lyer et Tang [25] pour un résumé de ces techniques).

L'importance des modeles stochastiques dans I'évaluation des systémes tolérants aux fautes
a stimulé le développement des outils de logiciel avec facilités pour la spécification et la réso-
lution des modeéles stochastiques: SURF [30], ARIES [33], HARP [22], SAVE [24], METFAC
[12], SHARPE [47], SPNP [19], UltraSAN [21], SURF-2 [4], METFAC-2 [13], et GALILEO
[51], entre autres. Les chaines de Markov a temps continu (CMTC) homogenes sont le type le
plus largement utilisées. lls apparaissent quand les temps de production de fautes et les temps de
reparation ont des distributions exponentielles.

1.2 Les Chaines de Markov a temps continu réecompensées

Les chaines de Markov a temps continu (CMTC) récompensées ont démontrée étre dans les der-
niéres années un puissant formalisme de modélisation. La structure de récompense peut inclure
des taux de récompenses associées aux états et des recompenses d'impulsion associés aux tran-
sitions. Les taux de récompense indiquent le taux auquel la récompense est accumulée pendant
gque la CMTC est dans un état particulier; les taux de récompenses d’impulsion sont des récom-
penses acumulées chaque fois que la CMTC effectue une transition. Une structure appropriée de
récompense peut étre employée pour mesurer beaucoup d’'aspects du comportement d'un sys-
teme: Fiabilité, performance, colt d’opération, consommation d’énergie, etc. Le comportement
probabiliste de la récompense résultante peut étre récapitulé en utilisant différentes mesures de
récompense.

Dans cette thése nous considérons des chaines de Markov a temps continu avec espace
d’état fini et une structure de récompenses comprenant seulement des taux de récompenses. Soit
X = {X(t);t > 0} une CMTC avec espace d’état finiet taux de récompensgi € Q2. Le taux
de récompense d¥ a le tempg et la variable aléatoirey ;). Deux mesures récapitulant I'évo-
lution derx ) seront considérées: L'espérance de taux de récompense transita¥g(t) =
E [rx ] etl'espérance de taux de récompense moy@ihRM(t) = E [fg X (r) dr/t} :
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Ci-dessous, on décrit quelgues concepts de base de la théorie de CMTC qui vont étre utilisés
dans la these.

Soit X = {X(t),t > 0} un processus stochastique a temps continu & espace d’'état dénom-
brablef). On dit que le processus est une chaine de Markov a temps continu (CMTC) si, pour
toust > 0,0 < 51 < s9 < ... < sy €t7,71,19,...,0, €,

PIX(t+35) = j|X(s1) = it AX(52) = ia A . AX (50) = in] = P[X(t+35) = j| X (50) = in]

c.a d. I'évolution future de ce processus stochastique dépend seulement de I'état actuel et ne
dépend pas de I'évolution antérieure. S¥it= {X (¢),t > 0} une CMTC avec espace d’état
dénombrabld). Les probabilitéﬁvj(s,t) = P[X(t) = j|X(s) =1, 0 < s < t, sont appelées
probabilités de transition d& . La matriceP(s,t) = (]5i7j(s,t))i7jeg est appelée matrice des
probabilités de transition d&. Cette matrice est stochastique, c.a“icas, t)>0 et15(s,t)1 =

1, ou 0 est un vecteur avec tous ses composants égdurta est un vecteur avec tous ses

composants égauxia

Une CMTCX = {X(t);t > 0} est dite homogéene quand les probabilités de transitions
]51-73-(5,75) ont la formepP, ;(t — s), qui sont aussi appelées probabilités de transition. La matrice
P(t) = (P ;(t)): jeq est appelée matrice des probabilités de transitioN dea matriceP () est
stochastique. Le taux de transition dede I'étati a I'étatj, j # 4 est défini pary ; = pgvj(o+);
le taux de départ de I'étatest défini pary, = —p;(0%). Ona\;; > 0,5 # i, \; > 0 et
> j+iNij < Ai. Pour une CMTC a espace d'état fini oma= >, A;; < co. La matrice
A = (a;j)ijeqs aii = —Ni, aij = Nij, j # i, est appelée matrice de taux de transition
de X ou générateur infinitésimal d¥. La matriceA avec le vecteur des probabilités initiales
o = (w)ieq, a; = P[X(0) = i] caractérise la CMTC.

Le graphe de transition des états d’'une CMXCest un graphe dirigé ayant comme en-
semble des noeuds I'espace d’étatet ayant un arc du noeudau noeud;j étiqueté ; par
chaque taux de transitiog ; > 0. Deux états, j € {2 sont communicants si et seulement s'il y
a des chemins dans le graphe de transition des étais et dej ai. Par convention, un état est
communicant avec lui méme. La communication entre états est une relation d’équivalence. Les
classes d’équivalence correspondantes sont appesses’états deX . Une classe est donc,
un sous-ensemble maximal des états communicants. |l est utile de définaplee de classes
d'un CMTC X. Le graphe de classed'une CMTC est le graphe dirigé acyclique ayant comme
ensemble des noeuds I'ensemble des classés eleayant un arc de la claségéa la class&” si
et seulement si le graphe de transition d’'état™da un arc d’'un certain état daisa un certain
état dang”’. Pour illustrer les concepts définis jusqu’ici, Figure 1.1 donne le graphe de transition
des états d'une petite CMTC et le graphe correspondant des classes.
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FiG. 1.1 — Graphe de transition des états d’une petite CMTC (gauche) et du graphe correspondant
aux classes (droite).

Soitp;(t) = P[X(t) = i], 7 € Q. Un état d'une CMTCX est accessible si et seulement si
pi(t) > 0,t > 0. Il peut étre démontré que pour un étahaccessiblep(t) = 0, ¢ > 0. Soit
a = (a;)ieq, a; = P[X(0) = i, le vecteur des probabilités initiales de L'accessibilité des
états deX peut étre détérminé en analysant les probabilités initialese ) et I'existence des
chemins dans le graphe de transition des étatX den état: est accessible si et seulement si
«; > 0 ou s'il existe un chemin dans le graphe de transition des étals dien état; # i avec
a; > 0 ai. On peut demontrer que I'accessibilité est une propriété de classe, c.a d., que ou tous
les états d'une classe sont accessibles ou tous les états d’une classe sont inaccessibles. On peut
parler, donc, des classes accessibles et des classes inaccesibles. Pour chaqueleldssoit
ac = Y ¢ ;- Alors les états d’'une classg sont accessibles si et seulementsi> 0 ou
s'il ya un chemin dans le graphe des classed#une class&” # C avecal, > 0 aC. Etant
donné que les états inaccessibles ne seront jamais visités, on peut ignorer les états inaccessibles.
Dans ce qui suit nous supposerons que les états inaccessibles ont été éliminés de I'espace d’état
de la CMTC.

Un état: esttransitoire si, avec une probabilité non nulle, commencant,el abandonne
i pour ne jamais retourner a lui. Un état est récurrent s'il n'est pas transitoire. On peut démontrer
que pour un état transitoire,limy;_,, p;(t) = 0 et pour un état récurrentlim;_,, p;(t) > 0.
La transitoirité est une propriété de classe, c.a d.. ou tous les états d’'une classe sont transitoires
ou tous les états d’'une classe sont récurrents. On peut parler, donc des classes transitoires et des
classes récurrentes. La classification des classes d'une CMTC entre transitoires et récurrentes
peut étre faite facilement en examinant le graphe des classes. Une classe est récurrente si et
seulement si, dans le graphe des classes, elle n'a aucun arc sortant. Pour I'exemple donné dans
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la Figure 1.1, supposant que toutes les classes sont accessibles, les(glassesCs seraient
transitoires et les classé§ et C5 seraient récurrentes. Un état est appelé absorbantsio.

Il est clair qu’un état absorbant constitue lui-méme une classe récurente. Une CMTC ayant une
simple classe (récurrente) est diteéductible

1.3 Systemes tolérants aux fautes avec réparation différée

La réparation différée est une approche intéressante dans les systemes tolérants aux fautes dans
lesquels les actions du remplacement des composants défaillants sont chéres, par exemple le
cas d'un systeme situé a une localisation éloignée. Dans cette these, nous considérons certaines
classes de CMTC récompensées comprenant les CMTC qui typiqguement résulte quand on mo-
délise un systéme tolérant aux fautes avec réparation différée. Pour illustrer la structure de ces
CMTC, la Figure 1.2 donne un petit modéle de fiabilité d’'un systéme tolérant aux fautes avec ré-
paration différée employant la technique “pair-and-spare” [26]. Dans cette technique il y a trois
copies du méme module. Quand aucun module n’est en faute, deux modules sont actifs travaillant
avec une configuration duale et le troisieme module est en réserve. Apres la faute d’'un module
actif, le module de réserve est activé et le systéme continue a fonctionner avec deux modules
actifs travaillant avec une configuration duale. La faute d’'un deuxiéme module laisse le systéme
avec un seul module actif. La faute de ce module cause la défaillance du systéme. Le systeme
défaille aussi si la faute d’'un module actif n’est pas couverte. Les modules actifs ont un taux de
faute \yr, le module de réserve a un taux de faute nul. La faute d’'un module actif est douce avec
probabilité Sy, et dure avec probabilité— Sy, et, gu’elle soit douce ou dure, la faute de module

actif est couverte avec probabilitd;. Les modules avec faute douce sont indépendamment ré-
cupérés avec taups et les modules avec faute dure sont réparés par un simple réparateur avec
taux up. La réparation est différée jusqu’a ce que deux modules tombent en faute et, quand cette
condition est atteinte, la réparation procede jusqu’a atteindre I'état 1 sans composants en faute.
Les états avec réparation différée sont les états 2 et 3. [Zétarrespond a un systéme avec
réparation ayant un module avec faute douce. L&tebrrespond a un systéme avec réparation
ayant un module avec faute dure. L'état 4 correspond a un systéme avec réparation ayant deux
modules avec faute douce. L'état 5 correspond a un systéme avec réparation ayant un module
avec faute douce et un module avec faute dure. L'état 6 correspond a un systéme avec répara-
tion ayant deux modules avec faute dure. L'étatorrespond & la défaillance du systéme. Avec
ry=1letr; =0,i# f,lamesurdfTRT(¢) est la non-fiabilit¢ du systéme au tentps
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A =107 h7"
Spm =08
Cn = 0.95

ps =10h"1

g =05h""

FiG. 1.2 — Modéle de fiabilité de CMTC d'un systéme tolérant aux pannes réparable avec répa-
ration différée employant la technique “pair-and-spare”.

1.4 Obijectif et organisation de la these

La randomisation standard est une méthode attrayante pour I'analyse transitoire des modéles
Markoviens des systemes tolérant aux fautes. Les principaux avantages de la méthode sont la
stabilité numérique et le contrdle de I'erreur. Cependant, la méthode est trés colteuse quand le
modéle est raide. Dans cette thése, nous développons une nouvelle méthode numérique appelée
randomisation régénérative diviséwec les mémes avantages que la randomisation standard et,
peut étre, beacoup plus efficace pour les modéles Markoviens raides des systémes tolérant aux
fautes avec réparation différée. Nous développons aussi une méthode tres efficaueomai-

sation régénérative divisée bornapbur la computation des bornes, typiquement ajustées, pour
mesures de type fiabilité et modéles Markoviens des systemes tolérant aux fautes avec réparation
différée. La thése est organisée comme suit. Le Chapitre 2 révise les principales méthodes nu-
mériques pour I'évaluation des mesul&SRT (¢) et ETRM(¢) pour CMTC récompensées. Le
Chapitre 3 est consacré aux développements de la méthode randomisation régénérative divisée
pour un cas particulier d’intérét de la mestif€RT(¢). Le Chapitre 4 généralise la méthode aux
mesure£TRT (¢) et ETRM(t). Le Chapitre 5 développe la méthode randomisation régénéra-
tive divisée bornant. Le Chapitre 6 présente les conclusions. L'Annexe inclut une description des
réseaux ASEN-MAX, qui sont utilisés comme exemple d’application des méthodes numériques
développées dans thése.
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Chapitre 2

Methodes pour I'analyse transitoire des
CMTC recompensees

L'évaluation des mesurdSTRT(¢) et ETRM(¢) exige I'analyse transitoire du CMTC. Les mé-

thodes numériques standards pour effectuer cette analyse sont les méthodes numériques pour la
résolution des équations différentielles ordinaires (EDO) eai@omisation aussi appelée uni-
formisation. Une description des ces méthodes peut étre trouvée a [34, 35, 44]. Les méthodes
numeériques pour la résolution de EDO n’offrent pas un contrble strict de I'erreur de computa-
tion (I'erreur est proportionnelle a une tolérance spécifiée par I'utilisateur, mais la constante de
proportionnalité est inconnue). La méthode de randomisation est numériquement stable et offre
un contrdle strict de I'erreur de computation, mais la méthode est trés coliteuse pour de grands
modéles raides. Ces grands modeles raides peuvent étre analysés plus efficacement en employant
des méthodes numériques specifiées pour la résolution des EDO raides.

Dans ce chapitre, on révise les méthodes numériques pour la résolution des EDO raides, la
randomisation (standard) et les variantes de la randomisation standard qui ont été proposées pour
améliorer son efficacité. On considérera une CMYG= {X (¢);¢t > 0} avec espace d’états fini
2, générateur infinitésima\ = (a; ;)i jeq, Gii = —Xi, 1 € Q055 = N j, 0, € Q,j # 1,00
est le taux de départ d€ de I'étati et ), ; est le taux de transition d& de I'état: a I'état ;. Le
vecteur des probabilités initiales désera dénoté par= («;)icq, o; = P[X(0) =], i € Q.
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2.1 Meéthodes numériques pour la résolution des EDO raides

Soitp(t) = (pi(t))ieq, pi(t) = P[X(t) = i], 1 € Q le vecteur ligne des probabilités transitoires
de X. Il est bien connu que(t) satisfait I'équation différentielle ordinaire (EDO),

Y, = p(t)A, (21)

avec condition initialgp(0) = a.

Les mesureETRT(t) et ETRM(¢) peuvent étre exprimées en fonction de vecie:

ETRT(t) = E [rx@] = Y ripi(t),
1€Q

1 [t 1 [t 1 [t
ETRM(t) = F [2/ TX(T)dT] = E/ E [rxq] dT:ZTi E/ pi(t)dr.
0 0 icQ 0

Ces formulations permettent |'utilisation des méthodes numériques pour la résolution des EDO
pour évaluer les mesur@sI'RT(¢) et ETRM(¢). Comme la EDO (2.1) est fréquemment raide,
les méthodes numériques pour la résolution des EDO raides sont particulierement relevantes.

La stratégie des méthodes numériques pour la résolution des EDO pour résoudre (2.1) est
de discrétiser I'intervalle de solutio)0, ¢] et de calculer une solution approchée en des points
intermédiaires. Soit une subdivisidiy, t1,t2,...,t,} de[0,t] olty = 0 < t; <ty < ... <
t, = t. Les méthodes numériques pour la résolution des EDO calculent une solution approchée
p(t) pourp(t) aux pointsty, t1,ta, ..., t,. Le vecteup(ty) est égal a. Pourk, 1 < k < mn,le
vecteurp(ty) est calculé en utilisami(t,,), 0 < m < k — 1. Sip(tx), 1 < k < n, est calculé
en employant seulemep{t;_1), la méthode pour la résolution des EDO est dite & pas simple.
Dans le cas op(tx), 1 < k < n, est calculé en employaptt,,), max{0,k —r} <m < k-1,

r > 2, la méthode pour la résolution des EDO est dite a pas multiple avec multiplidités
méthodes a pas simples sont les plus utilisées.

Dans une méthode a pas simple expligité,.) est calculé a partir dg(¢;x_1) en utilisant
une équation

p(tx) = P(tr—1)U(Ah), (2.2)

ou h = t; — t_1 est le pas employé pour avancer fe; at; et U(z) est un polynéme
dépendant de la méthode employée. L'erreur locale de tronedtuie définie commep(ty) —
p(tx) supposant qup(tx_1) = p(t_1), est estimée en utilisant

7(tk) = P(tk-1)V (Ah),
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ou V(x) est un autre polynéme dépendant de la méthode. Par exemple, pour la méthode Runge-
Kutta d’ordre 4 avec estimation de I'erreur locale de troncature par la méthode de Fehlenberg, on

a [2, chapitre 4]
4 3 2
T T T 5
= — — - 1
U(m) 24+6+2+6x+

et
_ 405178 5 680716937249 , 30344907 5 = 22465

() = T72880" ~ GraTios36400”°  12414600" | 106584”

Dans une méthode a pas simple implicfié;,) est calculé & partir dg(¢x—1) en utilisant
une équation
p(tr) = P(tr-1)U(AR)(W(AR) Y,

ouh = t — tx_1 est le pas employé pour avancer e, at, et U(x) et W(x) sont des
polynémes dépendant de la méthode employée. L'erreur locale de trongatyrest estimée
en utilisant

T(tr) = P(te—1)V (AR),

ou V(x) est un autre polyndme dépendant de la méthode. Par exemple pour la méthode Euler
rétrograde, on a

X

—14+=

Uw)=1+3,

x

=1-Z=

W) =1-1,

et )
x

)

Un pas d’'une méthode implicite demande la résolution d’'un systéme linéaire, tandis qu'un pas
d’'une méthode implicite demande un produit vecteur-matrice. Ceci implique que, en général, le
pas d’'une méthode implicite est plus colteux qu’'un pas d’'une méthode explicite.

2.1.1 Stabilité

Une méthode pour la résolution des EDO est stable si, appliquée avec un pas donstarit

la résolution de I'équatiody/dt = Ay(t), ou A est une complexe avete(A) < 0 donne une
solution avec une erreur bornée paur- oo. Toutes les méthodes pour la résolution des EDO
ont leur conditions de stabilité. Par exemple la condition de stabilité pour la méthode Runge-kutta
d’ordre 4 est [2, chapitre 4],

(AP (00 ()

1
thit = 3! Al

<1. (2.3)
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Ce résultat limite le pasé a un valeur de I'ordre dé/ )\, toutes les méthodes explicites pour la
résolution des EDO ont des conditions de stabilité similaires, c.a d. toutes limitent/icbpase
valeur de I'ordre dd /.

Quand toutes les valeurs propres du générateur infinitésknabnt réelles et simples,
I'équation différentielle 2.1 a la solution,

p(t) = ag+aeMl +ajeM + .. 4 a,e’?t,
ou) < 0,1 < i < n, sont les valeurs propres différentes @ele A eta;, 0 < i < n,
sont des vecteurs ligne. Supposons sans la perte de la généralitgigue-,\; = |\i| et
maxi<i<nAi = |An|. La stabilité d’'une méthode pour la résolution des EDO appliquée a I'équa-
tion différentielle 2.1 sera conditionnée par le terme™, qui est la solution de I'équation
dy/dt = |\,|y(t). Par conséquent, dans une méthode explicite le:zesa limité a une valeur
de l'ordre del/|),|. La valeur propre\, est de l'ordre du taux de sortie maximurk, Pour
les modéles Markoviens des systémes tolérants aux fautes avec réparatgirge I'ordre des
taux de réparation. Alors, pour un modéle Markovien d’'un systéme tolérant aux fautes avec reé-
paration, la résolution de I'équation différentielle 2.1 jusqu’a tempmployant une méthode
explicite demandera un nombre de pas de I'ordré\dlequi peut étre trés grand. Par exemple,
A pourra avoir une valeur de I'ordre delmin™! et avect = 5ans, le nombre des pas serait
de l'ordre deAt = 262.800. Ceci implique qu'une méthode explicite peut étre trés colteuse
pour I'analyse des systemes tolérants aux fautes qui sont I'objectif de cette thése. Ce probléme
a motivé le développement des méthodes pour la résolution des EDO raides. Ces méthodes sont
basées sur les propriétés A-stabilité et L-stabilité. Une EDO raide est une EDO pour laquelle la
solution a des composants avec constantes de temps trés différentes, c.a dquand ) |.

Une méthode pour la résolution des EDO est dite A-stable si appliquée avec un pas constant
h & I'équation différentielledy/dt = Ay(t), ou A est une complexe aveRe(\) < 0, donne
une solution qui tend vers zéro lorsqtie~ oo . Dans certains cas, notamment pour les EDO
extrémement raides, la propriété de la A-stabilité est insuffisante. On doit exiger une propriété
plus forte: la L-stabilité. Une méthode pour la résolution des EDO est dite L-stable si elle est
A-stable et si appliquée avec un pas constadt I'équation différentielledy/dt = Ay(t), ou
A est une complexe avelge(\) < 0, donne une solution a laquellg,+1/y,| — 0 quand
Re(hA) — —o0, OUY, estla solution a la fin du-iéme intervalle. La L-stabilité implique que la
taille deh n’affecte pas la stabilité de la méthode et guaeut étre sélectionné en tenant compte
seulement de la magnitude de I'erreur locale de troncature. Dans la pratique, dans une méthode
L-stable le pad a une petite taille pour valeurs petitestdet une taille croissante pour valeurs
croissante dé. Le résultat est une réduction significative du nombre total des pas en relation avec
une méthode explicite, dans laquelle le padoit avoir une petite taille dans tous les intervalles



&L VIBUHIVUT O TTUTTITTIYUT o pUUl TAa TLOUVIULIVIT UT o LUV TAaluto

d’intégration. Regardant la A-stabilité et la L-stabilité, on a le résultat suivant [2]:

Théoréme 2.1.Toutes les méthodes implicites sont A-stable et toutes les méthodes L-stables sont
implicites.

Les méthodes pour la résolution des EDO raides sont les méthodes L-stables. Etant donné que
pour les modéles Markoviens des systémes tolérants aux fautes avec réparation, I'équation dif-
férentielle 2.1 est raide, les méthodes pour la résolution des EDO raides sont les plus relevantes
dans le contexte de la thése. Dans les deux sections suivantes, nous décrirons les deux méthodes
les plus importantes pour la résolution des EDO raides.

2.1.2 Méthode TR-BDF2

C’est une méthode L-stable qui combine la méthode des trapézes (TR, pour “Trapezoidal Rule”)
et celle des différenciations rétrogrades d’ordre deux (BDF2, pour “second order Backward Dif-
férence Formula”). Le passage tle- t,_, &t = t;_1 + h dans la méthode TR-BDF2 se fait en
deux étapes comme suit. La premiére étape, TR, consiste a pagsertge; at = ty_1 + vh,
ou~ estun réelp < v < 1, en utilisant la méthode des trapezes:

- Ah - Ah

p(tr—1+7h) (I - %) = P(tk-1) (I - %) .
La seconde étape, BDF2, consiste a passer gdet,_1 + yvh &t = tx_1 + h en utilisant la
formule BDF2:

p(te—1 +M)[(2—y)I— (1 —v)Ah| = V_Iﬁ(tk71 + k) — M

P(tr-1)-
Pour le choix dey, il a été montré dans [3] que = 2 — /2 présente de nombreux avantages.
L'erreur locale de troncature est estimée a TR-BDF2 utilisant [3]

39244y -2 (_5(tk_1) P(ti—1 +7h)A f’(tk—l)A>

T(h) = 62 =) h.

¥ (1 —7) 1—v

Cette méthode fonctione raisonnablement pour des tolérances d’erreur non inférieures a
10~% et a une stabilité excellente. Cependant, pour des tolérances d’erreur plus serrées, le colt
de la méthode augmente considérablement.

2.1.3 Méthode de Runge-Kutta implicite de troisieme ordre

C’est une méthode L-stable du troisieme ordre, le pas de la méthode est définie par

~ 2 1 - 1
p(tk) (I - gAh + 6A2h2> = p(tk-1) (I + §Ah> .
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L'erreur locale de troncature est estimée en utilisant

r(h) = pltr_1)A*L

72"

Un probléme de la méthode est que il est nécessaire de calculer explicitement la Afatrice
Quand la matriceA est dispersée, le colit de ce calcul peut étre relativement élevé. En relation
a la méthode TR-BDF2, le nombre de pas nécessaire dans la méthode Runge-kutta implicite de
troisieme ordre est plus petit. Ceci implique que la méthode peut étre plus ou moin aussi colteuse
que la méthode TR-BDF2, dépendant du codt relatif de calci’de

2.1.4 Méthodes de résolution des EDO combinés

On a proposé la combinaison d’une méthode raide et d’'une méthode explicite [35]. Pour des petits
temps, la méthode raide et la méthode explicite utilisent un pas de taille similaire et on utilise
la méthode explicite en profitant du moindre colt par pas de cette méthode. Pour des temps
grands on utilise la méthode raide. La réduction du temps de calcul obtenue par la combinaison
en relation avec la méthode raide est de I'ordre §g5].

2.2 Meéthodes basées sur la randomisation

2.2.1 Randomisation standard (RS)

La méthode de randomisation standard est basée sur le résultat suivant [27, Théoréme 4.19].
Soit X = {X(t);t > 0} une CMTC finie avec espace d’étdds taux de transition ;, i, j €

Q, j # i, et taux de dépark;, = ZjeQ—{i} Xij, @ € €, et vecteur des probabilités initiales

a = (P[X(0) =1i]); € Q. SoitA > max;eq \; et soitX = {X,;n = 0,1,2,...} la chaine

de Markov a temps discrét homogéne (CMTD) avec le méme espace d’état et distribution de
probabilité initiale queX et avec probabilités de transitidﬂPA(nH =7 X, = i| =P =

Nij/A i€ QA0 P[Xns1=i| X, =il =Py =1—X\/A, i€ Q. SoitQ = {Q(t);t > 0}

un processus de Poisson avec tauindépendant d& (PIQ(t) = n] = e M (At)" /n!). Alors,

X = {X(t);t > 0} et {)?Q(t);t > 0} sont probabilistiquement identiques. Ce résultat sera
appelérésultat de la randomisation

Supposons qué a une structure de taux de récompense 0, i € 2. Utilisant le résultat
de la randomisation, on peut exprimer la mestieRT(¢) = F [rX(t)] de la forme

ETRT(t) = Y rP[X(t) =i] =Y riP[Xgq) =il
1€Q 1€Q
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S r Y PIX, =i Q() = nlPQE) = nl = Y1 S PIX, = PIQ() = n]

1€ n=0 1€ n=0
> rPIX, =ilP] Z d(n)e=M At) (2.4)
n=0 1N

oud(n) =Y icq r:P[X,, = i]. La formulation (2.4) déETRT(t) en fonction du régime tran-
sitoire deX est la base de la méthode randomisation standard pour la mesHFERIE(¢). La
sommation infinie est tronquée a une valédr> 0 suffisante pour que I'erreur soit petite. La
valeur approchée poltTRT (t), ETRT%;(¢), ainsi obtenue est

ETRT% (¢ Z d(n )

Employant) < d(n) < rmax = max;eq 74,

= At)"
0 < ETRT(t) — ETRTH(t) < rmax e*AtQ
n.
n=N+1

et, exigeant une erreur de troncature abseiug on choisie

(At)"
n!

o0
N = min{m >0 : rmax Z e
n=m-+1

IN
()
——

La mesureETRM(¢t) = E[(1/t) f(f 7x(r) d7] peut étre exprimee en fonction @&'RT(¢)
de la forme

ETRM(¢ / Elrxmldr = —/ ETRT(7)dr .
Alors, utilisant (2.4) eff; =27 (A7)"/nldr = (1/A) 372, e (A1) /Il on &
ot (At)’
ETRM(t = Zd 121 TR (2.5)

La formulation (2.5) d&€TRM(t) en fonction du régime transitoire deest la base de la mé-
thode randomisation standard pour la medtif&k M (¢). Les sommations infinies sont tronquées
de maniére a ce que I'erreur soit petite. La valeur approchéefsbRM (t), ETRM, (¢), est

N+1 N+1 -
AL 1 (At)"
ETRMS ( ~ae (A1) et
R Atzd lzk;le T Atz ! g
Employantd < d(n) < rmax,
N N+1 l
a _ _a(AR)E 1 _ae (A1) At
ETRM() - ETRM{ (1) = Zd Z T Z ) Y e
l=n+1 l=n+1

[e.o]

1 (A S
= 4 > e A%gd(n),

I=N+2
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ce qui implique

0 < ETRM(t) — ETRMS( Tmax Z et lA —rmax Z e_At ,
I=N+2 n=N-+1

et, exigeant une erreur de troncature abselue on choisit

> At)"
N:min{mZO:rmax Z efAt( ) §5}.

n=m+1

Notons que le paramétre de troncatdigour les mesureBTRT(¢) et ETRM(¢) est crois-
sant aved. Alors, si la mesure doit étre calculée pour plusieurs valeurs teeparamétre de
troncatureN doit étre choisi pour le maximum

Le calcul des mesurdSTRT(¢) et ETRM(¢) exige le calcul dul(n). Soit le vecteur ligne
p(n) = (pi(n))ica = (P[X, = i])icq, et soitP = (P,j)i,jeq la matrice de probabilite de
transition deX. On ad(n) = Y icapi(n) etp(0) = a. Les vecteurs ligng(n) , n > 0 peuvent
étre calculés en utilisant

p(n+1) = p(n)P.

Le calcul des probabilités de Poissen (At)"/n! est délicat. Un calcul trivial de ces
probabilités résulte facilement a “overflows” et “underflows” intermédiaires. Plusieurs solutions
ont été proposées [11, 23, 28, 40]. Dans notre réalisation, nous utiliserons la méthode décrite
dans [28, pp. 1028-1029] (voir aussi [1]).

Le calcul deN demande le calcul d&(m) =372 e M((At)" /n!) pour des valeurs
croissantes de:, commengant em = 0. On pourrait calcules(m), m > 0 utilisant

S(m)=1- itf“w,

n!
n=0
mais cette méthode est numériquement instable di aux annulations quand l'erreur sellicitée
est< 1. Une meilleure méthode est de calcukgrm), commencant em: = 0, en tronquant
la sommationd o2, e~A((At)"/n!) maintenant 'erreur relative petite. Cette idée peut étre
réalisée de la maniéere suivante.

Supposong/ +1 > AtetM >m+2.0na

(A > (A
S(m) = Z e—At t e (A" t
n=m+1
M-1 n
“ar(AD" a (At) At
R e
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avec
M-1
s _ _at (A7)
At)M 1
se(M) = e o
e

Soit v une petite valeur< 1, par exempler = 10-°. Alors, on peut calculeS(m) pour des
valeurs croissantes de, commencant em = 0, avec erreur de troncature relativer de la
maniére suivante. Pour = 0, nous sélectionnons polif le mineur entiez> 2 avecM + 1 >
At qui satisfaitse(M)/S(0, M) < v/10, approchonsS(0) de Sy = S(0, M) + S=(M) et
faisonsS = Sy;;. A partir de ce point, pour chaque valeur croissantend@ous calculons
St = Sue — e M(AL)™ /m! etsiM > m +2 et Sy /S > 0,1, nous approchons(m) de Sy
et continuons. Sin devient< M — 2 ou Sy;/S devient< 0.1, nous obtenons un nouvad
comme le mineur entier m + 2 avecM + 1 > At, qui satisfaits®(M)/S(m, M) < v/10,

approchonsS(m) avecSy, = S(m, M) + S¢(M), faisonsS = Sy, et continuons.

Employant le résultat bien connu [46, Théoréeme3.3.5] @@© a pourAt — oo une dis-
tribution normale asymptotiqgue avec moyenne et variakhigeon a que poun\t grande,N est
approximativement égal &. Comme nous avons argumenté antérieurement, pour les modéles
Markovien de systémes tolérants aux fautes réparables avec réparation difiépEit avoir
une treés grande taille. Alors, la méthode randomisation standard peut étre trés colteuse pour les
modéles objectifs de la thése.

2.2.2 Uniformisation adaptative (UA)

L'uniformisation adaptative est une méthode dans laquelle le taux d’'uniformisation (randomisa-
tion) s’adapte en accord avec I'ensemble d’états dans lesquels la CMTD randomisée peut étre
dans chaque pas [39].

Soit X = {X(t);t > 0} une CMTC avec espace fini d’étds taux de transitiony, ;,
1,7 € Q,7 # i, taux de déparl, = ZjeQ—{i} Xij, @ € 2, générateur infinitésimak =
(@i j)ijeqs @iz = —Xiy i € Q,a,5 = Nij, i,j € Q,j # i, et vecteur des probabilités initiales
a = ()icq = (P[X(0) = i])icq. SoitX = {X,;n = 0,1,2,...} la CMTD randomisée et

~

soitm;(n) = P[X = 1], € €. Alors, on définit 'ensemble des état actifs au pasomme
B, ={i€Q:m(n)>0}.

Pourn = 0,1,2,..., soitA,, = max;ep, \; le taux de randomisation au paset soitA,, =
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(Anij)ijeq le générateur infinitésimal au pasou

A\ _ )\i,j Sii e B,
n,t,J — .
0 autremant

La matrice de probabilités de transition Meau pas: est
P,=1+—A,.
Soit les variables aléatoirds, n = 0,1, 2, ... définies pafly = 0, et pourn > 0, par
T, = EXP(Ag) + EXP(A;) 4 ...+ EXP(Ap_1), (2.6)

oUEXP(A;), 0 < i < n — 1dénotentr variables aléatoires exponentiellement distribuées avec
parameétre\;, 0 < i < n — 1. Soit le processus stochastique de naissghee{Q(t);t > 0} ou
Q(t) = max{n : T,, <t} et soit

Soit le vecteur ligner(n) = (m;(n));cq. La méthode uniformisation adaptative est basée sur la
formalisation pourp(t)

p(t) =Y _ Un(t)m(n). (2.7)
n=0

La sommation infinie est tronquée a une valdyr> 0 de maniere que I'erreur absolue dans
chaque élément de(t) soit petite. Ceci donne une valeur approximative podi,

Na
Pr.(t) = Un(t)m(n).
n=0

L'analogie entre (2.7) et 'équation sur lagelle est basée la randomisation standard,

p(t)=>_ e—At(Anﬁ w(n), (2.8)
n=0 :

est évidente. La randomisation standard peut étre considérée comme un cas particulier de I'uni-
formisation adaptative avet, = A = max;cq A;, n > 0, dans laquelld/,, () est un processus
de Poisson avec taukx.

L'uniformisation adaptative demande le calcul@gt). Dans [39], on décrivait trois mé-
thodes pour le calcul d€,(¢): Un évaluateur du chaines de Markov acycliques (ACE), un ACE
modifié, et la randomisation standard. Les deux premiéres méthodes peuvent étre numériquement
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instables. La troisieme méthode est numériquement stable. Son utilisation méne a l'uniformisa-
tion adaptative appelée uniformisation adaptative avec uniformisation diposée (“layered unifor-
mization ”). Appliquant la randomisation standard avec parametre de trondgtatecalcul de

Un(t), on ales valeurs approximatives

Ny

U (1) = D e 2t (h),

k=0

ol (k) est la probabilité de que la CMTD randomisée aupast a I'étatn, et soitg, un petit
parameétre de controle d’erreur,

. s (B
Ny =min<m >0: Z eﬁTgab . (2.9)
k=m-+1 ’
Notons qué,, v, (t) < Uy(t) et que
> t
S -V = Y e
n=0 n=0 k=Ny+1
) B ﬂt o0 B ﬂt
= Z ﬁtk' w8 (k) = Z e ﬁtygeb.
k=Ny+1 n=0 k=N,+1 ’

La valeur approximative pous(t), pn,,n, (t) obtenue utilisant/,, n, (t),0 < n < N, est

Ng Ny
SNACEDS (Z - (B0 n<k>> n(n).

n=0 \n=0

Supposons qu’on veuille comptex(t) avec erreur< e a chaque élement. Cette computation
peut étre réalisée comme suit. Premiérement, nous choisigsans0 et ¢, > 0 satisfaisant
Eq +ep = € €teg, < g, (par exempleg, = 0.9 ete, = 0.1). Alors, N, est choisi utilisant (2.9) et
N, est choisie utilisant

Na:min{mz 031_2Un,Nb(t) Sea} .

n=0

Il est facile de démontrer quep(t) — pn,,n, || < €. Premierement, nous avons:

Ip(t) — PNa.N Il o
No Ny
S ) D =33 e I Gy
n=0 k=0 n=0 k=0 0o

aNb

SOy el =33 e I )

n=0 k=0 n=0 k=0 )

IN
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Sy et O )

n=Ng+1 k=0

= Z Z e ﬁt (k) (n) Z Z R ﬁ t 70 (k)w(n)
n=0k=Ny41 0 n=Ng+1 k=0 00
Mais,
5 % e ey
n=0k=Ny41 0
2D S S ST pa .
n=0 k=Np 1 k=N 11 '
et
> 3 et O e
n=Ng+1 k=0 oo
[e%¢) [e%¢) [e%e) Ng
> ) Unt)m(n) > Un(t)=1- ZU )< 1=> Unn,(t) <éa.
n=Ng+1n=0 00 n=Ng,+1 n=0
Alors,

IP(t) = PNuNyllog < €a+ep=¢.

Des résultat expérimentaux [39] ont montré que I'uniformisation adaptative peut étre plus
rapide que la randomisation standard pour des petits et moyens temps.

On a proposé la combinaison de 'uniformisation adaptative et la randomisation standard
[40]. Pour des grands temps, l'intervalle de temps est divisé en deux subintervalles. L'uniformi-
sation adaptative est utilisée dans le premier subintervalle, la randomisation standard est utilisée
dans le second subintervalle. La partition est effectuée avec I'objectif de minimiser le co(t de
calcul. La méthode combinée est moins colteuse que I'uniformisation adaptative et la randomi-
sation standard.

2.2.3 Randomisation régénérative

L'idée fondamentale dans la randomisation régénérative est d’obtenir a partir du modéle original
un modéle transformé tronqué qui, avec une structure de taux de récompense appropriée, a la
méme mesur&TRT(¢) et ETRM(¢) que le modéle original avec une erreur arbitrairement
petite. Le modele transformé tronqué est résolu avec la randomisation standard. La méthode
exige la sélection d'un état régénerateuta CMTC X etr doivent remplir les deux conditions
suivantes:
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1. X aunespace d'état fifl = SU{f1, fa,..., fa},|S] >2,A>0,00f;,i <i<A,
sont des états absorbants et tous les états Slawst transitoires o% a un simple
récurrent classe.

2. r € S etsiS aunsimple récurrent classe €< C.

Le modéle transformé tronqué est obtenu a partir de CMTC en caractérisant le comportement
du X de S’ = S — {r} jusqu'au prochain coup de ou coup d'un étatf; et der jusqu'au
prochain coup de ou coup d'un étatf;. Soita; = P[X(0) = i],i € (, et soitag =

> ics ai- Pourle casvs > 0, le modéle transformé tronqué est appglé, et a I'espace d'état

{51, 0 <k < K}U{s),0 <k <L}U{f1, fa,..., fa,a}, ladistribution de probabilité initiale
PVk.1.(0) = so] = oy, P[Vg L = sp] = agr, P[Vk,1(0) = fi] = oy, P[Vk,(0) = i] =0,

i & {s0,50, f1, f2,- .., fa}, le diagramme de transition d’état illustré dans la Figure 2.1 pour le
casA = 1, et la structure de taux de récompemnse= b(k), r;; =b'(k), vy =11 =0,

ou b(k) et/ (k) seront définis plus tard. Pour le cag = 0, le modele transformé tronqué est
appeléVi et differe deV 1, par 'absence des étads.

Soit X = {X,;n = 0,1,2,...} la CMTD randomisée dé& avec taux de randomisation
A = (1 + ) max;eq \;, OU \; est le taux de départ d& de i et 6 est une petite quantité
positive, par exemplé = 10~*. Dénotons par, ;, i, j € €, les probabilités de transition de
Pi=X;/Ni,j€Q,j#i,Pi; =1—X\/A i€, 00\, estletaux de transition d¥ de:
4. Soit X’ une version de&X avec état initial. Soitm; (k) = P[X| #r A X, # 1 A--- A X} #
rAXp =id,ieSetsoitni(k) = P[Xo ZrAX1 £r A AXp #rAXp =i],ieS.
Alors les paramétresy, gy, vi, Wiy s ug, b(k) etd'(k) dont Vi 1, et Vi dépendent peuvent
étre obtenus a partir dg(k), k =0,1,..., K etn(k), k = 0,1, ..., L utilisant

_ Zies Wi(k)Pi,S’
a(k) ’

= Sies TP
¥ a(k) ’
W — 2ies Ti(k) P
' a(k)

I ZieS’ W;(k)Piﬂ’
Qk: (I/(k?) )
o — 2ics mi(k) Py,
k a’(k) ’

a(k) ’
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qK -1 A

Fic. 2.1 — Diagramme de transition d’état de CMVTg 1, por le cas4 = 1.

Zz‘eS’ W;(k)’l“l

() = S I

olla(k) = Y,eq mi(k) etd' (k) = X, q (k).

Pour le casrg: > 0, soit ETRT®:14(t) et ETRM-14(¢), respectivement, 'espérance de
taux de recompense transitoire et I'esperance de taux de récompense moygpne@de a:

0 < ETRT(t) — ETRT®54(t) <

> At)k > At)k
rmaxa’(L) Z efAt( k:') + Tmaxasa(K) Z (k—K) eAt% )
k=L+1 ’ k=K+1 ’

max@' (L) At)E
0 < ETRM(t) — ETRMXFe(t) < rmax@’ (L) S (k-L-1) oAt (A"

At k!
k=142
Tmaana(K) = (k - K)(k - K — 1) —At (At)k
+ At 2 7 © TR
k=K 42

Pour le casvg: = 0, soit ETRTX4(¢) et ETRM:4(¢), respectivement, I'espérance de taux de
récompense transitoire et I'espérance de taux de récompense moyédrineuea:

- At)F
ETRT(t) — ETRT®(t) < rpaxasa(K) Y (k- K) eAt% ,
k=K+1 '

ETRM(t) — ETRM®9(t) <

Tmaxsa(K) i (k—K)(k—K-1) oAt (At)* .

At 2 k!
k=K+2

Soite I'erreur absolue permise. Une portieri2 est réservée pour I'erreur de troncature et une
portione/2 est réservée pour I'erreur de la résolution du modele transformé tronqué par rando-
misation standard. Alors, pouis: > 0 et la mesurd&&TRT(¢), les paramétres de troncaturk's
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et L sont choisies comme

. > n(ADFE e
K—mm{mZO:rmaana(m) Z (k—K)e e ) SZ},

' VI 0.t L
L—mm{mZO:rmaXa’(m) Z e ae (A) Sz}

Pourag: > 0 et la mesurd&@TRM(¢), les parametres de troncatukeet L sont choisis comme

IN

Tmaxasa(m) i (k—K)(k—K—-1) _,, (At)*

€
K = 1 > P — - —_
min {m >0 AL 2 e 7l 4} ,
k=K+2

o

L_min{mzozw i (k‘—L—l)e_At(At)k g }

At k!
k=L+2

Pourag: = 0 et la mesurd@TRT(t), le parametre de troncatuf€ est choisi comme

— i . = —At (At)k €
K = min {m >0 : ryaxasa(m) k;l(k —K)e o < 30"

Finalement, poutts: = 0 et la mesur&TRM(t), le parametre de troncatufé est choisi comme

. Tmaxsa(K) o~ (k—K)(k—K—1) _,, (A" ¢
K—mm{mZO.T Z 2 e ol 5"
k=K+2

IN

Il est facile de démontrer que le parametre de troncafirest O(log(At/<)) et, pour
agr > 0, le parametre de troncatufeestO(log(1/¢)) [15]. Ceciimplique que pour des modéles
assez grands et raidest(assez large) la randomisation régénérative sera significativement moins
colteuse que la randomisation standard. Le co{t de la randomisation régénérative dépend de la
sélection de I'état régénérateurCet état devrait étre sélectionné de maniére a cexqug et,
siag > 0, a’'(m) diminuent, le plus rapidement possible, et que les paraméfresL soient
les plus petits possible. En géneral, une sélection automatique de I'état régénérateur n’est pas
possible et la sélection doit étre proportionnée par I'utilisateur de la méthode. Pour une classe de
modeéles, classe C’, une sélection naturelle pour I'E&xiste et, avec cette sélection naturelle,
des résultats théoriques existent estimant le colt de la méthode en fonction de parametres “visi-
bles” du modéle. La classe de modéles C’ inclut toutes les CMTC couvertes par la randomisation
régenerative pour lesquelles une partiti§nJy S, U --- U Sy, pour S existe satisfaisant les
propriétés suivantes:
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P2. maxo<p<n, Max;eg, )\i,sk—{i}usk+lu---uch est sensiblement plus petit que

ming<x< N, Min;es, /\i,SoU---USk71U{f1,---,fA} > 0.

La classe C’ inclut les modeéles de faute/réparation, avec distributions exponentielles de temps
de faute et de réparation et avec réparation dans chaque état avec composants en faute, quand
les taux de faute sont significativement plus petits que les taux de réparation. Les modéles de la
classe C’ se déplacent rapidement vers I'étati vers un étaj; et, par conséquent, |'étatest

une sélection “naturelle” pour I'état Les parameétre&” et L sont principalement déterminés par

la valeur du parametr& = max;es Ai/ minjeg_go1 A; €1, pourk > 1, peuvent étre estimés

par30R [15]. Notons queR est un paramétre “visible”. Des résultats experimentaux ont montré

gue pour des modeles grands et raides dans la classe C’, la randomisation régénérative peut étre
plus ou moins aussi colteuse que la randomisation standard.

Pour améliorer I'efficacité de la méthode on a proposé [17]. Une variante de la randomi-
sation régénérative, appelléandomisation régénérative avec inversion de transformation de
Laplace qui différe de la randomisation régénérative seulement par le fait que le modéle trans-
formé tronqué est résolu en utilisant une solution du modeéle au domaine de la transformation
de Laplace en combinaison avec une méthode numérique pour inversion de la transformation de
Laplace. Des expériences numériques ont démontré que la variante peut étre significativement
moins colteuse que la randomisation régénérative quand le modéle original est raide et de non
grande taille.

2.2.4 Randomisation régénérative bornante

Dans [16] on a développé la méthode randomisation régénerative bornante pour le cacul des
bornes pour un cas particulier de la meshfiéRT (¢). Les modéles couverts par la méthode sont

les modéles couverts par la randomisation régénérative Avecl. La mesure considérée est

m(t) = 22421 ry, P X(t) = f;] avecry, > 0 et avec différents;, pour différenti.

La méthode calcule une borne inférieure pou(t), une borne supérieure pour(t), ou tous
les deux et exige le choix d’'un état régénératedar S et un parameétre de controle satisfaisant
1 < D < Apax/Amin, OU Apin = min;esr A; et Apax = max;eg A;. Pour obtenir la borne
inférieure pourn(t), la méthode modifie la CMTCX pour obtenir une CMTCX. La borne
inférieuer pounn(t) estmP'(t) = S°4 7, PIXP(t) = f,], qui est calculée en résolvait™
par randomisation régénérative avec état régénératéarCMTC X! est obtenue a partir d§
par I'échelonnement des taux de transitionsd_a relation entre les taux de transiti&h} de
X" et les taux de transitiod; ; de X est)\';fj = X\ ;(AP/N\;) i € S, 00\ est le taux de départ
de X dei et AP = min{\;, DA, }. Pour obtenir la borne supérieure pouft), la méthode
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modifie la CMTCX pour obtenir une CMTCX®. La borne supérieure pous(t) estmbs(t) =
ZZ.AZI ¢, P[X(t) = £i], qui est calculée en résolvait® par randomisation régénérative avec
état régénérateur. La CMTC XS est obtenue a partir d& par I'échelonnement des taux de
transition deS’. La relation entre les taux de transitidﬁj de X" et les taux de transition
Aij de X estAs = Xij(\/X\) i € S, ou\; est le taux de départ d&¥ dei et \* =
max{\;, \max/D}. Pour le cas particulier ou les deux bornes sont calculdes,1 et \,i, > A,

il y a une réalisation plus efficace de la méthode par laquelle la CMT@st obtenue & partir
de la CMTCX"s.

La méthode randomisation régénérative bornante est principalement dirigée a une classe
de modeles C”. La classe C” comprend les modeéles couverts par la méthode pour lesquels une
partition Sop U S; U - - - U Sy, pour .S existe satisfaisant les proprietés:

P2. maxo<ir<n, MaX;es, Ai75k,{i}usk+1u,,,U5NC est sensiblement plus petit que
MiNg< k<N Milies, Aj Sou---US),_1U{f1,....fa} > 0-
P3. )\o < minieg,{o})\i.
Pour les modéles de classe C” une sélection naturelle pour I'état régénérateus estAvec
cette sélection, les bornes obtenues par la méthode sont ajustées. De plus, le pdrqestret
de promettre la qualité des bornes et le colt de computation de la méthode. Des valeurs supé-

rieures deD proportionnent des bornes plus ajustées avec un colt computationel meilleur. Pour
la sélectionD = 1, le colt computationel de la méthode est relativement petit.

2.2.5 Randomisation avec détection du régime stationnaire

Dans [50] on a développé la méthode randomisation avec détection du régime stationnaire pour
le calcul des mesureSTRT(¢) et ETRM(¢) pour le cas ou la CMTC est irréductible. Nous
décrirons une légére variante de la méthode décrite dans [50] qui est un peu moins colteuse pour
de grands modéles. Soit = {X (¢);¢ > 0} une CMTC irréductible avec espace d’états fini

taux de dépard,, i € €, structure de taux de récompense> 0, i € €2, et vecteur ligne des
probabilités initialesx = (P[X(0) = i])icq. Soit A un taux de randomisation max;cq A;.

Soit X = {X,,n = 0,1,2,...} la CMTD randomisée d& avec le taux de randomisatioh

et soitP = (B ;)i jcn la matrice des probabilités de transition Xe Etant donné gueX est
irréductible et ; > 0, ¢ € Q, P estirréductible et apéeriodique et, donc, réguliere. Considérons

les vecteur&V™ = (V");cq = P"r, n > 0, olr = (1;);cq, €t Soitv, = aV". Alors,

2

o0 A n
ETRT(1) = ) e—At@vn.
n.
n=0
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La détection du régime stationnaire est basée sur le contrble de séquence des VEctRoirs
my, = min;eq V" etM,, = max;cqV;". Les séquences,, et M, sont, réspectivement, croissan-
test et décroissantes avecDe plus,lim, .o, m, = lim,,_.., M,. Soit le temps discret jusqu’a
la stationnarité

K =min{n >0: M, —m, < 2¢}.

Alors, ETRT(t) est calculé avec erregt e comme

K K

At)"™ M At)™
}:e—At( t) o, + K T MK 1_§:€—At( t) .
o n! 2 o n!

La méthode demande le calcul & pour0 < n < K. Les vecteurs sont calculés en utilisant
Vi=retv"tl =PV" 0<n< K — 1.

Pour la mesuré&&TRM(¢), soit les vecteur&™ = 1/(n + 1) Y.7_,P*r, n > 0 et soit
v, =aV'™, n>0.Alors,

o A n
ETRM(1) = ) e—At@v;.
n.
n=0

Avec le méme temps discret a la stationnafitééfinie par la mesurBTRT(¢), soit

Gty =) ™ (Ao Vps

etSy = (My + my)/2. Alors ETRM(t) est calculé avec erredf e comme

K+1
GK(t) + A—t(’l)}( — SK)HK+1(t) + SKHK(t)
La méthode demande le calcul 88" pour0 < n < K. Les vecteurs sont calculés utilisant
VO=V0=r V" =PV" 0<n< K —1et

VAR nj:;V/"Jr%V"“, 0<sn<K-1
n mn

2.2.6 Randomisation avec détection du régime quasistationnaire

Dans [18] on a développé la méthode randomisation avec détection du régime quasistation-
naire pour le calcul des mesurB§'RT(¢) et ETRM(¢). La méthode couvre les CMT& =

{X(t);t > 0} avec espace d'état fifit = S U {fi, f2,...,fa}, A > 1, ou tous les états d¢

sont transitoires et accessibles entre eux et ou les g&iat absorbants, avec une structure de
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taux de réecompenseg > 0, i € €, ou lesry, sont différents pouy; différent. Soito = (), (.

a; = P[X(0) =i, 1 € Q, le vecteur ligne de probabilités initiales d& Soit N, i € €, les
taux de départ d& et soitA = (1 + 0) max;eq A; le taux de randomisation, dliest une petite
valeur positive, par exempke= 104, Soit X = {X,,,n = 0,1,2,...} la CMTD randomisée
de X avec le taux de randomisatignet soitP = (B ;); jco la matrice des probabilités de tran-
sition deX. SoitPgs = (Pi;)ijcs €t Prg = >_jes bij et soit le vecteur lignews = (c;);c g
etag = ) ,.q 0. Les états dans§' étant accessibles entre eux dansalors, la matricePs g
sera irreductible. De plus étant> max;cq i, P;; > 0,7 € S, ce qui implique quéPs s sera
apériodique. Alors, la matricBg ¢ sera réguliere.

Soit les vecteurs colonne
r= (Tj)j65'7
W= (wj)jes = (PJ,S)jesu

VZ = (v})jes = ([)jvfi)jesv 1 S ’L S A

et soit
( ) aSPgSr
rn) = ———"——
n )
aSstsl
n
= ——r_
aSPS,Sl
. asP? v ,
v'(n) = —5-—, 1<i<A,
05PS751

ou 1 un vecteur de dimensigi$| avec tous ces élements égauk #lors, la mesurdETRT(¢)
peut étre exprimée comme suit

(A8)"

n!

ETRT(t) = i d(n)e™
n=0

avec
n—1 A

A
d(n) = v(n)r(n) + Y agrg+ ) v(m)y v'(m)ry,,
i=1 m=0

i=1
n—1
v(n) = ag H w(m) .
m=0

La formulation précédente déTRT(¢) en fonction des séquenceén), w(n) etd(n), 1 <
1 < A est la base de la méthode randomisation avec détection du régime quasistationnaire. La
méthode exploite le résultat quBg ¢ étant réguliere, quel que soit le vecteude dimension

|S], la limite pourn — oo de

z(n)

=0
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existe etindépendant aeg [18]. La quantitéz(n) peut étre intérprétée comnﬁzf(nyf( n € 5]
Dans la méthode les séquene€s), w(n) etv’(n), 1 < i < A sont calculées jusqu’a un indice
n = K et des bornes pol@TRT(¢) sont calculées a partir des bornes por), w(n) et (n),
1<i< A, n> K. Soit

o(n) = (0j(n));es = P51,
r(n) = (rj(n);cs = Py sr,
w(n) = (wj(n));cq = P§sw,
vi(n) = (v;l(n))jes =Plov, 1<i<A.

Les bornes pour(n), w(n) etvi(n), 1 <i < A, n > K, sont données par

()
i (K) = mmjegm ,
ri (K
Ths(K) = maXj;es ]EK; )
j
. wi(K)
iK = j ¢ )
wb( ) mln]ES O](K)
w; (K
wbS(K) = manGS Oj((K)) s
j
vl (K) = min; S@ 1<i<A
bi S OJ(K)’ >0 > 5
. WK
vpe(K) = maxjegL, 1<i<A.
0j(K)

Le paramétrds est choisi de maniéere a ce que la moyenne des deux borneEp®ir(¢) donne
ETRT(t) avec erreux e. La borne inférieure podt TRT () est donnée par

K

K _ _ae (A" — A (A"
ETRTE (1) = ;)d(n)e ] +B(K)n§+le e
+ C(K) e (mumEDAL e—wbe)At(wbi(K')At)"
n=K+1 n:
+ Dbl(K) Z (1 — wbi(K)niKil) €7At—(At')
n=K+2 n:
et la borne supérieure poHT'RT () est donnée par
S (A" - (A"
ETRTE() = Y dme ™o+ B(K) Y e Mo

n=0 n=K+1
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+ Chs(K) e~ (1mwns ()AL Z e_wbs(K)AtM

|
n=K+1 n:
N neK—1\ —Az (A"
e D) Y (1 w5 ) e
n=K+2 !
S At)"”
+ Iwbs(K):lEbs(K) Z (’n — K — 1)6_At( n') :
n=K+42 :

ou I, est une fonction indicatrice tournant la valdusi la conditionc est satisfaite €1 autrement
et

K A
Zaflrfz—l— Z sz m)ry, ,
m=0 i=1

Chi(K) = (i{b:z 1); ‘HK) :
Chs(K) (i{bl [1{);51(1[{ )
Dyi(K) = v(K + 1)—25_1 fb({(K); I
Duo(K) = v(K +1) Zf;_l %b(g{); o

Ews(K)=v(K +1) Z’U%)S(K)Tfi :
Etante I'erreur permise K est choisie comme
K =min{m > 0: ETRT}.(¢) — ETRTV (t) < 2¢}

etETRT(¢) est calculé avec une erredre utilisant
ETRTE (t) + ETRTE (¢)
5 .
Les vecteurs:(n), w(n), vi(n), 1 <i < Aeto(n), 0 <n < K sont calculé utilisant(0) = r,
w(0) =w,vi(0) =v,1<i<A0(0) =1letr(n+1) =Pggsr(n), wn+1) =Pgsw(n),
vin+1)=Pgsvi(n),1<i<A,on+1)=wn+1)+ Zlevi(n—i— 1).

La méthode poulETRM(t) est basée sur la relatiodBRTRM(¢ fo ETRT(r)dr/t.
Cette relation permet de calculer une borne inférieure ﬁﬁﬂRM( ) commeETRM (¢
[y ETRTE (1) dr/t et une borne supérieure comBERM = JSETRTE(r)dr/t. Les
expresions pouETRME (t) et ETRME, (¢) sont

K+1 /n—1 > n
ETRME (¢) = Ait Z ( d(m)> —At (A; (Zd ) Z oAt (A;')
0
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B(K) < _ac (A"

+—At Z (n—K—1)e .
n=K+2
Ci(K) wpi(K)5 T & n—K-1y —A¢(A8)"
At 1 — wp(K) W (1= wyi () e n!

Dyi(K) = m—k—1y | —At (A"

+ At Z ( Z (1—wbi(K) ) € ol
n=K+3 \m=K+2

et

n=1 \m=0 n=0 n=K+2
B(K) < _ae (A"
+ = Y (n—K-—1e .
n=K+2
Chs(K) wbS(K)K+1 = -1y At (A"
I 1-— K)" —_—
+ wbS(K)<1 At 1 - wbs(K) W ( wbS( ) ) e n‘
Chs(K) _ap (A
+ wbs(K):1 A Z (n - K - 1)6 ¢ n|
n=K+2
00 n—1
Dips(K) m-K-1y | —At(AD)"
n=K+3 \m=K+2
En(K) S (n—K-1)(n—K—2) _,(At)"
oo 2 2 S
n=K+3

Choisissant comme
K =min{m >0 : ETRM["(t) — ETRM/}(t) < 2¢},
ETRM(t) est calculé avec une erredre utilisant

ETRME (t) + ETRME (¢)
5 .

Les vecteurs:(n), w(n), vi(n), 1 < i < Aeto(n),0 < n < K sont calculé comme pour la
mesureETRT(t).

PourAt grand, le paramétr&” peut étre beaucoup plus petit que le paramétre de troncature
N de la randomisation standard, impliquant que la méthode peut étre beaucoup moins colteuse
gue la randomisation standard. Pour les modéles dans la classe C’ vers lesquelles la randomisa-
tion régénérative est orientée, la randomisation avec détection du régime quasistationnaire semble
étre plus colteuse que la randomisation régénérative [18].



Chapitre 3

Randomisation regenerative divisee:
cas particulier

L'idée fondamentale dans la randomisation régénérative divisée est d'obtenir a partir du modéle
original un modéle transformé tronqué qui, avec une structure de taux de récompense appropri€e,
ala méme mesurBTRT(¢) et ETRM(¢) que le modele original avec une erreur arbitrairement
petite. Le modeéle transformé tronqué est résolu utilisant la méthode randomisation standard.
Dans ce chapitre, nous développerons la méthode randomisation régénérative divisée pour un
cas particulier de la mesuEI'RT (¢). Le prochain chapitre généralisera la méthode a la mesure
ETRT(¢) et alamesur&TRM(¢). Le cas particulier de la mesuBE['RT(¢) considerée dans ce

chapitre est
A

m(t) =Y rpPIX(t) = fi,

i=1
OUA >1letf;, 1 <i< Asontdes états absorbants.

3.1 Modeles couverts

La méthode randomisation régénérative divisée demande la sélection d’'un sous-ensemble d’'états
E et d'un état régénérateutr La méthode couvre des CMTE avec espace d'état fini et des
sélections d€v et r satisfaisant quelques conditions. SQif’espace d’état deX et soitF =
E—{r}etE =S — E. Alors, dénotant pak; ; le taux de transition d&’ de: aj, les conditions

sont:

ClL Q=SU{f1,...,fa},|S| =23, A>1,0uf;i<i< A, sontdes états absorbants et ou
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tous les états dans sont transitoires 09 a une simple classe récurrerite
C2. Tous les états sont accessibles.
C3. ry, > 0,1 € Q et tousry, sont différents.
C4. ECS.
C5. r € FE et, siX inclut un simple récurrent classeC S, r € C.
C6. |E| > 2.
C7. |E| > 1.
C8. r est seulement accessible Hg\; . = 0,7 € E').
C9. r est le seul point d'entrée dais(\ ; = 0,7 € E,jeE).
C10. A, ; > 0 pour quelqug € E'.

La condition C10 peut étre facilement évitée dans la pratique en ajoutant, au cas el

0 pour tousj € FE', un petit taux de transitiod < 1079 /(27 axtmax) der & un certain

état danst’, ou e est I'erreur permisery,ax = maxi<;<A 7y, €ttmax est le plus grand temps

auquel la mesuren(t) doit étre calculée. L'addition du taux de transitiarintroduit [14] une

erreur négligeable &(t) < 1071%. De plus, siX a une simple classe récurrerteC S, les
conditions C5 et C10 impliquen€| > 2, puis|C| = 1 impliquerait par la condition C5 que

serait absorbante, en contradiction avec la condition C10. Par conséquent, quand la méthode est
applicable,f1, fo, ..., fa doivent étre les seuls états absorbants. Ceci rend facile de vérifier si la
méthode est applicable & une CMTCdonnée avec espace d’états finis et avec sous-ensemble
d’'étatsFE et état régénérateurdonnés.

Pour les modéles Markoviens des systémes tolérants aux fautes considerés dans la thése, le
sous-ensemble d’'étafs devrait étre choisi de maniéere a ce qu'il inclue justement les états sans
réparation (I'état sans composants en faute et les états avec reparation différée) et comme état ré-
générateur on devrait choisir I'état sans composants en faute. Comme illustration, la Figure 3.1
montre un petit modéle Markovien de fiabilité d'un systéme tolérant aux fautes employant la
technique pair et réserve (en anglais, “pair-and-spare”) [26]. Dans cette technique, il y a deux
modules actifs et un module de réserve. Le module de réserve est activé quand un des modules
actifs défaille. Les modules actifs défaillent avec tawx Il y a deux modes de défaillance pour
les modules. Le premier mode (mode doux) arrive avec probaljlitét est réparé avec taux
us. Le deuxieme mode (mode dur) arrive avec probabillité S; et est réparé avec tayi;. Il
y a deux personnes pour réparer des modules en faute douce. Il y a seulement une personne pour
réparer des modules en faute dure. La réparation est différée jusqu’au moment ou il y a deux
modules en faute et, a partir de ce moment, continue jusqu’'a ce que tous les modules en faute
aient été réparés. Pour ce petit modeéle, la sélectionspdavrait étrer = 1 et la sélection pour
E devrait étreEl = {1, 2, 3}.
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FiG. 3.1 — Modéle de fiabilité de CMTC d’'un systéme tolérant aux fauts réparable avec réparation
différée employant la technique pair et réserve.

3.2 Modéle transformé avec espace infini d’état

Dans cette section, nous définirons un modéle Markovien transfdfrobtenu a partir deX
qui aura la méme mesure(t) que X. A la randomisation régénérative divisée, ce modéle
sera tronqué de maniére que le modéle tronqué aura avec une<€rsdarméme mesure(t)
que le modeéle originaX . A la randomisation régénérative divisée, la mesure) du modeéle
transformé tronqué sera calculée en utilisant la méthode randomisation standard.

Soit)\; = ZjeQ—{i} Xij, 4 € §2le taux de départ d& de I'étati. SoitAp > max;cp A; >
0 et A > max; .z A; > 0, ou les inégalités- 0 viennent du fait que les seuls états absorbants
de X sontfi, fo,..., fa, €t soitX la CMTD obtenue par dérandomisation deavec le taux
Ag dansk et tauxA5 dans() — E = EU{f1, fo,--., fa}. La CMTD X aura le méme espace
d'état et distribution de probabilité initiale que et probabilités de transitiof; = \; ;/Ag,
i€ E,j#4,P;=1-—XN/Ag,i € E, Pj;=X\;/Ag,i€EU{fi,fo,....fa}, j # 1,
P; =1-X\i/Ag,i € EU{f1, fa,..., fa}. Nous pouvons interprétéf comme la composition
de laCMTDX, gui donne une séquence d'états visités, avec des durées de visites indépendantes
avec une distribution exponentielle, avec paramagredans les états appartenanfiaet avec
paramétre\; dans les états appartenantaJ {fi, f2, ..., fa}. Cette interprétation d& gé-
néralise la randomisation standard, a laquelle tous les états sont randomisés avec le méme taux.
Le Lemme suivant prouve la correction de l'interprétation pour le cas, plus général, auquel un
taux de randomisation différent pour chaque état est permis. Au ledimg);|;cq dénote une
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matrice diagonale avec élements a la diagonalé € 2. Nous rappelons que les élémeats
du générateur infinitésimal d€ sontg; ; = —\;, i € Qeta;; = N j, 1,5 € Q, j #i.

Lemme 3.1. Soit X = {X(¢);t > 0} une CMTC avec espace d’'état fij générateur infi-
nitésimalA = (a; ;) jen, €t vecteur des probabilités initiales= (;)icq. Soit X la CMTD

avec espace d'étatQ, matrice des probabilités de transitid® = (R ;); jco = I+ A'A,

A = diag[A;licq, Ai > —aii Ay > 0,7 € Q, et vecteur des probabilités initiales Soit

Y = {Y(t);t > 0} le processus stochastique obtenu par randomisatioN deec tauxA; &

chaque état € Q. Alors, Y est probabilistiqguement équivalentéa

Preuve. Soit{E;,,i € Q,n > 0} une collection de variables aléatoires indépendentes, avec
E; , exponentielement distribuée avec paramafret soitr(¢t) = min{n >0 : Y, , Eg >
t}. Alors,Y peut étre définie formellement a partirﬁecommeY(t) = )?T(t). Etant donn7é que
7(0) = 0 avec probabilité 1, il resulte que le vecteur des probabilités initialeg deta Soit
tn, n > 0 le temps auquel” performe som-ieme changement d'étak, (= 0). A partir de
la définition deY’, il est clair que le comportement dé aprést, dépend seulement dg(t,).
Soiti € Q un état absorbant d&. Etant donné que sera aussi absorbant da%sil est clair
gu’'une foisT entrei il restera la pour toujours. Saite 2 un état non-aborbant d& et soit

1) = Pltay1 —tn <tAY(tpa) = j | Y(tn) =i, n > 0,5 € Q.5 #i,t > 0. Alors,
utilisant l'interprétation d’'une CMTC avec espace d’états fini en termes de sa CMTD integrée
(en anglais, “embedded"”) [27], le résultat & prouver résultg sit) = (a;;/|a;|)(1—e~lil").
Soitu(n) = 7(t,). Sous la conventiof® = 1 (P; ; pourrait étre égal & 0) nous avons:

Bt = Pltnsr —ta SEAY (bng1) = 5| Y (ta) = 4]

= ZP[X;L(TL)-H =tA-- A X;L(n)-i-k =J ‘ XM(”) - Z]

P[Ez u(n) et Ez wu(n)+k < t]

0o oo -1
A t L (Agt)!

_ 7At k At 1
= YR, Y =D PlhPiye M

k=0 I=k+1 =1 k=0

l

—_ i 1- P’Z:ZR ‘C_Ait (A’lt)l

Py 1-— P’i,i 7 !
= i N efAt i —Ajt (Alt)l

1- P, ”1 - T

=1 =1
Alors, employant?; ; /(1 — P; ;) = a; j/|aii| €tA; = |ai;| + Pl

ny = i (1—e ity R o—laiilt =P et (Prihit)!
2¥ ‘CI/ZZ’ ’az,z‘ =1 l‘
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La CMTD X sera utilisée pour définir une autre CMTD transforiiéavec espace d’états infini.
La CMTC transformééd” avec espace d’états infini sera définie a partl?’dNous dirons quéA(
estla CMTD randomisée dE avec le taux\r dansk et avec le taux de randomisatidn; dans
EU{f1, fa, ..., fa}. Similairement, nous dirons qué est la CMTC dérandomisée déavec le
taux de randomisation dansk et avec le taux de randomisatidg; dansEU{ f1, fa, ..., fa}.
Nous supposerons que les taux de randomisatipret A sont pris légerement plus grands
que, respectivementnax;cp A; et max, .z A\; (C.a d.Ap = (1 + 0)maxep N, Az = (1 +

) max, . A;, OU6 est une petite quantité par exemple?). Ceci impliqueP, ; > 0, i € .

Pour exprimer les probabilités de transition de la CMTD transfoﬂ?ﬁéépour justifier les
propriétés théoriques de la randomisation régénérative divisée, nous utiliserons trois ZMTD,
Z',etZ", qui peuvent &tre définis en termesXi®u en termes d’une versioX/, de X avec état
initial . Dans la suite, étant donné une CM¥Det une conditior, nous dénoterons pﬁ’y;:lc
le prédicat qui est vrai si et seulementysisatisfait la condition: pour chaquer, k < n <[

(par convention, le prédicat sera vrai pgur> [) et nous dénoterons pa;k(f/k:lc) le nombre
desn, k < n < [ pour Iesquelsffn satisfait le conditionz. Nous utiliserons aussi la notation
ap = Y ,cp ;. Lapremiere CMTDZ = {Z,;n = 0,1,2,...}, suit X der jusqu’a re-entrée
dansr. La CMTD Z peut étre définie formellement en termes¥ieomme

ZOZ’I”,

Zn—{ i Si X{:nj«é'r/\

X, =i, i €S U{fi,for-... fa} (3.1)
—_ ’ n
a Si #(X{n = T) >0

>0.

Z al'espace d'étab U { fi, fa,..., fa,a}, 00 f;, 1 < i < A eta sont des états absorbants, état
initial r, et (possibles) probabilités de transition non-nulles

PlZpi1=j|Zn=1il=Pj, i €S,5€ S U{f1,fa--.,fa},
PlZpw1=al|Z,=i=P,,i€S9,

P[Zn+1:fZ|Z :fl]:P[Zn+1:a|Zn:a]:1, 1§Z§A
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La deuxieme CMTDZ' = {Z/;n = 0,1,2,...}, suit X de E’ jusqu’a sa premiére visite
La CMTD Z' peut étre définie formellement a partirﬁecomme

Z, =

{ isi Xo€EE'ANXim #rAXn =14, i€S U{f1,fo,...,fa} 3.2)

a autrement

LaCMTD Z’ al'espace d'état’ U{ f1, fo,..., fa,a}, OU f; eta sont les états absorbants, distri-
bution de probabilité initiale?[Z, = i| = a;,i € E', P[Z) = i] = 0,i € EU{f1, fa,..., fa},
P[Zy = a] = ayy Bu(4 1,14} €L (POSSIDIES) probabilités de transition non-nulles

PlZy=jlZ,=il=Py i€ jeS U{fifa... fa},

PlZ, . =a|Z,=i]=P,, ic¥,

n
PlZyw=filZy=fil=PlZp1=al|Z,=a]=1,1<i<A.

La troisieme CMTD,Z" = {Z//;n = 0,1,2,...}, suit X de & jusqu’a sa premiére visite a
I'état r. La CMTD Z” peut étre définie formellement & partir #ecomme (notons que, par la
condition C7, le seul point d’entrée dedansE est I'étatr et, alors,Z” ne peut pas visiteF)

, Jiif Xo € EAXin A7 AXy =4, i € EU{f1, fo,..., fa}

" (3.3)
a autrement

La CMTD Z" a l'espace d'états U {fi, f2,..., fa,a}, oU f; eta sont des états absorbants,
distribution de probabilité initiale?[7] = i] = a;,i € E, P[Z) = f] = 0,1 < i < A,
P[Z{ = a] = aguify fo....f4}» €t (pOSsibles) probabilités de transition non-nulles

P[ 7/zl+1 :.]|Z7/1/:Z] :]Di,j7 ZGE)] EEU{flan?"'afA}u
P[Z{{Jrl :a\Z;l’:i] =P, ickb,
PlZy=filZy=fil=PlZ 1 =alZ =a =1 1<i<A.
La validité de la méthode randomisation régénérative divisée et les propietés théoriques de
la méthode dépendent du fait que les états dade Z, les états dan§ de 7/, et les états dans

E de Z" soient transitoires. Cettes proprietées des étag, d& et Z” sont assurées par les trois
propositions suivantes.

Proposition 3.1. Les Conditions C1 et C5 sont suffisantes pour que tous les étatsSdamg’

soient transitoires.

Preuve. Les états dan§ sont transitoires dams si et seulement s’ils sont transitoires dans
Les classes récurrentes AedansS sont exactement les classes récurrenteX ddansS. Par
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conséquent, il est suffisant de démontrer le résultat avec les conditions C1 et C5 réiéstes a
lieu deX. Etant donné que tous les états d&rsont transitoires dans, il existera pour chacun
z € S un chemin dan¥ dez & un certain état absorbafyt En plus dez, le chemin peut inclure
ou nonr. Par les relations entre les diagrammes de transition d'étatsete”, ceci implique
I'existence d’'un chemin dang dex a quelconqug; (si, a part dex, le chemin dan& n’inclut
pasr) oua (si, & part dex, le chemin dang inclut r), et quer est transitoire dang. SiX a
une seule classe récurrertec S etr € C, pour chacunr € C il existera un chemin dang
dex aa. Pourz = r, ceci est parce qug., > 0. Pourz € C' — {r}, ceci est parce que, étant
C une classe récurrente ffe il existera un chemin dan§ dex ar. Considérons maintenant un
étatz € S — C. Un tel état est transitoire danset, donc, il existera un chemin dasdez &

C ou il existera un chemin damé dez a un étatf; ne comprenant pas des états dahPans
le premier casX aura un chemin de ar, impliguant I'existence dang d’'un chemin der a
a. Dans le deuxieme cag, aura un chemin de a I'état f;. Dans les deux cas € S — C sera
transitoire dans’. O

Proposition 3.2. Les conditions C1 et C5 sont suffisantes pour que tous les étatsSddmg’
soient transitoires.

Preuve. Comme dans la preuve de la proposition 3.1, il suffit de démontrer la suffisance des
conditions C1 et C5 référées¥ Le résultat pour le cas dans lequel tous les &agsnt tran-
sitoires dansy peut étre prouvé comme a été prouvée la Proposition 3.1 pour le cas dans lequel
tous les états sont transitoires dans, sauf gue seulement étatss S’ doivent étre considérés.
Considérons maintenant le cas dans Ieofﬂei une simple classe récurrerttec S etr € C.

Nous avonsS’ = C' — {r} U (S — C). EtantC une classe récurrente dg il existera un chemin
dansX dex € C — {r} ar, impliquant I'existence d’un chemin daf dex € C — {r} a

a et que tous les états dads— {r} seront transitoires darg. Que les états € S — C sont
transitoires dang’ peut étre prouvé comme il a été prouvée dans la preuve de la Proposition 3.1
gue les états € S — C sont transitoires dang pour le cas dans quuﬁl a une simple classe
récurrenteC’ C Setr € C. O

Proposition 3.3. Les conditions C1, C5 et C9 sont suffisantes pour que tous les étatddims
7" soient transitoires.

Preuve. Les états dan§ sont transitoires dans si et seulement s'ils sont transitoires dans

Les classes récurrentes edansS sont exactement les classes récurrente& déanssS. En
outre, pouri € E, j € E', la probabilité de transition d8 P; ; est0 si et seulement si le taux de
transition deX ); ; est0. Par conséquent, il suffit de prouver le résultat avec les conditions C1
et C5 référrées X au lieu deX et dans la condition C9 remplacé par condition CB’) = 0,
icE,jeFE.
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La réalisation des conditions C1 et C5 implique que ou tous les étatsadt transitoires
dansX ou que)A( a une simple classe récurrerifeC S incluant I'étatr. Pour le cas ou tous les
états dansS sont transitoires dans, pour chacune € E il existera un chemin dans dez a
un certain état absorbarft Si, & part I'étatf;, ce chemin inclut seulement des états dand
existera un chemin dar’ dex a f;. Si le chemin sort d& avant d’entrerf;, par condition C9’,
I'état de sortie sera I'état et, donc, il existera un chemin dag% dex aa. Dans les deux cas,
x sera transitoire dang”. Il reste a traiter le cas dans qutféla une simple classe récurrente
C C S comprenant I'état. Soitz € E. Pour le cast ¢ C, = sera transitoire dank et il
existera un chemin dadé dez aC ol il existera un chemin dadé de z & un certain étaf; ne
comprenant pas des états d@hsDans le premier ca¥{ aura un chemin de ar, impliquant,
par condition C9’, I'existence d’'un chemin dag¥ de x a a. Dans le deuxiéme cag;’ aura
un chemin der a f;, si le chemin dans( ne sort pas de, ou, par condition C9’, a, si le
chemin dansX sort deE. Pour le cas: € C (z # r, donnée que: € E etr € E), étantC
une classe récurrente d?é il existera un chemin dan¥ de z ar, impliquant, par condition
C9', 'existence d’'un chemin dang’ dex &a. En résumé, dans le cas &ta une simple classe
récurrenteC’ C S comprenant I'état, du chaquer € E il existera un chemin dang’ dex aa
ol & un étaff;, et tous les états € E seront transitoires dari&’. O

SoitP = (P ;)i jeq la matrice de probabilités de transition &e Dénotons paPp s,
B’,B" c Q, la submatrice d€ rassemblant les probabilités de transition des états flans
aux états dan®” et soitP}iE la matrice identique ®g g sauf que les éléements de la colonne
correspondant a I'état sont0. La restriction de la matrice de probabilités de transitiornzoa
S x S restreint a, avec I'ordonnance des états, la forme

P’ P.+
Py= | "BF _EE (3.4)
ou 0 est une matrice de dimensions appropriées avec tous ces élemenents égaux a 0. La restriction
de la matrice de probabilités de transitiondex S’ x S’ a, avec I'ordonnance des étdts

Prp g P+
P, = ¢ TEE | (3.5)
0 Pz &

la forme

Finalement, la restriction de la matrice de probabilités de transitiof @& x E est
Pz =Ppy. (3.6)

Soientr;(n) = P[Z,, =i| = P|Zom € ENZy, =1i],i € E, mi(n,l) = P|Z, € ENZpt1.n41 €
ENZpy =14 = PlZom € ENZyitint1 € ENZyy =1i),i € E, wi(n) = P[Z], =1i] =
P(Zy, € E'NZ), =i],i € E'\7}(n,l)=P|Z, € E'NZ} ., € ENZ|_  =i]=P|Z, €
E'NZ) i € ENZL, =1],i€E, etr](n) = P|Z] =i = P[Z},, € ENZ] =i,
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i € E, et considérons les vecteurs ligng) = (m;(n))ice, w(n,1) = (mi(n,1)),cq ' (n) =
(mi(n))icer, (0, 1) = (mi(n,1)),c5 €tw”’(n) = (7] (n)),.5- Supposant que dans r est

7

ordonné premier, ces vecteurs peuvent étre calculésrpoud, [ > 1 employant

7(0)=(100 --- 0), (3.7)
n(n+1) =n(n)Ppp, n>0, (3.8)
m(n,1) =n(n)Pp5, n>0, (3.9
m(n,l+1) =n(n, )Pz [ >1, (3.10)
7'(0) = ()ier (3.11)
©'(n+1) =7'(n)Pr g, n>0, (3.12)
m'(n,1) =7’ (n)Py 5, n >0, (3.13)
' (nl+1) =7'(n, )Py 5 1 > 1, (3.14)
7(0) = (05),c3 (3.15)
m'(n+1) =a"(n)P55 n>0. (3.16)

LaCMTD V = {V,;n =0,1,2,...} est définie a partir d& comme

rsk singgn/\)?n_k:rA)A(n_kaeE’
Skl sio<k<n-—1A 1§l§n—k:/\)?n,k,l:r
~ R A Xnkitimni € EANXn_i11m €E
V=1 s, si Xop, €E . (3.17)
Skt S 0§k§n—1A)?0:keE’A)?k+1:neF
sy si Xom € E
fi o siXu=fi

Autrement dit,V,, = sy, Si par I'étapen X avisitér, la derniére fois ol il a visité a éték étapes
avant, etX n'a pas quittér depuis;17n = sy, Si par I’étape)A( a visitér, la derniére fois ou il a
visité r a éték + [ étapes avant, et depuis cette étﬁp& été initialement: + 1 étapes dan# et,

aprés cela] étapes dang; V, = s;, si par I'étapen, X n'a pas quittée’; V,, = S}.n_k Sl par
I'étapen, X a été dang”’ les premiéres + 1 étapes et, aprés cela, a été dahs — k étapes;

V, = s si, par I'étapen, X na pas quittér; etV, = fi si, par I'étapen, X a été absorbé dans

fi. Il est possible de vérifier, en utilisant le fait quest le seul point d’entrée dedanskE, que

la définition deV/,, est correcte, c.-a-d. gu'’il assigne un simple état a chaque trajectoire possible
de X, Xy, X1,...,X,. Notons qué/,, = s si et seulement sX,, = r. Soit

a(k) =Y mi(k), (3.18)

i€l
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a(k, 1) = mi(k,1), (3.19)
icE
d (k) =Y mi(k), (3.20)
i€ER!
a'(k,1) =Y k1), (3.21)
i€k
a"(k) = i (k), (3.22)
1)
. ZieE (k) Pi g
W = a(k) , (3.23)
v, = a(k) , (3.24)
> icemi(k)P g
h, = a(k) , (3.25)
>icemi(k, )P 5
Wk, = (ke 1) , (3.26)
~ Yiepmilk, )P,
Qk,l - a(k" l) 9 (3.27)
. 2gerTi(k Py,
vk,l - a(k, l) ) (328)
>ice (k)P g
/I <Y Dy s
wk = a/(k') s (329)
Tk Py,
1 __ 4L<jeEE’ "y DJi
vy = (k) , (3.30)
Z~€El W/(k)PE
! K3 2 7,
hy, = o () , (3.31)
S ienm (k)P g
r_ US I 1, B
'U)k:,l - a’(k, l) 9 (332)
Z‘ _W((k7 l)]DZ r
/ _ S ) ’
qk‘,l - a’(k, l) ) (333)
Yoiepmi(k, )Py,
r_ jeE g VIV
Uk?,l - a’(k:, l) ) (334)
S =1l (k)P &
" __ i€E 1 B
wk = a”(kj) s (335)

q// _ Zieﬁ ﬂ-g,(k)Pi,T
’ a'(k)

(3.36)



V.. IVIUUEIC UaAallolviiiic avilL Lopauvt i u ciat

> e (F) P,
v = JEEG,,J(k) LNy (3.37)

La proposition suivante prouve, pour le eas > 0, az > 0, queXA/ est vraiment une CMTD et
donne, pour ce cas, son espace d'états (incluant seulement les états accessibles), sa distribution de
probabilité initiale, et ses probabilités de transition. Notons que, &tgnt> 0 (par la condition
C10) etP,; > 0,7 € E', (k) > 0 pour tousk > 0 pour certaing € E, eta(k) > 0 pour tous
k > 0. De plus, pout tels quea(k, 1) > 0, m;(k,1) > 0 pour certaing € E, et, étant?; > 0,

i € B, m;(k,1) > 0 pour tous > 1 pour certaing € E, eta(k,l) > 0 pour tous/ > 1. De plus,
pourag > 0, m(0) > 0 pour certaing € E', et, étant’;; > 0,7 € E', 7,(k) > 0 pour tous
k > 0 pour certaing € E', eta’(k) > 0 pour tousk > 0. De plus, poukvg > 0, pourk tels
qued’(k,1) > 0, 7i(k,1) > 0 pour certains € F, et, étantb; > 0,7 € E, 7.(k,1) > 0 pour
tous! > 1 pour certaing € E, etd (k,l) > 0 pour tousl > 1. Enfin, pourag > 0, 7//(0) > 0
pour certains € E, et, étant?; > 0,4 € E, «/ (k) > 0 pour tousk > 0 pour certaing € E, et
a”(k) > 0 pour tousk > 0. Tout ceci garantit que toutes les probabilités de transitidn stent
bien définies, c.a d. que, dans leurs définitions, il N’y a pas de divisions par O.

Proposition 3.4. Supposonsag: > 0 etaz > 0. Alors,V est une CMTD avec espace accessible
détats Ev U Ey U {f1, fo,..., fa}, Bv = {sg,k > 0} U {s},k > 0}, By = {s; : k >
0Aa(k,1) >0AL>1 U s, :k>0Ad (k1) >0A1>1}U{sy,k > 0}, distribution
de probabilité initiale P[Vy = so] = o, P[Vo = sj] = ag, P[Vo = ] = ag, P[Vo = fi] =
ap,l <i <A, P[XA/O =1l =0, ¢ {so, 80,50, f1, f2,..., fa}, et (possibles) probabilités de
transition non-nulleP[V;,41 = so |V, = so] = Pry, P[Vis1 = fi | Vo = si] = vi, P[Vy1 =
skt | Vi = 1] = wiy P[Vos1 = st | Vi = 8] = hiy PlVpyr = fi | Vi = sig] = V. s
PlVpy1 = 50| Vp = Skl = Qs PV = Ski+1 | V, = Skl = Wy, PlVoi1 = fi | Vo =

) = o PVt = shy |V = ] = 0l POs = s, | 0 = 4] = B Pl =

fil Vo = Shdl = Vit PlVni1 = s0| Vo = Skal = Gy PV = Skt | Vo = Skl = Whpo
P[‘/}n-i-l = fil ‘771 = sp| = U%i, P[‘/}n—f—l = 50| ‘771 = sp] = qi., P[‘/}n—f—l = S%Jrl ’ ‘771 = sp] = wy,
PVis1 = fi | Vo = fi] = 1, 0lalk), a(k,1), a'(k), a' (k,1), a"(k), we, v b, ity Gits v,
Wiy Vs Wy W g Qs Vi1 WS 41, €LY sont donnés par (3.18)-(3.37) (Figure 3.2 illustre le
diagramme de transition d’états @épour le casA = 1).

Preuve La distribution de probabilité initiale dé suit de sa définition (3.17). Il est également
clair par la définition dé/ que,, peut étre seulement un étgt, 0 < k < n, un états;,
0<k<n-1,1<1<n-—k, unétats,, un états;m_k, 0 <k <n-—1,un états’,
ol un étatf;, 1 < i < A. De plus,V,, peut étre I'états;; si et seulement sK,, ;. ; = ,
)A(n,k,lﬂm,l € F, et )A(n,lﬂ;n € E avec probabilité non-nulle, et ceci exige que, pour la
version deX, X', avec état initiak, X, € E' et X},
exige X!, € E' et)A(,’c+1 € E avec probabilité non-nulle. Alors, tenant compte de la définition

, € E avec probabilité non-nulle, qui
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de Z (3.1), 17” peut étre I'états;, ; si et seulement sk, € E etz E avec probabilité
non-nulle, c.a da(k,1) = > . zm(k,1) > 0. En outre,V,, peut étre & letats; ,, . si et
seulement SDA(M € E et )A(;Hlm € E avec probabilité non-nulle, qui exig%o;k € E et
)A(Hl € E avec probabilité non-nulle. Alors, tenant compte de la définitioﬂ'c(é.Z),?n peut
étre a I'états; ,, , si et seulement st , € E et Z,’c+1 € E avec probabilité non-nulle, c.a d.
a'(k,1) = > ,cpmi(k,1) > 0. En résumé, nous avomg € {s, : 0<k <n}U {sg; : 0<
k<n—-1A1<l<n—kna(k1)>0U{sp}U{s}, : 0<k<n—-1Ad(k1)>
0}y U {s’} U{fi1, fa,..., fa}. Ceciimplique que I'espace accessible d'étal/dest un sous-
ensemble de celui indiqué par la proposition.

Il est également clair par la définition ﬁ’e(3.17) que: 1) de I'état, 1% peut sauter seule-
ment aux états;, 1 < i < A, s, s1, etsg1, 2) de I'états,, £ > 1, par la condition C8, qui
implique P, , =0, ¢ € E, 1% peut sauter seulement aux étgtsl < i < A, s, etsg 1, 3) de
I'état s, par la condition C9, qui impliqué, ; = 0,i € E, j € F', v peut sauter seulement
aux etatsf;, 1 < i < A, so, etsy 41, 4) de I'états), par la condition C8X7 peut sauter seule-
ment aux état;, 1 < i < A, 53, ets; , 5) de I'états; ;, par la condition C9V peut sauter
seulement aux étatg, 1 < < A, s, et S;€7l+1, et 6) de I'états}/, par la condition C9Y} peut
sauter seulement aux étgis1 < i < A, sq, ets’k/ﬂ.

Par la définition dé’, V,, = fisiet seulement st,, = = f; et, étantf; absorbant dan¥, de
I'état f;, 1% peut sauter seulement al’ ep‘Ta,tetP[ 1l = fZ|V = fZAVn 1= Tp_1A-- AVO =
xo] = P[Vn+1 = fil Vn = fi] = 1. Pour vérifier complétement qU,é est une CMTD nous
devons démontrer que: &V,11 =y |V, = se A V1 = 21 A A Vp = 2] = P[Vpy1 =
Yy | V, = sk] pour tous les chemins faisables), z1, ..., z,—_1, Sk) deV, b) P[ffnﬂ =y V, =
$kiA Vi1 = xn 1 A--- AVy = x9] = P[Vps1 = y |V, = si4) pour tous les chemins faisables
(X0, T15 -+ s Tp—1,Sk,1) deV, C) Pﬂ/}nJrl =y V, = shA Vi1 = Tp_1 A A Vp = xo] =

P[V,11 = y|V,, = s.,] pour tous les chemins faisables, z1, . .., zn_1, s,) deV, d) P[V,, 41 =
Y1 Vi = 8pp o AVaot = @1 Ao AVg = 0] = P[Vasr = y| Voo = s},,_,] pour tous les
chemins faisablegry, x1, . .., x5—1, s;m_k) deV, et e)P[XA/nH = yHA/n = s;;/\f/n_l = Tp_1A
AV = 20] = P[Vps1 = y|V;, = s”] pour tous les chemins faisables, =1, . . ., z,_1, s") de
V. Pour démontrer a) notons qﬁ,e: Sk implique17 _r = S0, 17” k1 = S1,- ..,17 1= Sk_1

et, étant donné que, par la defInItIOI’ﬂd€(3 17), le comportement dé apres les étapes aux
queIV coups étak, est indépendant dk’o,Xl, .. Xm 1 €t, dong, dé/o,Vl, .. Vm 1, hous
avonsP[Vn+1 :y\Vn = s, A\ - /\Vn P = sof\Vn el = Tp—p—1 N - "/\‘70 = x9] =
PlVpir =y | Vi = sp Ao+ AV = so] = P[Vpy1 = y| Vi = si]. Pour demontrer b)
notons queV = Sk |mpI|queVn k—l = S0, ...,Vn | = Sk, Vn I+1 = Sk 1, ...,17”_1 =
sk1—1, €t, étant donnée que, comme il a été demontre précédem‘?hpetd sa mémoire aux
étapes auxquelles il coupe I'étqt P[XA/RH =vy| V, = Sk /N A Vn,lﬂ = 5,1 A Vi =
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Sk A AV by = S0 AV ki1 = Tptg1 A AVo = xo] = P[‘/}n_i_l = yHA/ =
Ska A A Vi1 = sk A Vg = sk A AV = 80) = PlVos1 = y | Vo = sil-
Pour démontrer ¢) notons qﬁ:’g = s |mpI|queV0 = S0, Vi = C/ Vi1 = s),_, et, donc,
P[Vnﬂ =vy| V, = SN A Vo = so) = P[Vnﬂ =vy| V, = sh]. Pour démontrer d) notons
queV,, = Sk implique Vo = s, ..., Vi = sy, Vi1 = Spo1 s Vy = S}.n—k_1 €L, donc,
H%H—yH/:%W%A AWH—wmAW—ww\nA%:sH:H%H:
Y | V, = sk _x)- Finalement, pour démontrer e) notons Ge= s, implique Vp = sg, ...,

Vo1 =5/ et donc,P[Vy1 =y | V=8 A AVy =8l = P[Vpi1 =y | Vi = ).

Nous veérifierons maintenent les valeurs des probabilités de transition des, etais s;,
skl,ets Nousemplmeronif e{sy : 0<k<n}tU{sp; : 0<k<n—-1A1<1<
n—kAa(k,1) > 0}U{s, }U{s} , 1 0 <k <n—1Ad'(k,1) > 0}U{sp}U{f1, fa,..., fa}.

Cas a(P[V,, = so] > 0, qui implique (3.17)P[X,, = r] > 0): Tenant compte qu¥&, = s,
si et seulement sk,, = r, queV,, = f; si et seulement sk,, = f;, (3.7), et (3.18)(0) =
>iep™i(0) =1

P[‘/}n =50 A Vn—f—l = fz]

P[n—f—l fz’V_SO]

P[‘/}n = 80]
_ P[)?n :T/\)?nJrl :fz]
P[X,, =]
= PXp1=fi| Xn=1]=Py = ZWJ Py,
JjEE
- >er™i(0)Pjy, —
a(0) o

De méme:

B PV, = 59 A Vo1 = s9)

PV, = s
PIX, =7 AXpiq = . N
— [ 7;/\ n+1 7"] — P[XnJrl —p | X, = ’I"] — PT‘,T‘)

~

P[Vn =59 A\ ‘7n+1 = 81]

P[‘/}n_;_l =51 ‘7” = so] =

PV, = s
PX,=rAX E - -
= [ = 74/\ nil © ]:P[Xn+1€E,|Xn:T]
P[X,, =]
> icr Ti(0) P pr
= rE’ Zﬂz zE’ - CL(O) = wo ,

i€l



v alivuviiiioativii 1TytTlitliAUuVve UlvIoTL L. Ldo paltivuncl

~

PV, =so A ‘7”+1 = 50,1

P[Vii1 = s01 | Vo = s0] =

PV, = s
_ DX AXen € B g cE R =
P[X,, =]
ZiEE Wi(O)PiE
= Prf = Zwi(o)PZ;F = a(0) — = ho.
i€ER

Casb(P[V,, = si] > 0,1 < k < n, qui implique (3.17)P[X,,_; = r] > 0): Tenant compte
de la définition dé/ (3.17), que{)?mk; k=0,1,2,...} conditionné aX,, = r est probabilis-
tiquement identique A’ = {X/;k = 0,1,2,...}, la définition deZ (3.1), que, en raison de la
structure de la restriction de la matrice de probabilités de transiticghae x S (3.4) et du fait
queZy =r, Zy, € E' sietseulement st € E, queP[Zy1 = fi| Z = j| = Pj,j € E, et

(3.18):

P[‘/}n-i-l:fi“/}n:sk] =

De méme:

~

P[Vig1 = sk | Vo = 4] =

PV, = 55 A Vg1 = ;]
P[V,, = si]

PXn i =1 AXn_ps1m € B' A Xuy1 = fi]
PlXp_r=7AXp_pi1m € E]

PlXy pi1n € B'A X1 = fi| Xoog = 1]
PlXy—ki1in € B | Xpog = 1]

P[X|, € E'AX] = fi _ PlZy € E'NZyp = fil

PIX], € B PZyx € E']
PlZy € ENZg1 = fi]  Y2jer PlZk = jIP[Zki1 = [i | Zi = j]
P[Z; € E] B 2 jee PlZk = J]
> ien™iR) Py Y epmi(B)Piy
Siepm®)  ak)

~

PV, = s, A Vi1 = Sk+1]

P[V,, = s]
PXp k=7 A Xp py1n41 € B] _ P[Xnbiins1 € B[ Xpop = 7]
P[Xp k=7 A Xy jr1n € E] P[X,_ji1m € B | Xp_p = 1]
PX{411 €F]  PlZiun € B PlZ € ENZyi € B
PIX|, eE]  PlZueE] P|Zy € E]
Yuiep PlZk =i|PlZy € E' | Zy =] Y icpmi(k) P
ZiGE P[Zk - 'L] B ZieE Wz(k)
ZiGE (k) Pi g .

a(k) - Wk
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P[ﬁn =5, A Y7n+1 = 5k.1)
PV, = si]

PlXp_=7AXn_jp1m € E'A Xpiq € E
PlXp_r=7AXp_pi1m € E']

PXp—ji1mn € E'AXpy1 €E | Xp_j = 1]
P[Xp—ti1m € E' | Xpp = 1]

P[Vip1 = s | Vo = ] =

_ PIX{,€EAX}, €E] P|Z.€FE AZy €E)

- PIX!, € B - P(Zyy € E']

 PZy € EANZy € Bl YiepPlZk =i|P[Zis1 €E| Z), =]
N P[Zy € E| N Sicr PlZx =i

_ > icE Wi(k)PiE . > icE Wi(k)PiE 1

B ZiEE i (k) B a(k) e

Casc(P[Vp = spy] > 0,0 <k <n—1,1<1<n—ka(k,1) > 0, qui implique (3.17)
P[X,_i_1 = r] > 0): Tenant compte de la définition #e(3.17), que{X,.r;k = 0,1,2,...}
conditionné é)A(m = r est probabilistiquement identique)%{ = {)A(,;;k =0,1,2,...}, la
définition deZ (3.1), que, en raison de la structure de la restriction de la matrice de probabilités
de transitionZ a S x S (3.4) et du fait queq = r, Z1., € E’ si et seulement s¥;, € E, que
PlZps1 = fi| Zn =34l = Pjy.,j € E, et(3.19):

PV, = sp1 A Voir = fi]
P[‘Afn = 51,
PlXy =7 AXp kir1mn1 € E'AXy 1110 € EA Xpp1 = fi
PlXp i1 =7AXn pts1mi € E' AN Xp_ts1m € E|
PlXy pth1nt € E'AXy_ti10 € EA Xy = fi | Xy = 1]
PlX it € B'AXp_ 111 €EE | Xy = 7]
P[X{ € B'A X} 1y € BA Xjyg = fi
PIX1,;, € B' A X 140 € B
P[Zyk € E' N Zyyah1 € BN Zjria = fil
P[Zy1, € B' A Zyy1411 € E]
P(Z € E A Zyyris1 € E N Zypign = fi]
P[Z; € EA Zyy1.441 € E)
> jen PlZk € ENZyirgent € EN Ziyy = §P[Zyyii1 = fi | Zi = J)
> PlZk € ENZjyrast € EN Ziyy = )
> iermi(k D) ek, DPy
STkl akl) R

P[‘/}nJrl = fz | ‘771 = Sk,l] =
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De méme:

~

PV, = sp i A YA/nH = 0]

P[‘A/n = 5p.]
PlXp_t1=7AXn—pts1ni € E'ANXn_t41m € EA Xpy1 =1]
PlXp i1 =7ANXnpts1mt € E' AN Xp_ts1m € E|
P[)?n,k,lﬂm,l € E' A )A(n,lﬂm cEN )?q-H.l =r]| Xy hy = 7]
PlX bttt € B' A Xp_t11m € B | Xp—poy = 7]

PX|4 € B'A Xjy1on € EA Xy =71
PIX|, € E'NX}, 14 €E)
PlZyk € E' N Zyi1hrt € EN Zpygn = a
PZy.y, € E' A\ Zis1.441 € E
PZy € EA Zyi1:441 € BN Zyyi41 = d
PlZ € EN Zyy1441 € Bl
>ics PlZk € EN Ziyryt € EN Zjyy = i\ P Zjiia = a| Zpy = 1)
> i PlZr € ENZjrp1 €EE N Zjyy = i)
iceTilk, )Py > icpmi(k, )P,

- =4k,
> icE ik, 1) a(k,l)

P[‘/}nJrl = S0 | ‘771 = Sk,l] =

PV, = sk4 A Vi1 = spiv1]
P[‘/}n = Sk,l]
PXp k1 =7AXn hi41nt € B'A Xy 41041 € B
PlXp i1 =7AXn pts1mt € E' AN Xp_ts1m € E|
PlXp kto1nt € E'AN X111 € B | Xy = 1]
PlXp b ts1n1 € EAXy i1:m €E| Xy gy = 7]
P[X{, € B'A X[ 111 € E]  PlZ1y € E'A Zyyvpyinr € E)

P[‘Afn+1 = Ski41 | V, = Sk =

PIX,, € E'AX}, 4 €E P[Z1x € E' A Ziy1:41 € B
_ PlZk € EN Zigrkyian € E] _ PlZr € ENZpiaer € E A Zgyi11 € E]
P[Zk € EANZgi1541 € E] P[Zk € ENZgi1541 € E]

ZiEE P[Zk e EANZgi1541 € EN Lyl = i]P[Zk+l+1 cF ’ Lyl = Z]
> ice PlZk € ENZit1a1 € EN Zjyy = i
YuepTilk, )Py Yicpmik, )P g

= = = Wk, -

>ierTi(k,1) a(k,1)

Cas d(P[XA/n = 5] > 0): Tenant compte de la définition #e(3.17), la définition deZ’ (3.2),
gue, en raison de la structure de la restriction de la matrice de probabilités de transifian de

S'x 5" (3.5) Z),, € E' sietseulementst;, € E',queP|[Z,  , = fi|Z, =j] = Pjs.j € F,
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et (3.20):
P[AnJrl fz | Vn — s ] _ P[‘/}n = ‘9//73 A ‘7n+1 = fz] _ P[)?O:n G,\E, /\XnJrl = fz]
P[V,, = s!] P[Xo., € F'|
P4y, €eE'NZy=fi] PlZ,eE'NZ,, ., = fil
PZ|., € FE'] P[Z! € E']
_ ZjeE’P[Z;’L :j]P[ n+1 — = fi | Z _J]
B ZjeE' PlZ], = j]
. ZjEE/ W}(n)Pj,fi . ZjEE/ W}(n)Pj,fi B
 Yjepmn) a'(n) o
De méme:
P[Vpy1 = it | V,=5]= PV, = S%A/\ Vs = St = P[XRZ"H € E
PV, = s!] P[Xo., € F'|
_ PlZy,€FE] PlZ,€eE'NZ,,, €F
PZ., € E'] P[Z! € E']
Yicp PlZ, =ilPZ,,, € E'| Z), = i]
B Zz’eE' Pz}, =i
Zz’eE’ W;(n)Pi,E’ . ZieE/ W;(n)Pz',E’ .
Yiemm(n)  dn)36) "
PO = st D= ] = PV, = ;A Va1 =81l P[Xo € B A Xpy1 € B
7 [V = ] P[XO:n € El]
P\Z, € E'NZ],,, € E| _PlZ e E'NZy, € E
PZ|., € E'] P[Z!, € E]
_ Yierw P2, =ilP|Z, , € E| Z), =]
Zz’eE/ P[Z], = 1]
_ Senm0Ps _ SiewmPE
e min) a'(n) o

Cie(P[XA/n = s;mfk] >0,0<k<n-—1,d(k1) > 0): Tenant compte de la définition de

v (3.17), la définition deZ’ (3.2), que, en raison de la structure de la restriction de la matrice
de probabilités de transition d& a 5’ x S’ (3.5), Z.,, € E' si et seulement st, € E’, que
P[Z; n+1 = fil Z, =jl= Pjvfi’jGE’ et (3.21):

~

P[Vn = S;c,n—k‘ A\ ‘7n+1 = fl]
PV, =5, ]
P[)?O:k € E'N )?k-l—l:n eEN )?nJrl = fz]
P[X():k c E'A Xk+1:n c E]

P[ n+l1l — f2|vn_‘9kn k:]
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PlZy, € E'NZ, ., € ENZ = fi] PlZ,cE'NZ ., € ENZ) = fi]
P(Z,, €E'NZ, . €E| a PlZ, e E'NZ,,,. €E]|

k+1:n
ZjGEP[Zl,CEE//\lechlneE/\Zrll:j]P[ n+1 — fl|Z _j]

ZjGFP[leﬁ € El/\Zl/c-Hn € E/\Zfz = J]
- Z]GE' J(k n-— k)Pjvfi _ Z]GE' ](k n-— k)PJ fz /i
> jepTy(k,n — k) a'(k,n — k) Chinh

De méme:

P[‘A/n = Sz,n_k A ‘7”4_1 = 50]
P[Vn = S;C,n—k]
P[Xos € E' A Xjp1m € EA Xpy1 = 7]
P[Xox € E' A Xyi1m € E|
PlZy, € E'NZ} ,€ENZ,, =a P[Z,€E NZ

P[‘/}n-i-l = 50 | ‘771 = S;c,n—k] =

€eENZ, , =ad]

_ k+1:n — k+1:n
P(Z, € E'NZ,,., € B 2L e E'NZ),,, €E
 YwEPlZy e ENZ, ., € ENZ,=iPZ) = a|Z, =]
Y PlZL e E'NZ, ., € ENZ] =]
- Y icE mi(k,n — k)P, B Y icE mi(k,n — k)P, -
T Sgnkn—k) dkn-k) ek

~

_ o 9 o
PVi =8 i AN Vat1 = Sp gy

PlVpi1 = S;C,n—k-l-l | Vo = S;c,n—k] -

P[‘A/n = Sz,n—k]
P[Xox € ' A Xgy1mi1 € E)  PlZy, €EENZp 4 € E]
" PXor€EANXpm€E P2, eENZ,,, €D
PlZ, e E'NZ} ., € ENZ],, €E|
N Pz, € E'NZ].,., € E|

s PlZ,e E'NZ ., € ENZ,=i|P|Z),,, € E| Z], =]

YipPlZ € B NZ ., € ENZ, =]
— ZZEE z(k n — kl)PZ,E _ ZZEE Wl(k’ n — kl)PZ,E B w,
ZzEE z(k n— k) N a’(k:7 n — k) - Ykn—k-

Cas f(P[Y7n = 5] > 0): Tenant compte de la définition de(3.17), la définition dez” (3.3),
que, en raison de que la restriction de la matrice de probabilité de transitiBhadE x E est
(3.6)Py 3, Zp), € E sietseulement %), € E, queP[Z, ., = fi| Z, = j] = Pjy,j € E, et
(3.22):

P[V, ZSZ/\‘ZLH =f] PXon€EAXp1 = fi]

PAn 7 V _5” = - - X FE
[ +1 = f | ] P[Vn — 8%] P[XOZTL € E]
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P[Z(,)/:nGE/\Zngl:fi] P[Z;{GE/\Z;{Jrl:fi]

Plzj,cE]  PlZicE]

e Pzl =1PIZL = fi| 2= ]

= ZJGFP[Z” — ]

_ Z]EETF;/(TL)PJJZ _ Z]GEW]/(TL)P.J?fZ _
2 er™;(n) a”(n) "

De méme:

v, v, PV = sy A Vs = P[Xon € EA Xpp1 =
P[Vn+1:so|vn:5;;]: Vo, = s], n+1 so]: [Xo:n ntl = 7]

PV, = s/ P[Xom € E
PlZY, e ENZ!,,=a] P[Z!cEANZ!  =ad
- Pzl € B - P[Z! € B
_ ZiGEP[ZrlL/ = i]P[Z;’:-l-l =al| Z, =]
- >icr PlZ) =1l
(3.6) — Zz‘eﬁ ;/(/77)131‘,1" _ ZzEE ;/(n)PM e
2 icE ™ (n) a”(n) "

PlFps = sy | P = oy = T =500 Vont = ] Pl € B
n - on+ n — °onl] — -

P[V,, = "] P[Xo., € E|
PlZ},. €E] PlZleENZl  €E Y, pPlZ=iPlZ],cE|Z] =i
P(Zj, € E] P[Z!l € E] >icr P2y = 1]
B ZZGE ;l(”)PzE o Z cE z( )P E I
Sepmn)  a'm)

Il reste a démontrer que tous les etgtsk > 0 sont accessible, que tous étatg, k£ > 0,
[ > 1tels quea(k, 1) > 0 sont accessible, que tous étgtsk > 0 sont accessible, que tous états
s;ﬁl, k> 0,1 > 1tels qued’(k, 1) > 0 sont accessible, que tous étgfsk > 0 sont accessible, et
que tous les étatg, 1 < i < A sont accessible. Que tous les éthatd < i < A sont accessibles
suit deVj, = f; si et seulement sk,, = f; et les états étant accessible dan¥ (parce qu'ils
(3.6) sont accessibles daig. Ques, est accessible suit dé[Vo = sp] = apr > 0. Ques est
accessible suit dB[VO = 53] = a > 0. Ques, est accessible suit déL = 50 Si et seulement si
X,, = r et l'étatr étant accessible dal%(parce gu'il est accessible daig. L'accessibilité des
états restants suit, puis, dg > 0,k > 0; wj, > 0,k > 0; w} > 0, k > 0; hy > 0 pourk > 0
sia(k,1) > 0; hj, > 0 pourk > 0 sid'(k,1) > 0; wy; > 0 pourk > 0 tel quea(k,1) > 0 et
I >1; etw}w > 0 pourk > 0 tel qued/(k,1) > 0 etl > 1. Tout ceci suit de la Proposition 3.5
eta(k) >0,k > 0;d (k) >0,k > 0;d"(k) >0,k > 0; a(k,l) > 0,1 > 1 pourk tel que
a(k,1) > 0; etd/(k,1) > 0,1 > 1 pourk tel qued’(k,1) > 0. O

La Proposition 3.4 considere le cag > 0, az; > 0. Pourag = 0, V perd la corde des états.
Pourag = 0, 1% perde le combe des états tenant la corde des%tatrmme lombes. Formelle-
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ment, I'espace d’états deé peut étre défini en général commig U Ey U {f1, f2,..., fa}, OU,
quandag = 0, Ev n'inclut pas les états;, et E'y n'inclut pas les états) ; et, quandn = 0,
E, n'inclut pas les états;.

La CMTC transforméd/ avec espace infini d’états est obtenue par randomisation de
avec le tauxAr dansEy et le tauxAg dansE, U {fi,fa..., fa}. La CMTCV ale méme
espace d’'états et distribution initiale de probabilité ﬁuéa figure 3.2 illustre le diagramme de
transition d’états dé& pour le casyy > 0, a; > 0 et A = 1. Le théoréme suivant établit que
m(t) peut étre exprimé en termes de régime transitoir& de

Théoréme 3.1.

A
m(t) =Y rpPIV(t) = fi.
i=1

Preuve. |l est suffisant de démontrer que[V'(¢) = fi] = P[X(¢) = fi], 1 < i < A. Soit
Fk,l,AEAF(t) la probabilité que la somme désvariables aléatoires exponentielles avec le para-
metreA et/ variables aléatoires exponentielles avec le parangiyétant toutes des variables
aléatoires indépendantes, estt. Etant donnée quﬁ’ est la CMTD randomisée d& avec le
taux Ap dansE et avec le taux\y dansE U {fi, f2, ..., fa} et étant donnée que les étgts
sont absorbants dan, il est clair que, groupant des cheming &elon le nombre des visites
que)A( fait aux états dan®& et dansE avant d’entrerf;,

= Z Z Pl#(Xori1-1 € E) =k A #(Xopyi1 € B) =LA Xpyy = fil Fra.np a5 (1) -

De méme, étant donnée qﬁeest la CMTD randomisée dé avec le taux\r dansEy et le taux
Ag dansE, U {f1, f2,..., fa} et étant donnée que les étdtsont absorbant daris,

PV (t) = fil

= Z Z Pl#(Vosrio1 € Bv) = kA #Vows11 € By) =LA Viyy = fil Fi a5 (1) -
=0 [=0

Mais, étant donnéé que (3.1\7,) € FEy si et seulement s?n € F, X7n € Ey si et seulement si
X, € E, etV, = f; si et seulement sX,, = f;,

Pl#(Vosri1 € By) = kA # (Vo1 € By) = LA Vi = fil
= P#Xoppi-1 € E) = kA #(Xoshpi—1 €E) =LA Xpy = fi],

et le résultat suit. O
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wol\g m

\.5[1/ ...4>4> ————»

wi Ay

Fic. 3.2 — Diagramme de transition d’états depour le casy > 0, a > 0 et A = 1 (il peut
exister des transitions A de tous les états et des transitions &e tout état ;, tout états;, ,
et tout états}).



v alivuviiiioativii 1TytTlitliAUuVve UlvIoTL L. Ldo paltivuncl

3.3 Troncation du modele transformé

Le Théoréme 3.1 donne une formulation exacte paut) en terme du régime transitoire de
V. Cependant, ayarit un espace d'états finis, cette formulation ne peut pas étre utilisée en
général pour calculen(t). Dans cette section, nous construirons un modeéle transformé tronqué,
Vr, a partir duqueln(t) pourra étre calculé avec une erreur arbitrairement petite. La méthode
randomisation régénérative divisée résougran utilisant la méthode randomisation standard.

La CMTC Vr est obtenue a partir dé tout en introduisant un état absorbartapturant le
comportement tronqué et: 1) conservant les éjats < | < K, K > 1, et dirigeant vers les
taux de transition dey; 2) pour chacurk, £ < K — 1, pour lequek(k, 1) > 0, conservant les
étatssy,; 1 <[ < Ky, K, > 1 et dirigeant vers: les taux de transition d¢; k., ; Si ag > 0, 3)
conservant les étaﬁ, 0<k<L,L>1,etdrigeant vers les taux de transition d¢ , et 4)
pour chacurk, 0 < k < L — 1, pour lequel/(k,1) > 0, conservant les étatsgvl 1 <1< Ly,
Lj > 1, et dirigeant vers, les taux de transitions dg ;, ; et, sia; > 0, 5) conservant les états
sp, 0 < k< M, M > 1, et dirigeant vers, les taux de transition dg{,. Vr peut étre défini
formellement en termes dé comme

V(t) si, autemps, V n'a pas quitté I'étaky, un étatsy, r, ,
Vr(t) = un états7, un états; ; , ou I'états’y, : (3.38)
a autrement

La distribution de probabilité initiale d&r est identique a celle d&, c.a d.P[V1(0) = so] =
ar, PVp(0) = sg] = ap, PVr(0) = sg] = ag P[Vr(0) = fi] = ap, 1 < i < A,

PVr(0) = 4] = 0,i ¢ {so,s},80, f1,f2,---,fa}. Dénotons pa=l 'ensemble des états
dansEy conservés dangr et dénotons paﬁ, 'ensemble des états darg, conservé dans
V. Alors, 'espace d'états der estEL U ET/ U{fi, fo,..., fa,a}. La Figure 3.3 illustre le
diagramme de transition d’états te pour le casygr > 0, oz > 0, et A = 1.

EmployantV, nous pouvons obtenir une valeur approximative pagr) comme

A
m®(t) =Y rpPVr(t) = fi].
=1

Le Théoréme suivant borne I'erreur de cette approximation.

Théoréme 3.2.

0 <m(t) —m*(t) < rmaxP[Vr(t) = a] = m®(t),

OU7Tmax = MaxXi<i<A T#-
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Fic. 3.3 — Diagramme de transition d'états depour le casvg: > 0, a; > 0 et A = 1 (il peut
exister des transitions & de tout étaty, 0 < £ < K — 1, tout états ;, 1 <[ < K — 1, tout
états), 0 < k < L — 1, tout états; ;, 1 <1< L — 1, ettout étaty, 0 < k < M — 1; peuvent
exister des transitions ¢ de tout états; ;, 1 < I < K — 1, tout étatsgyl, 1<I<Lp—1,et
tout états, 0 < k < M —1).
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Preuve. Ennotant qué_. ., -r P[Vr(t) =il + >0, P[Ve(t) = fi] + P[Vi(t) = a] = 1,
7 Vv v
que, selon (3.38)P[Vr(t) = i] < P[V(t) =i],i € EY UE,, queEl C By etEy C By, et

qued ;g uE, PIV() =1 + S P[V(t) = fi] = 1, nous avons

A
PlVp(t)=al=1- Y PVr(t)=i— > P[Vr(t) = f]
i€ETUEy, =1
A
> 1— Y PV(t)=i->_ PVr(t) = f]
i€ETUEY, =1
A
> 1= > PV@®=i-) PVr(t)=fi
i€EyUEy =1

A

A
= Y PWV(t)=fi - PlVr(t) = fi,
=1

=1
Alors, utilisant (3.38)P[V (t) = fi] > P[Vr(t) = fi] etry, > 0,1 <i < A,

A

0<mlt)—mo(t) = 1y, (P[V(t) — f) = PVi(t) = m)
=1
A

< Tm&xZ(HV(t) = fi] = P[Vr(t) = fi])
< o PVR(t) = a] = m(t). O

Un calcul exact de la borne supérieure de I'erreur de troncature du mogi@ledonnée par
Théoreme 3.2 semble étre coliteuse. Avec cette motivation, nous dériverons une borne supérieure
pour m¢(t) composée de plusieurs termes qui peuvent étre calculés avec un petit colt. La mé-
thode randomisation régénérative divisée emploiera la borne supérieurefpoysour contro-

ler I'erreur de troncature du modele transformé. Que la borne supérieure utilisée pour contrdler
I'erreur de troncature soit peu colteuse est important puisque la méthode devra calculer la borne
supérieure plusieurs fois. Nous discuterons également comment les paramétres de troncatures
K, Ky, L, L, et M sont choisis. Pour dériver la borne supérieure pout) nous emploierons
I'ensemble de résultats préliminaires rassemblé a la proposition suivante.

Proposition 3.5. a) Pourk > 1,

k-1
H w; = a(k).
=0

b) Pourk > 0,
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c¢) Pourk > 0 tel quea(k,1) > 0
a( k: a(k,l)
Hw’“ ~alk 1)

d) Supposantvg: > 0, pourk > 1,

e) Supposantg > 0, pourk > 0,

0) Supposaniz > 0, pourk > 1,

Preuve. Partie a) Nous rappelons que(k) > 0, k£ > 0. Employant (3.8), (3.18), et (3.23):

" Siepm(k)Pp m(K)Prpl  wk4+1)1  a(k+1)
k, pr— pr— pr— pr— 3

a(k) a(k) a(k) a(k)
ou 1 est un vecteur colonne de dimension appropriée avec tous ses éléments égaux a 1. Considé-

rant, puis, que (3.7)(0) =

k-1

a(i+1) a(k)ia
sz—H o a "

=0

Partie b) Employant (3.9), (3.19), et(3.25):

o 2iepmik g m(BPppl w11 _ a(k1)
R a(k) T ak)  atk)  alk)

Partie c) Nous rappelons qu&k, 1) > 0 impliquea(k,l) > 0,1 > 1. Employant (3.10), (3.19),
et (3.26):

 YuepmkOP g wkDPrl w4+ 1)1 alk,l+1)
Wkl = a(k, 1) T Ak ak) atkD
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ce qui implique le résultat.

Partie d) Nous rappelons que, pourz: > 0, a/(k) > 0, k¥ > 0. Employant (3.12), (3.20), et
(3.29):

w — Yiep Ti(F)bip _ w(k)Pppl  w'(k+1)1 _ a(k+1) .

K a (k) a (k) a (k) o (k)

Considérant, puis, que (3.1&)0) = ag::

kl,

(i+1) d(k) d(k)
Hw‘H o) d0) " e

Partie e) Employant (3.13), (3.21), et (3.31):

I ZieE/ W;(k)Pz,E . W/(k)PE/,El i 7!‘/(1’;, 11 a/(kv 1)
ko a (k) T dk) dk) dk)

Partie fy Nous rappelons que, suppossapt > 0, a’(k,l) > 0,1 > 1 pourk tel qued'(k,1) >
0. Employant (3.14), (3.21), et (3.32):
/ DicE T mi(k, )P, o ' (k, Z)PE,El _m(kI+D1 _ d(kI+1)

W1 = a (k1) - a'(k,1) - a'(k,1) - a(k,0l)

ce qui implique le résultat.
Part g) Nous rappelons que, pouts > 0, a” (k) > 0, k > 0. Employant (3.16), (3.22), et(3.35):

o Yuepmi k)P g 7'(R)Pppl  a’(k+1)1  a"(k+1)

b a” (k) S d'k) d'(k) (k)

Considérant, puis, que (3.18)(0) = ay:

AL a1 a"(k a’ (k
Hw—H (ESICPC

o ')

Pour obtenir la borne supérieure peu colteuse p6ur), nous décomposerons®(t) en
plusieurs termes. Soitx = {k : 0 < k < K —1Aa(k,1) > 0}, et, supposantz > 0, soit
vy ={k : 0<k<L—-1Ad(k,1) > 0}. lensembleyx collecte les indiceg pour lesquels
le peigne del/r ayant comme lombes les étajsa une dent attachée a I'état et, supposant
ag > 0, collecte les indiceg pour lesquels le peigne d¢ ayant comme lombes les états
5, a une dent attachée a I'étgt Le premier termen§,(t), existe seulement quand; > 0 et
estrmax fois la probabilité qui, au temps Vi est entré: a traverss;,. Le second termen§”(t),
existe seulement quang;: > 0 et estr,,. fois la probabilité que, au tempsVr est entrée: a
traverss’ . Le troisiéme termene” (t), k € o}, existe seulement quang,: > 0 et estry,,x fois
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la probabilité que, au temgs 1 est entrée: a traverss; ; . Le quatriéme termeng”; ,,(t),
estrmay fois la probabilité que, au temps 14 est entréer a traverssk. En fin, le cinquiéme
termem%’fL?M’k(t), k € vk, estryax fois la probabilité qui, au temps Vi est entrée: a travers

Skka.

Supposantr; > 0, une expression poung,(t) peut étre facilement obtenue en consi-
dérant qu'il y a seulement un chemin par leqlelpeut entrerz a traverss;,. Ce chemin est
Py = (50,875, 5,a). LaCMTCV7 estinitialement dans; avec probabilitéy; et, donc, la
probabilite qué/ suivra ce chemin esi; ]_[f{” 01 wy. Enoutre, puisque tous les états du chemin
ont le taux de déparz, la durée du chemin (temps jusqu’a entrea) est Erlang aved/ + 1

étapes et parametig;. Récapitulant et utilisant Proposition 3.5, g),

mir(t) = TmaxQp (H w ) P[duré dep], < 1]

s (Agt)F
= Tmaxa” (M) Z e AEL 5! . (3.39)

k=M+1

Supposantyz > 0, une dérivation semblable s’appliquerd’(t). Dénotant pap/, le chemin

(s, 8%, ., ,a) etemployant Proposition 3.5, d),
L—1 (Agt)
m§ (t) = rmaxQp <H w%) P[duré dep;, <t] = rmaxa’( Z e*AEt o (3.40)
k=0 k=L+1

Supposonsgzy > 0. Soitk € +}. Le seul chemin a travers lequiél peut entrew a travers

Sk, €Sty L = (80,815 8k Sk1 -+ - » Sk.1,» @) LA probabilité quivy suivra le chemiry; ;-
estaEI(H wi)hy, (Hf;“l ! wy, ;). Alors, utilisant Proposition 3.5, d), e) et f)
k—1 Lp—1
mi//k(t) = TmaxOp/ (H w§> hy, ( H wy, Z) P[duré depk L. <t
i=0
"(k,1)d'(k, L 3
= ?”maxa'(k:)a(k’ ) d(k, k)P[dure depf, , <1]

a(k) d(k,1)
= rmaxd’ (k, L) P[duré depj, ;< t].

Ayant les états dang, L, avanta différents taux de départ, une expression exacte pour
Pldurée dey, ; < t] est complexe. Une borne supérieure pidurée dej, ; < ] peut, ce-
pendant, étre obtenue facilment en négligeant les temps de séjour dans Igs, états s/, Ly

Etant donnéé que tous les étalss,, . .. , 53, ont des taux de dépantz, ceci donne la borne
supérieure
o0 l
4 —A t(AEt)
Pldurée dgy, ; <t] < E e T

I=k+1
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rendant
> Apt)!
M (1) < (kL) 3 e et BEL ey (3.41)
I=k+1 ’

Ari ! "
Le calcul des bornes supérieures peyf’; ,,(t) etmy’; 5. (t), k € vk est plus com-
plexe. Les propositions suivantes donnent de telles bornes supérieures.

Proposition 3.6.

> Apt)®
(1) < Telas — o’ (M )a(K) 3 (k— K)e et B
k=K+1 ’

Preuve. Nous commencerons par considérer une CMVE,qui differe deVr dans les faits
qgue: 1) les dents du peigne avec les étptdans les lombes n’ont pas été tronqués (ils sont
comme dand/), 2) les transitions aux états absorbafifsl < ¢ < A, ont été redirigés ay,

et 3) les états absorbanfs 1 < i < A, ont été fusionnés avec I'état Soit P 'ensemble des
chemins par lesquel8; peut entrer a I'état, a traverssi. Chaquep € P est une séquence
détats(zo, v1,..., 21 ), L(p) > 1, avecP[Vr(0) = xo] > 0, non-nulle taux de transition de
chaque état; az; 41,0 <1 < L(p), 21 p)—1 = 5K, €tx ) = a. Soit P’ 'ensemble de chemins
par lesqueld//. peut entrer & I'état & traverssy. Par construction? C 7'. Ensuit, dénotant par
P(p), p € P la probabilité qué/ suivra le chemirp et denotant paP (p), p € P’ la probabilité
queVy. suivra le chemirp, nous avond(p) = P (p), p € P. En outre, étant donné que les états
deVr différent def;, 1 < i < A, ont le méme taux de départ daiscomme dan$7, dénotant
par D(p), p € P la durée de chemip dansV; (le temps jusqué/r coupsa) et avecD'(p),

p € P la durée du chemip dansV;., D(p) et D'(p), p € P ont la méme distribution. Alors,

ms () = Tmax Y P(p)P[D(p) < 1] < rmax »_ P'(p)P[D'(p) < t]. (3.42)
peP peP’

Considérons maintenant la CMTI' obtenue a partii/; en substituant les états avec le taux
de départA; (étatssy;, k € vk, [ > 1; Siap > 0, les états%l, kenp,1 <1< Ly et,
Siag > 0, les étatss), 0 < k < M) par des commutateurs instantanés avec des probabilités
de saut a leurs successeurs égaux aux probabilités de saut de ces étits @ansernant les
cheminsp € P’, ceci est équivalent a négliger dans chague chemin les temps de séjour dans les
états avec le taux de dépark. Alors, dénotant pab” (p), p € P’ la durée du chemip dansV/,
et négligeant dans chaque chemin les temps de séjour dans les états avec le taux dg,départ
nous avons’[D"(p) < t| > P[D'(p) <t],p € P et

Plpar tempg, V' est entré: a traverssy|
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Z P/(p) D// Z P/ < t],

peP’ peP!

qui, combiné avec(3.42), donne

6///

mE 1 () < rmaxPlau tempg, V7' est entré: a traverssg | . (3.43)

A continuation, nous dériverons la distribution de probabilité initiale et le diagramme de
transition d’état dé’;/. Par construction, la distribution de probabilité initialelgeest:

P[V7(0) = so] = P[Vr(0) = s0] = o,

pourag >0, P[V](0) = sp] = P[Vr(0) = s(] = agp,

pouragz >0, P[V7(0) = sg] = P[Vr(0) = sp] = ag,
PIVEO) =al = PIVeO) = o] + 3 PIV(0) = 1] =3 ey,

PlVp(0) =i =0, i ¢ {s0,50,50,a}-

La distribution de probabilité initiale et le diagramme de transition d’étafg’deeuvent, alors,
étre obtenus a partir de la distribution de probabilité initiale et le diagramme de transition d’états
de V. en remplacant les états avec taux de déparpar des commutateurs instantanés et en
éliminant ces commutateurs comme les marcages (en anglais, “vanishing markings”) sont éli-
minés dans les GSPNs [9]. Figure 3.4 montre le diagramme de transition d'étét pteur
le casap > 0, ap > 0 et A = 1 avec les états avec le taux de depagt remplacés par
des commutateurs instantanés (représentés par des carrés avec probabilités de commutation).
Supposonsy; > 0. Le seul commutateur instantané avec probabilité initiale non-nulle est
I'état s;. Ce commutateur a une probabilité initialg;, Employant la Proposition 3.5, g), la
probabilité quel;. (avec des états avec taux de sortig remplacé par les commutateurs ins-
tantanés) suivra le chemiy), s, ..., %, a) estaz [[ol, w) = do”(M). Avec probabilité

ap(1 — [T wll) = ap — o”(M), V4. commencera &) et sortira du sous-ensemble d'états
{sg,s1,...,sh,} parI'étatsy. Alors, la distribution de probabilité initiale dé’ sera

PVr(0) = so] = P[V7(0) = so] + ag — a"(M) = ar + ag — a”(M),
pourag >0, P[VF(0) = sg] = P[V7(0) = sp] = apr
P[VZ(0) = a] = P[VA(0) = a] + d( Zaﬂ +ad" (M

PV7(0)=1i=0, i¢{so,s0,a}.
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Pourag > 0, I'élimination des commutateu@vl, k € 4,1 <1< Ly, introduira des transi-
tions dansg/;/ des états;,, k € ~, aux états: etsy. Prenant en considération que la probabilité
a laquelle, commencant dg ,, V. sortira de sous-ensemble d'étdts ,, s ,,...,s; 1, } par
létata est[ ] ' wj, ;, pour chacuk € ~/, I'élimination des commutateus§ ,, s}, 5. ..., sy ;.
introduira un taux de transition dg aa égal &4, Ap avece, = ) [T+ w;, ;- Suposant que,

par convention, le produit de 0 par une quantité non-définie &3t@ura un taux de transition de

- N Lyp—1
chaque état), 0 < k < L—1, aa de valeurg; Ap avecs, = hy [ [, w; ;. Comme le taux de
départ de chaque état estAg, I'élimination des commutateuts; |, sy, o, .- -, s} 7, introduira

un taux de transition de chaque éfat0 < k < L — 1, asg égale a\p — wjAp — ¢, Ap =

(1 —w), — ¢},)Ag. Lélimination des états; ;, k € vk, introduira un taux de transition dg,

k € vk, k > 0, al'étatsy. La probabilité que, commencant a un &at, k € vk, V;. sortira le
sous-ensemble d’'étafs;, 1, s 2, . . .} par I'états, est 1. Ceci est une conséquence du fait que la
limite pourm — oo de[[", wi; = a(k,m + 1)/a(k,1) (par Proposition 3.5, c)) est 0 parce
que, comme on a démontré dans la preuve du Théoreme(3.4) diminue géométriquement
rapidement avet. Alors, Ag étant le taux de sortie des états1 < k£ < K — 1, I'élimination
des commutateurs, ;, k € vk, [ > 1, introduira un taux de transition g de chaque état,
1<k<K-1,6égalea\p — wyAg = (1 — w;)Ag. La Figure 3.5 montre le diagramme de
transition d’état dé’; pour le casyvg: > 0. Pour le casvg = 0, les étatsy), et les transitions de
ces états disparaitront.

Soit V! la CMTD obtenue par dérandomisatioif avec le taux\ . La distribution de pro-
babilité initiale dd7T” est la méme que la distribution de probabilité initialeifleLe diagramme
de transition d'état d@T” pour le casygr > 0 est dépeint dans la figure 3.6. Pour le agas= 0
les étatss), et les transitions de ces états sont absents.

Soitc(k) = Plau étapé, V. 7 est entré dans a traverssy|. Employant 'identité probabi-
liste de V! et {(VT”) @t > O} ou @ est un processus de Poisson avec taux d'arkiyé
indépendant de,

= (Agt
Plau tempg, V! est entré. & traverssi] = » _ c(k)e AEtii' )
k=0
et, donc (3.43):
elll < k’ —Apt (AEt) 3 44
mic v (t) < ?”maxZC( )e o (3.44)
k=0

Considérons maintenant, pour le eas > 0, la CMTDY obtenue a partW7T” en introdui-
sant un état absorbayfit avec probabilité initiale nulle et redirigeantfidles transitions des états
s,s),...,s,_, &a. LaCMTDY est un cas particulier de la CMTD ;. considéré dans [14].
Pour le casyy = 0, soitY la CMTD obtenue a partWA/%’ en introduisant un état absorbafat
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FiG. 3.4 — Diagramme de transition d'états de la CMVEavec les états avec taux de sortie
Az remplacés par des commutateurs instantanés pour lexeas 0, o > 0 et A = 1 (il
peut exister des transitionssa de tout états;, 0 < k£ < K — 1, quelques eétats;,;, [ > 1,
quelques états;, 0 < k£ < L — 1, quelques états’kyl, 1 <k < Ly — 1, et quelques états),
0<k<M-1).
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I
wi,_1Ap

¢'IL—1AE

(1—wi_y —¢_1)Ar

(1 —w} —qb'l)/\E A

(1 —wo — o)A

(1 —wrx_1)Ap

FiG. 3.5 — Diagramme de transition d’états de la CMWCpour le casyg: > 0.

FiG. 3.6 — Diagramme de transition d’états de la CWPpour le casypr > 0.
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avec probabilité initiale nulle. Dans ce ca$,est un cas particulier de la CMTD considéré

dans [14]. Trivialement; (k) est égale a la probabilité que, a I'étape” est entré: a traversy.

Alors, dénotant par,. la fonction indicatrice retournant la valeur 1 si la conditioest satisfaite

et la valeur 0 autrement, appliquant la Proposition 3 de [14] et employant Proposition 3.5, a),
pour le casygr > 0,

c(k)

IN

K-1
Lk PI(V{)o € {s0, s} (k — K) ] wi
=0

= Isk(ar +ag—d' (M) +ap)(k — K)a(K)
= Isx(as —d"(M))(k - K)a(K).

Similairement, pour le casg: = 0,

K-1
c(k) < IesxP[(Vi)o = sol(k — K) [ wi
=0

= Iisk(ar +ag—d'(M))(k - K)a(K)
— Lexlas —a"(M)(k — K)a(K) .

La combinaison de(k) = Iy~ (ag — a”(M))(k — K)a(K) avec (3.44) compléte la preuve de
la proposition. O

Proposition 3.7.

S _ap (ARt)
Mk (t) < Tmax(as — a” (M))a(k, Ky) Z (I —ke AEt(lL') , keqyk.
I=k+1 ’

Preuve. Considérons, premierement, la CMT/{;JC qui differe deV dans que: 1) les dents du
peigne avec les étatg dans les lombes attachées aux étate + 1 <[ < K — 1, n'ont pas été
tronqués (ils sont comme dans CMTQ, 2) les transitions aux états absorbafitd < i < A,

ont été redirigés &y, et 3) les états absorbanfs 1 < i < A, ont été fusionnés avec I'état
Considérons, ensuite, la CMTi', obtenue a partiv,, par substitution des états avec le taux
de départA3 (les étatss; ,, | € v, 0 <1 <k, 1 <m < Kj;les etatss; ,, | € v, k+1 <
I<K-1,m>1;siag >0,les étatggm,l €7, 1 <m < Ly et, siag > 0, les étatsy),

0 <1 < M) par des commutateurs instantanés avec des probabilités de saut a leurs successeurs
égales aux probabilités de saut de ces étatsW@meilairement a ce qui a été démontré dans
la preuve de Proposition 3.6 que’; ,,(t) < rmaxP’[au tempg, V7 est entré: a traverss],

on peut démontrer que

elll

my () < rmaxPlau temps, Vi estentrén a traverssy], k€ i (3.45)
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Ensuite, nous dériverons la distribution de probabilité initiale et le diagramme de transition
d’états deV", . Par construction, la distribution de probabilité initialeldg, est:

P[V7.1(0) = so] = P[Vr(0) = so] = a,
pourag: >0, P[Vz,(0) = sg] = P[Vr(0) = sp] = apr,

pourag; >0, P[Vy,(0) = sp] = P[Vr(0) = sp] = o,

A A
P[V7,(0) = a] = P[Vr(0) = a] + Y P[Vr(0) = fi] = ) ay,,
i=1 =1

P[V7x(0) =4 =0, i¢{s0,50,50,0}-
Comme dans la preuve de la Proposition 3.6, la distribution de probabilité initiale et le diagramme
de transition d’états défﬁk peuvent étre obtenus a partir de la distribution de probabilité initiale
et le diagramme de transition d’états e, en substituant les états avec le taux de départ
par des commutateurs instantanés et en éliminant ces commutateurs d’'une maniere semblable
a celles dont sont éliminés dans GSPNs les marcages évanouissants. La Figure 3.7 montre le
diagramme de transition d'états &g, pour le casupr > 0, ap > 0 et A = 1 avec les états
avec taux de sortidz remplacés par des commutateurs instantanés (représentés par des carrés
avec probabilités de commutation). La distribution de probabilité initialé}@ediffére seule-
ment de la distribution probabilité initiale dg., en raison de I'élimination des commutateurs
sg, s1, ..., s, et, comme dans la preuve de Proposition 3.6, on peut démontrer:

P[Vrﬁk(O) = s0] = P[Viﬁk(O) =so]+ag—d'(M)=0ao,+ag—d' (M),

pourag >0, P[V7(0) = sp] = P[V5,(0) = sp] = apr,
A
P[V},(0) = a] = P[V7,4(0) = a] + a"(M) = Yy, + " (M),
=1

P[Vﬂk(O) =i =0, i¢{s0,50,a}-
Comme pour la CMTG/}' considérée dans la preuve de Proposition 3.6zsi> 0, I'élimina-
tion des commutateur§7m, l €v;,1 <m < L, introduira un taux de transition de chaque état
s), 1 € ;, aa égal agjA, avecd] = A [[;X;" w], et un taux de transition de chague éfat
l € v}, asp égal a(1—w) —¢;) A . Supposant par convention que le produit de 0 par une quantité
non-définie est égal a UT’fk aura un taux de transition de chaque étel <! < L — 1 aa égal
a¢)Ap, avece; = h) T[] w ; etun taux de transition de chaque &ab <1 < L — 1, aso
égal a(1 — w; — ¢;)Ag. L'élimination des commutateuss,,,, | € vk, 0 <1 < k, introduira un
taux de transition de chaque étgtl € vx, 0 <[ < k, al'étata égal ag;A g, avec

Kj—1

o1 =My H wy; - (3.46)
i1
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Supposant par convention que le produit de 0 par une quantité non-définie est égqua 0,
aura un taux de transition de chaque étab < [ < k, a I'étata est égal &y A . Etant donné
que le taux de départ de chaque &al < | < k estAg, I'élimination des commutateurs
Sim, I € 7k, 0 < I < k, introduira un taux de transition de chaque éad < | < k a
I'état sy de valeurAp — wAp — ¢;Ap = (1 — w; — ¢;)Ap. L'élimination des commutateurs
Stmy L € 7, k+1 <1 < K —1,m > 1, introduira un taux de transition de chaque éfat
levr, k+1 <1< K —1,alétatsy. La probabilité que, commencant a un &fat, [ € v,
k+1<1<K—1,Vp, sortira de sous-ensemble d'étgts;, s, 2, . ..} par I'états, est 1. Ceci
est une conséquence du fait que la limite pour oo de[[;* | w;; = a(l,m + 1)/a(l,1) (par
Proposition 3.5, c)) est 0 parce que, comme il a été demontré dans la preuve du Théoreme 3.4,
a(l,m) diminue géométriguement rapidement axedAlors, Ar étant le taux de départ des états
s, k+1 <1 < K — 1, I'élimination des commutateurs ,,,, l € yx, k+1 <1 < K — 1,

m > 1, introduira un taux de transition de chaque état + 1 <[ < K — 1, a I'étatsy égale
Agp —wAp = (1 — w;)Ag. La Figure 3.8 montre le diagramme de transition d’étatsg’q,g
pour le casyz > 0. Pour le casvg = 0, les étatss) et les transitions de ces états sont absents.

Soit X7T’f,€, k € vk, la CMTD obtenue par dérandomisation ﬂﬁk avec le tauxAg. La
distribution de probabilité initiale dET”k est la méme que la distribution de probabilité initiale de
Vﬂk. Le diagramme de transition d’étatsﬁgk pour le casyg > 0 est montré a la Figure 3.9.
Pour le casvg: = 0, les états;; et les transitions de ces états sont absents.

Soitei(l) = PlaI'étapel, V%/k est entré&: a traverssy|, k € vx. Employant I'identité pro-
babilistique deVr, et{(VT”k) #);t = 0}, ou@ estun processus de Poisson avec taux d'arrivee
A g indépendant défT’fk,

o
L s (Apt
Plau tempg, V!, est entré: a traverss] = E cr(l gt 5) , kenk
1=0

et, donc (3.45),

(Apt
m% k() < Tmax ch AEt#) , k€rk. (3.47)

SoiﬂA/T”fk, k € vk, la CMTD obtenue a partNAfT”Jg en redirigeant la probabilité 1 de transition de
sk aa al'étatsy. Le diagramme de transition d'états ﬁzéfk pour le casyg: > 0 est montré a

la Figure 3.10. Pour le casy = 0, les étatss; et les transitions de ces états sont absents. Soit
¢, (1) = Plal'étapel, XA/T”,’,€ est entré: a traverssy|, k € k. SoitPy, I'ensemble de chemins de la
CMTD Vﬂk par lesquels elle entre dans I'étaé traverss,. Chaque chemip est une séquence
(T0, %15+, Tr(p)) avecP[(ﬁT’fk)o = xp] > 0, probabilité de transition non-nulle de chaque état
T ax41,0 <1< L(p), Trpy—1 = Sk, €t L(p) = a. SOItP(p), p € Py, la probabilité quéA/%’k
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A

l W1 Wet1.0

fron]

Sk,

FiG. 3.7 — Diagramme de transition d’états de la CMVQQE avec les états avec taux de sortie
A5 remplacés par des commutateurs instantanés pour legeas 0, o > 0O et A = 1 (il
peut exister des transitionssa de tout états;, 0 < k£ < K — 1, tout états; ,,,, 0 < [ < k,

1 <m < Kj — 1, tout états; ,,,, k+1 <1 < K — 1, m > 1, tout états;, 0 <! < L — 1, tout
états;,m, 1<m< Lp—1,ettout états), 0 <1 < M —1).
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v
whAp wiAp wh_Ag
éhAp Gy P
(’l — 'm{] — (,’)6)1\]; PL—a Ap
- _¢ e
$oAE
M AE brls Ap
wo \p w \E wrAE W1 A wi 1A
(1 —wy — ¢1)Ay
(1—wr— ¢r)AE (1= i) Ap (I —wr_1)Ap
FiG. 3.8 — Diagramme de transition d’états de la CMW, pour le casyg: > 0.
1

1 —wy — ¢

FiG. 3.9 — Diagramme de transition d’états de la CMﬁ’pk pour le casyg: > 0.
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FiG. 3.10 — Diagramme de transition d’états de la CM\ZAFA@ pour le casygr > 0.

suivra le chemirp. Nous avons:

all= Y P,

pEPy, L(p)<I

SoitP;, 'ensemble de chemins de la CM'ITY}”k par lesquels elle entre I'étata traverss;. Soit
P'(p), p € Py, la probabilité quéA/T”,’k suivra le chemirp. Nous avons:

Ghy= > P

peP;,, L(p)<l
Par constructionP;, C Py, et, pour chacup € Py, P'(p) = P(p). Donc,ci (1) < ¢, (1).

SoiﬂA/TIf,’g, k € vk la CMTD obtenue dé?T’fk en remplacant les étatg, 1, sj.42, . . ., sx par
des commutateurs instantanés. Le diagramme de transition d’ét@l-t% deur le casvgr > 0 est
montré ala Figure 3.11. Pour le cag = 0, les états et les transitions de ces états sont absents.
Soit ¢}/ (1) = PlaI'étapel, XA/TI‘,/€ a entréa a traverssy], k € yx. Pour chacump € P, soit M (p)
le nombre des états de le sous-enserfBle;, ..., sx} dans le chemip. Par construction,

c(l) = > P'(p)

PEP;, L(p)—M(p)<l
et, donc, (1) < ¢/(1).

Enfin, soitV,Y,., k € v, la CMTD obtenue & partiv), en retardant lentrée déy, aa
de sy par une étape en ajoutant un éfat,, redirigeant &1 la probabilité de transitiom, de
sk &a, et ajoutant une probabilité de transition 1gle; aa. Le diagramme de transition d’états
deVT‘fk pour le casyg > 0 est montré a la Figure 3.12. Pour le egs = 0, les états;; et les
transitions de ces états sont absents. &it) = P[a I'étapel, VT‘f i estentré a traverssy, ],
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FiG. 3.11 — Diagramme de transition d’états de la CM\?T’% pour le casyg: > 0.

k € ~k. Par la construction d@T‘fk, q) = /(1 +1), k € yx. Récapitulant, nous avons
ce(l) < /(1 +1), k € vk, qui combiné avec (3.47) donne:

> ans (Apt)
m%"'LM,k(t) < Tmax Z A1+ 1)e AEt(ZL') , kevk. (3.48)
1=0 )

Considérons maintenant, pour le egs > 0,la CMTDY obtenue a partW7T‘fk en ajoutant
un état absorbanf; avec probabilité initiale nulle et redirigeantfales transitions des états
80,81, ..., _, etdes étatsy, sq,. .., sx_1 aa. LaCMTDY est un cas particulier de la CMTD
XA/K,L considéré dans [14]. Pour le cag: = 0, soitY la CMTD obtenue a partir d@fk en
ajoutant un état absorbayfit avec probabilité initiale nulle et redirigeant vefsles transitions
des étatsy, s1,...,5,_1 aa. Dans ce casy” est un cas particulier de la CMTD) considéré
dans [14]. Trivialement; (1) est aussi la probabilité que, a I'étalp@” est entré: a traverss, ;.
Alors, appliguant la Proposition 3 de [14], en tenant compte que la distribution de probabilité
initiale deY est la méme que la distribution de probabilité initiaIéA/g%, employant (3.46), et
employant Proposition 3.5, a), b) et c), pour le ags > 0,

o, (1)

IN

k-1
> P [(?jc/,k)o € {80786}] ((—k-1) <H wi) D
=0

k-1 Ki—1
= Il>k+1(a7« + aF — a”(M) + OéE/)(l — k- 1) (H wl-) hk ( H w]w')
1=0 1=1

oy sl

= Ispri(as —ad" (M) —k—1a(k, Ky), kevk.
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1 ol /
I = wy — ¢

—h

1= wg—1 — -1

FiG. 3.12 — Diagramme de transition d’états de la CM\?A% pour le casygr > 0.

Similairement, pour le casg: = 0,
" i o
() < IspaP [(VT,k)O = 80] (l—k—1) <H wz) Pr

Ky—1
= Ispri(on +ag—ad" (M) —k—1) <sz> hi, ( 11 wk,i)
i=1

= lipalas —a" (M) —k - 1)@(@@5&;) ffz;l?;)

= Ippp(as —ad"(M))(1 -k —1)a(k,Ky), kevk.

La combinaisor)’ (1) = ;s p41(as —a”(M))(1—k—1)a(k, Ki), k € vk avec (3.48) compléte
la preuve de la proposition. O

Dénotant pat. la fonction indicatrice renvoyant la valeur 1 si la conditioest satisfaite et
la valeur 0 autrement, nous pouvons récapituler les résultats obtenus jusqu’ici avec le théoréeme
suivant.

Théoréme 3.3.

m(t) = Lop>omyy(t) + Loy >0 | mg' () Z mi(t) | +m%p i (t) Z My (t)

kev kevi
ol m¢,(t) est donné par (3.39)n5"(t) est donné par (3.40), des bornes supérieures pour
m{"(t), k € 77, sont données par (3.41), une borne supérieure pejff; ,,(t) est donnée
par Proposition 3.6, est des bornes supérieures paflf, | ,(t), k € vk sont données par
Proposition 3.7.
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Dans la méthode randomisation régénérative divisée) est calculé avec une erredre. Les
parametres de troncatud€, L, M, Kj, k € -k, et Ly, k € ~; sont choisis de sorte que
me(t) < €/2, et une partie d’erreur/2 est disponible pour I'erreur de troncature associée a la
solution du modeéle transformé tronqué par randomisation standard. Une approche raisonnable
est de distribuer I'erreur de troncature de modéle permis, également parmi les composants
applicables, selon sizy > 0 etay > 0, dem{(t), la somme deni’(t) et les bornes supé-
rieures pourn{’’ , (t) k € v, etla somme de la borne supérieure pogf’; ,,(t) etles bornes
supérieures poumg’’s 1, (t), k € vk de distribuer également la partie d’erreur assignée a
la somme de la borne supérieure pauff’; ,,(t) et des bornes supérieures pauf(’; ;. (t),

k € vk entre la borne supérieure ponflg’,L’M( ) et la somme des bornes supérieures pour
m%' v x(t), k € vi; au cas oliver > 0, de distribuer également la partie d’erreur assignée a la
somme den7’(t) et les bornes supérieures pouf’, (), k € 77, entrem7’(t) et la somme des
bornes supérieures pouni’fk( ), k € v;>; de dlstrlbuer également la partie d’erreur assignée

a la somme des bornes supérieures po‘j({r‘L?M’k(t), k € vk parmi les bornes supérieures; et,
finalement, sixgr > 0, de distribuer également la partie d’erreur assignée a la somme des bornes
supérieures poumeL’fk(t), k € ~; parmi les bornes supérieures. Ceci méne a une valely de

pour le casyg; > 0,

> (Agt)*

M = min {m >1 1 ryaxa’(m) Z e AptEY < 51} , (3.49)
k=m+1

olue; =¢/6sSiag > 0ete; =¢/4siag = 0. Le paramétre de troncatufé peut, alors, étre

choisi employant

o0
K = min {m > 1 : ryax(as —a”(M))a(m) Z (k —m)e et (Aglt)k < 52} , (3.50)
k=m+1
Oley =¢/12siap > 0etag > 0,60 = ¢/8siap > 0etay =00Uuag =0etag > 0, et
g9 = /4 siap = 0 etagz = 0. Les parametres de troncatukg>, k € i peuvent étre choisi
employant

K}, = min {m >1 : rax(as — o (M))a(k,m) i (1 — k)e st (Apt)! < 5_2}

I
(3.51)
Finalement, pour le cas. > 0, le paramétre de troncatufepeut étre choisi employant
, = A (Apt)E
L = min {m > 1 : rpaxa’(m) Z e AEt% < 53} , (3.52)
k=m+1

olez = ¢/12 siap > O eteg = ¢/8 siay; = 0, et, aussi pour le cas, > 0, les parametres de
troncatureLy, k € ; peut étre choisi employant
} . (3.53)

= (Agt)’
Lj, = min {m >1 1 rmaxd (k,m) Z —Apt 5 <
I=k+1

Ll

|'YL
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La quantité€) 72, e M(At)* /k! est la probabilité que dans l'intervalle, t] ont été plus que
m arrivées dans un processus de Poisson avec taux d'arrivést, en conséquence,
S oo a1 € M (AL)k /! croit avect. Regardand 2, (k — m)e*(At)* /k!, nous pouvons
écrire:

0o 0o k k 00 0o k
_ac(ADF _ac (AT _ae(A2)
PRUEE O e D DD Dl e D DD Bl i vk
k=m+1 k=m+1i=m+1 i=m+1 k=1

et, étant donné que chaque tefmg , e~ (At)* /k! croitavea, > 22, (k—m)e M (At)* /k!
croitra également avec Alors, au cas oun(t) doit étre calculé pour plusieurs valeurs de
t1,t0,...,t,, des parametres appropriés de troncature pour toutes les valeupedeent étre
choisi employons (3.49)—(3.53) avee- tyax = max{ty,ta, ..., ty}.

3.4 Description algorithmique

Les Figures 3.13 et 3.14 donnent une description algorithmique de la méthode randomisation ré-
générative divisée pour la mesurédt). La description algorithmique a comme entrées la CMTC

X, le nombre d'états absorbants le taux de réecompense,,ry,,...,rs,, Un vecteur ligne

de distribution de probabilité initiale = («;);cq, le sous-ensembl& C S, I'état régénéra-

teurr € E, I'erreur permises, le nombre de points temporetsauqgelm(t) doit étre calculée,

et les points temporelg, to, . .. , t,. La description algorithmique a comme sorties les valeurs
évalués pourn(t) aux points temporels donnés,(t, ), m(t2),...,m(t,). On suppose que les
conditions C1-C10 concernant la structure Xleet les choix du sous-ensembig et de I'état
régénérateur € E sont satisfaits. Le modéle transformé tronqué est appelEalgorithme

fait deux traversales dans les lombes des peignes: la premiére pour déterminer les paramétres
de troncaturek et L et la seconde pour construire les dents. Pendant la premiére traversale du
peigne ayant comme lombes les étatsl’algorithme détermine, par la conditidn, > 0, que,

par la Proposition3.5, b), est équivalent@, 1) > 0, le sous-ensemblg, et enregistre dans

la variablen;, le nombre de dents du peigne. Similairement, patr> 0, pendant la premiere
traversale du peigne ayant comme lombes les dfatsalgorithme détermine, par la condition

h;, > 0, que, par la Proposition 3.5, e), est équivalent(&, 1) > 0, le sous-ensemblg; et
enregistre dans la variablg le nombre de dents du peigne. L'algorithme exige le calcul, pour

m croissant, des sommes des formes

)\k
_ DY
S(m,\) = E e
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Des procédures efficaces et numériguement stables pour effectuer ces calculs qui peuvent étre
inclus dans la description algorithmique sont décrites dans [14].

Nous notons que, une fois gqlea été calculé, les taux de transition du modéle transformé
tronqué sont obtenus sans substractions. Alors, la méthode randomisation régénérative divisée
aura la méme excellente stabilité numérique que la méthode randomisation standard. De plus,
dans la méthode, I'erreur de calcul est bien-contrblée et peut étre spécifiée a I'avance.

3.5 Propriétés théoriques

Dans cette section, nous analyserons les propiétés théoriques relevant de la méthode randomi-
sation régénérative divisée appliqguée au calcul de la mes(re Nous démontrerons premié-
rement que, pour tous les modeles couverts par la méthode, la méthode a un comportement
bénin, dans le sens que, en oppossition avec la randomisation standard, les paramétres de tronca-
tions sont des fonctions doucestdet <. Deuxiemement, nous définerons une classe de modeéles
Markoviens, incluant les modéles Markoviens typiques des systemes tolérants aux fautes avec
réparation différée, et, pour les modéles dans cette classe, nous obtiendrons des résultats théo-
riques plus forts permettant la prédiction approximée des valeurs des parametres de troncature.
Ces prédictions peuvent étre utilisées pour prévoir pour un modeéle particulier dans la classe si la
randomisation régénérative divisée sera ou non moins codteuse que la randomisation standard.

Employant (3.8), nous avomgn) = w(0)P . Mais, étant (3.4P; 5, la restriction de la
matrice de probabilités de transition dea E x E, et étant tous les états dedansFE transi-
toires, on aurra [49, Théoréme 4.3] quén), i € E diminuera géométriquement rapidement.
Quem(n), i € E’ diminue géométriquement rapidement peut étre montré pareillement en em-
ployant (3.12)x'(n) = ='(0)P%, 1, le fait que (3.5)Px g est la restriction &' x E' de
la matrice de probabilités de transition d& et le fait que tous les états d€ dansE’ sont
transitoires. Finalement, qué (k), i € E aussi diminuent géométriquement rapidement peut
étre montré en employant (3.18)(n) = w/’(O)P%E, le fait que (3.6)P 5 est la restriction
a FE x E de la matrice de probabilités de transition dg et le fait que tous les états d&
dansE sont transitoires. La borne supérieure poﬁ(r‘,’L,M(t) donnée par la Proposition 3.6 est
bornée supérieurement pafaxarsa(K) Y p iy (k— K)e 2 (Agt)* /k!, qui est analogue au
terme de la borne supérieure de I'erreur de troncature modglg(t) utilisé dans la rando-
misation régénérative [14]. De plus, les expressions pali(t) (3.40) etm{,(t) (3.39) sont
analogues au terme de la borne supérieure de I'erreur de troncature de m@életilisé dans
la randomisation régénérative [14]. Alors, nous pouvons étendre le Théoreme 3 de [14] et établir
K = O(log(Agt/e)), L = O(log(1/¢)), et M = O(log(1/¢)). Concernant les longueurs des
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FiG. 3.13 — Description algorithmique de la randomisation
m(t).

Inputs: X, A, vy, rp,...,1r, 0 Fyre,n, t,to, .00 1,
Outputs: m(t1), m(ts), ..., m(ty)

Tmax — max{rflvr,fzt 7rfA};

tmax = max{ti,ta, ...t };

Ag = (1+ 107" maxep \i; Ap=(1+ 10-* )maxleE Ais
ObtainP;

Xpr = ZiEE" o, A = EzeE a5, a5 = ap + ap + ag;
for(G€ B) Pip =3 icp p, 5o i fOr G €S) Pip =30 0cm p 5o Figs
Build CTMC V including states, with initial probability ., Statea “With initial probability 0 and
statesf;, 1 < i < A, with initial probabilitiesa . ;
if (o > 0){

if (agr == 0)tol = ¢/4; elsetol = ¢/6;

add_state(V, sq, ag), ® = (a:i)iEE; a’=am M =0,

do{

for(i=1;: < A; i++){
v = EJEE,P] 150 Py r./d"; if (v > 0) add_transition(V, sy, fi, v"* Az);

W= T MR/ 0 = e P

qdd_.state(v, shri, 0); add_transition(V, sty , s 41, W' Ag);

if (¢" > 0) add_ transition(V, s, s0, 4" Ag);

nr' = a'"Pg g a’ =nw"; M++d" =37, g,
until (rmax@” Y je g € AT @ (Agtmax)* /R < tol);
add_transition(V, sy, a, Ag);

elsead” = 0;
if (o > 08&& ag > 0)tol =c/12;else if(ag > 0 || ag > 0) tol = £/8; elsetol = ¢/4;
T = (lizy)icp;a=1, K =0;,nk =0;
do{
for (i=1;1 < A; i++){
o =
}
hx =3 icpmibip/aiw =73 cpmiPip/a;
add_state(V, sg 41, 0); add_transition(V, si , sk 41, WAE);
if (hg > 0) n_k++;
nmw = "PSE,E; T=mnmw K++ a = Zz’eE i

= ZjeE,Pj,,gD 7 P; 1,/ a; if (v > 0) add _transition(V, sk, fi, v AR);

until (Fmax(as — a”)a Y20 g (k= K)em At (A pliay)F /k! < tol);
add_transition(V, sk, a, Ag);
T = (I'i:r)iEE;
for(k=0;k < K —1; k++){

=Py & K=La=3 57 7P, add_state(V, sy 1,0); add_transition(V, s, sk 1, b AR);

whlle(rmx(aq —aMay 2, (- A —A”mﬂ(AEtmax) /U > tol/nk){
fOI’(z— i < A i++) _
vt = E]eEP 1507 P 1./a if (v' > 0) add_transition(V, sy k7, f;, v' Ag);
t

w= Zz‘eﬁ ﬂ—fPi,E/a; 4= Zieﬁ ﬂ'z'EPi,r/a;
add _state(V, s r141,0); add_transition(V, s k1, sk k141, wWAFE);
if (¢ > 0) add_ tmnsztzon(V sk K7, S0, 4AF);

EF_  Bp__-.F _ /
nmw 1rPEE,1r nrl; K'++; a=3.

_ B
i€EE L
add_transition(V, s k1, a, Ag);

if (k< K —1){nm =aPg g7 =nm }

régénérative divisée pour la mesure
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if (> 0){
if (ay > 0) tol = ¢/12; elsetol = ¢/8;
add_state(V, sh, ap); ' = (a;)iep; d’ = ZiEE‘ a;; L=0;nk=0;
dof
for(i =1;i < A; i++){
o't = EjeE’,PJ,pr i Py p./ds if (v > 0) add_transition(V, s, fi, v Ag);

}
w' = zieE‘ Wfpi,E’/“ by = ZZEE' ”sz E/a
add _state(V, s7 1, 0); add_transition(V, s, 87,1, W' AR);

if (R, > 0) n_k++;
nx' =0'Pg g =nn', L++,d =3, p 70

l}:lntil (rmaxa’ E;O:L+] e~ ABtmax(A pto a0 )k /R < tol);
add_transition(V, s, a, Ag);
' = (0i)icer;
for(k=0;k < L—1;k++){
if (hy, > 0){
1rE_1rPE,E,L =1;a _ZzeE
while(ryaxa’ Zl g1 € \Etm*(AEtmaX) JU >

for (i = 1; i < A; i++){
Z]EE Py ,>0 P]f Ja'sif (vt > 0) add _transition(V, s}, 1., fi, v Ag);

B qdd_state(V, 83,1, 0); add transition(V, s}, s}, 1, hi Ap);

tOl/n_k){

,U/Z

1
w—ZzeE E/a q—ZzeEﬂ— P“«/a
add_state(V, % L'+110) add_ tiunattwn(v 8 113 Sk L1y WA,

if (q >0) add- tranaztwn(V 5k L:,bg,q "Ag);
bPFE, =nnl; L'++ d —Zzefﬂ'iﬂ;
add_transition(V, sy, 1, a, Ag);

if(k<L—-1){nn'"=aPg p;n =nx';}

}
A =max{Ag, Aghi N =min{m > 0 : 7pax ) o N e Mmax (At )F /R < 2/2);
Let V' be the randomized DTMC df with randomization rate;

N;

Give N steps to/’ and computel(k) = 1 7, P[Vi = i,k =0,1, ...,
for (i = 1;4 < nyi++) for (k = 0, m(t;) = 0; k < N; k++) m(t;) +=d(k)e (A

)%/ kL.

FIG. 3.14 — Description algorithmique de la randomisation régénérative divisée pour la mesure

m(t) (continuation).
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dents des peignes, sdit; = )¢, Kr etLy = ;e Lk, NOUS avons le résultat suivant.

Théoreme 3.4. Kz = O((log(Agt/e))?) et Ly = O((log(1/¢))?).

Preuve. Les états dan& de la CMTD Z” sont transitoires. De plus, la restriction de la ma-
trice de probabilité de transition d&’ a E x E est (3.6)PEF. Ceci implique [49, Théoréeme
4.3] que les éléments dElEF diminuent géométriquement rapidement avest, donc, que
I(PZ 5)'|l: = [|(P% 5)" |l: diminue géométriquement rapidement ate®n commencera par
demontrerKE = ke Ki = O((log(Agt/e))?). Employantr (k, )" = (P%E)lfngE x(k)T,
qui vient de (3.9) et (3.10)|x(k)T||; < 1, et\|P§E|\1 < 1, nous obtenons (3.19)

a(k,) = |lm (k. )|l < 1(PE )" IPL 5l &) < [[(PE5)" " h

et, donca(k, ) diminuera géométriquement rapidement avee. il existeraC' > 0,0 < b < 1,
etly > O tels que
a(k,l) <CH, 1>1. (3.54)

D’autre part, la borne supérieure pou§’, ,, .(t), k € vk, donneé par la Proposition 3.7

satisfait
rmax(es — ' (M))a(k, K) Y (1—k)e e (Aﬁt)
l=k+1
= Tmax(as — d"(M))a(k, K g—AEtL
Fmax(as — a”(M))a( k); e
= Apt)k+
< ape_(Aet)™
) Tmaxasa(k’Kk)zzle CENE]
(Apt)'

Tmaxasa(k, Ki)A tz —Agt
1=k

I < rmax@sa(k, Kp)Apt. (3.55)
Employant (3.55), pour chaquec ~;, le paramétre de troncatuf€§, sera borné supérieurement
par le minimum entief > 1 satisfaisanty,.xasa(k, ) At < e2/|vx|. Employant (3.54), cet
entier ne sera pas plus grand giig,. = max{ly, m}, oum est le minimum entiet > 1 satis-
faisantr . asCH At < eo/|vk|. Mais, m n'est pas plus grand queax{1, || + 1}, otz
satisfait
x €2
PmaxsCO*Apt = —— .

k|

Prenant les logarithmes,

log Tmax + log g + log C' + xlog b + log(Agt) = log (, £2 ’>
YK
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o = los(lr|Art/es) +10g mmax + logas +1og O
log(1/b)
Etant0 < b < 1, log(1/b) > 0 et, donc, I'expression précédente paudémontre quer, m
et Kys sontO(log(|vk|Agt/e2)) = O(log(KAgt/e)) = O(log(log(Agpt/e)Agt/c)), parce
que|vk| < K, 9 est égal & excepté par un facteur constant,/ét= O(log(Agt/c)). Il est
important de noter qué,s est indépendant deet, donc,K; < K K. Alors,

log (%) Agpt

€

o (2) (o (2) e(29))
“o((ue (%))
Ensuite, nous démontrerons que; = > ;.. Li = O((log(1/¢))?). Employant

7' (k)T = (P%E)ZAPE,EW’(I@)T, qui suit de (3.13) et (3.14)x’ (k) 7|1 < 1, et\|Pg,EH1 <
1, nous avons (3.21)

K% = O | log (%) log

d'(k,1) = |la' (k0" |l < [P )"l PG gl 1" (R) T < I(PE ) 1

et, étant donné que, comme il a été démomtﬂi’% E)l\ |1 diminue géométriquement rapidement
avecl, d'(k,1) diminuera aussi géométriquement rapidement dyet il existeraC' > 0, 0 <
b < 1,etly > 0tels que

d(k, ) <Cb, 1>1. (3.56)
D’autre part, la borne supérieure pouf’fk(t) donnée par(3.41) satisfait

oo

Tmax@ (K, L) Z e_AEt(ATE't)l < Tmaxd (k, Ly,) . (3.57)
I=k+1
Employant (3.57), pour chaquec ~; , le paramétre de troncatufg sera borné supérieurement
par le minimum entiet > 1 satisfaisantmaxa’(k, 1) < e3/|7;|. Employant (3.56), ce nombre
entier ne sera pas plus grand glig = max{ly,m’}, oum’ est le minimum entief > 1
satisfaisanty,,.Cb' < e3/]v;|. Mais, m’ n'est pas plus grand queax{1, 2’| + 1}, ot 2’
satisfait

!
TmaxCD* =

Prenant les logarithmes,

log rmax + log C + 2" log b = log <‘€—f"> ,
7L
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o/ _ 108(1721/23) + 108 T +10g C
log(1/b)

Etant0 < b < 1, log(1/b) > 0 et, donc, I'expression précédente patidémontre que’, m’

et Ly, sontO(log(|v;|/e3)) = O(log(L/e)) = O(log(log(1/e))/e), parce quey;| < L, ez est

égal & excepté pour un facteur constant/et O(log(1/¢)). En tant qu'avant, il est important

de noter qué.i,s est indépendant deet, donc,L; < LLy,. Alors,

Ly=0 <log (é) log <1Og5<%)>>
o (2) (s (1) (1)
o)) =

EnrésuméK, L, M, K4 et Lz sont tous des fonctions douces et . Cette propriété
s’appellecomportement béniet impliqgue que, pour assez graidet assez grant la randomi-
sation régénérative divisée sera sensiblement moins colteuse que la randomisation standard. Ceci
parce que: 1) le codt de la premiére phase de la randomisation régénérative divisée (génération

du modele transformé tronqué) se compose des composants approximativement proportionnels
a, respectivementy’, L, M, K3 et Lz, tandis que le codt de randomisation standard est, pour
grandt, approximativement proportionnelaax;cq A;t, et 2) étant le maximum taux de départ

du modéle transformé tronqué non plus grand (ue- ¢) fois le maximum taux de départ du
modéle original, le colt de la deuxiéme phase de la randomisation régénérative divisée (solution
du modéele transformé tronqué par randomisation standard) rapportera avec le co(t de la rando-
misation standard non plus que la taille du modele transformés tronqué par rapport avec la taille
de modéle originalX .

Le codt de la randomisation régénérative divisée dépend, naturellement, des clidix de
et de I'état régénérateur, de plus ces choix influencent le comportementtle) d(k), a” (k)
a(k,l), etd'(k,l) et les valeurs des paramétres de troncafiirel, M Ky, k € i et Ly,
k € ~} . 1déalementE etr devraient étre choisis de sorte qué) d(k),a” (k) a(k,!), etd’(k, 1)
diminuent aussi rapidement que possible. Pour des modéles Markoviens généraux, le choix au-
tomatique deF etr ne semble pas étre facile, et, puis, I'application de la méthode est basée sur
l'intuition de l'utilisateur pour faire des choix appropriés. Nous considérerons, cependant, une
classe de modeéles, la clagsge pour laguelle des choix naturels patiretr existent, et, pour des
modéles dans cette classe et ces choix naturels on obtiendra des résultats théoriques plus forts
gue le comportement “ bénin " qui peuvent étre utilisés pour prevoir le colt de la méthode.

La classe du model€, inclut tout les CMTCX avec un espace d'états fift = S U
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{f1, f2,.--, fa}, |S]| = 3, A > 1, ou f; sont des états absorbants et, ou tous les étatstisoist
transitoires ouX a une simple classe récurrerttecC S, tels que tous les états sont accessibles, et
pour lesquels il existe une partitighu S;U. ..U Sy, US1USU. .. Ugﬁc pour S satisfaisant

les propriétés:

P1) So = {o} (i.e.|Sp| = 1).

P2) siX a une simple classe récurreriteC S, 0 € C.

P3) [SpUSIU...USN.| >2,et[SiUSU...USy [ > 1.
P4) A\o5,0. LS, > 0-

P5) pourtous € S, 0 < k < No,y Aj sou--.us,—{i} = 0-

P6) pour tous € Sy, 1 <k < N¢, A 5,0.-usy, = 0.

P7) max, ;. max; g, )‘iﬁw{i}ugkﬂu--u?wc est sensiblement plus petit que

Miny < 7 Mg, Ay 50US,0--US)_1U{f1,farnfa} > O

La classe inclut les modeéles typiques de faute/réparation de fiabilité avec distributions expo-
nentielles de temps de faute et de réparation dans lesquels la réparation est différée jusqu'a une
certaine condition sur le sous-ensemble de composants en faute est satisfaite et, puis, procéde jus-
gu’a atteindre I'état dans laquelle aucun composant est en faute, étant donné que les taux de faute
sont sensiblement plus petits que les taux de réparation. Pour ces modéles, une partition pour la-
quelle les propriétés P1—P7 sont satisfaites est la partition dans laquelle le sous-erfsemble
inclut les états opérationnels sans réparation et méme nombre de composants en faute, avec les
sous-ensemble$;, ordonnés par nombre croissant de composants en faut, et le sous-en§emble
inclut les états opérationnels avec réparation et méme nombre de composants en panne, avec les
sous-ensemblesS;, ordonnés par nombre croissant de composants en faute. Comme illustration,
une partition pourS = {1,2,2,3,3',4,5,6} qui montre que le modéle Markovien de fiabilité
montré dans la Figure 3.1 appartient a la classseraitS, = {1}, S; = {2,3}, S = {2/,3},

So = {4,5,6}. Modéles semblables avec distributions de temps de faute avec distributions du
type phase acycliques (en anglais, cyclic phase-type distributions) [41], qui peuvent étre em-
ployées pour approcher distributions des variables aléatoires positives non-exponentielles [10]),
appartient aussi a la clas§k, a condition que les taux de faut soient sensiblement plus petits
que les taux de départ de la CMTCs acycliques définissant les distributions du type phase. Avec
les choixE = Sy U S U --- U SN, etr = o les modeles dans la clas6g satisfont les condi-

tions C1-C8 rendant la méthode randomisation régénérative divisée applicable. De plus, avec
ces choix, en raison de la propriété P7, les modéles se déplacent “rapidement” des états dans

a I'étato ou a un étatf;, faisant ces choix naturel. Considérons un modeéle de classeune

partition So U S U...USN. US1US2U...U S, pour S satisfaisant les propriétés P1—P7.
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On a le résultat suivant

Théoreme 3.5.Pour les modeles dans la clas€g et les séléctiond = Sy U S U ... U Sy,
etr =o,a(k) < hg(k) etd (k) < aphg (k), ou, pourk — oo, hg(k) ~ C(pﬁl)q%, C>0,p
entier > 1, ethp (k) ~ C'(,* ) gk, €’ > 0, p' entier> 1, avec

ming<x<Ne Minjes, A;
(1 + 9) maXOSkSNC maxiesk Az

g =1 —

La preuve du théoréme 3.5 utilisera le lemme technique suivant.

0 O
A= ,
B8 B
ou 0 est un vecteur ligne de dimension appropriée avec tous ses élément égauydash en
vecteur colonne de dimension appropriée. Alp(sA ) = p(B).

Lemme 3.2. Soit

Preuve. Les valeurs propres dA sont les racines déet(A\I — A), ouI dénote une matrice
d’identité des dimensions appropriées. Mais,

A 0

det(\I — A) = 5 A-B

= Adet(\I — B),

qui prouve que I'ensemble des valeurs propreAdeclut exactement 0 et I'ensemble des valeurs
propres deB, impliquant le résultat. O

Preuve du Théoréme 3.5. Dans la preuve, nous dénoterons péA) le rayon spectral d’'une
matrice carréeA.. De (3.12), pout > 0,7’ (k)" = (P, ,,)*a’(0)". Alors, employant (3.20),
m(k) > 0,i€ E, et (3.11)y, . p m(0) = apr,

d'(k) =) wi(k) = lla' (k) |l = [|(PE p)"n' (0)" |1

ek
k k
<[P ) L7 (0)" |l = [|[(PEr ) ¥l D wi(0)
icE’
T \k
= ap |[(Pg g)"(l-
Avec l'ordonnance des étafts, ..., Sy, les élements de la partie triangulaire supérieure de

PZ, ;/ sont0 et les éléments diagonaux &, ., ont des valeurs

i

1 _
(14 8) maxo<p<ne MaXies, Ai

, 1€85,,0<k<N¢,

Y2 (k) ~ y(k) pourk — oo dénoterlimy o z(k)/y(k) = 1.
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etp(Pg,vE,) = gqg. Alors, ils existent [54, Théoreme 3.0] > 0 etp’ entier> 1 tels que, pour
k — o0, |(PL g)*Ih ~ C'(,",)dk- De (3.8), poutk > 0, w(k)" = (P p)Fx(0)T. Alors,
employant (3.18)x;(k) > 0, et (3.7)) ;.5 mi(0) = 1,

a(k) =Y mi(k) = [[x (k)" |l = [|(PE.£) m(0)" |1

i€E
< I®E ) w1 = 1P ) 1 Y mi(0) = ||(P% p)"ll: -
i€E
Avec l'ordennance des étass, S, ..., Sy, P ;; ala forme

0 0
ﬂ P§I7El

ou 0 dénote un vecteur ligne avec tous ses composants égaux@alreite un vecteur colonne.
Selon Lemme 3.2y(P% ;) = p(PL, 1), et, donc,p(PgE) = qg. Alors, appliquant une autre
fois [54, Théoréme 3.1], ils existefit > 0 etp entier> 1 tels que, pouk — oo, H(PE,E)kHl ~

C(pﬁl)q%' O

Théoreme 3.5 assure que, pour des modeles de classwec les choixE = Sy U
S1U---USN, etr = o, tous les deuxa(k) et d'(k) sont bornés par quelque chose
qui descend asymptotiquement avec un facteur de vajeuPour ¢ assez petit, les pa-
ramétres de troncaturél’ et L de la randomisation régénérative divisée seraient princi-
palement déterminés par les taux de diminution adé) et d(k) et, par conséquent, le
Théoréme 3.5 suggére que les paramétres de troncdfuret L pour des modeéles de
classeCy, avec les choix naturels pouf et » peuvent étre bornés supérieurement rude-
ment en utilisantgy au lieu de, respectivementy,ax(as — a”(M))a(m)y 72, (k —

m)e et (Agt)F /K dans (3.50) etyaxa’ (m) S50, .1 e (A pt)* /k! dans (3.52). SoiRy =
Maxo< k<N MaX;es, Ai/ Ming< k<N, Minjes, A; > 1. Nous avongp = 1—1/((1+60)REg)

Q

1 —1/Rg. PourRg pres de 1qgp sera petit et et L serons petits et, poukg croissantgg
approchera 1, ek et L augmenteront.

Soit
s ma’xlgkgﬁc maXZ‘EEk /\iygk—{i}ngHU'”Ugﬁc

miny o -, Min, g, )‘i,Souﬁl,u---uﬁk,lu{fl,...,fA} .

Le parameétre) peut étre consideré comme un paramétre de “rareté” mesurant comment la pro-
priété P7 est satisfaite. En termes du parametre de réreigus pouvons modeler les taux de
transition des étatsc S, aux étatsj € S, — {i} U Sy 1 U... U ?NC, 1 < k < No comme

Aij = A6, ol A;; sont constants, et nous pouvons modeler les taux de transition restants
comme constants. Alors, nous pouvons étudier le comportement de la randomisation régénéra-

tive divisée pour des modeles de clagseavec les choix = Sy U S U---U Sy, etr = o
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pourd — 0. Soit P (5) les probabilités de transition dé en fonction du parametre de rarété
et soitPx 5(9) la matriceP z de probabilité de transition en fonction deNotons que, pour
i €8kj€SE—{i}USk1U--- U?Wc, 1 <k < N¢,lims_o P j(6) = 0 et que, en utilisant
la propriété P6,

A; ,SoUS1U--USg,_1U{f1,.-,fa} i€SL1<k<N¢

6—0 (1 + 9) ma’xl<kz<NC ma’X’LESk )\i,SoUglU---ng_lU{fl,...,fA}

Alors, nous avons le résultat suivant:

Théoreme 3.6.Pour des modeles de clas6g et les sélectiond = Sy U S; U--- U Sy, et
r=o0,a(k,l) < hg(l —1),d (k1) < aphg(l —1), eta’(l) < aghy(l), od, pourl — oo,
hz(1) ~ C(6) (p(gé_l)p(ng(é)T)l, C(6) > 0, p(6) entier> 1, aveclims_o p(Pz 5(5)") =

qE et
A

mll’l1<k<Nc min

’LESk 1 SOUEIU---ng,lu{fl,...,fA}

gp=1-

-----

Preuve. Employant (3.9) et (3.10), potr> O etl > 1,a(k, )" = (Pg (6)")' ~'PL —m(k)".
Alors, employant (3.19);(k,1) > 0,7 € E, ||[PT _|[1 <1, et|lx(k)"||; <1, pourk >0 and
[>1,

= milk,) = |lm(k, )" = [[(P5(6) ") PLz m(k) )

i€E
<[Pz 5@ It P gl [lw k) Il < |(P550)) -

Similairement, employant (3.13) et (3.14), poer > 0 et > 1, @(k,)T =
(Pgg(8)")!"'PL, & a'(k)". Alors, employant (3.21)w(k,l) > 0,i € E, [P, 2|l <1
et, de (3.11) et (3.12), tenant compﬂé‘g,’E,H1 < 1, |7 K)T||, = ||(P§/,E,)k /( YL <
P il )T < |l7'(0)T]h = e,

=Y ik ) = |l (k, D[l = [P p(®)") " PL 57 (k)1
i€eE

<[Pz x®)") "l IPE, gllilla' (&)1 < ap [|(Pg5(8)") 1 -

Finalement, employant (3.16), pour> 0, @ (1) = (Pg5(6)")'a"(0)". Alors, employant
(3.22),7/(1) > 0,i € F, et (3.15)[7"(0)7 |1 = arp,

=> w0 = l7" O [ =[Pz O 7" (0) [l < [[P5 O Il lI7"(0)" L

i€E

= ag [Pz
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Soitp(PEE(é)T) le rayon spectral dPEE(é)T. Alors, il existera [54, Théoréeme 3.1](0) >

0 et p(0) entier> 1 tels que, poul — oo, ||(P55(0)")![1 ~ C(é)(p(ég_l)p(PEE(é)T)l.

De plus, étant les valeurs propres d’une matrice fonctions continues des éléments de la matrice
[48, Théoreme 3.13)im; . p(P 5(9)") = p(Pg 5(0)"). Mais, avec 'ordennance des sous-
ensembles;, S, ... ,?NC, les éléments dans la partie triangulaire inférieuré’%(O)T sont

0 et les éléments diagonaux ont des valeurs

)\i,SoUglU"'ngflU{fl s fa}

1-— ,ie?k,lgkgﬁc

(1 + 0) Max) <N MaX;eg, )\i,SoUglU"-ngflU{fl7~~~,fA}

et, donc,p (P 5(0)") = ¢z O

Théoreme 3.6 assure que, pour des modeles de €lassec les choidty = SpUS;U---USN,

etr = o, d’(l), a(k,l) et d'(k,l) sont bornés supérieurement par quelque chose qui dis-
minue asymptotiquement avec un facteur avec de vajgupour 6 — 0. Pour assez pe-

tit ¢, les parametres de troncatutd, Kj, k € ~x et Ly, k € ~; de la randomisation
régénérative divisée seront principalement déterminés par les taux de diminutidif)de
a(k,l), etd'(k,1) et, donc, le Théorem 3.6 suggere que les paramétres de tronddiufg,

k € vk et Ly, k € ~} pour des modéles de clas§g avec les choix naturels pout

et r peuvent étre bornés supérieurement rudement utili%nau lieu de, respectivement,
Pmax@” (M) S5 41 € AB (Agt)E /! dans (3.49),rmax(as — a”(M))a(k,m) 370, (1 —

k)e et (Agt)! /1l dans (3.51), etymaxa (k,m) Y12, .1 e 2E(Agt)! /1! dans (3.53). SoiR; =
max, ., .5, Max,cg, Ai/ min, o 7, min,cz A > 1. Nous avongz ~ 1—-1/((1+0)Rg) ~

1 — 1/Ry. CommeRz; est plus grandy; est plus proche et led/, K, k € vi et Ly, k € v},

sont plus grandes. Selon la discussion et les expériences numériques dans [14], pour assez petit
eetRy > 1, M, Ky, k € vk etLy, k €~} sont bornés supérieurement rudement3ode .

Notons que tous les deukr et Ry sont des caracteéristiques “visibles” des modeles (ils
peuvent étre estimés facilement). Ceci implique que, pour des modéle de@lasse les choix
naturels pout etr, les parameétres de troncatuke L, M, K;, k € vk, et Ly, k € ~}, peuvent
étre bornés supérieurement rudement dans la pratique, et ces bornes supérieures approximatives
peuvent étre employées pour prévoir le colt de la randomisation régénérative divisée et anticiper
quand la méthode sera sensiblement plus rapide que la randomisation standard.

3.6 Analyse numeérique

Dans cette section, on utilisera un modele Markovien de fiabilité de dasfen réseau d'in-
terconnexion ASEN-MAXI16 x 16 [29] sous un protocole sans retour-arriére (en anglais “non-
backtracking”) pour analyser le colt computationnel de la randomisation régénérative divisée et
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la comparer avec ceux de la randomisation standard, la randomisation régénérative [14], I'unifor-
misation adaptative [39], et la randomisation avec la détection du régime quasistationnaire [18].
L'analyse de la fiabilité des réseaux d’interconnexion de ce genre est dificile et a été le sujet de
recherche intensive (voir, par exemple, [6, 7, 8, 20, 36, 52, 53]).

La Figure 3.15 montre I'architecture d’un réseau d’interconnexion ASEN-MA&X16. Le
réseau d'interconnexion inclut un étage des multiplexeurs, trois étages des commutateurs, et un
étage des démultiplexeurs. Les liens sont assumés parfaitement fiables. On suppose que le réseau
est opérationnel si I'ensemble des composants sans faute est tel que, en présence d’'une demande
simple de n’importe quelle source a n'importe quelle destination, le protocole “non-backtracking’
employé par le réseau d’'interconnexion réussit a conduire la demande. Cette hypothese est ga-
rantie d'étre pessimiste [45]. On considérera la possibilité que une faute d’'un multiplexeur, un
commutateur, ou un démultiplexeurs peut étre non couverte et conduire a la défaillance du ré-
seau. La structure du réseau d’interconnexion est telle que, supposant la couverture de toutes
les fautes, le réseau tolére la faute de n'importe quel composant simple. Les multiplexeurs et
les démultiplexeurs ont un taux de fautg; les commutateurs ont un taux de falte Les
fautes des multiplexeurs et démultiplexeurs sont couvertes avec la probahijités fautes
des commutateurs sont couvertes avec la probalilitdl y a un seul réparateur. La répara-
tion commence quand le nombre de composants en panixe £stt continue jusgu’a tous les
composants en faute aient été réparés. Les multiplexeurs et les démultiplexeurs sont réparés avec
taux ung; les commutateurs sont réparés avec tainta réparation des commutateurs a priorité
interrompant (en anglais, “preemptive priority”) sur la réparation des multiplexeurs et des démul-
tiplexeurs. Le composant a reparer est choisi aléatoirement entre les composants en faute avec
maximum priorité de réparation. Nous emploierons les valeurs pour les paramétres du modéle
M =4x10"0h"1 A\g =1.2x1075h~!, Oy = 0.995, Cs = 0.99, uy = 2h~1, et, pour
us, deux valeurs0.4 h~—! et 0.08 h~!. Concernant la distribution de probabilité initiale, nous
considérerons deux cas: cas 1) I'état initial est I'état sans composants en faute, et, cas 2) avec la
probabilité 0.5, I'état initial est I'état dans lequel le seul composant en faute est le commutateur
0 de I'étape 0, et, avec la probabilité 0.5, I'état initial est I'état dans lequel les composants en
panne sont le commutateur 0 de I'étape O et le multiplexeur supérieur.

La mesure d'intérét est la non-fiabilité au tempsf(t). Cette mesure pourrait étre calcu-
Iée en utilisant un CMTC avec un état absorbant représentant la défaillance du systéme et un
sous-ensemble d’états transitoires comprenant tous les états dans lesquels le systeme est opéra-
tionnel. Cependant, le réseau d’interconnexion a un grand nombre de composants (56) et une
telle CMTC serait extrémement grande, rendant non-praticable un calcul numérique exact de
nf(¢). Le probléme peut étre évité en employant des modeles bornés. Un modele Markovien,
Xpi, rapportant une borne inférieure pad(¢) aurait un espace d'éte,uU { i, f2}, ou.S estun
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sous-ensemble d’'états opérationnelg; et f, sont des états absorbants. Les taux de transition
de X3, entre états dan§ seront comme ceux du modéle exact. Le modéle enffenaand le
systeme défaille d’un état opérationnel d&hst entreraitt quand le systéme entre un état ope-
rationnel non inclu dans. La distribution initiale deX;,; dansS serait comme celle du modéle
exact, la probabilité initiale d&,; dansf; serait la probabilité que initiallment le systeme est
en défaillance et la probabilité initiale d&,; dans f, serait la probabilité de que initialement
le systéme est en un état opérationnel non inclu darisa borne inférieure pounf(¢) serait
nf,;(t) = P[Xi(t) = f1]. Un modéle MarkovienXy;, rapportant une borne supérieure pour
nf(¢) aurait un espace d’ét&tu { f; }, ou S est un sous-ensemble d’états opérationnefs est

un état absorbant. Les taux de transitionflge entre états danS seront comme ceux du modele
exact. Le modéle entrerajt quand le systeme défaille ou il entre dans un état opérationnel non
inclu dansS. La distribution de probabilité initial dé&j,; dansS serait comme celle du modéle
exact. La probabilité initial d& — bs dansj; serait la probabilité de que initialement le systéme
est en défaillance ou dans un état operationnel non inclu $labha borne supérieure pouf (¢)
seraitnf,(t) = P[Xps(t) = f1]. Inclure dansS les états opérationnels avec jusqu’a 4 compo-
sants en faute donne des bornes trés ajustées. Ainsiypeuo, 4 h~!, cas 1 et = 100.000h,
nous obtenonsfy;(t) = 0, 652058783 etnf,.(¢) = 0,652058789. Avec ce choix|S| = 315.045

et les deux modeles bornants ont des tailles maniables. Tous les étafs stamtstransitoires et
les deux modeles bornants appartiennent a la classe m@gékopus comparerons la perfor-
mances des méthodes en utilisant le modéle bornant rappoftgft). Pour la randomisation
régénérative divisée nous prendrons pBLetr les choix naturels, c.-a-& inclura les états sans
réparation et sera I'étato sans composants en faute. Le cas 1 illustrera legas 0, az = 0.

Le cas 2 illustrera le cas plus général( > 0, az > 0). Le modéle appartient également a la
classe de modéles C considérée dans [14] et, pour la randomisation régénérative, nous prendrons
le choixr = o. Pour toutes les méthodes nous demanderons une borne pour lerreil .
Tous les temps de CPU sont mesurés avec un seul tempsur un poste de travail avec un
processeur Sun-Blade 1000 et 4 GB de mémoire principale.

Nous commencerons par illustrer la performance de la randomisation régénérative divisée.
En particulier, on illustrera le comportement des paramétres de troncature du modéle transformé
en fonction de. Table 3.1 donnés et K, pour le cas 1 et les deux valeurs paygren fonction
det. Table 3.2 donnés, L, M, K, et L, pour le cas 2 et les deux valeurs payr en fonction
det. Nous pouvons noter que tous les paramétres de troncature croissent doucementes/ec
parametres de troncatuf€ et L ont des valeurs trés petites dans tous les cas. C'est d0 au fait
que, le systeme ayant beaucoup de composants avec taux de faute semblables, les taux de départ
des états dang sont trés semblables et, alof®; est Iégérement plus grands que Igetest
tres petit gz = 0,0289). Les bornes supérieures approximatives piuet L suggerées a la
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FiG. 3.15 — Architecture du réseau d’interconnexion ASEN-MPXx 16.
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TAB. 3.1 —K et K5 comme fonction de pour le cas 1 et les deux valeurs peyr

ps =0,4h™' | ug=0,08h~!
t (h) K K% K K+
10 3 69 3 359
20 3 87 3 463
50 3 110 3 592
100 3 128 3 686
200 4 167 4 896
500 4 208 4 1.120
1.000 | 5 262 5 1.414
2.000 | 5 306 5 1.658
5.000 | 6 395 6 2.148
10.000 | 7 474 7 2.572
20.000 | 8 544 8 2.955
50.000 | 8 592 8 3.226
100.000| 9 641 9 3.499

Section 3.5 sont trés bonnes. Ainsi, pour le cags2= 0,4 h—! ett = 100.000h, la borne
supérieure approximative poudf est 7, trés semblable a la valeur exaiie= 9, et la borne
supérieure approximative pour est 7, identique a la valeur exadte= 7. Les parametres de
troncatureM Ky, k € vk, et Ly, k € +; ont des valeurs petites pous = 0,4 h~! parce que,
dans ce cas, les taux de départ des états flane sont pas trés différents 8 a une valeur
modérée R ~ 5). Pourpug = 0,08 h™!, ces paramétres de troncature ont des valeurs plus
élevées, parce que, dans ce cas, les taux de départ des états stantsplus différents eRza
une valeur plus grandeR{; ~ 25). Les paramétres de troncatukg, k € vx et Ly, k € +,
diminuent aved:. Ainsi, pour le cas 2y = 0,4 h~!, ett = 100.000h, nous avond{; = 145,
Ky =128, K3 = 112, K4 = 95, K5 = 78, Kg = 60, K7 = 43, et Kg = 25 (a(0,1) = 0 et, puis,

le peigne ayant comme lombes les états1’'a aucune dent attachée a I'étg}, et Ly = 126,

Ly =109, Ly = 92, Ly = 75, Ly = 58, L5 = 41, et Lg = 22. On peut également noter que
la borne supérieure approximati3ez; pour les parametres de troncatwg K, k € v, et
Ly, k € ~} est satisfait et est un peu ample. Ainsi, pegr= 0,4 h=!, la borne supérieure
approximative a une valeuat 150, qui est un peu plus grande que les valeurdféex;, k € vx,
etLy, k € v} pour le cas 2ug = 0.4 h=!, ett = 100.000 h. Ceci semble confirmer I'application
des bornes supérieures approximatives pour les paramétres de troncature.
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TAB. 3.2 -K, L, M, K4, et L;; comme fonction de pour le cas 2 et les deux valeurs poyr

ps =0,4h~1 ps = 0,08 h~1

th) |K L M Ky Lg|K L M Kz Lz

10 3 2 43 81 141 3 2 51 421 760
20 3 2 63 99 1511 3 2 81 524 816
50 3 3 98 121 189 3 3 155 651 1.023
100 | 3 3 100 138 210 3 3 263 745 1.137
200 | 4 3 100 183 231 4 3 444 983 1.249
500 | 4 4 100 223 284 4 4 554 1.209 1.541
1.000 | 5 4 100 283 314§ 5 4 554 1.535 1.717
2000 | 6 5 100 347 372 6 5 554 1.877 2.024
5000 | 7 6 100 441 446 7 6 554 2.398 2.415
10.000| 7 6 100 505 481 7 6 554 2750 2.609
20.000| 8 7 100 583 521 8 7 554 3.166 2.81Y
50.000| 9 7 100 664 523 9 7 554 3556 2.835
100.000( 9 7 100 686 523 9 7 554 3.738 2.83b

Ensuite, nous comparerons le colt computationnel de la randomisation régénérative divi-
sée (RRD) avec ceux de la randomisation standard (RS), la randomisation régénérative (RR),
I'uniformisation adaptative (UA), et la randomisation avec détection du régime quasistationnaire
(RDQ). Pour étre justes a la comparaison, pour UA nous emploierons la variante “uniformisa-
tion étapée avec taux convergé” (en anglais, “layered uniformization with converged rate”) de
l'uniformisation adaptative [39]. Ceci assure pour I'UA la méme stabilité numérique de toutes
les autres méthodes. La Figure 3.16 donne le temps de CPU pour tous les méthodes en fonction
dut, pour le cas 1 et les deux valeurs pegrLa Figure 3.17 donne le temps de CPU pour le cas
2 et les deux valeurs poug. Nous pouvons noter que, pour le cas 1, c.-a-d. quand la distribution
de probabilité initiale est concentrée dans I'état sans composants emnfdufeest moins col-
teuse que RS pour des petites et moyennes valeurgtden peu plus colteuse por des grandes
valeurs det. Cependant, pour le cas 2, c.-a-d. quand la distribution de probabilité initiale n’est
pas concentrée dans I'étatUA est toujours plus coliteuse que RS. Ceci est d( au fait que le taux
adapté de randomisation en UA est grand a partir de I'étape initiale. Concernant le colt compu-
tationnel du RR vers celui de RS, pour le cas 1, RR est plus colteuse que RS pour presque tous
t. Commet augmente, RR devient moins colteuse que RS, mais le temps auquel la RR devient
moins codtese est trés grand (de I'ordre de 1001Q0@our le cas 2, RR est sensiblement plus
colteuse que RS excepté a partir d'une trés grande valéyddd’'ordre de 100.000 h). RDQ est
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100.000 T T T T 100.000
RRD —— RRD <—
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[ RR >— 1 [ RR >
10.000 UA -a— 10.000 UA -a—
RDQ *— RDQ *—
1.000 | 1 1.000 |
100 100
10 » 10
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2 2
l 1 1 1 1 l 1 1 1 1
1 10 100 1.000 10.000 100.@( 1 10 100 1.000 10.000 100.@(¢
t(h) t(h)

FiGc. 3.16 — Temps de CPU en secondes pour la randomisation régénérative divisée (RRD), la
randomisation standard (RS), la randomisation régénérative (RR), I'uniformisation adaptative
(AU), et la randomisation avec détection du régime guasi-stationnaire, pour le cag et

0.4 h~! (gauche)us = 0.08 h~! (droit), en fonction de.

plus colteuse que RR pour le cas 1 et moins colteuse que RR pour le cas 2. PouyQRIDd

est la méthode la moins coditeuse. Pour le cas & 0,4h~!, ett = 100.000, RRD est 180 fois

moins coditeuse que la moin coliteuse des autres méthodes (RR). Pour lgscasil8 h—1,

ett = 100.000h, RRD est 33,8 fois moins colteuse que la moin colteuse des autres méthodes
(RR). Pour le cas 2ys = 0,4 h~!, ett = 100.000h, RRD est 128 fois moins colteuse que la

moin colteuse des autres méthodes (RS). Pour le ¢gas20,08 h—!, ett = 100.000h, RRD

est 23,0 fois moins colteuse que la moin colteuse des autres méthodes (RS). Ces accélérations
rendent raisonnables les temps de CPU sous RRD méme per00,000 h: de79 s pour le
caslefus = 0,4ha3.145s pour le cas 2 gt = 0,08 h—'. La valeur det a partir de laquelle

RRD devient attrayante augmente quand les taux de réparation deviennent plus diffégents (
augmente) et est plus grande quand la distribution de probabilité initiale n’est pas concentrée
dans I'étato sans composants en faute. Les deux tendances sont dues a I'augmentation de la
taille du modéle transformé tronqué, qui augmente le colt computationnel des deux phases de la
randomisation régénérative divisée (génération du modeéle transformé tronqué et résolution de ce
modele par la randomisation standard).

3.7 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons développé la méthode randomisation régénérative divisée pour le
calcul d’'un cas particuliern(t), de la mesur&TRT(¢). La mesure inclut comme cas particuliér
la non-fiabilité et des bornes pour la non-fiabilité. La méthode est dirigée a I'analyse des modéles
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100.000 T T T T 100.000
RRD <—
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1.000 ¢ 1 1.000
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10§ 1 104
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FiGc. 3.17 — Temps de CPU en secondes pour la randomisation régénérative divisée (RRD), la
randomisation standard (RS), la randomisation régénérative (RR), I'uniformisation adaptative
(AU), et la randomisation avec détection du régime quasistationnaire, pour le cagg 2t

0.4 h~! (gauche)us = 0.08 h~! (droit), en fonction de.

Markoviens de systemes tolérants aux fautes avec réparation différée et demande la sélection
d’'un sous-ensemble d'étaiset d'un état régénerateur La méthode est numériguement stable,
permet le calcul den(t) avec une erreur bien controlée et, en opposition a la randomisation stan-
dard, a un comportement bénin, dans le sens ou le coit computationnel de la méthode est une
fonction douce de. Nous avons défini une classe de modeles, cl@ggeour laquelle des sélec-

tions naturelles existent polf etr , et pour laquelle des résultats théoriques plus fortes que le
comportement bénin existent permetant la prédiction approximative du colt computationnel de
la méthode avec ces sélections naturelles. La cldsselut les modéles des systemes tolérants

aux fautes avec réparation différée et avec distrubitions exponentielles pour les temps de faute et
les temps de réparation quand les taux de fautes sont beaucoup plus petits que les temps de ré-
paration. De plus, des résultats numériques, ont confirmé que, pour les modéles Markoviens des
systemes tolérants aux fautes avec réparation différée, la randomisation régénerative divisée peut
étre pour grand beaucoup moins colteuse que d'autres méthodes basées sur la randomisation.
Quand les taux de départ des états avec réparation ne sont pas tres différents, la randomisation ré-
générative divisée permet I'analyse avec des temps de CPU raisonnables de modéles Markoviens
de systémes tolérants aux fautes avec réparation différée de grande taille. Ceci combiné avec des
techniques bornantes permet I'analyse des systémes tolérants aux fautes avec réparation différée
trés complexes quand les taux de départ des états avec réparation ne sont pas trés différents.



Chapitre 4

Randomisation regenerative divisee:
cas general

Dans ce chapitre, on généralisera la méthode randomisation régénérative divisée, pour la mesure
m(t) développée dans le chapitre précédent. La méthode généralisée couvrira les mémes modéles
Markoviens que la méthode pour la mesuré ) avec I'extensiomrd = 0, c.a d. Avec la condition

A > 1 remplacée par la conditioA > 0, et les mesureRTRT(¢) et ETRM(¢) sont generalité,

c.a d. avec une structure de taux de réecompensec () arbitraire satisfaisant, > 0, i € Q.

La méthode généralisée aura les mémes bonnes proprietées que la randomisation standard et la
méthode développée au chapitre précedent: stabilité numérique, erreur de calcul bien controlée,
et capacité de spécifier I'erreur de calcul a I'avance. De plus, la méthode généralisée aura aussi
un comportement bénin et, pour une classe de modéles Markoviens, Claggméralisant la

classe de modeélds, définie dans le chapitre précédent, il y aura des résultats théoriques généra-
lisant les résultats théoriques similaires obtenus dans le chapitre précédent permettant de prévoir
approximativement le coQt computationnel de la méthode.

4.1 Geénéralisation

Il est facile de tester que les développements du chapitre précédant peuvent étre étendus au cas
A = 0. SoitV la CMTC définie dans le chapitre précedant. La clé pour généraliser la méthode
est le résultat suivant. Nous dénotons pala fonction indicatrice retournant la valeur 1 si la
conditionc est satisfaite et la valeur 0 autrement et, par convention, supposons que le produit de

0 par une quantité non-définie est égal a 0.
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Proposition 4.1. Pouri € S,

: . o mi(k, 1
) PV 0 =30+ L 3 ko 32 4 PV = s

=1

aapoo (Le S pivt) = )1 Lip S Tvgenso 3 D piyry = o )
k=0 (k) k=0 =1 a (k’l)

(k)

//(k.)

o0
+ log>olicp Z PV (t) = s].
k=0

Q

Preuve. Il suffit de prouver que

PIX(t)=1] = Z Zi((:))p[V(t) = sg| + Loy >olicr Z Z;g:; PlV(t)=s)], i€ E (4.1)
k=0 k=0

et

T

PLXO) == Y Lupeo 3 A PIV(E) = s
k=0 =1 ’

> o (K, 1)
+ Ia,,>0 ZIa’(kz,l)>0 Z a’gk D PV (t) = s.]
k=0 =1 ’

+ I, >0 Z Z,/EZ; PlV(t)=s}], icE. (4.2)
k=0

On commencera par prouver (4.1). Employant l'interprétationXdeomme le résultat de la
composition du processuAé donnant la séquence d’'états visitées avec des durées de visite indé-
pendentes et exponentiellement distribuées avec le parafaetrex états dang’ et paramétre
Apaux états dan& U {fi,..., fa} etétantx”, j = 1,2,..., etXF, j = 1,2,... des variables
aléatoires exponentielles indépendantes avec, respectivement, parayétras;, nous avons:

PIX(t) = 1]
oo n+1

= Y Y P#Xon € E) =k X, =]
n=0 k=0
n—k+1 k n—k+1

k—1
P XP+ Y XFP<tn) XFP+ > XP>t|,icE. (43)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1

Notant que, selon la définition dé (3.17),X,, € E impliqueV,, € {s,,0 < m < n} U {s,},
queV, = sm, 0 < m < n, si et seulement sX,,_,, = 7 €t X, _s1.n € E', queV, = s, si et
seulement sX., € E’, et queX’ est probabilistiquement identique{&,, _,,4;;1 = 0,1,...}
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conditionné é?A(n_m = r, NOUS avons:
P[#(Xom € E) =k A X, =]
n
= Y PVu=smA#Xon € E) =kAX, =1
m=0
+ PV, =5, A #(Xom € E) =k A X,, =]
n
= Y P#Xom-m-1€E) =k—m—1A Xy =7 A Xy_mirn € E' A X, =]
m=0
+ IiEE/IaE/>OIk:n+1P[XO:n c E, A Xn - Z]
n
= Y P#Xon-m-1€E) =k—m—1AXy_p=1]
m=0
P Xy—mitn € EENXy =i | Xy = 1]
+ IiEE/IaE/>OIk:n+1P[)?O:n c E, A )?n - Z]
n
= Y P#Xom-m-1 € E)=k—m—1AXp_p, =7|P[X],, € E'NX], =]
m=0
+ IiEE/IaE/>OIk:n+1P[XO:n € E'A X, = Z] , 1€Fk.

De la définition deZ (3.1), nous avons.,, € E’ si et seulement s¥,,, € E, m > 1; de la
définition deZ’ (3.2), nous avongy.,, € E’ si et seulement st/, ¢ E’. Alors,

P[#(Xom € B) =k A X, =]
n
= Z P[#()?O:nfmfl S E) =k-m—-1A )?nfm = T]P[lem S E'A Ly = Z]
m=0
+ IZ'GE/IQE/>OI]€:”+1P[Z(I):” S E'A ZTIZ = ’L]
n
= Y PlXy-m=rA#Xon-m-1 € E) =k —m— 1]m(m)
m=0
+ Licg' Iog>0lk=ns17i(n), i€ E. (4.4)
Utilisant que, selons la définition d?é, 17” € Ey si et seulement SIA(n € F et X7n = Sm
si et seulement sf(n_m =ret )A(n_mﬂm e F, que)A(’ est probabilistiquement identique a

{Xp—msi;1 = 0,1,...} conditionné &X,,_,, = r, et, finalement, que, selon la définition de
Z1.m € E' sietseulement st,, € E, m > 1:

PV, = sm A #(Vom € Ey) = k]
= Y PlVp=sm A#(Xon € E) =k A X, =]
i€k
= Y PXp-m =7 AXpomiim € B AN#(Xon-m-1 €E) =k —m—1AX, =1
i€eE
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= PXpm =7 AN Xon-m1 € E) =k —m — 1]
> PlXy it € BN Xy =i | Xy = 1]

1€F
= P[)?n—m :r/\#()?O:n—m—l S E) =k—m-— 1]2P[}?{m c El/\)/(\';n B Z]
i€l
= P[)?n,m =7 #(XO:nfmfl €eE)=k—m—1] ZP[Zlim € E' N Zy =i
i€l
= P[)?n*m =7 #()?Omfmfl € E) =k—m— 1] Zm(m) . (45)
S

Utilisant que, selon la définition dé, V,, € Ey si et seulement sk,, € E etV, = s, si et
seulement sK.,, € E/, et que, selon la définition d€, Z., € E' si et seulement &%/, € E':

P[V,, = s\, A #(Vom € Ey) = k]
= ZP[‘/}HZSZ—L/\#(XOnGE):k/\)?n:fb]

1€E’
= Ig=pt1 Z P[j(:o;n € E'A )?n = Z]
1€E’
= Dt S P € BAZ = 1] = Tiean 3 (). (4.6)
i€EE’ 1€R!

Combinant (4.4), (4.5) et (4.6):

P[#(Xom € E) =k A X, =]

T - mi(m)
= PV, = sm A #Vom € By) = k|2
mZ:o > icr mi(m)
+ Liep, PV, = s, A #(V, eE)—k]M € E. (4.7)
icE/ Qo >0 n — STL O:n V) — ZieE, 7_(_;(,n) 9 1 . .

Remplacant (4.7) dans (4.3) et utilisant le fait gdepeut étre interprété comme composition
du processus stochastiqﬁe&vec des durées de visites indépendantes des distributions exponen-
tielles avec le paramétikr dans les états daris, et avec le parametré; dans les états dans

EVU{flv"'va}:

PIX(t) = 4]
o n+l n

- ZZZP[‘/}"ZSM/\#(%:nEEv):k]M

n=0 k=0 m=0 ZieE‘ mi(m)

k-1 n—k+1 k n—k+1
E E E E
P E Xj+ g Xj gt/\EXj—F E Xj >t
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
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co n+1 ,
mi(n)
+ Licp 1o, >0 P[ = 8 /\#(Von S Ev) = k]i
2 5 e )
n—k+1 n—k+1
ZXE—I— Z XE<t/\ZXE+ Z x>y
— m;(k = 7k
) t) = sk + IiEE/IaE/>OZ G:Ek)P[V(t) = 52] , 1€L,
k=0

~—

a
k=0

complétant la preuve de (4.1).

On prouvera apres (4.2). Employant l'interprétation’deomme résultat de la composition
du processus stochastiq;f@ avec des durées de visite indépendantes des distributions expo-
nentielles avec le paramétrg; dans les états dans et avec le parametr&;; dans les états
dansE U {f1,..., fa} etsoyantX¥?, j = 1,2, ... ethE,j =1,2,... des variables aléatoires
indépendantes exponentielles avec, respectivement, paramgteed ;;, nous avons:

PIX(t) = ]
oo n+l

YN P#(Xom € BE) =k A X, =]
n=0 k=0
n—k+1

ZXE+ZXE<t/\ZXE+ Z xP>t|, ieE. 48)

Notant que, selon la définition d/Aé, )?n €cE impliquef/ E{smi,0<m<n—-1,1<1<
n—m}U{sh, p om0 <m <n—1}U{s"}, queV, = s, siet seulement sX,,_,,; =,
Xn miiin_ € E', etXn I41m € B, queV = Smn m Si et seulement sf():m € F et
Xerl:n € E, queVn = s/ si et seulement sKOm € F, et que)?’ est probabalistiquement
identique é{)?n,m,Hp;p =0,1,...} conditionné aX,,_,n_; = , NOUS AvVoNs:

= P[V_Sml/\#(XOnEE)—k'/\X —Z]
n—1
+ P[Vn - S/m,n—m A #(XOITL S E) =kA Xn = ’L]
m=0

+ PV, = s" AN #(Xom € E) = kA X,, = 1]



= Ialivuvlilioativil TTytliTliAUuve UlviotL L. Ldo ytlitial

n—1n—m

= Z Z P[anmfl =rA anmflJrl:nfl c E, A anlJrl:n S E
m=0 [=1

N #()?O:n—m—l—l € E) =k—m-—1A )?n = z]
n—1 N R R
+ IO‘E’>O Z Ik:erlP[Xo;m S E, A Xm+1:n (= E AN Xn — 'L]
m=0
+ In >0 k=0 P[Xom € EA X, = i)
n—1n—m

P[#()?O:nfmflfl € E) =k—m—1A )?nfmfl = ’I”]

m=0 [=1
P[)?nfmflJrl:nfl e E'A )?nflJrl:n €EEA )?n =1 ’ )?nfmfl = ’I”]
n—1 R
+ IaE/>O Z Ik:m—i—lP[XO:m € E'A Xerl:n ceENX,= Z]
m=0
+ Io>0lk=0P[Xo:n € EN X, =i
n—1n—m R R
= Z P[#(XO:n—m—l—l € E) =k-m—-1NXy = T]
m=0 [=1
P[)?im € E'A )?;nJrl:erl € EA )?;nJrl = ’L]
n—1
+ IaE/>O Z I—m+1P[Xom € E' A Xm+1m € EA X, =1
m=0
+ In_solnoPXom € EAX, =i], i€E. (4.9)

Employant que, selon la définition d& Z,.,, € E’ si et seulement st,,, € E, m > 1, que,
selon la définition deZ’, Z|,,, € E' si et seulement sE/, € E’, que, selon la définition de
z", zy € E sietseulement st € E, quer;(m,l) = 0,1 > 1, poura(m,1) = 0, et que
m(m,1l) = 0,1 > 1, pourd’(m,1) = 0:

~

P[#(Xom € E) =k A X, =]
n—1n—m
= Z P[#(XO:n—m—l—l € E) =k-m—-1NXp = T]
m=0 [=1
P[Zl;m € El VAN Zm+1:m+l € E AN Zm+l == 'L]
n—1
+ Tap>0 > Timmi1 P 2o € B' A Z)yi1y € BN Z), =]
m=0
+ Iogsolk=0P[Zy,, € ENZ,) =i
n—1n—m R R
= Z Z P[#(XO:nfmflfl € E) =k-m—-1NXy = T]Ia(m,1)>07ri(ma l)
m=0 [=1

n—1
+ Tagy>0 Y Tkmmi1 Lo m,y>0i(m,n = m) + Iogsolr=omf (n), i€ E. (4.10)

m=0
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Utilisant que, selon la définition, 17” € Ey si et seulement sf’n ekl eﬂ7n = sm,1 Si et seule-
ment siX, i =7 Xpom_is1m_t € E', €t X, 141 € E, queX’ est probabilistiquement
identique é{)?n,m,Hp;p =0,1,...} conditionné X, i =7, et gue, selon la définition de
Z,Z1.m € E' sietseulement st,,, € E, m > 1:

P[#(‘/}On € EV) =kA ‘/}n = sm,l]
= Z P[#()?O:nfmflfl € E) =k—m—1A )?nfmfl =7A )?nfmflJrl:nfl €F
i€l
/\)?n_1+1;n € EN )?n = 1]
= Z P[#()?O:n—m—l—l € E) =k—m—1A )?n—m—l = T]
i€FE
P[anmflJrl:nfl € E'A anlJrl:n €EEN Xp =1 ’ Xn—m—1 = ’I”]
= Z P[#()?O:nfmflfl € E) =k—m—1A )?nfmfl = T]
i€l
P[j(\v{m S El VAN )?m+1;m+l € E AN )?m+l == Z]
= Z P[#()?O:nfmflfl € E) =k—m—1A )?nfmfl = T]

i€cE
P[Z1jn € E' N Zyitimat € EN Zppyy = i
= PH#Xon-mi-1 €E) =k —m—1A Xy =7]Y_ mi(m,1). (4.11)
i€E
Utilisant que, selon la définition de, 17” € Fy si et seulement s?n c Fet 17” = s;n,n,m Si

et seulement sKy.,, € E' et X,,,1., € E, et que, selon la définition d&, Z., € F' si et
seulement sk, € E':

Pl#(Vom € Ey) =k AV, =5

m,n—m]

- IaE/>OIk:m+1 Z P[)?O:m € El A )?erl:n S E A Xn - Z]

i€E

= Top>0lk=mt1 Y PlZy € E'N 2}y € ENZ), =)
i€l

= la,>0lk=m+1 Zwé(m, n—m). (4.12)
i€E

Utilisant que, selon la définition de, 17” € Ey si et seulement sf(n € F et 17” = s siet
seulement sX,., € E, et que, selon la définition d&’ 3.3,7), € Esietseulementsi € E:

P[#(Vom € Ey) =k AV, = "]
= IaE>OIk:O Z P[)?O:n €eEA )?n = @]
i€E
= Topso0lk—0 Y PlZ, € ENZ) =i] = In_solp—0 Y _ 7 (n). (4.13)
i€E i€eE
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Combinant (4.10), (4.11), (4.12), et (4.13):

P[#(Xom € E) =k A X, = i

n—1n—m
17 Wi(m7 l)
= Ia m, P (Vbn € EV) =kA Vn = Sm,l]—
m=0 ; om0 >icE ™i(m, 1)
n—1
+ IaE/>O Z Ik:m+IIa’(m,1)>0P[#(‘/0n € EV) =kA Vn - Smn m]
m=0
i (m,n —m)
ZZGE z(m n— m)
7 " 77,'/(”) - T
+ 1 F>OII<::OP[#(‘/O:71 S EV) =kANV, = Sn]liu , 1€FE. (4.14)
ZZGE z(n)

Remplacant (4.14) dans (4.8) et utilisant le fait guepeut étre interprété comme composi-
tion du processus stochastiqﬁeavec des durées de visites indépendantes des distributions ex-
ponentielles avec le paramétlg; aux états dands, et paramétre\ aux états dany U

{fi,..., fak:

PIX(t) = ]
oo n+ln—1n—-m N N 7T'(m l)
Z Z Ia(m,1)>OP[#(Vb:n € EV) =kAV,= Sm,l]l_—.’
n=0 k=0m=0 I=1 > iep mi(m, 1)
n—k+1
ZXE+ZXE<t/\ZXE+ Z xXF >
oo n+ln—1
—+ IaE/>O Z Z Z Ik=m+1Ia’(m,1)>0P[#(Vbn S EV) =kA V = Smn m]
n=0 k=0 m=0
i (m,n —m)
ZZEE z(m n-— m)
k n—k k n—k+1
P> XFP+> XxFP<tnd xFP+ Y XFP>u
j=1 j=1 j=1 j=1
oo n+l . //( )
t Lago0 3 Dico PI#(Von € By) = kAT, = sl i
n=0 k=0 Z’LEE z(n)
n—k+1

ZXE+ZXE<t/\ZXE+ Z XE>t
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S > (k1)
= 2 Latnz0 2 G PIVID) = 5w
k=0 =1

() ,(

= (k1)
+ a0 Z Lo (k,1)>0 Z o (k. 0) P[V(t) = s]
k=0 =1 ’

= ng(k) 7 .
+IE>OZall(k)P[V(t):3k]v ek,
k=0

complétant la preuve de (4.2). O

Soit ETRTV (t) et ETRMY (t), respectivement, I'espérance du taux de récompense tran-
sitoire deV au temp< et I'espérance du taux de récompense moyenn¥ deans l'intervalle
temporel[0, t] avec la structure de taux de récompense paur

=T (4.15)
Z ’I”iT('i(k)
I _1eF
rs, = b(k) = T (4.16)
Z 7“Z‘7Tz‘(k‘, l)
r_ _ i€E —
T, = bk, 1) = S € Ey, (4.17)
> (k)
Y _ 1ER /
ryg =V(k) = = ORI € Ey, (4.18)
Zrﬂrl{(k, 1)
Y __i€E / —
Ty, =Y (k,1) = Tty e €Ey, (4.19)
> v (k)
v, = (k) = €F sl e Ey. (4.20)

Alors,

Théoréme 4.1.ETRTVY (t) = ETRT(t) et ETRMV (t) = ETRM(#).

Preuve. Employant, pour le casl > 1, (voir preuve du Théoreme 3.1}V (t) = f] =
P[X(t) = fi], Proposition 4.1 et (4.15)—(4.20):

A
ETRT(t) = > rP[X(t) =i =Y rP[X(t) =i+ ZfrfiP[X(t) = fi]

1€Q) €S
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> et ) piy ) — o

; mm (k,1)
+ Zfaau 20 Z ZicE S TPV () = s

§ Iapoo (Z MPW) _—
k=0

a' (k)
T Z a(k,1)>0 Z ZEE TZ l)P[V(t) = 32,1])
k=0
HWOZM )= 8] +Zrﬂ £
= a"(k)
=Y b(k)P[V(t) = si] + Z Lo(k,1)>0 Z b(k, )PV (t) = s.]
k=0 k=0 =1
+ Lag >0 (Z O (K)PIV(t) = si] + Y Luenys0 YV (k, DP[V(t) = 82;,1])
= k=0 =1
A
+ I_>OZb” ) = si] +ZT3‘1P fil
= ETRTV(t).

Finalement, utilisarETRM(t) = (1/t) [¢ ETRT(7) dr etETRM" (t) = (1/¢) [y ETRT (1) dr,

1/t 1/t
ETRM(t) = ~ [ ETRT(r)dr = — [ ETRTY(r)dr = ETRM" (¢). O
t Jo t Jo

Soit Vp la CMTC tronquée définie dans le chapitre précedant avec une structure des taux
de récompense indentique a celleldgour les états, sy, s, si, sk, ets; ;, et avec un taux
de récompense 0 pour I'état absorbantes valeurs approximativeB TRT*(¢) et ETRM“(¢),
pour, respectivemenETRT(¢) et ETRM(¢) sont, respectivement, I'espérance du taux de ré-
compense transitoire dé- au temps et I'espérance du taux de récompense moyenng-de
dans l'intervalle temporel0, ¢t]. Soit ryax = max;eq ;. Les deux théoremes suivants bornent
supérieurement I'erreur de troncature du modéle de la randomisation régénérative divisée géné-
ralisée pour, respectivement, les mediieRT(¢) et la mesurdcTRM(t).

Théoréme 4.2.0 < ETRT(t) — ETRT®(t) < rmax P[Vr(t) = a] = ETRT®(t).
Preuve. QueETRT(¢) — ETRT“(¢) > 0 est une conséquence immédiate du fait que (3.38)

P[Vr(t) =i < P[V(t) = i],i € EvUEvU{f1, f2,- .., fa},du fait que les taux de récompense
de Vr etV atous ces états sont 0, du fait que les taux de récompenseldeet V aux états
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dansEy U Ey U {fi1, f2,-.., fa} sont égaux, et du fait que les taux de récompensg-dea
est 0. Allons démontrer QUETRT (1) — ETRT*(t) < mmaxP[Vr(t) = a]. Notant que, selon
(3:38), PIVr(t) = i] < P[V(t) = il,i € Ef UEy etP[V(t) = fi] < PV(t) = fi, 1 <

i <A quel, p g, PIV(E) =i+ XL PIV(t) = f;] =1, et qued, o 57 PIVr()] -
S PlVe(t) = fil + PVe(H) =a] = 1,

A
ETRT(t) - ETRT*(t) = Y nPV(t) =i+ Y r,PV(t) = f]
i=1

IN

i€eEyUEy

A
B ( Y. nPVelt) =i+ Y rpPVe(t) = fi])

icETUEy, =1
> rPV(E) =i+ > r(PV(t) =i - PVe(t) = i])
i€(By—E§)U(By—Ey) icETUEY
A
+> s (PIV() = fi] = PVe(t) = £])
=1
T'max ( > PV() =i+ Y (PV(t)=1i—PVp(t)=1i])
ie(BEy—EL)U(Ey—Ey) icETUEY,

A
+> (PV(t) = fil = P[Vir(t) = fi]))
i=1

A
T'max ( Z P[V(t) = Z] + ZP[V(t) = fz]

i€EyUEy =1
A
- Y PVr()=i-=) P[Vr(t) = fi])
i€ETUEY =1
A
Tmax | 1 — Z P[VT(t) = Z] - ZP[VT(t) = fz]
i€ETUEY =1

rmax P[V(t) = a] = ETRT(t). O

Théoréme 4.3.0 < ETRM(t) — ETRM®(£) < (rmax/t) [} P[Vir(7) = a] dr = ETRM®(t).

Preuve. EmployanETRM(t) = (1/t) [3 ETRM(r) dr etETRM®(t) = (1/t) [ ETRM%() dr,

1t 1
ETRM(t) — ETRM?(t) = Z/ ETRT(r)dr — ;/ ETRT(7) dr
0 0
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1 [t "
= /0 (ETRT(7) — ETRT%(7)) dr.

Alors, employant le Théoréme 4.2,

t
0 < ETRM(t) — ETRM“(¢) < T“:”‘ / P[Vr(7) = a]dr = ETRMS(t). O
0

Soityg ={k : 0<k<K-1Aa(k1) >0}tety, ={k : 0<EkE<L—-1A
a'(k,1) > 0}. Etant donné que la borii&I'RT*(¢) pour les erreur de troncature du modéle pour
la mesuréETRT(t) donné par Théoréme 4.2 est formellement identique a la borne pour I'erreur
de troncature du modele borné supérieurement pour la mesijeconsidérée dans le chapitre
précedent, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Théoréme 4.4.

¢ " o —agt (Agt)
ETRT (t) < Ia§>OTmaxa (M) Z e E T
k=M+1
+ IaE’>O <7amaxa’/(L) Z eiAEt( il) + Z T'max a/(k,Lk) Z QAEt%>
- Apt)*
+ Tmax(as — a”(M))a(K) Y (k- meAEt%
k=K+1 :
- Apt)!
+ Y rmax(as — a"(M))a(k, Ky) Y (1 —k:)eAEt(lLv).
kevik I=k+1 .

Le théoréme suivant donne la borne supérieure pour I'erreur de troncature du modéle pour la
mesure dé&STRM(¢).

Théoréme 4.5.

max "(M > A=t k
BTRME(t) < oo 2 0§~ gy gy B2
Mgt T k!
Tmax@’ (L) S _A t(AEt)k
+IaE/>O<A7Et Z (k—L—1)e F e
k=L+2

Tmaxa, , = At !
s A,(;Isz) S (- k- 1)ehe (AEt)>

k'e'yi I=k+2
. Tmax(as — a”(M))a(K) i (k= K)(k—K—1) _5,Ast)*
Apt 2 !
k=K+2

4 3 (s ok K) $ (=R bo D) pp(Ast)

t 2 !
ke E I=kt2
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Preuve. Utilisant les Théoremes 4.2, 4.3 et 4.4,

1 t
ETRM®(t) = / PVr(r) = a]dr = / ETRT®(r) dr

0
T CL AT 7'
< Ippsemm (3D 5 / rer BET Car

k= M+1

N

k=L+1

N Z rmaxa (k Lk Z / —AET AET d7'>

ke'yL I=k+1

Tmax (s — a” (M))a(K) S b ET (AET)k
" Z (k:—K)/O e A o dr

Tmaxa
+ IaE/>0 (

+
k=K+1

o —ad"(M K 0 t A !
+ Z T'ma: (CYS a t( ))a(ka ]C) Z (l o k) / e—AET( ?"T) dT '
kevx I=k+1 0 :

Employant; e 7 (A7)® /kldr = (1/A) 320°, 4 e~ M(At)! /1L,

~agr AET)" 1 _t(Agt)
SE dr = — (k—M —1)e
k:%[:ﬂ/o © T A %: L
Z / _AET AET dr = 1 3 (k—L— 1)6_AEt(AEt)
k=L+1 Ap k=L +2 R
AprApT) 1 —apt (AR
e dr = — [l—k—1e e
z;ﬂ/o i AE l;ﬂ( ) i
= L g (ApT)F 1 & (= s (At
k=K+1 0 ' E K12 N=K+1 '
Ly KK 1) (st
' b
£, 5, 2 k!
. L apr(ApT) 1 & “apt (Agt)
-k [ e T dT:A—Z > (m—k))e e
I=k+1 0 : E ke Nm—kt1 '
o0 !
A RS LY
Ap 22, 2 Il
et le résultat suit. O

Les parametres de troncatukg L, M, K, k € vi, et Ly, k € 4} doivent étre choisis de
sorte que la borne supérieure pour I'erreur de troncature du modeéle donnée par le Théoréme 4.4
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pour la mesur&TRT(t) et par le Théoréme 4.5 pour la mes&#®&RR¢) soit < /2. La borne
supérieure pour 'erreur de troncature du modéle donnée par Théoreme 4.4 est formellement
identique a la borne supérieure pour la mesui@) considerée dans le chapitre précédent et,
alors, les parameétres de troncature pour la mestiieT (¢) sont choisis commme décrit la. Pour

la mesureETRM(¢), pour le casyy > 0, M est choisi employant

. Fmax@” (M) _a (AgD)F
M—mm{le:A Z(k—m—l)e Apt ]}5! <eip,
k=m+2

oue; = ¢/6Siag > 0etey =¢/4siap = 0. Le paramétre de troncatuf€ est alors choisi
employant

K = min{le:

Fmax(og — a’(M))a(m) <~ (k—m)(k—m—1) _, ,(Agt)’
Apt k:ZmH 2 e 5! §52} ’

Oley = e/12Siap > 0etag > 0,60 =¢/8siap > 0etagy = 00uap =0etag > 0,
etey = ¢/4 siap = 0 etay = 0. Les parametres de troncatukg >, k € i sont choisis
employant:

K, = min{le:

rmax(as — a”(M))a(k,m) i (=K —k=1) s (Ast) _ e } |

|
Apt A, 2 T

Finalement, pour le casg > 0, le paramétre de troncatufeest choisi employant

. ) Tmax@' (M) S —A t(AEt)k
L_mm{m21'/\7}5tk_%:+2(k_m_l)e E k! < &3

et les paramétres de troncatulg k € ~; sont choisis employant

Ly=min<m>1: L(k’m) Z(Z—k—l)e_AEt( ot) < 6? .
Art I=k+2 g Izl

On a démontré dans le chapitre précédant que la borne supérieure pour I'erreur de troncature
du modeéle pour la mesur@(t) considerée dans ce chapitre est croissante av€e résultat
s’étend trivialement a la mesuléTRT(¢). Regardant la mesurBTRM(t), étant donné que
I'erreur de troncature du modeéle pour cette mesure donnée par le Théoréme 4.5 est la valeur
moyenne dans l'intervall@), t| de la borne supérieure donnée par le Théoréme 4.4 pour la mesure
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ETRT(t), s’ensuit que la borne supérieure donnée par le Théoréme 4.5 pour la l&RK&(¢)
est également croissante avec

Pour clarifier, les Figures 4.1-4.2 donnent la description algorithmique de la méthode pour
la mesure d&TRT(¢). La description algorithmique a comme entrées la CMXYde nombre
d’états absorbantd, les taux de récompensg i € (2, un vecteur ligne de distribution initiale
de probabilitéa = («;)icq, le sous-ensembl& C S, un état régénérateur € F, I'erreur
permises, le nombre de points de tempsauxquels la mesure doit étre calculée, et les points
de tempsty, to, ..., t,. La description algorithmique a comme sorties les valeurs approchées
pour la mesure pour les points de temps donEéﬁT(tl),EﬁT(tg), e ,E/"fﬁT(tn). On
suppose que les conditions C1-C10 concernant la structube efde choix du sous-ensemble
E et de I'état régénérateur € E sont satisfaits. Etant donné que les bornes supérieures pour
I'erreur de troncature des modéles transformés augmentent,aatte erreur est contrblée pour
tmax = {t1,%2,...,t,}. L'algorithme fait deux traversales des lombes des peignes: la premiére
pour déterminel et |yx| (appelé n_k dans I'algorithme), et,sk > 0, L et |} | (également
appelé n_k dans I'algorithme), et la seconde pour construire les dents. La méthode pour la mesure
ETRM(t) peut étre décrite pareillement, avec les changements évidents.

Les méthodes exigent le calcul des sommes

Somy= > B

k!
k=m+1

Smy= 3 (k- mye-0 A"
k=m+1 k!
S"(m)= > (k—m—l)emﬂ%,

k=m+2

> —m)(k—m— k
S///(m) _ Z (k )(k; 1) e~ (A?) (/;t') :

k=m-+2
pourA = Agp ouA = Ag, t = tnax, €t valeurs croissantes de. Procédures efficaces et
numériquement stables pour le calcul$iegn), S'(m), et.S”’(m) sont décrits dans [14] et [15].

Une procédure efficace et numériquement stable pour le calcSt’¢e) peut étre obtenue

facilement en adaptant la procédure pour le caftfuh).

4.2 Propriétés théoriques

Etant les expressions des bornes de I'erreur de troncature du modeéle pour la RiERTHg )
formellement identiques aux expresions des bornes de I'erreur de troncature du modéle pour la
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Inputs: X, A, (ri)iea, o, e, n, t1,t2, ... ,tn
Outputs: ETRRt1), ETRRt:), ... ,ETRR¢,)
Fmax = maxleg ri) tmax = max{h7 ta, ... tn};
Ap = (14+10"*) max;eg A\i; Az = (1 +107*)m
ObtainP;
A =Y e MG OF =D Qi @s = ar +ap +ag,
for(i € B) P, & :ZJEEIP soPigiforGeS) Py _E]EEP >0 g
Build CTMC V including stateso with initial probab|l|tyar, statex with initial probability O
and stateg;, 1 < i < A, with initial probabilitiesay, ;
if (o > 0){

if (o mr == 0)tol = ¢/4; elsetol = ¢/6;

add_state(V, s§ ,ag), ©" = (ai)zeﬁ; a’ =agz M =0;

dof

for (¢ =1; ¢ < A; i++){

1

v =3 en Py g >0 w Py, [a”; if (+"" > 0) add_transition(V, sy, fi, U”iAE);

w" = ZzeE i P E/a”' "= ZzeE ' P fa”, b”(M) = ZzeE mirifa’
add_state(V, shyy1,0); add_transition(V, shy, shrp1, w'Ag);
if (¢ > 0) add_transition(V, sy, s0,q" Ag);
n1rl/ — ”IIPﬁyg; 1rll — nﬂll; M++’ all — ZLGE ﬂ':ly
}
until (rmaxa’’ Zk gyan, e_AEtm“(Athax)k/kl < tol);
V(M) =3 cgmiri/a”; add_transition(V, siy, a, Ag);
}
elsea” = 0;
if (o > 08&& agm > 0) tol =¢/12; elseif(ag > 0 || ap > 0) tol = ¢/8; elsetol = ¢/4;
® = (lizr)iece;a=1, K =0; nk = 0;
do{
for (i =1;4 < Ay i++)
V=3 en, Py, >0 T P; 5, /a; if (v' > 0) add_transition(V, sk, f;, o' Ag);
}
hxw =3 cpmPigla;w =3 cpmP g [a;b(K) =37 cpmiri/a
add _state(V, sxc11,0); add_transition(V, sx, sx41, wAg);
if (hxe > 0) n_k++,
nmw = WPlEyE; m=nr, K++,a = ZieE i,
until (rmax (as — a”)a 357 oy (k — K)e M Bmax(A gty )" /k! < tol);
b(K)=73"; cE wiri/a; add_transition(V, sxc, a, Ag);

T = (Ii r)zEEy
for(k =0;k < K —1; k++){
if(hk > 0){

_ﬁPEE,K =lLa=>),
Whlle (rmax(ors —a)a 3252 (L — K)e™ AEfmax(AEtmx) /U > tol/n_k){

for (1 =1;1 < A; i++){

vt = ZJGEij,f, >0 7P Py, [a; if (v' > 0) add_transition(V, sy, i, fi, v' Ag);

} _ _

w=Y g Pp/aia= gl Pur/ai bk, K') = ¥y cgnlri/a;

add_state(V, sy, rc141,0); add_transition(V, sy g, sk xr41, WAE);

if (¢ >0) add_ tmnsztzon(V Sk, ity 50, qAE);

E B B E.
nrt” =m PE,E*"' ,I ++,a_Zl€E7ri,

bk, K'y = Zieﬁ ﬂiﬁn/a; add_transition(V, sy, 1, a, Ag);
}
if(k < K —1){nr =7P% p;w=nm,}

icE 7r,_; add_state(V, sx,1,0); add_transition(V, sk, sk,1, hi Ag);

FIG. 4.1 — Description algorithmique de la randomisation régénérative divisée
ETRT(t).

pour la mesure
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if (g > 0){
if (a; > 0) tol = £/12; elsetol = £/8;
add_state(V, sh,apm);m' = (i)ieria =
do{
for (o = 1,1 < A; e++){
vt = Yient Py >0 "Py g, [’y if (v > 0) add_transition(V, s, fi,v" Ag);

cep Tis L=0;nk =0;

}
w' =Y e Wi Pip [a bl =3 P gla V(L) = 3 e mivifal
add_state(V, st 41,0); add_transition(V, s, s7 41, w'Ag);
if (kY. > 0) n_k++;
nt' =7'Pp pin’ =nn'; L++d' = Yien N
until (rmaxa’ > o 41 e_AEtm“(AEtmax) /k‘ < tol);
b (L) Yiep miri/a's add_transition(V, s, a, Ag);
= (al)leEl
for(k =0,k < L —1; k++){
if (A > 0){
% =1'Py Ve L'=1d=%, T m ; add_state(V, s}, 1,0); add_transition(V, s}, 53, 1, R Ar);
while (rmaxa’ Zl Kt _Abtma"(AEtmax ) /1 > tol/n_k){
for(1 =1;1 < A; i++){

v’ = Z,geE,Pj)f >0 ﬂ]EPJVfl/a'; if (v'* > 0) add_transition(V, Sgop fir v AS);
}
wl:ZLeEﬂ' PLE/C‘ q —ZleE“ Plr/a bl(k L)—ZLGE” rifa’;
add _state(V, sk7L1+1,0) add _transition(V, sy 11,8y 141, w'Ag);
if (¢’ > 0) add_transition(V, s}, 11,s0,¢'Ag);
na? = WEPEE; 7 =na? L'++ 4 = YicE =Z;
} _
V{k,L'y=3,cm 7Eri [a’; add_transition(V, Sk 4 Ag);
if(k<L—-1{nr'=x'Pp g7’ =nx';}

}
A :Amax{AE,AE}; N =min{m >0 : rmax Z;zO:m_H S_Atma"(/\tmax)k/k! <e/2};
Let V' be the randomized DTMC df with randomization ratd = max{Ag, Ag};

Give N steps toV” and computa(k) = 32,5, b()P[Vi = si] + Sy <1< ey, o S b, m)P[Vi = 51,m)
+ aEz>0(ZzL obl(L)P[‘A/k =]+ ZO<Z<L 1: h’>0 Z m=1 v (L,m) [Vk = Sl,m])
Hlagso Do B (O PV = 571+ T, 1 PV = fLA =01, N;

for (i = 1; i < n; 1++) for (k = 0,ETRRE) = 0; k < N3 h++) ETRRE:)+= d(k)e ™M (At )F /&L,

FIG. 4.2 — Description algorithmique de la randomisation régénérative divisée pour la mesure
ETRT(¢) (suite).
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mesurem(t) considérée dans le chapitre précédant, nous avons le résultat suivant.

Théoreme 4.6.Les K, L, M, K3 et L% de la méthode randomisation régénérative divisee
pour la mesureETRT(¢) sont, respectivement)(log(Agrt/e)), O(log(1/e)), O(log(1/e)),
O((log(Agt/e))?) etO((log(1/e))?).

Employant le Théoréme 4.6, nous pouvons prouver le résultat suivant concernant la mesure de
ETRM(t):

Théoreme 4.7.Les K, L, M, K3 et Ly de la méthode randomisation régénérative divisee
pour la mesureETRM(¢) sont, respectivement)(log(Agt/c)), O(log(1/e)), O(log(1/e)),
O((log(Agt/c))?) etO((log(1/e))?) .

Preuve. Les bornes de I'erreur de troncature du modeéle utilisées dans la méthode randomisa-
tion régénérative divisée pour la mes#®RM(¢) sont les moyennes dans l'intervalle ¢t] des
bornes de I'erreur de troncature de modéle de la méthodeHsBR'(7), 0 < 7 < t. En outre,

les bornes de I'erreur de troncature du modéle pour la mé@sURSC(¢) augmentent avecet le
résultat suit alors le Théoréme 4.6. O

Les Théorémes 4.6 et 4.7 disent giieL, M, K, et L% sont tous des fonctions doucesto e
pour les deux mesurdSTRT(¢t) et ETRM(t). Cette propriété s’appelle le comportement bénin
et implique que, pour assez graidet assez grant] la randomisation régénérative divisée sera
sensiblement moins colteuse que la randomisation standard.

AppelonsC, la classe des modéles définie de mode identique a la classe des m@deles
considerée dans le chapitre précédant avec I'extension ad eag), c.’a d. avec la condition
A > 1 remplacée par la condition plus générale> 0. Etant donné que les développements
effectuées dans le chapitre précedant peuvent étre étendus Au=c8@s nous pouvons étendre
les Théorémes 3.5 et 3.6 a la classe des modgleSomme conséquence, pour des modeéles de
la classeC, et les sélections naturelles palir= S U S; U --- U Sy, etr = o on aura que les
parametres de troncatufe et L pourront étre estimés rudement en utilisgnhen lieu des com-
posants associés a ces parametres de troncature de la borne supérieure de I'erreur de troncature
du modele aveqr ~ 1 — 1/Rg, 00 Rg = maxo<i<n, MaXies, Ai/ Milg<r<n, Minjes, As,
et, pourRy prés de 1K et L seront petits. Similairement, pour des modéles de la cldsstles
sélections naturelles podretr, les paramétres de troncatuvg, K, k € yx etLy, k € ], croi-
tront avecRy = max, ;. Max;cg, Ai/ Min, oy, min,cg A; €t, pourk; > 1 pourront

étre bornés supérieurement rudement3ode.

ie?k
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4.3 Analyse numérique

Dans cette section, nous analysons la performance de la méthode randomisation régénérative
divisée généralisée et la comparerons a celle de la randomisation standard, de la randomisation
régénérative, de la randomisation avec détection quasi-stationnaire, et, seulement pour la mesure
deETRT(t), a celle de l'uniformisation adaptative. Nous utiliserons un modéle de la dlgsse
correspondant a un multiprocesseur tolérant aux fautes comprenant 16 processeurs connectés par
un réseau hypercube de 8 noeuds. La Figure 4.3 montre I'architecture du systéme. Les proces-
seurs défaillent avec le tawyp; les noeuds de I'hypercube défaillent avec le tayxles liens

de I'hypercube défaillent avec le tauk. Une faute d’'un processeur est couverte avec probabi-

lité Cp; une faute d’un noeud de I'hypercube est couverte avec probafflitées fautes des

liens sont couvertes avec probabilité 1. Il y a un nombre illimité de réparateurs. La réparation
commence quand le nombre de composants en faute st e taux de réparation egt pour

les processeurgyn pour les noeuds, gi;, pour les liens. Une défaillance totale du systéme,
produite par une faute non couverte, est recupérée, portant le systeme a un état totalement opé-
rationnel sans composants en faute avec le tguXOn supposera la présence des procédures de
diagnostic et reconfiguration configurant le systéme de maniére qu'il travaille avec une configura-
tion maximale de processeurs interconnectés en coopération. Comme taux de récompenses, nous
prendrons un taux d'accélération fonction du nombre de processeurs dans le sous-ensemble de
processeurs coopeérants. Cette fonction est donnée dans la Table 4.1. Avec cette structure des taux
de réecompens&;TRT(¢) peut étre interprété comme la vélocité de computation du multiproces-
seur en rapport avec la vélocité de computation d’un seul noeld;RM (¢) peut étre interpreté

comme Vvélocité relative de computation dans l'intervalle temgore]. Nous employeron les va-

leursAp =2x 10 h 1L Ap =2x 109 h™ L, Ax =107 h™!, A\, =5x 1076 h™!, Cp = 0,99,

Cn = 0,995,up = 0,1 !, ux = 0,05 h't, puy, = 0,05 ! etue = 0,2 kil Concernant

la distribution initiale de probabilité, nous considérons deux cas: 1) I'état initial du systéme est
I'état sans composants en faute, et 2) avec la probabilité 0,5 I'état initial est I'état sans compo-
sants en faute, avec la probabilité 0,25 I'état initial est I'état avec réparation différée dans lequel

le processeur PO est le seul composant en faute, et avec la probabilité 0,25 I'état initial est I'état
dans lequel le processeur PO est le seul composant en faute et la réparation est en cours.

Un modéele exact du systéme multiprocesseur aurait une taille non-manéable, et, donc, nous
utiliserons des modéles bornants avec espace d3étaf f; }, ou S inclut les états avec jusque
Ny fautes couvertes et I'état dans lequel le systéme est totalment défaillé en raison d’une faute
non couverte d’'un composant. Les modéles bornants entreront dans I'état abgordsand
le modéle exact entrerait un état avec plushdefautes couverts. Dans les modéles bornants,
les états dans’ ont les mémes taux de récompense que dans le modele exact. Assignant a
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/p i N
N3 N7
P7 ) P14
-/ g
P2 ) [ §
C N1 ﬁ_
= P1d
) P12
PO ( < > P9
dL/N4
P1 P8

FiG. 4.3 — Architecture du systéme multiprocesseur tolérant aux fautes.

TAB. 4.1 — Taux de récompense en‘ttomme fonction du nombre de processeurs coopérants.

processeurs taux
1 1
2 1,96667
3 2,9
4 3,8
5 4,66667
6 5,5
7 6,3
8 7,06667
9 7,8
10 8,5
11 9,16667
12 9,8
13 10,4
14 10,96667
15 11,5
16 12
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I'état absorbantf; un taux de récompense égal a 0 (12) on obtient une borne inférieure (su-
périeure) pour tous les dedTRT(¢) et ETRM(¢). Les modéles bornants appartiennent a la
classeC),. PrenantVy = 4 est suffisant pour obtenir des bornes treés ajustées. Ainsi, pour le
cas 1 ett = 100.000h, les bornes inférieure et supérieure p&frRT (¢) sont 11,7605591H

et 11,760562h!, respectivement, et les bornes inférieure et supérieure PAIRM () sont
11,762899 h! et 11,762901 1!, respectivement. Avec cette valeur d&, les modéles bor-
nants on13.104 états eR.074.962 transitions. Pour la randomisation régénérative divisée nous
prendrons pouF etr les selections naturelles, c.aidincluira les états sans réparation-etera

I'état simpleo sans composants en faute. Avec ces selections naturelles, nousygvens et

ap = 0 pour le cas 1 etvpr > 0 etagy > 0 pour le cas 2. Pour la randomisation régénérative
nous emploierons la sélection= o. Tous les temps de CPU ont été mesurés sur un poste de
travail avec un processeur Sun-Blade 1000 et 4 GB de mémaoire principale. Toutes les méthodes
sont invoquées avec un simglet avec une erreur permise= 10710,

Nous commencerons par discuter la dépendance fades paramétres de troncature de
la randomisation régénérative divisée. La Table 4.2 donne les valeurs, de M, K+ =
> ke Kk €t Ly = Zke% Lj dans la méthode pour la mesut&'RT(¢) en fonction def;
la Table 4.3 donne les valeurs correspondantes dans la méthode pour laBiERMét). Nous
pouvons noter que pour les deux mesures et dans tous les cas les parameétres de troncature aug-
mentent doucement avecDe plus, les paramétres de troncatiifeet L ont des valeurs trés
petites. Ceci est parce que, le systeme ayant beaucoup de composants avec taux de faute sem-
blables, les taux de départ des états dBnsont trés semblables et, en conséqueidgeest
seulement légérement plus grand que ggedst tres petit. Les paramétres de troncafureky,
et L, ont également des valeurs raisonnablement petites. Dans tous les cas, les paramétres de
troncature dans la méthode pour la mesurdld&M(¢) ne sont pas plus grands que les para-
metres de troncature dans la méthode pour la mesulEIdRer' (¢). Ceci peut étre expliqué en
rappelant que les bornes de I'erreur de troncature du modéle dans la méthode pour la mesure
ETRM(¢) ne sont pas plus grandes que les bornes de I'erreur de troncature du modéle dans la
méthode pour la mesuteTRT(¢).

Ensuite, nous comparerons le colt computationnel de la randomisation régénérative divisée
(RRD) a celui de la randomisation standard (RS), de la randomisation régénérative (RR), de la
randomisation avec détection du régime quasistationnaire (RDQ), et, seulement pour la mesure
deETRT(¢), a celui de I'uniformisation adaptative (UA). La Figure 4.4 donne les temps de CPU
pour la mesure dETRT(¢); la Figure 4.5 donne les temps de CPU pour la me&ir& M ().

Nous commencerons a discuter les résultats pour le cas 1. Bien que pas clairement vu dans la
Figure 4.4, pouETRT(¢) UA est, avec peu d’exceptions, la méthode moins colteuset pmur
plus que grand&.000 h. Comparé a RS, il y a un point de croisement de valeur approchée 5.000h
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TAB. 4.2 — Paramétres de troncature de la randomisation régénérative divisé@&€Ijitli(t) en
fonction det.

cas1 cas 2
t (h) K Kz |K Kz L Lz M

1 2 111 | 2 121 2 199 9

5 3 174 | 3 194 3 253 16
10 3 202 |3 220 3 280 21
50 4 292 | 4 319 3 351 46
100 4 339 | 4 367 4 410 69
500 5 500| 5 533 5 553 154
1000 | 6 603 | 6 645 5 624 154
5000 | 8 904 | 8 961 7 865 154
10.000| 9 1.050f 9 1116 8 958 154
50.000 | 10 1.276| 11 1.380 9 1.021 154
100.000| 11 1.359| 11 1.443 9 1.021 154

TAB. 4.3 — Paramétres de troncature de la randomisation régénérative divisé&IidMi(¢) en
fonction det.

casl cas 2
t (h) K Kz |K Kz L Lz M

1 2 102 | 2 112 2 186 8

5 3 155 |3 173 2 222 14
10 3 182 |3 201 3 258 19
50 4 263 | 4 287 3 328 42
100 4 308 | 4 33 4 376 64
500 5 456 | 5 489 5 508 144
1000 | 6 547 | 6 58 5 576 15(
5000 | 7 805| 8 884 7 802 153
10.000| 8 949 | 9 1032 8 902 154
50.000 | 10 1.214] 10 1.290 9 1.007 154
100.000| 10 1.276| 11 1.380 9 1.014 154
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au-dessous duquel UA est moin colteuse et au-dessus duquel UA est plus colteuse. Ce fait est
conforme au comportement connu de I'UA par rapport a RS [39]. RR n’est pas beaucoup plus
colteuse que SR pour tous les déURRT (1) et ETRM(t). Par contre, étant donné que la taille

du modéle transformé tronqué utilisé a RR est logarithmiqueette nombre d’étapes requises

dans RS augmente linéairement avepourt assez grand RR devient moin colteuse que RS.
Dans I'exemple, RR est moin colteuse que RS paie I'ordre de 50.000 h pour tous les deux
ETRT(t) et ETRM(¢). Pour les valeurs considéréesti®&DQ est la méthode la plus colteuse,

mais il deviendra également moins colteuse que RS pour plus gsafthalement, RRD est la
méthode moin coliteuse pauau-dessus d’approximativement 1.000h. Pogr100.000h, RRD

est, pour la mesurBTRT(t), 18,2 fois moin colteuse que la moin colteuse des autres méthodes
(RR) et, pour la mesur€TRM(t), 19.3 fois moin colteuse que la moin colteuse des autres
méthodes (RR). Dans le cas2, il n'y a presque aucune différence de performance entre UA et RS
pour la mesurdeTRT(¢) c’est parce que, dans ce cas, le taux adapté de randomisation utilisé
en UA est grand a partir des pas initiaux. Dans ce cas, RR est relativement plus mauvais que
RS. Laraison est que quand la distribution de probabilité initiale n’est pas concentrée dans I'état
régénérateur, le modele transformé tronqué pour RR est plus grand que quand la distribution
de probabilité initiale est concentré dans I'état régénérateur [15]. La performance de RDQ est,
cependant, trés semblable a la performance de cette méthode au cas 1. Comme dans le cas 1,
pourt assez grand, RRD est la méthode moins colteuse. Cependant, le temps au-dessus duquel
RRD est la méthode moins colteuse est de I'ordre de 5,000 h pour les deux mesures, plus grand
gu’au cas 1. La raison est que le modéle transformé tronqué est plus grand que dans le cas 1 du
a la présence du peigne ayant comme lombes les gtatsde la corde des état§. Le gain

dans la performance de RRD au-dessus des autres méthodes est significatif quoique plus petit
que dans le cas 1. Ainsi, pour= 100.000 h, RRD est, pour tous deux la meskfieRT(¢) et

la mesureETRM(t), 15,4 fois moins colteuse que la moin colteuse des autres méthodes (RS).
Quand les taux de réparation sont tres differeRtssera grand), K+ et Lz seront grands et

la randomisation régénérative divisée sera relativement plus codteuse.

La randomisation régénérative divisée généralisée couvre aussi les modéles irréductibles (il
est suffisant de consider le cas particulie= 0). Les modéles irréductibles peuvent étre analy-
sés par la méthode randomisation avec détection du régime stationnaire, mais ils ne peuvent pas
étre analyseés par la méthode randomisation avec détection du régime quasistationnaire. Pour ter-
miner cette section, nous comparerons la performance de la méthode randomisation régénérative
divisée généralisée (RRD) a celle de la randomisation standard (RS), la randomisation régéne-
rative (RR), la randomisation avec détection du régime stationnaire (RDS), et, seulement pour
la mesure d&TRT(¢), a celle de I'uniformisation adaptative (UA). On considérera un exemple
paramétrique correspondant a un systéme avec l'architecture illustré dans la Figure 4.6. Le sys-
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FIG. 4.4 — Temps de CPU en secondes pour la meBURT(¢): cas 1 (gauche), cas 2 (droite).

100.000 T 100.000 T
RRD —<— RRD —<—
10.000 F 10.000
1.000 ¢ 1.000 ¢
100 100°F
101 10§
1 . . . . 1 . . . .
1 10 100 1.000 10.000 100.m( 1 10 100 1.000 10.000 100.m(
t(h) t(h)

FIG. 4.5 — Temps de CPU en secondes pour la melStiieM(¢): cas 1 (gauche), cas 2 (droite).
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téme est constitué par deux sous-systemes, deux controleursNCeztsembles des disques.
Chaque sous-systéme inclut un processeur P et deux mémoires M. Le systéme est opérationnel
Si au moins un processeur et une mémoire connectés a lui sont opérationnels, un contréleur est
opérationnel et trois disques de chague ensemble sont opérationnels. Les processeurs défaillent
avec tauxip; une faute de processeur est douce avec probaljit dure avec probabilité

1 — Ps. Les mémoires défaillent avec taux;. Les contrbleurs défaillent avec tau. Les

disques défaillent avec tauyy. Une faute d'un contrdleur est propagée au deux disques de I'un

des ensembles avec probabilité- C. Lensemble des disques auquel le faute est propagée est
choisi aléatoirement. Il y a deux réparateurs pour réparer les processeurs en faute douce et un
seul réparateur pour réparer les processeurs en faute dure, mémoires, contrdleurs et disques, avec
priorité interrompant donnée premierement aux disques, deuxiément aux contréleurs, troisiement
aux processeurs en faute dure et finalment aux mémoires. Le composant a étre réparé est choisi
aléatoirement entre les composants en faute avec maximum priorité de réparation. Les taux de
réparation sontpy pour les processeurs en faute dysgy pour les processeurs en faute douce,

M pour les mémoiresyc pour les contrdleurs ety pour les disques. La réparation est difféerée
quand les seules composants en faute sont memoires et il qu'il n'y a pas plus d’'une mémoire en
faute dans le méme sous-systeme.

On considérera les deux ensembles pour les valeurs des paramétres du modéle décrits dans
la Table 4.4. Dans I'ensemble A, les taux sont trés similaires; dans I'ensemble B, ils sont plus
différents. On considérera deux valeurs pdgy. Np = 4 et Np = 8. La CMTC a 8.099 états
et 36.154 transitions pouNps = 4 et 162.307 états et 1.059.078 transitions pdg = 8.
Concernant la distribution de probabilité initiale, nous considérons deux cas: 1) I'état initial du
systeme est |'état sans composant en faute avec probabilité 1, et 2) avec la probabilité 0,5 I'état
initial est I'état dans lequel un disque de I'ensemble 1 est en faute et avec la probabilité 0,5 I'état
initiale est I'état dans lequel une mémoire du sous-systéme 1 est en faute. Les méthodes sont
invoquées demandant une borne pour l'erreut 1070 et avec un seul temps Les temps
de CPU sont mesurés sur un poste de travail avec un processeur Sun-Blade 1000 et 4 GB de
mémoire principale.

Les Figures 4.7 et 4.8 donnent les temps de CPU pour le modelé\avect pour les me-
suresETRT(t) et ETRM(¢), respectivement. Nous commencerons a discuter les résultats pour
le cas 1 (au-dessus). Pour des petita méthode la moins colteuse est la RS. Pour des gtands
la méthode la moins codteuse est la RRD. Il y a un point de croissement de valeur approchée au-
dessus duquel la RRD est la méthode la moins codteuse. Pour I'ensemble A (taux de réparation
moins différents) le point de croissement est 200 h; pour I'ensemble B (taux de réparation
plus différents) le point de croissement est 200 h. Dans le cas 2, la RRD est relativement
plus colteuse et, pour 'ensemble B, elle est plus colteuse que la RS, qui est la méthode la moins
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M1 M2
P1 P2
M1 M2

.
53

FIG. 4.6 — Architecture de I'exemple paramétrique pdiy = 4.

TAB. 4.4 — Ensembles des valeures des paramétres. Tous les taux soht en h

ensemble
A B
Ap | 2x107° 2x107°
AM 107° 107°
Ac | 2x107° 2x107°
AD 107° 107°
P 0.8 0.8
Cc 0.99 0.99
KPS 0.5 5
UPH 0.2 0.2
oy 0.2 0.2
He 0.5 0.5
UD 0.5 0.5
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FIG. 4.7 — Temps de CPU en secondes pour le modéle syee 4 et la mesurd’TRT(¢) pour,
au-dessus, casl (ensemble A a gauche, ensemble B & droite) et, au-dessous, cas2 (ensemble A a

gauche, ensemble B a droite).

coltese. Les Figures 4.9 et 4.10 donnent les temps de CPU pour le modél,avetpour les
mésureTRT (¢) et ETRM(¢), respectivement. Les résultats son similaires a ceux du modeéle
petit (Np = 4), avec la seule différence que la RRD est relativement moins colteuse. Ceci s'ex-
plique par le fait que, le modele donné étant plus grand et les modeles transformés tronqués étant
de taille similaires, la deuxiéme phase de la méthode (résolution du modéle transformé tronqué
par RS) est relativement moins colteuse. Pour des plus grdiaslantage de la RRD sur la RS

serait plus prononcé, et la méthode serait plus competitive.

4.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons généralisé la méthode randomisation régénérative divisée dévelop-
pée dans le chapitre précédant de maniére a ce gu’elle couvre des modéles Markoviens avec
des taux de récompense non-négatifs arbitraires et pérmet le calcul des Ni€BREE) et
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FIG. 4.8 — Temps de CPU en secondes pour le modélesiyee 4 et la mesurd&TRM(t) pour,
au-dessus, casl (ensemble A a gauche, ensemble B a droite) et, au-dessous, cas2 (ensemble A a
gauche, ensemble B a droite).
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FIG. 4.10 — Temps de CPU en secondes pour le modele Byee 8 et la mesurédeTRM(¢)
pour, au-dessus, casl (ensemble A a gauche, ensemble B a droite) et, au-dessous, cas2 (ensemble

A a gauche, ensemble B a droite).
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ETRM(t). La méthode généralisé a les mémes bonnes propriétés que la méthode développée
dans le chapitre précédant et que la randomisation standard. La classe des fjoa&sgé-

néralisée a la classe des modélgsen permettant le cad = 0. Pour la classe généralis€k,

des sélections naturelles paliret r existent aussi et, avec ces sélections naturelles, des résultats
théoriques existent permettant de prévoir le colt computationnel de la méthode. Lalasse
inclut les modeéles des systemes tolérants aux fautes avec réparation différée et avec des distri-
butions exponentielles pour les temps de faute et les temps de réparation quand les taux de faute
sont beaucoup plus petits que les temps de réparation. La méthode généralisée peut étre beaucoup
moins colteuse que les autres méthodes basées sur la randomisation. Quand les taux de départ
des états avec réparation ne sont pas trés différents, la méthode généralisée permet I'analyse en
temps de CPU raisonnables des CMTC recompensées de trés grande taille. En combinaison avec
des méthodes bornantes, ceci permet I'analyse des systemes tolérants aux fautes avec réparation
différée avec un nombre de composants tres élevé.
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Chapitre 5

Randomisation régénérative divisée
bornante

La fiabilité est une mesure importante pour évaluer quelques sytémes tolérants aux fautes. Dans
les cas des systémes tolérants aux fautes avec réparation différée, la randomisation régénérative
divisée permet de calculer la non-fiabilité avec un colt computationnel modéré quand les taux
de départ des états avec réparation ne sont pas trés différents. Cependant, il y a des modéles
pour lesquels les taux de départ des états avec réparation difféerent par ordres de magnitude.
Dans ces cas, la randomisation régénérative divisée serait trés colteuse. Dans ce chapitre nous
développerons une nouvelle méthode, la randomisation régénérative divisée bornante, permettant
un calcul trés efficace des bornes pour la mesuf#), que inclut comme cas particulier la non-
fiabilité. Pour les modéles des systémes tolérants aux fautes avec réparation différée dans lequels
les taux de réparation sont beaucoup plus grands que les taux de faute, les bornes seront ajustées.

5.1 Méthode

La méthode randomisation régénérative divisée bornante permet le calcul d’'une borne infé-
rieure et d’'une borne supérieure pou(t) = Z;“erfiP[X(t) = fi]. Les bornes sont cal-
culées avec une erreuf . La méthode demande la spécification d’'un sous-ensemble d'états
E et d'un état régénérateur € E et a un parameétrd® contrélant le degré d’ajustement des
bornes. Soit\y,iy = min; .z A; €t Apax = max, .z A;. L€ parametre de contrdle doit satis-

fair 1 < D < Apax/Amin- Ceci implique que la méthode sera seulement applicable quand
Amax > Amin. Cependant, quanil, ., = Amin, la méthode randomisation régénérative divisée
sera trés efficace quari®); est prés de 1, rendant la nécessité d’'une méthode plus efficace pour
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calculer des bornes pour(t). La méthode combine une phase dans laquelle quelques taux de
transition sont échelonnés avec I'application de la randomisation régénérative divisée au modéle
avec taux de transition échelonné. Dans ce sens, la méthode est tres similaire a la randomisation
régénérative bornante [16]. La méthode couvre les mémes modéles que les modéles couverts par
la randomisation régénérative divisée pour la mesufs.

Pour obtenir la borne inférieure pou(t), la méthode modifie la CMTQ pour obtenir une
CMTC X", La CMTC X" est obtenue a partir d€ par I'échelonnement des taux de transition
des états dan' de sorte que, appelanf' le taux de départ d&™' et appelant\’; les taux de
transition dexX™, AP < \;, i € F etmax; 5 AP'/ min, 5
par APy = X j(AP/Ai), APt = min{A;, DAmin}, i € E, 00N} sont les taux de transitions dans
X" La borne inférieure poun(t) est donnée par

AP = D. L'échelonnement est défini

A
bi bi
mPi(t) = rp P[XP(t) = fi].
i=1
Cette borne inférieure est obtenue par la résolutioXtd@ar randomisation régénérative divisée
avec le méme sous-ensemble des éiatistat régénérateur et une erreur permise

Pour obtenir la borne supérieure pouf(t), la méthode modifie la CMTX pour obtenir
une CMTCXP"s. La CMTC X" est obtenue a partir d§ par I'échelonnement des taux de tran-
sition des états dans de sorte que, appelav&s, i € E le taux de départ d&™s et appelant
AS les taux de transition d&"S, AP* > \;, i € E etmax; gz \)S/ min, . AP® = D. L'échelon-

nement est défini paxs = X, j(A\P*/A:), AP® = max{\;, Amax/D}, i € E. la borne supérieure
pourm(t) est donnée par

A
mP(t) = 3" rp PIX™ (1) = fi].
=1

Cette borne supérieure est obtenue par la résolutiok’tipar randomisation régénérative divi-
sée avec le méme sous-ensemble des étakgtat régénérateur et une erreur permise Que
mPi(t) borne inférieuremenin(t) etm(t) borne supérieurement(t) suit de la Proposition 2
de [16], qui est applicable au CMT&, X" et XS en raison des rapports entre les taux de
transition des CMTC. Etant donné que les taux de départ des étatszdams® décroissent
potentiellement ave® et les taux de départ des états d@hde X" croissent potentiellement
avec D, par la Proposition 2 de [16], les borne#'(¢) et mPs(¢) seront potentiellement plus
ajustées a mesure quizaugmente.

Le cas particulier dans lequel les deux bornes doivent étre calculd2s-el permet une
réalisation plus efficace de la méthode que celle décrite dans le paragraphe précédent. Le théo-
réme suivant établit le résultat sur lequel cette exécution particuliére est basée (leirmdices
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bs dénotent les objets associés aux solutions de, respectivelftéat, X > par la randomisation
régénérative divisée.

Théoréme 5.1.Pour D = 1, a®'(k) = a™(k), a™(k) = a5 (k), P (k) = a/5(k), a (k,1) =
a’(k,1), a®(k,1) = a™(k,1), wdl = wks, viP = vibs et DI = KPS, supposantuy > 0,
wiPt = w®, vt = oS et Pt = hP®, supposant™ (k, 1) > 0, wpl; = wyS, gy = ¢ et

vl = v, supposantu > 0 eta™(k,1) > 0, w = wii}, i} = ¢ etuilf = vl et,

supposaniig > 0, wiP = wiP®, ¢/" = ¢ etv]™ = v}, Aussi, K" < KP®, supposant
a’(k,1) > 0, KP' < K}, supposantyz: > 0, L = LS, supposantyz > 0 eta™™(k, 1) > 0,

LY = L®, et, supposantz > 0, M < MPs,

Preuve SoOitR’ = A\pax/Amin. NOtant que\l! = Ay, i € E etAPs = A\yax, i € E, nous avons

N = AS/R, i € E etAbl = AY/R'. Alors, les probabilités de transitio’}, i € E de la
CMTD Xbl sont |dent|ques aux probabilités de transitigh, i € E de la CMTDX"s. Ceci suit
pour;j # i parce queb’; = A% /AY et PP = AP% /ALS, et est également vrai poyir= i parce
qued_; PP = >, P’ = 1. Les probabllltes de tranS|tioRbi,i € F de X" sont également
identiques aux probabilités de transmdﬁ i € E de X", parce que les taux de transition
APi, i € E de X" sont identiques aux taux de transitioft, i € E de X™. De plus, étant
donné quef; sont absorbants dans tous les daiik et Xs, PR=PP, =1,1<i<A

En résumé X" et X sont identiques distributions de probabilité initiale et identiques proba-
bilités de transition. Ceci implique?'(k) = 7P5(k), 7Pi(k) = 7PS(k), 7/Pi(k) = =/P5(k),
mPi(k,l) = wPS(k,1) et aPi(k,1) = 7*(k,1). Alors, nous avonsi(k) = Y,cpmPi(k)
Siep k) = a%(k), aP(K) = Yoep k) = Vi wl (k) = a®(k), a™i(k) =
Siep TR = S m k) = (k) a0 = Sy kD) = Dyep (k1) =
a®(k, 1) eta® (k1) = .. 7=aPi(k, 1) =Y. .z m>(k, 1) = a’™(k,1). Similairement,

icE T icE T
bi ZzGE‘7r (k‘)szi?’ o ZZGE'7r (k)szE" __ bs
TR T e T
bi bi bs
bt — 2je™; (K)Ppy, _ Yjen ™y (k)PP _ yibs
k abi(k) abs (k) k
et o .
hbi o Z:ZGE'7r (k)P ; . Z:ZEE7r (k)P ~ h
k= a(k:)bi - a(k:)bs -

supposantvg > 0,

bi ZZGE’ W,bl(k)Pil,)iE" ZZGE’ W/bs(k)Pil,)E' Ibs

Wy = /bl(k.) - abs(k) =Wk

bi bi b b
ibi 2B’ ™ (R) Py, _ Djer T ™" (k) PPy, _Jibs
U = /bl(k) = /bs(k.) = Uk
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et .
i Ziem TP Tep P RPg
kE a(k)/bi - a(k)/bs -k >

supposant”(k, 1) > 0,

Yierm (B DP  Yiep (k)P

bi __ — — b8
PR TG (R ) abs (I, 1) Okt

Sk DPE STk )P g

it AP (k. 1) am (k1) k!

et
bl b b
ibi ZJGE J (, l) f ZJGE Js(k l)PJ j” ibs

Ukl = abi(k, 1) - abs(k, 1) = Ukl >
supposantyg: > 0 eta™(k,1) > 0,

YT (B OPY YTtk P

/bi _ _ _Ibs
Wk, = /bl(k’ l) - /bs(h l) = Wk, »
pi s T (R DPY YiemkDPR
Ak, = /bl(k’ l) - ’bs(k:, l) =k
et /b /b b
bl — ZJGE J (k, l) _ ZjeE J (k, l)PJ fi _ pibs
o a™i(k, 1) a™s(k, 1) .
et, supposant.; > 0,
i ZzeE ;/bl(k)Pbl ZzeE ;/bs(k)Pbs w”bs
k= //bl(k.) - ”bs(k) ko>
i _ ZzeE ;/bl(k)Pbl _ ZzeE ;’bs(kz)Pbs s
Ak /bt ( k) a/’bs ( k:) K

et
bi bi b b
2iee ™ BB Xyer ™ BB s

1ibi __ _ _
Ukz = a(k)”bl - a(k.)//bs = Uk

; . . : _ Abi
Supposantvg; > 0, pourm > 1, AXL < Ab* implique rpaxa”™ (m) 332, 1 e Agptmax

(A i) /) = Tracd™ (m) 350041 €N E 5 (MBSt )P /R < g™ ()
ZZOZWHe‘A%Stm“X(A%Stmax)k/k!, qui implique MM < MP. De plus, donée
que a"i(m) diminue avecm et MM < M, oP(MP) > @"P(MP)

a™s (M), et, puis, pourm > 1, rpa(as — a”bi(Mbi))abi(m)Z?:mH(k: —
m)e e (A Btmax) ¥ /k! < Pax (cug — a”P5(MP%))abs (m) Z,;”;mﬂ(k — m)e*AE (ABtmax)® /K,
qui impligue K® <  KP. Supposanta™(k,1) > 0, pour m > 1,
Fmax(cs — @™ (MPH))aP (k, m) e (= kye Aetmax(Apt o I < rpax(as —
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a™s(MP*))a s (k,m) 372 (1 — k)e MEtmax (Aptia)!/1l, qui implique KPP < KPS
Supposantag > 0, pour m > 1, rmaxa™(m) Y0, € M (Aptmax) /K =

Tmax@5 (M) Y51 € 2P (Aptmax)®/K!, qui implique, L” = LY. Finalement, suppo-
santag > 0 eta™(k,1) > 0, pourm > 1, rmaxa™ (k,m) 3270, 1 e A8tmax (A ptyay ) /1 =
Tmax@ (k,m) S0, 1 e Aetmax (A gty o) /1L, qui implique LY = LS. O

Alors, si la borne supérieune™ (t) est calculé d’abord ek™, a>(k), 1 < k < KPS, wPs, viPs,
1<i<Aeth 0<k< K™ —1,9% K»* ke askl), ke 1<l <K,

wESl, q}gsl et v,ibls, 1 << Ak e ’y}’(s, 1 <1< K,?S — 1, siag > 0, L, wﬁﬁbs, UZbS,
1<i< A eth™ 0 <k <LIM™—1,4P L 1€ P w, qf etofis, 1 <i < A,
ke, 1<1<LP—1etsiag >0, M>™ a™(k), 1<k < M, wP, ¢ etov]is,
1<i<A0<1< MP—1sontgardés, le Théoréme 5.1 peut étre employé pour établir le
modele transformé tronqué correspondant & la solutiokdpar la randomisation régénérative
divisée sans appliquer la premiére phase de cette méthaitie a

Les Figures 5.1 et 5.2 donnent une description algorithmique de la méthode régénérative
divisée bornante. La description algorithmique a comme entrées la CKIT€ nombre d’états
absorbantsd, les taux de récompensg, 1 < i < A, le vecteur ligne de probabilités initiales
a, le sous-ensemble d'étaks I'état régénérateur, deux parametres) et ub, disant si la borne
inférieure (supérieure) doit étre calculée ou non, le paramétre de cobty@krreur permises,
le nombre de points de tempspour lesquels la mesure(t) doit étre calculée, et les points de
tempsty, to, ..., t,. Les sorties de la description algorithmique sont les bornes calculées pour
m(t), mPi(ty), mPi(ta),. .., mP(t,) et mPs(t1), mPs(t2), ..., mP5(t,). On suppose qu& et
les sélections poufF et r satisfont les conditions rendant la méthode applicable. Dans le cas
particulier dans lequel les deux bornes doivent étre calculéés €t 1, le modéle transformé
tronqué correspondant a la borne inférieure, appelégans la description algorithmique, est
construit en utilisant la fonctiondd_state(V, s, p) et add_transition(V, sf, s¢, ). La premiere
fonction ajoute & I'état s avec la probabilité initiale; la deuxiéme fonction ajouteld le taux
de transition- de I'états; a I'états;.

Pour les modeles de la clagSg, les modelesy™ et X modifiés appartiennent également
a la classe’; et ils ont unRy parametre égal &. Alors, pourD = 1, les parametres de tron-
catureK;, siap: > 0, Ly; et, siaz > 0, M correspondants a la solution par la randomisation
régénérative divisée d&" et X s auront des valeurs trés petites. De pluskgiest prés de 1,
les paramétres de troncatukeet, siag: > 0, L correspondant a la solution par randomisation
régénérative divisée d&' et XS seront aussi petits et, alors, le cot computationnel du calcul
des bornes par la randomisation régénérative divisée sera petit. Si les taux de départ des états
dansE sont sensiblement plus grands que les taux de départ des étafs,gada propriété P7
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définissant la classe des modélgs X passera la majeure partie du temps démans le sous-
ensembleF et, étant donné que le comportement aux états daest identique dan&™, X

et X, les bornes devraient étre ajustées pour n'importe quelle valeuside;, = 0 et pour des

valeurs non petites desi a; > 0. Les modeles des systemes tolérants aux fautes avec réparation
différée et distributions exponentielles de temps de faute et réparation satisfont toutes ces condi-
tions quand les taux de réparation sont beaucoup plus grands que les taux de faute. Alors, pour
ces modeéles, les bornes obtenues par la randomisation régénérative divisée bornante devraient
étre ajustées pour n'importe quelle valeurtds o;; = 0 et pour des valeurs non petites de

si az; > 0. CommeD augmente, les bornes obtenues par la méthode deviendront plus ajustées
mais le colt computationnel de la méthode augmentera. Nous exploiterons ceci dans la section
suivante.

5.2 Analyse numérique

Dans cette section, nous illustrerons la performance de la méthode régénérative divisée bornante.
Nous comparerons aussi le colt computationnel de la méthode avec ceux de la randomisation

régénérative divisée et d’autres méthodes basées sur la randomisation. Nous utiliserons le méme
modeéle bornant de fiabilité d’'un réseau d’interconnexion ASEN-MSXx 16 utilisé dans la

Section 3.6. Ce modéle donne une borne superiedifg;), pour la non-fiabilité du systeme.

Le modele appartient a la clasSg et pour la randomisation régénérative divisée et la ran-
domisation régénérative divisée bornante nous prendrons les sélections naturell&segiour
c.ad.E inclura les états sans réparation-efera I'étato sans composants en faute. Pour la ran-
domisation régénérative nous prendrons comme état régénératétat o. Nous considérons
les mémes distributions de probabilités initiales considerées dans la Section 3.6: cas 1) I'état
initial est I'état sans composant en faute, et, cas 2) avec la probabilité 0,5, I'état initial est I'état
dans lequel le seul composant en faute est le commutateur 0 de I'étape 0, et, avec la probabilité
0,5, I'état initial est I'état dans lequel les composants en faute sont le commutateur O de I'étape
0 et le multiplexeur supérieur. Le cas 1 illustrera le ogs = a7 = 0 et le cas 2 illustrera
le casagr > 0, a; > 0. Pour toutes les méthodes nous demanderons une borne pour I'erreur
e = 1077, Tous les temps de CPU sont mesurés avec un seul teetpsur un poste de travail
avec un processeur Sun-Blade 1000 et 4 GB de mémoire principale.

Les Tableaux 5.1 et 5.2 donnent les bornes poiu(t) obtenues par la randomisation ré-
générative divisée bornante avec= 1 pour plusieurs valeurs de Nous pouvons noter que,
dans le cas 1, les bornes sont ajustées pour toutes les valeynsade le cas 2, les bornes sont
ajustées pour des valeurs non petites.des Tableaux 5.3 et 5.4 donnent les paramétres de tron-
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Inputs: X, A, rp gy, ... rp 0 Byor b, ub, Dye,n ity s, ooty
Outputs: ™ (t1), MP(t2), ..., P (t,), M (ty), M (ta), ..., M (L,)
cE Ais
ifb&& ! ub || D < 1| D > Amax/Amin) €XIt;
if (1 && ub && D == 1){
ObtainX " from X;
Computem“™ (t,), m*?(t2), ... , m"P(¢,) by solving X by split regenerative randomization
with subset of stateg’, regenerative stateand allowed errog;
Let KUP, atP (k), wiP, vit®, AP, K2, a P (k. 1), w}fl, gL ’Ufc‘f[b, if oy > 0, LU, wit®, vjiv®,

Amin = min g Ais Amax = max;

k.

hg‘b, L;;b, wL“y}’, qgf}’, ’Ugjb, and, ifaz > 0, Mub, a”“b(k'), w’k'ub, q;c'“b, 'Ugi“b be the values of,
respectively K, a(k), wg, ’U;;, hiy Kiya(k, 1), we o, qr s ’U;l, if agr >0, L, wy, 'U;f, hl,, Ly,
w;cy,, Qe » ”;j,lv and, ifag > 0, M, a” (k), wy, qi, 1;27”' corresponding to the solution &f"" by split
regenerative randomization with subset of stdfesegenerative stateand allowed error;
Build CTMC V including states, with initial probability .., statea with initial probability O
and stated;, 1 < ¢ < A, with initial probabilitiese ¢, ;
Tmax = MaX1<i<A Ty, lmax = MaxXi<i<n li;
Ap = (1 + 10_4) maxie g Ai; AE = (1 + 10_4) min
if (g > 0) ey = ¢/6; elsee; = ¢/4;
M = min{m > 1 : rpaxa”®(m) Z;o:m+1 e_/\ft‘““([\flmax)’“/k'! <eal;
if (ap: > 0&& ag>0) e =¢/12;elseif (g > 0 || o> 0) 2 = ¢/8; elsee; = ¢/4;
if (az > 0) a” = " (M); elsea’” = 0;
K=min{m>1 : ryax(0g — a”)a”b(m) Z?:m+1(k — m)(z‘AEtmx(/\EtmaX)k/k! < e}
for(k =0,nk =0,k < K —1; k++)if (a"P(k, 1) > 0) n_k++;
for(k=0;k < K — 1; k++)

if (a"?(k, 1) > 0)

Ky = min{m > 1 : rpax(as — a’)a"™ (k, m) s (= k)e=Atmox(Aptipax ) /I < eo/n k};

for (k = 1; k < K; k++) add_state(V, sx, 0);
for(k =0,k < K —1; kt++)

if (a"(k, 1) > 0)for (I = 1,1 < Ky; {++) add_state(V, s 1, 0);
for(k=0,k <K — 1, k++){

add_transition(V, sk, sk1, 11,7};}’1\]3);

if (a,"b(k, 1) > 0) add_transition(V, sy, si 1, ]1}€’bJ\E);

for (i = 1,4 < A; i++) add_transition(V, sk, fi, vi"P Ag);

icE Ais

¥
add _transition(V, sk , a, Ap);
for(k=0;k < K —1; k++){
if (a"P(k,1) > 0){
for(l = 1;1 < K — 1;1++){
add _transition(V, sy 1, Sk 141, wzyk;/\g); add _transition(V, sy 1, so, q,‘jEAE);
for (i = 1,4 < A; i++) add_transition(V, sg 1, fi, 1;};‘7‘;“ Ag)s ’

}

add _transition(V, sy k,, @, Ag);

FiG. 5.1 — Description algorithmique de randomisation régénérative divisée de bornes.
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if (ozE/ > 0){
L=L";for(k=0;k<L—1;k++)if (a"®(k,1) > 0) Ly = L}";
add_state(V, sy, aps); for (k = 1, k < L; k++) add_state(V, s}, 0);
for(k =0,k <L —1;k++)
if (a"®(k, 1) > 0) for (I = 1;1 < Ly; [++) add_state(V, 85,15 0);
for(k =0,k <L —1, k++){
add_transition(V, sy, st 1, wiAg);
if (a’"P(k, 1) > 0) add_transition(V, s}, g1 R AR);
for (i = 1,1 < A, i++) add_transition(V, s, f;, vii"PA);
}
add_transition(V, s, a, Ag);
for(k =0,k <L—1,k++){
if (a™®(k, 1) > 0){
for(l=1,1 < Ly — 1;1++){
add_transition(V, sy ;, s} 111, wﬁ})AE); add_transition(V, s, |, so, qlﬁjAE);
for (i = 1,i < A, i++) add_transition(V, 52,7,, fis vg:;b/\ﬁ);

}

}
if (> 0){
add_state(V, 55, ag);
for (k =1, k < M, k++) add_state(V, s}/, 0);
for(k =0,k <M — 1, k++){
add transition(V, s}/, sy, wi" Ag); add _transition(V, s}, so, ¢f"°Ag);
for (i = 1, i < A, i++) add_transition(V, sy, fi, vEUbAE);
}
add _transition(V, sfi;, a, Ag);
¥
A =max{Ag, Az},
N =min{m > 0 : rmax ZZO:m_H e~ Mmax (At oy ) /0! < €/2);
Let V be the randomized DTMC df with randomization ratd;
Give N steps to/’ an computel(n) = "2 7, PV, = fi,0< n < N;
for (i = 1,4 < n; i++) ™ (t;) = o0 d(n)e M (At;)" /nt;

}
elsg
if (16){
Obtain X' from X;
Computen!® (t;), m® (t2), ..., m®(t,) by solving X' by split regenerative randomization
with subset of stateE, regenerative state and allowed erro;
}
if (ub){
ObtainX"? from X;
Computemnt? (t;), m"P (t2), ..., M (t,) by solving X U by split regenerative randomizatign
with subset of stateg, regenerative state and allowed error;
}
}

FIG. 5.2 — Description algorithmique de randomisation régénérative divisée de bornes (suite).
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TaB. 5.1 — Bornes pounf, (¢) obtenues par randomisation régénérative divisée bornante avec
D = 1 en fonction det pour le cas 15 = 0.4 h~! (au-dessus) gig = 0.08 h~—! (au-dessous).

t (h) borne inférieure  borne supérieufre
1 3,523x 107¢ 3,523x 107
10 3,5487x 107° 3,5487x 1075

100 3,79994x 10~*  3,80008x 10~*

1.000 | 5,741090x 1073 5,742394x 103

10.000 0,092991136 0,093051379
100.000| 0,651968927 0,652259360
1 3,523x 1076 3,523x 1076

10 3,5487x 107° 3,5490x 10°
100 3,80162x 10~*  3,80302x 10~*
1.000 | 5,757722x 10~3 5,765937x 1073
10.000 | 0,093287668 0,093656971
100.000| 0,653129492 0,654870606

cature de la randomisation régénérative divisée bornante (RRDB)Ypeuil, correspondant au

calcul de la borne supérieure pauff, (¢) (les paramétres de troncature correspondant au calcul

de la borne inférieure ne sont pas plus grands), la randomisation régénérative divisée (RRD) et
la randomisation standard (RS). Les temps de CPU consommeés par RRDB avel; RRD,

la randomisation régénérative (RR), I'uniformisation adaptative (UA), la randomisation avec dé-
tection du régime quasistationnaire (RDQ) et RS sont données dans les Figures 5.3 et 5.4. Nous
pouvons noter que RRDB avde = 1 est trés peu colteuse pour taust, pour des grands
beaucoup moin colteuse que toutes les autres méthodes.

En fin, nous exploiterons 'arrangement entre le degré d'ajustement des bornes et le colt
computationnel dans la randomisation régénérative divisée bornante commandée par le paramétre
D. Le Tableau 5.5 donne les bornes patig () obtenues par la randomisation régénérative
divisée bornante et les temps CPU ppyr= 0.08 h—!, cas 1 = 10.000h et plusieurs valeurs
de D (Amax/Amin = 25). On peut noter que les bornes deviennent modérément plus ajustées que
D augmente, mais le colt computationnel de la méthode augmente rapidement. Ainsi, le choix
D =1 semble étre le plus intéressant.
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TaB. 5.2 — Bornes pounf, ,(¢) obtenues par la randomisation régénérative divisée bornante avec

D = 1 en fonction de pour le cas 245 = 0.4 h~! (au-dessus) gis = 0.08 h~! (au-dessous).

100.000 : yo 100.000 :
RRDB ~— o T RRDB ~—
RRD &— a"' RRD &—
I RS »— | RS »—
10.000F A2 10.000F A2
UA *— o UA *—
RDQ -o-- o RDQ -o--
1.000 F o 1.000 F E
’ 1
o !
100 F E 100
e =
1043 104
3 3
E
1 . . . .
10 100 1 10 100

t (h) borne inférieure  borne supérieufe
1 2,1528x 1075 4,0092x 1075
10 1,58424x 107*  1,66109x 10~*
100 | 1,358243x 10~% 1,366681x 103

1.000 0,012891783 0,012922037

10.000 | 0,107421165 0,107509980
100.000| 0,657558500 0,657855188
1 2,2793x 107°  1,40807x 104
10 1,98521x 107*  2,84253x 1074
100 | 1,443059x 10~3 1,494011x 1073
1.000 0,013009002 0,013125405
10.000 | 0,107827753 0,108352430
100.000| 0,658744807 0,660523036

1.000 10.000  100.0)(
t(h)

1.000 10.000  100.0)(
t(h)

FiG. 5.3 — Temps de CPU en secondes consommés par les méthodes en fonatipoutle
us = 0.4h~!, cas 1 (gauche) et cas 2 (droite).
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TAB. 5.3 — Valeurs des parametres de troncature dans la randomisation régénérative divisée bor-
nante (RRDB) pourD = 1, la randomisation régénérative divisée RRD) et la randomisation
standard (RS) pour le cas/ls = 0.4 h~! (au-dessus) gis = 0.08 h~! (au-dessous).

RRDB RRD RS
t(h) | K™ K»|K = N
1 2 3|2 35 15
10 3 8 | 3 69 52
100 3 123 128 | 290
1.000 | 5 24 |5 262 | 2274
10.000| 7 40 | 7 474 | 20.858
100.000f 9 54 | 9 641 | 202.730
1 2 5 | 2 181 15
10 3 10| 3 359 52
100 3 14| 3 686 | 290
1.000 | 5 28 | 5 1.414| 2274
10.000| 7 48 | 7 2.572| 20.858
100.000f 9 68 | 9 3.499| 202.730

100.000 % 100.000

n

10.000 | 10.000 |

1.000 1.000

100 |

1 10 100 1.000 10.000 100.m(¢ 1 10 100 1.000 10.000 100.m(¢
t t(h)

FiG. 5.4 — Temps de CPU en secondes consommés par les méthodes en fonctipputle
us = 0.08 h=!, cas 1 (gauche) et cas 2 (droite).



LI ~  Iativvlilioativili iocytlitialuve Ulviot L Jultialitc

TAB. 5.4 — Valeurs des paramétres de troncature de la randomisation régénérative divisée bor-
nante (RRDB) pouD = 1, la randomisation régénérative divisée (RRD) et la randomisation
standard (RS) pour le cas2; = 0.4 h~! (au-dessus) gis = 0.08 h~! (au-dessous).

RRDB RRD RS

t(hy | K™ L» M™ K» [ K L M Kg Ly N

1 2 2 6 5 10/ 2 2 14 40 108| 15

10 3 2 8 8 12| 3 2 43 81 141 52

100 3 3 8 12 19/ 3 3 100 138 210| 290

1000 | 5 4 8 24 245 4 100 283 316 2.274
10.000 | 7 6 8 42 40| 7 6 100 505 481| 20.858
100000 9 7 8 57 45/ 9 7 100 692 524| 220.730
1 2 2 7 5 12| 2 2 15 204 616 15

10 3 2 10 10 14| 3 2 51 443 774 52

100 3 3 10 14 23| 3 3 263 745 1137 290

1000 | 5 4 10 30 32| 5 4 554 1535 1717 2.274
10.000 | 7 6 10 52 50| 7 6 554 2750 2.609 20.858
100000 9 7 10 72 55| 9 7 554 3.785 2.840 202.730

TaB. 5.5 — Bornes pounf,(¢) obtenues par la randomisation régénérative divisée bornante et
temps de CPU en secondes consommés par la méthodegpeud.08 h—!, cas 17 = 10.000h
et plusieurs valeurs db.

D | borne inférieure borne supérieure temps de CPU (s)
1 | 0,093287668 0,093656970 21,1

2 | 0,093346808 0,093646216 132

5 | 0,093382313 0,093613977 380

10| 0,093394162 0,093560326 790

20 | 0,0934000890 0,093453332 1.609
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5.3 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons développé la méthode randomisation régénérative divisée bornante
pour le calcul des bornes pour la mesui€t). La méthode couvre les mémes modéles que la
randomisation régénérative divisée appliquée a la mesute La méthode a un parameétre de
contrdle,D. Plus grandes valeurs de donnent des bornes plus ajustées. Pour les modéles dans

la classCsy, la méthode permet I'arrangement du degré d’ajustement des bornes avec le codt
computationnel. Quand les taux de départ aux états Hassnt beaucoup plus grands que les

taux de départ aux états daf'sles bornes obtenues par la méthode pbue 1 devraient étre

trés ajustées pour n'importe quelle valeurtd® la probabilté initiale aux états avec réparation

est nulle et pour des valeurs non petitest@ditrement. De plus, poup = 1 le colit compu-
tationnel de la méthode est tres petit. Les modéles satisfaisant les propriétées pour lesquels ces
conclusions s'appliquent incluent les modéles des systémes tolérants aux fautes avec réparation
différée quand les taux de réparation sont beaucoup plus grands que les taux de faute. En com-
binaison avec des techniques de borne, la randomisation régénérative divisée bornante permet
I'analyse des systemes tolérants aux fautes avec réparation différée ayant un trés grand nombre
de composants. Ceci a des applications pratiques trés importantes.
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Chapitre 6

Conclusions

Les systemes tolérants aux fautes peuvent étre analysés en utilisant les modéles Markoviens.
Certaines mesures de confiabilité et performabilités des systémes tolérants aux fautes demandent
I'analyse transitoire de la chaine de Markov a temps continu modelant le systeme. L'évaluation
de ces mesures peut étre trés colteuse computationnellement. Ce co(t élevé limite la taille des
modéles Markoviens qui peuvent étre analysés en temps de CPU raisonnables et la complexité
des systémes tolérants aux fautes qui peuvent étre analysés. Beaucoup de mesures de confiabilité
et performabilité peuvent étre exprimées en utlisant des modéles Markoviens récompensés avec
une structure de taux de récompense associés aux états du modéle. Dans cette thése nous avons
considéré des systémes tolérants aux fautes avec réparation différée et des mesures définies sur
des modeles Markoviens avec une structure de récompense incluant des taux de récompense as-
sociés aux états du modeéle: le taux de récompense espérée au Erngpsaux de récompense
moyenne dans l'intervalle temporf, t]. Exemples de mesures de confiabilité et performabilité

qui peuvent étre exprimées comme des cas particuliers de ces mesures incluant la non-fiabilité,
I'indisponibilité au tempg, I'indisponibilité moyenne dans l'intervalle tempofél ¢, la perfor-

mance espérée au tempst la performance moyenne dans l'intervalle temp@igei]. Certaines

mesures évaluant le colt d’opération ou le bénéfice économigue du systéme sont aussi possibles.

Suivant les idées similaires aux idées subjacentes, les méthodes de randomisation régénéra-
tive et la randomisation régénérative bornante, nous avons développé deux nouvelles méthodes
numeériques orientées a la résolution des modéles Markoviens des systémes tolérant aux fautes
avec réparation différée: la randomisation régénérative divisée et la randomisation régénerative
bornante. Les deux méthodes ont les mémes bonnes propriétés que la randomisation standard:
stabilité numérique, bon contréle de I'erreur, et capacité de spécifier I'erreur de calcul a I'avance.
La randomisation régénérative divisée permet le calcul des deux mesures considérées dans thése
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et, pour les modéles Markoviens des systémes tolérants aux fautes avec réparation différée, peut
étre beaucoup moin codteuses que les autres méthodes basées sur la randomisation. Quand les
taux de départ aux états avec réparation ne sont pas trés différents, le colt computationnel de la
méthode est relativement petit, permettant, en combinaison avec les technigues de borne, I'ana-
lyse en temps de CPU raisonnables des systemes avec un grand nombre de composants.

La randomisation régénérative divisée bornante permet le calcul d’'un cas particulier de la
mesure taux de récompense espérée au ténpsluant comme cas particulier la non-fiabilité.
Pour les modéles Markoviens des systémes tolérants aux fautes avec réparation différée pour
lesquels les taux de réparation sont beaucoup plus grands que les taux de faute, le colt compu-
tationnel de la méthode sera relativement trés petit et les bornes obtenues par la méthode seront
trés ajustées pour n'importe quelle valeuride la probabilité initiale aux états avec réparation
est nul et pour des valeurs non petitestdritrement. En combinaison avec les techniques de
borne, la méthode permet I'analyse en temps de CPU raisonnables des systémes avec un trés
grand nombre des composants. Ceci a d'importantes applications pratiques.

Le travail de recherche présenté dans cette thése peut étre continué en plusiers directions.
Une direction immédiate serait la substitution de la randomisation standard par une autre mé-
thode plus efficace de résolution du modéle transformé tronquée obtenue aux méthodes déve-
loppées dans la thése. Ceci produira d'importantes réductions dans les temps de CPU pour des
modéeles Markoviens de taille moderée. Une autre direction, plus ambitieuse, est le développe-
ment des méthodes similaires a celles développées dans la thése, orientées aux systemes tolérants
aux fautes avec réparation différée, pour évaluer les mesures de confiabilité et perfomabilité plus
complexes comme la distribution de la disponibilité d’intervalle et la distribution de la récom-
pense accumulée dans l'intervalle tempadbet|.



Appendice: Réseaux ASEN-Max

La conception et 'analyse des réseaux d’interconnexion multi-étage sont des problémes centraux
dans le dessin des ordinateurs de grands performances et les systémes de communication. Beau-
coup de ces applications ont des exigence de fiabilité, rendant important que le réseau d'inter-
connexion ait une fiabilité élevée. La tolérance aux fautes peut étre employée pour réaliser cette
fiabilité élevée. La tolérance aux faute peut étre réalisée en employant la redondance de matériel
et redondance de temps. En utilisant la redondance de matériel, des éléments supplémentaires
sont ajoutés au réseau pour fournir des chemins alternatifs des entrées aux sorties du réseau d'in-
terconnexion et, ainsi, tolérer les fautes. En utilisant la redondance de temps, une demande qui
ne peut pas étre servie parce qu'il n'y a pas de chemins a une entrée est réorientée a d'autres
entrées. La redondance de temps augmente la fiabilité du réseau mais dégrade sa performance
[5]. On a proposé un certain nombre d’arrangements de redondance de matériel pour augmenter
la fiabilité des réseaux d'interconnexion multi-étages: réplication du réseau, addition d'étages
supplémentaires et addition de liens supplémentaires. L'addition des liens tend a avoir un impact
plus profond sur la fiabilité que I'addition d’étages supplémentaires [42]. Le réseau ASEN-Max
[43, 29] est un réseau avec une redondance matérielle modérée qui peut tolérer n'importe quelle
faute simple.

Le réseau ASEN-Max avely = 2" entrées aVv multiplexeurs2 x 1, N démultiplexeurs
1 x 2 etlogy(N)—1 étages avedV/2 commutateurs. La Figure 6.1 montre un réseau ASEN-Max
avec 16 entrées. Les commutateurs au dernier étage sont des commuatat@jies commuta-
teurs aux étages restants sont des commutadeurd Dans chaque étage excepté le dernier, les
commutateurs peuvent étre groupés dans des paires conjuguées. Tous les commutateurs dans la
méme paire conjuguée sont liés aux mémes commutateurs du prochain étage. Les paires conju-
guées peuvent étre groupées en sous-ensembles conjugués, ol un sous-ensemble conjugué inclut
tous les commutateurs a une étape particuliére qui méne aux mémes sous-ensembles de sorties.
Les commutateurs dans le méme sous-ensemble conjugué qui nappartiennent pas a la méme
paire conjuguée communiquent par des liens auxiliaires qui constituent des boucles. A titre illus-
tratif, dans le reseau ASEN-Max avec 16 entrées montré a la Figure 6.1, et dénotgnpti@ar
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Fic. 6.1 — Architecture du réseau d’'interconnexion ASEN-M2Xx 16.

commutateurj de I'étagei, les commutateursy o, So 1, - .. €t Sp 7 forment un sous-ensemble
conjugue; dans ce sous-ensemble, les commutafgurst Sy 4 forment une paire conjuguée;
les commutateursy o, So,1, So 2 €t.Sp 3 forment une boucle. Cette boucle est boucle conjuguee
de la boucle constituée par les commutateyrs So 5, So6 €t.So,7.

Une question importante dans un réseau d'interconnexion tolérant aux fautes est la facon
dont 'acheminement est exécuté en présence des fautes. L'acheminement peut étre fait en utili-
sant des algorithmes avec retour-arriere (en anglais, “backtracking”) ou sans retour-arriére. Les
algorithmes avec retour-arriere sont chers et difficiles a mettre en application parce qu'ils ont
besoin de liens bi-directionnels et des techniques de commutation des paquets. Les algorithmes
sans retour-arriére ont une réalisation moin codteuse. En présence des fautes, les algorithmes sans
retour-arriere peuvent baser les décisions d’acheminement sur des informations locales sur I'état
des composants du réseau ou sur des informations globales. Celles utilisant des décisions basées
sur des informations locales peuvent ne pas trouver un chemin existant d’'une certaine entrée a
une certaine sortie. Dans [43, 29], on a proposé un algorithme d’acheminement sans retour-arriére
pour les réseaux ASEN-Max. L'algorithme est basé sur I'information suivante locale.
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1. Chaque entrée connait I'état de faute de I'ensemble formé par le multiplexeur auquel elle
est connecté et le commutateur auquel le multiplexeur est connecté.

2. Chaque commutateur de n’importe quelle étage excepté les deux derniers connait I'état de
faute des commutateurs auxquels il est connecté.

3. Chague commutateur de I'étage précédant a la derniére connait I'état de faute des en-
sembles formés par un commutateur auquel il est connecté et les deux démultiplexeurs
auxquels le commutateur est connecté.

Cette information locale assume un modéle de fautes dans lequel les liens ne défaillent pas.
Un modéle plus général de fautes comprenant des fautes de liens peut étre, cependant, facilement
adapté en associant les fautes des liens au multiplexeur, démultiplexeur ou commutateur auquel le
lien est connecté. L'algorithme d’acheminement emploie la codification bidaltés - - - d,, 1

de I'adresse de sortie, afy est le bit le plus significatif ef,,_; est le bit le moin significatif.

Dans la description de I'algorithme, nous ferons référence au lien primaire et au lien secondaire
d’une entrée: les liens primaires sont dessinés au-dessus des liens secondaires dans la Figure 6.1.
Nous ferons également référence aux O-liens et aux 1-liens d'un commutateur ou d’'un démul-
tiplexeur: les O-liens sont dessinés au-dessus des 1-liens dans la Figure 6.1. Le réseau traite les
demandes en attente aux entrées regroupées par ronds, chaque rond incluant une demande de
chaque entrée avec des demandes en attente. De plus, le réseau utilise des techniques de commu-
tation de circuits. Des conflits peuvent surgir dans les multiplexeurs et des commutateurs si deux
demandes doivent étre acheminées par le méme lien de sortie. On suppose I'existence d’un mé-
canisme aléatoir pour résoudre ces conflits. Les demandes perdant le conflit sont abandonnées.
L'algorithme d’acheminement peut étre décrit de la forme suivante.

1. Pour chaque entrée: sile multiplexeur auquel le lien primaire est connecté n’est pas défaillé
et le commutateur auquel ce multiplexeur est connecté n’est pas défaillé, la demande est
dirigée au lien primaire: autrement, si le multiplexeur auquel le lien secondaire est connecté
n'est pas défaillé et le commutateur auquels ce multiplexeur est connecté n’est pas defaillé,
la demande est dirigée au lien secondaire; autrement, la demande est abandonnée.

2. Pour chaque commutateur dans I'étage < n — 3: employer le bit; de I'adresse de la
sortie pour choisir entre diriger la demande au O-lien (si lé gt 0) ou au 1-lien (si le bit
1 est 1); si le O-lien ou le 1-lien choisi n'est pas occupé et le commutateur connecté a lui
n'est pas defaillé la demande est dirigée au lien choisi; autrement, si le lien auxiliaire n’est
pas occupé et le commutateur qui lui est connecté n'est pas défaillé la demande est dirigée
au lien auxiliaire; autrement, la demande est abandonnée.

3. Pour chaque commutateur dans I'étage 3: employer le bitn — 3 de I'adresse de la
sortie pour choisir entre diriger la demande au O-lien (si lexbit 3 est 0) ou au 1-lien
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(si le bitn — 3 est 1); si le O-lien ou le 1-lien choisi n'est pas occupé, le commutateur qui
lui est connecté n’est pas défaillé et le démultiplexeur connecté au commutateur n’est pas
défaillé, la demande est dirigée a ce lien; autrement, si le lien auxiliaire n’est pas occupé
et le commutateur qui lui est connecté n'est pas défaillé, la demande est dirigée au lien
auxiliaire; autrement, la demande est abandonnée.

4. Pour chaque commutateur dans I'étage 2 étage: employer le bit — 2 de I'adresse de
la sortie pour choisir entre diriger au O-lien (si le hit- 2 est 0) ou au 1-lien (si le bit
n — 2 est 1); sile O-lirn ou le 1-lien choisi n'est pas occupg, diriger la demande a ce lien;
autrement, la demande est abandonnée.

5. Pour chaque démultiplexeur: employer lebit- 1 de I'adresse de la sortie pour choisir
entre diriger la demande au O-lien (si le hit- 1 est 0) ou au 1-lien (si le bit — 1 est 1)
et diriger la demande a ce lien.

La présence de plusieurs demandes peut empécher I'acheminement d’'une demande qui serait
servie si la demande était isolée. Supposer, par exemple, que les seuls composants défaillés sont
les commutateurss o et S » et qu’il y a une demande en attente a I'entrée que doit étre dirigée a

la sortie 0. Si le patron des demandes est tel bua indéfiniment des demandes de I'entrée 2 a

la sortie 0, ces demandes seront indéfiniment dirigées au commutageat, quand la demande

de I'entrée 0 au sortie 0 arrive a ce commutateur, la demande sera indéfiniment abandonnée. Nous
supposerons, donc, que quand une demande est abandonnée beaucoup de fois, toutes les autres
demandes sont congelées et le réseau essaye de servir la demande abandonée en isolation. Par
conséquent, le réseau sera considéré operationnel si une demandes isolée de n'importe quelle
entrée a n'importe quelle sortie peut étre dirigée. Cette hypothése est garantie d’'étre pessimiste.
Un autre avantage de I'hypothése est qu’elle est facile de déterminer si le réseau est opérationnel
ou non.

Un systéme est cohérent si: 1) comme les composants défaillent, il est impossible pour le
systeme de passer d'un état défaillé a un état operationnel, et 2) tous les composants sont rele-
vants [32]. Par conséquent, pour prouver la non-cohérence du réseau ASEN-Max il est suffisant
de trouver un sous-ensemble de composéhtst un sous-ensemble du composaftsc Cy
tel que quand I'ensemble de composant défaillés(gstine certaine demande isolée d’'une
certaine entrée a aucune sortie ne peut pas étre servie et quand I'ensemble de composants de-
faillés est C2 et une demande isolée de n'importe quelle entrée a n'importe quel sortie est servie.
L'existence d’'une telle paire de sous-ensembles d’'éléments sera illustrée en considérant un ré-
seau ASEN-Max a 16-entrées (voire Figure 6.1). Quand I'ensemble de composants défaillés est
C1 = {512,520}, demandes isolées de I'entré@ux sorties 0, 1 et 2 ne pourront pas étre ser-
vies parce gu’elles seront dirigées par le multiplexeur 0, le commut&jglet le commutateur
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S1,0, et seront abandonnées dahg. Cependant, quand le sous-ensemble du composant défaillé
estCy = {510,512, 52,0}, ces demandes seront dirigées par le multiplexeur O et les commuta-
teursSo 0, So,1, So,2, S1.4, S1,6 €1 52 4, €t atteindront leur destination. On peut facilement tester

que des demandes isolées entre autres paires entrée-sortie seront servies quand I'ensemble de
composants échoués &3t



L5

MYPMPETTUILE . TATOTLAUA MOILINTIVIAA




Bibliographie

[1]
(2]

(3]

[4]

[5]

[6]

M. Abramowitz et |. A. Stegun, eds-Jandbook of Mathematical Functioyi@over, 1964.

U. M. Ascher et L. R. PetzoldComputer Methods for Ordinary Differential Equation and
Differential-Algebraic EquationSIAM, 1998.

R. E. Bank, W. M. Courghan, W. Fichtner, E. H. Grosse, D. J. Rose et R. K. Smith, “Transient
Simulation of Silicon Devices and CircuitslEEE Trans. on Electron Devicesol. 32, no. 10,
1985, pp. 1.992-2.007.

C. Béounes, M. Aguéra, J. Arlat et al, “SURF-2: A Program for Dependability Evaluation of Com-
plex Hardware and Software Systems”, d&nsc. 23rd IEEE Int. Symp. on Fault-Tolerant Compu-
ting (FTCS-23)1993, pp. 142-150.

L. N. Bhuyan et D.P. Agrawal, “Design and Performance of Generalized Interconection Networks”,
IEEE Trans. on Computersol. C-32, no. 12, 1983, pp. 1.081-1.090.

J. T. Blake et K. S. Trivedi, “Reliabilities of Two Fault-Tolerant Interconnection Networks”, dans
Proc. 18th IEEE Int. Symp. on Fault-Tolerant Computing (FTCS-1838, pp. 300-305.

[7] J. T. Blake et K. S. Trivedi, “Reliability Analysis of Interconnection Networks Using Hierarchical

Composition” |EEE Trans. on Reliabilityvol. 38, no. 1, 1989, pp. 111-120.

[8] J.T. Blake et K. S. Trivedi, “Multistage Interconnection Network ReliabilifZEE Trans. on Com-

puters vol. 38, no. 11, 1989, pp. 1.600-1.604.

[9] A. Blakemore, “The Cost of Eliminating Vanishing Markings from Generalized Stochastic Petri

[10]

[11]

[12]

Nets”, dandProc. 3rd IEEE Int. Workshop on Petri Nets and Performance Models (PNPN88Y,

pp. 85-92.

A. Bobbio et M. Telek, “A Benchmark for PH Estimation Algorithms: Results for Acyclic-PH”,
Communications in Statistics—Stochastic Modeds 10, no. 3, 1994, pp. 661-677.

P. N. Bowerman, R. G. Nolty et E. M. Schener, “Calculation of the Poisson Cumulative Distribution
Function”,IEEE Trans. on Reliabilityvol. 39, no. 2, 1990, pp. 158-161.

J.A. Carrasco et J. Figueras, “METFAC: Design and Implementation of a Software Tool for Mo-
deling and Evaluation of Complex Fault-Tolerant Computing Systems”, Beots 16th IEEE Int.
Symp. on Fault-Tolerant Computing (FTCS-18)86, pp. 424-429.

[13] J. A. Carrasco et J. L. Domingo, “METFAC-2: A Tool for Specification and Solution of Markov

Performance, Dependability and Performability Models”, dBrnsc. Xl Design of Circuits and
Integrated Systems Conferen&evilla, Spain, November 1997, pp. 195-200.



LTV Liviivyiapiiic

[14] J. A. Carrasco, “Transient Analysis of Large Markov Models with Absorbing States using Regene-
rative Randomization'Communications in Statistics—Simulation and Computatioh 34, no. 4,
2005, pp. 1.027-1.052.

[15] J. A. Carrasco, “Computation of Bounds for Transient Measures of Large Rewarded Markov Models
using Regenerative Randomizatio@pmputers and Operations Researebl. 30, no. 7, 2003, pp.
1.005-1.035.

[16] J. A. Carrasco, “Computationally Efficient and Numerically Stable Reliability Bounds for Repai-
rable Fault-Tolerant SystemdEEE Trans. on Computersol. 51, no. 3, March 2002, pp. 254-268.

[17] J. A. Carrasco, “Transient Analysis of Rewarded Continuous time Markov Models by Regenerative
Randomization with Laplace Transform Inversiomhe Computer Journalol. 46, no. 1, 2003, pp.
84-99.

[18] J. A. Carrasco, “Transient Analysis of some Rewarded Markov Models using Randomization with
Quasistationarity DetectionlEEE Trans. on Computersol. 53, no. 9, 2004, pp. 1.106-1.120.

[19] G. Ciardo, J. Muppala et K. S. Trivedi, “SPNP: Stochastic Petri Net Package”Riaos3rd IEEE
Int. Workshop on Petri Nets and Performance Models (PNPMB2§9, pp. 142-151.

[20] C.J. Colbourn, J. S. Devitt, D. D. Harms et M. Kraetzel, “Assessing Reliability of Multistage Inter-
connection NetworksEEE Trans. on Computersol. 42, no. 10, 1993, pp. 1.207-1.221.

[21] J. Couvillion, R. Freire, R. Johnson, W. Obal Il, A. Qureshi, M. Rai, W. Sanders et J. Tvedt, “Per-
formability Modelling with UltraSAN”,IEEE Softwarevol. 8, no. 5, 1991, pp. 69-80.

[22] J. B. Dugan, K. S. Trivedi, M. K. Smotherman et R. M. Geist, “The Hybrid Automated Reliability
Predictor”,J. of Guidance, Control, and Dynamjosl. 9, no. 3, 1986, pp. 319-331.

[23] B. L. Fox et P. W. Glynn, “Computing Poisson Probabilitiec€gmmunications of the ACMol. 31,
no. 4, 1988, pp. 440-445.

[24] A. Goyal, W. C. Carter, E. de Souza e Silva et al, “The System Availability Estimator”, Flents
16th IEEE Int. Symp. on Fault-Tolerant Computing (FTCS;1686, pp. 84-89.

[25] R. K. lyer et D. Tang, “Experimental Analysis of Computer System Dependability”, &ank-
Tolerant Computer System Desifradhan, D. K., ed.), Prentice-Hall, 1995, pp. 282—-392.

[26] B. W. JohnsonDesign and Analysis of Fault Tolerant Digital Systemddison-Wesley, 1989.
[27] M. Kijima, Markov Processes for Stochastic Modelidgmbridge University Press, 1997.

[28] L. Knusel, “Computation of the Chi-square and Poisson Distributi8hAM J. Sci. Stat. Comput.
vol. 7, no. 3, 1986, pp. 1.022-1.036.

[29] V. P. Kumar et S. M. Reddy, “A Fault Tolerant Technique for Shuffle-Exchange Multistage Intercon-
nection Networks”|EEE Computervol. 20, no. 1, 1987, pp. 30—40.

[30] C. LandraultetJ. C. Laprie, “SURF—A Program for Modeling and Reliability Prediction for Fault-
Tolerant Computing Systems”, dalmformation Technologyl. Moneta, ed., North-Holland, 1978,
pp. 17-26.

[31] J.C. Laprie et A. Costes, “Dependability: A Unifying Concept for Reliable Computing”, Bleots
12th IEEE Int. Symp. on Fault-Tolerant Computing (FTCS;1282, pp. 18-21.



Liviivylapliiic L5

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]
[49]

[50]

D. H. Lawrie, “Access and Alignment of Data in an Array Processi#EE Trans Computersol.
C-24,no. 12, 1975, pp. 1.145-1.155.

S. V. Makam et A. Avizienis, “ARIES 81: A Reliability and Life-Cycle Evaluation Tool for Fault-
Tolerant Systems”, dar®roc. 12th IEEE Int. Symp. on Fault-Tolerant Computing (FTCS-1282,
pp. 266-274.

M. Malhotra, J. K. Muppala et K. S. Trivedi, “Stiffness-Tolerant Methods for Transient Analysis of
Stiff Markov Chains” Microelectronics and Reliabilityol. 34, no. 11, 1994, pp. 1.825-1.841.

M. Malhotra, “A Computationally Efficient Technique for Transient Analysis of Repairable Marko-
vian Systems”Performance Evaluatigrvol. 24, no. 1-2, 1995, pp. 311-331.

B. L. Menezes et U. Bakhru, “New Bounds on the Reliability of Augmented Shuffle-Exchange
Networks”,IEEE Trans. on Computersol. 44, no. 1, 1995, pp. 123-129

J. F. Meyer, “On Evaluating the Performability of Degradable Computing SystéBiSE Trans. on
Computersvol. C-29, no. 8, 1980, pp. 720-731.

J. F. Meyer, “Performability of an Algorithm for Connection Admission ContrtEE Trans. on
Computersvol. 50, no. 7, 2001, pp. 724-733.

A. P. Moorsel et W. H. Sanders, “Adaptive UniformizatiorCommunications in Statistics—
Stochastic Modelsvol. 10, no. 3, 1994, pp. 619-647.

A. P. Moorsel et W. H. Sanders, “Transient Solution of Markov Models by Combining Adaptive and
Standard Uniformization'lEEE Trans. on Reliabilityvol. 46, no. 3, 1997, pp. 430—440.

M. F. Neuts,Matrix-Geometric Solutions in Stochastic Models. An Algorithmic ApproBaver
Publications Inc, 1994.

J. H. Patel, “Performance of Processor-Memory Interconnections for Multiproced&d & Trans
Computersvol. C-30, no. 10, 1981, pp. 771-780.

S. M. Reddy et V. P. Kumar, “On Tolerant Multistage Interconnection Networks”, Bams 1984
IEEE Int'l Conf. on Parallel Processind 984, pp 155-164.

A. Reibman et K. S. Trivedi, “Numerical Transient Analysis of Markov Mode@dmputers and
Operations Researghol. 15, no. 1, 1988, pp. 19-36.

C. I. Rincu, J. A. Carrasco et V. Sufié, “Markovian Reliability Analysis of Non-Coherent Non-
Repairable Fault-Tolerant Interconnection Networks”, dare. Communications 2002 Int. Conf.
2002, pp. 108-113.

S. M. RossStochastic Processgdohn Wiley & Sons, 1983.

R. A. Sahner et K. S. Trivedi, “Reliability Modeling using SHARPHEEE Trans. on Reliability
vol. R-36, no. 2, 1987, pp. 186—-193.

J. R. SchottMatrix Analysis for StatisticsJlohn Wiley & Sons, Inc., 1997.

E. SenetalNon-negative Matrices and Markov Chaji8pringer series in Statistics, Springer-Verlag,
2nd edition, 1981.

B. Sericola, “Availability Analysis of Repairable Computer Systems and Stationarity Detection”,
IEEE Trans. on Computersol. 48, no. 11, 1999, pp. 1.166-1.172.



L5170 Liviivyiapiiic

[51] K. J. Sullivan, D. Coppit et J. B. Dugan, “The Galileo Fault Tree Analysis Tool”, d&ws. 29th
IEEE Symp. on Fault Tolerant Computing (FTCS-2999, pp. 232—-235.

[52] J.L. Trahan, D. X. Wang et S. Rai, “Dependent and Multimode Failures in Reliability Evaluation of
Extra-Stage Shuffle-Exchange MINSEEE Trans. on Reliabilityvol. 44, no. 1, 1995, pp. 73-86.

[53] N. F. Tzeng, P. Ch. Yew et Ch. Q. Zhu, “Realizing Fault-Tolerant Interconnection Networks via
Chaining”,IEEE Trans. on Computersol. 37, no. 4, 1988, pp. 458-462.

[54] R. S. VargaMatrix Iterative AnalysisPrentice-Hall, 1962.



