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RÖVIDEN A PERT VALÓSZÍNŰSÉGI MEGKÖZELÍTÉSÉRŐL

MONHOR DAVAADORZSÍN

Amerikában az 1950-es években kezdtek el dolgozni a Polaris Program
néven ismertté vált rakétafejlesztési projekten. Ennek keretében született
meg a PERT (Program Evaluation and Review Technique) modell, amely a
bonyolult projektek tervezésének, összehangolásának és iránýıtásának mate-
matikai modellezésére, valamint ezen belül a véletlen tevekénységi idők meg-
felelő kezelésére és koordinálására szolgál. A

”
The US Navy Special Projects

Office” fejlesztési programjainak tervezésével és a munka folyamatának kiér-
tékelésében alkalmazandó matematikai módszerek tanulmányozásával, illetve
fejlesztésével foglalkozó munkacsoport 1958. január 27-én kezdte meg munká-
ját, ezért ehhez a dátumhoz kötik a PERT-modell kidolgozásának a kezdetét.

A modellről Malcolm, Roseboom, Clark és Fazar [15] 1959-ben tudo-
mányos cikket publikált, az azóta eltelt idő alatt pedig a PERT-modell az
operációkutatás egyik fontos eszközévé vált. Az elmúlt közel 60 év alatt
terjedelmes irodalom foglalkozott a PERT-tel. A tanulmányok túlnyomó
része a PERT numerikus, menedzsment és modellműködtetési aspektusával
foglalkozott. Azonban a PERT valósźınűségi aspektusával viszonylag keve-
sen foglalkoztak, bár szép számmal akadnak valósźınűségelméleti szempontú
tanulmányok is. Jelenleg nincs általánosan elfogadott modell vagy egységes
elmeléti koncepció a PERT valósźınűségelméleti tanulmányozásában, vannak
azonban különböző hozzáállások és kezdeményezések.

Jelen dolgozat a PERT-modell valósźınűségi megközeĺıtését röviden össze-
foglaló közlemény, valamint néhány megjegyzésben ismerteti a PERT-modell
keletkezésének történetét is.

1. Bevezetés

Az 1950-es években az iparilag, gazdaságilag fejlett országokban – mind a hadi-
iparban, mind a polgári célú ipari-gazdasági tevékenységekben – felvetődött a több-
komponensű, bonyolult projektek tervezése, összehangolása és iránýıtása mate-
matikai modellezésének és azon belül az időoptimalizálási problémák megoldásá-
nak kérdése. E problémakör megoldására két modell született: a CPM (Critical
Path Method, magyarul kritikus út módszer) és a PERT (Program Evaluation and
Review Technique, magyarul projektek kiértékelési és újratervezési módszere).
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Az azóta eltelt 60 év alatt mindkét modell széles körű gyakorlati alkalmazást nyert,
a CPM és a PERT az operációkutatás egyik fontos eszközévé vált.

Egy nagy projektet számos kis részprojektre, vagyis tevékenységre lehet fel-
bontani. E tevékenységek között a megelőzési relációkat úgy szemléltetjük, hogy
a tevékenységeket egy iránýıtott gráf éleivel azonośıtjuk. Az összes egy csúcsba
irányuló tevékenységet be kell fejezni azelőtt, mielőtt bármelyik kifelé iránýıtott te-
vékenységet elkezdenénk. Ily módon egy projektet alkotó különféle tevékenységek
végrehajtásának egymástól való függőségét léıró gráf a következőképpen definiál-
ható.

1.1. Defińıció. Az alábbi három tulajdonsággal rendelkező iránýıtott (N,A)
gráfot projektgráfnak nevezzük, ha

(i) létezik s ∈ N úgynevezett kezdőpont és s′ ∈ N úgynevezett végpont;

(ii) az (N,A) iránýıtott gráf hurokmentes;

(iii) minden x ∈ N – {s, s′} esetén van s-ből x-be és x-ből s′-be vezető út.

Ha egy (N,A) projektgráf minden éléhez hozzá van rendelve egy nemnegat́ıv
valós szám, akkor a gráfot CPM tervütem hálónak, s e számokat a tevékenységek
végrehajtási időinek, vagyis röviden tevékenységi időknek nevezzük.

Ha egy (N,A) projektgráf minden éléhez hozzá van rendelve egy nemnegat́ıv
folytonos valósźınűségi változó, és a különböző élekhez tartozó valósźınűségi vál-
tozók egymástól függetlenek, akkor a gráfot PERT tervütem hálónak nevezzük.
E valósźınűségi változókat (véletlen) tevékenységi időknek nevezzük.

A sztochasztikus programozási problémát Prékopa András általában a követ-
kezőképpen szokta megfogalmazni: a sztochasztikus programozási problémák meg-
fogalmazásakor determinisztikus problémákból indulunk ki, melyek általában line-
áris vagy nem lineáris matematikai programozási feladatok. Észrevesszük, hogy a
feladatban szereplő bizonyos mennyiségek a valóságban nem determinisztikusak,
hanem valósźınűségi változók, és emiatt ebben a már megfogalmazott formában
nem megfelelők. Olyan új feladatot (modellt) fogalmazunk meg, amelyben már
szerepet játszik a véletlen mennyiségek valósźınűségi viselkedését léıró valósźınű-
ségeloszlás is. Ez az új feladat általában egy matematikai programozási feladat,
amelyet sztochasztikus programozási feladatnak nevezünk. Azt a feladatot pedig,
amelyből kiindultunk, determinisztikus alapfeladatnak nevezzük (Prékopa és Szán-

tai [25]). Úgy látszik, hogy ez az elv nem csak a sztochasztikus programozási fel-
adatokra korlátozódik, hanem más sztochasztikus optimalizálási modellezésre is,
például a PERT-modellre is kiterjeszthető.

A CPM és a PERT tervütem hálókkal kapcsolatos fenti defińıciók formailag
eltérnek a szokásos megfogalmazásoktól. Az eltérés csupán annyi, hogy a Prékopa-
féle gondolkodásmód figyelembevételével a Klafszky [12] által megadott CPM és
PERT tervütem hálókra vonatkozó defińıciókat kicsit módośıtottuk.A defińıciókból
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látható az is, hogy a CPM-modell felfogható a PERT tervütem hálóra vonatkozó
sztochasztikus optimalizálási feladat determinisztikus alapfeladataként.

A Prékopa-féle megfogalmazás egyszerűen és világosan megmutatja a szto-
chasztikus programozási modellalkotási folyamatot, s ı́gy módszertani jelentőséggel
b́ır.

A sztochasztikus PERT-tel sokan foglalkoztak, a tanulmányok túlnyomó része
a PERT-probléma számı́tási, menedzsmenti, szervezési, illetve modellműködte-
tési aspektusára és a PERT által generált determinisztikus modellekre vonatko-
zik, mely területeknek terjedelmes irodalma van. Ezekhez a problémakörökhöz
képest a PERT valósźınűségi aspektusával viszonylag kevesen foglalkoztak, bár
szép számmal vannak valósźınűségelméleti szempontú tanulmányok is. Azonban
a PERT-modell valósźınűségi vonatkozásai még mindig nem tisztázottak kieléǵıtő
módon.

Jelen dolgozat a PERT-modell valósźınűségelméleti vonatkozásainak rövid át-
tekintésével foglalkozik, miközben néhány megjegyzés erejéig kitér a modell kiala-
kulásának történetére is.

2. Megjegyzések a PERT-modell keletkezésének történetéhez

A PERT- és a CPM-módszer keletkezésének története általános értelemben
többé-kevésbé ismert. Ezzel kapcsolatban a következő megjegyzést szokták emĺı-
teni. Az 1950-es években, Amerikában a Polaris Program néven ismertté vált
rakétafejlesztési projekt megvalóśıtása során dolgozták ki a PERT-módszert. Ezzel
körülbelül egy időben fejlesztettek ki hasonló módszert az E. I. duPont de Nemours-
nál (Newark, Delaware, USA) egy kémiai gyár tervezése kapcsán.

Azonban az ilyen t́ıpusú megjegyzések túlságosan általánosak, hiányoznak belő-
lük olyan konkrét, pontos információk, amelyek előseǵıthetnék annak megértését,
hogy mi volt a modellalkotást alapvetően meghatározó tényező, s egészen konkré-
tan hogyan is született a PERT-modell és egyéb hasonló modellek.

A Bolyai János Matematikai Társulat Az operációkutatás matematikai módsze-
rei ćımű jegyzetsorozata keretén belül 1969-ben jelent meg Klafszky Emil Hálózati
folyamok ćımű könyve [12], amely – tudomásom szerint – az első magyar nyelvű
mű, amely a hálózati folyamokkal foglalkozik. A könyv konkrét példákkal illuszt-
rálva jól tárgyalja a hálózati folyamok alapvető témaköreit és azok alkalmazásait,
s mára már klasszikussá vált. A könyv nyolcadik, Tervütemezési módszerek ćımű
fejezete alapvetően a CPM-módszerrel foglalkozik, s az utolsó rövid szakasza ad
bevezetést a PERT-modellezésbe. Azonban ennek a szakasznak a történelmi meg-
jegyzései nagy részben keveredtek a CPM-módszer keletkezésének történetével.
A Sztochasztikus időtervezési feladat (PERT) ćımű szakasz végén található rövid
megjegyzésben a következő olvasható:

”
A CPM (Critical Path Method) és a PERT

(Program Evaluation and Review Technique) modelleket az 1950-es évek első felé-
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ben a RAND corporation-nál dolgozták ki. Kezdetben ezeket titkos (secret) ered-
ményekként kezelték, ı́gy nem hozták nyilvánosságra. Az első publikációk, amelyek
a probléma megoldását nyilvánosságra hozták, Ford [6] és Minty [18] dolgozatai
voltak.” Mivel ezen megjegyzések kivételével a PERT-ről szóló magyar nyelvű
irodalom eddig nem foglalkozott a PERT történetével, azért a későbbiekben is
hasznos lehet a történelmi megjegyzések pontośıtása, bár valójában csak egy apró
észrevételt szeretnék ezzel kapcsolatban megfogalmazni. Ahogyan látni fogjuk a
következő szakaszban, a PERT-et nem a RAND Corporationnál dolgozták ki. Ford
[6] és Minty [18] dolgozatai nem foglalkoztak a PERT-tel, hanem egyértelműen a
CPM-módszerhez kapcsolhatók.

Kall és Wallace [10] könyvében található egy általános megjegyzés:
”
...When

PERT was introduced in 1959, it was seen as a method for analysing projects
with stochastic activity durations. However, the way in which the randomness
was treated quite primitive. Therefore, despite historical setting, many people
today view PERT as deterministic approach, simply disregarding what the original
authors said about randomness.”

A sztochasztikus programozásban Peter Kall és Stein Wallace ismert, jó szakér-
tők, s tanulságos azon észrevételük, hogy a PERT-re sokan determinisztikus meg-
közeĺıtésként tekintenek. Az alkalmat megragadva megjegyezzük, hogy személyes
beszélgetésünk során Prékopa András is úgy vélte, hogy a PERT valósźınűségi
vonatkozásaiban egyelőre még nincs lényeges eredmény.

Viszont az eredeti PERT valósźınűségi megközeĺıtésre vonatkozóan Kall és
Wallace

”
...was treated quite primitive”. kritikáját kicsit túlzottnak tartom, mert

a PERT alkotói viszonylag jól és gyakorlatiasan oldottak meg igen komplikált
és nagyméretű projektekben felmerülő, bonyolult véletlen jelenséget. Az eredeti
PERT-tervütemháló 3000 körüli számú tevekénységet tartalmazott. Akkoriban
ilyen méretnél a véletlenszerűség modellezése igen nehéz feladat lehetett, hiszen a
PERT-modell születési idejében a sztochasztikus optimalizálás még gyerekcipőben
járt.

A The Fleet Ballistic Missile Program (rövid́ıtve Polaris vagy Polaris program)
nevű hadiipari projekt szervezési és kivételezési munkáit az amerikai haditengeré-
szetben kezdték el, és e munka iránýıtójává William Francis Rabornt (1905-1990),
a haditengerészet tisztjét nevezték ki 1955. november 8-án. Raborn admirális
szakmailag tapasztalt tengerész, mérnök és műszaki menedzser, ezen túl igen jó
szervező egyéniség volt. Ezt követően 1955. november 17-én létrehozták a The
US Navy ’Special Projects Office’ -t (SPO). Az SPO célja a tengeralattjáróról ind́ı-
tott ballisztikus rakétarendszer fejlesztése volt. Az ilyen t́ıpusú rakétákat nevezik
polarisnak, innen ered a Polaris program elnevezés. Az 1956. év folyamán az SPO
bonyoĺıtatta a projekt tervezésével, összehangolásával és iránýıtásával kapcsolatos
előkésźıtési, illetve szervezési munkát, és később létrejött egy fejlesztési csoport,
amelynek tagjai az SPO tagjaiból, valamint más tanácsadó és fejlesztő cégbeli
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munkatársakból álltak, feladatuk a Polaris program tervezése, koordinálása, irá-
nýıtása és kivételezése volt.

A PERT, Program Evaluation Research Task, Summary Report Phase 1 [24]
kutatási beszámoló a következő mondatokkal kezdődik:

”
This report summarizes

the work and results of the first phase of Project PERT (Program Evaluation
Research Task). The project began on 27 January 1958 with the purpose of studying
the application of statistical and mathematical methods to the planning, evaluation,
and control of the program of the Navy Special Projects Office...” Ebből látható,
hogy akkoriban a PERT elnevezés a Program Evaluation Research Task kifejezés-
ből képzett betűszó volt. Ez az elnevezés később a Project Evaluation and Review
Technique-re módosult, de a PERT betűszó ettől nem változott meg.

3. A PERT eredeti valósźınűségi megközeĺıtéséről

A PERT kezdeményezői által javasolt valósźınűségi megközeĺıtést és annak
modellalkotási hátterét a Special Projects Office, Bureau of Naval Weapons Depart-
ment of the Navy, Washington, D.C. 1958. júliusi Program Evaluation Research
Task Summary Report Phase 1 ćımű 35 oldalas kutatási beszámolóból és az 1959-
ben Malcolm et al. [15] által közzétett tudományos cikkből ismerhetjük meg korrekt
módon. A [15] cikkben Malcolm et al. az alábbiakat ı́rják:

The PERT team felt that the most important requirement for project evaluation
at SPO[Special Projects Office] was the provision of detailed, well-considered
estimates on the time constraints on future activities. Hence it seemed impera-
tive that each planned acivity, no matter how far into the future, a carefully
considered time estimate must be obtained. The qualifications of a person
making such an estimate must include a thorough understanding of the work
to be done. Furthermore, the time estimates for some activities such as a
research and development, are highly uncertain. This uncertainity must be
exposed. Ideally for each activity we should have a probability distribution of
the times that the activity might require as explained below, we focused attention
on a few parameters of the distribution such as the range.

E szövegkivonat minden egyes mondata egyértelműen léırja azokat a legfonto-
sabb tényezőket, amelyeket mindenképpen figyelembe kellett venniük a modellalko-
tóknak a PERT tevékenységi idő modellezése során. Azonban a kiegésźıtés, illetve
az elemzés miatt az alábbiakban néhány megjegyzést szeretnék fűzni a szövegkivo-
nathoz. A fentiek alapján némi egyszerűśıtéssel elmondható, hogy a PERT-modell
eredetileg egy hadiipari kutató és fejlesztő projekt kivételezési idejének optimali-
zálását célzó sztochasztikus optimalizálási probléma volt, hiszen a valós helyzetből
adódóan abból a felismerésből indultak ki, hogy a tevékenységi idők valósźınűségi
változók. Ezután két alapvető problémát kellett megoldani: (i) a tevékenységi
idők modellezésére konkrétan milyen valósźınűségi változók a legalkalmasabbak?
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(ii) a tevékenységi idők eloszlásának ismeretében hogyan határozzuk meg az egész
projekt várható időtartamát?

Azonos körülmények között egymástól függetlenül újra és újra ismétlődő jelen-
ségekben (pl. tömeggyártásban, statisztikai minőség-ellenőrzésben, mérési hibák
matematikai feldolgozásában és egyebekben) a statisztikai tesztelés, a paraméter-
becslés és egyéb statisztikai döntést támogató statisztikai eljárások jól bevált esz-
közök. Azonban a kutató-fejlesztő projektek tevékenységei – különösen a Poláris
program esetén – nem ilyen ismételhető jelenségek. Éppen ezért, az első probléma
megoldásában nem voltak alkalmazhatók az eloszlásfüggvény illesztésére vonatkozó
statisztikai módszerek, következesképpen szakértői véleményekre támaszkodva, az-
az szubjekt́ıv valósźınűségi megfontolás alapján döntöttek a béta-eloszlás mellett.
Ezt a véleményt támasztják alá a fent emĺıtett történelmi tények és a Malcolm
et al. [15] azon visszaemlékezése, amely szerint

”
this result was derived under the

assumption that the beta distibution is an adequate model of the distribution of an
activity time. The choice of the beta distribution was dictated by intuition because
empirical evidence is lacking.”

A második problémát, az egész projekt várható időtartamának meghatározását
úgynevezett

”
three-time estimation” bevezetésével oldották meg. Ez a három idő

egy tevékenységi időre vonatkozó legrosszabb (leghosszabb) idő, azaz pesszimista
időbecslés, a legjobb esetre számı́tó idő (a legrövidebb idő), vagyis optimista idő-
becslés és a legvalósźınűbb idő. Egy adott tevékenység esetén ezt a három időt
szakértők véleménye alapján határozták meg. Ha az optimista idő a, a pesszi-
mista idő b, és a legvalósźınűbb idő m, akkor a tevékenységi idő eloszlása az [a, b]
intervallumon az m módusszal rendelkező béta-eloszlás lesz. Ezután a várható
tevékenységi időt E(t) = a+4m+b

6 képlettel számı́tották. Ily módon a PERT-
modellben az egész projekt várható időtartamának becslése egy determinisztikus
tervütem feladattá alakult át.

Az E(t) = a+4m+b
6 képlet háttere a következőképpen interpretálható.

E(t) =
a+ 4m+ b

6
= a

1

6
+m

4

6
+ b

1

6
,

ami azt jelenti, hogy az optimista idő, a legvalósźınűbb idő és a pesszimista idő
rendre 1

6 ,
4
6 ,

1
6 valósźınűségi súllyal számı́tott várható értéke megadja a várható

tevékenységi időt.

A 2. fejezet végén emĺıtettük, hogy a PERT elnevezés eredetileg a Program
Evaluation Research Task kifejezésből képzett betűszó volt. De eredetileg miért
szerepelt a Research Task (kutatási feladat) szó a PERT elnevezésben? Már a
kezdet kezdetén is, a PERT-módszer nem csak egy nagy kutató-fejlesztő projekt
kezelésére, hanem egy teljesen új t́ıpusú hadiipari fejlesztés levezénylésére lett létre-
hozva. Ezért a projekt megvalóśıtásában a tevékenységi idők, illetve időtartamok
teljes mértékben előreláthatatlanok, azaz tudományos szakkifejezéssel élve, valósźı-
nűségi változók voltak. A projekt új t́ıpusú menedzsmentjének modellalkotásában
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ezeknek a véletlen időtartamoknak a matematikai kezelése egy kutatási feladatként
merült fel. Ily módon a Research Task szó használata természetes volt, viszont
a kifejlesztett modell alkalmazása során a már felálĺıtott PERT-modell adatainak
és paramétereinek újbóli és újbóli kiértékelésére, illetve módośıtására volt szük-
ség. Valósźınűleg ezért cserélődött ki a

”
Research Task” a

”
Review Technique”

kifejezésre.

4. PERT valósźınűségi megközeĺıtése napjainkban: rövid összefoglaló

A PERT-tel foglalkozó valósźınűségelméleti szempontú tanulmányokban van-
nak különböző hozzáállások, illetve kezdeményezések, azonban jelenleg még nincs
általánosan elfogadott modell vagy egységes elmeléti koncepció.

Az eredeti PERT általánośıtásaként a béta-eloszlás helyett más eloszlásokat
próbáltak alkalmazni, ı́gy például a gamma-eloszlást, az exponenciális eloszlást, a
normális eloszlást, a lognormális eloszlást, az egyenletes eloszlást és a háromszög el-
oszlást is többen javasolták (Charnes, Cooper and Thompson [2], Kamburoski [11],
MacCrimmon and Ryavec [14], Mohan, Gopalakrishnan, Balasubramanian and
Chandrashekar [19], Martin [16], Monhor [20]). E tanulmányok lényege az volt,
hogy a tevékenységi időt reprezentáló valósźınűségi változókat valamilyen deter-
minisztikus mennyiségekkel helyetteśıtették, leggyakrabban a várható értékükkel
vagy a legvalósźınűbb értékükkel, s ezután determinisztikus időtervezési technikát
alkalmaztak. Ennek a hozzáállásnak az az előnye, hogy a CPM-módszer numeriku-
san jól fejlesztett determinisztikus eljárásai rögtön alkalmazhatóvá válnak. Azon-
ban, a

”
korai és gyors” determinizálásnak, azaz a tevékenységi idő szintjén történő

determinizálásnak az a súlyos ára, hogy a projekt egészében rejlő véletlenszerű-
séget nem tudjuk kellőképpen figyelembe venni.

Ha egy projekt megvalóśıtási idejének véletlen létét kellőképpen akarjuk figye-
lembe venni, akkor a tevékenységi időket nem determinizálhatjuk, hanem az egész
projekt megvalóśıtásának idejét modellező valósźınűségi változó eloszlását vagy
legalább annak fontos paramétereit kellene tudnunk figyelembe venni.

Tegyük fel, hogy az (N,A) PERT-tervütemháló kezdőpontjából a befejező
pontjába vezető összes utat meghatározzuk, s ezt a halmazat Π-vel jelöljük. Jelölje
továbbá λ(πk), k = 1, 2, . . . , q, a πk út véletlen hosszát, azaz a πk úthoz tartozó
tevékenységi idők összegét. Ez azt jelenti, hogy λ(πk) nem más, mint a πk út
megvalóśıtási idejét léıró valósźınűségi változó.

Ekkor a

ζ = max {λ(πk) : πk ∈ Π} (1)

valósźınűségi változót az (N,A) PERT-tervütemháló megvalóśıtási idejének (comp-
letion time) szokás nevezni.

A PERT-tervütemháló kezdőpontjából befejező pontjába vezető összes út
száma általában nagyon nagy, és az egyes utak közös éleiből (tevékenységeiből)
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adódó sztochasztikus függőségek miatt az (1) megvalóśıtási idő valósźınűségi elosz-
lásának numerikus meghatározása – ha egyáltalán lehetséges – rendḱıvül nehéz.
Egyébként az emĺıtett nagy számú út létezésén túl, ha az egyes utakat reprezen-
táló valósźınűségi változók nem függetlenek, azaz sztochasztikus függőségek állnak
fent közöttük, akkor csupán csak azok maximumai eloszlásának numerikus meg-
határozása is nagyon nehéz feladat. Így érthető, hogy a kutatások főiránya a
megvalóśıtási idő várható értékének, valósźınűségi eloszlásának approximációja és
korlátai meghatározása lett (Birge és Maddox [1], Devroye [3], Dodin [4], Klein-
dorfer [13], Fulkerson [7], Iida [9], Meilijson és Nádas [17], Monhor [21], Prékopa és
Long [26], Prékopa [27], Prékopa, Szántai és Long [28], Robillard és Trahan [29],
Szántai [32], Sculli [30]).

Prékopa András és Long [25] kideŕıtette, hogy ha a tevékenységi idők alulról és
felülről korlátos valósźınűségi változók, akkor e valósźınűségi változók bármilyen
relációja esetén viszonylag kevés a kritikus útként a szóba jöhető utak száma.
Továbbá közöltek két olyan algoritmust, melyek seǵıtségével a kritikusként szóba
nem jöhető utakat eliminálni lehet. Ez az eredmény nemcsak a megvalóśıtási idő
tekintetében, hanem a PERT tanulmányozásának és alkalmazásának több más
területén is igen hasznosnak bizonyult (Szántai, Prékopa és Long [27], Szántai
[31]).

A PERT megvalóśıtási idejére vonatkozó különféle közeĺıtések és korlátok hasz-
nos információkkal szolgálnak, azonban ezek nem tudnak azonośıtani egy konkrét
utat, amely a CPM kritikus út sztochasztikus analógja lenne. E hátrány kikü-
szöbölésével eddig nemigen foglalkoztak, kivéve egy-két esetet (Elmaghraby [5],
Monhor [22]).

Egy rögźıtett πk, k = 1, 2, . . . , q esetén a

P (λ(πk) > λ(πk′), ∀πk′ ∈ Π, πk ̸= πk′) (2)

valósźınűséget Elmaghraby [5] a πk út kritikussági indexének (path criticality
index ) nevezte el. Nyilván az az út, amelyre a (2) valósźınűség maximális, valósźı-
nűségi értelemben kritikus út lenne. Ily módon Elmaghraby a CPM determinisz-
tikus kritikus út PERT-beli sztochasztikus megfelelőjét próbálta meg definiálni, s
ebben az értelemben ez a próbálkozás egy figyelemre méltó kezdeményezés volt.
Azonban, ez a megközeĺıtés két ok miatt sem járható út. Először is, többdimenziós
korrelált valósźınűségi változók esetén a (2) valósźınűség numerikus meghatározása
közismerten igen nehéz feladat. Ezért a nagyon magas dimenzió és a korreláltság
miatt a πk út hosszát az összes többi út hosszával összehasonĺıtó valósźınűség,
azaz a (2) valósźınűség numerikus meghatározása vállalhatatlan feladat. Továbbá,
a (2) elméletileg sem tud a kitűzött célnak megfelelő valósźınűséget eredményezni,
hanem annál sokkal kisebb valósźınűséget tudna csak adni, amint ez rögtön lát-
ható Prékopa és Long [26] eredményéből. Monhor [22] a CPM kritikus út PERT
sztochasztikus megfelelőjének egy lehetséges változatával foglalkozott. A CPM
esetén az utak hosszainak halmaza nyilván nemnegat́ıv valós számok halmazaként
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fogható fel, viszont a PERT esetén a valósźınűségi változók halmazáról van szó.
A halmazstruktúra szemszögéből nézve az első esetben, azaz a CPM esetén a
valós számok rendezési relációja révén a determinisztikus utak (pontosabban az
utak hosszai) egy teljesen rendezett halmaz. Ezzel szemben valósźınűségi változók
között nincs ilyen természetes rendezési reláció, két valósźınűségi változó szokásos
maximuma egy új valósźınűségi változót eredményez, más szóval a max(., .) nem
egy bináris reláció, hanem egy bináris művelet. Ezért a PERT megvalóśıtási ideje
nem tud egy olyan konkrét utat adni, amelynek hossza a projekt megvalóśıtási ideje
lenne. Erre az észrevételre alapozva Monhor [22] definiált a {λ(πk) : k ∈ Π} halma-
zon egy rendezési relációt, azon feltétel mellett, hogy a λ(πk), k ∈ Π utak hosszai
többdimenziós normális eloszlásúak. A defińıcióban csak a korrelált kétdimen-
ziós normális eloszlás valósźınűsége szerepel, s annak numerikus meghatározása
nem annyira nehéz. Továbbá erre alkalmazható egyszerű valósźınűségi korlátok is
vannak, pl. Monhor [23]. Elfogadható az a feltétel is, hogy a véletlen utak hossza-
inak együttes eloszlása többdimenziós normális, hiszen ha a tevékenységi idők
nem normális eloszlásúak, akkor is a központi határeloszlás tétel alapján az utak
hosszait többdimenziós normális eloszlással közeĺıthetjük.

Szántai [33] a valósźınűséggel korlátozott programozásra alapozva a PERT egy
új modelljét álĺıtotta fel. Ebben a modellben a tevékenységi időket nem deter-
minizálta, hanem ezeket a véletlen időket elő́ırt valósźınűségi szinten feltételként
szerepeltette, és a projekt időtartamát minimalizálandó célfüggvényként kezelte.
Szántai [33], Gouda és Szántai [8] numerikusan is tanulmányozták a modellt, illet-
ve a modellt alkalmazták mind többdimenziós normális, mind Dirichlet-eloszlású
tevékenységi idők feltételezése mellett, s érdekes, a gyakorlatban is jól értelmezhető
eredményeket értek el.

5. Záró megjegyzések

Ahogyan a harmadik szakaszban emĺıtettük, a PERT-modell megalkotásával
foglalkozó kutató-fejlesztő munka hivataloson 1958. január 27-én kezdődött. Ez azt
jelenti, hogy a folyó év a PERT megszületésének 60. évfordulója – többek között
ez adta jelen ı́rás elkésźıtésének gondolatát. Ezen túl, az Alkalmazott Matematikai
Lapok e különszáma Prékopa András professzorom tiszteletének van szentelve, aki
jelentősen járult hozzá a PERT valósźınűségi aspektusai tanulmányozásához.

A sztochasztikus PERT egy sokoldalú, terjedelmes irodalommal rendelkező
terület, ily módon e terület összefoglalása meghaladná szerény erőmet. Ezért egy
szűkebb részterületre, a PERT valósźınűségi megközeĺıtésére, azon belül is tovább
szűḱıtve, a determinisztikus kritikus út sztochasztikus megfelelőjének kereséséhez
direkt, vagy indirekt módon sorolható témakörökre szoŕıtkoztam a jelen dolgoza-
tomban.
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6. Köszönetnyilváńıtás

A szerző köszönettel tartozik egy anonim b́ırálónak, aki a jelen dolgozat meg-
fogalmazását nyelvileg jav́ıtotta néhány helyen.
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[28] Prékopa, A., Szantai T., Long. J.: New bounds and approximations for the probability
distribution of the length of the critical path, in Dynamic stochastic programming, ed., by
K. Marti., Y. Ermolev and G. Pflug, Springer (2004), 293–320.

[29] Robillard, P., Trahan, M.: The completion time of PERT networks, Operations Re-
search 25 (1977), 15–29.

[30] Sculli, D.: The Completion Time of PERT Networks, The Journal of the Operational
Research Society 34 (1983), 155–158.

[31] Shogan, A.W.: Bounding distributions for a stochastic pert network, Networks 7 (1977),
359–381.

[32] Szántai, T.: PERT alkalmazások, Aula, Budapest, 2002.
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A SHORT EXPOSITORY OVERVIEW

ON PROBABILISTIC APPROACH TO STOCHASTIC PERT

Davaadorjin Monhor

On January 27, 1958, under the direction of The US Navy
”
Special Projects Office”a research

team began to develop a mathematical model for the management of planning and evaluating of
the Polaris program. The team developed a new model called

”
Program Evaluation and Review

Technique (PERT)”. In 1959 Malcolm et al., [15] published a paper on this model. Since this
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publication, PERT has emerged as a successful tool of Operations Research. Over the last 60
years, a voluminous number of papers have been devoted to studies on PERT, and a vast majority
of the research has, however, been carried out on the topics of computational, managerial and
operational aspects of PERT. The probabilistic nature of the PERT model seems to be still not
understood properly, although there has been appeared a number of papers on the topic. The
present paper discusses probabilistic aspects of the PERT model in historical setting.
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