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RESUM
El c�alcul de valors i vectors propis �es un nucli computacional que forma part de diversesaplicacions de tipus cient���c i t�ecnic que requereixen una pot�encia de c�alcul molt gran.Aquestes aplicacions no poden resoldre's en sistemes monoprocessadors perqu�e aquestssistemes no proporcionen la pot�encia de c�alcul su�cient per resoldre el problema ambun temps raonable. Una soluci�o possible a aquest problema �es la utilitzaci�o de sistemesparal.lels.El contingut d'aquest treball pot dividir-se en quatre parts ben diferenciades; en lestres primeres parts es proposen un conjunt d'algorismes paral.lels per la resoluci�o delproblema del c�alcul dels valors i vectors propis en sistemes multicomputadors ambdiferents topologies: hipercub, malla i torus; en l'�ultima part del treball es proposa unametodologia d'an�alisi de l'escalabilitat de sistemes paral.lels.En la primera part del treball es proposen un conjunt d'algorismes paral.lels perhipercubs: BR segmentat, �-optimal i Grau-4. Tots aquests algorismes es basenen l'algorisme Block Recursive proposat a [42]. Els nous algorismes proposats tenenla capacitat d'utilitzar de forma m�es e�cient el potencial paral.lelisme de comuni-cacions que ofereix una arquitectura multiple-port amb els que s'aconsegueix unareducci�o del cost de la comunicaci�o considerable respecte al cost de comunicaci�o del'algorisme original.En la segona part del treball es proposa un nou algorisme amb una topologia decomunicaci�o en malla bidimensional (2D). Aquest algorisme l'hem anomenat al-gorisme 2D. Es veur�a que aquest nou algorisme aconsegueix reduir el cost totalconsiderablement respecte als algorismes que han estat proposat per altres autorsper malles i torus. ix



x Contribuci�o al c�alcul dels VAP's i a l'an�alisi de l'EscalabilitatEn la tercera part, s'estudia l'e�ci�encia de l'algorisme BR-segmentat (algorismeamb una topologia de comunicaci�o en hipercub proposat en la primera part dela tesi) un cop mapejat en un multicomputador amb una topologia en malla oen torus. A l'hora de realitzar el mapeig s'ha aplicat i ampliat una metodologiadesenvolupada en el grup de treball que ens permet realitzar el mapeig de formae�cient i sistem�atic d'una topologia en hipercub a una topologia en malla o torus.El cost de la comunicaci�o del nou algorisme es compara amb el cost de l'agorisme2D proposat en la segona part del treball.Finalment, en l'�ultima part d'aquest treball es proposa una metodologia d'an�aliside l'escalabilitat de sistemes paral.lels orientada a l'usuari �nal del sistema. S'util-itza l'algorisme 2D mapejat en una l��nia per mostrar un exemple d'aplicaci�o de lametodologia.
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1CONTEXT DEL TREBALL

ResumEn aquest cap��tol es descriuen els principals conceptes que de�neixen l'entorn en quees desenvolupa aquest treball. En la primera part es d�ona una visi�o hist�orica delsmulticomputadors i es descriuen aquelles propietats dels multicomputadors que s'hantingut en compte a l'hora de de�nir els algorismes que es proposen. A continuaci�o esdescriu el problema del c�alcul del valors i vectors propis des del punt de vista matem�atici es descriuen alguns algorismes que ja han estat proposats per la seva resoluci�o ensistemes multicomputadors. Els algorismes descrits s�on el punt de partida d'algunes deles propostes d'aquest treball. A continuaci�o s'introdueix el concepte d'escalabilitat desistemes. I per �ultim, es descriu la metodologia d'avaluaci�o que s'ha utilitzat a l'horad'analitzar l'e�ci�encia dels algorismes proposats en el treball.
1



2 Cap�itol 11.1 SISTEMES PARAL.LELSAl llarg de la hist�oria dels computadors, cap��tol 2 de [20],cap��tol 1 de [51], cap��tol 1 de[5], sempre s'han buscat computadors m�es r�apids per motius diversos:Als usuaris dels sistemes els interessa resoldre problemes cada cop m�es grans elsquals no poden resoldre's amb els computadors disponibles en aquell moment enun temps raonable.Per una altra banda, sempre s'est�a interessat en reduir el temps d'execuci�o delsproblemes que s'estan resolent i obtenir d'aquesta manera un temps de respostacada cop m�es petit.Durant les �ultimes d�ecades s'ha aconseguit incrementar considerablement la velocitat deprocessament dels computadors. Gran part d'aquest increment de velocitat �es degut ala utilitzaci�o de components electr�onics cada cop m�es r�apids - v�alvules, transsistors, cir-cuits integrats (petita/mitjana/gran escala)-. Aquesta reducci�o, per�o, est�a limitada perla pr�opia tecnologia degut a qu�e la velocitat m�axima a la que pot operar un componentelectr�onic de certes dimensions dep�en de la velocitat de la llum. Un cop arribat al l��mitde la tecnologia, actualment una de les opcions que ens permeten seguir augmentantla velocitat i capacitat de processat �es l'aplicaci�o del paral:lelisme. �Es aquest el motiupel qual s'ha introduit el paral.lelisme a molts nivells dintre del sistema computadorper tal d'aconseguir m�es velocitat de processament i en de�nitiva millors prestacions.1.1.1 Visi�o hist�orica dels sistemes paral.lelsInicialment, les millores es realitzen amb l'objectiu d'aconseguir processadors seq�uencialsm�es r�apids, cap��tol 1 de [51]. Algunes d'aquestes millores (seguint un ordre cronol�ogicd'aparici�o) s�on: acc�es en paral.lel a una paraula de mem�oria (inicialment 8 bits), util-itzaci�o de processadors especialitzats en la realitzaci�o d'operacions d'entrada i sor-tida, mem�oria entrella�cada, mem�oria cache, buffering d'instruccions, implementaci�ode m�ultiples unitats funcionals, execuci�o segmentada de les instruccions.



Context del treball 3Arribats en aquest punt, �es natural l'aparici�o d'unitats funcionals segmentades i lapossibilitat d'entrella�car v�aries operacions aritm�etiques. Apareixen els computadorsvectorials els quals s'implementen de dues maneres diferents: els processadors en arrayi els computadors vectorials segmentats. Mentre que els processadors en array estanformats per un conjunt d'elements de proc�es amb la capacitat de realitzar de formasimult�ania la mateixa operaci�o amb un conjunt de dades diferents, els processadorsvectorials segmentats es caracteritzen per obtenir concurr�encia a partir de l'execuci�od'operacions amb vectors utilitzant unitats vectorials segmentades (model SIMD -SingleInstruction Multiple Data- segons la classi�caci�o de Flynn [19][18]).El model SIMD �es un dels primers models de computadors paral.lels que va apar�eixer[49]. Model que van seguir els multiprocessadors Illiac IV , ICL DAP , GoodyearMPP , Thinking Machines CM � 1 i CM � 2 i la Maspar MP � 1 i MP � 2 (elsquals es classi�quen dintre la categoris de processadors en array).Molts supercomputadors d'aquesta �epoca tenen processadors vectorials segmentats,com el Cray-1 (Cray Research) i el Cyber 205 (Control Data Corporation). Algunsmultiprocessadors d'aquesta �epoca es construeixen a partir de nodes vectorials, comper exemple el Cray 3. Apareixen, doncs, sistemes multiprocessadors amb varis nodesvectorials connectats en bus.Tots els sistemes paral.lels que podem trobar en aquesta �epoca s�on amb una gesti�o demem�oria compartida.Els dos problemes principals que tenen aquestes primeres m�aquines paral.leles s�on:El model de programaci�o dels processadors en array (SIMD) �es molt poc exible- no tots els problemes tenen aquest tipus de paral.lelisme-. Malgrat que els com-putadors SIMD inicialment estaven pensats com una m�aquina de prop�osit general,aquests tipus d'arquitectura s'adapta a les necessitats de certs tipus de problemes,com el processat de la imatge o el processat del senyal.S�on m�aquines amb un cost molt elevat, especialment en el cas delsmultiprocessadorsamb nodes vectorials, els quals utilitzen nodes que s'emmarquen dintre la categoria



4 Cap�itol 1de supercomputadors - nodes vectorials custom- amb el que s'encareix el cost delsistema de forma considerable a l'hora d'implementar m�aquines amb un nombre denodes gran.Amb l'idea de reduir el cost dels sistemes paral.lels, el seg�uent pas vas ser implementarm�aquines amb molts nodes molt m�es senzills, nodes amb arquitectures de tipus generalamb un cost molt m�es baix. �Es cap a la d�ecada dels 80 que els multiprocessadors comen-cen a prendre for�ca, b�asicament, degut a les bones prestacions dels microprocessadors ia la possibilitat d'obtenir qualsevol component (mem�oria, xarxa d'interconnexi�o...) delque es composa el sistema computador a un cost considerablement baix.Aquests nous computadors paral.lels segueixen un modelMIMD,Multiple InstructionMultiple Data, (segons la classi�caci�o dels computadors realitzada per Flynn [18] ). Unmodel molt m�es exible que el model SIMD, on cada node del sistema t�e la possibilitatd'executar un conjunt d'instruccions diferents amb un conjunt de dades diferents.Dintre d'aquest nou grup, inicialment, apareixen els sistemes paral.lels amb mem�oriadistribu��da, tamb�e anomenats multicomputadors. En aquests sistemes paral.lels unnode consisteix en un processador el qual t�e la seva pr�opia mem�oria local i un hardwarede comunicaci�o que li permet la connexi�o directa amb alguns nodes que formen elsistema. Els processadors s'intercanvien informaci�o mitjan�cant el mecanisme de pasde missatges a trav�es de la xarxa d'interconnexi�o. En la �gura 1.1(a) es mostra unesquema molt simple del que seria un sistema multicomputador [1].Els hipercubs [29][28], s�on les xarxes d'interconnexi�o que s'implementen en els primerssistemes multicomputadors. Els primers hipercubs que podem trobar al mercat s�on dela fam��lia Intel, aix�� podem trobar el iIPSC � 2, el iPSC=860,.. o b�e la fam��lia delsnCube. Els hipercubs, malgrat les seves bones prestacions tenen restriccions hardwareper escalar el sistema a qualsevol nombre de nodes. Aquest fet d�ona lloc a que esproposen altres topologies molt m�es escalables com les malles i torus n-dimensionals.La programaci�o dels multicomputadors amb una metodologia amb pas de missatges no�es una tasca f�acil de realitzar. El programador ha de tenir cura a l'hora de distribuir
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Figura 1.1 Representaci�o esquem�atica de (a) sistemes multicomputadors i (b) sis-temes multiprocessadorsles dades entre els diferents nodes del sistema per obtenir una e�ci�encia m�axima iminimitzar el pas de missatges. Per una altra banda, el software desenvolupat �nsaquell moment no pot apro�tar-se en els nous sistemes amb un model de programaci�oamb pas de missatges i s'ha de refer de nou.Aquest problema fa apar�eixer sistemes paral.lels amb gesti�o de mem�oria compartida,tamb�e anomenats multiprocessadors [5]. En aquests nous sistemes, la programaci�o �esmolt m�es senzilla que en el cas dels multicomputadors ja que l'intercanvi de dades entreels diferents nodes del sistema �es totalment transparent al programador. Les operacionsde comunicaci�o es realitzen en base a les operacions d'acc�es a mem�oria load/store.En la �gura 1.1(b) es mostra un esquema general d'un sistema multiprocessador. Comes pot observar en aquest esquema, els multiprocessadors per tal de poder compartirla mem�oria entre tots els nodes del sistema s'implementen situant la xarxa d'intercon-nexi�o entre els processadors i la mem�oria. Malgrat la senzillesa de programaci�o quecomporten els sistemesmultiprocessador, aquests tenen una limitaci�o hardware a l'horad'afegir nodes al sistema, limitaci�o que no apareix en els sistemes multicomputadors.Un sistema multiprocessador no pot incrementar el nombre de nodes de forma in-de�nida degut a qu�e el temps d'acc�es a mem�oria inclou la lat�encia d'acc�es a la xarxad'interconnexi�o i aquest cost s'incrementa a mesura que el sistema creix.



6 Cap�itol 1En aquest moment tenim dos esquemes ben diferents de plantejar un sistema paral.lelamb els seus avantatges i desavantatges. El seg�uent pas en l'evoluci�o dels sistemesparal.lels ha estat proposar sistemes que aconsegueixen tenir els avantatges dels mul-ticomputadors i els avantatges dels multiprocessadors, o sigui, aconseguir sistemes quesiguin f�acils de programar i amb la possibilitat de tenir un nombre de nodes grans aun cost raonable (sistemes h��brids). Amb aquest objectiu, apareixen els sistemes ambmem�oria compartida f��sicament distribu��da, DSM -Distributed Shared Memory-. Latopologia d'interconnexi�o �es similar als sistemes multicomputadors inicials. A l'arqui-tectura s'afegeix el hardware necessari per la gesti�o d'adreces de mem�oria; el hardwares'encarrega de determinar si l'acc�es �es a dades locals -mem�oria local al node- �o si l'acc�es�es a dades no locals -que pertanyen a la mem�oria local d'un altre node-; aquesta gesti�o�es totalment transparent a l'usuari [5].El model de programaci�o d'aquests sistemesDSM es pot realitzar mitjan�cant primitivesde mem�oria compartida (load/store) o b�e amb primitives de pas de missatges. Quanel nombre de nodes del sistema �es gran �es aconsellable l'utilitzaci�o de primitives de pasde missatges per q�uesti�o d'e�ci�encia.Actualment, podem trobar sistemes paral.lels comercials amb aquestes caracter��stiques[49], per exemple Cray T3E amb un nombre m�axim de 2048 nodes i una topologiatoroidal 3D, la Sequent NUMA-Q amb 32 nodes com a m�axim i una topologia en anello la SGI Origin2000 amb un m�axim de 128 nodes i una topologia 6� cube.Paral.lelament, amb el desenvolupament de xarxes d'�area local cada cop m�es r�apides,ha sorgit un nou camp en la computaci�o paral.lela que s�on les xarxes d'estacions detreball (NOW o tamb�e anomenats clusters). Un exemple representatiu d'aquest tipusde m�aquina �es: el cluster de 100 nodes UltraSPARC implementat a la universitat UCBerkeley amb una xarxa d'interconnexi�o Myrinet [49]. En aquestes xarxes el model deprogramaci�o tamb�e es realitza amb primitives de pas de missatges.En aquest treball de tesi ens interessa qualsevol sistema paral.lel en el que sigui possiblela programaci�o de pas de missatges. Aix�� doncs, tots les idees que es proposen en elsalgorismes proposats i avaluats en aquest treball s�on v�alids per sistemes multicomputa-



Context del treball 7dors, per sistemes multiprocessadors del tipus DSM que suporten el pas de missatgesi pel cas de les xarxes d'estacions de treball (NOW ). En el treball, els algorismes s'hanavaluat concretament pel cas d'un entorn multicomputador, �es per aquest motiu que acontinuaci�o es donen m�es detalls sobre multicomputadors .1.1.2 Organitzaci�o dels multicomputadorsEn aquesta secci�o es descriuen breument els components dels multicomputadors ques'han tingut en compte a l'hora de modelitzar els algorismes que es presenten en elscap��tols seg�uents.Xarxa d'interconnexi�oLa funci�o de la xarxa d'interconnexi�o en una m�aquina paral.lela �es permetre l'inter-canvi d'informaci�o entre un node i qualsevol altre node del sistema. La classi�caci�om�es habitual de les xarxes d'interconnexi�o en un entorn multiprocessador �es en xarxesdirectes i xarxes indirectes.Una xarxa directa consisteix en un conjunt de nodes, cadascun dels quals est�a con-nectat directament a un subconjunt d'altres nodes de la xarxa [5][13][38]. Un node�es un sistema complet, processador, mem�oria i dispositius. Algunes de les propietatsimportants d'una xarxa d'interconnexi�o directa s�on:Grau d'un node: El nombre de canals que connecten un node amb els seus ve��ns.Di�ametre: La dist�ancia m�axima entre dos nodes dintre la xarxa.Simetria: Una xarxa �es sim�etrica si es veu igual des de qualsevol node.Una xarxa directa es caracteritza b�asicament per dos components: topologia i gesti�o del'encaminament de missatges. En el cas d'encaminament de missatges s'ha de tenir encompte els algorismes de switching i algorismes d'enrutament de missatges (routing).La topologia determina c�om estan els nodes f��sicament connectats uns amb els altres. La
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3Figura 1.2 Xarxes d'interconnexi�o directes d'inter�es en aquest treballtopologia ideal �es aquella en qu�e tots els nodes estan connectats amb la resta de nodesdel sistema mitjan�cant un enlla�c directe. Quan el nombre de nodes del sistema creix,el cas ideal �es impracticable. �Es per aquest motiu que en xarxes reals, els nodes tansols estan connectats directament a un subconjunt de nodes dels sistema. Aix�o implicaque a l'hora d'intercanviar informaci�o entre dos nodes qualssevol s'hagin d'utilitzarnodes intermitjos. En aquestes topologies, en les que un missatge ha de travessarnodes intermitjos per arribar al seu dest��, s�on necessaris algorismes d'encaminamentque determinen quin �es el cam�� a seguir. Finalment, quan un missatge arriba a unnode intermig, s'han de determinar quins s�on els recursos que s'han d'utilitzar, canalsde sortida, bu�ers... aquestes decisions es prenen en funci�o de quin mecanisme deswitching s'apliqui.En una xarxa indirecta en lloc de tenir enlla�cos que permeten la comunicaci�o directaentre els nodes, la comunicaci�o entre els nodes es realitza mitjan�cant un mecanismehardware (switch) que permet la comunicaci�o entre dos nodes qualssevol de la xarxaamb un cost constant.En aquest treball ens centrem en xarxes directes [5][38], m�es concretament es consid-eraran topologies en hipercubs, malles i torus (�gura 1.2).Hipercub.



Context del treball 9Un hipercub d-dimensional t�e N = 2d nodes i d � 2d�1 enlla�cos [29][28]. Cadanode est�a identi�cat per un nombre binari. Dos nodes estan connectats amb unenlla�c directe si i nom�es si els corresponents identi�cadors difereixen en un solbit. D'aquesta manera es compleix que un node t�e un nombre de ve��ns igual ad = log N , cadascun d'aquests ve��ns en una dimensi�o diferent k de l'hipercub,k 2 [0::(d � 1)], depenent de quina posici�o ocupa el bit que difereix entre els dosidenti�cadors del nodes en questi�o.La construcci�o d'un hipercub es pot realitzar de forma recursiva; un hipercub dedimensi�o d es pot construir a partir de dos hipercubs de dimensi�o d � 1. En la�gura 1.2 es mostra un exemple d'un hipercub de dimensi�o 4 el qual es construeixa partir de dos hipercubs de dimensi�o 3, a la vegada cadascun d'ells es construeixa partir de dos hipercubs de dimensi�o 2 i aquest proc�es �es repeteix �ns que s'arribaa un hipercub de dimensi�o 0, un �unic node.�Es una topologia que degut a les bones propietats que presenta ha estat estudiadamolt a fons. Les propietats m�es destacables s�on:{ Regular{ Di�ametre petit, igual a log N .{ Els nodes tenen un grau igual a la dimensi�o d (es a dir el grau escala en funci�odel tamany de l'hipercub).{ �Es una topologia en la que f�acilment es poden mapejar altres topologies, malles,torus, arbres, etc.En els primers multicomputadors s'implementa aquesta topologia, on podem in-cloure el prototipus de CaltechResearch -Cosmic Cube [56]-, les tres primeres gen-eracions de l'Intel iPSC (iPSC-1, iPSC-2 i iPSC/860 ) i les diferents generacionsde nCUBE (nCUBE2 [47], nCUBE3 -metaCube (1995)-) [28].Malles i torus multidimensionals.La xarxa d'interconnexi�o m�es simple que podem trobar �es una l��nia, on els nodes �esnumeren consecutivament 0; :::; (N � 1) (una l��nia amb N nodes). La xarxa constade N � 1 enllacos. El di�ametre de la xarxa �es N � 1 i la dist�ancia mitja �es 2=3N .L'encaminament en xarxes d'aquest tipus �es trivial ja que tenim un �unic cam�� perconnectar qualsevol parella de nodes i el cost d'implementaci�o hardware �es petit.



10 Cap�itol 1Un anell es construeix b�asicament afegint un altre enlla�c que connecti directamentels dos extrems d'una l��nia. El di�ametre i la dist�ancia mitja s�on N=2. L'encamina-ment �es senzill ja que tan sols tenim dos camins possibles per comunicar dos nodesqualssevol de l'anell.El problema principal d'aquestes topologies linials �es que a mesura que el nombrede nodes augmenta les dist�ancies es fan grans i augmenta el nombre de conictes decomunicaci�o sempre i quan varis nodes de la l��nia/anell vulguin enviar un missatgeen el mateix instant.La generalitzaci�o d'una l��nia i un anell �es una malla i un torus respectivament.Una malla d dimensional, consisteix en N = kd�1 x ::: x k0 nodes. Un node Xdintre la xarxa est�a identi�cat per un vector de d coordenades (xd�1; :::; x0), on0 � ij � kj � 1 per 0 � j � (d � 1). Dos nodes X i Y dintre la malla estanconnectats amb un enlla�c directe si xi = yi per tot 0 � i � d� 1, excepte per un jtal que yj = xj +1 �o yj = xj � 1. En una malla un node t�e un nombre de ve��ns quevaria de d �ns a 2d segons la situaci�o del node dintre la xarxa; els nodes internstenen el m�axim grau 2d i els nodes del contorn tenen graus inferiors, sent els nodesde l'extrem els que tenen el grau m��nim d.En un torus, amb els enlla�cos wraparound entre els nodes del contorn s'aconsegueixque tots els nodes tinguin un nombre de ve��ns igual a 2d.En la �gura 1.2 es mostra un exemple d'una malla i d'un torus de dues dimensions.Molts multicomputadors m�es actuals han adoptat aquestes topologies, malla i torus, jaque permeten escalar el sistema de forma simple i amb un cost baix respecte a altrestopologies com l'hipercub. Podem trobar multicomputadors com Intel Paragon XP/S ielMosaic C amb una topologia en malla 2D [35]. ElMIT J-Machine amb una topologiaen malla 3D i els multicomputadors de Cray, T3E i T3D, amb una topologia toroidal3D.Gesti�o d'encaminament de missatgesEl hardware que ens permet la comunicaci�o entre els nodes del multicomputador �es elrouter [13]. Els components principals que podem trobar en un router s�on:
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Figura 1.3 Esquema d'un routerCanals externs. Els canals de comunicaci�o utilitzats per l'intercanvi de dades entrenodes. Distingim entre canals d'entrada i canals de sortida. Els canals d'entrada,pels quals el node rep els missatges, dels quals ell �es el dest��, o b�e rep missatges elsquals s'han de reenviar ja que tenen un altre dest��. Els canals de sortida, pels qualsel node envia/reenvia els missatges a la resta de nodes.Bu�ers. Per emmagatzemar els missatges en tr�ansit. En general s'associa un bu�era cadascun dels canals d'entrada i sortida f��sics. El tamany del bu�er ha de sersu�cient per emmagatzemar almenys un missatge de tamany igual a un flit (quan-titat d'informaci�o m��nima que viatja per la xarxa). L'unitat de transfer�encia es diuphit, i est�a composada per 1 o m�es flits."Switch". Mecanisme hardware que permet la connexi�o dels canals d'entrada ambels canals de sortida.Mecanisme de routing. Mecanisme que implementa els algorismes d'encaminament,seleccionant quin canal de sortida ha d'utilitzar el missatge que arriba, realitzant laconnexi�o corresponent (mecanisme de switching). En el cas de qu�e varis missatgesvulguin utilitzar el mateix canal de sortida el mecanisme d'encaminament ha degestionar l'acc�es al mateix. En cas de qu�e el canal de sortida estigui ocupat elmissatge s'ha d'emmagatzemar en els bu�ers.
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1 30 2Figura 1.4 Store and ForwardCanals interns. Permeten la comunicaci�o entre el processador i el router. Aquestsconsisteixen en un o m�es canals d'entrada i sortida pels quals viatgen els missatgesel dest�� o l'origen dels quals �es el node en questi�o.Podem trobar tres mecanismes de gesti�o d'encaminament dels missatges [5], que s�onels seg�uents:Store and Forward.Amb aquest esquema un node espera a rebre tot el missatge sencer abans d'enviar-lo al seg�uent node. Aquesta t�ecnica requereix que els nodes tinguin bu�ers moltgrans.En la �gura 1.4 es mostra de forma gr�a�ca com es realitzaria el pas de missatgesamb aquest esquema. En l'exemple es suposa que un missatge est�a composat per 4paquets numerats del 0 al 3. El missatge s'envia del processador P1 al processadorP4. Inicialment el processador P1 t�e emmagatzemat tot el missatge, temps T0.Els paquets s'envien seq�uencialment un darrera l'altre al processador P2 i aquestno els reenvia al processador P3 �ns que no ha rebut tot el missatge complet (elsquatre paquets). Un cop rebut tot el missatge torna a comen�car el mateix proc�esper�o entre el processadors P2 i P3 i �nalment amb els processadors P3 i P4.Circuit switching.Amb aquest esquema, abans d'enviar cap missatge primer s'estableix el cam��, con-�gurant els routers convenientment i indicant al node origen quin ha estat el cam��
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Figura 1.5 (a) Circuit switching i (b) Cut throughque s'ha establert [50]. A continuaci�o les dades poden enviar-se a la velocitatm�axima (igual a l'amplada de banda de l'enlla�c). Els nodes s'alliberen un cop elmissatge ha estat rebut completament pel node dest��.Aquest esquema �es e�cient en sistemes en els que s'han d'enviar missatges amb pocafrequ�encia i cada transmissi�o involucra grans quantitats de dades. D'aquesta formael temps d'iniciar una comunicaci�o (establir el cam��) t�e un pes relativament petiten el cost total de la comunicaci�o, el qual es considera despreciable en front del costd'enviar les dades. El problema m�es gran que planteja aquest esquema �es el tempsque es mantenen els nodes ocupats un cop establert el cam��. Un node no s'allibera�ns que tots els paquets que formen el missatge no han arribat al node dest��. Uncop el node dest�� ha rebut tots els paquets envia un missatge al node origen queindica que la transfer�encia ha �nalitzat i �es en aquest moment que els nodes quedenlliures. En la �gura 1.5(a) es mostra un esquema de com es realitzaria el pas demissatges amb aquest esquema.Cut through.La majoria de m�aquines paral.leles actuals apliquen l'esquema d'encaminament demissatges anomenat cut through [48] [46]. En aquest esquema el cam�� es crea amesura que la comunicaci�o progressa. Els routers decideixen quin ha de ser el cam��consultant els primers bits de la capacalera del missatge, permetent d'aquesta forma



14 Cap�itol 1a la resta del missatge passar directament del canal d'entrada al canal de sortidadel router. Daquesta forma el retard en cada node �es m��nim.Aquest esquema �es molt similar a l'esquema Circuit switching per�o sense la faseinicial d'establiment del cam��. A m�es a m�es, en aquest esquema els nodes s'alliberena mesura que l'�ultim paquet que forma part del missatge �es enviat per cadascundels nodes que formen el cam��. D'aquesta forma els nodes estan ocupats el m��nimtemps possible. El cost de travessar els nodes intermitjos es considera despreciable.En la �gura 1.5(b) es mostra un esquema de com es realitzaria el pas de missatgesamb aquest esquema.Un dels aspectes que s'han de tenir en compte en la gesti�o d'una xarxa �es el problemade la contenci�o, quan dos o m�es missatges volen utilitzar el mateix canal de sortida.En el cas del mecanisme cut through, podem trobar dues solucions.{ La primera soluci�o, anomenada virtual cut through, soluciona el problema em-magatzemant tot el missatge en un bu�er del node on s'ha generat la contenci�o[34].{ En la segona soluci�o, anomenada wormhole[48], cada node emmagatzema lapart del missatge que t�e en l'instant en qu�e es produeix la contenci�o, d'aquestaforma el missatge queda emmagatzemat entre tots els nodes que formen elcam��. Amb aquesta segona proposta, el tamany dels bu�ers pot ser una micam�es petit.Interf��cie amb la xarxaUn punt molt important a considerar en aquest treball �es la connexi�o entre el proces-sador i el router, que fa refer�encia al nombre de canals interns [35][48]. Des d'aquestpunt de vista podem distingir dos tipus d'arquitectures: one� port i multiple� port.En una arquitectura one� port l'interface entre el processador i el router est�a formadaper un �unic enlla�c d'entrada i un �unic enlla�c de sortida. En un moment determinat elprocessador tan sols pot enviar i rebre un �unic missatge per/de qualsevol dels canalsexterns (del router). Una conseq�u�encia directa d'aquest esquema �es que els missatgess'han de rebre/enviar de forma seq�uencial.
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RouterRouterFigura 1.6 Model one� port i multiple� portEn la �gura 1.6(a) es pot veure de forma esquem�atica la capacitat d'enviar/rebre d'unnode amb un model one�port (un missatge com a m�axim). En aquest cas es consideraun router amb quatre canals externs d'entrada i quatre canals externs de sortida. Elprocessador t�e capacitat d'enviar/rebre un �unic missatge que pot sortir/ o li pot arribarper qualsevol dels quatre canals de sortida/entrada. La connexi�o processador-router esconsidera full-duplex ; per tant, a la vegada que rebi un missatge es possible estar enviantun altre missatge per qualsevol dels quatre canals de sortida. En el cas que en el mateixinstant es rebi m�es d'un missatge el processador tan sols podr�a accedir a la informaci�ode forma seq�uencial (un darrera l'altre).En una arquitectura multiple � port es redueix el coll d'ampolla entre processador irouter afegint m�es canals interns d'entrada i sortida. El node pot enviar i rebre varismissatges en paral.lel sempre i quan utilitzin diferents canals externs. L'arquitectura�es diu all � port quan el nombre de canals interns coincideix amb el nombre de canalsexterns. En la �gura 1.6(b) es mostra de forma esquem�atica (quatre missatges a lavegada pels diferents canals externs) la capacitat d'enviar/rebre d'un node amb unmodel multiple� port (m�es concretament all � port).Model de programaci�o (pas de missatges)Els diferents processos d'una aplicaci�o paral.lela distribu��ts entre els diferents nodesd'un multicomputador molt probablement han d'intercanviar informaci�o entre ells. Ensistemes multicomputadors les dades generalment s'intercanvien entre els processosmitjan�cant crides de sistema de pas de missatges. Per enviar dades a un altre proc�es,



16 Cap�itol 1s'utilitzen rutines que tenen per par�ametres el node dest��, el missatge i el tamany delmissatge. El que rep el missatge indica de qui vol rebre el missatge i on s'ha de deixarla informaci�o rebuda [5] [33].En aquest treball no s'ha tingut en compte cap tipus d'implementaci�o concreta delmodel de programaci�o (PVM, MPI, active messages...), el model desenvolupat �es elsu�cientment general per permetre avaluar qualsevol implementaci�o sempre i quan siguipossible expressar el seu cost en funci�o d'un temps d'inicalitzaci�o (lat�encia) i d'un tempsd'enviar les dades per un enlla�c (ample de banda) [5].1.2 C�ALCUL PARAL.LEL DE VALORS I VECTORSPROPIS1.2.1 Valors i vectors propisSigui A una matriu real quadrada de dimensi�o m x m. Es diu que � �es un valor propide la matriu si existeix un vector x tal queAx = �x (1.1)El vector x �es el vector propi associat al valor propi �.El problema que s'estudia en aquest treball �es el c�alcul e�cient de tots els valors ivectors propis d'una matriu real i sim�etrica [24][59].La necessitat de resoldre el c�alcul de valors i vectors propis apareix en una gran varietatd'aplicacions, on s'inclouen l'an�alisi din�amica d'estructures d'avions i coets, la predici�odel comportament d'estructures mec�aniques, l'estudi de convecci�o solar, l'an�alisi decircuits electr�onics i l'an�alisi estad��stica de dades. �Es per aix�o que �es important trobarm�etodes m�es r�apids per resoldre el c�alcul de valors i vectors propis.



Context del treball 17El m�etode m�es �ampliament utilitzat per a la resoluci�o del problema dels valors i vec-tors propis en un computador escalar �es el m�etode iteratiu QR [24]. Aquest m�etodees considera el m�es e�cient per m�aquines escalars perque requereix menys operacionsaritm�etiques que qualsevol altre m�etode. El problema que t�e, per�o, �es que el tipusd'operacions que es realitzen presenten molt poc paral.lelisme de manera que �es moltpoc e�cient quan s'executa en multicomputadors.Si la matriu A �es sim�etrica podem aplicar el m�etode de Jacobi. Malgrat que requereixm�es operacions que el m�etode de la iteraci�o QR, les operacions permeten un grau deparal.lelisme m�es gran, cosa que el fa m�es atractiu per a computadors paral.lels.1.2.2 M�etodes de JacobiEl m�etode de Jacobi �es un m�etode iteratiu. En cada iteraci�o, un element no diagonalde la matriu, apq, i el seu sim�etric, aqp, s�on anul.lats mitjan�cant l'aplicaci�o d'una trans-formaci�o similar, Rpq [24]. El proc�es �nalitza quan la matriu original es transformaen una matriu amb estructura m�es simple, generalment una matriu diagonal, a partirde la qual �es m�es f�acil obtenir els valors i vectors propis. El fet que s'utilitzin trans-formacions similars fa que els valors propis de la matriu resultant despr�es d'aplicar lestransformacions, coincideixin amb els valors propis de la matriu original. En concret,els valors propis de la matriu s�on els elements de la diagonal de la matriu resultant. Elsvectors propis s�on les columnes d'una matriu, l'anomenarem U , que �es el resultat del'acumulaci�o de totes les transformacions similars que s'han aplicat a la matriu originalA.Les transformacions similars que s'utilitzen en el m�etode de Jacobi s�on rotacions enel pla. M�es concretament, donada una iteraci�o k de l'algorisme, la rotaci�o en el plaRk(pq) s'aplica per tal d'anul.lar un element (apq) no diagonal de la matriu A i el seusim�etric (aqp) de la manera seg�uent:Ak+1 = RTk (pq) x Ak x Rk(pq) per k=0,1,2,... i A0 = A



18 Cap�itol 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 c 0 s 0
0 0 0 1 0 0
0 0 -s 0 c 0
0 0 0 0 0 1

a11 a12 a13 a14 a15 a16

a21 a22 a23 a24 a25 a26

a31 a32 a33 a34 0 a36

a41 a42 a43 a44 a45 a46

a51 a52 0 a54 a55 a56

a61 a62 a63 a64 a65 a66

p q

p

q

p q

p

q

RT(p,q) × A × R(p,q) =

(a) (b)Figura 1.7 a) Matriu de transformaci�o b) Elements modi�cats en l'aplicaci�o d'unatransformaci�oLa transformaci�o similar Rk que es requereix per anul.lar els elements ak(p; q) i ak(q; p)t�e una estructura igual a la que es mostra en la �gura 1.7(a), on s = sin(�pq) ic = cos(�pq). L'angle de rotaci�o, �pq, s'obt�e a partir dels valors ak(p; q), ak(q; p) iak(q; q) [24].Si m �es la dimensi�o de la matriu, s�on necess�aries m(m� 1)=2 transformacions diferentsper anul.lar un sol cop tots els elements que no pertanyen a la diagonal. El grup detransformacions que anul.len tots els elements de fora la diagonal un sol cop s'anomenaescombrat. El m�etode �es necess�ariament iteratiu ja que l'aplicaci�o d'una transformaci�opot modi�car (donar un valor diferent de zero) algun element que havia estat anul.latper alguna transformaci�o pr�evia. �Es per aquest motiu que s�on necessaris varis escom-brats per qu�e la matriu original quedi redu��da a una matriu diagonal.Un dels factors m�es importants que afecten a la rapidesa amb qu�e convergeix el m�etode�es l'ordre en qu�e s'apliquen les transformacions dintre d'un escombrat; aquest es diuordenaci�o o esquema de Jacobi. S'han proposat diverses ordenacions per completar unescombrat. En l'esquema anomenat Jacobi cl�assic, a cada iteraci�o s'elimina l'elementno diagonal m�es gran en valor absolut de la matriu A. Amb aquest esquema, el m�etodeconvergeix molt r�apidament, per�o el fet d'haver de rec�orrer tots els elements de la matriu



Context del treball 19en cada iteraci�o per buscar quin element �es el m�es gran en valor absolut suposa un costen temps d'execuci�o considerable. Una soluci�o a aquest problema �es eliminar tots elselements de fora la diagonal d'acord un ordre predeterminat (per �les, columnes, etc.).Aquest nou esquema s'anomena Jacobi c��clic i malgrat que necessita m�es iteracions perconvergir generalment �es m�es r�apid que el Jacobi cl�assic ja que cada escombrat t�e uncost inferior des del punt de vista de temps d'execuci�o.Finalment els vectors propis es corresponen a les columnes d'una matriu que s'obt�e apartir de l'acumulaci�o de totes les rotacions realitzades a la matriu A, U = I � R0 �R1 �R2:::.1.2.3 M�etode de Jacobi unilateral i bilateralS'han proposat duess maneres diferents d'aplicar les rotacions en el m�etode de Jacobi,que donen lloc al m�etode de Jacobi unilateral (one � sided [14] [15]) i al m�etode deJacobi bilateral (two � sided [59]). Els dos m�etodes requereixen el mateix nombred'operacions sempre i quan es calculin els valors i vectors propis. Els dos m�etodes esdiferencien b�asicament en l'ordre en que es realitzen les operacions d'una transformaci�osimilar.El m�etode que s'ha descrit en la secci�o anterior correspon al m�etode de Jacobi bilat-eral. En aquest m�etode s'ha pogut veure que en cada iteraci�o, k, l'aplicaci�o d'unatransformaci�o similar Rk(pq) suposa un premultiplicaci�o de la matriu Ak per la matriude transformaci�o trasposada RTk (pq) i una postmultiplicaci�o de la matriu A resultantper la matriu de transformaci�o Rk(pq). Aquestes dues operacions matricials actualitzenles �les p i q i les columnes p i q de la matriu Ak (�gura 1.7(b)). Aquest fet fa que elm�etode bilateral tingui un cost de comunicaci�o bastant gran quan s'implementa en unsistema multicomputador, on les matrius es distribueixen entre els diferents nodes delmulticomputador habitualment per �les o per columnes.Amb el m�etode de Jacobi unilateral les operacions es realitzen en un ordre tal que al'hora d'aplicar una transformaci�o tan sols s'actualitzen expl��citament les columnes dela matriu. En aquest cas, les operacions s'organitzen de la manera seg�uent:
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�A0 = A i U0 = I�Ak+1 = �Ak � Rk i Uk+1 = UTk � Rk per k=0,1,2,...Es compleix que: Ak+1 = Uk � �AkPer calcular la matriu de rotaci�o Rk(pq) (angle de rotaci�o) �es necessari que es calculinexpl��citament els elements ak(p; q), ak(q; p) i ak(q; q) de la matriu Ak (matriu que resul-taria si s'apliqu�es el m�etode bilateral). Els elements ak(p; q), ak(q; p) i ak(q; q) s'obtenena partir de �Ak i Uk tal i com s'indica a continuaci�o:

ak(p; q) = < Uk(�; p); �Ak(�; q) >ak(p; p) = < Uk(�; p); �Ak(�; p) >ak(q; q) = < Uk(�; q); �Ak(�; q) >L'expressi�o < x; y > fa refer�encia al producte intern dels vectors x i y. �A(�; p) farefer�encia a la columna p de la matriu �A. Es pot comprovar f�acilment que tant el c�alculde la transformaci�o Rk(p; q) com la seva aplicaci�o requereix �unicament operacions ambles columnes p i q de les matrius �A i U .El m�etode de Jacobi unilateral generalment �es m�es r�apid que el bilateral quan s'executaen un multicomputador ja que requereix menys comunicaci�o. Les matrius �A i U espoden distribuir per columnes i totes les operacions necess�aries per calcular i aplicaruna rotaci�o poden realitzar-se en un mateix node sense necessitat de cap tipus decomunicaci�o amb els nodes ve��ns. En canvi, amb el m�etode bilateral �es dif��cil evitartotalment la comunicaci�o a l'hora de calcular i aplicar una rotaci�o, ja que com s'ha vistanteriorment el m�etode modi�ca tant �les i columnes de les dues matrius �A i U . �Esper aquest motiu que molts treballs en la literatura es centren en el m�etode de Jacobiunilateral.
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(1,2) (3,4) (5,6) (7,8)
(1,4) (2,6) (3,8) (5,7)
(1,6) (4,8) (2,7) (3,5)
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(1,5) (7,3) (8,2) (6,4)
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(b)

P0 P1 P2 P3

etapa 0
etapa 1
etapa 2
etapa 3
etapa 4
etapa 5
etapa 6

1 3 5 7
2 4 6 8

P0 P1 P2 P3

(a)Figura 1.8 Ordenaci�o de Jacobi round robin. (a) Patr�o de comunicaci�o (b) Empar-ellaments en un escombrat1.2.4 Paral.lelisme dels m�etodes de JacobiUna propietat molt interessant del m�etode de Jacobi es que podem aplicar v�aries rota-cions en paral.lel, per anul.lar varis elements a la vegada, reduint d'aquesta manera eltemps necessari pera completar un escombrat. Per exemple, en una matriu qualsevolpodem anul.lar els elements A(1; 2) i A(3; 4) (i els seus sim�etrics) en paral.lel, perqu�ela transformaci�o R(1; 2) tan sols modi�ca les columnes 1 i 2 de la matriu i la trans-formaci�o R(3; 4) tan sols modi�ca les columnes 3 i 4 de la matriu. En aquest context,aquestes dues transformacions es diuen transformacions independents. En general,dues transformacions R(i; j) i R(r; s) s�on independents si es compleix que i 6= j, i 6= s,j 6= r i j 6= s.Aquesta propietat ha motivat la cerca d'ordenacions de Jacobi paral.leles en les que lestransformacions similars per completar un escombrat s'organitzin en grups de rotacionsindependents. Cadascun d'aquests grups s'anomena una etapa. Els algorismes paral.lelsque apliquen aquestes ordenacions de Jacobi poden explotar millor el paral.lelismeinherent d'un multicomputador ja que el treball associat a cada etapa es pot distribuirentre els diferents nodes del multicomputador i realitzar-se en paral.lel.



22 Cap�itol 1En la �gura 1.8(b) es mostra els diferents grups de rotacions independents que s'ex-ecuten en cada etapa quan s'aplica l'ordenaci�o round robin [15]. En l'exemple es con-sidera una l��nia de 4 processadors i una matriu de dimensi�o 8. Inicialment cada nodede la l��nia rep dues columnes de la matriu A i de la matriu U . El processador P0 reples columnes 1 i 2, s'indica amb la tupla (1; 2), el processador P1 les columnes (3; 4),el processador P2 les columnes (5; 6) i el processador P3 les columnes (7; 8). Cadaprocessador pot calcular i aplicar una transformaci�o. En l'exemple, quatre transforma-cions s'apliquen en paral.lel. Una etapa est�a formada per un grup de transformacionsindependents que s'apliquen en paral.lel.Despr�es de cada intercanvi i seguint el patr�o de comunicaci�o que s'indica em la �gura1.8(a) cada node emmagatzema una parella nova de columnes amb les que pot calculari aplicar una nova transformaci�o.Un escombrat es realitza amb el m��nim nombre d'etapes, 7 en l'exemple. A m�es encada etapa tots els nodes realitzen la mateixa quantitat de c�alculs, els corresponents al'aplicaci�o d'una transformaci�o similar. Des d'aquest punt de vista, aquesta ordenaci�o�es �optima.S'han proposat diverses ordenacions de Jacobi per diferents escenaris (sist�olics [4][40],multiprocessadors amb mem�oria compartida [2], hipercubs [21][43], multicomputadorsen malla [15]). En general, les caracter��stiques desitjables per qualsevol ordenaci�o deJacobi que s'hagi d'aplicar en un multicomputador s�on:Que un escombrat es realitzi amb el nombre m��nim d'etapes amb una distribuci�oequilibrada de la c�arrega. En el cas de qu�e la matriu a diagonalitzar �es de dimensi�om, s'han de realitzar un total de m(m� 1)=2 rotacions i com a m�axim podem real-itzarm=2 rotacions en paral.lel. Per tant, per completar un escombrat necessitaremun m��nim de m� 1 etapes si m �es parell i m etapes si m �es imparell.Aconseguir que al �nal de cada etapa de c�alcul l'intercanvi entre nodes, anomenat apartir d'ara transici�o, involucri la m��nima quantitat de dades i es realitzi entre nodesel m�es propers possible (el cas ideal seria que totes les comunicacions foren locals,entre nodes ve��ns en el multicomputador). Si analitzem el patr�o de comunicaci�o



Context del treball 23de l'ordenaci�o round robin, que es mostra en la �gura 1.8(a), veiem que en unatransici�o tan sols hi ha intercanvi d'informaci�o entre nodes ve��ns per�o s'han demoure moltes dades ja que en cada transici�o un node intercanvia dades amb elsseus dos ve��ns: s'han d'enviar dos missatges i s'han de rebre dos missatges.�Es important assenyalar que en aquest cas, en cada pas de comunicaci�o es moutota la informaci�o (els dos blocs de columnes s'intercanvien amb els ve��ns) mentreque en altres ordenacions proposades tan sols es requereix moure la meitat de lainformaci�o.S'ha de tenir clara la difer�encia entre ordenaci�o de Jacobi i algorisme de Jacobi. Unaordenaci�o, pensada pera una determinada topologia, ens de�neix b�asicament els grupsde transformacions independents que s'han de realitzar en cadascuna de les etapesnecess�aries per completar un escombrat. Els dos elements b�asics per de�nir una orde-naci�o s�on: pera quina topologia est�a pensada i quin �es el patr�o de comunicaci�o entreels nodes per generar els diferents grups de transformacions independents.L'algorisme de Jacobi determina en quin ordre es realitzen les operacions de c�alcul iquin tipus d'operacions de comunicaci�o s�on necess�aries per completar un escombrat. Enel nostre treball hem proposat algorismes nous que fan servir ordenacions ja proposadesi a m�es a m�es es proposen nous algorismes que apliquen noves ordenacions de Jacobi.1.2.5 Ordenacions de Jacobi per MulticomputadorsS�on moltes i molt diverses les propostes d'ordenacions de Jacobi que poden trobar-se enla literatura [14][15][40][4][2][21]. A continuaci�o es descriuen dues ordenacions les qualss�on els punt de partida d'algunes de les propostes que es realitzen en aquest treball.Per cadascuna de les ordenacions es descriu quina �es la distribuci�o de dades i quin �esel patr�o de comunicaci�o que s'aplica per generar els diferents grups de transformacionsindependents per completar un escombrat.
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(d)(c)Figura 1.9 Intercanvi de columnes en l'ordenaci�o Eberlein:(a)Patr�o de comunicaci�oper etapes parells. (b)Patr�o de comunicaci�o per etapes imparells. (c)Emparellament deles columnes en etapes parells. (d)Emparellament de les columnes en etapes imparells.EberleinEn aquesta secci�o es descriu un algorisme paral.lel que utilitza l'ordenaci�o de Jacobiproposada a [14]. Originalment, aquesta ordenaci�o ha estat proposada per multicom-putadors amb una organitzaci�o unidimensional dels seus nodes en anell. A continuaci�oes descriu l'algorisme suposant que tenim un anell amb un total de 2d nodes i que eltamany de la matriu �es m = 2d+1. Inicialment, cada node de l'anell t�e assignades duescolumnes de la matriu �A0 = A i les corresponents columnes de la matriu U0 = I. Enla �gura 1.9(a) hi ha un exemple d'aquesta distribuci�o inicial pel cas particular de2d = 4, les columnes de la matriu �A i de la matriu U s'han numerat de 1 �ns a m.Cada escombrat consta de 2d+1 � 1 etapes, cada etapa consta de m=2 transformacionsindependents cadascuna de les quals es realitza en un node diferent de l'anell. Encada etapa, cada node calcula i aplica una transformaci�o independent i intercanvia



Context del treball 25una columna d' �A, i la corresponent columna d'U , amb un dels nodes ve��ns en l'anell.L'intercanvi de les columnes es realitza d'acord als patrons de comunicaci�o que esmostren en les �gures 1.9(a) (per les etapes parells) i 1.9(b) (per les etapes imparells).En la �gura 1.9(c) es mostren les parelles de columnes que constitueixen cadascunade les etapes del primer escombrat. En aquesta �gura, cada parella (i; j) indica queel node t�e assignades les columnes i i j en l'etapa corresponent, i per tant en aquestaetapa calcula i aplica la rotaci�o R(i; j) actualitzant les matrius �A i U convenientment.El m�etode unilateral assegura que les dades necess�aries per calcular i aplicar la rotaci�o,�es a dir les columnes i i j, estan assignades al mateix node per evitar d'aquesta maneraqualsevol tipus de comunicaci�o. En la �gura 1.9(d) es mostren els aparellamentsde les columnes que es realitzen en cadascuna de les etapes que constitueixen el segonescombrat. En general, en els escombrats imparells es realitzen sempre els aparellamentsque es mostren en la �gura 1.9(c) i en els escombrats parells es realitzen sempre elsaparellaments que es mostren en la �gura 1.9(d).L'extensi�o de l'algorisme per matrius de qualsevol valor d'm �es immediat. En aquestcas, les columnes de les matrius �A i U s'organitzen en 2d+1 blocs de m=2d+1 columnesconsecutives cadascun. Ara, un��ndex i identi�ca a un bloc de columnes i l'aparellament(i; j) identi�ca totes les transformacions que resulten de la combinaci�o de les columnesdels dos blocs i i j. En cadascuna de les 2d+1 � 1 etapes, cada node ha de realitzarun total de m=2d+1 �m=2d+1 transformacions corresponents a l'aparellament de cadacolumna del bloc i amb totes les columnes del bloc j. A m�es a m�es, en la primera etapade cada escombrat, els nodes han de realitzar m=2d+1 � (m=2d+1 � 1) transformacionsaddicionals que corresponen als aparellaments de cada columna d'un bloc amb la restade columnes del mateix bloc. Finalment, en lloc de columnes s�on blocs de columnes elque s'han d'intercanviar al �nal de cada etapa.En la �gura 1.10 es mostra un exemple de tots els aparellaments que s'han de realitzaren cadascuna de les etapes pel cas concret de 4 nodes i una matriu de dimensi�om = 16,o sigui amb blocs de dues columnes. En la �gura els aparellaments en negreta (i; j) fanrefer�encia als blocs de columnes i i j, composats per les columnes 2i� 1 i 2i i 2j � 1 i2j respectivament. A sota d'aquests es detalla quines transformacions es realitzen coma conseq�u�encia de la combinaci�o de les columnes d'un bloc amb les columnes de l'altre
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etapa 1 (2,4) (3,6) (5,8)(1,7)

P0 P1 P2 P3
(3,4) (5,6) (7,8)(1,2)

(1,2) (3,4) (5,6) (7,8) (9,10) (11,12) (13,14) (15,16)
(1,3) (2,4)
(1,4) (2,3)

(5,7) (6,8)
(5,8) (6,7)

(9,11) (10,12)
(9,12) (10,11)

(13,15) (14,16)
(13,16) (14,15)

etapa 0

(1,13) (2,14) (3,7) (4,8) (5,11) (6,12) (9,15) (10,16)
(1,14) (2,13) (3,8) (4,7) (5,12) (6,11) (9,16) (10,15)

etapa 2 (2,6) (3,8) (5,7)(1,4)

(1,7) (2,8) (3,11) (4,12) (5,15) (6,16) (9,13) (10,14)
(1,8) (2,7) (3,12) (4,11) (5,16) (6,15) (9,14) (10,13)

etapa 3 (4,6) (2,8) (3,7)(1,5)

(1,9) (2,10) (7,11) (8,12) (3,15) (4,16) (5,13) (6,14)
(1,10) (2,9) (7,12) (8,11) (3,16) (4,15) (5,14) (6,13)

etapa 4 (4,8) (2,7) (3,5)(1,6)

(1,11) (2,12) (7,15) (8,16) (3,13) (4,14) (5,9) (6,10)
(1,12) (2,11) (7,16) (8,15) (3,14) (4,13) (5,10) (6,9)

etapa 5 (6,8) (4,7) (2,5)(1,3)

(1,5) (2,6) (11,15) (12,16) (7,13) (8,14) (3,9) (4,10)
(1,6) (2,5) (11,16) (12,15) (7,14) (8,13) (3,10) (4,9)

etapa 6 (6,7) (4,5) (2,3)(1,8)

(1,15) (2,16) (11,13) (12,14) (7,9) (8,10) (3,5) (4,6)
(1,16) (2,15) (11,14) (12,13) (7,10) (8,9) (3,6) (4,5)Figura 1.10 Sequ�encia detallada dels aparellaments que es realitzen en cada etapaquan s'aplica l'ordenaci�o eberlein per 4 nodes i una matriu de dimensi�o m = 16bloc. En la primera etapa s'apliquen, a m�es a m�es, les transformacions que resulten dela combinaci�o de les columnes d'un bloc entre elles mateixes.Aquest algorisme t�e dues caracter��stiques destacables que afavoreixen la seva execuci�oparal.lela. Primer es pot observar que amb aquest algorisme s'aconsegueix realitzar unescombrat amb el nombre m��nim d'etapes. Per una altra banda, a l'hora de realitzarl'intercanvi de columnes al �nal de cada etapa, es requereix tan sols que cada nodeintercanvi�� un �unic bloc de columnes de cadascuna de les dues matrius A i U ambun node ve�� en l'anell, a difer�encia de l'ordenaci�o round robin en la que �es necessariintercanviar els dos blocs de columnes que cada node t�e assignat.



Context del treball 27Aquest �es l'algorisme base del qual parteix el nou algorisme proposat per una mallamultidimensional que es descriu en el cap��tol 3, l'algorisme 2D.Block RecursiveA continuaci�o es descriu l'algorisme que utilitza una ordenaci�o pensada per un multi-processador amb una topologia en hipercub proposat per Gao i Thomas [21] i revisatposteriorment a [42].Descriurem l'algorisme mitjan�cant un exemple concret en el que la dimensi�o de l'hiper-cub �es d = 3 (vuit processadors) i la dimensi�o de la matriu �es m = 16. Les columnesde la matriu s'han numerat de l'1 �ns al 16. Inicialment, s'assignen a cada node unparell de columnes de la matriu �A0 = A , i el mateix parell de columnes de la matriu U .En cada parella, la columna amb l'��ndex m�es gran s'identi�car�a a partir d'ara com acolumna inferior i la columna amb l'��ndex m�es petit s'identi�car�a a partir d'ara com acolumna superior. L'exemple de la �gura 1.11 concretament mostra els aparellamentscorresponents al primer escombrat complet i algunes etapes del segon escombrat. Ladistribuci�o inicial es pot veure en el primer rectangle de la mateixa.Els aparellaments de columnes en la distribuci�o inicial corresponen a la primera etapa del'ordenaci�o BR. Els seg�uents 14 rectangles de la �gura corresponen a la resta d'etapesdel primer escombrat. Si una parella de columnes (i; j) es troben en un determinatnode en una determinada etapa, llavors aquest node �es responsable de calcular i aplicarla transformaci�o corresponent, R(i; j). La transformaci�o es pot aplicar sense necessitatd'intercanviar cap tipus d'informaci�o ja que totes les dades necess�aries es troben alnode en questi�o.En cada escombrat podem distingir tres tipus diferents de fases que s'anomenen fased'intercanvi, fase de divisi�o i �ultima transici�o. Una fase d'intercanvi consisteix en unas�erie d'etapes (tal i com s'ha de�nit anteriorment, una etapa �es un conjunt de rota-cions independents), cadascuna d'elles seguida d'una transici�o. Una transici�o implical'intercanvi de les columnes, corresponents als blocs inferiors, entre nodes ve��ns en una
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Fases de divisióFigura 1.11 Sequ�encia d'etapes de l'algorisme BR per d = 3determinada dimensi�o de l'hipercub. Tots els intercanvis d'una transici�o es realitzen almateix temps i tots els nodes utilitzen la mateixa dimensi�o de l'hipercub.En cadascuna de les etapes de la fase d'intercanvi, una columna inferior visita un nodediferent. En la primera fase d'intercanvi, cada columna superior s'aparella amb totes lescolumnes inferiors. Per exemple, en la �gura 1.11 es pot veure que en la primera fased'intercanvi en el node 3 la columna 4 s'aparella amb totes les columnes inferiors, les



Context del treball 29columnes de la 9 �ns la 16. En l'exemple que es mostra en la �gura 1.11, en la primeratransici�o de la primera fase d'intercanvi, cada node intercanvia la seva columna inferioramb el node ve�� en la dimensi�o 0 de l'hipercub. La resta de transicions necess�aries percompletar la primera fase d'intercanvi es realitzen a trav�es de les dimensions 1; 0; 2; 0; 1i 0, tal i com es pot veure en la �gura 1.11.Despr�es de cada fase d'intercanvi es realitza una fase de divisi�o. Una fase de divisi�oconsisteix en una �unica etapa seguida per una transici�o. En la transici�o de la primerafase de divisi�o els nodes amb un��ndex i < 2d�1 intercanvien la seva columna inferior ambla columna superior que pertany als nodes ve��ns en la dimensi�o d� 1 (2 en l'exemple).Despr�es d'aquest intercanvi, cada node reordena les columnes de manera que la columnaamb l'��ndex m�es petit passa a ser la columna superior i la columna amb l'��ndex m�esgran passa a ser la columna inferior. En la �gura 1.11 el node 4 abans de la fase dedivisi�o t�e assignades les columnes 5 i 9, sent la columna 9 la columna inferior ja que9 > 5; despr�es de la fase de divisi�o el node 4 t�e les columnes 9 i 13, com que ara 9 < 13la columna 9 passa a ser una columna superior i la columna 13 passa a ser una columnainferior. �Es important adonar-se que despr�es d'aquest intercanvi, totes les columnes queeren columnes superiors en la etapa d'intercanvi anterior, estan assignades als nodesd'un mateix subcub (el subcub format pels nodes 0, 1, 2 i 3 en l'exemple), i el mateixpassa amb totes les columnes inferiors, les quals queden repartides entre tots els nodesd'un mateix subhipercub, en l'exemple els nodes 4, 5, 6 i 7.En la segona fase d'intercanvi es repeteix el mateix esquema en cadascun dels dossubcubs de dimensi�o d�1 que s'han generat. En la segona fase d'intercanvi s'aparellentotes les columnes superiors amb totes les columnes inferiors que estan en el mateixsubcub de dimensi�o 2. La transici�o de la segona fase de divisi�o es realitza a trav�esde la dimensi�o d � 2 (1 en l'exemple). Igual que en la primera fase de divisi�o, lescolumnes inferiors d'un subcub s'intercanvien amb les columnes superiors de l'altresubcub. En el nostre exemple, aquesta segona fase d'intercanvi consisteix en tres etapesi tres transicions a trav�es de les dimensions 0, 1 i 0. De nou, cada transici�o implical'intercanvi de les columnes inferiors.



30 Cap�itol 1En general, per un hipercub de dimensi�o d, un escombrat consisteix en d fases d'in-tercanvi, cadascuna d'elles seguida per una fase de divisi�o. Despr�es de l'�ultima fasede divisi�o es realitza l'�ultima transici�o. Aquesta �ultima transici�o consisteix en unaetapa seguida d'una transici�o a trav�es de la dimensi�o d� 1 (2 en l'exemple). En aque-sta transici�o s'intercanvien les columnes superiors i les columnes inferiors seguint elmateix esquema de comunicaci�o que s'aplica en la primera fase de divisi�o. Despr�esd'aquesta �ultima transici�o j'ha s'ha complert l'escombrat. A partir d'aquest punt esgeneren de nou els aparellaments inicials per�o en nodes diferents. Per tal d'obtenir elsmateixos aparellaments que els que es realitzen en el primer escombrat, les transicionsque s'havien realitzat a trav�es de les dimensions 0, 1 i 2 en el primer escombrat, en elsegon escombrat es realitzen per les dimensions 2, 0 i 1 respectivament. En el tercerescombrat les transicions s'han de realitzar a trav�es de les dimensions 1, 2 i 0. Despr�esde l'�ultima transici�o del d�1-�essim escombrat es torna a generar la distribuci�o originali els intercanvis es realitzen tal i com es van realitzar en el primer escombrat. En la�gura 1.11 es mostren algunes de les etapes del segon escombrat.En general, si tenim un hipercub de dimensi�o d, cada escombrat t�e d fases d'intercanvi,d fases de divisi�o i una �ultima transici�o. Farem servir l'��ndex e (e 2 [d; 1]) per identi�carcadascuna de les d fases d'intercanvi.La fase d'intercanvi e consta de 2e � 1 intercanvis. Anomenem DBRe a la tupla queidenti�ca l'ordre en qu�e s'utilitzen les dimensions durant la fase d'intercanvi e delprimer escombrat. DBRe es pot obtenir de forma sistem�atica:
DBR1 = < 0 >DBRi = < DBRi�1; i� 1; DBRi�1 > 1 < i � ePer exemple, si e = 4, la seq�u�encia que s'obt�e �es DBR4 = f010201030102010g.Per obtenir les tuples de DBRe corresponents a les etapes d'intercanvi del j-�essim escom-brat (j � 0) , cadascun dels valors de k (k 2 [0::d�1]) de les tuples DBRe del primer es-



Context del treball 31combrat es substitueix pel valor (k�j) mod d. Per exemple, la tupla DBR4 corresponenta l'escombrat 2 �es DBR4 = f232023212320232g.L'extensi�o de l'algorisme per matrius de qualsevol dimensi�o m �es immediat. En aquestcas les columnes de les matrius �A i U s'organitzen de nou en 2d+1 blocs de m=2d+1columnes consecutives cadascun. De nou, un ��ndex i identi�ca un bloc de columnesi la parella (i; j) identi�ca totes les transformacions que resulten de la combinaci�o deles columnes dels dos blocs i i j entre ells. En cada etapa un node ha de realitzarm=2d+1 �m=2d+1 transformacions corresponents a l'aparellament de les columnes delbloc i amb les columnes del bloc j. A m�es a m�es en la primera etapa s'han de realitzarm=2d+1 � (m=2d+1 � 1) transformacions que resulten de l'aparellament d'una columnaamb la resta de columnes del mateix bloc al que pertany. Finalment, al �nal de cadaetapa es realitza l'intercanvi d'un bloc de columnes sencer. �Es important assenyalarque el concepte de columna superior i columna inferior es segueix aplicant per�o a nivellde bloc superior i bloc inferior.En [42], a m�es a m�es de completar l'ordenaci�o de Jacobi de Gao i Thomas de�nintl'�ultima transici�o, tamb�e es demostra la correctesa del m�etode. L'ordre resultants'anomena Block Recursive (BR).Resumint, aquesta ordenaci�o que s'acaba de descriure t�e les seg�uents propietats:�Es una ordenaci�o pensada per a una topologia en hipercub.En cada operaci�o de comunicaci�o es requereix un m��nim moviment de dades (unnode envia i rep un �unic missatge) entre els nodes ve��ns en una determinada di-mensi�o (comunicacions locals).Un escombrat es realitza amb un nombre m��nim d'etapes.Aquest algorisme ser�a el punt de partida de noves propostes que es realitzen en aquesttreball en el cap��tol 2.



32 Cap�itol 11.3 ESCALABILITATL'escalabilitat �es una propietat desitjable dels sistemes paral.lels. Tothom t�e una noci�ointuitiva del concepte d'escalabilitat; un sistema es considera escalable si �es capa�cd'utilitzar de forma e�cient un nombre creixent de recursos del sistema [5][30][60][36].La de�nici�o intuitiva ha de concretar-se en una de�nici�o m�es rigurosa per tal que elsresultats d'una an�alisi d'escalabilitat puguin ser interpretats de forma adequada. En laliteratura s'han proposat diverses de�nicions d'escalabilitat de forma m�es rigurosa [36].De�nicions que per ser diferents poden donar resultats diferents e incl�us contradictorisquan s'apliquen a un cas concret.Per exemple, a [26] es proposa una metodolog��a d'an�alisi de l'escalabilitat, anomenadaisoe�ci�encia. Aquesta metodologia s'aplica a sistemes, es a dir, al conjunt format peruna arquitectura determinada i un algorisme determinat. Amb aquesta metodologia,un sistema �es escalable si quan s'incrementa el nombre de nodes �es possible resoldreun problema de tamany raonable (amb l'algorisme que s'est�a avaluant) que permetimantenir l'e�ci�encia paral.lela del sistema a un valor predeterminat. Podem observarque aquest an�alisi pot ser molt valu�os per un arquitecte de sistemes mentre que per unusuari �nal la informaci�o que li proporciona �es menys valuosa, ja que molt probable-ment un usuari �nal estar�a interessat en altres par�ametres com per exemple el tempsd'execuci�o o b�e increment del tamany del problema.Davant la diversitat de metodologies i resultats �es important tenir clar per una partque �es el qu�e interessa a l'usuari que realitza l'an�alisi i per una altra part quin tipusd'an�alisi realitza el m�etode escollit; d'aquesta forma sabrem c�om interpretar de formacorrecta els resultats obtinguts.



Context del treball 331.4 RESUM DE LES CONTRIBUCIONS D'AQUESTTREBALLUn cop establert el contexte del treball, �es possible descriure amb m�es detall les prin-cipals contribucions del mateix:En el cap��tol 2, es proposen un conjunt d'algorismes paral.lels per hipercubs mul-tiport (BR segmentat, �-optimum, Grau-4) tots ells basats en l'algorisme BlockRecursive proposat a [21] i revisat a [42]. Amb els nous algorismes s'aconsegueixreduir considerablement el cost de la comunicaci�o respecte al cost de la comunicaci�ode l'algorisme original BR. Aquesta contribuci�o ha donat lloc a dues publicacions[53][52].En el cap��tol 3, es proposa un nou algorisme anomenat algorisme 2D amb unatopologia de comunicaci�o bidimensional en malla. Aquest algorisme est�a basat enl'algorisme proposat en [14] per a un anell de processadors. Segons siguin les car-acter��stiques del sistema paral.lel on s'executi, amb el nou algorisme s'aconsegueixreduir considerablement el cost respecte al cost de l'algorisme original. Aquestacontribuci�o ha donat lloc a una publicaci�o a [54].En el cap��tol 4, es presenta un nou algorisme paral.lel per la resoluci�o dels valors ivectors propis en malles i torus bidimensionals que resulta del mapeig de l'algorismeBR segmentat inicialment pensat per un hipercub en una topologia en malla o torusbidimensional. Amb aquest algorisme s'aconsegueix reduir el cost de la comunicaci�orespecte al cost de la comunicaci�o de l'algorisme 2D, especialment en sistemes ambuna arquitecturamultiple-port amb un nombre de nodes moderat (�ns a 256 nodes).En el �ultim cap��tol, cap��tol 5, es proposa una metodologia d'an�alisi de l'escalabilitatde sistemes paral.lels orientada a l'usuari �nal del sistema. M�es concretamentes proposen tres m�etodes diferents de realitzar l'an�alisi segons les necessitats del'usuari. Des d'aquesta prespectiva l'an�alisi d'escalabilitat que es proposa en aquesttreball proporciona su�cient informaci�o a l'usuari �nal de com evoluciona el sistemaquan aquest creix (augmenta el nombre de nodes) de forma que l'usuari �es capa�cper decidir si �es rentable o no afegir m�es nodes al sistema. Aquesta contribuci�o hadonat lloc a una publicaci�o a [55].



34 Cap�itol 1
1.5 METODOLOGIA D'AVALUACI�OPer avaluar l'e�ci�encia dels algorismes que es proposen en aquesta tesi s'utilitzen modelsanal��tics. Els models anal��tics tenen els seg�uents avantatges:Per una part permeten realitzar avaluacions r�apides (creaci�o del model) si ho com-parem amb altres m�etodes d'avaluaci�o com la simulaci�o i l'execuci�o en m�aquinesreals.Per una altra banda, els resultats que s'obtenen mitjan�cant aquest m�etode s�onreprodu��bles, �es a dir, es f�acil generar-los de nou i per tant permeten realitzarf�acilment comparacions amb nous algorismes de forma r�apida i f�acil.Podr��em considerar com un desavantatge dels models anal��tics el grau de precisi�o del'an�alisi que es realitza, �es a dir, �es molt dif��cil construir models anal��tics molt precisosi que tinguin en compte tots els factors que inueixen en un sistema. D'aqu�� que ambels models anal��tics tan sols �es possible realitzar avaluacions qualitatives. Un model noens permet saber quin ser�a el comportament real de l'algorisme quan s'executi en unsistema concret, sin�o que el model ens d�ona una idea del comportament de l'algorismeen un entorn que tingui unes caracter�istiques similars a les que s'han tingut en comptea l'hora de crear-lo.En aquest treball els models anal�i�tics ens permeten mostrar que els algorismes pro-posats s�on prometedors i, que per tant, pot ser interessant la seva implementaci�o enm�aquines reals.A l'hora de de�nir els models s'han tingut en compte par�ametres que depenen del'arquitectura, par�ametres que depenen de l'algorisme i par�ametres que depenen delproblema.Els par�ametres que depenen de l'arquitectura que considerem en els nostres models s�on:Tc : temps de realitzar una operaci�o en coma otant.



Context del treball 35Te : temps de transmetre un element en coma otant doble precisi�o.Ts : temps d'iniciar una operaci�o de comunicaci�o (start� up).d : fa refer�encia a la dimensi�o de l'hipercub i ens diu quin nombre de nodes t�e elssistema (2d).El par�ametre que dep�en del problema �es:m : tamany del problema, dimensi�o de la matriu.Respecte als par�ametres que depenen de l'algorisme s'especi�caran m�es endavant en ladesripci�o de cadascun dels algorismes proposats.El cost d'enviar un missatge de tamany L entre dos nodes ve��ns a dist�ancia 1 es mod-elitza com [5]: Ts + L� Te (1.2)Quan els algorismes tan sols realitzen comunicacions amb els nodes ve��ns (locals adist�ancia 1), l'expressi�o 1.2 �es v�alida per qualsevol model de comunicaci�o que s'utilitzi,store and forward, circuit switching o cut trough (wormhole o virtual cut through).En el cas de qu�e l'intercanvi d'informaci�o sigui entre nodes no ve��ns, tenint en compteque en aquest treball tan sols es consideren multicomputadors amb el model de comu-nicaci�o wormhole, el cost d'enviar un missatge es modelitza de la manera seg�uent:Ts + n� Ti + L� Te (1.3)on n fa refer�encia al nombre de nodes (exceptuant els nodes origen i dest��) intermitjosque s'han de travessar i ti el cost de travessar cadascun d'aquests nodes. El cost detravessar un node (ti) �es el su�cientment petit per a considerar-se despreciable (sempre



36 Cap�itol 1i quan no hagin conictes), �es per aix�o que el cost d'enviar un missatge entre nodesno ve��ns coincidir�a amb el cost d'enviar un missatge entre nodes ve��ns, el qual es potexpressar com s'indica en 1.2.Considerem el cas d'enviar C missatges per diferents enlla�cos. Si l'arquitectura �esone� port s'han d'enviar seq�uencialment un darrera l'altre, un missatge no pot enviar-se �ns que el missatge anterior no ha estat rebut. En aquest cas, el cost es modelitzacom: CXi=1 Ts + Li � Te (1.4)sent Li el missatge que s'envia per l'enlla�c i.Si l'arquitectura �es all�port, els missatges es poden enviar en paral.lel. Considerem queel node es queda bloquejat �ns que l'�ultim missatge arribi al seu dest��. La inicialitzaci�o(start�up) de cadascun d'aquests missatges que s'envien en paral.lel no es pot solaparja que �es una tasca que l'ha de realitzar el node per cadascun del missatges que s'envien.Per tant, el temps d'enviar C missatges per C enlla�cos diferents de l'hipercub es potmodelitzar de la manera seg�uent:C � Ts + Lmax � Te (1.5)
on Lmax �es la longitud del missatge m�es llarg. L'expressi�o 1.5 �es una �ta superiordel temps de comunicaci�o ja que es correspon al cas en qu�e el missatge m�es llarg �esl'�ultim que s'envia. Aquesta presuposici�o simpli�ca els models que es desenvoluparanen cap��tols posteriors.L'expressi�o 1.5 considera que no hi ha contenci�o en el bus intern ni en el bus demem�oria. Aquesta contenci�o pot ser deguda a l'organitzaci�o de la mem�oria i pot noser nul.la en el cas concret d'alguna m�aquina real. No obstant, si l'arquitectura permetenviar m�es d'un missatge en paral.lel aquesta contenci�o ha de tenir molt poc pes; en
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27.85Figura 1.12 Temps de star � up i temps d'enviar un real amb doble precisi�ocas contrari, l'e�ci�encia que pot obtenir-se ser�a com si est�essim enviant els missatgesseq�uencialment.Per validar els models els hem avaluat per un rang de valors molt ampli de forma quees pugui veure el comportament dels algorismes per entorns amb qualsevol valor delspar�ametres Te, Ts i Tc. A m�es a m�es, els models tamb�e s'han avaluat tenint en comptela relaci�o de par�ametres Tc, Te i Ts d'algunes de les m�aquines reals representatives deles topologies que s'estudien en aquest treball [12][49]. Les m�aquines considerades i larelaci�o de par�ametres es mostren en la taula de la �gura 1.12. Concretament, les dadesde la taula 1.12 s'han obtingut de [5].
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2C�ALCUL DE VALORS I VECTORS PROPIS ENHIPERCUBS MULTIPLE � PORT
ResumEn la literatura s'han proposat diversos algorismes per resoldre el problema del c�alculde valors i vectors propis en multicomputadors amb una topologia en hipercub [3] [21][42]. En tots aquests algorismes (un d'ells l'algorisme Block recursive descrit en elcap��tol 1) en cada operaci�o de comunicaci�o els processos tan sols intercanvien dadesamb un �unic ve�� en una determinada dimensi�o, per tant en una operaci�o de comuni-caci�o un node de l'hipercub tan sols utilitza un �unic enlla�c dels d possibles (sent d ladimensi�o de l'hipercub). Aquest comportament no treu pro�t del potencial paral.lelismede comunicacions que ofereixen les arquitectures multiple� port.En aquest cap��tol es proposen nous algorismes, els quals en una operaci�o de comunicaci�opoden utilitzar m�es d'un enlla�c de l'hipercub de forma simult�ania i per tant exploten elparal.lelisme de comunicacions que ofereix el sistema multiple � port.39



40 Cap�itol 2El contingut del cap��tol �es el seg�uent: inicialment es recorda el funcionament de l'algo-risme Block Recursive descrit en el cap��tol 1 el qual �es el punt de partida de totes lespropostes que es realitzen posteriorment. Per augmentar el paral.lelisme de les comuni-cacions s'aplica la t�ecnica de la segmentaci�o de les comunicacions, el funcionament dela mateixa es descriu en la segona part del cap��tol. Aquesta t�ecnica s'aplica a l'algorismeBlock Recursive amb el que s'aconsegueix una reducci�o del cost de la comunicaci�o ala meitat. Finalment es presenten els nous algorimes amb els que s'aconsegueix reduirmolt m�es el cost de la comunicaci�o. En la primera proposta el nou algorisme permetutilitzar tots els enlla�cos de l'hipercub (cada proc�es d enlla�cos) de forma simult�aniaamb una reducci�o del cost de la comunicaci�o agireb�e �optima. Aquesta primera propostatan sols �es v�alida per problemes molt grans. En la segona proposta, el nou algorismepermet utilitzar quatre enlla�cos simult�aniament amb una reducci�o de la comunicaci�oa una quarta part del cost original. Aquesta segona proposta �es v�alida per qualsevoltamany del problema.



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 41
2.1 INTRODUCCI�OEn el cas de m�aquines paral.leles amb mem�oria distribu��da (multicomputadors, DSM ,NOW 's) el cost de la comunicaci�o juga un paper molt important en l'e�ci�encia d'undeterminat algorisme [1]. En tots els algorismes de Jacobi que s'han proposat en la lit-eratura per multicomputadors amb una topologia en hipercub [3] [21][42] una operaci�ode comunicaci�o tan sols utilitza un �unic enlla�c dels d possibles. En aquest cap��tol es pro-posen nous algorismes de Jacobi per multicomputadors amb una topologia en hipercuben els que la majoria d'operacions de comunicaci�o permeten explotar el paral.lelismede comunicaci�o que ofereix un hipercub amb una arquitectura multiple� port [39][35].El punt de partida de totes les propostes �es l'algorismeBlock Recursive ([42]) descrit endetall en el cap�itol 1. A continuaci�o es mostrar�a com amb els nous algorismes �es possiblereduir el cost de la comunicaci�o considerablement respecte al cost de comunicaci�o del'algorisme BR.2.1.1 Recordatori de l'algorisme BREn aquesta secci�o recordarem els punts m�es importants de l'algorisme BR proposata [21] i revisat a [42], el qual ha estat descrit en detall en el Cap��tol 1. En general,considerarem que tenim un hipercub de dimensi�o d i una matriu de dimensi�o m.L'algorisme BR organitza les dades de la matriu �A i de la matriu U en blocs decolumnes consecutives. Un bloc consta de m=2d+1 columnes. Inicialment a cada nodede l'hipercub se li assignen 2 blocs de columnes de la matriu A i els mateixos dosblocs de la matriu U . En l'exemple de la �gura 2.1 cada parella de blocs de columnesassignades a cada node est�a representat per una tupla (i; j), on i �es el bloc de columnessuperior i j el bloc de columnes inferior.Un escombrat consta de 2d+1 � 1 etapes. En cada etapa, un node realitza un conjuntde transformacions com a resultat de l'aparellament de cada columna d'un bloc ambtotes les columnes de l'altre bloc. En la primera etapa, a m�es a m�es, tamb�e s'apliquen
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Figura 2.1 Aparellaments d'un escombrat quan s'aplica l'algorisme BRles transformacions que resulten de l'aparellament de cada columna amb la resta decolumnes del mateix bloc. A l'hora de calcular i aplicar cada transformaci�o no �esnecessari cap tipus de comunicaci�o entre nodes.Les 2d+1 � 1 etapes per completar un escombrat s'agrupen en tres tipus de fases difer-ents: intercanvi, divisi�o i �ultima transici�o. Una fase es composa d'una o m�es etapes,cadascuna d'elles seguida per una transici�o. Un escombrat consisteix en d fases d'inter-canvi, cadascuna d'elles seguida per una fase de divisi�o i per �ultim l'�ultima transici�o.Les fases d'intercanvi es numeren de d �ns a 1. Una fase d'intercanvi e (e 2 [d; 1])



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 43consisteix en 2e�1 etapes seguides cadascuna d'una transici�o. Per exemple, la primerafase d'intercanvi (per e = 3) de l'exemple que es mostra en la �gura 2.1 consta de23�1 = 7 etapes, en cadascuna d'aquestes etapes un node calcula les transicions corre-sponents a la combinaci�o adequada de les columnes dels dos blocs que t�e assignats, i uncop totes les transformacions han estat aplicades es realitza un intercanvi (transici�o)del bloc inferior amb algun node ve�� en l'hipercub. En la primera fase de l'exemple lestransicions es realitzen per les dimensions 0; 1; 0; 2; 0; 1; 0 respectivament.En general, la seq�u�encia d'enllacos (dimensions de l'hipercub) que de�neixen cadascunade les transicions de la fase d'intercanvi es representa per la seq�u�encia DBRe . Aquestaseq�u�encia pot generar-se de forma sistem�atica tal i com es mostra a continuaci�o:
DBR1 = < 0 >DBRi = < DBRi�1; i� 1; DBRi�1 > 1 < i � ePer exemple, ja hem vist que en la primera fase d'intercanvi la seq�u�encia per e = 3�es DBR3 =< 0102010 >, en la segona fase d'intercanvi la seq�u�encia per e = 2 �esDBR2 =< 010 > i �nalment per la tercera fase d'intercanvi la seq�u�encia per e = 1 �esDBR1 =< 0 >.Despr�es de cada fase d'intercanvi e es realitza una fase de divisi�o que consisteix en una�unica etapa seguida d'una transici�o que utilitza l'enlla�c e; en l'exemple cadascuna deles fases de divisi�o es realitza per la dimensi�o 2, 1 i 0 respectivament. Per �nalitzar,es realitza l'�ultima transici�o que consisteix en una etapa seguida d'una transici�o perl'enlla�c d� 1, en l'exemple per la dimensi�o 2.El seg�uents escombrats utilitzen el mateix algorisme per�o es permuta l'ordre en qu�es'utilitzen els enlla�cos. En particular, la permutaci�o que s'ha d'aplicar a l'escombrat s,suposant que el primer escombrat �es per s = 0, es de�neix de la forma seg�uent:
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�0(i) = i�s(i) = (�s�1(i)� 1) mod d for i=0...d-1Les permutacions que s'aplicarien en el segon escombrat en el cas d'un hipercub dedimensi�o igual al de l'exemple de la �gura 2.1 (d = 3) serien 0! 2, 1! 0 i 2! 1. Lesseq�u�encies de dimensions de les diferents fases d'intercanvi en aquest segon escombratquedarien doncs com DBR3 =< 2021202 >, DBR2 =< 202 > i DBR1 =< 2 >, mentre queles fases de divisi�o es realitzaran per les dimensions 1, 0 i 2 i l'�ultima transici�o per ladimensi�o 1. I en el tercer escombrat s'aplicarien les permutacions 0! 1, 1! 2 i 2! 0,per tant quedarien les seq�u�encies de dimensions per les diferents fases d'intercanvi comDBR3 =< 1210121 >, DBR2 =< 121 > i DBR1 =< 1 >; les fases de divisi�o es realitzenper les dimensions 0, 2 i 1, i �nalment l'�ultima transici�o es realitza per la dimensi�o 0.Seguint aquest mateix esquema, al quart escombrat es tornen a utilitzar les dimensionsen el mateix ordre en qu�e es van utilitzar en el primer escombrat.2.1.2 Model Anal��tic del cost de la comunicaci�o del'algorisme BREl cost de la comunicaci�o d'un escombrat complet quan s'aplica l'algorisme BR vedonat per l'expressi�o seg�uent:TBR = (2d+1 � 1)(Ts + m22d � Te) (2.1)El model es correspon al cost de la comunicaci�o de les 2d+1�1 transicions necess�aries percompletar un escombrat. En cada transici�o s'intercanvia un missatge que cont�e m=2d+1columnes de la matriu �A i les columnes corresponents de la matriu U (m=2d+1). Cadacolumna t�e m elements.



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 452.1.3 An�alisi de l'algorisme BR per arquitecturesmultiple� portL'algorisme BR, tal i com s'acaba de descriure, �es e�cient per multicomputadors ambuna topologia en hipercub on els nodes tinguin una arquitectura one�port. En aquestescondicions, l'algorisme �es capa�c d'utilitzar tots els enlla�cos disponibles (un �unic enlla�cen aquest cas) en cada etapa de comunicaci�o (transici�o).Si executem l'algorisme BR en un sistema amb una arquitectura multiple � port, elcomportament ser�a el mateix que pel cas de tenir un �unic port, ja que l'ordre en qu�ees realitzen les operacions de c�alcul i comunicaci�o en l'algorisme BR tan sols permetutilitzar un �unic port dels d ports possibles que ens permet utilitzar el sistema en cadaetapa de comunicaci�o. Aquest comportament fa que l'algorisme BR sigui molt poce�cient per arquitectures multiple� port.Si analitzem quin seria el cost de la comunicaci�o, cost hipot�etic, de l'algorisme BR enel cas que en cada etapa de comunicaci�o en lloc d'utilitzar un �unic enlla�c de l'hipercubutilitz�es els d enlla�cos, el cost de la comunicaci�o podria expressar-se com:TLB = (2d+1 � 1)(d� Ts + m2d� 2d � Te) (2.2)Expressi�o que s'ha calculat a partir del cost de comunicaci�o de l'algorisme BR suposantque es pot utilitzar tot l'ample de banda que ofereix el sistema, amb el que s'ha dividitel terme multiplicat per Te pel nombre d'enlla�cos d i s'ha multiplicant el terme Tspel nombre de missatges que hipot�eticament poden enviar-se en paral.lel, d. Aquestaexpressi�o ser�a considerada com una �ta inferior del cost de la comunicaci�o.En la gr�a�ca de la �gura 2.2 es mostra la relaci�o entre el cost de comunicaci�o del'algorisme BR i la �ta inferior, s'han considerat els valors de Te = 1 i Ts = 10000.Es veu clarament que si f�ossim capa�cos d'utilitzar m�es e�cientment l'ample de banda
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Figura 2.2 Cost de la comunicaci�o de la �ta inferior relatiu al BRque ens ofereix el sistema multi � port, el cost de la comunicaci�o podria reduir-seconsiderablement respecte al cost de la comunicaci�o de l'algorisme BR original.En les seg�uents seccions es proposen nous algorismes amb els que s'aconsegueixen costosde comunicaci�o inferiors al de l'algorisme BR per hipercubs multiple � port. Com jas'ha dit anteriorment, el punt de partida de totes les noves propostes �es l'algorismeBR. Per tal de generar els nous algorismes es realitzen les seg�uents transformacions al'algorisme BR original:En primer lloc es reorganitza l'ordre en qu�e es realitzen les operacions de c�alculi de comunicaci�o de l'algorisme original BR. Aquesta reorganitzaci�o es realitzaaplicant la t�ecnica de la segmentaci�o de les comunicacions a l'algorismeBR descritabreument a continuaci�o i en m�es detall a [8]. En aquest primer pas s'aconsegueixreduir a la meitat el cost de la comunicaci�o.S'observa que la reducci�o del cost de la comunicaci�o que s'aconsegueix segmentantles comunicacions de l'algorismeBR segueix sent bastant lluny de la �ta inferior que



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 47s'ha de�nit anteriorment. La causa d'aquesta reducci�o tant poc signi�cativa es deua l'ordre en qu�e l'algorisme BR utilitza les dimensions de l'hipercub en les diferentstransicions. �Es per aix�o que a continuaci�o es proposen noves ordenacions de Jacobien les que l'ordre d'utilitzaci�o de les dimensions de l'hipercub afavoreix l'incrementdel paral.lelisme de les comunicacions. Amb les noves ordenacions s'aconsegueixenreduccions pr�oximes a la �ta inferior.2.2 T�ECNICA DE LA SEGMENTACI�O DE LESCOMUNICACIONSA [8] es proposa un transformaci�o sistem�atica que s'aplica a un tipus determinat d'algo-rismes amb una topologia de comunicaci�o en hipercub. El tipus d'algorismes s'anomenaCC-cub. La transformaci�o sistem�atica es diu segmentaci�o de les comunicacions. Lat�ecnica de la segmentaci�o de les comunicacions ha estat proposada per tal d'aconseguirincrementar el grau de paral.lelisme de les comunicacions i permetre el solapament delc�alcul i la comunicaci�o. En aquest treball tan sols s'aplica la t�ecnica per aconseguiraugmentar el paral.lelisme de les comunicacions.Els algorismes CC-cube estan formats per 2d processos els quals treballen en paral.lel.L'esquema de les comunicacions entre processos de�neix una topologia en hipercub.En cada etapa de comunicaci�o tots els processos utilizen les mateixes dimensions del'hipercub.Cada proc�es executa un codi que segueix la seg�uent estructura:
do i=1, KCalcular xi[1::N ] i altres dades localsintercanviar xi amb el proc�es ve�� en la dimensi�o dienddo



48 Cap�itol 2L'algorisme consisteix en K iteracions. En una iteraci�o i cada proc�es realitza certsc�alculs i intercanvia algunes dades amb algun proc�es ve�� en una determinada dimensi�ode l'hipercub. Les dades que es calculen en cada iteraci�o estan representades pel vectorxi, aquestes dades s�on les que s'intercanvien al �nal de cada iteraci�o. di fa refer�encia auna dimensi�o de l'hipercub (di 2 [0; d� 1]). �Es important assenyalar que una dimensi�ode l'hipercub pot ser utilitzada en m�es d'una iteraci�o i que alguna dimensi�o de l'hipercubpot no ser utilitzada en cap iteraci�o.Per poder aplicar la t�ecnica de la segmentaci�o a l'algorisme CC-cub el c�alcul del vectorxi ha de complir la seg�uent condici�o:
do j=1, Nxi[j] = f(xa[b],dades locals) amb a � i; a+ b � j + i� 1enddo

�es a dir, el c�alcul de xi[j] tan sols �es funci�o de part d'altres vectors que han estat rebutsen iteracions pr�evies i possiblement de dades locals, veure [8] per m�es detalls.La idea de la segmentaci�o de les comunicacions es basa en el fet de dividir els N ele-ments que s'han d'enviar en una iteraci�o en Q paquets de mida igual a N=Q; suposaremque N �es divisible per Q per simpli�car les expressions anal��tiques. La t�ecnica reorgan-itza les operacions de c�alcul i comunicaci�o de les diferents iteracions amb la intenci�od'incrementar el paral.lelisme de les comunicacions. El nou algorisme segmentat queresulta despr�es de l'aplicaci�o de la segmentaci�o a l'algorisme original segueix el seg�uentesquema d'execuci�o. Primer, tots els processos calculen el primer paquet (d'N=Q ele-ments) corresponent a la primera iteraci�o i l'envien al node ve�� en la dimensi�o d1. Acontinuaci�o cada node t�e les dades necess�aries per calcular el segon paquet correspo-nent a la primera iteraci�o i el primer paquet de la segona iteraci�o. Aquests dos nouspaquets s'envien als nodes ve��ns en les dimensions d1 i d2. Si d1 �es diferent de d2, els dospaquets es poden enviar en paral.lel. Si d1 = d2, els dos paquets poden combinar-se en



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 49un �unic paquet i enviar-se al seu dest��. Seguint aquest mateix procediment, el nombred'enlla�cos que poden ser utilitzats en paral.lel per cada node pot incrementar-se �nsa un m�axim de d (dimensi�o de l'hipercub). En aquest cas, estar��em utilitzant tots elsenlla�cos de l'hipercub en paral.lel.El valor �optim de Q dep�en dels par�ametres del sistema (temps d'iniciar una operaci�ode comunicaci�o, temps d'enviar les dades per la xarxa) i de par�ametres del problema(tamany de les dades). El valor de Q que s'escull per un problema particular t�e unimpacte decisiu en l'e�ci�encia de l'algorisme resultant. Q pot prendre qualsevol valorentre 1 i N . Quan Q = 1 no s'est�a aplicant la segmentaci�o de les comunicacions. QuanQ = N signi�ca que el tamany d'un paquet �es exactament igual a un element. Elvalor de Q indica el grau de segmentaci�o de les comunicacions, �es a dir, el grau deparal.lelisme que potencialment un node pot explotar. A mesura que Q s'incrementaalhora s'incrementa el grau de paral.lelisme (potencialment podrem utilitzar m�es en-lla�cos de l'hipercub en paral.lel) per�o, per una altra banda, el nombre de missatgess'est�a incrementant (m�es missatges de tamany m�es petit) i amb el nombre de missatgess'incrementa el cost degut a la inicialitzaci�o d'una operaci�o de comunicaci�o (start�up).A [8] es mostra que el valor �optim de Q pot obtenir-se de forma sistem�atica per qual-sevol algorisme CC-cub, per qualsevol dimensi�o de l'hipercub i per qualsevol valor delspar�ametres del sistema i del problema.La relaci�o entre Q i K (K �es el nombre d'etapes de l'algorisme CC-cub original) deter-mina dos esquemes de segmentaci�o diferents. Quan Q < K l'esquema de la segmentaci�os'anomena shallow pipelining, mentre que si s'escull un tamany de Q m�es gran o igualque K la segmentaci�o s'anomena deep pipelining. Veiem amb un exemple en qu�econsisteixen cadascun d'aquests esquemes.En la �gura 2.3(a) es mostra de forma esquem�atica l'execuci�o d'un CC-cub en unhipercub de dimensi�o 3. L'algorisme consisteix en quatre iteracions, K = 4. Elsc�alculs estan representats per rectangles i la comunicaci�o representada per etxes. Lesoperacions de comunicaci�o en cada iteraci�o es representen amb una etxa amb un to degris diferent. L'ordre en qu�e les dimensions de l'hipercub s�on utilitzades en cadascunade les quatre etapes de comunicaci�o s�on < 0; 1; 2; 1 >.
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Figura 2.3 (a)Algorisme CC-cub sense segmentar les comunicacions. (b)Aplicaci�ode Deep pipelining (Q=6). (c)Aplicaci�o de Shallow pipelining.Deep pipeliningLa �gura 2.3(b) mostra l'execuci�o de l'algorisme quan s'aplica deep pipelining. Elsc�alculs que es realitzaven en cadascuna de les etapes de l'algorisme original, es di-videixen en Q paquets de manera que Q > K (6 paquets en l'exemple). Cada paquetconsisteix en el c�alcul d'N=Q elements. En el nou algorisme generat despr�es d'aplicarla segmentaci�o de les comunicacions, es poden distingir tres fases, pr�oleg, kernel i ep��leg.La primera fase, el pr�oleg, consisteix en K � 1 iteracions. En la iteraci�o i del pr�oleg,cada node calcula i paquets (que pertanyen a diferents etapes de l'algorisme original)i envia i paquets als nodes ve��ns en les dimensions d1:::di. Els paquets que utilitzendiferentes dimensions s'envien en paral.lel. Aquells paquets que s'han d'enviar per lamateixa dimensi�o es combinen en un �unic missatge i s�on enviats a la seva destinaci�o.Les seg�uents Q � K + 1 iteracions formen la fase del kernel. En cada iteraci�o de lafase del kernel cada node calcula K paquets i els envia utilitzant tots els enlla�cos decomunicaci�o a la vegada, els enlla�cos que apareixen en la seq�u�encia D utilitzada.



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 51Finalment, el nombre de paquets que ha de calcular i d'enviar cada node decreix en lesK � 1 �ultimes etapes, que constitueixen la fase d'ep��leg.Shallow pipeliningEl m�etode shallow pipelining s'il.lustra en la �gura 2.3(c). De nou, cada iteraci�o del'algorisme original es descomposa en Q paquets, en aquest cas el valor de Q �es m�es petitque K (3 paquets en l'exemple). Ara la fase de pr�oleg consisteix en Q � 1 iteracions.Les seg�uents K�Q+1 iteracions formen la fase de kernel i les �ultimes Q�1 iteracionsconstitueixen la fase d'ep��leg. En cada iteraci�o del kernel cada node envia Q paquetsutilitzant com a m�axim Q dimensions cont��nues de la seq�u�encia D en paral.lel.
La idea de la t�ecnica de la segmentaci�o de les comunicacions s'inspira en el softwarepipelining [37] i va ser utilitzada per primer cop de forma molt restrictiva per [32]per optimitzar el c�alcul de la FFT en la CM2. En [8] s'ha generalitzat la t�ecnica ambla possibilitat d'una an�alisi de tots els possibles valors que pot prendre Q (grau desegmentaci�o).2.3 BR SEGMENTATLa t�ecnica de la segmentaci�o de les comunicacions pot aplicar-se a qualsevol algorismedel tipus CC-cub que compleixi els requeriments especi�cats a [8]. En particular, enel cas de l'algorisme BR la t�ecnica no pot aplicar-se a tot l'algorisme, per�o s�� que �espossible aplicar la t�ecnica de la segmentaci�o de les comunicacions a les fases d'intercanvi,que a m�es a m�es podem considerar que s�on les fases amb m�es cost de tot l'algorisme.Recordem quin era el procediment de l'algorisme BR: en cadascuna de les iteracionsque formen una fase d'intercanvi es podien distingir una etapa computacional (c�alculi aplicaci�o de rotacions) seguida d'una transici�o (intercanvi d'informaci�o). En cadaiteraci�o s'intercanvia un bloc d'm=2d+1 columnes de la matriu �A i les corresponents



52 Cap�itol 2columnes de la matriu U (cada parella de ve��ns intercanvia els respectius blocs inferiors).En cada iteraci�o un proc�es ha d'aparellar una columna que pertany al bloc inferior ambtotes les columnes que pertanyen al bloc superior. Quan una columna del bloc inferiors'ha aparellat amb totes les columnes del bloc superior, aquesta columna ja no esmodi�car�a m�es durant la iteraci�o en q�uesti�o i per tant �es possible enviar-la al node quecorrespongui (segons la dimensi�o utilitzada en la transici�o seg�uent) abans de �nalitzartotes les transformacions que s'han de realitzar durant aquesta iteraci�o. Aix�o fa quesigui possible aplicar la segmentaci�o de les comunicacions a totes les fases d'intercanvi.La segmentaci�o de les comunicacions no es pot aplicar a les etapes de divisi�o. Per unapart, no �es possible aplicar-la individualment a la fase de divisi�o ja que en aquesta fasetan sols s'utilitza un enlla�c de l'hipercub i per tant �es impossible explotar cap tipusde paral.lelisme des d'aquest punt de vista. Per una altra part, podr��em considerarla fase de divisi�o conjuntament amb les fases d'intercanvi i aplicar la segmentaci�o deles comunicacions a tot plegat. Per�o aix�o tampoc no �es possible ja que en les fasesde divisi�o s'intercanvien alguns blocs superiors. Per poder realitzar aquest intercanvi�es absolutament necessari que s'hagin rebut totes les columnes del bloc inferior ques'hagin generat en la iteraci�o immediatament anterior a la fase de divisi�o, iteraci�o quees correspon a l'�ultima transici�o de la fase d'intercanvi pr�evia a la fase de divisi�o.Aquesta situaci�o fa que una de les condicions necess�aries per aplicar la segmentaci�o deles comunicacions no es compleixi i per tant aquesta no pugui aplicar-se.L'algorisme que resulta un cop aplicada la t�ecnica de la segmentaci�o de les comunica-cions a les fases d'intercanvi de l'algorisme BR l'anomenarem BR segmentat.2.3.1 Modelitzaci�o del cost de la comunicaci�o de l'algorismeBR segmentatA continuaci�o s'avalua l'e�ci�encia de l'algorisme BR segmentat. Aquest es comparaamb l'algorisme BR per veure quant es redueix el cost quan s'aplica la t�ecnica de lasegmentaci�o de les comunicacions. Tamb�e es compara amb la �ta inferior de�nida ante-riorment; aquesta comparaci�o ens permet determinar quant bo �es l'algorisme segmentati si val la pena buscar alternatives millors.



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 53Si analitzem la seq�u�encia DBRe , que especi�ca l'ordre en qu�e s'utilitzen les dimensionsdurant la fase d'intercanvi e, s'observa que la dimensi�o 0 apareix exactament 2e�1 cops.Per exemple, la seq�u�encia DBR4 = 010201030102010 consta de 15 elements i la dimensi�o0 apareix un total de 8 cops, una mica m�es de la meitat. Des del punt de vista de lacomunicaci�o aix�o suposa que la meitat de la informaci�o que s'ha de transmetre en cadafase d'intercanvi s'envia a trav�es d'aquesta dimensi�o. Aquesta observaci�o suggereixque el m�axim bene�ci que es podr�a obtenir quan s'apliqui la t�ecnica de la segmentaci�ode les comunicacions, ser�a reduir el cost de la comunicaci�o de cada fase d'intercanvia la meitat. Per una altra banda, tamb�e s'observa que qualsevol subseq�u�encia de doselements consecutius de DBRe consta de dues dimensions diferents. Per tant, despreciantl'etapa de pr�oleg i d'ep��leg, es pot aconseguir reduir el cost de la comunicaci�o a la meitatamb un grau de segmentaci�o igual a 2, �es a dir amb Q = 2. A m�es a m�es, amb aquestgrau de segmentaci�o tan petit s'aconsegueix minimitzar el cost de la comunicaci�o deguta l'inicialitzaci�o dels missatges (temps de startup), el qual com ja s'ha vist anteriorment�es proporcional al grau de segmentaci�o.�Es possible demostrar f�acilment que el grau de paral.lelisme �optim de l'algorisme BRsegmentat amb el que s'aconsegueix una reducci�o m�axima del cost de la comunicaci�o�es per Q = 2. L'expressi�o del cost de la comunicaci�o de l'algorisme BR segmentat percompletar un escombrat, considerant el grau de segmentaci�o per Q = 2 �es:
TBRs = (2d+1 � 1)(2� Ts + m22d+1 � Te)on 2d+1 � 1 s�on el nombre d'etapes per completar un escombrat. En cada operaci�o decomunicaci�o s'intercanvien dos missatges de tamany igual a m2=2d+1. El cost d'inicial-itzar les dues operacions de comunicaci�o no �es possible solapar-les i tenen un cost iguala 2� Ts. Degut a qu�e els dos missatges s'envien sempre a dos nodes ve��ns en diferentsdimensions de l'hipercub el cost d'enviar els dos missatges es pot solapar i per tantel cost �es igual al cost d'enviar un �unic missatge, (m2=2d+1)Te. Tenint en compte queel valor que es considera �es Q = 2, estem aconseguint el m�axim paral.lelisme possible(sempre utilitzem dos enlla�cos diferents de l'hipercub).
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Figura 2.4 An�alisi de l'algorisme BR segmentatEl terme que multiplica a Te es divideix en dos factors, el primer factor amb un valor de1 indica el nombre de vegades que apareix en cada operaci�o de comunicaci�o la dimensi�om�es frequent (�), en aquest cas podem observar que totes les subseq�u�encies de duesdimensions contenen diferents dimensions de l'hipercub i per tant el valor �es 1. El segonfactor amb un valor igual a m22d+1 indica el tamany del paquet que es transmet en cadaoperaci�o de comunicaci�o. Es pot veure que aquest �es igual a la meitat del paquet quees transmetia en l'algorisme BR sense segmentar degut a qu�e Q = 2.En la �gura 2.4 es compara el cost de la comunicaci�o que requereix la resoluci�o d'unproblema de dimensi�o 2�215 quan s'apliquen cadascun dels tres algorismes consideratsen aquesta secci�o: l'algorisme BR, l'algorisme BR segmentat amb grau de segmentaci�oigual a 2 i la �ta inferior. En la gr�a�ca es representa una corba en la que s'han presels valors de Te i de Ts igual a 1 i 40 respectivament, aquests valors serien els valorsequivalents a la relaci�o de par�ametres del multicomputador nCUBE 2 que s'ha descriten el cap��tol 1. Tenint en compte les tend�encies descrites en el cap��tol 1 de l'evoluci�o



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 55dels par�ametres en els multicomputadors, en la gr�a�ca es representa una segona corbaen la que s'han pres els valors de Te i de Ts igual a 1 i 1000 respectivament.Es pot observar dels resultats que s'han obtingut que el cost de la comunicaci�o �espoc sensible a la variaci�o del valor dels par�ametres Te i Ts i les dues corbes gaireb�ees superposen. Aix�o �es degut a qu�e en aquest cas t�e molt m�es pes el fet que puguemsolapar el cost d'enviar dos missatges que el fet d'augmentar el nombre de missatges aldoble respecte l'algorisme BR sense segmentar.En la gr�a�ca s'observa que amb l'algorisme BR segmentat el cost de la comunicaci�otendeix a reduir-se a la meitat tal i com era d'esperar. Malgrat aquest guany, aquestareducci�o est�a bastant lluny de l'�optim. Aix�o �es degut a la pr�opia estructura de laseq�u�encia DBRe i al desequilibri en la utilitzaci�o de les dimensions. Aquesta observaci�o�es la que ens ha motivat la cerca de noves ordenacions m�es adequades per treure pro�tde la t�ecnica de la segmentaci�o de les comunicacions.2.4 NOVES ORDENACIONSSi analitzem la seq�u�encia de dimensions d'una etapa d'intercanvi de l'algorisme BRpodem observar que aquesta de�neix un cam�� hamiltoni�a d'un hipercub. �Es a dir,despr�es de tots els intercanvis segons les dimensions de la seq�u�encia un paquet de dadesvisita tots els nodes d'un hipercub un sol cop. En la �gura 2.5 es mostra un exempleen el que es veu quin �es el cam�� que recorre un paquet quan s'apliquen els intercanvisque determinen la seq�u�encia DBR3 =< 0102010 >, els quals permeten visitar tots elsnodes d'un hipercub de dimensi�o 3 un sol cop.Si substitu��m aquesta seq�u�encia en l'algorisme BR per qualsevol altra seq�u�encia dedimensions que de�neix tamb�e un cam�� hamiltoni�a, el nou algorisme generat tindr�a uncomportament totalment equivalent a l'algorisme BR original, �es a dir es generen totsels aparellaments requerits a la fase d'intercanvi corresponent.
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Figura 2.5 Cam�� hamiltoni�a que recorre un hipercub de dimensi�o 3La seq�u�encia de dimensions d'una etapa d'intercanvi de l'algorismeBR de�neix un cam��hamiltoni�a, amb l'objectiu que tots els bloc inferiors visitin tos els nodes de l'hipercubconsiderat. Si modi�quem la seq�u�encia de dimensions i aquesta nova seq�u�encia de�neixun altre cam�� hamiltoni�a en el mateix hipercub que la seq�u�encia original, s'assoleixel mateix objectiu de l'algorisme original, per tant podem considerar que totes duesseq�u�encies de dimensions s�on equivalents i v�alides.Aix�o implica que tots els possibles algorimes que es generen amb aquest procediment,proposant camins hamiltonians alternatius, completaran un escombrat amb el nom-bre m��nim d'etapes amb l'�unica difer�encia entre ells de l'ordre en qu�e s'aplicaran lestransformacions.Des del punt de vista de la segmentaci�o de les comunicacions la seq�u�encia que de�neixel cam�� hamiltoni�a seria interessant que compl��s les seg�uents propietats:EquilibriQue totes les dimensions de l'hipercub apareguin el mateix nombre de vegadesdintre la seq�u�encia. Aquesta propietat afavoreix deep pipelining.Distribuci�oQue les dimensions dintre la seq�u�encia estiguin ben distribu��des (0,1,2...0,1,2...).Aquesta propietat afavoreix shallow pipelining.No ha estat possible trobar cap seq�u�encia que de�neixi un cam�� hamiltoni�a i que com-pleixi aquestes dues propietats simult�aniament, seq�u�encia �optima. A continuaci�o per�o,



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 57es proposen dues noves seq�u�encies, que malgrat que no s�on �optimes presenten unespropietats millors que la seq�u�encia de l'algorisme BR.La primera, anomenada BR-permutada, forma part de l'ordenaci�o de Jacobi �-optimalque es descriu a continuaci�o. Amb aquesta seq�u�encia s'aconsegueix que totes les di-mensions de l'hipercub s'utilitzin bastant equilibradament (es compliria la primerapropietat) per�o no aconsegueix una bona distribuci�o dintre la seq�u�encia. �Es per aix�oque aquesta primera proposta funciona b�e amb deep pipelining i per tant requereixvalors de Q grans. Aix�o implica que per poder aplicar aquesta ordenaci�o de formae�cient es requereixen problemes de tamany gran. En el millor dels casos el cost de lacomunicaci�o de l'algorisme original es pot dividir per d.La segona proposta, anomenada Grau-4, aconsegueix una distribuci�o tal que per unvalor de Q = 4 aconsegueix utilitzar gaireb�e sempre grups de quatre dimensions difer-ents amb el que el cost de la comunicaci�o queda dividit per 4. Aquesta es pot utilitzarper qualsevol tamany de problema.2.4.1 Ordenaci�o �-optimalL'ordenaci�o que es proposa en aquesta secci�o, que hem anomenat ordenaci�o �-optimal,�es el resultat de la combinaci�o de dues noves ordenacions, l'ordenaci�o �-m��nima i l'or-denaci�o BR-permutada. Ambdues pretenen complir la propietat d'equilibri de�nidaanteriorment. A continuaci�o es descriuen en detall cadascuna d'aquestes dues novesordenacions.Equilbri �optimDonada una seq�u�encia de dimensions, de�nim � com el nombre de vegades que apareixla dimensi�o que m�es cops apareix dintre la seq�u�encia. El grau d'equilibri d'una or-denaci�o es caracteritza pel valor d'�. Interessar�a, doncs, tenir valors petits d'� jaque la seq�u�encia ser�a m�es equilibrada amb el que potencialment tindrem un grau desolapament m�es gran i per tant el cost de la comunicaci�o ser�a m�es petit.



58 Cap�itol 2En una fase d'intercanvi e, el nombre d'elements per qualsevol seq�u�encia De �es 2e� 1 iel nombre de dimensions diferents que podem trobar �es e. El valor d'� d'una sequ�enciatotalment equilibrada es pot expressar com:b2e � 1e c (2.3)Aquest valor, que determina la �ta inferior d'�, ens permetr�a tenir un punt de refer�enciaa l'hora d'analitzar l'e�ci�encia de les noves ordenacions.Ordenaci�o �-m��nimaDonat un hipercub d'una determinada dimensi�o existeix m�es d'un cam�� hamiltoni�a i enconseq�u�encia hi ha moltes seq�u�encies alternatives que poden utilitzar-se a l'hora d'im-plementar les fases d'intercanvi. Si volem ser exhaustius, per tal d'obtenir la seq�u�enciaamb l'� m��nima haur��em de generar tots els camins hamiltonians possibles. Hemrealitzat un programa per obtenir la seq�u�encia de dimensions que sigui cam�� hamil-toni�a i tingui el valor d'� m��nima. Degut a la complexitat del mateix tan sols s'hanpogut obtenir seq�u�encies per valors d'e � 7. Les seq�u�encies que s'han obtingut s�on lesseg�uents:Dmin2 = <010>Dmin3 = <0102010>Dmin4 = <010203212303121>Dmin5 = <012010301021412321230323414323>Dmin6 =<0102010301020104010213121521312432313234350542453542414345254345>El valor d'� corresponent a cadascuna d'aquestes seq�u�encies �es 2,3,4,7 i 11 respectiva-ment, que com es pot comprovar coincideix amb la �ta inferior d'� que s'ha de�nit enl'apartat anterior.



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 59Ordenaci�o BR-permutadaA continuaci�o es presenta una nova ordenaci�o de Jacobi. Aquesta s'obt�e aplicant unas�erie de permutacions a la seq�u�encia de dimensions d'una etapa d'intercanvi de l'orde-naci�o BR. La seq�u�encia resultant l'hem anomenat BR-permutada, abreujat Dp�BRe .El valor d'� d'aquesta nova ordenaci�o �es bastant pr�oxim al valor de l'� m��nima ques'ha de�nit anteriorment. En particular, en l'annex 1 es demostra que per valors gransd'e el valor d'� �es 1; 25 vegades el valor de l'� �optim. La metodologia que es descriua continuaci�o s'aplicar�a per tal d'obtenir seq�u�encies quan e > 6. Per valors de e � 6s'aplicaran les seq�u�encies �-m��nima de�nides en la secci�o anterior.La metodologia que s'aplica a l'hora de generar la nova ordenaci�o, es basa en la seg�uentpropietat dels hipercubs.Propietat 1. Sigui De una seq�u�encia d'enlla�cos que de�neixen un cam�� hamiltoni�a enun subcub de dimensi�o e. Sigui � qualsevol permutaci�o dels identi�cadors dels enlla�cosdintre de la seq�u�encia. Si apliquem la permutaci�o � a qualsevol subseq�u�encia de Deque �es un cam�� hamiltoni�a d'un subcub, llavors la seq�u�encia resultant segueix sent uncam�� hamiltoni�a del subcub de dimensi�o e.Demostraci�o. Donat un cub de dimensi�o n, si apliquem una permutaci�o a tots elsenlla�cos de la seq�u�encia i renombrem els nodes d'acord amb la permutaci�o, el grafresultant �es isom�or�cament equivalent al graf original. �Es per aquest motiu que si unapermutaci�o d'aquest tipus s'aplica a una seq�u�encia d'enlla�cos que de�neixen un cam��hamiltoni�a en un cub de dimensi�o n, la seq�u�encia resultant tamb�e �es un cam�� hamiltoni�adel mateix subcub.Vegem alguns exemples de com s'aplicaria aquesta propietat.< 010 > �es un cam�� hamiltoni�a d'un cub de dimensi�o 2. Si els enlla�cos 0 i 1s'intercanvien en tota la seq�u�encia, la seq�u�encia resultant �es < 101 > que com potcomprovar-se tamb�e �es un cam�� hamiltoni�a.



60 Cap�itol 2< 0102010 > �es un cam�� hamiltoni�a d'un cub de dimensi�o 3. Si apliquem lapermutaci�o de l'exemple anterior a la subseq�u�encia composada pels tres �ultimselements, subseq�u�encia que �es un cam�� hamiltoni�a d'un subcub de dimensi�o 2,s'obt�e la seq�u�encia < 0102101 >, la qual segueix sent un cam�� hamiltoni�a d'un cubde dimensi�o 3.Descripci�o de la metodologia per generar seq�u�encies Dp�BReLa metodologia per obtenir la seq�u�encia de les dimensions corresponents a una etapad'intercanvi de l'ordenaci�o BR-permutada es mostrar�a amb un exemple concret pere = 5. S'ha escollit aquest valor per posar un exemple curt, s'ha de tenir en compte,per�o, que per aquest valor es coneix una ordenaci�o �{m��nima.Es parteix de la seq�u�encia generada amb l'ordenaci�o BR quan e = 5:DBR5 =< 0102010301020104010201030102010>La seq�u�encia corresponent a l'ordenaci�o BR-permutada, Dp�BR5 , s'obt�e aplicant unas�erie de permutacions a la seq�u�encia inicialDBR5 . Les subseq�u�encies a les que s'apliquenles permutacions, s'escullen de tal manera que sempre es corresponen al recorregut d'unsubcub complet de l'hipercub inicial.Es pot observar que la seq�u�encia DBRe est�a formada per 2e�1 elements que realitzenun recorregut d'un subcub de dimensi�o (e � 1), seguits per un element central i acontinuaci�o una altra seq�u�encia de 2e�1 elements que realitzen un recorregut d'un altresubcub de dimensi�o (e � 1). Cadascuna d'aquestes dues subseq�u�encies de dimensi�o(e � 1) estan formades per dues subseq�u�encies de dimensi�o (e � 2) separades per unelement central. Aquesta propietat pot aplicar-se recursivament a cadascuna de lesquatre subseq�u�encies �ns que el resultat s�on subseq�u�encies composades per un �unicelement.S'han de realitzar un total de blog2(e� 1)c permutacions per tal d'obtenir la seq�u�enciade�nitiva, aquestes s'apliquen en blog2(e� 1)c etapes. En la primera etapa, la primera



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 61permutaci�o s'aplica a la segona subseq�u�encia de dimensi�o (e� 1). En la segona etapa,la segona permutaci�o s'aplica a la segona i quarta subseq�u�encia de dimensi�o (e � 2).En general, en la permutaci�o k-�essima (per k = 0:::blog2(e � 1)c � 1) s'aplica a lessubseq�u�encies de dimensi�o (e � k � 1), comen�cant per la segona subseq�u�encia. Deguta la Propietat 1, de�nida anteriorment, sempre es compleix que la nova seq�u�enciagenerada segueix sent v�alida.Les permutacions que s'apliquen a les diferents subseq�u�encies en una mateixa etapas�on diferents. Per cada etapa, a partir de la permutaci�o que s'aplica a la primera sub-seq�u�encia es poden obtenir les permutacions que s'apliquen a la resta de subseq�u�enciesrealitzant una composici�o de totes les permutacions que s'han aplicat anteriorment acada subseq�u�encia en particular.En general, en l'etapa k (per k = 0:::blog2(e � 1)c � 1) la permutaci�o aplicada a laprimera subseq�u�encia de dimensi�o (e� k � 1) durant aquesta etapa es de�neix com latransposici�o de les seg�uents parelles de dimensions:
i! b(e� 1)=2kc � 1� i k 2 [0; blog2(e� 1)c � 1] i 2 [0; b(e� 1)=2kc � 1]La permutaci�o que s'aplica a la resta de subseq�u�encies de dimensi�o (e � k � 1), S1,durant l'etapa k s'obt�e a partir de la composici�o de la permutaci�o aplicada a la primerasubseq�u�encia de dimensi�o (e � k � 1) amb totes les permutacions que s'han aplicatanteriorment a qualsevol subseq�u�encia S2 que inclou a S1 (S1 2 S2).En el nostre exemple, per obtenir la seq�u�encia BR-permutada s�on necess�aries 2 etapesde permutacions (blog2 4c). En la primera etapa, la permutaci�o s'aplica a la segonasubseq�u�encia de dimensi�o 3 i consisteix en intercanviar cada dimensi�o i , i 2 [0; 3], ambla dimensi�o 3� i respectivament. La seq�u�encia resultant �es:

< 0102010301020104323132303231323 >



62 Cap�itol 2on apareixen en negreta les dimensions afectades per la permutaci�o aplicada en laprimera etapa.En la segona etapa, s'aplica una permutaci�o a la segona i quarta subseq�u�encia de di-mensi�o 2. En la primera subseq�u�encia s'intercanvien les dimensions i, i 2 [0; 1], amb lesdimensions 1� i respectivament. Amb aquest intercanvi les dimensions 0 i 1 s'intercan-vien en el segon quart. A l'hora de de�nir la permutaci�o per la subseq�u�encia del quartquart, s'han de tenir en compte les permutacions que s'han aplicat en l'etapa anterior.Com que la dimensi�o 0 es va intercanviar amb la dimensi�o 3 i la dimensi�o 1 es va inter-canviar amb la dimensi�o 2, la permutaci�o que resulta de la composici�o de la permutaci�ode la segona etapa amb la permutaci�o de l'etapa anterior consisteix en intercanviar ladimensi�o 3 amb la dimensi�o 2. Aix�� doncs, aplicant aquestes permutacions la seq�u�encia�nal queda com: < 0102010310121014323132302321232 >on apareixen de nou en negreta les dimensions afectades per la permutaci�o aplicada enla segona etapa.En la taula 2.6 es mostren els valors del par�ametre � per v�aries seq�u�encies de l'ordenaci�oBR-permutada per diferents valors d'e.Algorisme �-optimalLes dues ordenacions que s'acaben de descriure, �-m��nima i BR-permutada, intentenminimitzar el valor d'�. Aquestes dues ordenacions es combinen per formar l'algorisme�-optimal. Aquest algorisme consisteix en l'aplicaci�o del m�etode Jacobi unilateralconjuntament amb segmentaci�o de les comunicacions amb la nova ordenaci�o. Aquestaordenaci�o utilitza l'ordenaci�o �{m��nima per les etapes d'intercanvi que s'apliquen ensubcubs de dimensi�o m�es petits de 7, ja que aquesta ordenaci�o tan sols s'ha de�nitper subcubs d'aquestes dimensions. En el cas de les etapes d'intercanvi que s'apliquenamb subcubs de dimensions m�es grans o iguals a 7, s'aplica l'ordenaci�o BR-permutada,
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Figura 2.6 Valor d'� corresponent a l'ordenaci�o BR-permutadaque com s'acaba de veure aconsegueix valors pr�oxims al par�ametre � m��nim (de�nit alprincipi de la secci�o).Avaluaci�o de l'e�ci�encia de l'algorisme �-optimalEn aquesta secci�o s'avalua l'e�ci�encia de l'algorisme �-optimal i es compara amb l'al-gorisme BR, l'algorisme BR segmentat i la �ta inferior. �Es dif��cil determinar de formaanal��tica el valor �optim de Q per la seq�u�encia �-optimal, aix�� que per cada problemaconcret s'ha realitzat per programa un escombrat de tots els casos per determinar elvalor �optim de Q.En les gr�a�ques de la �gura 2.7 es compara el cost de la comunicaci�o de l'algorismeBR segmentat i de l'algorisme �-optimal per diferents dimensions de l'hipercub, dedimensi�o 2 �ns a dimensi�o 15. Les gr�a�ques tamb�e mostren l'e�ci�encia de l'algorismeBR i de la �ta inferior. Cada gr�a�ca avalua el sistema per un tamany de problema
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Figura 2.7 Avaluaci�o de l'e�ci�encia dels algorismes BR, BR segmentat i �-optimal.En (a) s'ha considerat un tamany de problema 218; en (b) s'ha considerat un tamanyde problema 220 i en (c) s'ha considerat un tamany de problema 232.diferent; en la gr�a�ca 2.7(a) s'ha considerat un tamany de problema igual a 218, en lagr�a�ca 2.7(b) s'ha considerat un tamany de problema igual a 220 i en la gr�a�ca 2.7(b)s'ha considerat un tamany de problema igual a 232.En cadascuna de les tres gr�a�ques es representen dues corbes en tra�c contigu. En laprimera s'han considerat els valors dels par�ametres Te i Ts igual a 1 i 40 respectiva-ment, valors equivalents a la relaci�o de par�ametres del multicomputador nCUBE 2especi�cats en el cap��tol 1. En la segona s'han considerat els valors dels par�ametres Te



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 65i Ts igual a 1 i 1000, valors que s'han escollit per avaluar sistemes amb una relaci�o delspar�ametres Te=Ts m�es gran.Es pot observar dels resultats que s'han obtingut que el cost de la comunicaci�o �es pocsensible a la variaci�o del valor dels par�ametres Te i Ts i les dues gr�a�ques gaireb�e espodrien considerar id�entiques. Aix�o es degut a que en aquest cas t�e molt m�es pes el fetque puguem solapar el cost d'enviar d missatges que el fet d'augmentar el nombre demissatges a un nombre igual a d respecte l'algorisme BR sense segmentar.En la gr�a�ca 2.7(a) s'ha considerat una matriu de tamany igual a 218 columnes;en aquest cas es pot observar que amb l'algorisme �-optimal es pot aconseguir unae�ci�encia pr�oxima a l'�optim pel cas d'hipercubs petits. Quan la dimensi�o de l'hipercubcreix, l'e�ci�encia tendeix a aproximar-se a l'e�ci�encia obtinguda amb l'algorisme BRsegmentat. La ra�o d'aquest comportament �es que en les primeres fases de cada escom-brat (les fases que consumeixen m�es temps) no �es possible utilitzar deep pipelining.Tan sols pot aplicar-se deep pipelining quan el grau de paral.lelisme �es m�es gran oigual que el nombre d'etapes de la fase d'intercanvi. L'algorisme �-optimal ha estatpensat per obtenir e�ci�encies pr�oximes a l'�optim sempre i quan sigui possible aplicardeep pipelining; en cas que no sigui possible el seu comportament �es equivalent al del'algorisme BR segmentat.En la gr�a�ca 2.7(b) es considera una matriu amb 220 columnes. Com que ara el tamanydel bloc �es m�es gran s'aconsegueixen e�ci�encies pr�oximes a l'�optim per hipercubs dedimensions m�es grans, en aquest cas concret �ns a hipercubs de dimensi�o igual a 10.Finalment, en la gr�a�ca 2.7(c) es considera una matriu amb 232columnes. En aquestcas, �es possible aplicar el model deep pipelining en totes les fases d'intercanvi de qual-sevol hipercub considerat, 2 � d � 15, amb el que s'aconsegueixen e�ci�encies pr�oximesa l'�optim per tots els casos considerats a la gr�a�ca.�Es important assenyalar que l'ordenaci�o BR-permutada �es e�cient sempre que siguipossible aplicar deep pipelining a les primeres fases d'intercanvi, fases que tenen lamajor part del pes de la comunicaci�o. Aix�o tan sols �es possible si el nombre de columnes



66 Cap�itol 2d'un bloc �es m�es gran o igual que el nombre d'etapes que formen una fase d'intercanvique recorre l'hipercub de dimensi�o m�es gran, dimensi�o igual a d, i per tant s'ha decomplir que N � 2e � 1. Aquesta restricci�o imposa que la dimensi�o de la matriu siguiigual a (2d � 1) � 2 � (2d � 1). A mesura que d creix la dimensi�o de la matriu es famolt gran.Si les dimensions de la matriu s�on m�es petites, per restriccions del m�etode no �es pos-sible aplicar deep pipelining i for�cosament hem d'aplicar shallow pipelining. Quans'analitzen amb m�es detall subseq�u�encies m�es petites de l'ordenaci�o BR-permutada espot observar que el comportament �es equivalent a l'ordenaci�o BR. �Es per aquest motiuque la reducci�o de la comunicaci�o tendeix a dividir-se per 2 tal i com ja s'ha vist en elcas del BR segmentat.2.4.2 Ordenaci�o Grau-4S'ha vist en la secci�o anterior que amb l'ordenaci�o �-optimal s'aconsegueix reduir el costde la comunicaci�o considerablement sempre i quan s'apliqui el model de segmentaci�odeep pipelining i el cost de la comunicaci�o estigui dominat per l'etapa del nucli. Ditd'una altra manera, quan el valor de Q �es molt gran, per tant nom�es �es efectiu quan elproblema �es gran. En cas contrari s'obtenen resultats bastant iguals als que s'obtenienamb l'algorisme BR segmentat.Per una etapa d'intercanvi e, si s'aplica shallow pipelining, interessa que l'ordenaci�outilitzada, De, tingui subseq�u�encies de tamany Q amb el nombre m��nim de dimensionsrepetides. El cas �optim ser�a aquell en qu�e totes les dimensions dintre la subseq�u�enciasiguin diferents; aix�o tan sols es pot complir si Q � e, o b�e que totes les dimensions esrepeteixin el mateix nombre de vegades, quan Q > e amb una difer�encia m�axima d'1.En les seq�u�encies de les ordenacions Dmin��e i Dp�BR es pot veure que si es consideratota la seq�u�encia completa, totes les dimensions es repeteixen el mateix nombre decops, per�o aquest comportament no es compleix per subseq�u�encies m�es petites, on espot observar que gaireb�e la meitat dels elements s�on iguals.



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 67A continuaci�o es descriu una nova ordenaci�o de Jacobi que degut a qu�e utilitza lesdimensions de forma m�es equilibrada aconsegueix m�es bons resultats quan s'aplicashallow pipelining.De�nici�o de l'ordenaci�o Grau-4A continuaci�o es de�neix una nova ordenaci�o de Jacobi que t�e la propietat que gaireb�etotes les subseq�u�encies de tamany igual a 4 de la seq�u�encia De que representa les tran-sicions d'una fase d'intercanvi estan composades per diferents elements (dimensions).Direm que una seq�u�encia De �es de grau n si qualsevol subseq�u�encia d'n elements conse-cutius est�a formada per n elements diferents i a m�es a m�es la majoria de subseq�u�enciesd'n+1 elements tenen menys d'n+1 elements diferents. Per exemple, DBRe �es de grau2 per qualsevol valor d'e.Una ordenaci�o que consisteix en subseq�u�encies de grau n ens permetr�a reduir el cost dela comunicaci�o per un factor n si s'aplica la segmentaci�o de les comunicacions amb ungrau de segmentaci�o igual a n. La millor soluci�o seria trobar una ordenaci�o en la quetotes les seq�u�encies De tinguessin grau e per qualsevol e. Aquest �es un problema al queno li hem pogut donar soluci�o. Malgrat aix�o, hem pogut trobar una metodologia queens permet trobar seq�u�encies que s�on de grau "quasi" 4. Diem que �es de grau "quasi"4, ja que gaireb�e totes les subseq�u�encies de 4 elements estan composades per elementsdiferents. L'ordenaci�o resultant l'anomenarem ordenaci�o Grau-4 i les corresponentsseq�u�encies s'indicaran per DD4e . Aquesta ordenaci�o es de�neix de la manera seg�uent:
E3 = < 0121012 >Ei = < Ei�1; i; Ei�1 > 4 � i < eDD4e = < Ee�1; 1; Ee�1 > e � 4Per exemple, DD45 =< 0123012401230121012301240123012 >. Es pot observar queles seq�u�encies generades s�on de grau "quasi" 3, ja que tan sols dues subseq�u�encies
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Figura 2.8 Representaci�o gr�a�ca de DD4e+1de tamany 3, situades en el centre, no tenen tots els elements diferents (< 121 > i< 101 > en l'exemple). DD4e tamb�e es pot considerar de grau "quasi" 4 ja que de totesles subseq�u�encies de 4 elements tan sols quatre no tenen tots els seus elements diferents(< 0121 >,< 1201 >,< 2101 >,< 1012 > en l'exemple). Aix�o es compleix per qualsevole > 3. De totes maneres, quan e �es gran, aquestes subseq�u�encies que tenen elementsrepetits tenen un pes despreciable en l'e�ci�encia total de l'algorisme.Demostraci�o que l'ordenaci�o Grau-4 �es un cam�� hamiltoni�aEn aquesta secci�o es demostra que l'ordenaci�o Grau-4 proposada en aquest treball �esun cami hamiltoni�a. La demostraci�o es basa en el seg�uent lema:Lema 1. Sigui i un node arbitrari d'un hipercub de dimensi�o e. Sigui f el node al ques'arriba des del node i despr�es de seguir el cam�� de�nit per la seq�u�encia DD4e . Podemassegurar que els nodes i i f s�on ve��ns en la dimensi�o 1.Demostraci�o. La demostraci�o del lema es realitza per inducci�o. �Es f�acil veure que ellema es compleix per DD44 . Veurem que si es compleix per DD4e tamb�e es compleix perDD4e+1. Primer reescriurem l'expressi�o de DD4e+1 de la manera seg�uent:
DD4e+1 =< Ee; 1; Ee >=< Ee�1; e; Ee�1; 1; Ee�1; e; Ee�1 >=< Ee�1; DD4e ; Ee�1 >



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 69Qualsevol hipercub de dimensi�o e+1 es pot descomposar en dos hipercubs de dimensi�oe connectats entre si per la dimensi�o e. Tal i com es mostra a la �gura 2.8, el cam��descrit per DD4e+1 consisteix en el cam�� Ee�1 en el subcub 0, �ns l'enlla�c e que no pertanya Ee�1, un salt al subcub1 (per la dimensi�o e), el cam�� descrit per De6D4 pel subcub1, de nou un altre salt al subcub 0 (per la dimensi�o e) i el cam�� Ee�1 en el subcub 0.Per hip�otesi d'inducci�o, els nodes b i c del subcub 1 s�on ve��ns en la dimensi�o 1. Comque els nodes a i b s�on ve��ns en la dimensi�o e, i els nodes d i c tamb�e, els nodes a i dhan de ser ve��ns en la dimensi�o 1. �Es important adonar-se que el cam�� del node i �ns alnode a, a continuaci�o del node a al node d per la dimensi�o 1, seguit del cam�� del noded �ns al node f utilitza els mateixos enlla�cos que DD4e . De nou, per inducci�o, els nodesi i f han de ser ve��ns en la dimensi�o 1.Teorema 1. DD4e �es un cam�� hamiltoni�a.Demostraci�o. El teorema 1 tamb�e es demostrar�a per inducci�o. El teorema es compleixper DD44 . Suposem que DD4e �es un cam�� hamiltoni�a. De nou fem refer�encia a la �gura2.8, en la que es mostra l'esquema del cam�� seguit per la seq�u�encia DD4e+1. Tal i coms'ha vist en la demostraci�o del lema anterior, el cam�� del node i �ns al node a, seguitdel node d a trav�es de la dimensi�o 1, a continuaci�o el cam�� del node d �ns al node f ,utilitza tots els enlla�cos de DD4e . �Es per aix�o que DD4e+1 �es un cam�� hamiltoni�a en elsubcub 0 que s'interromp a la meitat per passar al subcub 1, el qual es travessa per unaseq�u�encia que �es hamiltoniana i despr�es retorna al subcub 0. Com a resultat podemassegurar que DD4e+1 �es un cam�� hamiltoni�a.Avaluaci�o de l'e�ci�encia de l'ordenaci�o Grau-4A l'hora d'avaluar l'e�ci�encia de l'ordenaci�o Grau-4 hem considerat un grau de seg-mentaci�o Q = 4 ja que l'ordenaci�o ha estat pensada per aquest cas concret. Recordemque en aquesta ordenaci�o gaireb�e totes les subseq�u�encies de tamany 4 utilitzen quatredimensions diferents.
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Figura 2.9 Avaluaci�o de l'e�ci�encia dels algorismes BR, BR segmentat, �-optimaland Grau-4. En (a) s'ha considerat un tamany de problema 218; en (b) s'ha consideratun tamany de problema 220 i en (c) s'ha considerat un tamany de problema 232En les gr�a�ques de la �gura 2.9 es mostra l'e�ci�encia de l'algorisme que aplica l'or-denaci�o de Jacobi Grau-4. Les gr�a�ques tamb�e mostren l'e�ci�encia dels algorismesBR, BR segmentat, �-optimal i la �ta inferior. L'e�ci�encia dels algorismes s'avaluaper tres tamanys de problema diferents i per hipercubs de dimensions dintre del rang2 � d � 15. Les corbes amb els valors dels par�ametres Te i Ts igual a 1 i 40 respectiva-ment es corresponen a la relaci�o de par�ametres de l'nCUBE 2 descrits en el cap��tol 1.Les corbes amb els valors dels par�ametres Te i Ts igual a 1 i 1000 respectivament s'hanescollit per veure que el cost de comunicaci�o de l'algorisme segueix sent poc sensible ala variaci�o en la relaci�o dels par�ametres Ts i Te.
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Figura 2.10 Cost de la comunicacio de cada etapa d'intercanvi per un hipercub dedimensio 10En les gr�a�ques de la �gura 2.9 s'observa que amb l'algorisme de Grau-4 el cost dela comunicaci�o tendeix a reduir-se a un quart del cost de comunicaci�o de l'algorismede partida (BR sense segmentar) i per tant �es dos cops m�es r�apid que l'algorisme BRsegmentat. Respecte a l'algorisme �-optimal, l'algorisme de Grau-4 �es millor en el casd'hipercubs que per restriccions de tamany de la matriu no �es possible aplicar el modelde segmentaci�o deep pipelining. Per exemple, en la gr�a�ca 2.9(a) per hipercubs dedimensi�o m�es gran que 8 l'algorisme de Grau-4 �es millor que l'algorisme �-optimal.En les gr�a�ques de la �gura 2.9 s'ha considerat que per cada etapa d'intercanvinecess�aria per completar un escombrat s'ha aplicat la mateixa ordenaci�o. En la �gura2.10 es compara el cost de la comunicaci�o dels algorismes �-optimal i de l'algorisme deGrau-4 per les diferents fases d'intercanvi de l'algorisme que s'executa en un hipercubde dimensi�o 10. Es pot veure que per aquest cas concret, l'algorisme �-optimal �esmillor per les fases entre 2 i 8, ambdues incloses, mentre que l'algorisme de Grau-4 �esmillor per la resta de fases, la 9 i 10. En un principi es podria intentar millorar elsalgorismes que s'han descrit considerant un nou algorisme en el que en cada fase d'in-tercanvi apliqu�es l'ordenaci�o que �es millor. S'han realitzat algunes proves d'aquest noualgorisme per�o els resultats �nals no s�on molt millors que els que s'obtenen quan s'aplicala mateixa ordenaci�o a totes les fases de divisi�o, ja que el cost total est�a determinatgaireb�e per les primeres fases d'intercanvi (amb els ��ndexos m�es grans) i generalment
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Figura 2.11 An�alisi de la converg�enciael cost �nal tendir�a a l'�optim si en les primeres fases d'intercanvi �es possible aplicarl'algorisme �-optimal, o b�e el cost de la comunicaci�o tendir�a a un quart del cost dela comunicaci�o de l'algorisme BR si en les primeres fases d'intercanvi s'ha d'aplicarl'algorisme Grau-4.2.5 SOBRE LA CONVERG�ENCIA DE LES NOVESORDENACIONSUna an�alisi detallada de la converg�encia de les noves ordenacions que s'han proposat enaquest cap��tol no est�a dintre dels objectius del treball desenvolupat en aquesta tesi. Engeneral, demostrar la converg�encia d'una ordenaci�o qualsevol de Jacobi �es un treball



C�alcul de valors i vectors propis en hipercubs multiple� port 73dif��cil [57][41][44][61]. De fet, de moltes ordenacions proposades per altres autors no sen'ha demostrat formalment la seva converg�encia degut a la seva di�cultat.En molts treballs presentats anteriorment podem trobar an�alisis no formals de la con-verg�encia d'algunes ordenacions. Normalment s'utilitzen matrius amb certes carac-ter��stiques espec���ques (matrius de test) i s'estudia el nombre d'escombrats necessarisper convergir amb les diferents ordenacions de Jacobi. A continuaci�o es mostren elsresultats que s'han obtingut dels tests de converg�encia que s'han realitzat. En la taula2.11 es mostra el nombre d'escombrats necessaris per convergir amb els algorismes BR,BR segmentat, �-m��nima i l'ordenaci�o Grau-4, per matrius de diferents tamanys (m)i per diferents nombre de nodes (P ). Les matrius de test utilitzades s'han generat ambn�umeros aleatoris amb una distribuci�o uniforme amb valors dintre l'interval [�1; 1],aquest mateix m�etode d'an�alisi de la converg�encia es pot trobar a [15]. Per cada par-ella de valors d'm i P s'han testejat 30 matrius diferents; els resultats presentats en lataula 2.11 s�on els valors mitjos dels 30 tests que s'han realitzat.Els resultats mostren que la converg�encia de les ordenacions proposades en aquesttreball �es pr�acticament igual a la de l'ordenaci�o BR.2.6 RESUM DE CONTRIBUCIONSEn la literatura s'han proposat diversos algorismes per resoldre el problema del valors ivectors propis en una topologia en hipercub. Tots aquests algorismes en cada operaci�ode comunicaci�o tan sols utilitzen un �unic enlla�c de comunicaci�o de l'hipercub (dels dpossibles en un hipercub amb 2d nodes). En el cas d'arquitectures multiple � port,aquests algorismes s�on poc e�cients ja que no exploten el potencial paral.lelisme queofereix l'arquitectura.En aquest cap��tol s'han proposat tres nous algorismes, els quals intenten treure pro�tde les prestacions que ofereix l'arquitectura utilitzant m�es d'un enlla�c de comunicaci�oen cada operaci�o de comunicaci�o. Els tres algorismes propostos s�on:



74 Cap�itol 2BR segmentat.Aquest s'obt�e aplicant la t�ecnica de la segmentaci�o de les comunicacions a l'algo-risme BR proposat en [8]. S'aconsegueix reduir el cost de la comunicaci�o a la meitatrespecte a l'algorisme original BR sense segmentar.�-optimal.Composat per dues ordenacions: �-m��nima BR-permutada. L'ordenaci�o �-m��nimatan sols es de�neix per subcubs de dimensions m�es petites o iguals a 6; en aquestscasos l'ordenaci�o �es �optima. Per q�uestions de temps d'execuci�o de programa aquestano es pot de�nir per subcubs de dimensi�o m�es gran que 6, en aquest cas s'aplical'ordenaci�o BR-permutada, que com ja s'ha vist �es quasi �optima.Amb dimensions de problema gran amb l'ordenaci�o �-optimal, el cost de la comuni-caci�o tendeix a dividir-se per d (m�axima reducci�o que pot obtenir-se en un sistemade dimensi�o d).Grau-4.Amb aquesta nova ordenaci�o per gaireb�e qualsevol tamany de problema s'acon-segueix reduir el cost de la comunicaci�o a una quarta part del cost original.Relacionats amb aquest treball s'han realitzat les seg�uents publicacions:"Jacobi Orderings for Multi-port Hypercubes"; D.Royo, A. Gonz�alez i M. Valero-Garc��a. 12th. International Parallel Symposium and 9th. Symposium on Paralleland Distributed Processing. 30 de mar�c- 3 d'abril, 1998. Orlando, Florida (USA)."Low Communication overhead Jacobi Algorithms for Eigenvalue Computation onHypercubes"; D. Royo, A. Gonz�alez i M. Valero-Garc��a. Acceptat pendent depublicaci�o en el Journal on Supercomputing.



3ALGORISMES DE JACOBI BIDIMENSIONALS

ResumEn un entorn multicomputador, els pocs algorismes que han estat proposats per malles itorus multidimensionals apliquen el m�etode de Jacobi bilateral, m�etode que com ja s'havist en el primer cap��tol �es menys e�cient per entorns multicomputadors que el m�etodeunilateral, per les seves necessitats de comunicaci�o. Els algorismes que hem trobaten la literatura que resolen el problema aplicant el m�etode unilateral s�on propostespensades per topologies unidimensionals, l��nies o anells.En aquest cap��tol es proposa un nou algorisme per al c�alcul dels valors i vectors propisd'una matriu real i sim�etrica que aplica el m�etode de Jacobi unilateral i que fan serviruna topologia de comunicaci�o en malla bidimensional, amb 2r �les i 2c columnes -perqualsevol valor d'r i c-. Amb el nou algorisme es pot reduir considerablement el cost75



76 Cap�itol 3de la comunicaci�o respecte a les propostes per topologies unidimensionals, especialmentper un nombre de nodes gran.El cap��tol s'organitza de la forma seg�uent: primer es realitza una descripci�o de l'ar-quitectura considerada, a continuaci�o es modelitza l'algorisme unidimensional (1D) enel qual es basen la resta de propostes d'aquest cap��tol. En les seccions seg�uents esdescriu l'algorisme bidimensional (2D) que es proposa en aquest treball. S'avalua elcomportament de l'algorisme bidimensional proposat en dos entorns diferents. Primers'avalua l'e�ci�encia de l'algorisme en un entorn sense cap tipus de restricci�o hardware,(que hem anomenat configurable) en el que l'organitzaci�o dels nodes (nombre de �lesi columnes) del multicomputador pot decidir-se en funci�o de l'organitzaci�o dels proces-sos en l'algorisme. En l'entorn configurable tan sols es consideren malles de duesdimensions. Despr�es s'avalua l'e�ci�encia de l'algorisme en un entorn no tan exible(que hem anomenat fix), on el nombre de �les i columnes del multicomputador no espoden modi�car. Aquesta an�alisi en un entorn �x es realitza per malles de dues i tresdimensions regulars amb un nombre de nodes igual a una pot�encia de 2.



Algorismes de Jacobi bidimensionals 77
3.1 INTRODUCCI�OEn la literatura s'han proposat algorismes per resoldre el problema de valors i vectorspropis en una topologia en malla multidimensional. Per una part podem trobar al-gorismes per malles els quals apliquen el m�etode de Jacobi bilateral, que com ja s'havist en el primer cap��tol no �es el m�etode m�es �optim en un entorn multicomputadordegut als requeriments de comunicaci�o del mateix m�etode [59]. Per una altra bandatamb�e s'han proposat algorismes espec���cs per sist�olics [4][40], que a part d'aplicar elm�etode de resoluci�o de Jacobi bilateral, s�on algorismes que consideren les comunica-cions gaireb�e despreciables, aspecte que en un entorn multicomputador, DSM i xarxesd'estacions de treball no �es aplicable. Altres algorismes han estat proposats per mallesde processadors els quals utilitzen el m�etode bilateral, com [22], [23].La majoria d'algorismes proposats en la literatura per resoldre el problema dels valorsi vectors propis en multicomputadors amb una topologia en malla o torus multidimen-sional i que apliquin el m�etode unilateral [1][14], utilitzen una organitzaci�o unidimen-sional dels nodes (en l��nia o anell respectivament). Per aquesta ra�o els hem anomenatalgorismes unidimensionals, 1D. A [15][4][61] i [45] podem trobar algunes propostesd'algorismes 1D.En aquest cap��tol es proposa un nou algorisme que utilitza una organitzaci�o bidimen-sional dels nodes. Aquest nou algorisme l'hem anomenat algorisme bidimensional, 2D.L'algorisme utilitza el m�etode unilateral i l'ordenaci�o de Jacobi que aplica �es l'orde-naci�o proposada a [15] proposada per a un anell de nodes (ordenaci�o que s'ha descrit endetall en el cap��tol 1). L'algorisme 2D utilitza una organitzaci�o arbitr�aria de la malla(un nombre arbitrari de �les i columnes). Mitjan�cant models anal��tics demostraremque l'algorisme 2D pot reduir signi�cativament el cost de la comunicaci�o en relaci�o alcost de la comunicaci�o dels algorismes 1D.



78 Cap�itol 3
3.2 DESCRIPCI�O DE L'ARQUITECTURAEn aquest cap��tol es proposa un nou algorisme bidimensional i s'avalua la seva e�ci�enciaen dos entorns diferents:Primer es considera el cas d'una arquitectura sense cap tipus de restriccions, que hemanomenat configurable. En aquest cas, es parteix d'un conjunt de nodes, 2d, elsquals poden organitzar-se f��sicament en malles de dues dimensions, on cadascuna deles dimensions pot tenir un nombre de nodes qualsevol sempre i quan es compleixi que2r � 2c = 2d, amb un total de 2r �les i 2c columnes.Aquesta arquitectura ens permet determinar quina �es la con�guraci�o �optima de l'algo-risme 2D, nombre de �les i columnes que minimitzen el cost de la comunicaci�o. Aquestacon�guraci�o es considerar�a una �ta m��nima del cost de la comunicaci�o de l'algorisme2D quan aquest s'executi en sistemes amb m�es restriccions.A m�es a m�es, aquesta an�alisi �es interessant pel cas de tenir arquitectures configurables(transputers) i pot ser especialment �util en el cas de sistemes en els que hi han m�ultiplesusuaris treballant, on a cada usuari se li assigna un subconjunt de nodes del sistema. Enaquest cas, seria possible escollir el grup de nodes m�es �optim per resoldre el problemade forma que s'aconseguiria minimitzar el cost de la comunicaci�o; per exemple, sil'algorisme 2D �es �optim en una malla de 2 �les i 8 columnes, podria buscar-se unsubconjunt de nodes amb aquesta con�guraci�o concreta.No sempre �es possible tenir arquitectures tan exibles com les arquitectures con�g-urables. Aix��, doncs, en la segona part del cap��tol es consideren arquitectures amb unacon�guraci�o est�atica, que hem anomenat fixes. Per simpli�car l'an�alisi tan sols esconsideren malles de dues i tres dimensions, en les que totes les dimensions tenen elmateix nombre de nodes igual a una pot�encia de 2. L'estudi realitzat f�acilment potextendre's a malles en les que les dimensions no tinguin un nombre de nodes pot�enciade 2.
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(a) (b)Figura 3.1 Descripci�o de l'arquitectura d'una malla bidimensional (a) i d'una mallade tres dimensions (b)Pel cas de malles fixes 2D, �gura 3.1(a), els nodes s'organitzen en malles regulars de2d=2 � 2d=2, amb d parell.En qualsevol cas, malles configurables i malles fixes, en la resta del cap��tol faremrefer�encia a aquesta organitzaci�o simplement amb el terme malla. El terme �la de lamalla s'utilitzar�a per designar a tots els nodes que formen part d'una mateixa �la enla malla. Cada node de la malla s'identi�ca per una parella de n�umeros (x; y), els qualsindiquen la �la (x) i la columna (y) de la malla als quals el node pertany, �gura 3.1(a).Pel cas de malles regulars 3D, �gura 3.1(b), els nodes s'organitzen en malles regulars de2d=3�2d=3�2d=3, amb d m�ultiple de 3. Tan sols considerarem malles de tres dimensionsen un entorn fix. En la resta del cap��tol farem refer�encia a aquesta organitzaci�osimplement amb el terme cub. Els valors 0, 1 i 2 designen les dimensions del cub tali com es mostra en la �gura 3.1(c). Cada node del cub s'identi�ca a partir de latupla (x; y; z), la qual identi�ca les coordenades dels nodes en la dimensi�o 0, 1 i 2respectivament. Es de�neix l��nia del cub com el conjunt de nodes del cub que tenenles coordenades en les dimensions 1 i 2 iguals. Es de�neix cara del cub com el conjuntde nodes que tenen la coordenada en la dimensi�o 1 igual.Degut a qu�e el patr�o de comunicaci�o dels algorismes analitzats tan sols requereix queun node hagi d'enviar i rebre com a m�axim un �unic missatge, que la comunicaci�o�es full duplex i que l'algorisme d'encaminament aplicat �es wormhole [48], els models
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Figura 3.2 Distribuci�o de les matrius A i U en una l��nia de processadorsdesenvolupats en aquest cap��tol s�on v�alids tant per sistemes one�port com per sistemesall � port [35].3.3 AN�ALISI DE L'ALGORISME UNIDIMENSIONAL(1D)En aquesta secci�o es modelitza el temps d'execuci�o de l'algorisme unidimensional, apartir d'ara algorisme 1D, quan s'executa en una topologia en malla de dues, 2D, i tres,3D, dimensions. De tots els algorismes unidimensionals que hem trobat en la literaturahem escollit l'algorisme d'Eberlein [15](descrit en el cap��tol 1) degut als requeriments decomunicaci�o �optims tant per arquitectures one� port com per arquitectures all� port.



Algorismes de Jacobi bidimensionals 813.3.1 Descripci�o de l'algorisme 1DDistribuci�o de les dadesConsiderem un anell amb 2d nodes i una matriu de dimensi�om. Tal i com ja s'ha vist deforma detallada en el cap��tol 1, en l'algorisme 1D les columnes de les matrius �A i U esdivideixen en blocs de columnes cont��nues de tamany igual a m=2d+1 columnes. A cadaprocessador de l'anell se li assignen inicialment dos blocs de la matriu �A i els mateixosblocs de la matriu U . En la �gura 3.2 es mostra un esquema de com quedarien lesdades de les matrius �A i U distribu��des en una l��nia de processadors.Organitzaci�o del c�alcul i la comunicaci�oPodem veure que per completar un escombrat s�on necess�aries 2d+1�1 etapes de c�alcul.En cada etapa de c�alcul, un node calcula i aplica totes les transformacions que resultende combinar cada columna d'un dels blocs que t�e assignats amb totes les columnesde l'altre bloc. En la primera etapa, a m�es a m�es, s'apliquen les transformacions queresulten de combinar una columna amb la resta de columnes del mateix bloc al quepertany. A l'hora d'aplicar una transformaci�o, R(p; q), no �es necessari cap tipus decomunicaci�o entre els nodes ja que un node t�e totes les dades necess�aries (columnes pi q de la matriu �A i de la matriu U) per al c�alcul i aplicaci�o de la transformaci�o.Cadascuna de les etapes de c�alcul necess�aries per completar un escombrat va seguidaper una etapa de comunicaci�o. En una etapa de comunicaci�o (i), els nodes de l'anells'intercanvien blocs de columnes per tal de generar les transformacions de l'etapa dec�alcul seg�uent (i + 1). L'esquema de comunicaci�o que es segueix �es el que va proposarEberlein a [15] per un anell, el qual s'ha descrit en el cap��tol 1. Amb aquest esquema,s'apliquen uns patrons de comunicaci�o en els que tan sols s'intercanvia informaci�o entreels nodes ve��ns en l'anell. A m�es a m�es en cada etapa de comunicaci�o un node tan solsenvia un �unic bloc de columnes a un dels nodes ve��ns (o dreta o esquerra) i tan solsrep un �unic bloc de columnes d'un dels nodes ve��ns (o esquerra o dreta). A difer�enciad'altres esquemes, com el cas de l'esquema round robin pensat per una l��nia de nodes[4], el qual en cada etapa de comunicaci�o un node (no extrem) ha d'enviar dos blocs de



82 Cap�itol 3

(a) (b)Figura 3.3 Exemple d'aplicaci�o del mapeig "ondulat" en malles i torus multidimen-sionalsdades als nodes ve��ns en la l��nia (dreta i esquerra) i a la vegada ha de rebre dos blocsde dades dels nodes ve��ns.3.3.2 Mapeig d'un anell en malles i torus 2D i 3DEs f�acil comprovar que en multicomputadors que presenten una organitzaci�o dels nodesen malla/torus, sempre �es possible mapejar un anell (amb tots els nodes del multicom-putador) de manera que els nodes que eren ve��ns en l'anell segueixin sent ve��ns en lamalla/torus en la que es mapegen.Aquest objectiu s'aconsegueix utilitzant l'algorisme de mapeig que es mostra en la �gura3.3, on es pot veure un exemple concret de com es realitzaria el mapeig d'un anell enuna malla de dues dimensions ( 3.3(a)) i com es realitzaria el mapeig d'un anell en unamalla de tres dimensions ( 3.3(b)). Aquest mapeig l'anomenarem mapeig "ondulat" per�les ja que els nodes de l'anell es mapegen en �les consecutives de la malla o el torus.�Es possible realitzar un mapeig equivalent a l'anterior per�o amb columnes consecutives,al que ens referirem com a mapeig "ondulat" per columnes.Els nodes extrems de l'anell (representats per quadrats en la �gura 3.3) que tenen unenlla�c directe que els uneix en l'anell, es mapegen en la malla a una certa dist�ancia.Recordem que amb l'algorisme d'encaminament considerat (wormhole [48]) una op-eraci�o de comunicaci�o t�e un cost independent de la dist�ancia. Per una altra banda noexisteix cap tipus de conicte entre les diferents operacions de comunicaci�o que han de



Algorismes de Jacobi bidimensionals 83realitzar els diferents nodes de l'anell. Per tant, un cop mapejat en la malla, l'execuci�ode l'algorisme 1D no suposa cap tipus d'increment del cost de comunicaci�o respecte al'execuci�o en l'anell.En el cas que la topologia en la que es mapegi l'anell sigui un torus, com que esconsideren topologies regulars amb un nombre de nodes pot�encia de 2, els nodes del'extrem en l'anell (els quadrats en el diguix 3.3) es comunicaran en el torus utilitzantl'enlla�c directe wraparound.D'aquesta manera tant si l'anell es mapeja en una malla com en un torus el cost decomunicaci�o es mant�e igual que quan s'executava en l'anell.3.3.3 Model anal��ticA l'hora de calcular els par�ametres de la transformaci�o s�on necessaris tres productesinterns, amb un cost en nombre d'operacions aritm�etiques (multiplicacions i sumes)igual a 6�m. Aplicar la transformaci�o suposa l'actualitzaci�o de quatre columnes (duesde la matriu �A i dues de la matriu U), amb un total de 12�m operacions aritm�etiques.En un escombrat es realitzen un total de m(m� 1)=2 transformacions i la c�arrega est�atotalment equilibrada entre els nodes de l'anell. Si disposem d'un total de 2d nodes,el cost en nombre d'operacions aritm�etiques que tarda cada node en aplicar el grup detransformacions que li s�on assignades �es igual a:9m2(m� 1)2d TcAl �nal de cada etapa, hi ha un intercanvi de blocs entre els nodes ve��ns en l'anellper tal de generar les transformacions de l'etapa seg�uent. S'intercanvien dos blocsde columnes, un bloc amb m=2d+1 columnes senceres (m elements) de la matriu �A iun altre bloc de m=2d+1 columnes senceres (m elements) de la matriu U . El mapeigondulat per �les permet realitzar tots aquests intercanvis sense conictes amb un �unicpas de comunicaci�o. El cost d'enviar aquests dos blocs �es igual a:



84 Cap�itol 3
Ts + m22d � TePer completar un escombrat s�on necess�aries un total de 2d+1�1 etapes. El temps total,incloent c�alcul i comunicaci�o, necessari per completar un escombrat es modelitza com:t1D = 9m3 � 9m22d Tc + (2d+1 � 1)(Ts + m22d � Te) (3.1)L'expressi�o 3.1 posa de manifest que el cost de la comunicaci�o de l'algorisme 1D �esproporcional al nombre de nodes del multicomputador (2d+1 � 1), per tant, per valorsgrans de d el cost de la comunicaci�o creix considerablement i fa que l'algorisme 1Dsigui poc e�cient.El model que s'ha desenvolupat en 3.1 �es v�alid per anells mapejats en malles o en torusde dues o tres dimensions. Aquest model ens servir�a de punt de comparaci�o per veurecom s'aconsegueix reduir el cost de la comunicaci�o amb l'algorisme 2D.3.4 DESCRIPCI�O DE L'ALGORISME BIDIMENSIONAL(2D)En aquesta secci�o es descriu l'algorisme bidimensional que es proposa en aquest cap��tol,a partir d'ara algorisme 2D, el qual es presenta com una alternativa a l'algorisme 1Damb la que s'aconsegueix reduir el cost de la comunicaci�o considerablement, tal i comes mostrar�a a continuaci�o. L'algorisme 2D utilitza una malla de 2r�2c processos (ambr + c = d). Els c�alculs del nou algorisme s'organitzen de manera que les transfor-macions que en l'algorisme 1D es calculaven i aplicaven en un �unic proc�es (node), enl'algorisme 2D es calculen i s'apliquen amb col.laboraci�o del conjunt de procesos (nodes)que formen part d'una mateixa columna de la malla o el torus 2D. En el nou algorisme,
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Figura 3.4 Distribuci�o de les dades en l'algorisme 2D en una malla de processadorsapareix la necessitat de comunicaci�o entre els processos (nodes) d'una mateixa columna(comunicaci�o vertical) per poder calcular els par�ametres de la transformaci�o.En l'algorisme 2D parlem de comunicaci�o horitzontal quan ens referim a l'intercanvique es realitza al �nal de cada etapa per tal de generar els nous aparellaments dels blocsde columnes que determinaran les transformacions que s'aplicaran en l'etapa seg�uent.Aquesta comunicaci�o segueix el mateix patr�o que s'aplica en l'algorisme 1D.La comunicaci�o horitzontal en l'algorisme 2D dep�en del nombre de columnes de lamalla (2c). La comunicaci�o vertical �es proporcional a r (logaritme del nombre de �les2r). Com veurem a continuaci�o, si s'escullen adequadament els valors de r i c podemreduir considerablement el cost total de la comunicaci�o respecte a l'algorisme 1D. Acontinuaci�o es descriu aquest algorisme amb m�es detall.
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(a)

a(0)(i,i) = a(0,i) * u(0,i) +a(1,i) * u(1,i)
a(0)(j,j) = a(0,j) * u(0,j) +a(1,j) * u(1,j)
a(0)(i,j) = a(0,i) * u(0,j) +a(1,i) * u(1,j)

a(1)(i,i) = a(2,i) * u(2,i) +a(3,i) * u(3,i)
a(1)(j,j) = a(2,j) * u(2,j) +a(3,j) * u(3,j)
a(1)(i,j) = a(2,i) * u(2,j) +a(3,i) * u(3,j)

a(2)(i,i) = a(4,i) * u(4,i) +a(5,i) * u(5,i)
a(2)(j,j) = a(4,j) * u(4,j) +a(5,j) * u(5,j)
a(2)(i,j) = a(4,i) * u(4,j) +a(5,i) * u(5,j)

a(3)(i,i) = a(6,i) * u(6,i) +a(7,i) * u(7,i)
a(3)(j,j) = a(6,j) * u(6,j) +a(7,j) * u(7,j)
a(3)(i,j) = a(6,i) * u(6,j) +a(7,i) * u(7,j)

a(i,i) = a(0)(i,i) + a(1)(i,i)

a(j,j) = a(0)(j,j) + a(1)(j,j)

a(i,j) = a(0)(i,j) + a(1)(i,j)

+ a(2)(i,i) +a(3)(i,i)

 + a(2)(j,j) +a(3)(j,j)

+ a(2)(i,j) +a(3)(i,j)

c = f(a(i,i),a(j,j),a(i,j))

s = f(a(i,i),a(j,j),a(i,j))

Càlcul dels productes interns parcials

Pas1

Càlcul dels paràmetres de la rotació.

a(0,i) = a(0,i) *c + a(0,j) *s
a(0,j) = a(0,i) *c + a(0,j) *s
a(1,i) = a(1,i) *c + a(1,j) *s
a(1,j) = a(1,i) *c + a(1,j) *s

a(2,i) = a(2,i) *c + a(2,j) *s
a(2,j) = a(2,i) *c + a(2,j) *s
a(3,i) = a(3,i) *c + a(3,j) *s
a(3,j) = a(3,i) *c + a(3,j) *s

a(4,i) = a(4,i) *c + a(4,j) *s
a(4,j) = a(4,i) *c + a(4,j) *s
a(5,i) = a(5,i) *c + a(5,j) *s
a(5,j) = a(5,i) *c + a(5,j) *s

a(6,i) = a(6,i) *c + a(6,j) *s
a(6,j) = a(6,i) *c + a(6,j) *s
a(7,i) = a(7,i) *c + a(7,j) *s
a(7,j) = a(7,i) *c + a(7,j) *s
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Aplicació de la rotació

Pas3Figura 3.5 C�alcul i aplicaci�o d'una rotaci�o3.4.1 Distribuci�o de les dadesLa distribuci�o de les dades que requereix l'algorisme 2D �es la que es mostra a la �gura3.4. Inicialment, les matrius �A0 i U0 es descomposen en 2c+1 blocs de m=2c+1 columnesconsecutives. Cada parella de blocs de dades (d' �A0 i els corresponents blocs d'U0) esdistribueixen entre els 2r nodes que pertanyen a una mateixa columna de la malla.Com a resultat d'aquesta distribuci�o, a cada node se li assignen m=2r �m=2c elementscadascun. Dos subblocs de la matriu �A i dos de la matriu U .3.4.2 Reorganitzaci�o dels c�alculsPer veure com es realitzen les operacions a l'hora de calcular i aplicar una rotaci�o enscentrarem en el c�alcul de la rotaci�oR(i; j) corresponent a l'aparellament de les columnes(i; j). Suposarem que les columnes i i j estan distribu��des entre tots els processadors dela columna q d'acord amb la distribuci�o descrita en la secci�o anterior. Si m = 8 i r = 2els 8 elements de les dues columnes i i j queden distribu��ts entre els 4 processadors dela columna q tal i com es mostra en la �gura 3.5(a). En la �gura tan sols es mostrenels elements d' �A.



Algorismes de Jacobi bidimensionals 87Les operacions que han de realitzar tots els processadors de la columna q per tal decalcular i aplicar la rotaci�o s�on les seg�uents (�gura 3.5(b)):Pas1: Primer que tot, cada processador P (p; q) de la columna q, on p 2 [0::2r � 1],calcula els valors a(p)(i; j),a(p)(i; i) i a(p)(j; j) realitzant els productes interns parcialscorresponents als trossos de columna disponibles en el processador.a(p)(i; i) = (m=2r)(p+1)�1Xk=p�m=2r �ak;i � uk;ia(p)(j; j) = (m=2r)(p+1)�1Xk=p�m=2r �ak;j � uk;ja(p)(i; j) = (m=2r)(p+1)�1Xk=p�m=2r �ak;i � uk;jPas2: Els processadors de la columna cooperen per tal de calcular els valors dea(i; j),a(i; i) i a(j; j), acumulant els valors parcials calculats al Pas1. Al �nald'aquest segon pas, tots els processadors de la columna coneixen a(i; j),a(i; i) ia(j; j) i poden calcular els par�ametres de la rotaci�o R(i;j). �Es en aquest pas 2 onapareix la communicaci�o vertical entre els nodes de la mateixa columna.Pas3: Per �ultim, tots els processadors de la columna calculen de forma simult�aniaels valors dels par�ametres c i s de la rotaci�o i apliquen la rotaci�o actualitzant elselements de les columnes afectades per la rotaci�o R(i;j).Despr�es de realitzar totes les rotacions assignades a la columna de processadors, elsnodes intercanvien amb els seus ve��ns en la �la els blocs de columnes segons el patr�o decomunicaci�o corresponent a l'ordenaci�o de Jacobi que s'estigui aplicant. Aquest inter-canvi correspon a la comunicaci�o horitzontal en la que com ja s'ha indicat anteriormenten l'algorisme 2D s'aplicar�a l'ordenaci�o d'Eberlein descrita en el cap��tol 1.Tal i com s'ha descrit l'algorisme 2D, la comunicaci�o vertical t�e granularitat baixa,es generen molts missatges de tamany molt petit (nom�es tres elements). Aquesta
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per k=1 fins 2(c+1) -1 fer

per cada grup de transformacions independents en la etapa k fer
per cada transformació (i,j)  en el grup fer

calcular a(p) (i,j),a (p) (i,i),a (p) (j,j)
fper
intercanviar tots els productes interns parcials
amb els nodes de la mateixa columna
per cada transformació (i,j)  del grup fer

calcular els paràmetres c  i s  de la rotació
aplicar la rotació als elements de les columnes afectades

fper
fper
Intercanviar bloc de columnes

fper

(Pas 1)

Comunicació Vertical (Pas 2)

(Pas 3)

Comunicació HoritzontalFigura 3.6 Codi per completar un escombrat.caracter��stica pot fer que el temps de comunicaci�o creixi considerablement si el costd'iniciar un missatge (startup) �es signi�catiu.Amb l'objectiu de reduir al m�axim el nombre de missatges que es generen en la co-municaci�o vertical, les rotacions que cada columna de processadors ha de calcular iaplicar s'agrupen en grups de rotacions independents. Aix�o suposa que per cada grupde rotacions independents:Es realitza el pas1 per totes les rotacions del grup de rotacions independents.Es realitza un �unic intercanvi entre els processadors de la columna, comunicaci�overtical, per acumular els productes interns parcials de totes les rotacions del grup.Es realitza el pas3 per totes les rotacions del grup.Ara en la comunicaci�o vertical els processadors s'intercanvien un nombre m�es petit demissatges m�es grans, que contenen els productes parcials de v�aries rotacions indepen-dents.En la �gura 3.6, es mostra el pseudocodi de l'algorisme que executar�a cada node de lamalla per completar un escombrat tenint en compte que en la comunicaci�o vertical estreballa a nivell de grup de transformacions independents.
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Figura 3.7 Generaci�o de grups de rotacions independents. Com a resultat de lacombinaci�o de les columnes dels dos blocs (a) i com a resultat de la combinaci�o de lescolumnes d'un mateix bloc (b)Tenint en compte que dues rotacions, R(i;j)iR(m;n), s�on independents si i; j;m i n s�ondiferents entre s��, en la �gura 3.7 es mostra un exemple de quins grups de rotacionsindependents es podrien formar si cada bloc t�e un tamany igual a quatre columnes.Cada columna s'identi�ca per un n�umero i una rotaci�o s'identi�ca per una parella den�umeros (columnes). En la �gura 3.7(a) es mostren els grups de rotacions independentsque resulten de combinar totes les columnes d'un bloc amb totes les columnes de l'altrebloc. Aquests aparellaments s'han de realitzar en qualsevol etapa d'un escombrat.Addicionalment, en la primera etapa cada columna s'aparella amb totes les columnesdel mateix bloc. En la �gura 3.7(b) es mostra una possible organitzaci�o en grups derotacions independents d'aquests aparellaments addicionals per la primer etapa.En general, en cada etapa es realitzen un total de m=2c+1 grups de m=2c+1 rotacionsindependents. A mes a m�es en la primera etapa com a resultat de la combinaci�ode les columnes del mateix bloc es realitzen m=2c+1 � 1 grups de m=2c+1 rotacionsindependents.3.4.3 Esquema de la comunicaci�o vertical i horitzontalPrimer, descriurem l'esquema de la comunicaci�o vertical per tal de calcular els par�ametresd'un grup de transformacions independents. El problema de la comunicaci�o vertical
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etapes 0 1 2 3 4Figura 3.8 Comunicaci�o vertical en una mallaconsisteix, de fet, en el problema de la suma de varis vectors distribu��ts entre una l��niade nodes (columna de la malla).Cadascun dels 2r nodes d'un columna de la malla guarda un vector de 3m=2c+1 valors,que corresponen als productes interns parcials de les m=2c+1 transformacions indepen-dents que resulten de la combinaci�o de les columnes del grup. Tots aquests vectorss'han d'acumular de forma que al �nal de la comunicaci�o vertical tots els nodes tenenuna c�opia del vector resultant, el qual cont�e els productes interns totals.En la �gura 3.8 es mostra un exemple de com es realitzaria la comunicaci�o entreels nodes d'una mateixa columna suposant una l��nia de 23 nodes (r = 3) amb unmodel de comunicaci�o wormhole. En aquesta �gura els n�umeros identi�quen els nodesdintre la columna i a m�es a m�es identi�quen els vectors que s'han d'accumular. Lesetxes indiquen la comunicaci�o entre els nodes. T fa refer�encia al vector resultant.A continuaci�o, es descriur�a amb m�es detall l'algorisme per realitzar la comunicaci�overtical. Expressarem com < nr�1; :::; n1; n0 > la representaci�o bin�aria de l'enter n(n 2 [0; 2r � 1]).L'algorisme consta de 2r � 1 fases, numerades de 0 �ns a 2r � 2. En una fase i,amb i 2 [0; r � 2], tan sols els nodes amb etiqueta n que compleixen ni�1 = ::: =
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etapes parells etapes imparellsFigura 3.9 Comunicaci�o horitzontal en una mallan0 = 0 estan actius. En particular, un node amb etiqueta < nr�1; :::; ni+1; 1; 0; :::; 0 >envia el seu vector amb els productes interns parcials al node que t�e per etiqueta< nr�1; :::; ni+1; 0; 0; :::; 0 >, el qual, despr�es de rebre el missatge, acumula el vectorrebut al vector que ja tenia.En la fase r� 1, els nodes amb etiquetes 0 i 2r�1 intercanvien entre ells els seus vectorsparcials i els acumulen. En aquest moment, ambd�os nodes, 0 i 2r�1, tenen una c�opiadel vector resultant T .Finalment, en les �ultimes fases, 2r � 1 � i amb i 2 [0; r � 2], els nodes tals que laseva etiqueta t�e el patr�o < nr�1; :::; ni+1; 0; 0; :::; 0 > envien als nodes amb etiqueta< nr�1; :::; ni+1; 1; 0; :::; 0 > una c�opia del vector resultant T .�Es important observar que totes les comunicacions que s'han de realitzar en cadascunade les fases que s'acaben de descriure es poden realitzar en paral.lel, sense cap tipus deconicte a l'hora d'accedir als enlla�cos.Respecte a la comunicaci�o horitzontal, aquesta es realitza entre els nodes d'una mateixa�la de la malla. En aquesta comunicaci�o, les columnes de les matrius �A i U s'intercan-vien entre els nodes, de manera que cada node rep un nou subbloc de columnes per talde generar les rotacions de l'etapa seg�uent. Tots els nodes participen en la comunicaci�ohoritzontal (agrupats per �les de la matriu) i apliquen el mateix patr�o de comunicaci�o



92 Cap�itol 3que l'utilitzat per l'algorisme unidimensional, descrit anteriorment. Concretament elsnodes intercanvien missatges de tamany igual a m2=2d elements, que corresponen alssubblocs de columnes de les matrius �A i U . Tots els nodes es comuniquen en paral.lel.En la �gura 3.9 es mostra un esquema de com es realitzaria la comunicaci�o horitzontalen una malla de 16 nodes (4� 4).3.5 AN�ALISI DE L'ALGORISME 2D EN MALLESCONFIGURABLESEn aquesta secci�o s'avalua l'e�ci�encia de l'algorisme 2D quan s'executa en una arqui-tectura configurable, es a dir considerem qualsevol valor de r (�les) i c (columnes)sempre i quan es compleixi r + c = d.3.5.1 Model anal��ticA continuaci�o s'analitza amb m�es detall cadascuna de les parts d'aquest codi que s'hadescrit a 3.6.Per completar un escombrat s�on necess�aries 2c+1 � 1 etapes. En cada etapa, cadacolumna de processadors cooperen en el c�alcul i aplicaci�o de totes les rotacions queresulten de combinar cadascuna de les columnes d'un bloc amb totes les columnesde l'altre bloc. En la primera etapa de cada escombrat (k = 1) cada columna deprocessadors �es responsable de calcular i aplicarm(m�2c)=22c+1 rotacions que resultende combinar cada columna d'un bloc amb totes les columnes del mateix bloc i totes lescolumnes de l'altre bloc. Les rotacions resultants poden agrupar-se en (m�2c)=2c grupsamb m=2c+1 rotacions independents cada grup. En la resta d'etapes per completarl'escombrat, on k 2 [2; 2c+1 � 1], cada columna de processadors �es responsable derealitzar m2=22c+2 rotacions que resulten de combinar cadascuna de les columnes d'unbloc amb totes les columnes de l'altre bloc. Les rotacions resultants poden agruparseen m=2c+1 grups de m=2c+1 rotacions independents cada grup.



Algorismes de Jacobi bidimensionals 93El nombre d'operacions que cada node de la malla ha de realitzar per calcular elsproductes interns parcials d'una �unica rotaci�o, a(p)(i; j),a(p)(i; i) i a(p)(j; j), �es igual a6 � (m=2r). Per tant, el nombre d'operacions per calcular els productes interns d'unbloc de m=2c+1 rotacions independents �es igual a:6 m22d+1La comunicaci�o vertical (per cada grup de rotacions independents) consisteix en in-tercanviar amb tots els processadors de la mateixa columna un vector de 3 �m=2c+1n�umeros (3 valors parcials per cada rotaci�o del grup).Despr�es de la comunicaci�o vertical, per cada rotaci�o R(i; j) del grup de rotacionsindependents s'han de calcular, a partir de a(i; j), a(i; i) i a(j; j), els par�ametres c is de cada rotaci�o i a continuaci�o aplicar cada rotaci�o als elements de les columnescorresponents. El cost de calcular els par�ametres c i s es considera despreciable. Siel cost d'aplicar una rotaci�o �es de 12 � (m=2r) operacions, el nombre d'operacionsnecess�aries que s'han de realitzar a l'hora d'aplicar el grup de rotacions independentsque s'han calculat �es:
12 m2(2d+1)Per �ultim, la comunicaci�o horitzontal consisteix en intercanviar missatges de tamanyigual a dos blocs de columnes, un bloc corresponent a les columnes de la matriu �A iun altre bloc corresponent a les columnes de la matriu U . El tamany de cada bloc �esde m=2r �m=2c+1 elements. Per tant, en cada fase de comunicaci�o horitzontal s'hand'intercanviar missatges de tamany igual a m2=2d elements.El cost total de c�alcul de l'algorisme 2D no varia respecte al cost de l'algorisme 1Damb el mateix nombre de nodes. El cost �es igual a:
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tR = (m� 1) m2c+1 18m2r Tc = 9m3 �m22d Tc (3.2)El terme (m� 1) correspon al nombre de grups de rotacions independents d'un escom-brat, el terme m=2c+1 �es el nombre de transformacions independents per grup i per�ultim, el terme 18m=2r �es el nombre d'operacions per calcular els productes interns(fase 1) i aplicar una transformaci�o (fase 3).El cost de la comunicaci�o vertical (incloent la suma dels vectors parcials) es pot calculara partir de l'expressi�o seg�uent:tV = (m� 1)((2r � 1)(Ts + 3m2c+1 � Te) + r( 3m2c+1 � Tc)) (3.3)Aquesta expressi�o s'ha calculat considerant que el nombre de rotacions independentsper escombrat �es igual a (m� 1) i el cost de la comunicaci�o vertical per grup detalladaen la secci�o 1:3:2.El cost de la comunicaci�o horitzontal �es el seg�uent:tH = (2c+1 � 1)(Ts + m22d � Te) (3.4)Finalment, el cost de l'algorisme 2D quan s'executa en una malla configurable �es iguala:

t2D = tR + tV + tH



Algorismes de Jacobi bidimensionals 953.5.2 An�alisi del rendimentEn aquesta secci�o es realitza un estudi del rendiment que s'obt�e amb l'algorisme 2D uncop mapejat en una malla configurable. Les gr�a�ques que es presenten a continuaci�opoden dividir-se en dues seccions:Inu�encia dels par�ametres Te, m i Ts en el rendiment.Escalabilitat de l'algorisme proposat.L'an�alisi s'ha realitzat a partir del model anal��tic descrit en la secci�o anterior.Inu�encia dels par�ametres Te, m i TsEn totes les gr�a�ques que es presenten a continuaci�o es considera un valor �x de d(concretament d = 12) i es presenta la relaci�o dels temps d'execuci�o dels dos algorismes,t1D=t2D, per tots els valors possibles d'r (r 2 [0; d]). El cost inclou temps de c�alcul itemps de comunicaci�o dels dos algorismes (1D i 2D).Per totes les gr�a�ques el cost del par�ametre Tc �es �x i igual a 1. Les gr�a�ques intentenmostrar quin impacte tenen els par�ametres Te , Ts i m en la con�guraci�o �optima de lamalla. Per cada cas, es mantenen �xos dos dels tres par�ametres i al tercer se li donenvalors diferents per tal de veure quin impacte t�e en la con�guraci�o �optima de la malla.Veiem quines conclusions poden obtenir-se de les gr�a�ques:En les gr�a�ques de la �gura 3.10 s'observa que el par�ametre Te (temps de trans-missi�o d'un enter en coma otant) inueix decisivament en l'e�ci�encia de l'algo-risme. Hem assignat valors al par�ametre Te dintre d'un rang bastant gran. Aquestsvalors indiquen la relaci�o de magnituds entre el temps de realitzar una operaci�oaritm�etica en coma otant i el temps d'enviar un n�umero en coma otant per laxarxa d'interconnexi�o d'un node a un altre.
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Figura 3.10 Inu�encia de Te. En (a) s'ha considerat la relaci�o de valors Ts = Te�650corresponents a l'intel Paragon. En (b) s'ha considerat la relaci�o de valors Ts = Te�70corresponents al T3D . En (c) s'ha considerat la relaci�o de valors Ts = Te � 1000, elsquals no corresponen a cap m�aquina concreta.En la gr�a�ca de la �gura 3.10(a) s'avalua quin impacte en el rendiment t�e la variaci�odel par�ametre Te en un sistema amb una relaci�o de par�ametres Ts = 650� Te, quecorrespon a la relaci�o de par�ametres de l'intel Paragon (cap��tol 1). Es pot observar,en la corba que correspon a Te = 2; 28 (par�ametres de l'intel Paragon), que podemaconseguir una reducci�o del cost total �ns a un 20%. Per valors m�es grans de Tes'aconsegueixen reduccions del cost m�es grans.En la gr�a�ca de la �gura 3.10(b) s'avalua quin impacte en el rendiment t�e lavariaci�o del par�ametre Te en un sistema amb una relaci�o de par�ametres igual aTs = 70� Te, que correspon a la relaci�o de par�ametres del Cray T3D (cap��tol 1).Es pot observar, en la corba que correspon a Te = 27:89 (par�ametres del CrayT3D), que es pot aconseguir una reducci�o de �ns a un 300%. De nou, per valorsm�es grans de Te s'aconsegueix reduir encara m�es el cost de l'algorisme.En la gr�a�ca de la �gura 3.10(c) s'avalua quin impacte en el rendiment t�e lavariaci�o del par�ametre Te en un sistema amb una relaci�o de par�ametres igual aTs = 1000 � Te, que no correspon a cap m�aquina real. En aquest cas es potobservar que per valors ronablement petits de Te ja s'aconsegueix reduir el costconsiderablement, �ns a un 40% amb Te = 10.En les tres gr�a�ques s'ha considerat un tamany del problema igual a 213, el tamanydel problema m��nim que es pot resoldre en un sistema amb 212 nodes.
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Figura 3.11 Inu�encia del tamany del problema. En (a) s'han considerat valors deTe, Ts i Tc de l'intel Paragon igual a 2; 28, 1500 i 1 respectivament. En (b) s'hanconsiderat valors de Te, Ts i Tc del Cray T3D igual a 27; 89, 1974 i 1 respectivament.En (c) s'han considerat valors de Te, Ts i Tc hipot�etics els quals no corresponen a capm�aquina concreta i que s�on 10, 10000 i 1 respectivament.En les gr�a�ques de la �gura 3.11 s'observa que el bene�ci que podem obtenir �esbastant sensible als diferents valors m (tamany de la matriu). En aquest cas, per�o,el bene�ci decreix quan el tamany d'm s'incrementa, al contrari que en el cas delpar�ametre Te.En la gr�a�ca de la �gura 3.11(a) s'han considerat valors de Te, Ts i Tc igual a 2; 28,1500 i 1 respectivament, que corresponen a les relacions de par�ametres de l'intelParagon especi�cats en el cap��tol 1 . En aquest cas el rendiment varia d'un 20%�ns a un 5%.En la gr�a�ca de la �gura 3.11(b) s'han considerat valors de Te, Ts i Tc igual a27; 85, 1974 i 1 respectivament, valors que coincideixen els par�ametres d'un CrayT3D especi�cats en el cap��tol 1. En aquest cas el rendiment varia d'un 300% �nsa un 50%.Per �ultim, en la gr�a�ca de la �gura 3.11(c) s'han considerat valors de Tc,Te i Tsigual a 1, 10 i 10000 respectivament. Valors que no corresponen a cap m�aquinareal. En aquest cas el rendiment varia d'un 50% �ns a un 20%.En les gr�a�ques de la �gura 3.12 es pot observar que s�on necessaris valors moltgrans de Ts (temps d'iniciar una operaci�o de comunicaci�o, startup) per tal de veurel'impacte d'aquest par�ametre en el rendiment del sistema.
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Figura 3.12 Inu�encia del Ts. En (a) s'han considerat valors de Te i Tc de l'intelParagon igual a 2; 28 i 1 respectivament. En (b) s'han considerat valors de Te i Tcdel Cray T3D igual a 27; 89 i 1 respectivament. En (c) s'han considerat valors deTe i Tc hipot�etics els quals no corresponen a cap m�aquina concreta i que s�on 10 i 1respectivament.En les tres gr�a�ques s'observa un decrement del rendiment quan s'incrementa Tsconsiderablement i a m�es a m�es l'increment de Ts modi�ca la con�guraci�o �optimade la malla, la qual tendeix a reduir el nombre de �les.Els valors de Tc i Te s�on 1 i 2; 28 respectivament en la gr�a�ca 3.12(a), que escorresponen als valors dels par�ametres de l'intel Paragon.Els valors de Tc i Te s�on 1 i 27:85 respectivament en la gr�a�ca 3.12(b), que corre-sponen als valors dels par�ametres d'un Cray T3D.Per �ultim, en la gr�a�ca de la �gura 3.12(c) s'han considerat valors de Tc,Te i Tsiguals a 1, 10 i 10000 respectivament, valors que no pertanyen a cap m�aquina real.En les tres gr�a�ques es considera un tamany de matriu igual a 213, el tamany deproblema m��nim que �es possible resoldre en un sistema amb 212nodes.La con�guraci�o �optima generalment t�e menys �les que columnes ja que el cost dela comunicaci�o vertical creix r�apidament quan s'incrementa el nombre de �les delsistema.
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Figura 3.13 An�alisi de l'escalabilitatEscalabilitat de l'algorisme 2DEn la gr�a�ca de la �gura 3.13 es mostra quin �es el comportament de l'algorisme 2Dquan el sistema escala. Aquesta gr�a�ca mostra la relaci�o t1D=t2D per valors �xats deTs, Te i variant els par�ametres d i m (en aquest cas m s'escala respecte al nombre denodes del sistema). Per un valor determinat de d, es considera la con�guraci�o �optimade l'algorisme 2D. La gr�a�ca mostra que el bene�ci que es pot obtenir amb l'algorisme2D creix quan s'incrementa el nombre de nodes del sistema. Aquest increment �esconsiderablement gran per mides de problema petits i quan d augmenta.3.6 AN�ALISI DE L'ALGORISME 2D EN MALLES FIXES2DEn la secci�o anterior s'ha modelitzat l'algorisme 2D en un sistema configurable. Aque-sta an�alisi ens permetia determinar quina �es la con�guraci�o �optima (nombre de �les icolumnes que minimitza el temps d'execuci�o) donat un nombre determinat de nodes(pot�encia de 2). Molt probablement, si el que volem �es utilitzar tots els nodes d'unsistema multicomputador, la topologia �es fixa i no �es possible modi�car-la. Aix�� doncs,a continuaci�o veurem com podem mapejar l'algorisme 2D descrit detalladament en lasecci�o 2:3:2, en un multicomputador amb una topologia bidimensional regular quadrada



100 Cap�itol 3de 2d = 2d=2 � 2d=2 nodes. Tamb�e es construeix el model del cost total de l'algorismeproposat i es realitza la seva avaluaci�o a partir del model constru��t.3.6.1 Mapeig de l'algorisme 2D en la mallaA l'hora de mapejar l'algorisme 2D en una malla, la soluci�o immediata �es considerarl'algorisme 2D amb r = c = d=2 i mapejar cadascun dels nodes de l'algorisme 2Den el node corresponent de la malla. Els resultats obtinguts per malles configurablessuggereix que aquesta pot no ser la soluci�o �optima. Hem cregut necessari, doncs, consid-erar totes les possibles solucions i analitzar-les. El procediment correcte �es considerarel mapeig de l'algorisme 2D (2r � 2c amb qualsevol valor de r i c sempre i quan escompleixi r+ c = d) en la malla i construir un model anal��tic del temps d'execuci�o perl'algorisme 2D un cop mapejat. Aquest model ens permetr�a determinar quins valorsd'r i c s�on els �optims, els que minimitzen el temps d'execuci�o de l'algorisme 2D en lamalla.S'han considerat dues formes diferents de mapejar l'algorisme 2D en la malla. Elprimer mapeig que es presenta l'hem anomenat Horizontal Communication Preserving,abreujat HCP . Aquest mapeig es caracteritza per qu�e cada �la de l'algorisme 2D esmapeja en una o v�aries �les cont��nues de la malla, utilitzant el mapeig "ondulat" per�les descrit en la secci�o 1:2. Amb aquest mapeig es mant�e la localitat de la comunicaci�ohoritzontal de l'algorisme 2D un cop mapejat en la malla, de manera que el cost es potmodelitzar de la mateixa manera que en el cas de les malles configurables, l'expressi�otH de la secci�o 1:4:2. Per una altra banda, en aquest mapeig el cost de la comunicaci�overtical pot incrementar-se respecte al cost de la comunicaci�o vertical de la mallaconfigurable, degut a que v�aries columnes de l'algorisme 2D es mapegen en la mateixacolumna de la malla de forma intercalada, i a l'hora de realitzar la comunicaci�o verticalpot haver-hi conictes a l'hora d'accedir als enlla�cos. Per exemple, en la �gura 3.14(a)tenim dues columnes de l'algorisme 2D mapejades en una mateixa columna de la malla.En la primera columna de la malla trobem que s'han mapejat de forma intercalada duescolumnes de l'algorisme 2D, una columna est�a formada pels nodes pintats de negre il'altra columna est�a formada per la resta de nodes de la columna de la malla (nodes enblanc i en gris). Quan les dues columnes hagin de realitzar la comunicaci�o vertical hi
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(a) (b)

(c) (d)Figura 3.14 Un exemple de (a) mapeig HCP amb r = 2, (b) mapeig HCP ambr = 4, (c) mapeig V CP amb r = 2, i (d) mapeig V CP amb r = 4. En tots els casosd = 6haur�a conicte d'acc�es als enlla�cos ja que els camins de les dues columnes de l'algorisme2D es solapen en la malla.En les �gures 3.14(a) i 3.14(b) es mostren dos exemples de com es realitzaria el mapeigHCP . En aquestes �gures les l��nies gruixudes identi�quen les �les de l'algorisme 2D, elsquadrats negres identi�quen els nodes situats m�es a l'esquerra de cada �la de l'algorisme2D, els quadrats blancs identi�quen els nodes situats m�es a l'esquerra de cada columnai per �ultim els quadrats grisos identi�quen la resta dels nodes de la malla que formenpart de la primera �la de l'algorisme 2D.El segon mapeig que es proposa l'hem anomenat Vertical Communication Preserving,abreujat V CP . En aquest mapeig, cada columna de l'algorisme 2D es mapeja en unao m�es columnes cont��nues de la malla per tal de mantenir la localitat de la comunicaci�overtical. L'algorisme de mapeig que s'aplica �es el mapeig "ondulat" per columnes. Enaquest cas el cost de la comunicaci�o horitzontal s'incrementa respecte a la comunicaci�ohoritzontal de la malla configurable degut a qu�e v�aries �les de l'algorisme 2D estan
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x =

y =

( i x 2c +j) div 2d/2

( i x 2c +j) mod 2d/2

2d/2 - ( i x 2c +j) mod 2d/2-1

si ((x parell) i (r < d/2)) o (r >= d/2)

si ((x imparell) i (r < d/2))Figura 3.15 De�nici�o del mapeig HCP en la mallaintercalades en la malla, i per tant aix�o provoca l'aparici�o de conictes d'acc�es alsenlla�cos de la malla a l'hora de realitzar la comunicaci�o horitzontal entre les diferents�les intercalades.En les �gures 3.14(c) i 3.14(d) es mostren dos exemples de com es realitzaria el mapeigV CP . En aquestes �gures les l��nies gruixudes identi�quen les �les de l'algorisme 2D, elsquadrats negres identi�quen els nodes situats m�es a l'esquerra de cada �la de l'algorisme2D, els quadrats blancs identi�quen els nodes situats m�es a l'esquerra de cada columnai per �ultim els quadrats grisos identi�quen la resta dels nodes de la malla que formenpart de la primera �la de l'algorisme 2D.Dels dos mapejos que s'han descrit, aplicarem el mapeig HCP i descartarem el mapeigV CP ja que en les proves realitzades s'ha pogut comprovar que pel rang de valors delspar�ametres Te, Ts i Tc que s'han considerat, amb el mapeig HCP sempre s'obt�e un costde comunicaci�o m�es petit que amb el mapeig V CP .Aquests resultats semblen bastant l�ogics tenint en compte que el pes de la comunicaci�ohoritzontal �es m�es gran que el pes que pot tenir la comunicaci�o vertical, i amb elmapeig HCP la comunicaci�o horitzontal es mant�e exactament igual que pel cas d'unamalla configurable (per tant m��nima) a cost d'un petit increment de la comunicaci�overtical.
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Figura 3.16 Exemple de l'algorisme per implementar IV Ck;l, amb k = 1 i l = 33.6.2 Model anal��ticEl model anal��tic que es desenvolupa a continuaci�o es correspon amb l'algorisme 2Dquan es mapeja en la malla segons l'algorisme de mapeig HCP . En el mapeig HCP ,cada �la de l'algorisme 2D es mapeja en una o v�aries �les cont��nues de la malla. Quanr < d=2, com a l'exemple de la �gura 3.14(a), per garantir la relaci�o de ve��ns delsnodes que formen part d'una mateixa �la, s'utilitza un mapeig "ondulat" per �les, quemapeja una �la de l'algorisme 2D en un total de 2d=2�r �les cont��nues de la malla.Quan r > d=2, com en l'exemple de la �gura 3.14(b), v�aries �les de l'algorisme 2D esmapegen en una �la de la malla.En general, amb el mapeig HCP cada node (i; j) de l'algorisme 2D (i 2 [0; 2r � 1]; j 2[0; 2c� 1]) es mapeja en el node (x; y) de la malla (x; y 2 [0; 2d=2� 1]), d'acord amb lesexpressions de la taula 3.15.A l'hora de construir el model del cost de comunicaci�o cal recordar que el mapeig HCPno modi�ca el cost de la comunicaci�o horitzontal, respecte al cost de la comunicaci�ohoritzontal de la malla configurable (expressi�o 3.4 en la secci�o 3:5:1) Quant a lacomunicaci�o vertical cal distingir tres situacions diferents:



104 Cap�itol 3Cas 1: r = d=2La comunicaci�o vertical es pot realitzar tal i com s'ha descrit per la malla configurable,ja que en aquest cas els nodes ve��ns en l'algorisme 2D tamb�e s�on nodes ve��ns un copes mapegen en la malla. A partir d'ara, aquest cas de comunicaci�o vertical l'anom-enarem Contiguous Vertical Communication, abreujat com CV Cd=2. El sub��ndexindica que en la comunicaci�o vertical hi participen un total de 2d=2 nodes de lamalla.Cas 2: r < d=2En aquest cas, 2d=2�r columnes de l'algorisme 2D es troben intercalades en cadas-cuna de les columnes de la malla. La �gura 3.14(a) mostra un exemple d'aque-sta situaci�o. L'operaci�o que es requereix per realitzar la comunicaci�o vertical enaquest cas l'anomenarem Interleaved Vertical Communicaction, abreujat ICVk;l.Els sub��ndexos indiquen que les columnes de la malla estan formades per 2l nodes ique un total de 2k columnes de l'algorisme 2D estan intercalades en cada columnade la malla. Per exemple, la comunicaci�o vertical que s'ha de realitzar en l'exem-ple concret de la �gura 3.14(a) s'expressaria com IV C1;3 ja que cada columna dela malla est�a formada per 23 nodes i en cada columna de la malla s'intercalen 21columnes de l'algorisme 2D.A l'hora d'implementar ICVk;l s'utilitza un algorisme una mica diferent a l'utilitzatanteriorment pel cas CV C. La �gura 3.16 mostra un exemple de l'algorisme que esproposa pel cas concret de ICV1;3. Els quadrats blancs i negres permeten distingirles dues columnes de l'algorisme 2D que es troben intercalades en la columna de lamalla. En general, quan tenim m�es de dues columnes intercalades en una columnade la malla, aquestes s'organitzen en grups de 2. Cal recordar que el nombre de�les i columnes dels algorismes sempre s�on pot�encies de 2 i per tant sempre podremaparellar totes les columnes de l'algorisme 2D. Les comunicacions corresponentsa cada parella de columnes poden realitzar-se de forma simult�ania, en direccionsoposades en la columna de la malla, utilitzant el mateix esquema que pel cas deCV C. Tan sols les comunicacions corresponents a la fase central del cas CV C nopoden realitzar-se simult�aniament.Aix�� doncs, la comunicaci�o vertical pel cas IV Ck;l es realiza en un total de 2� (l�k)2k�1 fases, ja que tenim 2k�1 parelles de columnes, cada columna de l'algorisme



Algorismes de Jacobi bidimensionals 1052D consta d'un total de 2l�k nodes i la comunicaci�o vertical de cada parella decolumnes pot realitzar-se amb 2(l � k) fases.Cas 3: r > d=2En aquest cas, cada columna de l'algorisme 2D es troba repartida entre un total de2r�d=2 columnes no cont��nues de la malla. Cadascuna d'aquestes columnes es trobaintercalada per un total de 2d�r columnes de la malla que han estat assignadesa unes altres tantes columnes de l'algorisme 2D. Un exemple d'aquest cas �es elde la �gura 3.14(b). La comunicaci�o vertical en aquest cas es completa en duesfases. En la primera fase es realitza un CV Cd=2 en cada columna de la malla. Acontinuaci�o, un IV Cd�r;d=2 es realitza en cada �la de la malla.El cost de la comunicaci�o vertical d'un escombrat complet �es igual a:
(m� 1) tCV Cd=2 (r = d=2)(m� 1) tIV Cd=2�r;d=2 (r < d=2)(m� 1)(tCV Cd=2 + tCV Cd�r;d=2) (r > d=2) (3.5)on:

tCV Ck = (2k � 1)(Ts + 3m2c+1 � Te) + k( 3m2c+1 � Tc)tIV Ck;l = 2k�1(2(l � k)(Ts + 3m2c+1 � Te) + (l � k)( 3m2c+1 � Tc))Les expressions de 3.5 s'han obtingut considerant que el nombre de transformacionsindependents en cada escombrat �es (m � 1) i el cost de la comunicaci�o vertical esrealitza per grups de rotacions independents. Finalment, el temps total d'execuci�o del'algorisme pot expressar-se:
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t2D = tR + tH + tVon les expressions de tR i tH s�on les que s'han avaluat pel cas de la malla configurableen la secci�o 2:4:2 i tV correspon a l'expressi�o 3.5.3.6.3 An�alisi del rendimentEn aquesta secci�o es realitza un estudi de l'e�ci�encia de l'algorisme 2D un cop mapejaten una malla regular 2D. Aquesta an�alisi es realitzar�a a partir dels models anal��ticsdesenvolupats en les seccions anteriors. Les gr�a�ques que es presenten poden dividir-seen tres seccions:La inu�encia d'alguns par�ametres en el rendiment de l'algorisme.L'escalabilitat dels algorismes proposats.L'e�ci�encia del mapeig utilitzat, el mapeig HCP .Inu�encia dels par�ametres Te, m i TsLes gr�a�ques que es mostren a continuaci�o es corresponen a l'an�alisi de l'algorisme quanes mapeja en una malla regular, suposant un sistema amb un nombre de nodes igual a212 (d = 12). En les gr�a�ques es mostra la relaci�o t1D=t2D per tots els valors possiblesdel par�ametre r (r 2 [0; d]), sent 2r el nombre de �les de l'algorisme 2D, i variant elsvalors dels par�ametres Te, m i Ts respectivament. El par�ametre Tc es �x i igual a 1.En aquesta secci�o, on es realitza una an�alisi de la malla fixa, s'han tingut en comptetan sols dos sistemes. El primer correspon a un sistema amb uns valors de Tc, Te i Tsiguals a 1, 2; 28 i 1500 que coincideixen amb els par�ametres de l'intel Paragon que t�euna topologia en malla, i el segon correspon a un sistema hipot�etic amb uns valors deTc, Te i Ts iguals a 1, 10 i 1000 amb la idea de considerar un sistema amb un rang devalors m�es gran.
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Figura 3.17 Impacte del par�ametre Te. En la gr�a�ca (a) s'ha considerat la relaci�ode par�ametres de l'intel Paragon Ts = 650 � Te. En la gr�a�ca (b) s'ha considerat larelaci�o de par�ametres Ts = 1000� Te.En les gr�a�ques de la �gura 3.17 s'observa, de nou, que el par�ametre Te (tempsde transmissi�o d'un enter en coma otant) inueix decisivament en l'e�ci�encia del'algorisme. Hem assignat valors al par�ametre Te dintre un rang bastant gran.Aquests valors indiquen la relaci�o de magnituds entre el temps de realitzar unaoperaci�o aritm�etica en coma otant i el temps d'enviar un n�umero en coma otantper la xarxa d'interconnexi�o d'un node a un altre.En la gr�a�ca de la �gura 3.17(a) s'avalua quin impacte t�e la variaci�o del par�ametreTe en el rendiment del sistema. S'ha considerat un sistema amb una relaci�o depar�ametres Ts = 650 � Te (corresponent a la relaci�o de par�ametres de l'intelParagon). Es pot observar, en la corba amb Te = 2; 28, que podem reduir elcost un 10% en el cas de tenir un sistema amb un valor de par�ametres iguals al'intel Paragon. Mentre que si mantenim la relaci�o Ts=Te = 650 i incrementem elvalor de Te el rendiment del sistema creix considerablement.En la gr�a�ca de la �gura 3.17(b) s'avalua la variaci�o del par�ametre Te en un sistemaamb una relaci�o de par�ametres Ts = 1000� Te, considerant un rang de valors m�esgran. Es pot observar que per valors de Te grans la reducci�o del cost total �es d'un50%, mentre que per valors de Te m�es petits la reducci�o �es m�es petita; per Te = 10es redueix el cost total en un 20%.En les tres gr�a�ques s'ha considerat un tamany del problema igual a 213, el tamanydel problema m��nim que es pot resoldre en un sistema amb 212 nodes.
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Figura 3.18 Impacte del par�ametre m. En la gr�a�ca (a) s'ha considerat elspar�ametres de l'intel Paragon, Ts = 1500 i Te = 2; 28. En la gr�a�ca (b) s'ha con-siderat els par�ametres Tc = 1, Ts = 10000 i Te = 10.En les gr�a�ques de la �gura 3.18 s'observa que el bene�ci que podem obtenir �esbastant sensible als diferents valors d'm (tamany de la matriu). En aquest cas,per�o, el bene�ci decreix quan el tamany d'm s'incrementa, al contrari que en el casdel par�ametre Te.La gr�a�ca de la �gura 3.18(a) correspon al cas en qu�e els valors dels par�ametresTe, Ts i Tc �es igual a 2; 28, 1500 i 1 respectivament, valors que coincideixen amb larelaci�o de par�ametres d'un intel Paragon. En aquest cas el rendiment varia d'un12% �ns a un 5%.En la gr�a�ca de la �gura 3.18(b) s'han considerat valors de Tc,Te i Ts iguals a 1,10 i 10000 respectivament. En aquest cas, considerant tamanys de problema igualque en la gr�a�ca 3.18(a), el rendiment varia d'un 30% �ns a un 20%.En les gr�a�ques de la �gura 3.19 es pot observar quin �es l'impacte de Ts en elrendiment del sistema.En les dues gr�a�ques 3.19(a) (amb par�ametres de l'intel Paragon) i 3.19(b) (ambTe = 10) s'observa un comportament equivalent del sistema, per una part hi ha unareducci�o del bene�ci quan s'incrementa Ts i a m�es a m�es l'increment de Ts modi�cala con�guraci�o �optima de la malla, la qual tendeix a reduir el nombre de �les.
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Figura 3.19 Impacte del par�ametre Ts. En la gr�a�ca (a) s'ha considerat elspar�ametres de l'intel Paragon, Tc = 1 i Te = 2; 28. En la gr�a�ca (b) s'han consid-erat els par�ametres Tc = 1 i Te = 10.En general es pot observar que en el cas de malles �xes el rendiment del sistema �es m�espetit que en el cas de malles con�gurables. Aix�o �es degut al cost que afegeix l'algorismede mapeig HCP que s'ha aplicat.An�alisi de l'escalabilitat de l'algorisme 2DLa gr�a�ca de la �gura 3.20 mostra quin �es el comportament de l'algorisme 2D quanla malla escala.Aquesta gr�a�ca mostra la relaci�o t1D=t2D per uns valors determinats dels par�ametresTe i Ts i variant els par�ametres m i d. El valor del par�ametre m s'escala respecteal par�ametre d. En aquest cas, donat un valor de d, es considera el valor �optim d'rper determinar el temps d'execuci�o en cada cas, t2D. La gr�a�ca ens mostra quin �esl'increment de bene�ci que podem obtenir amb l'algorisme 2D quan s'incrementa elnombre de nodes del sistema. Aquest increment �es particularment gran per valors d'mpetits i per valors de Te grans.
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Figura 3.20 An�alisi de l'escalabilitat de l'algorisme 2D quan es mapeja en una malla2D fixa.
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dFigura 3.21 Comparaci�o del cost de l'algorisme 2D quan s'executa en una malla is'aplica el mapeig HCP amb el cost de l'algorisme en un entorn configurableAvaluaci�o de l'e�ci�encia del mapeig HCPEl mapeig HCP s'ha escollit per tal de conservar el cost de la comunicaci�o horitzontalexactament igual que en el cas de tenir malles configurables, concretament corre-



Algorismes de Jacobi bidimensionals 111spon al terme TH de l'expressi�o T2D (expressi�o 3.4) de la secci�o 3:5:1. Per una altrabanda, aquest mapeig probablement produir�a un increment de la comunicaci�o verticalrespecte al cas de les malles configurables, que correspon al terme TV de l'expressi�ot2D (expressi�o 3.3).El que volem veure �es quin �es el cost afegit que inclou el fet d'aplicar l'algorismede mapeig HCP per mapejar l'algorisme 2D en la malla. Recordem que amb aquestmapeig s'aconsegueix que els nodes d'una mateixa �la en la malla es mapegin a dist�ancia1 (la comunicaci�o horitzontal es mantingui exactament igual que en una malla configurable)i encara que els nodes d'una mateixa columna de la malla poden ser mapejats a dist�anciam�es gran que 1.Dit d'una altra forma, ens preguntem si interessa buscar un mapeig alternatiu al HCPamb el que s'obtingui un increment de bene�ci m�es gran que amb el mapeig HCP .Considerem el temps d'execuci�o de l'algorisme t2D una �ta inferior del temps d'execuci�ode l'algorisme 2D en el sistema considerat (malles 2D fixes). Llavors el que ensinteressa �es que el temps d'execuci�o de l'algorisme 2D un cop mapejat en la mallaaplicant el mapeig HCP sigui proper a la �ta inferior considerada.En la gr�a�ca de la �gura 3.21 es mostra la relaci�o tConf=t2D. Els valors de tConf it2D s'han obtingut considerant el valor �optim del par�ametre r. Com es pot veure en lagr�a�ca que s'ha obtingut, amb el mapeig HCP es pot obtenir un bene�ci molt propera l'�optim especialment per tamanys de problema grans. Per tant podem considerar queel mapeig HCP �es su�cientment b�o.3.7 AN�ALISI DE L'ALGORISME 2D EN MALLES FIXES3DEn aquesta secci�o, es modelitza l'algorisme 2D quan es mapeja en un cub regularde tres dimensions amb un total de 2d nodes, estructurats de manera regular 2d =2d=3 � 2d=3 � 2d=3.
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z =

y =

( i x 2c +j) div 22d/3

(( i x 2c +j) mod 22d/3) div 2d/3

( i x 2c +j) div 22d/3 si ((y parell) i (r >= 2d/3))

si ((y imparell) i (r < 2d/3))22d/3 - ( i x 2c +j) div 22d/3-1

x =Figura 3.22 De�nici�o del mapeig HCP en el cub3.7.1 Mapeig de l'algorisme 2D en el cubCom en el cas de la malla, a l'hora de mapejar l'algorisme 2D en el cub �es possibleaplicar el mapeig HCP i el mapeig V CP . Pels mateixos motius que pel cas anterior,s'aplicar�a el mapeig HCP i es descartar�a el mapeig V CP .A continuaci�o es de�neix formalment com es realitza el mapeig HCP en un cub. Donatun node (i; j) (i 2 [0; 2r � 1]; j 2 [0; 2c � 1]) de l'algorisme 2D aquest el mapeja enel node (x; y; z) (x; y; z 2 [0; 2d=3 � 1]) del cub d'acord a les expressions que es podentrobar en la taula 3.22.3.7.2 Model anal��ticIgual que en el cas de la malla, en el cub el cost de la comunicaci�o horitzontal quans'aplica el mapeig HCP coincideix amb el cost de la comunicaci�o horitzontal en mallesconfigurables. En aquest cas, si es compleix r � d=3, llavors cada �la de l'algorisme 2Docupa v�aries �les del cub en una determinada cara del cub, exactament de la mateixamanera que quan aplic�avem l'algorisme de mapeig HCP per mapejar l'algorisme 2Den la malla. Quan r < d=3, cada �la de l'algorisme 2D es mapeja en v�aries cares delcub consecutives. De nou, s'utilitza el mapeig "ondulat" per �les per tal d'aconseguirque els nodes ve��ns en una �la en l'algorisme 2D tamb�e siguin ve��ns en el cub, �gura3.23.
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(a) (b)

(c) (d) (e)Figura 3.23 Mapeig HCP en el cub quan (a) r < d=3, (b) r = d=3, (c) d=3 < r <2d=3, (d) r = 2d=3, i (e) r > 2d=3Respecte a la comunicaci�o vertical podem trobar cinc situacions diferents segons siguila relaci�o de �les i columnes de l'algorisme 2D amb la dimensi�o del cub. En la �gura3.23 es poden veure un exemple de cadascuna de les cinc possibles situacions. Enaquesta �gura, els cercles en negreta fan refer�encia al node situat m�es a l'esquerra decada �la de l'algorisme 2D, els cercles blancs fan refer�encia a la resta de nodes queformen part d'una mateixa �la i que ajuden a comprendre com funciona el mapeigHCP en el cub i les l��nies uneixen els nodes que formen part de les �les de l'algorisme2D.Les cinc diferents situacions que podem trobar s�on les seg�uents:Cas 1: r < d=3 (�gura 3.23(a))Cada �la de l'algorisme 2D es mapeja en v�aries cares del cub consecutives. Lacomunicaci�o vertical es resol realitzant l'algorisme ICVd=3�r;d=3 en la dimensi�o 2del cub.Cas 2: r = d=3 (�gura 3.23(b))



114 Cap�itol 3Cada �la de l'algorisme 2D es mapeja en una �unica cara del cub. La comunicaci�overtical es realitza aplicant l'operaci�o CV Cd=3 en la dimensi�o 2 del cub.Cas 3: d=3 < r < 2d=3 (�gura 3.23(c))Cada �la de l'algorisme 2D es mapeja en v�aries �les del cub, per�o no ocupa unacara completa del cub. La comunicaci�o vertical es realitza aplicant l'algorismeIV C2d=3�r;d=3 en la dimensi�o 1 del cub i l'algorisme CV Cd=3 en la dimensi�o 2 delcub.Cas 4: r = 2d=3 (�gura 3.23(d))Cada �la de l'algorisme 2D es mapeja en una �unica l��nia del cub. La comunicaci�overtical es realitza aplicant l'algorismeCV Cd=3 en la dimensi�o 1 del cub i l'algorismeCV Cd=3 en la dimensi�o 2 del cub.Cas 5: r > 2d=3 (�gura 3.23(e))V�aries l��nies de l'algorisme 2D es mapegen en una �unica l��nia del cub. La comuni-caci�o vertical es realitza aplicant l'algorisme IV Cd�r;d=3 en la dimensi�o 0, l'algorismeCV Cd=3 en la dimensi�o 1 del cub i l'algorisme CV Cd=3 en la dimensi�o 2 del cub.Finalment, el cost de la comunicaci�o vertical pot resumir-se en les seg�uents expressions:
(m� 1) tICVd=3�r;d=3 r < d/3(m� 1) tCV Cd=3 r = d/3(m� 1) tICV2d=3�r;d=3 + tCV Cd=3 d/3 < r < 2d/3(m� 1) tCV Cd=3 + tCV Cd=3 r = 2d/3(m� 1) tICVd�r;d=3 + tCV Cd=3 + tCV Cd=3 r > 2d/3

on les expressions anal��tiques de tIV Ck;l i tCV Ck poden trobar-se en la secci�o 1:5:2. Eltemps total d'execuci�o de l'algorisme 2D un cop mapejat en el cub �es igual a:
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t3D = tR + tH + tVLes expressions tR i tH coincideixen amb les calculades pel cas de la malla configurableen la secci�o 2:4:2.3.7.3 An�alisi del rendimentEn aquesta secci�o es realitza un estudi de l'e�ci�encia de l'algorisme 2D un cop mapejaten una malla regular de tres dimensions. Aquesta an�alisi es realitzar�a a partir delsmodels anal��tics desenvolupats en la secci�o anterior. Les gr�a�ques que es presentenpoden dividir-se en tres grups en els que s'avaluen tres aspectes diferents:La inu�encia d'alguns par�ametres en el rendiment de l'algorisme.L'escalabilitat dels algorismes proposats.L'e�ci�encia del mapeig utilitzat, el mapeig HCP .Inu�encia dels par�ametres Te, m i TsLes gr�a�ques que es mostren a continuaci�o es corresponen a l'an�alisi de l'algorisme quanes mapeja en un cub regular, suposant un sistema amb un nombre de nodes igual a 212(d = 12). En les gr�a�ques es mostra la relaci�o t1D=t2D per tots els valors possibles delpar�ametre r (r 2 [0; d]), sent 2r el nombre de �les de l'algorisme 2D, i variant els valorsdels par�ametres Te, m i Ts respectivament. El par�ametre Tc �es �x i igual a 1.En aquesta secci�o, on es realitza una an�alisi del cub en un entorn fix, s'han tinguten compte tan sols dos sistemes. El primer correspon a un sistema amb uns valors deTc, Te i Ts iguals a 1, 27; 89 i 1974 que coincideixen amb la relaci�o de par�ametres d'unCray T3D que t�e una topologia toroidal de tres dimensions, i el segon correspon a unsistema hipot�etic amb uns valors de Tc, Te i Ts iguals a 1, 10 i 1000 amb la idea deconsiderar un sistema amb un rang de valors m�es gran.
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Figura 3.24 Impacte del par�ametre Te. En la gr�a�ca (a) s'ha considerat la relaci�ode par�ametres del Cray T3D igual a Ts = 70� Te. En la gr�a�ca (b) s'ha considerat larelaci�o de par�ametres Ts = 1000� Te.En les gr�a�ques de la �gura 3.24 s'observa que el par�ametre Te (temps de trans-missi�o d'un enter en coma otant) inueix decisivament en l'e�ci�encia de l'algo-risme. Hem assignat valors al par�ametre Te dintre d'un rang bastant gran. Aquestsvalors indiquen la relaci�o de magnituds entre el temps de realitzar una operaci�oaritm�etica en coma otant i el temps d'enviar un n�umero en coma otant per laxarxa d'interconnexi�o d'un node a un altre.En la gr�a�ca de la �gura 3.24(a) s'avalua quin impacte t�e la variaci�o del par�ametreTe en el rendiment del sistema. S'ha considerat un sistema amb una relaci�o depar�ametres Ts = 70� Te (que coincideixen amb la relaci�o de par�ametres del CrayT3D). Es pot observar, en la corba amb Te = 27; 89, que podem reduir el costconsiderablement, m�es d'un 100%.En la gr�a�ca de la �gura 3.10(b) s'avalua la variaci�o del par�ametre Te en un sistemaamb una relaci�o de par�ametres Ts = 1000� Te, considerant un rang de valors m�esgran.En les dues gr�a�ques s'ha considerat un tamany del problema igual a 213, el tamanydel problema m��nim que es pot resoldre en un sistema amb 212 nodes.En les gr�a�ques de la �gura 3.25 s'observa que el bene�ci que podem obtenir �esbastant sensible als diferents valors d'm (tamany de la matriu). En aquest cas,
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Figura 3.25 Impacte del par�ametre m. En la gr�a�ca (a) s'han considerat elspar�ametres del Cray T3D, Tc = 1, Ts = 1974 i Te = 27; 89. En la gr�a�ca (b) s'hanconsiderat els par�ametres Tc = 1, Ts = 10000 i Te = 10.per�o, el bene�ci decreix quan el tamany d'm s'incrementa, al contrari que en el casdel par�ametre Te.La gr�a�ca de la �gura 3.25(a) corresponen al cas en qu�e els valors dels par�ametresTe, Ts i Tc �es igual a 27; 85, 1974 i 1 respectivament (Cray T3D. En aquest cas elrendiment varia d'un 300% �ns a un 50%.Per �ultim, en la gr�a�ca de la �gura 3.11(b) tenint un rang de valors m�es gran s'hanconsiderat valors de Tc, Te i Ts igual a 1, 10 i 10000 respectivament. En aquest casel rendiment varia d'un 40% �ns a poc m�es d'un 20%.En les gr�a�ques de la �gura 3.26 es pot observar que s�on necessaris valors gransde Ts (temps d'iniciar una operaci�o de comunicaci�o, startup) per a qu�e l'impacteen el rendiment sigui notable.En les dues gr�a�ques 3.26(a) (Cray T3D) i 3.26(b) (amb Te = 10) s'observaun comportament equivalent. Per una part hi ha una reducci�o del bene�ci quans'incrementa Ts i a m�es a m�es l'increment de Ts modi�ca la con�guraci�o �optima dela malla, la qual tendeix a reduir el nombre de �les.�Es f�acil veure que en el cas de malles 3D �xes s�on necessaris valors de Ts molt m�esgran que en el cas de malles 2D �xes per veure l'impacte negatiu en el rendimentdel sistema.
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Figura 3.26 Impacte del par�ametre Ts. En la gr�a�ca (a) s'han considerat elspar�ametres del Cray T3D, Tc = 1 i Te = 27; 89. En la gr�a�ca (b) s'han considerat elspar�ametres Tc = 1 i Te = 10.�Es important assenyalar que en el cas de malles 3D �xes el rendiment del sistema�es bastant similar al cas de malles configurables. En aquest cas, el rendiment del'algorisme 2D quan es mapeja en malles 3D �xes �es millor que el rendiment que s'obt�equan es mapeja en malles 2D �xes.Aquest comportament �es degut a qu�e, com ja s'ha observat pel cas de malles con�g-urables, l'organitzaci�o �optima dels nodes era generalment en malles rectangulars i lesmalles rectangulars es mapegen m�es e�cientment en malles/torus 3D que en malles 2D.En molts casos s'aconsegueix un mapeig a dist�ancia 1 de la malla �optima con�gurableen la malla 3D, �es a dir totes les comunicacions, vertical i horitzontal, es realitzenexactament con en la malla configurable.An�alisi de l'escalabilitat de l'algorisme 2DLes gr�a�ques de la �gura 3.27 mostren l'escalabilitat de l'algorisme 2D quan es mapejaen el cub. Aquestes gr�a�ques mostren la relaci�o t1D=t3D per uns valors determinats delspar�ametres Te i Ts i variant els par�ametres m i d. El valor del par�ametre m s'escalarespecte al par�ametre d. En aquest cas, donat un valor de d, es considera el valor �optimd'r per determinar el temps d'execuci�o en cada cas, t3D. Les gr�a�ques ens mostren quin�es l'increment de bene�ci que podem obtenir amb l'algorisme 2D quan s'incrementa el
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Figura 3.27 An�alisi de l'escalabilitat de l'algorisme 2D quan es mapeja en el cub.nombre de nodes del sistema. Aquest ingrement �es particularment gran per valors d'mpetits i per valors de Te grans. Per �ultim podem observar que l'increment de bene�ci �esbastant m�es gran pel cas del cub que pel de la malla (que es mostra a la gr�a�ca 3.20).Avaluaci�o de l'e�ci�encia del mapeig HCPEl mapeig HCP s'ha escollit per tal de conservar el cost de la comunicaci�o horitzontalexactament igual que en el cas de tenir malles configurables, concretament es corresponal terme tH de l'expressi�o t2D (expressi�o 3.4) de la secci�o 3:5:1. Per una altra banda,aquest mapeig probablement produir�a un increment de la comunicaci�o vertical respecteal cas de les malles configurables, que correspon al terme tV de l'expressi�o t2D.En aquest apartat es realitza una an�alisi equivalent a la que s'ha realitzat per malles2D fixes. En la gr�a�ca de la �gura 3.28 es mostra la relaci�o t2D=t3D. Els valor de t2Di t3D s'han obtingut considerant el valor �optim del par�ametre r. Com es pot veure enles gr�a�ques que s'han obtingut, de nou amb el mapeig HCP es pot obtenir un bene�ci
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Figura 3.28 Comparaci�o del cost de l'algorisme 2D quan es mapeja en un cub (apli-cant el mapeig HCP ) amb el cost de l'algorisme 2D quan s'executa en un entornconfigurable.molt proper a l'�optim. Amb aquesta an�alisi queda clar que en molts casos el mapeigHCP en malles/torus 3D aconsegueix un cost igual al cost de les malles con�gurables.3.8 AN�ALISI DE L'ALGORISME 2D EN TOPOLOGIESTOROIDALS REGULARS DE DUES I TRESDIMENSIONSEl mapeig de l'algorisme 2D en un torus regular de dues i de tres dimensions �es exac-tament igual que en el cas de la malla. L'an�alisi de l'algorisme �es totalment equivalenta l'an�alisi desenvolupada pel cas de les malles; �es per aquesta ra�o que tan sols s'especi-�caran aquells punts en el que difereixen totes dues an�alisis.L'�unica difer�encia entre una malla regular multidimensional i un torus regular multi-dimensional consisteix en qu�e en el cas d'un torus existeixen enlla�cos que connectendirectament els nodes extrems, enlla�cos que no existeixen en una malla. Aquests en-



Algorismes de Jacobi bidimensionals 121lla�cos no afecten a la comunicaci�o horitzontal ja que amb l'algorisme de comunicaci�oEberlein que utilitza l'algorisme 2D aplicat en la malla ja s'aconseguia un cost de comu-nicaci�o m��nim totalment equivalent al cost de comunicaci�o en el cas que s'execut�es enun anell (com seria el cas del torus). Respecte a la comunicaci�o vertical veiem que enaquest cas podem modi�car el patr�o de comunicaci�o convenientment per tal de treurepro�t d'aquests enlla�cos addicionals.A continuaci�o es descriu l'algorisme de comunicaci�o vertical que es proposa pel casd'una topologia toroidal. Les operacions de comunicaci�o es reorganitzen de tal maneraque la comunicaci�o vertical s'aconsegueix �nalitzar en 2r � 2 fases, una menys que enel cas de la malla. Per aconseguir aquesta reducci�o es segueix els seg�uent esquema decomunicaci�o:Expressarem com < nr�1; :::; n1; n0 > la representaci�o bin�aria de l'enter n (n 2 [0; 2r �1]).Les 2r � 2 fases es numeren de 0 �ns a 2r � 3. En una etapa i, amb i 2 [0; r � 3], tansols els nodes amb etiqueta n que compleixen ni�1 = ::: = n0 = 0 estan actius. Enparticular, un node amb etiqueta < nr�1; :::; ni+1; 1; 0; :::; 0 > envia el seu vector ambels productes interns parcials al node que t�e per etiqueta < nr�1; :::; ni+1; 0; 0; :::; 0 >,el qual, despr�es de rebre el missatge, acumula el vector rebut al vector que ja tenia.En la fase r � 2 tots els nodes involucrats en aquesta etapa envien i reben dades.Els nodes que estan actius en aquesta etapa s�on els nodes amb les etiquetes 0, 2r=4,2r=2 i 3� 2r=4. Els nodes 0 i 2r=4 (i 2r=2 i 3 � 2r=4) s'intercanvien els corresponentssubproductes i els acumulen.En la fase r � 1, de nou s�on els mateixos nodes de l'etapa anterior els que s'intercan-vien els subproductes. Els nodes amb etiquetes 0 i 3 � 2r=4 (i els nodes 2r=4, 2r=2)intercanvien entre ells els seus vectors parcials i els acumulen. En aquest moment, totsquatre nodes tenen una c�opia del vector resultant T .
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Figura 3.29 Comunicacio vertical en un torusFinalment, en les �ultimes fases, 2r � 2 � i amb i 2 [0; r � 3], els nodes tals que laseva etiqueta t�e el patr�o < nr�1; :::; ni+1; 0; 0; :::; 0 > envien als nodes amb etiqueta< nr�1; :::; ni+1; 1; 0; :::; 0 > una c�opia del vector resultant T .En la �gura 3.29 es mostra un exemple de l'esquema que s'acaba de descriure, suposantuna l��nia de 23 nodes (r = 3) amb un model de comunicaci�o wormhole. En aquesta�gura els n�umeros identi�quen els nodes dintre la columna i a m�es a m�es identi�quen elsvectors que s'han d'acumular. Les etxes indiquen la comunicaci�o entre els nodes. T farefer�encia al vector resultant. Per analogia a les malles, aquest esquema l'anomenaremContiguous Vertical Communication for Toruses, abreujat CV CT .L'impacte que pot tenir l'aplicaci�o d'aquest algorisme CV CT en lloc de l'algorismeCV C (per malles) en el cost total de comunicaci�o �es m��nim. A efectes pr�actics encada etapa de comunicaci�o vertical d'un grup de rotacions independents ens estalviemun �unic missatge. �Es per aquest motiu que els resultats de l'avaluaci�o de l'algorisme2D quan s'executa en un torus 2D i 3D regular s�on gaireb�e e iguals que els que s'hanobtingut de l'avaluaci�o de l'algorisme 2D quan s'executa en la malla, i per aquest motiuno els presentem en aquesta secci�o.



Algorismes de Jacobi bidimensionals 1233.9 RESUM DE CONTRIBUCIONSEn la literatura s'han proposat algorismes per resoldre el problema de valors i vectorspropis en una topologia en malla multidimensional. Per una part podem trobar algo-rismes per malles els quals apliquen el m�etode de Jacobi bilateral, que com ja s'ha visten el primer cap��tol no �es el m�etode m�es �optim en un entorn multicomputador degutals requeriments de comunicaci�o del mateix m�etode. Per una altra banda tamb�e s'hanproposat algorismes espec���cs per sist�olics, que a part d'aplicar el m�etode de resoluci�ode Jacobi bilateral, s�on algorismes que consideren les comunicacions gaireb�e desprecia-bles, aspecte que en un entorn paral.lel considerat en aquest treball (multicomputadors,DSM i xarxes d'estacions de treball) no �es aplicable.Els algorismes que hem trobat en la literatura que apliquen el m�etode de Jacobiunilateral (m�etode m�es �optim en el cas d'entorns multicomputadors) estan pensatsper una topologia unidimensional, en l��nia o en anell s'identi�quen en el cap��tol comalgorismes 1D.En aquest cap��tol s'ha proposat un algorisme pensat per una topologia bidimensional,anomenat algorisme 2D, el qual aplica el m�etode de Jacobi unilateral. Aquest algo-risme s'ha avaluat en tres entorns diferents:Un entorn sense cap tipus de restricci�o en la disposici�o dels nodes del sistema,anomenat entorn configurable.En un entorn en el que els nodes estan topol�ogicament disposats en malla bidimen-sional regular, amb el mateix nombre de nodes en les dues dimensions igual a unapot�encia de 2.En un entorn en el que els nodes estan topol�ogicament disposats en malla tridimen-sional regular, amb el mateix nombre de nodes en les tres dimensions igual una apot�encia de 2.



124 Cap�itol 3S'ha vist que depenent del valor de Tc, Te i Ts el cost de comunicaci�o es pot reduirconsiderablement amb l'algorisme 2D respecte al cost de comunicaci�o de l'algorisme1D, sigui quin sigui l'entorn escollit.
Relacionatdes amb aquest treball s'han realitzat les seg�uents publicacions:"A Jacobi-based Algorithm for Computing Symmetric Eigenvalues and Eigenvec-tors in a Two-dimensional Mesh" D. Royo, M. Valero-Garc��a i A. Gonz�alez; Eu-romicro Workshop on Parallel and Distributed Processing , Gener del 1998, Madrid."Implementing the One-Sided Jacobi Method on a 2D/3D Mesh Multicomputer";D. Royo, M. Valero-Garc��a i A. Gonz�alez; en proc�es de revisi�o en una revistainternacional.



4MAPEIG DE L'ALGORISME BR EN MALLES ITORUS DE DUES DIMENSIONS

ResumEn aquest cap��tol s'analitzen els algorismes resultants de mapejar l'algorisme BR enuna malla i un torus de dues dimensions. Per realitzar el mapeig s'ha aplicat el m�etodeCALMANT, desenvolupat en [7]. Abans, per�o, s'ha realitzat una extensi�o del m�etodeper cobrir totes les necessitats de comunicaci�o de l'algorisme BR, que en el m�etodeoriginal no es contemplaven.El contingut del cap��tol s'organitza de la manera seg�uent: primer es descriu la metodolo-gia CALMANT, a continuaci�o s'aplica la metodologia a l'algorisme BR i es proposenels algorismes d'encaminament de missatges que s�on �optims (minimitzen el cost dela comunicaci�o) i per �ultim es realitza una avaluaci�o de l'algorisme resultant un copmapejat en els diferents entorns considerats -malles i torus bidimensionals quadrats(amb el mateix nombre de nodes igual a una pot�encia de 2 en cadascuna de les dues125



126 Cap�itol 4dimensions) amb una arquitectura one� port i all � port-. Es compara l'e�ci�encia del'algorisme BR un cop mapejat en la malla i el torus amb l'algorisme 2D mapejat enmalles i torus regulars de dues dimensions que s'ha descrit en el cap��tol 3. Es veur�aque per sistemes amb un nombre de nodes de �ns a 256 l'algorisme BR t�e un cost decomunicaci�o m�es petit que l'algorisme 2D quan s'executa en malles 2D i 3D �xes. Persegons quins valors dels par�ametres de comunicaci�o aquesta reducci�o pot ser de �ns aun 40% respecte al cost de la comunicaci�o de l'algorisme 2D.
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4.1 INTRODUCCI�OEn el grup de treball s'ha desenvolupat una metodologia que hem anomenat CAL-MANT [7], CC-cube Algorithms on Meshes ANd Tori, que ens permet mapejar deforma sistem�atica i e�cient un algorisme de tipus CC-cub en un multicomputador ambuna topologia en hipercub, malla o torus multidimensional. Aquesta metodologia s'haaplicat a algorismes paral.lels com la FFT [9] i Complete Exchange [10].A continuaci�o es descriu breument la metodologia CALMANT . El m�etode s'aplicaa l'algorisme BR en un entorn de malles i torus regulars i bidimensionals. En aquesttreball, per a algunes operacions de comunicaci�o que s'han de realitzar es proposennous algorismes d'encaminament de missatges que s�on m�es senzills que els algorismesd'encaminament originalment proposats en la descripci�o del m�etode [7][25]. Per �ultims'avalua l'algorisme resultant, i com es veur�a aquest aconsegueix en sistemes petitsreduir la comunicaci�o considerablement respecte al cost de comunicaci�o generat perl'algorisme 2D descrit en el cap��tol 3.4.2 METODOLOGIA CALMANTUna de les contribucions d'aquest treball �es l'ampliaci�o de la metodologia CALMANTper poder aplicar-la a l'algorismeBR (per la resoluci�o del problema dels valors i vectorspropis). A continuaci�o es fa una breu descripci�o d'aquesta metodologia.4.2.1 Visi�o generalLa metodologia CALMANT ens permet executar de forma e�cient algorismes pensatsinicialment per multicomputadors amb una topologia en hipercub (algorismes CC-cub)en multicomputadors amb una topologia en malla o torus.La metodologia es composa de dues fases (�gura 4.1). En la primera fase s'aplica lasegmentaci�o de les comunicacions a l'algorisme en q�uesti�o (de tipus CC-cub), amb el
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Figura 4.1 Visi�o general del m�etodeque s'aconsegueix un increment potencial del paral.lelisme de les comunicacions. Uncop segmentat, l'algorisme s'ha de mapejar en l'arquitectura on s'executar�a, proc�es quecorrespon a la segona fase del m�etode.Finalment, un cop decidit el mapeig que s'aplica en cada cas, s'ha de determinar quin�es l'encaminament dels missatges per tal d'aconseguir �nalitzar cadascuna de les op-eracions de comunicaci�o amb el nombre m��nim de cicles.El concepte de CC-cub i la t�ecnica de la segmentaci�o de les comunicacions s'han de-scrit en el cap��tol 2. A continuaci�o es descriuen els algorismes de mapeig que s'apliquendepenent de la topologia (hipercub, malla o torus) i quins s�on els algorismes d'encam-inament de missatges que es proposen per realitzar cadascuna de les operacions decomunicaci�o.



Mapeig de l'algorisme BR en malles i torus de dues dimensions 1294.2.2 Mapeig d'un CC-cub en un hipercub, en una malla iun torusEn la segona fase de la metodologia CALMANT es mapegen els diferents processos del'algorisme CC-cub segmentat en els nodes del multicomputador.Un algorisme paral.lel composat per un conjunt de processos els quals s'intercanvieninformaci�o entre ells, sempre es pot representar com un graf en el que els processospodrien ser els nodes i els intercanvis entre el processos estarien representats per lesarestes. En el cas d'un algorisme CC-cub, les arestes que determinen l'intercanvi entreels diferents processos de�neixen una topologia en hipercub.El mapeig d'algorismes CC-cub en multicomputadors amb una topologia en hipercub�es immediat, ja que el graf de l'algorisme coincideix amb el graf de la topologia delmulticomputador. En aquest cas direm que s'aplica el mapeig identitat.En el cas de les malles i dels torus el mapeig no �es immediat. Pel cas de les malles,s'aplica el mapeig standard, proposat a [45]. En el cas dels torus, s'aplica el mapeigXor, proposat a [25]. No es desenvolupa una descripci�o formal i precisa d'aquests dosmapejos ja que no s�on aportacions del treball. A continuaci�o tan sols es descriuenles caracter��stiques de cadascun d'ells rellevants per al seguiment del treball que esdesenvolupa en aquest cap��tol.Mapeig standardMatic presenta a [45] un estudi del mapeig standard d'algorismes CC-cub en malles itorus bidimensionals.A l'hora de realitzar el mapeig d'un algorisme en una topologia determinada no sempre�es possible aconseguir que els processos que s�on ve��ns en el graf original es mapegin ennodes ve��ns de la nova topologia. El mapeig standard aconsegueix un mapeig amb unadilataci�o regular en la malla. �Es a dir, tot els processos que inicialment estan connectatsen una determinada dimensi�o en el CC-cub es mapegen a la mateixa dist�ancia en la
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Figura 4.2 Mapeig standardmalla (dist�ancia � 1). D'aquesta manera s'aconsegueix una comunicaci�o equilibrada,�es a dir, el cost de comunicaci�o �es el mateix per qualsevol parella de processos que erenve��ns en una determinada dimensi�o de l'hipercub.En la �gura 4.2 es mostra un exemple de com un algorisme CC-cub que consta de16 processos, de dimensi�o 4, que s'intercanvien informaci�o segons les arestes que s'handibuixat (les quals de�neixen una topologia de comunicaci�o en hipercub), es mapejaen una l��nia de 16 nodes aplicant el mapeig standard. Un cop realitzat el mapeig,tots els processos que s'intercanvien informaci�o per la dimensi�o 0 estan mapejats adist�ancia 1 en la l��nia, tots els processos que s'intercanvien informaci�o per la dimensi�o1 estan mapejats a dist�ancia 2, tots els processos que s'intercanviaven informaci�o per



Mapeig de l'algorisme BR en malles i torus de dues dimensions 131la dimensi�o 2 estan tots a dist�ancia 4 i �nalment tots els processos que s'intercanvieninformaci�o per la dimensi�o 3 estan a dist�ancia 8.En general, amb aquest mapeig s'aconsegueix que la dist�ancia m��nima entre dos pro-cessos que intercanvien informaci�o en l'algorisme CC-cub un cop mapejat en la mallasigui igual a 20 = 1 i la dist�ancia m�axima sigui igual a 2d=n�1, sent 2d el n�umero denodes del sistema i n el n�umero de dimensions de la malla (per la l��nia n = 1).En aquest treball tan sols es consideren malles multidimensionals regulars en les queel nombre de nodes �es el mateix en totes les dimensions i igual a una pot�encia de 2.En el cas de malles de m�es d'una dimensi�o, les dimensions de l'hipercub en el CC-cub es mapegen de forma alternada en cadascuna de les dimensions de la malla. Engeneral, per una malla amb 2d nodes i n dimensions, on cada dimensi�o t�e un nombrede nodes 2d�n, la dimensi�o i de l'hipercub es mapeja en la dimensi�o j de la malla si(i+ 1) mod 2n = j, amb 0 � i < d i 0 � j < n.En la �gura 4.2(b) es mostra un exemple per una malla de 24 nodes i dues dimensions,les dimensions de l'hipercub parells, 0 i 2, es mapegen en la dimensi�o horitzontal dela malla i les dimensions de l'hipercub imparells, 1 i 3, es mapegen en la dimensi�oemphvertical de la malla.Mapeig XorQuan el multicomputador t�e una topologia en torus, s'aplica el mapeig Xor. Aquestmapeig proposat a [25] �es m�es e�cient que el mapeig standard (pel cas del torus) ja queaconsegueix dist�ancies mitges m�es petites tenint en compte els enlla�cos wraparound deltorus.De nou, amb aquest mapeig s'aconsegueix una dilataci�o regular en el torus. En la �gura4.3 es mostra com es realitzaria el mapeig d'un CC-cub de dimensi�o 4 en un anell amb16 nodes quan s'aplica el mapeig xor. En aquest cas, el processos que s'intercanvieninformaci�o per la dimensi�o 0 estan mapejats a dist�ancia 1 en l'anell, tots els processosque s'intercanvien informaci�o per la dimensi�o 1 estan mapejats a dist�ancia 2, tots els
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Figura 4.3 Mapeig Xorprocessos que s'intercanviaven informaci�o per la dimensi�o 2 estan tots a dist�ancia 4 i�nalment tots els processos que intercanvien informaci�o per la dimensi�o 3 estan tots adist�ancia 4 de nou ja que utilitzen l'enlla�c wraparound.Amb aquest mapeig s'aconsegueix que la dist�ancia m��nima entre dos processos queintercanvien informaci�o en l'algorisme CC-cub un cop mapejat en la malla sigui iguala 20 = 1 i la dist�ancia m�axima sigui igual a 2d=n�2, sent 2d el n�umero de nodes delsistema i n el n�umero de dimensions del torus, en el cas de l'anell n = 1.En aquest treball tan sols es consideren torus multidimensionals en els que el nombrede nodes �es el mateix en totes les dimensions i igual a una pot�encia de 2. En el casde torus de m�es d'una dimensi�o, les dimensions de l'hipercub es mapegen de forma
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dimensió 2 del CC-cubFigura 4.4 Gesti�o de missatgesalternada en cadascuna de les dimensions de la malla. En general, per una malla amb2d nodes i n dimensions, on cada dimensi�o t�e un nombre de nodes 2d�n, la dimensi�o ide l'hipercub es mapeja en la dimensi�o j de la malla si (i+ 1) mod 2n = 0, amb 0 � di 0 � j < n.En la �gura 4.3 es mostra un exemple per una malla de 24 nodes i dues dimensions;les dimensions de l'hipercub parells, 0 i 2, es mapegen en la dimensi�o horitzontal i lesdimensions de l'hipercub imparells, 1 i 3, en la dimensi�o vertical tal i com es realitzaen una malla.4.2.3 Encaminament de missatgesEn l'algorisme CC-cub original, amb una topologia de comunicaci�o en hipercub, totsels processos que s'intercanvien informaci�o es troben a dist�ancia 1 i per tant tots elsprocessos poden realitzar en paral.lel una operaci�o de comunicaci�o amb un altre proc�esve�� en una mateixa dimensi�o de l'hipercub.Acabem de veure que un cop mapejat un algorisme CC-cub en una malla o un torus, lesdist�ancies entre processos que s'han d'intercanviar informaci�o s�on m�es grans que 1 perla majoria dels casos. Per exemple, en la �gura 4.4 es pot veure com queden mapejatsels processos d'un CC-cub de dimensi�o 3 en una l��nia de 8 nodes. Els processos que escomunicaven per la dimensi�o 2 en el CC-cub es troben a dist�ancia 4 en la l��nia.



134 Cap�itol 4En aquest exemple, si tots els processos han d'intercanviar informaci�o amb el proc�es ve��segons la dimensi�o 2, totes les operacions de comunicaci�o per cada parella de processoss'han de realitzar seq�uencialment. Aix�o �es degut a qu�e els enlla�cos ocupats en unaoperaci�o de comunicaci�o entre dos processos per la dimensi�o 2, no permet solapar capaltra operaci�o de comunicaci�o entre qualsevol altra parella de processos que siguin ve��nsen la mateixa dimensi�o.Per exemple, suposem que s'estan intercanviant un missatge la parella de processos(0,4). Mentre es realitza la transmissi�o entre aquests dos processos, no es possibleenviar cap altre missatge ja que els enlla�cos que estan ocupant els processos (en la�gura amb un tra�c ratllat) s�on necessaris per qualsevol altra operaci�o de comunicaci�oque s'hagin de realitzar entre la resta de parelles de processos ve��ns en la dimensi�o 2 delCC-cub, (1,5), (2,6) i (3,7). El mateix passa sigui quina sigui la parella de processos ques'intercanvi��n la informaci�o. �Es necessari, doncs, realitzar les operacions de comunicaci�ode forma seq�uencial una darrera l'altra.Es de�neix cicle, com el cost d'enviar un missatge d'un proc�es a un altre qualsevol delCC-cub.El cost per realitzar l'operaci�o de comunicaci�o de l'exemple de la �gura 4.4 �es de 4cicles, sempre i quan considerem que el cost d'enviar un missatge �es d'un cicle i elsmissatges que s'intercanvien dos processos ve��ns es solapen perqu�e s'estan enviant ensentit oposat i els enlla�cos s�on full duplex.En general, el cost total degut a qu�e tots els processos envi��n un missatge al seu ve�� enuna mateixa dimensi�o �es proporcional a la dist�ancia a la que s'han mapejat en la mallao el torus. Aquest fet fa que s'incrementi el cost de la comunicaci�o.Un cop mapejades les dimensions de l'hipercub en la malla, el cost degut a que tots elsprocessos envi��n un missatge al seu ve�� en una dimensi�o qualsevol i (0 � i < d) suposaun nombre de cicles igual a 2i=2 si i �es parell i un nombre de cicles igual a 2(i�1)=2 ciclessi i �es imparell.



Mapeig de l'algorisme BR en malles i torus de dues dimensions 135En els cas del torus, el cost degut a qu�e tots els processos envi��n un missatge al seu ve��en una dimensi�o qualsevol i (0 � i < d� 2) suposa un nombre de cicles igual a 2i=2 sii �es parell i un nombre de cicles igual a 2(i�1)=2 cicles si i �es imparell. Per i = d � 1 ii = d� 2 enviar un missatge t�e un cost igual a 2(d�4)=2 cicles.Tenint en compte aquestes expressions, a continuaci�o es construiex un model del costde la comunicaci�o de l'algorisme BR un cop mapejat en la malla/torus sense aplicar lasegmentaci�o de les comunicacions. Aquest model s'utilitzar�a m�es tard per veure quina�es la reducci�o del cost de la comunicaci�o que s'aconsegueix amb l'algorisme segmentaten front de l'algorisme sense segmentar.El cost total de comunicaci�o (nombre de cicles, que en aquest cas coincideix amb elnombre de missatges que s'intercanvien les diferents parelles de processos del CC-cub)de l'algorisme BR quan es mapeja en una malla regular de dues dimensions -2d=2 �lesi 2d=2 columnes.
TComMNs = d=2�1Xk=0 2k[d�2k�1Xi=0 2i + d�(2k+1)�1Xi=0 2i] + 2d=2�1 + 2� d=2�1Xi=0 2iOn el primer terme correspon al cost de comunicaci�o degut a les etapes d'intercanvi,el segon terme correspon al cost de comunicaci�o de l'�ultima transici�o i el tercer i �ultimterme fa refer�encia al cost de comunicaci�o de les etapes de divisi�o. L'expressi�o es potsimpli�car com: TComMNs = (3� 2d=2)(2d=2 � 1) + 2d=2�1 (4.1)En el cas de qu�e l'algorisme es mapegi en una topologia toroidal el cost de la comunicaci�o�es la mateixa que en el cas de la malla excepte en les dimensions d� 1 i d� 2, que enel cas del torus es mapegen a una dist�ancia que �es igual a la meitat de la dist�ancia dela malla (degut a que s'utilitzen els enlla�cos wraparound). El cost de la comunicaci�oes pot expressar com:



136 Cap�itol 4
TComTNs = TComMNs � 7� 2 d2�2L'�ultim terme substreu el cost afegit de considerar el mapeig en la malla. Finalmentpodem expressar el cost total de comunicaci�o com:TComTNs = [2d + 2d�12d=2�1 � (2d=2 � 1)� 6� 2d=2�2] (4.2)Podem observar en la �gura 4.4, que mentre els processos (0,4) s'estan enviant unmissatge, els processos 5, 6 i 7 estan lliures i per tant hi hauria la possibilitat que elsprocessos (5,7), ve��ns en la dimensi�o 1, intercanviessin un missatge o b�e ho fessin elsprocessos (6,7) ve��ns en la dimensi�o 0. Per qu�e aix�o sigui possible, en cada operaci�ode comunicaci�o un proc�es ha de poder intercanviar dades amb diferents processos quesiguin ve��ns en dimensions diferents de l'hipercub. Aquest solapament no es possiblerealitzar-lo en el CC-cub sense segmentar, ja que en cada operaci�o de comunicaci�o delCC-cub un proc�es tan sols ha d'intercanviar un �unic missatge amb un altre proc�es enuna determinada dimensi�o de l'hipercub.Com ja hem vist en el cap��tol 2, la t�ecnica de la segmentaci�o de comunicacions enspermet incrementar el paral.lelisme de comunicacions permetent que un proc�es en cadaoperaci�o de comunicaci�o tingui la possibilitat d'enviar m�es d'un missatge en paral.lel atrav�es de diferents dimensions de l'hipercub. Per tant, aplicarem aquesta t�ecnica perpoder solapar missatges i aix�� aconseguir reduir el cost de la comunicaci�o de l'algorismeCC-cub quan es mapeja en la malla o el torus.4.3 APLICACI�O DEL M�ETODE CALMANT AL'ALGORISME BREn aquesta secci�o s'analitzen les operacions de comunicaci�o que resulten despr�es demapejar l'algorisme BR segmentat en malles i torus de dues dimensions. El mapeig es



Mapeig de l'algorisme BR en malles i torus de dues dimensions 137realitza aplicant el m�etode CALMANT descrit a [7]. El m�etode s'amplia per cobrir lesnecessitats de comunicaci�o de l'algorisme BR un cop mapejat en la malla o el torus.S'ha de fer una puntualitzaci�o respecte a l'algorismeBR quan es mapeja en la malla/torusbidimensional. Com ja es va veure en el primer cap��tol, quan s'aplica l'algorisme BR notots els escombrats segueixen el mateix patr�o d'utilitzaci�o de les dimensions de l'hiper-cub. Aix�o era aix�� per tal d'aconseguir que l'ordre d'aplicaci�o de les transformacionsfos igual en cada escombrat. A continuaci�o es mostra un exemple de quina seria lautilitzaci�o de les dimensions en els d primers escombrats per d = 3.
Primer escombrat: 010201020101002Segon escombrat: 121012101212110Tercer escombrat: 202120212020001

En aquest cap��tol s'aplica l'algorisme BR una mica modi�cat, que l'hem anomenatBR simpli�cat. Al llarg d'aquest cap��tol quan ens referim a l'algorisme BR en realitatfem refer�encia a l'algorisme BR simpli�cat. L'algorisme BR simpli�cat aplica sempreen tots els escombrats la mateixa sequ�encia de dimensions, la qual coincideix amb lasequ�encia de dimensions utilitzada en el primer escombrat en l'algorisme BR original.En l'algorisme BR simpli�cat, l'ordre d'aplicaci�o de les transformacions per completarun escombrat es repeteix exactament cada d escombrats i no en cada escombrat comen l'algorisme BR original. Aquesta modi�caci�o no afecta per res el nombre d'etapesen completar un escombrat. Per veure, si aquesta desici�o afecta a la converg�encia del'algorisme hem realitzat el mateix an�alisi de converg�encia que s'ha descrit en el cap��tol2 (aplicat per analitzar la converg�encia de les ordenacions que all�i es proposaven). Elsresultats que s'han obtingut de l'an�alisi es mostra en la taula de la �gura 4.5. Delsresultats obtinguts podem concloure que amb aquesta modi�caci�o l'algorisme segueixsent igual de v�alid que l'algorisme original, ja que respecte a la converg�encia t�e uncomportament equivalent a l'algorisme original.
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Figura 4.5 An�alisi de la converg�encia del BR simpli�catEl fet de segmentar l'algorisme fa que en una operaci�o de comunicaci�o un proc�es tinguila possibilitat d'enviar 2 o m�es missatges a altres processos ve��ns en v�aries dimensionsde l'hipercub. El m�etode CALMANT que es proposa en [11] considera operacions decomunicaci�o en les que els processos envien a processos ve��ns en dimensions consec-utives de l'hipercub. Per aquestes operacions de comunicaci�o es proposen algorismesd'encaminament que s�on �optims - �es a dir, permeten �nalitzar les operacions de comu-nicaci�o amb el nombre m��nim de cicles possible per qualsevol combinaci�o de topologia(malla/torus/hipercub) i arquitectura (one� port/ all � port) - o b�e gaireb�e �optims.Quan s'aplica el m�etode CALMANT a l'algorisme BR apareixen noves operacions decomunicaci�o, en les que els processos intercanvien dades amb qualsevol altre proc�es delCC-cub i per tant no necess�ariament s�on ve��ns en dimensions consecutives de l'hipercub.En un principi, els algorismes d'encaminament proposats en la metodologia original espoden aplicar a qualsevol operaci�o de comunicaci�o que resulten en el cas de l'algorismeBR. S'ha fet una an�alisi m�es acurat d'aquests algorismes i com a resultat de l'an�alisis'ha proposat el seg�uent:



Mapeig de l'algorisme BR en malles i torus de dues dimensions 139Pel subconjunt d'operacions de comunicaci�o en les que els processos involucrats s�onve��ns en la mateixa dimensi�o de la malla, s'apliquen els algorismes d'encaminamentproposats en la metodologia obtenint resultats �optims en quant que -minimitzen elnombre de cicles per completar l'operaci�o de comunicaci�o-.Pel subconjunt d'operacions de comunicaci�o en les que els processos involucrats nos�on ve��ns en la mateixa dimensi�o de la malla/torus, s'han proposat nous algorismesd'encaminament, els quals tamb�e s�on �optims en quant que -minimitzen el nombrede cicles per completar l'operaci�o de comunicaci�o- i a m�es a m�es s�on molt m�essimples que els algorismes d'encaminament ja proposats.4.3.1 Identi�caci�o dels tipus de subproblemesEl m�etode CALMANT s'aplica a l'algorismeBR segmentat amb un grau de segmentaci�oQ = 2 perqu�e �es el que permet obtenir millors resultats. La segmentaci�o de les comuni-cacions tan sols es pot aplicar en les fases d'intercanvi. Tots els processos del CC-cubintercanvien les dades amb els processos ve��ns en les dimensions segons la seq�u�enciaDBRe (1 � e < d), de�nida en el cap��tol 2 (sent d la dimensi�o de l'hipercub).Recordem que a l'hora de mapejar els processos del CC-cub en la malla s'aplica elmapeig standard i en mapejar-los en un torus s'aplica el mapeig Xor, de manera queles dimensions parells de l'hipercub, < 0; 2; 4:: >, queden mapejades en la dimensi�ohoritzontal de la malla/torus i les dimensions imparells de l'hipercub, < 1; 3; 5::: >queden mapejades en la dimensi�o vertical de la malla/torus.Analitzem quina �es la seq�u�encia d'utilitzaci�o de les dimensions de l'hipercub en unaetapa d'intercanvi qualsevol. Per a aix�o veiem el cas concret amb e = 6.
DBRe=6 =< 010201030102010401020103010201050102010301020104010201030102010>Recordem com organitza l'algorisme les operacions de comunicaci�o i de c�alcul. Persimpli�car l'explicaci�o i les expressions aritm�etiques que es presenten a continuaci�o



140 Cap�itol 4suposarem que en una operaci�o de c�alcul de l'algorisme original sense segmentar s'ha derealitzar el c�alcul d'un conjunt de dades que denotarem per N . En el cas de l'algorismeBR aquesta N correspondria al c�alcul d'm=2d+1 � m=2d+1 rotacions independents, ien la primera etapa a m�es a m�es ha de realitzar m=2d+1 � (m=2d+1 � 1) rotacionsindependents addicionals (cap��tol 1).Com s'acaba d'indicar, quan no s'aplica la segmentaci�o de les comunicacions en laprimera etapa un proc�es calcula un conjunt de dades, N , i a continuaci�o les intercanviaamb el proc�es ve�� en la dimensi�o 0; en la segona etapa es realizen nous c�alculs (detamany igual a N) i l'intercanvi es realitza amb el ve�� en la dimensi�o 1. Els seg�uentsintercanvis es realitzen per la dimensi�o i segons l'ordre en qu�e apareixen les dimensionsen la seq�u�encia DBR.Quan apliquem la segmentaci�o de les comunicacions amb un grau de segmentaci�o iguala Q = 2, les operacions de c�alcul i comunicaci�o es reorganitzen de la forma seg�uent:en la primera etapa els processos calculen la meitat de les dades N=2 i les intercanvienamb el proc�es ve�� en la dimensi�o 0; en la segona fase els processos poden calcular lasegona meitat de les dades corresponents a la primera etapa i la primera meitat deles dades corresponents a la segona etapa i a continuaci�o intercanvien els dos blocs dedades (de tamany igual a N=2) amb els processos ve��ns en les dimensions 0 i 1; en latercera etapa l'intercanvi es realitza amb els ve��ns en la dimensi�o 1 i 0 i aix�� �ns que es�nalitza l'etapa d'intercanvi.En el cas que en una operaci�o de comunicaci�o un proc�es hagi d'enviar un �unic missatgeal proc�es ve�� en la dimensi�o i ho denotarem com subproblema < i >. En el cas queen una operaci�o de comunicaci�o un proc�es hagi d'enviar un missatge al proc�es ve�� enla dimensi�o i i un altre missatge al proc�es ve�� en la dimensi�o j, ho denotarem comsubproblema < i; j >. N seguir�a considerant-se com el tamany del missatge quan nos'aplica la segmentaci�o de les comunicacions, i en el cas que s'apliqui, el tamany delmissatge �es igual a N=Q sent Q el grau de segmentaci�o. En el nostre cas es consideraranmissatges de tamany igual a N=2 ja que el grau de segmentaci�o considerat �es 2.



Mapeig de l'algorisme BR en malles i torus de dues dimensions 141Podem observar que quan Q = 2 en la seq�u�encia DBRe=6 apareixen els seg�uents tipus desubproblemes:< 0 > Corresponent a les etapes de pr�oleg i a l'ep��leg< 0; 1 > apareix 2e�1 cops< 0; 2 > apareix 2e�3 cops< 0; 3 > apareix 2e�4 cops< 0; 4 > apareix 2e�5 cops< 0; 5 > apareix 2e�6 cops
En general, en una etapa d'intercanvi qualsevol e amb un grau de segmentaci�o igual aQ = 2 troben els seg�uents subproblemes:

< 0 > Corresponent a les etapes de pr�oleg i a l'ep�ileg< 0; 1 > apareix 2e�1 cops< 0; i > amb 1 < i < e, apareix 2e�(i+1) cops
Aix�� doncs, podem distingir quatre tipus de subproblemes diferents:Subproblema < 0 >.En aquest cas s'envia un �unic missatge al proc�es ve�� en la dimensi�o 0.Subproblema < 0; 1 >.De la manera que es mapegen els processos del CC-cub, els processos que erenve��ns en la dimensi�o 0 i en la dimensi�o 1 estan a dist�ancia 1 en la malla, en ladimensi�o horitzontal i en la dimensi�o vertical respectivament. En aquest cas totesles comunicacions s�on locals.



142 Cap�itol 4Subproblema < 0; i > amb i parell.En aquest cas tenim que cada proc�es del CC-cub ha d'enviar dos missatges a dosprocessos ve��ns en la mateixa dimensi�o de la malla, dimensi�o horitzontal.Subproblema < 0; i > amb i imparell i � 3.En aquest cas tenim que cada proc�es del CC-cub ha d'enviar dos missatges a dosprocessos ve��ns en les dues dimensions de la malla, el ve�� en la dimensi�o 0 per ladimensi�o horitzontal de la malla i el ve�� en la dimensi�o i del CC-cub per la dimensi�overtical.4.3.2 Algorismes d'encaminament �optims per cadasubproblema i per cada escenariCom acabem de veure podem trobar quatre tipus d'operacions de comunicaci�o diferents.A continuaci�o es realitza una an�alisi m�es detallada de cadascun d'aquests subproblemes.Subproblema < 0 >En el cas de les operacions del tipus < 0 > no �es necessari cap tipus d'algorismed'encaminament ja que els processos ve��ns a dist�ancia 0 en l'hipercub es mapegen en lamalla a dist�ancia 1, per tant totes les comunicacios s�on locals i no apareix cap tipus deconicte. Aquesta operaci�o de comunicaci�o es realitza en un cicle, que es pot modelitzarcom:
Ts + N2 TeSubproblema < 0; 1 >De la manera que es mapegen els processos del CC-cub, els processos que eren ve��nsen la dimensi�o 0 es mapegen en la dimensi�o horitzontal de la malla/torus a dist�ancia



Mapeig de l'algorisme BR en malles i torus de dues dimensions 1431 i els processos que eren ve��ns en la dimensi�o 1 es mapegen en la dimensi�o vertical dela malla/torus a dist�ancia 1. Totes les comunicacions s�on locals.En el cas de malles i torus amb una arquitectura one� port, en un cicle els processoss'intercanvien dades amb el proc�es ve�� en la dimensi�o 0 del CC-cub i en el cicle seg�uentels processos s'intercanvien dades amb el proc�es ve�� en la dimensi�o 1 del CC-cub. Elcost total de la comunicaci�o �es igual al cost d'enviar dos missatges i es pot modelitzarcom:
2 � (Ts + N2 Te)sent Ts +N=2Te el cost d'enviar un missatge amb un tamany igual a N=2 degut a ques'est�a aplicant la segmentaci�o de les comunicacions amb un grau de segmentaci�o igualQ = 2.En el cas de malles i torus amb una arquitectura all � port, en un cicle els processospoden intercanviar en paral.lel dades amb els dos processos ve��ns, en la dimensi�o 0 ien la dimensi�o 1, ja que no existeix cap tipus de conicte en els enlla�cos que s'utilitzenen les diferents operacions de comunicaci�o. El cost total de la comunicaci�o es potmodelitzar com: 2 � Ts + N2 Te (4.3)En l'expressi�o 4.3 es pot veure que el cost d'inicialitzar els dos missatges no �es possiblesolapar-lo (d'aqu�� el factor 2 que multiplica a Ts), mentre que el cost d'enviar els dosmissatges pels diferents enlla�cos es solapa totalment.



144 Cap�itol 4Subproblema < 0; i > amb i parell, i > 0.En aquest cas ens trobem que tots els processos del CC-cub han d'enviar dos missatgesa dos processos ve��ns en dues dimensions de l'hipercub que han estat mapejats en lamateixa dimensi�o de la malla, dimensi�o horitzontal.A continuaci�o es descriu l'algorisme d'encaminament proposat per realitzar l'operaci�o decomunicaci�o, < i; j >, en la que cada proc�es de l'algorisme CC-cub envia dos missatgesa dos nodes ve��ns en les dimensions i i j respectivament els quals han estat mapejats enla mateixa dimensi�o de la malla (dimensi�o horitzontal o dimensi�o vertical). L'algorismed'encaminament proposat �es v�alid per qualsevol i i j (considerarem que i > j senseperdre generalitat). Aquesta condici�o inclou el cas en qu�e i � 2 amb i parell i j = 0,que �es el que ens interessa resoldre per l'algorisme BR.L'algorisme es basa en el fet que per a que tots els processos de l'hipercub envi�in unmissatge al proc�es ve�� en la dimensi�o i s�on necessaris 2i=2 cicles. D'aquests cicles unproc�es tan sols est�a ocupat un cicle i la rest�a est�a sense fer res. Aquests cicles es podrienapro�tar per enviar un altre missatge a un altre ve�� j sempre i quan j < i (tal i coms'ha mostrat en l'exemple de la �gura 4.4).En l'algorisme d'encaminament proposat els nodes de cada �la de la malla s'organitzenen 2(i�1) grups, numerats de 0 �ns a 2(i�1) � 1. Tots els nodes d'un mateix grup kutilitzen els cicles 2k i 2k + 1 per realitzar l'intercanvi d'informaci�o per les dimensionsi i j. La manera en qu�e cada node s'assigna a un grup �es molt important per tald'evitar conictes en l'acc�es als enlla�cos. Per especi�car el grup al que pertany unnode m, primer que tot de�nirem la funci�o D(h; b) que retorna el n�umero natural uncop eliminat el bit b-�essim de la representaci�o bin�aria del n�umero h. Per exemple,D(5; 1) = 3. El node m s'assigna al grup g(m) segons l'expressi�o seg�uent:
g(m) = D(m mod 2i=2; j)
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enviar(j), rebre(i)Figura 4.6 Patr�o de comunicaci�o pel subproblema < 0; 4 >En la �gura 4.6 es mostra un exemple de com es realitzaria l'encaminament delsmissatges per completar l'operaci�o de comunicaci�o < 0; 4 >. En cada �la de la mallaels processos ve��ns en la dimensi�o 0 de l'hipercub es mapegen a dist�ancia 1 i els processosve��ns en la dimensi�o 4 de l'hipercub es mapegen a dist�ancia 4. Els nodes es classi�quenen quatre grups, 2b4=2c, identi�cats per diferents tonalitats de gris. En la �gura es mostraquin �es el patr�o de comunicaci�o aplicat per tots els nodes. Aquest esquema determina,per cada node de la l��nia, quan (en quin cicle) ha d'intercanviar les seves dades i ambqui. El patr�o que es mostra en la �gura 4.6(a), �es el mateix per tots els grups, per�ocada grup realitza l'intercanvi de dades en cicles diferents. En el cas general, tal i coms'ha dit anteriorment, el grup de nodes k s'intercanvia les dades en els cicles 2k i 2k+1.Les operacions que realitza un nodem que pertany al grup k en els cicles corresponents,dep�en del valors dels bits i-�essim i j-�essim del n�umero binari corresponent a m. En lataula de la �gura 4.6(b) es mostra quines operacions realitza cada node dintre d'ungrup per completar l'operaci�o de comunicaci�o < 0; 4 >, considerada en l'exemple. Enaquesta taula, enviar(i)/rebre(j) signi�ca que s'envia/rep un missatge al/del ve�� en ladimensi�o i/j. Els valors d'mj i mi fan refer�encia als bits i-�essim i j-�essim del n�umerom.



146 Cap�itol 4Amb aquest esquema s'aconsegueix solapar totalment l'operaci�o de comunicaci�o quees realitza amb processos ve��ns en la dimensi�o j amb l'operaci�o de comunicaci�o que esrealitza amb els processos ve��ns en la dimensi�o i del CC-cub original.El cost per realitzar aquesta operaci�o de comunicaci�o en una arquitectura one � portes pot expressar com: TComi2j = 2i=2 � (Ts +N=2Te)El cost de la comunicaci�o en una arquitectura all � port �es exactament igual que enuna arquitectura one� port ja que el cost de la comunicaci�o en aquest cas est�a limitatpel cost d'enviar el missatge entre els processos mapejats a la dist�ancia m�es gran (i).A [25][10] es demostra que les operacions de comunicaci�o d'aquest tipus no podenresoldre's amb menys cicles i per tant aquestes s�on �optimes.Subproblema < 0; i > amb i imparell i � 3.En aquest cas tenim que cada proc�es del CC-cub ha d'enviar dos missatges a dosprocessos ve��ns en les dues dimensions de la malla, el ve�� en la dimensi�o 0 del CC-cub per la dimensi�o horitzontal de la malla i el ve�� en la dimensi�o i del CC-cubper la dimensi�o vertical de la malla. Seria possible aplicar l'esquema proposat pelcas anterior, per�o per a qu�e sigui factible les diferents �les de la malla han d'aplicarl'esquema en ordre diferent (alteraci�o de l'ordre dels cicles d'operaci�o) per a qu�e no hihagin conictes en el cas d'un sistema one � port. A continuaci�o es proposa un noualgorisme d'encaminament molt m�es simple en el que totes les �les i columnes de lamalla poden aplicar exactament el mateix esquema de comunicaci�o.Inicialment es generen grups de nodes tal i com s'ha descrit pel cas anterior, o siguicom si les dimensions 0 i i estiguessin mapejades en la mateixa dimensi�o de la malla.L'�unica difer�encia respecte a l'algorisme d'encaminament proposat pel cas anterior �esl'ordre en qu�e s'envien els missatges en cada un dels cicles necessaris per completar unaoperaci�o de comunicaci�o. En la �gura 4.7 es mostra un exemple pel cas < 0; 3 >. En
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(a)Figura 4.7 Analisi de l'algorisme d'encaminament per l'operaci�o < 0; 3 > en unmodel one-port4.7(a) s'indica el patr�o de comunicaci�o dels dos cicles per separat, cada l��nia de puntsblancs representa un grup de quatre nodes situats en la mateixa �la de la malla. En la�gura 4.7(b) es mostra l'ordre en qu�e s'envien els missatges en els diferents cicles cadaun dels nodes d'un grup. Aquest esquema s'aplica per qualsevol i > 1.De nou l'algorisme d'encaminament proposat �es v�alid per malles i torus i per arquitec-tures one�port i all�port. El cost per realitzar aquesta operaci�o de comunicaci�o siguiquin sigui l'entorn considerat es pot expressar com:
TComi2j = 2(i�1)=2 � (Ts +N=2Te)

A [25][10] es demostra que tots els algorismes d'encaminament proposats en aquesttreball s�on �optims, es a dir, sempre s'aconsegueix �nalitzar una operaci�o de comunicaci�oamb el nombre m��nim de cicles possible.
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4.4 AVALUACI�O4.4.1 Model anal��tic de l'algorisme BR segmentat quan esmapeja en una malla bidimensionalEn aquesta secci�o es desenvolupa el model anal��tic del cost de la comunicaci�o de l'algo-risme BR segmentat amb un grau de segmentaci�o Q = 2, quan aquest es mapeja en unamalla quadrada aplicant l'algorisme de mapeig standard, descrit al principi d'aquestcap��tol.Analitzem amb m�es detall la seq�u�encia de dimensions de l'ordenaci�o BR per completarun escombrat per un CC-cub de dimensi�o d = 6 (es detallen les dimensions utilitzadesen cada etapa e = 0; 1; 2; 3; 4; 5 i les dimensions utilitzades en cadascuna de les etapesde divisi�o). Tenim que:
DBRd=6 = < 0102010301020104010201030102010501020103010201040102010301020105 01020103010201040102010301020104 0102010301020103 01020102 0101 005 >Amb una �nestra de dimensi�o Q = 2 trobem els seg�uents subproblemes (els qualss'obtenen de segmentar les etapes d'intercanvi):

< 0 > Que apareix (d-1)*2 cops< 0; 1 > Que apareix 2d�5 + 2d�4 + 2d�3 + 2d�2 + 2d�1 cops



Mapeig de l'algorisme BR en malles i torus de dues dimensions 149< 0; 2 > Que apareix 2d�5 + 2d�4 + 2d�3 + 2d�2 cops< 0; 3 > Que apareix 2d�5 + 2d�4 + 2d�3 cops< 0; 4 > Que apareix 2d�5 + 2d�4 cops< 0; 5 > Que apareix 2d�5 cops
En general, per un hipercub de dimensi�o d parell, el nombre de subproblemes deltipus < 0; i > que apareixen en totes les etapes del nucli necess�aries per completar unescombrat s�on:

< 0; i > apareix 21 + 22 + :::+ 2d�i cops
En les fases de pr�oleg i ep��leg s'han d'enviar un total de (d� 1) � 2 missatges. Respectea les etapes de divisi�o, s'ha d'enviar un missatge per cadascuna de les dimensions del'hipercub 0; 1::d� 1. I per �ultim s'ha de realitzar l'�ultima transici�o, en la que s'enviaun missatge per la dimensi�o d� 1.Considerem de nou que el tamany dels missatges en l'algorisme sense segmentar �es iguala N . En les etapes d'intercanvi de l'algorisme segmentat amb un grau de segmentaci�oigual a 2 els missatges s�on de tamany N=2, mentre que els missatges de les etapes dedivisi�o (en les que no es pot aplicar la segmentaci�o) s�on de tamany igual a N , sabentque el cost de realitzar cada operaci�o de comunicaci�o �es el que s'ha modelitzat en lasecci�o anterior en termes de Ts i Te. A continuaci�o es desenvolupa el model del cost decomunicaci�o de l'algorisme BR-segmentat (amb un grau de segmentaci�o igual a Q = 2)quan es mapeja en malles amb una arquitectura one� port.L'expressi�o que ens d�ona el nombre de missatges degut a l'operaci�o de comunicaci�o< 0; 1 > �es igual a :
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d�2Xi=0 2i+1 � 2(Ts +N=2Te) = 4(2d�1 � 1)(Ts + N2 Te)on el terme 2i+1 fa refer�encia al nombre de parelles < 0; 1 > que trobem en totes lesfases d'intercanvi i el terme 2(Ts+N=2Te) fa refer�encia al cost de realitzar una operaci�o< 0; 1 > en el model one� port.L'expressi�o que ens d�ona el nombre de missatges degut a les operacions < 0; i > ambi > 1 �es: d=2�1Xi=1 [d�2i�1Xk=0 2k+1 + d�(2i+1)�1Xk=0 2k+1]� 2i(Ts + N2 Te)= [3� 2d � 2(d=2)�1 � 12(d=2)�1 � 4� (2d=2 � 2)](Ts + N2 Te)On el terme [Pd�2i�1k=0 2k+1+Pd�(2i+1)�1k=0 2k+1] fa refer�encia al nombre de parelles < 0; i >amb i > 1 i el terme 2i(Ts+N=2Te) fa refer�encia al cost de realitzar una operaci�o< 0; i >Les etapes de pr�oleg i ep��leg tenen un cost igual a:2(d� 1)(Ts + N2 � Te)El cost de l'�ultima etapa d'intercanvi �es igual al cost d'enviar un missatge de tamanyN a un ve�� a dist�ancia 0, igual a Ts +N � Te.El cost degut a les etapes de divisi�o �es igual a:d=2�1Xi=0 2� 2i(Ts +N � Te) = 2(Ts +NTe)(2d=2 � 1)i per �ultim, el cost degut a l'�ultima transici�o �es igual a:2d=2�1(Ts +N � Te)



Mapeig de l'algorisme BR en malles i torus de dues dimensions 151El cost total de la comunicaci�o es pot expressar com:
TembBRSmO = [2(d+ 1)� 4� 2d=2 + 2d[2(d=2)�1 � 12(d=2)�1 + 2]](Ts + N2 Te) ++ (52 � 2d=2 � 1)(Ts +NTe)L'�unica difer�encia entre aquest model i el model per arquitectures all � port �es lamodelitzaci�o de l'operacio de comunicaci�o < 0; 1 >, que en el cas del model all � portes pot solapar la transmissi�o dels dos missatges. L'expressi�o que ens d�ona el nombrede missatges degut a l'operaci�o de comunicaci�o < 0; 1 > en aquest cas �es igual a:d�2Xi=0 2i+1 � (Ts +N=2Te) = (2d � 2)(Ts + N2 Te)Amb el que s'aconsegueix reduir el cost degut als missatges de tipus < 0; 1 > a la meitatrespecte al que s'obt�e en el cas de la malla. El cost de la comunicaci�o es pot expressarcom:

TembBRSmA = [2(d+ 1) + 2� 4� 2d=2 + 2d[2(d=2)�1 � 12(d=2)�1 + 1]](Ts + N2 Te) ++ (52 � 2d=2 � 1)(Ts +NTe)Avaluaci�o de la reducci�o del cost de la comunicaci�o quans'aplica la segmentaci�o de les comunicacionsEn la gr�a�ca de la �gura 4.8 es mostra quina �es la reducci�o de la comunicaci�o del'algorisme BR mapejat en la malla bidimensional quan es segmenta (amb Q = 2)respecte al cost del mateix algorisme quan es mapeja en la malla per�o no s'aplica lasegmentaci�o de les comunicacions (amb Q = 1). S'observa que per matrius petites i
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Figura 4.8 Reducci�o del cost de la comunicaci�o degut a la segmentaci�o de les comu-nicacionsvalors grans de la relaci�o dels par�ametres Ts=Te la reducci�o �es petita (tan sols �ns a un20%), i a mesura que el tamany de la matriu va augmentant la reducci�o del cost de lacomunicaci�o �es d'un 50% del cost de l'algorisme sense segmentar per qualsevol valor dela relaci�o Ts=Te.An�alisi del rendiment en una malla regular de duesdimensions respecte a l'algorisme 2DS'ha comprovat que per un model one � port l'algorisme 2D descrit en el cap��tol 2sempre t�e un cost de comunicaci�o inferior a l'algorisme BR segmentat i mapejat en lamalla.En les gr�a�ques de la �gura 4.9 s'analitza quin �es el rendiment de l'algorisme BRsegmentat (amb Q = 2) quan es mapeja en una malla bidimensional quadrada amb unaarquitectura all � port. En les gr�a�ques es mostra la relaci�o del cost de comunicaci�oT2D=TembBRSmO per diferents valors de Ts=Te.En les gr�a�ques de la �gura 4.9 es pot observar que amb l'algorisme BR segmentates pot reduir el cost de la comunicaci�o �ns a gaireb�e un 21% per malles amb 16 nodes
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Figura 4.9 An�alisi de l'algorisme BR segmentat quan es mapeja en una malla 2D�xa amb una arquitectura all � port. En una malla amb 16 nodes (a). En una mallaamb 64 nodes (b) i en una malla amb 256 nodes (c).(gr�a�ca 4.9(a)), i �ns a un 13% en malles amb 64 nodes (gr�a�ca 4.9(a)) i �ns un8% en malles amb 256 nodes (gr�a�ca 4.9(c)). A mesura que augmenta el tamanydel problema, la relaci�o Ts=Te ha de ser una mica m�es gran per obtenir un rendimentm�axim. Per malles quadrades amb un nombre de nodes m�es gran que 256, el nombre demissatges que es generen amb l'algorisme BR es dispara i fa que l'algorisme 2D tinguicostos de comunicaci�o considerablement m�es petits que l'algorisme BR segmentat.4.4.2 Model anal��tic de l'algorisme BR segmentat quan esmapeja en un torus bidimensionalEn aquesta secci�o es desenvolupa el model anal��tic del cost de la comunicaci�o de l'al-gorisme BR segmentat amb un grau de segmentaci�o Q = 2, quan aquest es mapeja enun torus regular bidimensional aplicant l'algorisme de mapeig Xor descrit al principid'aquest cap��tol.Si es realitza una an�alisi equivalent al realitzat pel cas de les malles 2D, s'obtenen elsmateixos tipus de subproblemes que pel cas de la malla, i l'�unica difer�encia respecte almodel desenvolupat per una malla �es que en el torus les dimensions e � 1 i e � 2, 4 i5 en l'exemple per DBRd=6, es mapegen a la mateixa dist�ancia que les dimensions e� 3 ie�4, 3 i 2 en l'exemple per DBRd=6, igual a 2(e�4)=2. Per tant, els models anal��tics pel cas



154 Cap�itol 4d'un torus s�on gaireb�e els mateixos que pel cas de la malla, amb l'�unica difer�encia queen el cas del torus el cost de la comunicaci�o entre els processos ve��ns en les dimensionse� 1 i e� 2 �es la meitat respecte del cost de la comunicaci�o en una malla degut a qu�een el torus s'utilitzen els enlla�cos wraparound.Tenint en compte aquests canvis les expressions del cost de la comunicaci�o en un torusamb una arquitectura one� port pot expressar-se quan d � 4 com:
TembBRStO = [2(d+ 1)� 4� 2d=2 � 4� 2 (d�2)2 + 2d[2(d=2)�1 � 12(d=2)�1 + 2]](Ts + N2 Te) ++ (52 � 2d=2 � 32 � 2 (d�2)2 � 1)(Ts +NTe)Quan d = 2 el cost de la comunicaci�o coincideix amb el cost de comunicaci�o de la malla.En el cas d'una arquitectura all�port el cost de la comunicaci�o per d � 4 pot expressar-se com:
TembBRStA) = [2(d+ 1) + 2� 4� 2d=2 � 4� 2 (d�2)2 + 2d[2(d=2)�1 � 12(d=2)�1 + 1]](Ts + N2 Te) ++ (52 � 2d=2 � 32 � 2 (d�2)2 � 1)(Ts +NTe)Quan d = 2 el cost de la comunicaci�o de nou coincideix amb el cost de comunicaci�o dela malla.Avaluaci�o de la reducci�o del cost de la comunicaci�o quans'aplica la segmentaci�o de les comunicacionsEn aquest cas el comportament �es exactament igual al cas de la malla.
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Figura 4.10 An�alisi de l'algorisme BR segmentat quan es mapeja en un torus 2D�x amb una arquitectura all � port. En un torus amb 16 nodes (a), en un torus amb64 nodes (b) i en un torus amb 256 nodes (c).An�alisi del rendiment en un torus regular de duesdimensions respecte a l'algorisme 2DEn les gr�a�ques de la �gura 4.10 s'analitza quin �es el rendiment de l'algorisme BRsegmentat (amb Q = 2) quan es mapeja en un torus bidimensional quadrat amb unaarquitectura all � port. En les gr�a�ques es mostra la relaci�o del cost de comunicaci�oT2D=TembBRStO per diferents valors de Ts=Te.En les gr�a�ques de la �gura 4.10 es pot observar que amb amb l'algorisme BR seg-mentat es pot reduir el cost de la comunicaci�o �ns a quasi un 40% per torus amb 16nodes (gr�a�ca 4.9(a)), �ns a un 20% en torus amb 64 nodes (gr�a�ca 4.9(a)) i �nsun 11% en malles amb 256 nodes (gr�a�ca 4.9(c)). A mesura que augmenta el tamanydel problema, la relaci�o Ts=Te ha de ser una mica m�es gran per obtenir un rendimentm�axim. Per torus quadrats amb un nombre de nodes m�es gran que 256, el nombre demissatges que es generen amb l'algorisme BR es dispara i fa que l'algorisme 2D tinguicostos de comunicaci�o considerablement m�es petits que l'algorisme BR segmentat.



156 Cap�itol 44.5 RESUM DE CONTRIBUCIONSEn el grup de treball s'ha desenvolupat una metodologia, anomenada CALMANT , queens permet mapejar de forma e�cient en una topologia en malla o una topologia toroidalun algorisme CC-cub (algorisme amb una topologia de comunicacions en hipercub). Enaquest cap��tol s'ha aplicat la metodologia CALMANT a l'algorisme BR, realitzant-seuna extensi�o a subproblemes del tipus < i; j > (amb j � i + 1) i proposant-se un noualgorisme d'encaminament de missatges per resoldre un tipus d'operaci�o de comunicaci�oque s'ha de realitzar a l'hora d'aplicar l'algorisme, molt m�es senzill que el que haviaestat proposat inicialment en la metodologia.El cost de la comunicaci�o de l'algorisme resultant s'ha comparat amb el cost de l'algo-risme 2D proposat en el cap��tol 3 en un entorn amb una topologia en malla bidimen-sional regular i en un entorn amb una topologia toroidal bidimensional regular. En elsdos casos, s'ha avaluat per una arquitectura one�port i per una arquitectura all�port.S'ha vist que en el cas d'arquitectures one� port l'algorisme 2D t�e un cost de comuni-caci�o inferior a l'algorisme BR-segmentat un cop mapejat en la malla o el torus.En el cas d'arquitectures all�port, per malles i torus amb un nombre de nodes inferioro igual a 256 l'algorisme BR-segmentat t�e un cost de comunicaci�o inferior, entre un10% i un 45% menys, que l'algorisme 2D. Per tamanys de problema petits i nombrede nodes petit (16 i 64 ), la reducci�o �es important per gaireb�e qualsevol valor de Te iTs. A mesura que el tamany del problema augmenta es necessiten relacions de Te i Tsm�es grans. Aquest comportament s'accentua per sistemes amb un nombre de nodesm�es gran de 64.



5AN�ALISI D'ESCALABILITAT ORIENTADA AL'USUARI FINAL DEL SISTEMA
ResumL'escalabilitat �es una propietat desitjable dels sistemes paral.lels. Tothom t�e una noci�ointu��tiva del concepte d'escalabilitat; un sistema es considera escalable si �es capa�c d'u-tilitzar de forma e�cient un nombre creixent de recursos del sistema.En la literatura �es possible trobar diverses metodologies d'an�alisi de l'escalabilitat, iso-e�ci�encia, temps �x, mem�oria �xa, etc. Metodologies que si s'apliquen a un determinatsistema donen resultats diversos i incl�us contradictoris. Davant d'aquesta diversitatde metodologies i resultats �es important tenir clar per una part qu�e �es el que inter-essa a l'usuari que realitza l'an�alisi i per una altra part quin tipus d'an�alisi realitza elm�etode escollit; d'aquesta forma sabrem com interpretar de forma correcta els resultatsobtinguts. 157



158 Cap�itol 5En aquest cap��tol es proposa una nova metodologia d'an�alisi de l'escalabilitat orien-tada a l'usuari �nal del sistema; m�es concretament es proposen tres m�etodes diferentsper realitzar l'an�alisi segons les necessitats de l'usuari. En �ultima inst�ancia l'an�alisique es proposa s'ha realitzat amb l'idea d'ajudar a l'usuari del sistema a decidir si �esinteressant o no incrementar el nombre de nodes del sistema.En la primera part del cap��tol es fa una petita introducci�o on es descriu l'estat de l'artdel problema de l'escalabilitat. A continuaci�o es presenta un exemple on s'analitzal'escalabilitat d'un sistema aplicant el m�etode de la isoe�ci�encia i aplicant un m�etodeproposat en aquest treball. En l'exemple es veu clarament les conclusions tant diferentsque es poden obtenir segons el m�etode utilitzat. A continuaci�o es de�neix formalment lametodologia proposada en aquest treball, orientada a l'usuari �nal del sistema. Seguintaquesta metodologia, es presenten tres m�etodes d'an�alisi de l'escalabilitat. Finalment,en l'�ultima secci�o es presenta un exemple d'aplicaci�o d'aquests nous m�etodes d'escala-bilitat.



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 159
5.1 INTRODUCCI�OL'escalabilitat �es una propietat desitjada en un sistema multicomputador. El concepted'escalabilitat �es bastant intuit��u; un sistema es considera escalable si �es capa�c d'util-itzar de forma e�cient un nombre creixent de recursos del sistema [17], [35].En la literatura �es possible trobar diverses metodologies d'an�alisi de l'escalabilitat[36], [6], [60], isoe�ci�encia [26], temps �x, mem�oria �xa [17], etc. Metodologies quesi s'apliquen a un determinat sistema donen resultats diversos i incl�us contradictoris[17], [55]. Davant d'aquesta diversitat de metodologies i resultats �es important tenirclar per una part qu�e �es el que interessa a l'usuari que realitza l'an�alisi i per una al-tra part quin tipus d'an�alisi realitza el m�etode escollit; d'aquesta forma sabrem cominterpretar de forma correcta els resultats obtinguts [30].Vegem quines questions planteja el concepte escalabilitat:Qui pot estar interessat en l'an�alisi de l'escalabilitat? Els resultats de l'an�alisi del'escalabilitat poden ser �utils per als dissenyadors de l'arquitectura, dissenyadorsdel sistema o per als usuaris �nals. Quin �es l'objectiu de l'an�alisi de l'escalabilitat ?Dissenyar noves arquitectures, m�arketing, comparar diferents sistemes, determinarquin increment de bene�ci reporta incrementar el nombre de nodes del sistema...Qu�e ens interessa escalar i com? B�asicament el terme es pot aplicar a l'arquitectura,a un algorisme o b�e a un sistema.En el context d'aquest treball un sistema es de�neix com la combinaci�o d'unaarquitectura i un algorisme concrets.Com determinem si un sistema �es escalable? Fixant-nos en l'e�ci�encia, en l'Speed�up, veient en quina proporci�o augmenta el tamany del problema o quina precisi�odels resultats es pot obtenir...Escalar una m�aquina signi�ca incrementar la seva pot�encia. Aix�o s'aconsegueix fentalguna part de la m�aquina m�es gran, m�es so�sticada, amb m�es pot�encia o m�es r�apida



160 Cap�itol 5(mem�oria. processador, sistema d'IO...). Des del punt de vista del nostre inter�es enm�aquines paral.leles caracteritzem la mida de la m�aquina amb el nombre de nodes. Al'hora d'escalar una m�aquina considerem que el node (processador, mem�oria, I/O) esmant�e exactament igual, i per tant escalar una m�aquina es traduir�a en incrementar elnombre de nodes, nodes exactament iguals als nodes que hi havien a la m�aquina abansd'escalar.En aquest treball ens centrem en l'an�alisi de l'escalabilitat de sistemes (arquitectura +algorisme) des del punt de vista de l'usuari �nal. Des d'aquest punt de vista, l'an�aliside l'escalabilitat ha de donar informaci�o su�cient per tal que es pugui respondre lapregunta seguent: "�Es una bona inversi�o incrementar el nombre de nodes del meusistema?" Malgrat que s'han proposat en la literatura diversos m�etodes d'an�alisi del'escalabilitat, considerem que cap d'ells permet respondre aquesta pregunta, ja queels diferents m�etodes no han estat proposats pensant en les necessitats que pot tenirun usuari �nal del sistema. Malgrat que s'han proposat molts m�etodes d'an�alisi del'escalabilitat (adre�car-se a [36]), cap dels m�etodes proposats han estat pensats desd'aquest punt de vista.En tots els m�etodes proposats es poden distingir tres components:Model d'escalat. Indica com utilitza l'usuari l'increment de nodes del sistema.Figura de m�erit. �Es la mesura que vol millorar l'usuari quan incrementa el nombrede nodes del sistema.Caracteritzaci�o de l'escalabilitat. �Es la funci�o que ens permet mostrar el comporta-ment de la �gura de m�erit quan el nomdre de nodes del sistema va incrementant-se.�Es necessari de�nir un criteri clar per determinar si un sistema �es escalable (molt,poc o no gens). Per exemple, el criteri per determinar l'escalabilitat podria de�nir-se com: si la funci�o �es positiva el sistema �es escalable i si la funci�o �es zero el sistemano �es escalable. A l'hora de representar la funci�o que caracteritza l'escalabilitat�es important que ens permeti determinar f�acilment si el sistema escala i en quinamesura.



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 161Alguns dels m�etodes m�es �ampliament utilitzats que s'han proposat pera l'an�alisi del'escalabilitat s�on el m�etode de la isoe�ci�encia [26] i el m�etode CMP [16], [17]. Veiemcom podem identi�car en aquests m�etodes cadascun dels components que acabem dede�nir.En el m�etode de la isoe�ci�encia, alhora que s'incrementa el nombre de nodes del sistemael tamany del problema tamb�e augmenta per tal de mantenir constant l'e�ci�encia delsistema a un valor predeterminat. Aquest seria el model d'escalat d'aquest m�etode. La�gura de m�erit �es el tamany del problema. Per caracteritzar l'escalabilitat amb aquestm�etode s'utilitza la funci�o fE(p), que determina quin tamany de problema �es necessariper obtenir una e�ci�encia del sistema igual a E amb un nombre de nodes igual a p. Unsistema �es escalable si �es possible trobar un problema no massa gran que ens permetiobtenir una e�ci�encia del sistema igual a E.El m�etode CMP ha estat proposat en [17], i aquest aplica el model d'escalabilitatlimitat per la mem�oria. Amb aquest model d'escalat, incrementar el nombre de nodesdel sistema s'utilitza per poder augmentar el tamany del problema tant com siguipossible, amb l'�unica limitaci�o de la capacitat de mem�oria de cada node. La �gura dem�erit �es l'speed� up escalat. Si la funci�o speed� up es de�neix com:
speedup(p; n) = T1(n)Tp(n)on p �es el nombre de processadors, n �es el tamany del problema i Tk(n) �es el temps perresoldre un problema de tamany n amb k processadors. De�nim l'speedup escalat com:

speedupescalat(p; n0) = T1(n0)Tp(n0)L'speedup escalat es de�neix com l'speedup d'un sistema amb p nodes que resol untamany de problema n0 igual al problema m�es gran que es pugui resoldre tenint en



162 Cap�itol 5compte la mem�oria dels p nodes. L'�unica limitaci�o en aquest model �es la quantitat demem�oria que t�e cada node.L'escalabilitat es caracteritza per la funci�o que de�neix el creixement asimpt�otic del'speed� up escalat, quan el nombre de nodes creix cap a in�nit.Aquests m�etodes (CPM i isoe�ci�encia) han estat utilitzats pera l'an�alisi d'alguns sis-temes concrets dels que s'han obtingut resultats interessants. Aquests reusltats inter-essants per arquitectes del sistema s�on de molt poca utilitat per als usuaris �nals delsistema. Aix�o �es degut a que alguns dels components dels dos m�etodes (model d'escalati �gura de m�erit) no reecteixen l'inter�es de l'usuari �nal a l'hora d'utilitzar el sistemaparal.lel.Per exemple, incrementar el tamany del sistema amb l'objectiu de mantenir l'e�ci�enciano �es de molta utilitat a un usuari �nal del sistema, al qual molt possiblement liinteressar�a incrementar el tamany del sistema amb l'objectiu de resoldre un problemam�es gran per obtenir resultats m�es precisos o amb l'objectiu de reduir al m�axim eltemps d'execuci�o. De la mateixa manera es podria q�uestionar que la �gura de m�eritspeed� up escalat pot ser �util als arquitectes del sistema per�o pot ser de poca utilitatals usuaris �nals. Generalment, els usuaris �nals estan interessats en altres �gures dem�erit com el temps d'execuci�o o la mida del problema.Amb aquests arguments, podem concloure que els resultats obtinguts com a resultat del'aplicaci�o dels m�etodes CPM i isoe�ci�encia poden ser de poc inter�es als usuaris �nals.El primer perqu�e no utilitza una �gura de m�erit adequada i el segon perqu�e aplica unmodel d'escalat no massa �util a l'usuari �nal del sistema.Molt del material que es presenta a continuaci�o �es ben conegut. La contribuci�o d'aquesttreball a l'an�alisi de l'escalabilitat �es l'esfor�c realitzat per transformar aquest materialen una eina �util per a l'usuari �nal del sistema. En termes dels tres elements que carac-teritzen un m�etode d'an�alisi de l'escalabilitat la principal contribuci�o de la metodologiaproposada �es:



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 163Tan sols s'utilitzen �gures de m�erit i models d'escalat que s�on rellevants a l'usuari�nal. En particular, s'utilitzen �gures de m�erit com el temps d'execuci�o i el tamanydel problema, i models d'escalat com el model de mida de problema �x, limitat peltemps d'execuci�o o b�e limitat per la mem�oria. A m�es a m�es, tan sols s'utilitzencombinacions de �gura de m�erit i model d'escalat que tinguin sentit.Es proposa una nova forma de caracteritzar l'escalabilitat d'un sistema que permetrealitzar una an�alisi r�apida del comportament del sistema.Seguint la metodologia que es descriu a continuaci�o �es possible proposar diversosm�etodes d'an�alisi de l'escalabilitat. En aquest cap��tol es proposen tres m�etodes, �utilsper diferents usuaris �nals del sistema. Com es veur�a m�es endavant, les conclusionsque es poden obtenir amb aquests m�etodes s�on diferents i m�es �utils que altres m�etodesproposats. Per il.lustrar aix�o, en la secci�o 2 es presenta un exemple en el que s'anal-itza l'escalabilitat d'un sistema paral.lel (c�alcul de la FFT en un hipercub) aplicantel m�etode de la isoe�ci�encia i aplicant un m�etode orientat a l'usuari el qual combinael model d'escalat limitat pel temps i la �gura de m�erit tamany del problema. Es veuque els resultats obtinguts s�on considerablement diferents depenent del m�etode apli-cat. Despr�es d'aquest exemple, en la secci�o 3 es descriu formalment la metodologiaproposada. Es presenten tres m�etodes diferents d'an�alisi de l'escalabilitat orientatsa l'usuari, els quals descriuen tres formes diferents d'utilitzar un nombre creixent denodes. Finalment, en la secci�o 4 es mostra un exemple d'aplicaci�o d'aquests nousm�etodes. L'objectiu d'aquest exemple no �es realitzar l'an�alisi d'escalabilitat del sis-tema sin�o mostrar la facilitat amb qu�e es pot determinar l'evoluci�o d'un sistema (si �eso no escalable, i en quina mesura) aplicant la metodologia proporcionada.5.2 MOTIVACI�O DE LA NOVA METODOLOGIAEn [27] es presenta l'an�alisi d'escalabilitat de diversos algorismes per calcular la FFTen un hipercub aplicant el m�etode de la isoe�ci�encia. En aquesta secci�o es revisenels resultats d'aquesta an�alisi pel cas concret de l'algorisme binary � exchange en unhipercub. A continuaci�o es presenta un m�etode d'an�alisi alternatiu pel mateix sistema



164 Cap�itol 5paral.lel, basat en un m�etode proposat en aquest treball. Com veurem m�es tard, lesconclussions que s'obtenen de les dues an�alisis s�on molt diferents i incl�us contradictoris.5.2.1 Algorisme binary � exchange per al c�alcul de la FFT enun hipercubSuposem que hem de calcular l'FFT d'una seq�u�encia d'n punts (n = 2r) en un hipercubde dimensi�o d, amb p = 2d. L'algorisme binary � exchange �es una implementaci�oparal.lela de l'algorisme radix� two Cooley� Tukey per resoldre el problema que ensocupa. A continuaci�o es descriu l'algorisme binary � exchange.L'element i-�essim de la seq�u�encia d'entrada s'emmagatzema en el node i=p. L'algorismebinary�exchange consisteix en r iteracions. En cadascuna de les d primeres iteracions,cada proc�es (node) es comunica amb un dels processos ve��ns en l'hipercub (nodes ve��ns)i a continuaci�o realitza una s�erie de c�alculs. M�es concretament, l'etapa de comunicaci�oconsisteix en intercanviar 2r�d�1 elements complexos (operands d'entrada) i com aresultat generar dos nous nombres complexos de la nova seq�u�encia. En cadascuna deles r � d �ultimes iteracions cada proc�es calcula 2r�d�1 parelles de nombres complexos(per realitzar aquest c�alcul no �es necessari cap tipus de comunicaci�o).A partir d'ara, denotarem com operaci�o elemental al c�alcul de cadascuna de les parellesde nombres complexos. El temps necessari per completar una operaci�o elemental esde�neix com Tc (per exemple, el temps per calcular una parella de nombres complexos�es igual a 2� Tc). El cost d'enviar un missatge amb una longitud igual a N nombresreals a un proc�es ve�� en l'hipercub es pot expresar tal i com s'ha modelitzat en el cap��tol1.El cost total de l'algorisme binary � exchange quan s'executa en un hipercub �es iguala:
Tp = r(2r�dTc) + d(Ts + 2r�dTe)



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 165El primer terme es correspon al cost de realitzar el c�alcul de 2r�d�1 parelles de nombrescomplexos, tenint en compte que el cost d'una parella �es igual a 2� Tc, en cadascunade les etapes de qu�e consta l'algorisme, igual a r. El segon terme modelitza el cost dela comunicaci�o de les d primeres etapes. En cadascuna de les etapes de comunicaci�os'intercanvien 2r�d�1 parelles de nombres complexos.Suposem que cada node del multicomputador disposa d'una capacitat de mem�oria localigual a R nombres reals (R = 2s). Tamb�e es considerar�a que la FFT m�es gran quepot resoldre's en un sistema amb 2d nodes t�e 2d+s�1 nombres complexos. Si el sistemano tingu�es mem�oria virtual no seria possible calcular FFT 's m�es grans. Si en tingu�es,problemes m�es grans generarien moltes fallades de p�agines, aspecte que no es t�e encompte en el model anterior.Finalment, �es important assenyalar que si la seq�u�encia d'entrada inicial consta d'npunts complexos llavors el sistema m�es gran que pot utilitzar-se per resoldre l'FFTaplicant l'algorisme binary � exchange �es igual a n=2.5.2.2 An�alisi de l'escalabilitat aplicant el m�etode de laisoe�ci�enciaA continuaci�o es presenten breument les conclusions que s'obtenen de l'an�alisi de l'escal-abilitat quan s'aplica el m�etode d'isoe�ci�encia proposat a [27] al sistema paral.lel com-posat per l'algorisme emphbinary-exchange quan s'executa en un multicomputador ambuna topologia en hipercub. Amb el m�etode de la isoe�ci�encia l'escalabilitat d'un sis-tema paral.lel es caracteritza per la funci�o que determina la mida del problema quees requereix per mantenir l'e�ci�encia a un valor predeterminat quan s'incrementa elnombre de nodes del sistema. La mida del problema, W , que considerem en el nostretreball es de�neix com el nombre d'operacions elementals que es requereixen per resol-dre el problema aplicant el millor algorisme seq�uencial. Aquesta de�nici�o de treball �esuna mica diferent de la que es d�ona en l'article [27], onW no �es el nombre d'operacionssin�o el temps que es tarda en executar-les. Aquesta petita difer�encia no afecta per resel resultat de les comparacions.



166 Cap�itol 5A partir d'ara, tie fa refer�encia al temps que passa el node i realitzant c�alculs �utils itio fa refer�encia al temps que passa el node i en comunicaci�o, m�es el temps que passaun node realitzant qualsevol altra activitat que no existiria en cas que el problema esresolgu�es en un �unic node utilitzant el millor algorisme seq�uencial conegut.Tenim que W � Tc = Pi tie.En el cas del c�alcul de la FFT , es pren l'algorisme de radix � two Cooley � Tukeycom el millor algorisme seq�uencial. En aquest cas tenim que W = nr.Si Tp es de�neix com el temps de resoldre el problema utilitzant un sistema paral.lelamb p nodes, l'e�ciencia paral.lela E(p) es de�neix com:
E(p) = W � TcTp � pEl temps extra degut a l'algorisme paral.lel, anomenat To, es de�neix com To = Pi tio.Si Tp = tie + ti0 per qualsevol i, tenim que W � Tc + To = p � Tp i per tant podemexpressar l'e�ci�encia paral.lela com:

E(p) = 11 + (To=W )� Tc�Es obvi que si volem mantenir l'e�ci�encia paral.lela E a un cert valor quan s'incrementael nombre de nodes del sistema p, el ratio (To=W ) � Tc ha de mantenir-se constant.Degut a que generalment To s'incrementa amb p, el ratio (To=W ) � Tc es mantindr�aconstant tan sols si la mida del problemaW s'incrementa. En particular s'ha de complirque:
W = KToTc



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 167on K = E=(1� E).El grau d'escalabilitat del sistema es caracteritza per la funci�o fE(p) la qual determinael valor de W que es requereix per mantenir una determinada e�ci�encia E per unnombre de nodes p. Aplicant l'an�alisi de la iso�ci�encia a l'algorisme binary� exchangeen l'hipercub s'obtenen les seg�uents expressions:
tio = d(Ts + 2r�dTe)To = Xi tio = pd(Ts + 2r�dTe)W = nrSi W = KTo=Tc llavors tenim: nr = Kpd(Ts + 2r�dTe)Tc (5.1)Per analitzar l'escalabilitat del sistema, veiem quina inu�encia tenen cadascun dels dostermes, sabent que l'increment de la mida del problema estar�a determinat pel termem�es gran. Analitzem amb m�es detall cadascun dels dos termes. Per la restricci�o en Wdegut al primer terme de l'expressi�o 5.1 hem de:W = nr = KTsTc pd = O(p log p) (5.2)En aquest cas quan el sistema creix en un nombre de p nodes, el tamany del problemaha de cr�eixer en una relaci�o O(p log p) per mantenir l'e�ci�encia del sistema.Per la restricci�o en W degut al segon terme de l'expressi�o 5.1 hem de:



168 Cap�itol 5
r = KTeTcd!W = nr = n�KTeTcd!W = nr = pKTe=TcKTeTcd = O(pKTe=Tc log p) (5.3)En aquest cas quan el sistema creix en un nombre de p nodes, el tamany del problemaha de cr�eixer en una relaci�o O(pKTe=Tc log p) per mantenir l'e�ci�encia del sistema.Finalment, el tamany del problema que ens permetr�a mantenir l'e�ci�encia constantdependr�a de la relaci�o de valors de Te i Tc i de K i haur�a de cr�eixer amb O(pM log p)sent M =Max(1; KTe=Tc).De les expressions 5.2 i 5.3 es pot concloure que els valors Te i Tc tenen un gran pes al'hora de determinar el grau d'escalabilitat del sistema. En particular, quan KTe=Tc <1, el creixement de la mida del problema ve determinat per l'expressi�o 5.2. Per unaaltra part, tenint en compte que K = E=(1� E), per mantenir l'e�ci�encia per sota d'E = Tc=(Tc + Te) es requereix que W creixi en O(p log p), que pot considerar-se uncreixement moderat. Mentre que quan KTe=TC > 1, el creixement de W ve determinatper l'expressi�o 5.3. Per mantenir una e�ci�encia m�es gran que E = Tc=(Tc + Te) esnecessari que W tingui un creixement O(pKTe=Tc log p). En aquest cas podr�iem dir queel sistema �es poc escalable.Tamb�e pot oc�orrer que l'e�ci�encia no pugui mantenir-se. Aix�o passa quan el problemanecessari per mantenir l'e�ci�encia no es pot resoldre en el sistema per falta de mem�oria.En particular, podria tindre's en compte que la mida de l'FFT m�es gran que potresoldre's en un hipercub amb 2d nodes amb una capacitat de mem�oria de 2s paraules(reals de doble precisi�o) per node �es 2d+s�1. De l'expressi�o 5.3 es dedueix que l'e�ci�enciaes pot mantenir tan sols quan es compleix:
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Figura 5.1 Tamany de l'FFT (2r) necessari per mantenir constant l'e�ci�encia a Equan s'incrementa el nombre de nodes del sistema (2d)d � s� 1K(Te=Tc)� 1 (5.4)Per il.lustrar aquestes conclussions, en la �gura 5.1 es mostren alguns resultats ques'han obtingut dels models anal��tics que s'han descrit en aquesta secci�o. En les gr�a�queses mostra el tamany de la FFT que es necessita per mantenir l'e�ci�encia donat unnombre de nodes. En particular, es mostren en l'eix X els valors de d i els valors der en l'eix Y (en lloc del tamany del problema, que es calcularia a partir de l'expressi�or2r). S'han considerat quatre valors diferents de l'e�ci�encia: E = 0:2, 0:4, 0:6 i 0:8.els valors de K considerats s�on 0; 25, 0; 66 1; 5 i 4. Finalment es consideren tres valorsdiferents per la relaci�o Te=Tc que s�on: 0; 2, 1; 28 i 10; 7. Aquests s�on els valors utilitzatsa [27] i que es corresponen als multicomputadors nCUBE1, nCUBE2 i iPSC=RXrespectivament.



170 Cap�itol 5En cada gr�a�ca, una de les curves (mida- �maxima) mostra la mida de l'FFT m�es granque es pot resoldre en un sistema suposant una mem�oria per node de 2s = 224 nombresreals per node (128 MBytes per node). Aquesta curva ens permet determinar de formar�apida i clara els casos en que l'e�ci�encia no es pot mantenir ja que el problema que esnecessita no cap en la mem�oria del sistema.En la �gura 5.1(a) es mostra el cas en qu�e Te=Tc = 0; 2. En aquest cas, l'e�ci�encia delsistema es mant�e amb un creixement d'r proporcional a d, ja que KTe=Tc < 1 per totsels valors de K.En la �gura 5.1(b) es pot observar que, quan Te=Tc = 1:28 i K = 4 (E = 0:8) elsistema �es poc escalable (KTe=Tc = 5:12). A m�es a m�es, per valors de d m�es grans que5 l'e�ci�encia no pot mantenir-se, tal i com es pot comprovar en l'expressi�o 5.4. Per laresta de valors d'E el sistema �es escalable.Finalment, en la �gura 5.1(c) es veu que quan Te=Tc = 10:7 el sistema es escalable tansols per E = 0:2 i tan sols per valors de d � 13.�Es important assenyalar que variant el tamany de la mem�oria per node no s'obt�e capconclusi�o nova de l'an�alisi.5.2.3 An�alisi de l'escalabilitat aplicant el m�etode limitat peltemps d'execuci�oEn aquesta secci�o es proposa un m�etode d'an�alisi d'escalabilitat alternatiu de l'algo-risme binary�exchange en un hipercub, utilitzant el model d'escalat limitat pel tempsd'execuci�o descrit a [31] i el tamany del problema com la �gura de m�erit. Aquest m�etode�es un exemple particular del que hem anomenat un m�etode d'an�alisi de l'escalabilitatorientat a l'usuari. Aquest es un dels m�etodes que es descriuran formalment en la secci�oseg�uent.En el model d'escalat limitat pel temps d'execuci�o, quan s'incrementa el nombre denodes l'usuari incrementa la mida del problema tot el possible sempre i quan no s'ex-



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 171cedeixi un temps d'execuci�o pre�xat T . L'an�alisi de l'escalabilitat determina �ns quanes pot incrementar el tamany del problema. Sota aquest model, un sistema �es escalablesi l'increment del tamany del problema �es proporcional a l'increment del nombre denodes.En l'an�alisi de l'escalabilitat que segueix, s'assumeix que el temps de refer�encia T �esel temps que es requeriex per resoldre el problema m�es gran possible en un �unic node.Suposant que la mem�oria d'un node t�e una capacitat de R = 2s nombres reals, elproblema m�es gran (FFT ) que es pot resoldre t�e un tamany igual a 2s�1 i per tant eltemps T �es igual a:
T = (s� 1)2s�1TcSi tenim un sistema amb 2d nodes, el tamany (n = 2r) de l'FFT m�es gran que potresoldre's sense excedir un temps T es pot calcular a partir de l'expressi�o:

Tp = T !
r2r�dTc + dTs + d2r�dTe = (s� 1)2s�Tc (5.5)La restricci�o de W degut al terme r2r�dTc en 5.5 ve donat per la seg�uent expressi�o:W = r2r = (s� 1)2d+s�1 = O(p) (5.6)El terme dTs en l'expressi�o 5.5 no suposa cap restricci�o a W .



172 Cap�itol 5La restricci�o de W degut al terme d2r�dTe en l'expressi�o 5.5 ve donat per la seg�uentexpressi�o:
2r = (s� 1)2d+s�1TcdTe !

r = d+ s� 1 + log 2 (s� 1)TcdTe !W = r2r = (s� 1)2s�1TcTe2d(1� L(d)d ) (5.7)on: L(d) = log dTe(s� 1)Tc + 1� sL'expressi�o 5.6 es correspon al cas ideal (escalabilitat perfecta) en el que quan s'incre-menta el nombre de nodes del sistema hi ha un increment proporcional del tamany delproblema sense passar del temps m�axim d'execuci�o T .L'expresi�o 5.7 reexa quina �es la difer�encia entre el cas ideal i el cas real. QuanL(d) < 0 estem en el cas ideal en el que W = O(p). Aquest cas passa quan:d � (s� 1)TcTe 2s�1 (5.8)Per una altra banda, quan L(d) > 0, aix�o �es quan l'expressi�o 5.8 no es compleix, no�es possible incrementar la mida del problema de forma proporcional a l'increment de



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 173nodes del sistema. En aquest cas, tamb�e tenim un l��mit en el nombre de nodes en quepodem incrementar el nostre sistema. Per avaluar aquest l��mit, hem de tenir en comptequ�e en un sistema amb 2d nodes amb una capacitat de mem�oria per node de 2s nombresreals, el problema m�es petit (FFT ) que pot resoldre's t�e una longitud de 2d�s+1. Perun cert valor de d, el c�alcul de l'FFT m�es petita pot tenir un temps m�es gran que T .Aquest valor de d limita la mida del sistema. Aquest l��mit es pot obtenir a partir del'expressi�o:
d+ s� 1 + log (s� 1)TcdTe � d� s+ 1La part esquerra de la inequaci�o correspon al tamany de l'FFT que t�e un temps Ten el sistema paral.lel. Aquest tamany ha de ser m�es gran o igual que el tamany m�espetit del problema (FFT ). En cas contrari, el tamany m�es petit de la FFT tindriaun temps de resoluci�o m�es gran que T . Partint d'aquesta expressi�o es pot obtenir elseg�uent l��mit de d: d � (s� 1)TcTe 22s�2 (5.9)En qualsevol cas, es pot observar que per un rang raonable de valors considerats pelspar�ametres d, Te=Tc i s, la condici�o 5.8 i 5.9 sempre es compleixen amb un valor deW = O(p). Per tant podem considerar que el sistema �es escalable en qualsevol delscasos.En la gr�a�ca 5.1(d) es mostren aquestes conclusions.

Per concloure aquesta secci�o, hem mostrat que l'an�alisi de l'escalabilitat amb els m�etodesde la isoe�ci�encia i el m�etode limitat pel temps d'execuci�o s'obtenen resultats molt



174 Cap�itol 5diferents respecte a l'escalabilitat d'un mateix sistema. Per una altra banda, el resultatque s'obt�e de l'an�alisi limitat pel temps �es m�es rellevant per l'usuari. La de�nici�o dem�etodes d'an�alisi de l'escalabilitat de sistemes que puguin ser d'inter�es per l'usuari �naldel sistema s�on la principal motivaci�o de la metodologia de l'escalabilitat que es descriuen la secci�o seg�uent.Per tots els m�etodes que es proposen s'ha escollit una combinaci�o dels dos components,an�alisi de l'escalabilitat i �gura de m�erit, tenint en compte les prioritats i necessitatsdels usuaris del sistema. D'aquesta manera, la informaci�o que s'obt�e de l'an�alisi ambaquests m�etodes, ajuda a l'usuari a decidir si �es interessant i rendible incrementar elnombre de nodes del seu sistema. Es proposa una manera com�u a tots els m�etodes,de caracteritzar l'escalabilatat que permet una an�alisi r�apida i global de l'evoluci�o delsistema.5.3 METODOLOGIA D'AN�ALISI DE L'ESCALABILITAT5.3.1 Caracteritzaci�o d'un sistema paral.lelEn l'entorn d'aquest treball, un sistema paral.lel s'ha de�nit com una m�aquina paral.lelaque resol un problema aplicant un algorisme paral.lel espec���c. El sistema paral.lel escaracteritza per una s�erie de funcions que es construeixen a partir dels par�ametres delsistema i dels par�ametres del problema. Les funcions es descriuen a continuaci�o.En aquest treball es consideren dintre de les m�aquines paral.leles els multicomputadors(formats per un conjunt de nodes connectats per una xarxa d'interconnexi�o). Un mul-ticomputador es caracteritzar�a a partir dels par�ametres Tc, Ts i Te de�nits en el cap��tol1. A m�es a m�es, considerarem R com la mida de la mem�oria per node del sistema,mesurada en nombre de valors en coma otant que pot emmagatzemar. Suposem queno existeix mem�oria virtual. Recordant el que s'ha dit ja en el cap��tol 1, un node in-verteix un temps igual a Ts +N � Te per enviar un missatge amb N n�umeros en comaotant a qualsevol altre node del sistema (wormhole).



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 175El problema que s'ha de resoldre es caracteritza pel par�ametre n, que fa refer�encia a lamida de les estructures d'entrada (per exemple, el tamany de la matriu n�n). La midadel problema,W (n), es de�neix com el nombre d'operacions en punt otant necess�ariesper resoldre un problema amb un tamany de dades igual a n. En aquest treball, suposemque la mida del problema dep�en exclusivament d'n i, per tant, incrementar el tamanydel problema �es equivalent a incrementar el tamany de les dades. Altres autors hanassenyalat que l'increment de la mida del problema pot dependre d'altres par�ametresdiferents a la quantitat de dades [58], [5]. Aix��, per exemple, uns altres par�ametresque podrien tenir-se en compte a l'hora d'incrementar la mida del problema serien laprecisi�o del resultat o el tamany dels intervals. Encara que no s'ha realitzat en aquesttreball, sembla bastant factible extendre les propostes realitzades a una concepte m�esgeneral de la mida del problema.El sistema paral.lel es caracteritza per cinc funcions que es descriuen a continuaci�o:T (p; n) ) Temps per resoldre el problema amb un tamany de les dades igual a nen un sistema amb p nodes.�(n) ) M�axim nombre de nodes que podem utilitzar en el sistema paral.lel perresoldre un problema amb un tamany de n.M(n) ) M��nim nombre de nodes que es requereixen per poder resoldre un prob-lema amb un tamany de dades igual a n.��1(p) ) Tamany de dades del problema m�es petit que pot resoldre's en unsistema amb p nodes.M�1(p) ) Tamany de dades del problema m�es gran que pot resoldre's en unsistema amb p nodes.5.3.2 Caracteritzaci�o d'un m�etode d'an�alisi orientat al'usuari �nal del sistemaUn m�etode orientat a l'usuari es caracteritza b�asicament per dos components: el modeld'escalat i la �gura de m�erit.



176 Cap�itol 5El model d'escalat de�neix la forma en qu�e l'usuari utilitza un nombre creixent denodes. Per exemple, l'usuari pot incrementar la mida del sistema amb l'objectiu deresoldre un problema de mida �xa m�es r�apidament (escalat de mida problema �x[36]). Alternativament, l'usuari pot incrementar el tamany del sistema amb l'ob-jectiu d'incrementar al m�axim possible el tamany del problema per tal d'aconseguirresultats m�es precisos (escalat de tamany de mem�oria �x [58]).La �gura de m�erit �es la m�etrica que l'usuari vol millorar quan s'incrementa eltamany del sistema. La �gura de m�erit est�a molt relacionada amb el model d'esca-lat.L'evoluci�o de la �gura de m�erit determina l'escalabilitat d'un sistema quan s'incrementala mida del sistema depenent del model d'escalat que s'apliqui. Qualsevol m�etoded'an�alisi de l'escalabilitat hauria de proporcionar un criteri per determinar si un sis-tema �es m�es o menys escalable. La metodologia que es proposa en aquest treball aplicaun criteri espec���c per determinar l'escalabilitat del sistema, el qual es descriu a con-tinuaci�o.De�nim �F (p;m) com:
�F (p;m) = F ((1 +m)p)� F (p)F (p)On �F (p) �es l'increment de la �gura de m�erit quan es parteix d'un sistema amb p nodesi s'incrementa a (1 + m)p nodes (suposa un increment del m � 100%). Per exemple,si �F (100; 0:8) = 0:3, signi�ca que la �gura de m�erit F (p) s'ha incrementat un 30%quan passem d'un sistema amb 100 nodes a un nou sistema amb 180 nodes, o sigui unincrement del 80% en la mida del sistema.L'escalabilitat d'un sistema es caracteritza amb la funci�o H(p;m), que es de�neix com:
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Figura 5.2 Un exemple de la funci�o H(p;m), per un valor �x de m
H(p;m) = �F (p;m)mDe nou, com a exemple, si �F (100; 0:8) = 0:3 llavors H(100; 0:8) = 0:375. La funci�oH(p;m) relaciona l'increment de la �gura de m�erit amb l'increment del nombre denodes. Quan H(p;m) = 1 (cas ideal) signi�ca que l'increment del sistema s'amor-titza totalment en termes d'increment de la �gura de m�erit. Hi ha la possibilitat queH(p;m) > 1, que reexaria una situaci�o de superescalabilitat. Per �ultim, H(p;m) < 0indica que l'increment en el n�umero de nodes del sistema implica una reducci�o en la�gura de m�erit. Una an�alisi r�apida de la funci�o H(p;m) ens d�ona una visi�o general del'escalabilitat del nostre sistema.En l'exemple de la �gura 5.2, la gr�a�ca de H(p;m) mostra quin impacte t�e en la �gurade m�erit el fet de doblar el nombre de nodes del sistema. Si passem de 10 a 20 nodes hiha un increment del 80% de la �gura de m�erit. Mentre que si passem de 30 a 60 nodesla �gura de m�erit s'incrementa tan sols en un 50%.La caracteritzaci�o de l'escalabilitat es proposa amb la idea de proporcionar una visi�or�apida i clara del comportament del sistema a l'hora d'escalar. Aix�o s'obt�e projectant



178 Cap�itol 5la funci�o H(p;m) en un espai tridimensional. L'escalabilitat perfecta ve representadaper una superf��cie plana amb una al�cada igual a 1. Quan la superf��cie cau a partir d'uncert nombre de nodes indica que l'escalabilitat decreix, o sigui, s'est�a obtenint menysbene�ci del m�axim possible.�Es quan es representa la funci�o H(p;m) quan les funcions �(n),M(n), ��1(n) iM�1(n)entren en joc. Aquestes funcions limiten el nombre de nodes i el tamany del problem.En particular, d'acord a les de�nicions que s'han donat de les funcions es construeixenels seg�uents l��mits:
��1(p) � n �M�1(p)M(n) � p � �(n)La primera expressi�o indica que el tamany del problema, n, no pot ser mai m�es petitque el problema m�es petit que es pot resoldre amb un sistema amb p nodes i no potser mai m�es gran que el tamany del problema m�es gran que es pugui executar en unsistema amb p nodes, considerant en qualsevol dels casos que el tamany de mem�oriaper node �es igual a R.La segona expressi�o indica que el nombre de nodes, p, no pot ser mai m�es petit que elm��nim nombre de nodes necessaris per resoldre un problema de tamany igual a n i queel nombre de nodes no pot ser mai m�es gran que el nombre de nodes m�axim que podenutilitzar-se per resoldre un problema de tamany igual a n.Amb aquestes restriccions podria passar que la funci�o H(p;m) no es pugui representarper alguna parella de valors (p;m). Aquesta situaci�o indica que el sistema no pot escalarm�es enll�a d'un nombre de nodes. Donat un model d'escalat, podria ser que algunes deles restriccions no es puguin aplicar; per exemple, com veurem m�es tard, en els tresmodels exemples que es descriuen a continuaci�o, les restriccions de p tan sols afecten al'escalabilitat del sistema quan es considera el model limitat per la mida del problema.



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 1795.3.3 Tres exemples de m�etodes d'an�alisi d'escalabilitatorientats a l'usuariA continuaci�o es descriuen tres models diferents d'an�alisi de l'escalabilitat. Tots ells esbasen en la metodologia descrita en la secci�o anterior. Cadascun dels m�etodes de�neixuna manera diferent d'utilitzar un nombre creixent de nodes del sistema. Per cadam�etode es descriu el model d'escalat i la �gura de m�erit aplicada. Per tots ells, lafunci�o H(p:m) caracteritza l'escalabilitat, tenint en compte que les restriccions de p in s�on diferents per cada cas.Tamany de Problema FixEn aquest cas, se suposa que el sistema s'utilitza per resoldre un problema de tamany�x (n) lo m�es r�apid possible (model d'escalat: problema de tamany �x [58]. La �gurade m�erit en aquest cas �es l'speed� up, que es de�neix com:
F (p) = S(p; n) = T (1; n)T (p; n) = W � TcT (p; n)on T (p; n) �es el temps que es necessita per resoldre un problema de tamany n utilitzantun sistema amb p nodes.Amb aquest m�etode d'escalabilitat, el nombre de nodes t�e les seguents limitacions:

M(n;R) � p � T (n)Aquesta expressi�o signi�ca que el nombre de nodes del sistema ha de ser m�es gran oigual que el nombre de nodes m��nim necessari per resoldre un problema de tamany n.Per una altra banda, el nombre de nodes no pot superar el nombre m�axim de nodesque pot utilizar-se per resoldre un problema de tamany n.



180 Cap�itol 5Temps FixEn aquest cas, quan s'incrementa el nombre de nodes, l'usuari incrementa el tamanydel problema tot el possible tenint en compte que no pot superar un temps T en la sevaresoluci�o (model d'escalat: limitat pel temps).De�nim nT (p) com el tamany del problema que tarda un temps T en resoldre's en unsistema amb p nodes. Aix�o s'expressa com:
Tp(nT (p)) = TEn general, �es possible que la quantitat de mem�oria necess�aria per un problema detamany igual a nT (p) sigui m�es gran que la quantitat de mem�oria total del sistema.De�nim, doncs, nL(p) com el tamany del problema m�es gran que pot resoldre's en unsistema amb p nodes, que el temps de resoluci�o no sigui m�es gran de T i que c�apiga enla mem�oria disponible del sistema:

nL(p) = min(M�1(p; R); nT (p))La �gura de m�erit amb aquest m�etode es de�neix com:
F (p) =W (nL(p))S'ha de tenir en compte que nL(p) ha de satisfer la seg�uent condici�o:
T�1(p) � nL(p)



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 181Aquesta condici�o no es satisf�a quan el tamany del problema m�es petit que pot resoldre'sen un sistema amb p nodes necessita un temps m�es gran que T . Aquesta condici�oestableix un l��mit en el nombre de nodes del sistema amb aquest model d'escalat.�Es important veure que la restricci�o imposada per M�1(p) s'ha tingut en compte enl'operador Min a l'hora de calcular nL(p).Tamany de mem�oria FixaEn aquest cas, quan s'incrementa el nombre de nodes l'usuari incrementa el tamany delproblema tot el possible, sempre i quan no sobrepassi el tamany de la mem�oria totaldel sistema (model d'escalat: limitat pel tamany de la mem�oria). La �gura de m�erit,F (p), �es simplement la mida del problema m�es gran que pot resoldre's en un sistemaamb p nodes, amb un tamany de mem�oria d'R per nodes:
F (p) = W (M�1(p; R))El problema m�es gran ha de ser m�es gran o igual que el problema m�es petit que potresoldre's en un sistema amb p nodes. En cas contrari, l'increment en el nombre denodes del sistema no permet incrementar el tamany del problema. De nou, aquestacondici�o estableix un l��mit en el nombre de nodes del sistema. D'aquesta restricci�os'obt�e l'expressi�o:
M�1(p; R) � T�1(p)5.4 EXEMPLE D'APLICACI�O DE LA NOVAMETODOLOGIAEn aquesta secci�o es presenta un exemple d'aplicaci�o de la metodologia proposada enaquest cap��tol per tal de fer una an�alisi de l'escalabilitat d'un sistema que calcula els



182 Cap�itol 5valors i vectors propis d'una matriu sim�etrica real. El sistema utilitza una l��nia denodes i implementa el m�etode de Jacobi one � sided. Aquest ja s'ha descrit en elprimer cap��tol de forma detallada; a continuaci�o es recorden alguns detalls d'aquestsistema.�Es important assenyalar que no ens interessa realitzar una an�alisi exahustiva de l'escal-abilitat d'aquest sistema; amb aquest exemple s'intenta il.lustrar que la metodologiaproposada proporciona una informaci�o molt clara del comportament del sistema quanaquest s'escala.5.4.1 Descripci�o del sistemaEl sistema calcula els valors i vectors propis d'una matriu, A, matriu real i sim�etricade dimensi�o n� n. La mida del problema (nombre d'operacions per escombrat) es potexpressar com:
W (n) = 9(n3 � n2)En el sistema paral.lel, les matrius A i U es descomposen en 2p blocs de n=(2p) columnesconsecutives. Inicialment, a cada node del sistema se li assignen una parella de blocs d'A i els corresponents blocs de la matriu U . Cada escombrat consisteix en 2p�1 etapes.En cada etapa, cada node realitza un nombre de transformacions sense necessitar captipus d'intercanvi entre els altres nodes de la l��nia. Al �nal de cada etapa, cada nodeintercanvia un bloc d'A i el corresponent bloc d'U amb un dels nodes de la l��nia.Aquesta comunicaci�o es pot realitzar de forma simult�ania sense cap tipus de conicteen els enlla�cos de la l��nia.5.4.2 Caracteritzaci�o del sistemaLes cinc funcions que caracteritzen el sistema s�on les seg�uents:
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T (p; n) = 9(n3�n2)p � Tc + (2p� 1)(Ts + n2p � Te)En el primer terme d'aquesta expressi�o es pot veure que el c�alcul d'un escombratest�a perfectament distribu��t entre els p nodes del sistema. El segon terme corresponal cost de la comunicaci�o (intercanviar un bloc d'A i d'U) al �nal de cada etapad'un escombrat.�(n) = n2 i ��1(p) = 2pPer obtenir aquestes expressions s'ha considerat que cada node tan sols t�e assig-nades dues columnes de la matriu A i les mateixes dues columnes de la matriu U ,necess�aries per qu�e cada node pugui calcular i aplicar una �unica transformaci�o encada etapa.M(n) = 2n2R i M�1(p) = Min (qpR2 ; R4 ).Per obtenir aquestes expressions s'ha tingut en compte que les matrius A i Urequereixen 2n2 elements (reals en coma otant) de mem�oria i R �es la quantitatde mem�oria per node del sistema. El segon terme de l'operador Min en M�1(p)s'ha obtingut tenint en compte que un node com a m��nim ha d'emmagatzemar unnombre de 4 columnes.5.4.3 Tamany de problema �xConsiderem el problema amb un tamany n = M�1(1) (el problema m�es gran que potresoldre's en un �unic node). Les gr�a�ques que corresponen a l'an�alisi de l'escalabilitatamb un model d'escalat de tamany de problema �x es mostren en la �gura 5.3. Enqualsevol cas, Tc = 1, R = 220 i m pren valors entre [0; 1], o sigui, un increment de �nsa un 100%.La gr�a�ca de la �gura 5.3(a) mostra el cas en qu�e Te = 1 i Ts = 1000. La gr�a�ca mostraque l'escalabilitat del sistema est�a limitada pel nombre de nodes ja que H(p;m) no est�ade�nida per valors de p m�es grans de 300. Pels punts en qu�e el sistema est�a de�nit, elsistema escala bastant b�e, ja que la funci�oH(p;m) pren valors pr�oxims a 1. En la gr�a�cade la �gura 5.3(b) es mostra com inueix en l'escalabilitat del sistema l'increment deTe. En aquest cas, es pot observar com la superf��cie baixa r�apidament. Finalment, en
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(a) (b) (c)Figura 5.3 An�alisi de l'escalabilitat amb un model d'escalat de tamany de problema�x per sistemes amb diferents valors de Te i Ts.la gr�a�ca de la �gura 5.3(c) es considera el cas en qu�e Te = 10 i Ts = 50000. Enaquest cas, la funci�o H(p;m) decreix per sota 0 per sistemes amb m�es de 200 nodes,indicant una reducci�o de la �gura de m�erit. Aix�o s'indica per una superf��cie d'al�cada 0(els valors negatius d'H(p;m) es posen a 0 quan es mostra la gr�a�ca).5.4.4 Temps �xLes gr�a�ques corresponents a l'an�alisi d'escalabilitat amb un model d'escalat de temps�x s�on 5.4. El temps de refer�encia pot escollir-se de forma arbitr�aria, en aquest cas eltemps T s'ha escollit com:
T = W (M�1(1))� TcAquest �es el temps necessari per resoldre en un �unic node el problema m�es gran possibleque cap a la mem�oria d'un �unic node. De nou, Tc = 1 i R = 220 en tots els casos.En la gr�a�ca de la �gura 5.4(a) es mostra l'escalabilitat del sistema quan Te = 1 i
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(a) (b) (c)Figura 5.4 An�alisi de l'escalabilitat amb un model d'escalat de temps �x per sistemesamb diferents valors de Te i Ts.Ts = 1000. El sistema �es perfectament escalable pel rang de nodes que s'ha considerat(�ns 1000). L'impacte d'incrementar el valor de Te = 50 es mostra en la gr�a�ca dela �gura 5.4(b). L'escalabilitat decreix per�o es pot obtenir un increment de la �gurade m�erit per un nombre de nodes bastant gran. Finalment, en la gr�a�ca de la �gura5.4(c), que correspon als valors Te = 10 i Ts = 50000, es veu que la �gura de m�erit �espoc sensible per valors grans de Ts, ja que la superf��cie es mant�e propera a 1 en totsels casos considerats.�Es important assenyalar que les restriccions en el nombre de nodes i en el tamany delproblema tindrien impacte en l'escalabilitat en el cas de considerar sistemes m�es grans.5.4.5 Mem�oria �xaLa gr�a�ca de la �gura 5.5 mostra els resultats que s'han obtingut en l'an�alisi d'escala-bilitat amb un model d'escalat limitat per la mem�oria. En aquest cas, els valors de Tc,Ts i Te no s�on rellevants ja que la �gura de m�erit dep�en exclusivament de la quantitatde mem�oria en el sistema (considerem que R = 220 com en els apartats anteriors). Lagr�a�ca mostra una situaci�o de superescalabilitat ja que el valor de la funci�o H(p;m)
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Figura 5.5 An�alisi de l'escalabilitat amb un model d'escalat de mem�oria �xa.est�a dintre del rang [0; 2]. Aquesta superescalabilitat s'atribueix al fet que mentre queels requeriments de mem�oria del sistema creixen amb n2, la �gura de m�erit W (n) creixproporcional a n3.Respecte a les restriccions en el nombre de nodes i en el tamany del problema, igualque en el cas del model amb temps �x, el seu impacte es podria observar en sistemesamb un nombre de nodes molt m�es gran que els que s'han considerat.5.5 RESUM DE CONTRIBUCIONSEn aquesta secci�o s'ha proposat una nova metodologia d'an�alisi de l'escalabilitat orien-tada a l'usuari �nal del sistema. S'ha realitzat una descripci�o formal de la metodolo-gia:model d'escalat, �gura de m�erit i caracteritzaci�o de l'an�alisi (funci�o H(p;m)).S'ha vist que aplicant la metodologia �es possible obtenir diversos m�etodes d'an�aliside l'escalabilitat d'un sistema (segons els interessos concrets de l'usuari que realitzal'an�alisi) que proporcionen informaci�o v�alida i rellevant a l'usuari del mateix i quepermeten determinar quin �es el bene�ci que s'obt�e quan s'incrementa el nombre de



An�alisi d'Escalabilitat orientada a l'usuari �nal del sistema 187nodes del sistema. Amb aquesta an�alisi l'usuari ha de ser capa�c de decidir si �es o no �esrendible realitzar la inversi�o (incrementar el nombre de nodes).A m�es a m�es s'ha proposat una manera de caracteritzar l'escalabilitat que ens permetveure r�apidament de forma visual quin �es el comportament del sistema.Relacionats amb aquest treball s'han realitzat les seg�uents publicacions:"Un m�etodo para el An�alisis de la Escalabilidad de Sistema Paralelos"; D. Royo,M. Valero-Garc��a i A. Gonz�alez; VI Jornadas de Paralelismo, 1995, Barcelona."A methodology for User-Oriented Scalability Analysis"; D. Royo, M. Valero-Garc��ai A. Gonz�alez; IEEE International Conference on Application Speci�c Systems,Architectures and Processors , Juliol de 1997, Zurich."A Framework for User-oriented Scalability Analysis"; D. Royo, C. Mar��, M. Valero-Garc��a i A. Gonz�alez; Report del DAC, UPC-DAC-1997-78 , 1997.
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6CONCLUSIONS I TREBALL FUTUR

En aquest treball s'han proposat un conjunt d'algorismes paral.lels per la resoluci�o delsvalors i vectors propis d'una matriu real i sim�etrica. S'han proposat algorismes per trestopologies diferents: hipercubs, malles multidimensionals i torus multidimensionals.M�es concretament:S'han proposat un conjunt d'algorismes per hipercubs: BR segmentat, �-optimali Grau-4. Algorismes que han donat lloc a tres noves ordenacions de Jacobi, �minimum, BR-permutada i Grau-4, que mitjan�cant l'aplicaci�o de la t�ecnica de lasegmentaci�o de les comunicacions permeten explotar el paral.lelisme de les comu-nicacions d'una arquitectura en hipercub multiple� port.S'ha vist que amb aquests nous algorismes el cost de comunicaci�o es redueix con-siderablement respecte al cost de comunicaci�o de l'algorisme BR pel cas de tenir189



190 Cap�itol 6una arquitectura all-port. M�es exactament s'aconsegueixen reduccions en el cost dela comunicaci�o de:{ �ns un 50% amb l'algorisme BR segmentat.{ �ns un 75% amb l'algorismeGrau-4. Aquest algorisme es pot aplicar a qualsevoltamany de problema.{ el cost de la comunicaci�o es divideix per d (sent d la dimensi�o de l'hipercub)amb l'algorisme �-optimal. Aquest algorisme es pot aplicar tan sols a problemesamb un tamany gran.S'ha proposat un algorisme amb una topologia de comunicaci�o en malla bidimen-sional, anomenat algorisme 2D. Hem vist que quan aquest algorisme s'executa enmulticomputadors amb una topologia en malla o torus multidimensional, per certsvalors de Te, Ts, Tc, d i m, t�e un cost total molt m�es petit que altres propostesque es poden trobar en la literatura. Aquesta an�alisi �es v�alida per arquitecturesone-port i multiple-port.L'algorisme s'ha avaluat en malles con�gurables, el qual ha perm�es determinar,donat un nombre de nodes 2d, quina �es la con�guraci�o �optima, 2r � 2c = 2d, queminimitza el cost de la comunicaci�o. Dels resultats de l'an�alisi s'ha vist que lescon�guracions �optimes s�on malles rectangulars, menys �les que columnes. Aquestaconclusi�o pot ser bastant �util en el cas de arquitectures con�gurables, o en el casde tenir que escollir subconjunts de nodes dintre un sistema.L'algorisme tamb�e s'ha avaluat per multicomputadors amb una con�guraci�o �xaregular de dues i tres dimensions, amb un nombre de �les/columnes igual a unapot�encia de 2.Dels resultats obtinguts es pot concloure que l'algorisme 2D t�e un cost m�es petit quealtres algorismes que s'han proposat en la literatura (que degut a la seva topologiade comunicaci�o els hem anomenat 1D). La reducci�o del cost �es m�es gran perrelacions de Te=Tc i Tc=Ts grans. Els resultats mostrats en el cap��tol 3 es pot veureque la reducci�o del cost varia entre un 20% a un 80% en con�guracions 2D ambvalors de Te=Tc 2 [10; 100] i valors de Tc=Ts 2 [100; 2000]. Pel cas de topologies 3Dla reducci�o del cost varia entre un 40% i un 100% per valors de Te=Tc 2 [10; 100]i valors de Tc=Ts 2 [100; 2000]. En qualsevol cas, donat un nombre de nodes, elsguanys s�on m�es signi�catius per matrius petites.



Conclusions i Treball futur 191Els resultats que s'han obtingut en les malles con�gurables s�on molt semblantsals resultats que s'han obtingut per malles i torus 3D, aix�o �es degut a que lacon�guraci�o �optima que s'ha obtingut en les malles con�gurables t�e un mapeig aix�o�es degut a que la con�guraci�o �optima que s'ha obtingut en les malles con�gurablest�e un mapeig directe en malles i torus 3D, amb el que el cost afegit alhora demapejar l'algorisme 2D en topologies d'aquest tipus �es gaireb�e 0.S'ha proposat un nou algorisme que resulta del mapeig de l'algorisme BR segmentaten una malla i en un torus (aplicaci�o i extensi�o de la metodologiaCALMANT ). S'havist que per malles i torus bidimensionals amb una arquitectura multiple � portaquest nou algorisme pot tenir un rendiment millor que l'algorisme 2D.En aquest cas, s'ha mostrat que per malles i torus amb una arquitectura all� portde tamany petit (16 i 64 nodes) i de tamany mitj�a (256 nodes), l'algorisme BRsegmentat un cop mapejat en una malla o un torus bidimensional regular aplicantla metodologia CALMANT t�e un cost de comunicaci�o de �ns un 40% menys queel cost de la comunicaci�o de l'algorisme 2D en les mateixes condicions. Aquestcomportament s'accentua en el cas de matrius grans.Tots els algorismes proposats en aquest treball s'han avaluat mitjan�cant models anal��ticsconstru��ts en funci�o dels par�ametres Te, Ts, Tc, d i m. Dels resultats que s'han obtingutpodem concloure que tots ells s�on algorismes prometedors i que seria interessant la sevaimplementaci�o en m�aquines reals.En l'�ultima part del treball s'ha proposat una metodologia d'an�alisi de l'escalabilitatde sistemes paral.lels que proporciona informaci�o v�alida a l'usuari �nal del sistema enfunci�o dels seus requeriments, informaci�o que li permet determinar si �es interessant ono augmentar el nombre de nodes del sistema.En aquest treball queden les seg�uents l��nies obertes:Respecte als algorismes proposats:Noves ordenacions



192 Cap�itol 6{ Burcar una ordenaci�o equilibrada d'ordre m�es gran que 4.{ Buscar una ordenaci�o que sigui bona pels dos models d'implementaci�o de lasegmentaci�o de comunicacions, deep i shallow pipelining.{ Buscar una ordenaci�o que sigui bona per resoldre el problema dels valors sin-gulars. En aquest cas que a m�es a m�es de generar totes els aparellaments decolumnes per completar un escombrat ordena les columnes de la matriu ambordre creixent respecte a la seva norma.Algorisme 2D{ Generalitzar l'an�alisi de l'algorisme 2D a malles de qualsevol tamany; en eltreball tan sols s'han considerat topologies regulars amb un nombre de �les icolumnes pot�encia de 2.Mapeig dels algorismes per hipercubs en malles i torus multidimensionals{ El en treball tan sols s'ha estudiat quin �es el comportament de l'algorismeBR quan es mapeja en una malla/torus bidimensional.S'ha aplicat el m�etodeCALMANT amb un grau de segmentaci�o igual a 2. Interessaria doncs, fer unestudi extensiu per qualsevol valor de Q, per qualsevol algorisme proposat enel cap��tol 2 i per malles/torus de qualsevol dimensi�o.Respecte a la metodologia d'avaluaci�o:Obtindre resultats en m�aquines reals dels algorismes proposats en el treball.Veure quins aspectes hi han que tenir en compte alhora d'executar els algorismesen sistemes tipus DSM i NOW .Respecte a l'an�alisi de l'escalabilitatDesenvolupar alguna eina que ens permeti de�nir els models dels sistemes i quegeneri de forma autom�atica les gr�a�ques corresponents a cada model d'escalat. Am�es a m�es que permeti la de�nici�o de nous models d'escalat.



Conclusions i Treball futur 193Buscar alternatives a la generaci�o del model del sistema, per exemple, l'utilitzaci�ode traces o b�e del codi del programa que implementa l'algorisme que es vol avaluar).Actualment s'utilitzen models anal��tics.
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AANNEX 1

A continuaci�o es demostra que el valor del par�ametre � corresponent a la seq�u�enciaDp�BRe , per valors grans d'e, tendeix a 1; 25 cops el valor de la �ta m��nima que comrecordarem s'expressava com d(2e � 1)=ee.Per simpli�car les expressions suposarem que e�1 �es pot�encia de 2. Per qualsevol altrevalor d'e, el valor d'� pren un valor intermig entre el valor d'� de les dues pot�enciesde 2 m�es pr�oximes a e en cadascun dels dos costats; el comportament asimpt�otic ques'observa per valors pot�encia de 2 tamb�e pot aplicar-se a qualsevol altre valor.Sigui e = 2S + 1. En aquest cas, la seq�u�encia Dp�BRe s'obt�e despr�es d'aplicar S trans-formacions a la seq�u�encia original DBRe . Per il.lustrar el desenvolupament seg�uent util-itzarem com a exemple el cas particular e = 17. Aquest cas requereix 4 transformacionsles quals es mostren a la �gura A.1. 195
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Figura A.1 Transformacions per generar Dp�BR17 . Cada parella fa refer�encia a latransposici�o dels enlla�cos identi�cats pels mateixos n�umeros que constitueixen la tuplaAnomenarem Dp�BRe (k) a la seq�u�encia que s'obt�e despr�es de la transformaci�o k, ambk 2 [0; S � 1]. En general, alguns dels elements de la seq�u�encia Dp�BRe (k) es veuranafectats per altres transformacions que es realitzaran m�es tard, mentre que alguns altresja no es veuran afectats per cap altra transformaci�o m�es. Aquest segon grup d'elementsels referenciarem com els elements que es �xen en la transformaci�o k. De�nirem rk(i)com el nombre de repeticions d'un enlla�c i en la seq�u�encia Dp�BRe (k) que han estat�xats despr�es de la transformaci�o k. De�nirem pk(i) com el nombre de repeticions del'enlla�c i en la seq�u�encia Dp�BRe (k) que es veuran afectats per futures transformacions.�Obviament, el nombre de repeticions de l'enlla�c i en la seq�u�encia resultant Dp�BRe �esr0(i) + ::: + rS�1(i) + pS�1(i). A partir d'ara, obtindrem les expressions anal��tiques



Annex 1 197d'rk(i) i pk(i) que ens permetran realitzar l'an�alisi del comportament asimpt�otic delvalor d'�.La primera transformaci�o �es una permutaci�o que s'aplica a la segona subseq�u�encia dedimensi�o (e � 1) i consisteix en una s�erie de transposicions tal i com s'han de�nit enel cap��tol 3. Les transposicions de�nides aparellen els elements (de 0 �ns a e � 1) detal manera que l'element m�es freq�uent s'intercanvia amb l'element menys freq�uent; elsegon element m�es freq�uent s'intercanvia amb el segon element menys freq�uent, i aix���ns que tots els elements queden aparellats. Com que la primera i segona subseq�u�enciesde dimensi�o (e � 1) s�on exactament iguals i la permutaci�o tan sols s'aplica a la seg-ona subseq�u�encia, despr�es d'aquesta primera permutaci�o el nombre de repeticions del'element que apareixia m�es cops es redueix a la meitat m�es la meitat del nombre derepeticions de l'element que apareixia menys cops abans d'aplicar la permutaci�o (no est�e en compte l'element central que tan sols apareix un sol cop en la seq�u�encia i no �esmodi�cat per cap transformaci�o). El nombre de repeticions de l'element menys freq�uents'incrementa en la mateixa quantitat de repeticions en qu�e l'element m�es freq�uent esredueix.Qualsevol element i 2 [0; (e�1)=2�1] que apareix en la segona subseq�u�encia de dimensi�o(e�1) queda �xat despr�es de la primera transformaci�o. El mateix passa amb qualsevolelement i 2 [(e � 1)=2; e � 2] que apareix en la primera subseq�u�encia de dimensi�o(e� 1). A m�es a m�es, el nombre d'aparicions dels elements i 2 [0; (e� 1)=2� 1] en lasegona subseq�u�encia de dimensi�o (e� 1) �es igual a 20; 21; :::; 2(e�1)=2�1 respectivament.El nombre d'aparicions dels elements i 2 [(e� 1)=2; e� 2] que apareixen en la primerasubseq�u�encia de dimensi�o (e� 1) �es el mateix per�o en ordre invers.El mateix esquema es repeteix un cop aplicada la segona permutaci�o. En aquest cas,qualsevol element i 2 [0; (e� 1)=22 � 1] de la segona subseq�u�encia de dimensi�o (e� 2)queda �xat. El mateix passa en els casos seg�uents:qualsevol element i 2 [(e � 1)=22; (e � 1)=2 � 1] en la primera subseq�u�encia dedimensi�o (e� 2)



198 Appendix Aqualsevol element i 2 [(e � 1)=2; 3(e � 1)=22 � 1] en la tercera subseq�u�encia dedimensi�o (e� 2)qualsevol element i 2 [3(e � 1)=22; e � 2] en la quarta subseq�u�encia de dimensi�o(e� 2)El nombre de cops que un element i 2 [0; (e � 1)=22 � 1] en la segona subseq�u�enciade dimensi�o (e � 2) queda �xat �es igual a 2(e�1)=2�1; :::; 23(e�1)=22�2. Per a la restad'intervals els elements es �xen amb el mateix nombre que en el segon interval per�o enalguns casos en ordre invertit.Degut a la naturalesa recursiva de la seq�u�encia Dp�BRe , ens trobem que despr�es de cadatransformaci�o k 2 [0; S� 1], el nombre de repeticions dels elements que no pertanyen al'interval [0; (e�1)=2k+1�1] que han estat �xats coincideix amb el nombre de repeticionsdels elements que pertanyen a l'interval [0; (e� 1)=2k+1 � 1].Per una altra banda, despr�es de la primera transformaci�o, qualsevol element que per-tany a l'interval [0; (e � 1)=2 � 1] en la primera subseq�u�encia de dimensi�o (e � 1) noser�a modi�cat per cap altra permutaci�o. Es compleix el mateix per qualsevol elementque pertany a l'interval [(e � 1)=2; e � 2] en la segona subseq�u�encia. El nombre derepeticions dels elements del primer interval que apareixen en la primera subseq�u�enciade dimensi�o (e�1) �es de 2e�2; 2e�3; :::; 2(e�1)=2 respectivament. El nombre de repeticionsdels elements del segon interval que apareixen en la segona subseq�u�encia de dimensi�o(e � 1) coincideix amb l'interval anterior per�o en ordre invertit. En general, qual-sevol permutaci�o que incrementi/decrementi el nombre de repeticions d'un element delprimer interval, afectar�a amb el mateix increment/decrement al mateix element en elsegon interval ja que els dos intervals tenen el mateix nombre de repeticions.De nou, degut a la naturalesa recursiva de la seq�u�encia Dp�BRe , ens trobem que despr�esde cada transformaci�o k 2 [0; S � 2], el nombre de repeticions dels elements que nopertanyen a l'interval [0; (e�1)=2k+1�1] que seran modi�cats per futures permutacionscoincideix amb el nombre de repeticions d'alguns altres elements j que pertanyen a[0; (e� 1)=2k+1 � 1]. A m�es a m�es, el nombre de repeticions d'aquests dos elements i i



Annex 1 199j s'incrementar�a i decrementar�a en la mateixa quantitat per qualsevol permutaci�o queels afecti.Com a resultat d'aquesta an�alisi podem assegurar que a l'hora d'obtenir les expressionsd'rk(i) i pk(i) �es su�cient calcular-los pels elements del primer interval en cada trans-formaci�o, i 2 [0; (e � 1)=2k+1 � 1], ja que el valor que s'obt�e coincideix amb el valord'un altre element considerat en un altre interval.Lema 1. pk(i) = 2e�2�k�i k 2 [�1; S � 1] i 2 [0; e�12k+1 � 1] (A.1)Demostraci�o. Per k = �1, o sigui, abans d'aplicar cap transformaci�o, l'equaci�o es com-pleix ja que coincideix amb el nombre de repeticions de cada dimensi�o en la seq�u�enciaDBRe . Qualsevol transformaci�o k intercanvia cada dimensi�o i 2 [(e� 1)=2k+1 � 1] ambla dimensi�o (e�1)=2k�1� i, tan sols en la segona subseq�u�encia de dimensi�o (e�k�1).Lema 2. rk(i) = 2e� e�12k +i�k�1 k 2 [0; S � 1] i 2 [0; e�12k+1 � 1] (A.2)Demostraci�o. En la transformaci�o k, qualsevol element i que pertany a l'interval [0; (e�1)=2k+1 � 1] s'intercanvia amb l'element (e � 1)=2k � 1 � i en la segona subseq�u�enciade dimensi�o (e� k� 1). Per tant, el nombre de repeticions de l'element i en la segonasubseq�u�encia de dimensi�o (e � k � 1) que despr�es d'aplicar la permutaci�o queden enla mateixa subseq�u�encia de dimensi�o (e � k � 1) �es igual al nombre de repeticions del'element (e� 1)=2k � 1� i en aquesta subseq�u�encia abans de la permutaci�o. Aix�o �es,rk(i) = pk�1((e� 1)=2k � 1 � i)=2, que s'obt�e a partir de l'expressi�o que es mostra enel lema.



200 Appendix ALema 3.Despr�es de la transformaci�o k, el nombre m�axim de repeticions de qualsevol elementque no es veur�a afectat per cap altra transformaci�o �es igual a:Nk = 2e� e�12k+1�k�2 k 2 [0; S � 1] (A.3)Demostraci�o. �Es obvi que Nk = max rk(i). Aplicant l'expressi�o del lema 2 s'obt�el'expressi�o A.3.Lema 4. Nk � 2e�2S+k k 2 [0; S � 2] (A.4)Demostraci�o. Partint de la de�nici�o d'Nk que es d�ona en el lema 3 amb l'expressi�oA.4, el lema 4 es pot demostrar amb la inequaci�o seg�uent:e� 12k+1 � 2S � 2k � 2 (A.5)Com que e� 1 = 2S, la inequaci�o A.5 es compleix si 2S�k�1 � 2S � 2k � 2. El termede l'esquerra creix m�es r�apid que el terme de la dreta quan decreix k, per aquest motiu�es su�cient per demostrar que la inequaci�o �es certa per valors de k grans. Si substitu��mK per S � 2, s'obt�e el mateix valor en les dues parts de la inequaci�o.Lema 5.
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S�2Xk=0Nk � 2e�S�1 � 2e�2S (A.6)Demostraci�o. Aquesta expressi�o s'obt�e directament realitzant el sumatori de 0 �ns aS � 2 del terme Nk que s'ha obtingut en el lema 4.Teorema 1.El valor d'� corresponent a les seq�u�encies Dp�BRe est�a a�tat per l'expressi�o seg�uent:

� < 2ee� 1 + 2e�2e� 1 � 2e(e� 1)2Demostraci�o. El valor del par�ametre � est�a a�tat pel sumatori dels termes seg�uents:el valor m�axim de pS�1(i),N0,N1,...,NS�1. Aix�� doncs, l'expressi�o que queda �es:
� � ps�1(0) +NS�1 + S�2Xk=0NkSi afegim el valor de pS�1(0) donat pel lema 1, el valor de NS�1 donat pel lema 3 i la �tasuperior donada en el lema 5, es compleix la �ta m�axima de�nida en aquest teorema.Teorema 2.La �ta superior del par�ametre � que s'estableix en el teorema 1 tendeix a 1:25 cops la�ta inferior donada per l'expressi�o d(2e � 1)=ee.Demostraci�o. Aquest teorema es demostra calculant el l��mit:lime!� 2ee�1 + 2e�2e�1 � 2e(e�1)22e�1e =
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= lime!� 2ee�12e�1e + lime!� 2e�2e�12e�1e + lime!� 2e(e�1)22e�1e = 1 + 0:25 + 0 = 1:25
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