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Resum /Abstract

Resum

Normalment les grans xarxes d’interconnexié o de comunicacions estan dissenyades
utilitzant tecniques de la teoria de grafs. Aquest treball presenta algunes con-
tribucions a aquest tema. Concretament, presentem dues noves operacions: el
“producte jerarquic” de grafs i el “producte Manhattan” de digrafs. El primer
és una generalitzacié del producte cartesia de grafs i ens permet construir al-
gunes families amb un alt grau de jerarquia, com ’arbre binomial, que és una
estructura de dades molt utilitzada en algorismica. El segon déna lloc a les
conegudes Manhattan street networks, les quals han estat extensament estudi-
ades i utilitzades per modelitzar alguns tipus de xarxes optiques. En el nostre
treball, definim formalment i analitzem el cas multidimensional d’aquestes xarx-
es. Estudiem algunes propietats dels grafs o digrafs obtinguts mitjancant les dues
operacions esmentades, especialment: els parametres estructurals (les propietats
de l'operacio, els subdigrafs induits, la distribucié de graus i I'estructura de di-
graf linia), els parametres metrics (el diametre, el radi i la distancia mitjana), la
simetria (els grups d’automorfismes i els digrafs de Cayley), I'estructura de cicles
(els cicles hamiltonians i la descomposicié en cicles hamiltonians arc-disjunts) i
les propietats espectrals (els valors i vectors propis). En el darrer cas, hem tro-
bat, per exemple, que la familia dels arbres binomials tenen tots els seus valors
propis diferents i “omplen” tota la recta real. A més a més, mostrem la relacié del
seu conjunt de vectors propis amb els polinomis de Txebixev de segona especie.
També hem estudiat alguns protocols de comunicacié, com els enrutaments locals i
els algorismes de difusié. Finalment, presentem alguns models deterministes (com
les zarzes Sierpinski i d’altres), els quals presenten algunes propietats propies de
les xarxes complexes de la vida real (com, per exemple, Internet).

Abstract (English)

Large interconnection or communication networks are usually designed and stud-
ied by using techniques from graph theory. This work presents some contributions

1



2 Resum/Abstract

to this subject. With this aim, two new operations are proposed: the “hierarchi-
cal product” of graphs and the “Manhattan product” of digraphs. The former
can be seen as a generalization of the Cartesian product of graphs and allows us
to construct some interesting families with a high degree of hierarchy, such as
the well-know binomial tree, which is a data structure very useful in the context
of Algorithmic Theory. The latter yields, in particular, the known topologies of
Manhattan street networks, which has been widely studied and used for modeling
some classes of light-wave networks. In this thesis, a multidimensional approach
is analyzed. Several properties of the graphs or digraphs obtained by both opera-
tions are dealt with, but special attention is paid to the study of their structural
parameters (operation properties, induced subdigraphs, degree distribution and
line digraph structure), metric parameters (diameter, radius and mean distance),
symmetry (automorphism groups and Cayley digraphs), cycle structure (Hamil-
ton cycles and arc-disjoint Hamiltonian decomposition) and spectral properties
(eigenvalues and eigenvectors). For instance, with respect to the last issue, it is
shown that some families of hypertrees have spectra with all different eigenval-
ues “filling up” all the real line. Moreover, we show the relationship between its
eigenvectors set and Chebyshev polynomials of the second kind. Also some pro-
tocols of communication, such as local routing and broadcasting algorithms, are
addressed. Finally, some deterministic models (Sierpinsky Networks and others)
having similar properties as some complex networks of the real-life world, such
as the Internet, are presented.



Capitol 1

Introduccio

Un graf dirigit (o digraf) és una estructura combinatoria que permet representar
qualsevol sistema discret amb una relacié binaria. Aquesta propietat tan general
explica que la teoria de grafs tingui moltes aplicacions en camps molt diferents i
es relacioni amb altres branques de la matematica (especialment, amb la teoria
de matrius). Una d’aquestes aplicacions és el disseny de xarxes d’interconnexié
i de comunicacions, amb el qual es tracta de construir topologies per a aque-
stes xarxes que resultin optimes donades unes certes condicions. Per modelitzar
aquestes topologies utilitzem un digraf o un graf (segons que les connexions siguin
unidireccionals o bidireccionals, respectivament). Contribuir a aquest estudi, des
d’un punt de vista matematic, ha estat ’objectiu principal d’aquesta tesi.

1.1 Definicions sobre grafs i digrafs i resultats
coneguts

Modelitzem xarxes utilitzant grafs o digrafs. Com que un graf es pot veure com
un cas particular de digraf, donem les segiients definicions basiques per a digrafs.
Un graf dirigit o digraf G = (V, A) consisteix en un conjunt de vertexs V de
cardinalitat |G| = |V| (ordre de (), juntament amb un conjunt d’arcs A de
cardinalitat ||G|| = |A| (mida de G), els quals poden ser entesos com a parells
ordenats de vertexs diferents, A C V x V = {(u,v) : u,v € V}. Normalment
representem un arc (u,v) com una fletxa amb un vertez inicial u i un vertez final
v, és a dir, u — v. Aleshores, es diu que u és adjacent cap a v o que v és adjacent
des de u. Com deiem, un graf es pot veure com un digraf simetric, en el qual
I'arc u — v implica l'existeéncia de I'arc v — u, que déna lloc a I'aresta (o parell
no ordenat de vertexs) {u,v}. El wveinatge de sortida T'"(u) (respectivament,
veinatge d’entrada I'~(u)) d’'un vertex u és el conjunt de vertexs adjacents des de
(respectivament, cap a) u. El grau de sortida d'un vertex u és 0% (u) = [I'F(u)

3



4 1 Introduccio

i el seu grau d’entrada és 6~ (u) = |I'"(u)|. Equivalentment, 6% (u) i §~(u) sén
els nombres d’arcs amb vertex inicial i final u, respectivament. Aleshores, G és
d-regular quan 6~ (u) = 7 (u) = J per a tot vertex u € V.

El digraf complet simetric és el digraf en el qual cada vertex és adjacent a
tots els altres. S’anomena simetric perque per a cada arc (u,v) hi ha Uarc (v, u).

Donat un digraf G = (V, A), el seu digraf convers G = (V, A) s’obté a partir
de G, canviant totes les orientacions dels arcs de A, és a dir, (u,v) € A si i només
si(v,u) € A.

Donat un subdigraf G' = (V', A’) C G, denotem per |G'| = |V'| i ||G'|| = |A]
el seu ordre i la seva mida, respectivament. Si G’ té el mateix nombre de vertexs
que G, |V'| = |V/|, aleshores G’ és un subdigraf generador.

Un camd (dirigit) p és un subdigraf de la forma ug — u; — ug — -+ — uy,
amb vertex inicial ug, vertex final uy i vertexs interiors uq, us, . . . up_1. La longitud
de p es defineix com el nombre d’arcs: ||p|| = £. Si p té el minim nombre d’arcs,
la seva longitud és la distancia dist(ug, ue) del vertex inicial ug al vertex final u,.

Un digraf és fortament connex quan, per a cada parell de vertexs u, v, hi ha
un cami dirigit de u a v. Observem que G és fortament connex si i només si el
seu digraf convers G ho és.

L’excentricitat d'un vertex v d’'un digraf G = (V, A) és la maxima distancia
des del vertex u fins a tots els altres vertexs v € V, és a dir,

exc(u) = max{dist(u,v)|v € V}.

Aleshores, el diametre, denotat per D = D(G), és la maxima excentricitat de tots
els vertexs, i el radi, denotat per r = r(G), la minima. Si G és fortament connex,

aleshores D(G) = D(G) i r(G) = r(G). La distancia mitjana és la mitjana de les
distancies entre tots els vertexs del digraf GG, és a dir,

d= W > ey dist(u, v),

encara que alguns autors en el calcul anterior no consideren les distancies nulles
d’un vertex a ell mateix i defineixen la distancia mitjana com:

_ 1 .
d = D) ey dist(u, v).

Un cicle és un cami en el qual el vertex inicial i final coincideixen: wug = u,.
Un cicle en el qual altres vertexs coincideixen s’anomena circuit. Un subdigraf
és aciclic quan no conté cap cicle. A més, si el graf subjacent (obtingut traient
totes les direccions dels arcs) també és aciclic, aleshores el subdigraf s’anomena
arbre.

Un graf orientat G és un digraf sense “digons”, és a dir, la presencia d’un arc
(u,v) exclou 'existencia de l'arc (v, u). En aquest cas, G també s’anomena digraf
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Figura 1.1: El digraf de Cayley Cay(Zg,{1,2}).

antisimetric. En particular, una orientacio forta d’un graf és una orientacié que
dona lloc a un digraf fortament connex.

Un graf G amb un conjunt de vertexs V i diametre D és antipodal quan, per
a cada vertex u, existeix un vertex u’ a distancia dist(u,u’) = D (el seu vertex
antipodal) tal que

dist(u,v) + dist(v,u") = D per atotve V. (1.1)
Aleshores, els conjunts de vertexs a distancia 0,1,2,..., D de u (respectivament,
els conjunts de vertexs a distancia D, D —1,D —2,...,0 de u') constitueixen una

particié de V. Dos exemples ben coneguts de grafs antipodals son els cicles amb
un nombre parell de vertexs i I'hipercub (o n-cub).

Una particié 7 = (C4, Cy, . .., Cy) d'un conjunt de vertexs V' és regular si, per
a tot i 1 j, el nombre de veins (d’entrada o de sortida) que un vertex de C; té en
C; només depen de 7 i j (vegeu Godsil [58]).

Donat un grup I' amb un conjunt generador (finit) A, el digraf de Cayley
Cay(I', A) té vertexs que representen els elements de I" i arcs de la forma (g, hd),
ong,h €T'id € A. El digraf de Cayley Cay(I", A) és un digraf regular fortament
connex i vertex-transitiu. Com a exemple, la figura 1.1 mostra el digraf de Cayley
del grup ciclic I' = Zg amb el conjunt de generadors A = {1, 2}.

La coneguda caracteritzacié de Sabidussi [83] afirma que un digraf és de Cayley
(per a algun parell T, A) si i només si el seu grup d’automorfismes conté un
subgrup regular (és a dir, un subgrup en el qual per a cada parell de vertexs u, v
existeix exactament un automorfisme que aplica u a v).

El digraf circulant d’ordre n i grau d amb passos A = {a1,as...,aq} C Zp,
G(n, A), és el digraf amb conjunt de vertexs 7z, i adjacéncies donades pels passos,
de manera que i és adjacent a i+ a; per a tot i € Z, i a; € A, és a dir, G(n, A)
és el digraf de Cayley sobre Z,, amb subconjunt generador A.
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Un homomorfisme ¢ d'un digraf G = (V, A) a un digraf H = (V’, A’) és una
aplicacié de V' a V' que conserva les adjacencies, és a dir, si (u,v) és un arc de G,
aleshores (¢(u), (v)) és un arc de H. A més, si els dos digrafs sén arc-acolorits
(tots els arcs amb el mateix vertex inicial o final tenen colors diferents) i ¢ con-
serva els colors, diem que ¢ és un homomorfisme acolorit o simplement que és
un homomorfisme que conserva el color. Un automorfisme (acolorit) d'un digraf
G és simplement un homomorfisme (acolorit) de G' a ell mateix (en aquest cas,
'aplicacié correspon a una permutacié dels vertexs de GG). El conjunt d’automor-
fismes (acolorits) de G forma un grup anomenat grup d’automorfismes (acolorits)
del digraf.

Altres definicions estandard i alguns resultats basics sobre grafs i digrafs es
poden trobar en els llibres de Bang-Jensen i Gutin [6], Chartrand i Lesniak [23]
i Matousek i Nesettil [69].

1.2 Resum de continguts

Normalment les grans xarxes d’interconnexié o de comunicacions estan dissenyades
utilitzant tecniques de la teoria de grafs, que, en el cas d’enllagos unidireccionals,
corresponen a grafs dirigits o digrafs. Aquest treball presenta algunes contribu-
cions a aquest tema. Concretament, presentem dues noves operacions: el “pro-
ducte Manhattan” de digrafs i el “producte jerarquic” de grafs. Aquestes dues
operacions marquen els dos grans blocs d’aquesta tesi.

El producte Manhattan de digrafs déna lloc, en particular, a les conegudes
Manhattan street networks, que denotem genericament per M,,, les quals han es-
tat extensament estudiades i utilitzades per modelitzar algunes classes de xarxes
optiques. En aquest treball, les definim formalment i analitzem el cas multidi-
mensional. Concretament, demostrem que M, és un digraf de Cayley, que, en
el cas bidimensional, correspon a un subgrup normal del grup cristallografic pla
pgg. Aquest resultat indueix una nova definicié de M, la qual és tutil per dis-
senyar algorismes d’enrutament local (mitjancant camins geodesics) i per estudiar
algunes propietats metriques, com el diametre i la distancia mitjana. A més a
més, demostrem que les xarxes Manhattan n-dimensionals son hamiltonianes i,
en el cas bidimensional, donem condicions suficients per descompondre-les en dos
cicles hamiltonians arc-disjunts.

El coneixement de 'espectre d'un (di)graf és important per trobar alguns
parametres rellevants, els quals en general sén molt dificils de trobar per altres
metodes. En particular, I'espectre de la matriu d’adjacencia d'un graf conté
informacié sobre les seves propietats d’expansio, el nombre cromatic i d’inde-
pendencia, la connectivitat i el diametre, entre altres parametres. Nosaltres hem
calculat 'espectre de les xarxes Manhattan a partir de les seves propietats es-
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tructurals i mostrem que aquest espectre conté el dels hipercubs. En l'estudi
d’aquestes xarxes, caracteritzem el seu espectre per al cas bidimensional, amb
el calcul dels seus valors i vectors propis. En particular, en aquest cas mostrem
que l'estructura de digraf linia de la xarxa Manhattan imposa la presencia del
valor propi 0 amb una elevada multiplicitat. Per al cas n-dimensional, reduim
drasticament la complexitat dels calculs per trobar I'espectre.

Acabem el tema de les xarxes Manhattan amb un algorisme de difusié optim
per al cas bidimensional.

Algunes xarxes de la vida real presenten una estructura modular o jerarquica.
Aquest és el cas, per exemple, de xarxes amb nodes amb un grau elevat, coneguts
com a hubs. En aquest context, proposem una familia determinista de xarxes
jerarquiques. D’aquest model destaca la modularitat i 'autosimilitud, carac-
teristiques que permeten la determinacioé del diametre i la distribucié de graus i
de clustering.

El producte jerarquic de grafs és una generalitzacié del producte cartesia i
ens permet construir algunes families amb un alt grau de jerarquia, com 1’arbre
binomial, que és una estructura de dades molt utilitzada en algorismica. El
producte jerarquic hereta algunes de les ben conegudes propietats del producte
cartesia, com un diametre petit i algorismes d’enrutament simples. De fet, els
grafs obtinguts en fer el producte jerarquic séon subgrafs dels obtinguts en fer
el producte cartesia. El nom que hem escollit per a aquesta nova operacio esta
inspirat en la forta jerarquia dels vertexs del graf resultant. En el nostre estudi,
definim formalment el producte jerarquic i trobem algunes de les seves propietats
principals, com ara la jerarquia dels vertexs i els principals parametres metrics:
Iexcentricitat dels vertexs, el radi, el diametre i la distancia mitjana. A més a
més, mostrem que els esquemes de comunicacio valids per al producte cartesia
també es poden utilitzar en el producte jerarquic. En l'estudi d’aquestes con-
struccions, un tema que té una importancia especial és el calcul de ’espectre pels
motius ja esmentats. En particular, demostrem un resultat sobre el graf obtingut
amb el producte jerarquic de dos grafs qualssevol i de la poténcia jerarquica (com
a producte jerarquic repetit) d’'un graf donat. Concretament, estudiem ’espectre
de I'hiperarbre (o arbre binomial) T,,, que és el producte jerarquic de diverses
copies del graf complet de dos vertexs. L’hiperarbre resulta ser un bon exem-
ple de graf amb tots els seus valors propis diferents. A més a més, mostrem la
relacié del seu conjunt de vectors propis amb els polinomis de Txebixev de sego-
na especie. Per acabar aquest tema, definim el producte jerarquic generalitzat i
estudiem algunes de les seves propietats basiques.

Finalment, presentem alguns models deterministes, com les zarzes Sierpinski,
els quals tenen algunes propietats tipiques de les xarxes complexes reals, com és
el cas d’Internet. Aquestes propietats son: 'efecte petit mén (diametre petit, de
I'ordre del logaritme del nombre de vertexs, i clustering prou gran), 'efecte scale-
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free (distribucié potencial de graus) i la modularitat jerarquica o autosimilitud.
Per a la familia dels grafs Sierpinski, hem calculat una mesura de la fractalitat,
la dimensié box counting. A més a més, hem construit uns grafs Sierpinski petit
mon, els quals conservant la dimensié box counting dels grafs Sierpinski, presenten
I’efecte petit moén, com el seu nom indica.



Capitol 2

Xarxes Manhattan
multidimensionals

Aquest capitol esta dividit en tres seccions. A la primera seccid, definim formal-
ment la xarxa Manhattan n-dimensional M,,, un cas especial de digraf n-regular,
i n’estudiem les propietats estructurals. Concretament, demostrem que M,, és un
digraf de Cayley que, en el cas bidimensional, correspon a un subgrup del grup
cristallografic pla pgg. Aquests resultats indueixen una nova presentacié de M,,,
la qual és 1til per dissenyar algorismes d’enrutament local (camins geodesics) i
per estudiar algunes propietats metriques, com el diametre i la distancia mitjana.
A més a més, demostrem que les xarxes Manhattan n-dimensionals sén hamiltoni-
anes i, en el cas bidimensional, donem condicions suficients per descompondre-les
en dos cicles hamiltonians arc-disjunts.

A la segona seccid, trobem un algorisme de difusié optim per a les xarxes
Manhattan bidimensionals.

Finalment, a la tercera seccid, calculem 'espectre d’una xarxa Manhattan a
partir de les propietats estructurals, el qual conté 'espectre dels hipercubs. En
particular, en el cas bidimensional mostrem que 'estructura de digraf linia de
la xarxa Manhattan imposa la presencia del valor propi zero amb una elevada
multiplicitat.

Els nostres articles relacionats amb aquest capitol sén [30, 31, 32, 33, 34, 35,
36, 37].

2.1 Propietats estructurals

2.1.1 Introduccié

L’estudi d’un tipus de xarxes dirigides toroidals, conegudes en la literatura com
a Manhattan street networks, ha rebut forca atencié des que van ser introduides

9
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independentment (en contextos diferents) per Morillo et al. [73] i Maxemchuk [70]
com una estructura en forma de malla regular unidireccional localment similar
a la topologia dels carrers i les avingudes de Manhattan (o de I’Eixample de
Barcelona), com es mostra en la figura 2.1. Més concretament, donats dos enters
parells N;, i = 1,2, la xarxa Manhattan bidimensional My = M (N, Ns) és
un digraf 2-regular amb vertexs w = (uj,us), w; € Zy,, de manera que cada
vertex u té dos arcs de sortida: un d’horitzontal (u; + (—1)"2, ug) i laltre vertical
(u1,us + (—1)").

No s’ha de confondre la xarxa coneguda amb el nom de Manhattan street
network (o xarxes Manhattan en aquest treball) amb la construccié anomenada
també xarza Manhattan, que consisteix a, donat un conjunt de punts del pla,
donar un conjunt de segments parallels als eixos de coordenades, la unié dels quals
conté un cami z- i y-monoton per a cada parell de punts (vegeu, per exemple,
I'article de Benkert et al. [18]).

Tornant a les nostres xarxes Manhattan, Morillo et al. [73] han relacionat
aquestes xarxes amb tesellacions del pla, cosa que facilita 'estudi d’algunes
propietats metriques. La major part de la recerca feta sobre xarxes Manhat-
tan s’ha dedicat al cas bidimensional, amb el calcul de la distancia mitjana
fet per Khasnabish [65] i Chung i Agrawal [27] i la generacié d’esquemes d’en-
rutament feta per Maxemchuck [70]. La distancia mitjana de M (N, Ny), quan
Ny, Ny = 0(mod 4), és

d= Mo g A (2.1)

Aquests resultats normalment han estat inspirats per conjectures basades en
simulacions per ordinador. A més a més, l'estudi dels arbres generadors (fet per
Chung i Agrawal [27]) en la xarxa Manhattan M (Ny, N2) ha permes el calcul del
seu diametre

Ni 4 No i = =
DI { + —l—l, S1 Nl _N2_0 (mod4), (22)

% %, altrament,
i el disseny d’algorismes de difusié multiport. Més recentment, Varvarigos [94] ha
calculat de nou la distancia mitjana entre els nodes d'una xarxa Manhattan, ha
donat un algorisme d’enrutament de camins geodesics i ha descompost la xarxa
Manhattan bidimensional en dos cicles hamiltonians arc-disjunts quan N; = Ny =
N.

La generalitzacié al cas multidimensional de les xarxes Manhattan ha estat
estudiada per Banerjee et al. [4, 5], amb el calcul de la distancia mitjana d’una
xarxa Manhattan tridimensional M (N7, Ny, N3), la qual en el cas NV; = 0 (mod 4),
1=1,2,3, és

d= Mt 4] - (2.3)

resultat que s’ha de comparar amb (2.1). Banerjee et al. també donen una
conjectura per a dimensions més grans, malgrat que ni en el cas tridimensional
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Figura 2.1: L’estructura local d’una zarza Manhattan i dos exemples de la vida real:
els carrers de Manhattan i els de I’Fizample de Barcelona.

ni en el multidimensional no aporten cap definicié algebraica, només una idea de
com haurien de ser les adjacencies.

Finalment, Chung i Agrawal [28] han estudiat el diametre i han donat es-
quemes d’enrutament per a construccions basades en una generalitzacio de les
xarxes Manhattan bidimensionals, malgrat que la xarxa resultant no és estricta-
ment una xarxa Manhattan tridimensional.

En aquest capitol donem una definicié formal d’una xarxa Manhattan multi-
dimensional M,,, juntament amb les seves propietats principals i alguns calculs
analitics dels seus parametres relacionats amb la distancia, com el diametre. A
més a més, demostrem que M, és un digraf de Cayley. Aquest resultat és til
per obtenir una nova definicié de M,,, la qual es pot aplicar per demostrar alguns
resultats, com el disseny d'un algorisme d’enrutament local de camins geodesics.
També presentem una demostracié que les xarxes Manhattan sén hamiltoni-
anes. Per acabar la primera part del capitol, donem condicions suficients per
descompondre una xarxa Manhattan bidimensional en dos cicles hamiltonians
arc-disjunts.

2.1.2 Definicid 1 estructura

La xarxa Manhattan (Street) Network M(Ny, N3) es defineix com un digraf
2-regular de la manera segiient: cada vertex esta representat per dos enters
(ug,uz) = w, amb 0 < u; < N; — 1, on N; sén enters parells, per a i = 1,2.
Cada vertex té dos arcs de sortida: un d’horitzontal (u; £ 1,us) i un de vertical
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(ug,us £ 1), on el signe depen de la paritat de I’altra component i 'aritmetica ha
de ser sempre entesa modul NN;. Concretament, un arc horitzontal apunta cap a
I'est (respectivament, oest) quan esta en una fila parell (respectivament, senar).
De manera similar, un arc vertical apunta al nord (respectivament, sud) si esta
en una columna parell (respectivament, senar).

Localment, 'estructura és la de la figura 2.1 i correspon al patré estandard
de les direccions permeses al transit en alguns barris de les ciutats actuals, com
Manhattan o Barcelona, amb un sistema de carrers rectes i ortogonals. En la
majoria d’articles (com el de Maxemchuck [70], el de Chung i Agrawal [27] i
el de Comellas i Dalf6 [32]) es considera la versié toroidal de M, mentre que
en el treball de Morillo et al. [73] objectiu era construir una xarxa localment
Manhattan amb el maxim nombre de vertexs per a un diametre donat.

Una definicié formal de la versié toroidal per al cas general n-dimensional és
la segiient:

Definicié 2.1.1. Donats n enters positius parells N1, No, ..., N,, la zarza Man-
hattan n-dimensional M,, = M(Ny, Na, ..., N,) és un digraf amb un conjunt de
vertexs V(M,) = Zn, X Zn, X ... X Zy, . Cada vertex esta representat per un
n-vector u = (uy,Ug, ..., Up), amb 0 < u; < N; — 1, per ai = 1,2,...,n. El
congunt d’arcs A(M,) esta definit per les segiients adjacencies (aqui anomenades
i-arcs, per a 1 <i<mn):

(Uny o Uiy ttn) = (g, + (—1)2020% ). (2.4)

Aleshores, M,, és un digraf n-regular amb N =[], N; vertexs.
En el cas que N; = 2, per a 1 < i < n, sempre tenim que (—1)Z#% =1 i,
aleshores, les adjacencies sén

(Ul ooy Uiy ey ty) = (Ur, .oy u + 100wy (1 <i<n). (2.5)

En aquest cas, la xarxa Manhattan n-dimensional és isomorfa al digraf simetric
@y, on @, és I'hipercub de dimensié n o n-cub.
Algunes altres conseqiiencies de la definicié de M, es donen en el lema segiient:

Lema 2.1.2. La zarza Manhattan n-dimensional M,, = M(Ny, No, ..., N,) sat-
isfa les propietats segiients:

(a) Donada qualsevol permutacié o dels nombres Ny, Na, ..., N,, diguem per
exemple Py, P, ..., P,, les zarzes M, i MS = M(Py, Py, ..., P,) son digrafs
isomorfs.

(b) M, és isomorf al seu convers M,.
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(¢) Per a qualssevol n — k enters fizats x; € Zy,, i = k+ 1,k +2,...,n, el
subdigraf de M, induit pels vertexs de la forma (uy,ug, . .., Ug, Tty .-, Tp)
és o una rarra Manhattan k-dimensional My = M(Ny, No, ..., Ni) o el seu
convers My, segons que o := Y i, . a; sigui parell o senar, respectivament.

(d) M, és un digraf bipartit i 2"-partit.
(e) Existeiz un homomorfisme de M, al digraf simétric de [’hipercub Q.

Demostracié. El resultat de I'apartat (a) és clar ja que o actua sobre les
components dels vertexs de M,. Per demostrar (b), cal observar que les ad-
jacencies del digraf convers M,, son, per a 1 <i <mn,

(Uny oo Uiy Un) = (U, ug — (—1)204% ). (2.6)
Aleshores, es pot comprovar que I'aplicacié ¢ : V(M,) — V(M,) definida per
p(u) = —u és lisomorfisme demanat. El resultat de 'apartat (c¢) ve de les
“adjacencies converses” en (2.6) i del fet que (—1)2;?:17#1' vt = :t(—l)zﬁzl’#i i
depenent de la paritat de a. L’apartat (d) es verifica a partir del fet que M,, és
un digraf 2"-partit amb conjunts independents Vp, on b = (b, by, ..., b,) denota
una cadena n-binaria. Un vertex w = (ug,us, -+ ,u,) pertany a Vg quan les
paritats de u; i b; coincideixen per a tot 1 < ¢ < n. En particular, M, és
bipartit amb conjunts independents de vertexs V; i V; constituits pels vertexs, la
cadena binaria dels quals representa un nombre parell o senar, respectivament.
Finalment, I'homomorfisme de I'apartat (e) és simplement

(Ugy ey Uiy ey uy) = (m(ur)y e m(wg)y o, m(uy)) (1<i<n), (2.7)

on la funcié paritat 7 pren els valors en {0,1}. O

Respecte a la propietat (d), cal tenir en compte que, en el treball de Morillo et
al. [73] lestructura local d'una xarxa Manhattan bidimensional va ser introduida
com un tipus de digraf 4-partit de la manera segiient: sigui G = (V, A) un digraf
amb ordre N = |V| un multiple de 4, V =V, U V; UV, U V3, on

Vi={i:0<i<N-—1i=j (mod4)} (0<j<3), (2.8)

de manera que cada vertex i és adjacent als vertexs i + a;, i + b; (mod N), per a
alguns enters donats a; =31 b; =1 (mod4) tals que satisfan

ag+a;+az+a3=0 (modN),
b0+bl+b2+6350 (modN),
ap + ag = by + by (mod N),
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Figura 2.2: Una definicio alternativa a Uestructura local d’una xarza Manhattan bidi-
mensional vista com un digraf 4-partit (tots els vertexs en V; estan denotats per j).

condicions que es poden expressar alternativament com a
ag+as = —a; —az =byg+by = —b; — b3 (modN).

Vegeu la figura 2.2 per comprovar que aquestes condicions imposen una estructura
local Manhattan.

2.1.3 L’estructura dels digrafs linia

En aquesta seccié mostrem que la xarxa Manhattan bidimensional M, té l'estruc-
tura d’un digraf linia. Pel que sabem, aquest fet prou rellevant no ha estat mai
publicat, tot i que s’esmenta en la tesi doctoral de J. Villar [96]. Per tant, doncs,
M, es pot veure com el digraf linia d’un digraf M}, Iordre del qual és la meitat de
lordre de My, i, cosa que és més important, algunes propietats de M, es poden
derivar de les de M.

Recordem que, donat un digraf G = (V, A) amb n vertexs i m arcs, el seu di-
graf linia LG = (V, Ap) té vertexs en lloc dels arcs de G. Per tant, identifiquem
cada vertex ¢j € Vg, amb l'arc (i, j) € A. Les seves adjaceéncies estan naturalment
induides per les arc-adjacencies en G. Concretament, el vertex 17 € Vy, és adja-
cent al vertex jk, ja que l'arc (i,j) € A té el mateix vertex final que el vertex
inicial de (j, k). Aleshores, 'ordre de LG és igual a la mida m de G i, si G és
0-regular, aleshores LG també ho és i té dn vertexs. A més a més, és prou conegut
que si G és un digraf (diferent del cicle dirigit) i té diametre D, aleshores el seu
digraf linia LG té diametre D + 1 (vegeu Fiol et al. [54]). Respecte a la distancia
mitjana, si G té distancia mitjana d, aleshores LG té, com a maxim, distancia
mitjana d + 1. Algunes altres propietats dels digrafs linia es poden trobar en els
treballs de Fiol et al. [54] i de Comellas et al. [39]. Entre aquestes propietats,
destacariem que I'espectre del digraf linia LG té els mateixos valors propis (difer-
ents de zero) que l'espectre de G, incloses les multiplicitats (algebraiques). De
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u = () w = (1)) = (D)
v = () €3 7= (uait(-1)") = (1))

Figura 2.3: Veértexs amb el mateix veinatge en M.

fet, els conjunts de valors propis només difereixen en el nombre de zeros, ja que
els seus polinomis caracteristics corresponents, prq i pg, satisfan (vegeu Balbuena
et al. [3] i Montserrat [72]):

pre(x) = 2™ "pa(z).

El segiient resultat mostra que l'estructura de digraf linia és inherent al cas
bidimensional:

Lema 2.1.3. Per a tot Ny, Ny, la zarza Manhattan 2-dimensional My €s un
digraf linia.

Demostracié. Només cal comprovar la condicié d’Heuchenne [61], la qual
diu que un digraf és un digraf linia si i només si no té arcs multiples i els conjunts
de veins de sortida (o d’entrada) de cada dos dels seus vertexs sén identics o
disjunts. Suposem, doncs, que dos vertexs diferents u = (ug,uz) i v = (v, v)
tenen un vei de sortida comu w. Aleshores, els arcs 4 — w i v — w han de ser
de tipus diferents, és a dir, un ha de ser un l-arc i I'altre un 2-arc. Si tots dos
fossin, per exemple, 1-arcs, tindriem

w = (ug + (—1)",ug) = (v1 + (—1)", v9),

cosa que portaria a us = v9 i u; = v i, per tant, u = v, en contra de la hipotesi.
Arribem a la mateixa contradiccié si suposem que les dues adjacencies son 2-arcs.
Suposem, doncs, sense perdre generalitat, que uw — w és un l-arc i v — w és un
2-arc. Aleshores,

w = (u1 + (—1)“2, Ug) = (Ul, (%) + (_1)1)1)’
d’on
= o= (1) =0 = (1) = 4 (1),
vy = g — (1) =y — (1) =y 4 (—1),

cosa que implica l'existéncia d’un altre vei de sortida comt w’ de u i v, tal que
u — w' és un 2-arc i v — w’ és un l-arc:

w' = (ul,uz + (—1)u1) = ('Ul + (_1)1)2’2}2)’
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(al,a2+l)gv—(al+l,a2+l)
u:(al,az) (a1+ 1 ,az)
y=(a-1,p+1) (a,b+1)
(a-l,b)EElF(a,b)

Figura 2.4: Una xzarza Manhattan (amb les arestes fines i els vértexs blancs), el digraf

linia del qual prové (amb les arestes gruizudes i els vértexs negres) i dos detalls de la
zarxa Manhattan amb les etiquetes dels vertexs indicades.

amb la qual cosa arribem al resultat esperat (vegeu la figura 2.3). O
Resumint, hem vist que dos vertexs diferents u, v tenen el mateix veinatge de
sortida si i només si sén de la forma

u = (a,b), v=(a+(=1)" b+ (=1)"),

per a alguns enters a € Zy, i b € Zy,. Aleshores, d’acord amb la paritat de a i
b (igual “@” o diferent “m” a la figura 2.4), tenim les dues possibles situacions
que es mostren a ’esquerra de la figura. Observem que el digraf M} d’on prové
M, (és a dir, My = LM)) també és bipartit, amb conjunts independents {“®”
i {“m”}. De fet, la xarxa infinita en l'estructura local de M} correspon al grup
cristallografic pla anomenat p4 (vegeu Coxeter i Moser [42] i Shutov [86]).

En general, les xarxes Manhattan amb dimensié més gran que 2 no compleixen
la propietat de ser digrafs linia. Per exemple, la xarxa tridimensional M (8,6, 10)
no compleix la condicié d’Heuchenne ja que els veinatges de sortida

I((1,1,5) = {(2,1,5),(1,2,5),(1,1,6)} i
F+((6,1,4)) = {(1,1,6),(2,2,6),(2,1,5)}

no sén ni iguals ni disjunts.

Hi ha dues conseqiiencies directes del lema 2.1.3. La primera és que My és
hamiltonia, ja que és el digraf linia d’un digraf 2-regular i, per tant, euleria (vegeu,
per exemple, Chartrand i Lesniak [23]). De fet, en la secci6 2.1.7 mostrem que
les xarxes Manhattan n-dimensionals també sén hamiltonianes. La segona con-
seqiiencia és que, com hem dit, dels treballs de Balbuena et al. [3] i de Fiol i
Mitjana [52], sabem que P'espectre de My(Np, Ny) té el valor propi 0 amb multi-
plicitat (geometrica) almenys %, cosa que veurem amb més detall en la segona
part d’aquest capitol dedicada a l’espectre de les xarxes Manhattan.
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2.1.4 El grup d’automorfismes acolorits
Aqui investiguem les simetries de les xarxes Manhattan.

Teorema 2.1.4. La xarza Manhattan n-dimensional M, és el graf de Cayley del
grup segiient(amb el conjunt de generadors indicat):

I'=(ay,as,...,a, | a) = (aa;)? = (a,aj_l)2 =1,4,7=1,...,n). (2.9)

Demostracié. Demostrem que les aplicacions ¢;, per a 1 < j < n, definides
per

Gj(ur, .o Uy ) = (—Uy e = U1, U+ L =y, e, —Uy,) (2.10)

son totes isomorfismes de M,, de i-arcs a i-arcs. Amb aquest objectiu, denotem
com a 7 u el vertex adjacent al vertex u = (uy,...,u,) a través de l'arc i.
Aleshores, suposem primer que j # ¢, diguem j < 1,

gbj(%*'u,) = ¢j(ur, ..., uj, ..., u + (—1)Zk¢i“k, ey Up)

= (—up,...,u;+1,...,—u; + (—1)1+Zk¢i“k,...,—un)
Vi (=, w4+ 1 = —y,)
i os(u).

D’altra banda, si j = ¢, tenim:

Gi(yu) = ¢i(u17-..,ui+(—1)Zk¢i“’“,...,un)

= (—ul,...,ui—l—1+(—1)Zk#i“k,...,—un)
= i (=up, w1, —uy,)
= 7 ¢i(u).

Aleshores, les aplicacions ¢;, per a 1 < j < n, sén automorfismes acolorits
de M,. Ara demostrem que el grup de permutacions (¢; | 1 < i < n) actua

transitivament sobre el conjunt Z x Zx Xz (i, per tant, també sobre el conjunt
de vertexs de M,, = M (N1, Ny, ..., N,)). Per tant, només cal veure que qualsevol
vertex u = (ug,Us, ..., u,) pot tenir com a imatge el vertex 0 = (0,0,...,0).
Comencem distingint els dos casos de u,, depenent del seu signe (els superindexs
dels isomorfismes indiquen el nombre de vegades que s’apliquen):

o u, <0:
[un |
(ug, ugy ... uy) = (F£ug, *ug, ..., 0);
o u, >0:
@i
(Upy ooy Uy ey Uy) — (U, uy + 1, —uy)
dn"

= (fuq,...,(u; +1),...,0),
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on ¢ < n i, en tots dos casos, el signe + depen de la paritat de w,.

Aleshores, aplicant el mateix procediment n — 1 vegades, obtenim un vertex
de la forma (vy,0,...,0). Des d’aquest vertex, el cami desitjat s’obté considerant
els casos segiients. Sigui k£ un enter no negatiu:

o vy = —k:
(—k,0,...) 25 (0,0,...).

o (0,-1,...) -2 (0,0,...).

2k
o1

(2k,0,...) 2 (=2k,1,..) 25 (0,1,..) 25 (1,-1,..)
22, (=1,0,...) 25 (0,0,...).
Aleshores, el grup I' = (41, . . ., ¢,,) és un subgrup regular del grup d’automor-
fismes AutM,, i M, és un digraf de Cayley. Respecte a l'estructura de I', només

cal veure que compleix la segona relacié definidora en (2.9), ja que les altres es
demostren de manera similar.

(i) 2 (w) = Gidjicdi(un, -y Uiy oo Uy Up)

= Gipjdi(—ur, ..., —Uj ... u;+ 1,0 —uy,)
= ¢ipj(ur,...,—u;+1,...,—u; —1,...,uy,)
= ¢i(—ur,...,u;— 1, 0 —uy, . —Uy,)

= (Up, ey Uiy Uy Up) = U

O
Aquest resultat estructural té algunes conseqiiencies remarcables, la més im-
mediata de les quals és el segiient corollari:

Corollari 2.1.5. La zarza Manhattan n-dimensional M, és un digraf vertex-
simetric.

En canvi, es pot veure que M,, no és arc-simetric, excepte en el cas Ny = Ny =

- = N,.
En el cas bidimensional, la presentaci6 en (2.9) sense la primera relacié gen-
eradora aivl = aévz = 1 correspon al grup cristallografic pla pgg (vegeu, per

exemple, Coxeter i Moser [42] i Shutov [86]). En conseqiiencia, tenim el resultat
segiient:
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Figura 2.5: La zarxa Manhattan M (8,2) i una representacid del seu grup diédric (les
linies sense fletza representen els dos arcs de sentits oposats).

Corol'lari 2.1.6. La zarza Manhattan bidimensional My, respecte a l’arc-coloracio
definida en (2.4), és un digraf de Cayley d’un subgrup (normal) del grup cristal-
lografic pla pgg, que denotem per I'(pgg).

D’altra banda, hem vist que My = LM}, on M} és un digraf de Cayley d’'un
subgrup del grup p4, que denotem per I'(p4). Aleshores, a partir del resultat de
Fiol et al. [49], es pot afirmar que

[(pgg) = T'(p4) » Sa,

on “x” indica el producte semidirecte (vegeu Brunat et al. [22]). De fet, aquest
isomorfisme és cert per als corresponents grups infinits pgg i p4.

En particular, per a Ny = n i Ny = 2, obtenim el grup diedric D,, = Z,, x Ss
(el grup de simetria en dues dimensions d’un poligon regular de n costats). A la
figura 2.5 es mostra el dibuix estandard de M (8,2) i el digraf de Cayley de Ds.

2.1.5 Una definicio alternativa

Els darrers resultats porten a una definicié alternativa de les xarxes Manhattan.

Definicié 2.1.7. El conjunt de vértexs de M, = M(Ny, Na,...,N,) és, com
abans, Zy, X ... X Zy, i els (i-)arcs sén ara (per a 1 < i < n):

(Upy ooy Uiy oy Uy) = (=ug, e, =g, + 1 =iy, .oy —uy). (2.11)
Lema 2.1.8. Els grafs definits per (2.4) i (2.11) son isomorfs.

Demostracido. Introduim l'isomorfisme de la definicid estandard a la nova
definicié (1 <i,5 < n):

WUy, .o, tn)=((— 1) 22 Yy, (=12 %y, (—1) 2 Yy,
(2.12)
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Figura 2.6: Els vértexs amb les etiquetes estandards i amb les induides per les aplica-
cions ¢; en la zarza Manhattan M (6,4).

Aquesta aplicacié conserva les adjacencies i els seus “colors”. De fet,

\If(ul, ey Uy e ,un) = ((—1)Zj¢1 Yy, ..., (—1)215‘“ REX TR (—1)Zj¢"“jun) —
(—(=D)Z g, (D)2 4 1 = (1) P ) =

((_1)2#1 uj+(—1)>i7i “jul’ o (_1)2#2- i (u; + (—1)2#1' Yy

(_1)23'7511 Uj+(_1)zj#i ujun) = \P(ub sy Uy + (_I)Zj#uj’ e ’u")'

O
Com a exemple, la figura 2.6 mostra les dues definicions, l'estandard i la
nova, de la xarxa Manhattan M(6,4). Com és usual, la superficie del tor esta
dibuixada de manera que les linies discontinues representen la identificacié dels
costats parallels del rectangle.
Tal com suggereix aquest exemple, es pot comprovar facilment que ¥ és invo-

lutiva i, per tant, 'aplicacié de la definici6 alternativa a l’estandard és simplement
Ut =,

2.1.6 Els parametres metrics

En el cas bidimensional, van ser Chung i Agrawal [27] els qui van donar, per
primer cop, el diametre d’una xarxa Manhattan M,. En el seu article, van cal-
cular el diametre utilitzant arbres generadors. Aquest resultat també es podria
trobar a partir dels resultats de Varvarigos [94], on es calcula la distancia mit-
jana. Comellas i Dalf6 [32] demostren aquest resultat a partir de la comparacié
de la distribucio de les distancies en M5 i en la corresponent malla toroidal no
dirigida. A més a més, com Varvarigos [94], donen la distribuci6 de vertexs per
a cada valor de la distancia, cosa que permet trobar una féormula tancada per a
la distancia mitjana d, que és la seglient:
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() d=2tN2 1 A i Ny = N, =0 (mod4),

4 N1N2?

(b) d =Mt 41 — A — 5=, si Ny =0 (mod4) i Ny =2 (mod4),

(¢) d="29%2 +1 - o — 57, si Np =0 (mod4) i Ny =2 (mod4),

(d) ol:M—l—l—L—i—i2 si Ny = Ny =2 (mod4).

En particular, en My(Ny, Ny) per a valors grans de N; i N, el nombre de
vertexs a distancia k& > 4 des d'un vertex donat, diguem 0, és 4k — 4 (vegeu
la figura 2.7 per als casos k = 71 8). Morillo et al. [73] també donen el nom-
bre de vertexs a distancia k > 4 per a la xarxa Manhattan bidimensional (no
necessariament toroidal) amb el conjunt de vertexs donats com en (2.8). A més
a més, en el mateix article, es mostra que considerant que el digraf Manhattan és
bipartit, si té diametre D(> 4), aleshores el seu ordre esta fitat superiorment per
la fita segiient, la qual és similar a la fita de Moore (vegeu Miller i Siran [71]):

[ 2D~ 1)27 per a D senar,
N(2,D) = { 2[(D —1)2+ 1], per a D parell.

Per exemple, per als casos D =71 D = 8, illustrats a la figura 2.7, les fites sén
N(2,7) = 721 N(2,8) = 100, que corresponen al nombre de vertexs que hi ha
dintre de les regions representades. Aquestes regions defineixen unes tesselles, les
quals sén conjunts de quadrats unitat associats als vertexs els quals sén a distancia
menor que D (des del 0) i alguns a distancia D (també des del 0), de manera que
cada conjunt independent del digraf bipartit tingui el mateix nombre de vertexs.
Aleshores, si no imposem el tancament toroidal de la xarxa Manhattan, els valors
de les fites es poden assolir, ja que les corresponents tesselles recobreixen el pla
periodicament (vegeu de nou la figura 2.7). Concretament, quan D és senar, els
“passos” (vegeu la figura 2.2) per assolir el maxim ordre sén, per exemple,

a0:37 CL1:2D—3’ a2:_2D+1, CL3:—1;
b():l, 61:—3, 62:—2D+3, b3:2D—1,

mentre que, per a D parell, tenim:

ap=-3, a1 =2D+1, a=-2D+1, az=1
bO:—]_, b1:3, 62:—2D_1’ b3:2D_1

En el cas toroidal que estudiem aqui, i per a un nombre donat de vertexs
N = N; Ny, el diametre és molt més gran que 'obtingut més amunt. En aquest
cas, tenim el segilient resultat (ja conegut en la literatura), que utilitzarem més
endavant en 'estudi del cas n-dimensional. Com hem dit abans, pel que sabem,
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Figura 2.7: Els vertexs a distancia 7 (quadrats blancs) i a distancia 8 (quadrats negres)
des del vértex origen (cercle blanc) i les tessellacions corresponents.

van ser Chung i Agrawal [27] els primers de demostrar aquest resultat i ho van fer
utilitzant arbres generadors. Aqui fem una demostracié constructiva mostrant el
cami més curt de qualsevol vertex al vertex (0,0), cosa que ens proporciona un
esquema d’enrutament local de camins geodesics.

Teorema 2.1.9. El diametre de la zarza Manhattan M(Ny, Ny) és
(@) D=2 +2241, si Ny = N =0 (mod4);

(b) D=+ 22 altrament.

Demostracié. La demostraci6 es basa en la definici 2.1.7 (la definicié al-
ternativa) de les xarxes Manhattan. Siguin a, un nombre parell i un senar,
respectivament, de I'interval [0, NT — 1], per ai = 1,2, i sigui v un nombre enter
de l'interval [0, Nj — 1]. A causa de la simetria del digraf, només cal considerar
un cami des d’un vertex generic u = (uq, ug) fins al vertex 0 = (0, 0), la longitud
del qual mai no sera superior als valors de D del teorema. Primer considerem els
casos amb alguna component u; igual a i% (el signe és irrellevant ja que estem
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en Zy, amb N; parell). Aqui les fletxes i els nombres que hi ha a sobre representen
els camins seguits i les seves longituds.

(i) wyg =, up = 22

(1) uy = 5+ (parell), ug = —:

(1ii) uy = 5+ (parell), up = :
N1

(B0) 25 (B +1-0) 25 (B +1,0) 2= (0,0),

oz

(parell), us = f:

Ny
SN

(M, 8) 22 (0,8) =5 (1,-8) 2 (=1,0) 25 (0,0).

(v) ug = (senar), up = v:

(vi) uy =2 (senar), up = —7:

+ +2

(5 =) — (5,0) = (0,0).

Observem que tots aquests camins tenen longitud dist(u, 0) < %+%, excepte
en el cas (i), on tenim

dist(w,0) =L + g +2 < B0 22 41, (2.13)
La igualtat sassoleix quan 3 = %2 — 1 0 en el cas simetric (iv'), obtingut

a partir de (iv) intercanviant els papers de uj i ug, quan u; = f = % —1i

Uy = % (parell). Observem que, en els dos casos, ;;1 i % han de ser parells, ja
que estem en el cas (a) del teorema Quan § = 22 — 2, lequacié (2.13) déna
dist(w,0) = &+ 22 (per a &L parell i 22 senar) i el mateix passa en el cas

simetric u; = 8 = % —21 Ug N (per a ]\2’1 senar i 22 52 parell). Aquests casos
corresponen al cas (b) del teorema

A més a més, si cap dels u; és igual a X, hem de considerar els casos segiients
(com abans, «; i [3; representen un enter parell i un de senar, respectivament, en
linterval [0, N; — 1], i = 1,2):
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(1) w = —ay, us = —a:
(—on, —ag) =2 (0, —an) 22 (0,0).
(2) w = —a, up = —f3:
(—a, —8) = (0,-8) = (0,0).
(3) w = —f1, up = —f:
(=81, —B2) 5 (0, 8) =5 (1, =) 72 (=1,0) = (0,0).
(4) u = —a, up = 3

(—a, ) =2 (0,8) =5 (1,-8) 22 (=1,0) 5 (0,0).

(=B, B2) 2 (0, ~B2) *2 (0,0).
(8a) u1:a1<%—1,u2:a2:
(a1, ) =5 (a1 + 1, —an) 223 (g +1,0) 25
(—oq —1,1) ™% 0, -1) 25 (0, 0).
N-

(Sb) U1:Oé1:71—1,’lj/2:0é22

(a1, a2) =5 (a1 + 1, —ag) = (2, —ay) 73 (21,0) =2 (0,0).
(9) up =, ug = G

(a,8) “5 (a+1,-8) 72 (—a - 1,0) 22 (0,0).
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(10) Uy = ﬁl, Ug = 521
(B, B2) =5 (B +1,—B2) 2 (=1 — 1,0) 22 (0,0).

Observem de nou que tots aquests camins tenen longitud dist(u,0) < % + %,
excepte en els casos (4), (8b) i (9), on tenim

dist(u, 0) = L + 22,

per a les diferents paritats de % i % Per exemple, en el cas (8b) el maxim
s’assoleix quan an = %—1, és a dir, per al vertex (%—1, %—1), on N =Ny =2
(mod4). Aixo completa la demostracié. O

D’aquesta demostracid, obtenim que els vertexs a distancia maxima des del O

sén, depenent del cas (recordem que estem utilitzant la definicié alternativa):

(ZU> (%7 % - )7 (% - 17 %)7
(b1) Ny =0, Ny =2 (mod4)

(0): (3, %
A
(M ’& +1),
O (% - 1,% - 1)
(b2) Ny =2, Ny =0 (mod4)
(@): (53,
b oy
(N 7& —1),
(9): (% —1,% 1),
(b3) N1 = Ny =2 (mod4)
(Z : (%’%)7
(8b): (B —1,%2—1)

Per trobar el diametre de la xarxa Manhattan n-dimensional introduim la
notaci6 segiient: donat N (parell) i 0 < u < N, sigui ||u||x la distancia entre 0
i u en el cicle no dirigit Cy, és a dir, ||u||y = min{u (mod N), —u (mod N)}, per
tant, 0 < |lu|ly < %

Lema 2.1.10. Per a n > 2, considerem els vértexrs 0 = (0,0,...,0) i u =
(Ut ..oy Up_1,uy) en My, = (Ny,...,Ny_1,N,) i els vertexs e; = (1,0,...,0) i
u' = (u1,...,uy_1) en M1 = (N, ..., Ny_1). Sigui o« = (=1)"n. Aleshores,

(a) dlStMn(’U,,O) > Z?:l ||ul||sz
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(b) dista, (w,0) < distar,_, (aw’,0) + [Jun||N,, si u, €[22, N,);

(c) distay, (w,0) < distay,_, ((u' + €1),0) + ||uy]

N+ 1, siou, €[0, 2 —1].

Demostracié. La desigualtat de I'apartat (a) és una conseqiiencia directa
del fet que el graf subjacent de M, és el producte cartesia dels cicles Cy,, per a
1<i<N,.

Si % < u, < N,, hi ha un cami de longitud N,, — u,, = ||u,||n, des de
u a (ouq,...,cu,1,0) en M,. Des d’aquest vertex, caldran com a maxim
distys, _, (o, 0) passos per arribar a 0. Aixo demostra 'apartat (b).

D’altra banda, quan 0 < u,, < % — 1, primer anem amb un sol pas des de
wa (up+ 1, —us,...,—uy_1, —u,). Aleshores, des d’aquest vertex tenim un cami
de longitud u,, = ||u,||n, fins a (a(uy + 1), —aus, ..., —au,—1,0). Aixo, amb un
raonament similar a l’anterior, demostra l'apartat (¢). O

Com a conseqiiencia, a causa de la simetria dels vertexs de M,,, tenim:

S < exear, (0) < exen,, (0) + B,

No _

5 1, i la mateixa formula és valida per als

ja que, en el cas (¢), ||unlln, <
diametres respectius:

Sy 5 < D(M,) < D(M,_y) + 2. (2.14)

Teorema 2.1.11. El diametre d’una zarza Manhattan M, = M(Ni,...,N,),
pera N; >4, 1=1,2,...,n, és

(@) D(M,) =" 5 +1, s N; =0 (mod4);

(b) D(M,) =>"" % altrament.

i=1"2"
Demostracié. Com que el lema 2.1.10 és valid per a dues components quals-
sevol del vertex (uy,us, ..., u,), el podem aplicar recursivament per tenir

D(M,) < D(M(N;,N))+ 43, Ni  (peral<j<k<n). (2.15)

Aleshores, sota la hipotesi de 'apartat (b), hi ha alguns 1 < j < n tals que N; # 0
(mod4) i D(M(N;, Ny)) = % + & a causa del teorema 2.1.9. Aixo, juntament
amb la fita inferior en (2.14), demostra la igualtat de l'apartat (b).
D’altra banda, si N; =0 (mod4) per a 1 <i <n, el teorema 2.1.9 i 'equacié
(2.15) donen
D(M,) < % S N+ 1. (2.16)

Aleshores, per demostrar I'apartat (a) només ens cal mostrar que la igualtat
s’assoleix per a algun vertex. De fet, en aquest cas, els vertexs a distancia maxima
del 0 sén:

'U/i:(&,&,...,&—l,...,&), (pera1§2§n)
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(compareu-ho amb l'apartat (a) del cas bidimensional en la llista dels vertexs a
distancia maxima, després de la demostracié del teorema 2.1.9). Per exemple,
comprovem que dist(u;,0) assoleix la fita superior en (2.16). Observem que la
primera component de wuq, % — 1, és senar, mentre que les altres, NT, per a
2 <1 < mn,son parells. A més a més, per a tot 1 < i < n, calen almenys N7 passos
per portar la i-¢sima component al 0, cosa que déna dist(u;,0) > "7, i En
particular, aix0 requereix canviar, en algun pas, la primera component de %\% -1
a —% +1= % + 1, cosa que s’acompleix quan el nombre, diguem-ne r, de passos
previs que van a través de j-arcs,

(Ui, ooy Ujy ey ty)  — (—ug,..,uj+ 1,000, —u,) (pera2<j<n)

és senar. Aleshores, malgrat que haguem fet r passos en la direccié “correcta” cap
al 0, hi ha algun j tal que la primera i la j-esima components del vertex assolit
w,oup =5+ 11 € [% + 1, N; — 1], sén senars. Pero ara, com en el cas (3)
de la demostracié del teorema 2.1.9, és impossible portar aquestes components
a 0 sense fer almenys [|u) || + [[u}| + 2 passos (no importa com siguin les altres
components). Per tant, tenim que dist(u;,0) = >, N7 + 11 aix0o completa la
demostraci6. O

Dels resultats i les demostracions dels teoremes 2.1.9 1 2.1.11 i del lema 2.1.10,
velem que es pot enviar un missatge (globalment o localment) a través del cami, la
longitud del qual esta fitada pel diametre de M,,. De fet, per anar des del vertex
(u1,ug,...,u,) fins al O, primer anem al vertex (0,...,u;,...,u;,...,0) per a
alguns i, 7 apropiadament escollits (demostracié del lema 2.1.10) i seguim l'en-
rutament de la demostracié del teorema 2.1.9, com si estiguéssim en M (N;, N;),
per arribar al vertex destinacié O.

2.1.7 Cicles hamiltonians

En aquesta seccié demostrem que les xarxes Manhattan M,, son digrafs hamilto-
nians i, en el cas bidimensional, donem condicions suficients per descompondre
M, en dos cicles hamiltonians arc-disjunts.

Teorema 2.1.12. La zarza Manhattan M, és hamiltoniana.

Demostracié. Utilitzant la definicié estandard de la xarxa Manhattan, anomen-
em camd horari (respectivament, cami antihorari) un cami de i-arcs, en el qual
la suma >, u; en (2.4) és parell (respectivament, senar). Procedim per in-
duccié sobre n. Per a n = 1, M; és un cicle dirigit i és trivialment hamiltonia
(també podriem comencar des de n = 2 perque ja sabem que My és hamiltonia pel
lema 2.1.3). Ara suposem que existeix un cicle hamiltonia per a M,,_;. Aleshores,
construim un cicle hamiltonia per a M,, unint adequadament N,, cicles hamilto-
nians (sense alguns arcs) dels seus N,, subdigrafs isomorfs a M,,_; (recordem el
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Figura 2.8: Cicle hamiltonia en M,
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Figura 2.9: Cicle hamiltonia en M (8,6).

lema 2.1.2(c)). Concretament, el cicle comenga a, diguem, (uy,us, ..., u,_2,0,0) 1
va des d’aquest vertex fins a (uy,ug, ..., Uy—2,0,1), ..., (ug,us, ..., Up_2,0, N, —
1). En aquest darrer vertex, fem un cicle hamiltonia horari en un subdigraf M,,_;
(sense I'ultim pas) fins a (uy,us, ..., uy—2, Nyoy — 1, N,, — 1). Des d’aqui, anem
a (ug,ug, ..., up_9,Ny_1 — 1, N, — 2). Aleshores, fem un cicle antihorari fins a
(ug,ug, ..., Up_2,1, N, —2). Des d’aqui, anem a (uq,usg, ..., u, 2,1, N, —3). Ara
repetim aquest procés algunes vegades fins a arribar al cicle hamiltonia antihorari
(sense I'iltim pas) del M,,_; que acaba en (uy,us,...,u,_2,0,0) i aix0d tanca el
cicle hamiltonia de M,, (vegeu la figura 2.8). O

Com a exemple d'un cicle hamiltonia, vegeu la illustracié de M(8,6) en la
figura 2.9.

A més de la propietat hamiltoniana de les xarxes Manhattan, en algunes apli-
cacions és 1til tenir una descomposicié de la xarxa en dos (o més) cicles hamil-
tonians arc-disjunts. En aquest context, Varvarigos [94] va mostrar la preséncia
de dos cicles hamiltonians arc-disjunts en les xarxes Manhattan bidimension-
als “quadrades” M(N,N). Generalitzant el seu resultat, a continuacié donem
les condicions suficients perque una xarxa Manhattan M (N7, Ns) sigui descom-
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Figura 2.11: Una descomposicid de M(12,8) en dos cicles hamiltonians arc-disjunts.

ponible en dos cicles hamiltonians arc-disjunts.

Proposicié 2.1.13. Sigui My = M(Ny, N3) una zarra Manhattan bidimensional.
Si es compleixen les segiients condicions:

(a) med{fL, 22} =5 >2;

(b) Ewisteizen s1,82 > 0, s1 + so = d, tals que

med{s;, 2} = med{sy, 22} = 1;

aleshores My conté dos cicles hamiltonians arc-disjunts.

Demostracié. La demostracié es basa en un resultat de Trotter i Erdds [93]
(vegeu també Fiol i Yebra [53]), els quals van demostrar que les condicions (a) i
(b) son suficients perque el producte cartesia de dos cicles dirigits C, 2 X Ch, /2
sigui hamiltonia. Per exemple, aquestes condicions es compleixen amb % =61
% =4, jaque s = 21ipodem agafar s; = s5 = 1, cosa que dona el cicle hamiltonia
de la figura 2.10. En general, per obtenir aquest cicle es repeteix periodicament
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un subcami de s; passos horitzontals i s, passos verticals. A la figura 2.11, es
mostra que aquest cicle hamiltonia en Cs x Cy (amb arcs que van cap a l'est i cap
al nord) déna el patré per construir un cicle hamiltonia en M (12,8), de manera
que cada arc del primer déna lloc a un cami de longitud 2 (amb les components
dels vertexs inicial i final parells) que segueix la mateixa direccié que I'arc. La
idea clau és que, abans de tancar el quasicicle (cicle sense algunes arestes) est-
nord—en negre a la figura—canvia el seu tltim pas de vertical a horitzontal i fa
un quasicicle oest-sud—en gris en la figura (ara amb camins de longitud 2 amb les
components dels vertexs inicial i final senars). Aleshores, al final, canvia de nou
(el darrer pas de vertical a horitzontal) per connectar amb el primer quasicicle
i completar el cicle hamiltonia en M,. Respecte a l'altre cicle arc-disjunt de
M (Ny, N3), és el complement del primer. Alternativament, es podria veure com
un cicle hamiltonia construit de la mateixa manera que el primer, pero sobre el
digraf de la xarxa Manhattan M (Ns, N1) (vegeu de nou la figura 2.11 per als
detalls). O

2.2 Esquemes de comunicacio

En els esquemes de comunicacié s’estudien els enrutaments (globals o locals)
de camins geodesics, la difusié (o broadcasting) i el gossiping. La difusi6 és el
procés de disseminar un missatge des d’'un node d’una xarxa de comunicacions
fins a tots els altres nodes tan rapidament com sigui possible, mentre que en el
gossiping la informaci6 s’envia des de tots els nodes fins a tots els nodes. Aqui
estudiem els enrutaments de camins geodesics i la difusié en les xarxes Manhattan
bidimensionals.

2.2.1 Enrutament

L’interes principal de la demostracio del teorema 2.1.9 és que proporciona un en-
rutament (global o local) de camins geodesics. De fet, per la simetria de la xarxa,
només cal mostrar un cami des de cada vertex fins al vertex (0,0). En efecte,
un cami entre dos vertexs generics (vy,vy) — - -+ — (wy, ws), sota 'isomorfisme

Ni—(—1)2 - ; : :
1 (=12, $3>7"  es transforma en el cami de la mateixa longitud

u = ((=1)"%[or —wi], (=1)*" vz = wo]) — --- = (0,0).

Aleshores, per a cada node w = (uy,us) i segons els casos (i)—(vi) i (1)—(10) de
la demostracio del teorema 2.1.9, podem determinar quin és el cami més curt des
de w fins al (0,0). Com a exemple, a la figura 2.12 es mostra la xarxa Manhattan
M (10, 8), on els nimeros petits sobre cada vertex indiquen el cas corresponent a
la demostracié. Quan una de les components u; és zero, pot haver-hi dos casos
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Figura 2.12: Els camins més curts cap al vértex (0,0) en M(10,8), d’acord amb la
demostracio del teorema 2.1.9.

1,4) |24 ¥(3,4) 4.4)

equivalents. Quan una d’aquestes etiquetes porta un apostrof es refereix al cas
simetric (obtingut intercanviant els papers de u; i ug). Tant la figura com la
demostracié donen els enrutaments global i local. En un enrutament global, tot
el cami de u a (0,0) s’obté a partir del cas al qual u pertany. Per exemple, el
vertex (6, 1) pertany al cas (4), que ens déna el segiient cami (amb linia gruixuda
a la figura 2.12):

(6,1) — (7,7) — (8,1) — (9,7) — (0,1) — (1,7) — (9,0) — (0,0).

Si en algun pas hi ha més d’una opcid, sempre agafem ’aresta horitzontal. Aquest
cami és conseqiient amb un enrutament local, on cada node u ha d’escollir quin
arc de sortida utilitza en el cami més curt cap al vertex (0,0). En l'exemple
anterior, el node (6, 1) pertany al cas (4), el qual ens diu que el segiient pas ha
de ser horitzontal i ens porta al vertex (7,7), que pertany al cas (3), que ens diu
que el segiient pas ha de ser de nou horitzontal per assolir el vertex (8,1), que
pertany als cas (4). Procedim aix{ fins a arribar al vertex (0, 0).

En la figura 2.12, els quatre vertexs (5,4), (3,4), (6,3) i (4,3) que estan a
la distancia maxima 9 des del (0,0)—cas (b2) després de la demostracio—estan
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indicats en gris.

2.2.2 Difusi6

Donat un digraf G = (V, A) i un vertex u € V', la difusié és el procés de disseminar
una informaci6 des del vertex u (anomenat origen) fins a tots els vertexs de G en
unes determinades condicions. En el model de difusié que hem seguit, les regles
que s’han de complir son les segiients:

e La transmissio de la informacid des d’un vertex fins a un altre es fa en una
unitat de temps.

e Un vertex pot informar només els seus vertexs adjacents.

e En una unitat de temps, un vertex pot informar com a maxim un vertex
adjacent.

e Totes les transmissions que tenen lloc en una unitat de temps donada es
produeixen simultaniament.

El conjunt de transmissions utilitzades per enviar la informacié s’anomena pro-
tocol de difusio. L’algorisme de difusio és el conjunt de regles que generen el
protocol.

Donat un digraf (connex) G i un vertex u, el temps de difusié de u, de-
notat per b(u), és el minim nombre d’unitats de temps necessaries per enviar
un missatge originat a u. El temps de difusic del (di)graf G es defineix com a
b(G) = max{b(u)|u € G}. Per a qualsevol vertex u en un (di)graf connex amb |V/|
vertexs, b(u) > [logy |V]], ja que per cada unitat de temps el nombre de vertexs
informats pot ser com a maxim el doble. Per a un (di)graf vertex-simetric, el seu
temps de difusié és igual al temps de difusié de qualsevol dels seus vertexs.

En el cas de la malla bidimensional no dirigida N, Ny, se sap que el seu temps
de difusio és

b(Nl,Ng) - N1 + N2 - 2 == D,
on D és el diametre de la malla. En el cas del tor bidimensional no dirigit Ny, No,
si N7 i Ny s6n parells, aquest graf és antipodal i el seu temps de difusié és

b(NlaNQ) = %_‘_% = Da
on D és el diametre del tor. En els altres casos, el seu temps de difusioé és
b(Ny, No) = [ B+ + [ B2 +1=D+1.

Vegeu Fraigniaud i Lazard [56] per tenir més detalls sobre aquests resultats.
El segiient lema sera necessari per demostrar el nostre resultat sobre la difusié
en les xarxes Manhattan multidimensionals.
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Figura 2.13: Arbre de difusié per a Ny = Ny =0 (mod 4).

Lema 2.2.1. Per a un (di)graf G amb diametre D el temps de difusid satisfa
b(G) > D. A més a més, si existeix un verter u tal que el nombre de vértexs
a distancia D des de u és Np(u) > (D;k), per a algun enter k > 0, aleshores
b(G)> D+ k.

Demostracié. Denotem per n! el nombre maxim de vertexs a distancia r
del vertex origen, 0 < r < D, que poden ser informats a l'instant t > r. Com
que aquests vertexs només poden ser informats pels vertexs a distancia r — 1
o r, es compleix n’ < n!~! 4 nt~!. A més, per recurréncia sobre ¢ sabem que
nh = nf = 1, per a tot t. Per tant, n’ < (). Aleshores, agafant t = D + k i
r = D, obtenim que el nombre maxim de vertexs a distancia D que poden ser
informats a l'instant D + k és ng+k < (D ]':k), cosa que implica el resultat del
lema. O

En particular, observem que per a k = 0, el resultat anterior ens diu que, si a
distancia D d’un vertex donat hi ha almenys dos vertexs, aleshores b(G) > D+ 1.

Teorema 2.2.2. El temps de difusio per a una rarza Manhattan bidimensional
My = M(Ny, Ny), per a N1, Ny >4, és D+ 1. Aquest temps de difusid és optim.

Demostracié. El temps de difusié no pot ser D, ja que en les xarxes Man-
hattan bidimensional hi ha almenys 2 vertexs a distancia D de l'origen (després de
la demostracié del teorema 2.1.9 hi ha la llista dels vertexs a distancia maxima).
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Figura 2.14: Arbre de difusié per a N1 =0, Ny =2 (mod4).

Aquest temps de difusié és optim perque s’assoleix en aplicar un algorisme de
difusié, que hem denominat ciclic. Aquest algorisme I’hem obtingut mitjancant
algorismes genetics (vegeu Koza [67] i Comellas i Dalfé [31]).

Algorisme ciclic:

1. A la primera ronda, el vertex origen envia el missatge a través de I'arc de
sortida horitzontal i a la segona ronda a través de I’arc de sortida vertical.

2. Els vertexs que reben el missatge a través d'un arc d’entrada horitzontal
(respectivament, vertical), 'envien primer a través d'un arc de sortida horit-
zontal (respectivament, vertical) i després, a la ronda segiient, a través d'un
arc de sortida vertical (respectivament, horitzontal).

Com que la nostra xarxa Manhattan és toroidal, cal intercanviar ’ordre de 1’al-
gorisme en els vertexs segiients (en la notacié de la definicié estandard i partint

del vertex origen):

e Ni =N, =0 (mod4):
(5 +1,1), (0, 3);

o V.

2

1 =0, Ny =2 (mod4):
(B +1,1), (0,22), (& -1,0), (&
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Figura 2.15: Arbre de difusié per a Ny = Ny =2 (mod4).

e N; =2 N, =0 (mod4):

e Ni =Ny, =2 (mod4):
(5 +2,1), (0, %2), (5,0).

Observem que, en els casos segon i tercer, els punts obtinguts sén simetrics in-
tercanviant els papers de Ny i Ny. Aquest algorisme ens déna el temps de difusio
optim D+ 1. A les figures 2.13, 2.14 i 2.15 s’il'lustren els arbres de difusié per als
casos N = Ny =0 (mod4), Ny =0, Ny =2 (mod4) i Ny = Ny =2 (mod4) (el
cas N1 =2, Ny =0 (mod4) és simetric al segon cas). O

2.3 Espectre de les xarxes Manhattan

2.3.1 Introduccio

En aquesta seccid, calculem l'espectre de la xarxa Manhattan n-dimensional i
mostrem, entre altres coses, que contenen I’espectre de I’hipercub. El coneixement
de lespectre d'un (di)graf és important per trobar alguns parametres rellevants,
els quals en general sén molt dificils de trobar per altres metodes. En particular,
I'espectre de la matriu d’adjacencia d’'un digraf conté informacié sobre les seves
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propietats d’expansi6. Tanner [92] va ser el primer de remarcar aquest fet. En
els articles de Sarnak [84] i en els de Chung et al. [24, 25, 26] s’han establert
relacions similars per a altres parametres com, per exemple, el diametre.

En l'estudi de l'espectre de les xarxes Manhattan, caracteritzem 1’espectre
per al cas bidimensional, és a dir, calculem els seus valors i vectors propis. Per
al cas n-dimensional, reduim drasticament la complexitat dels calculs per trobar
I’espectre.

Recordem alguns resultats sobre 1'espectre de cicles dirigits Cly, el producte
cartesia de dos cicles Cy,0Cly, i el n-cub @Q,.
Els valors propis del cicle Ciy sé6n les N arrels de la unitat, w* = €'~ ¥, per

a0 <k<N-11i¢"=(1,wFw? .. wW™DF) & un vector propi de w*. De
. 27 - om
forma similar, els valors propis de C, 0 Cly, sén w* + 7! = '™ Fe'n l, per a

0<k<N —1i0<1[< Ny—1. Els seus respectius vectors propis ¢ = qb(k’l)
tenen components ¢; ;) = wikril Es important notar que els conjunts de vectors
propis {¢"} i {¢"}r; sén les bases ortogonals involucrades en el calcul de
la transformada discreta de Fourier (DFT) de dimensions 1 i 2, respectivament
(vegeu Briggs i Henson [21]).

A més a més, l'espectre del n-cub @Q,, és

san:{(n—Qk)(Z):k:zO,l,...,n},

on els superindexs denoten multiplicitats. En aquest cas, els vectors propis corre-
sponents tenen components +1 i estan definits més endavant (ja que M, (2,2, ...,2)
= @Qn), vegeu, per exemple, Biggs [20].

Recordem també un resultat molt 1til en la teoria espectral de (di)grafs. Per
a un digraf, se sap que les components dels seus vectors propis es poden veure
com a carregues en els vertexs (vegeu Godsil [58] i Fiol i Mitjana [52]). Més
concretament, suposem que G = (V, A) és un digraf amb matriu d’adjacencia A
i A-vector propi v. Aleshores, la carrega d’un vertex ¢ € V és la corresponent
component v; de v. L’equacié Av = Av ens dona

Zvj =My peratot i€V (2.17)

11—

Es a dir, cada vertex “absorbeix” les carregues del seus veins de sortida per tenir
una carrega final A vegades la que tenia originalment.

Una conseqiiencia directa del lema 2.1.3 i dels resultats de Fiol i Mitjana [52],
que son rellevants en el nostre estudi, és que 'espectre en el cas bidimensional
M (N7, N3) té el valor propi 0 amb multiplicitat almenys % Com a exemple, la
figura 2.16 illustra un 0-vector propi de Ms(6,4) com una distribucié de carregues

+11i 0 en els seus vertexs. De fet, utilitzant (2.17), podem veure que cada vertex
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Figura 2.16: Un 0-vector propi de Ms(6,4).

té veins de sortida la carrega total dels quals suma 0. Analogament, cadascun
dels altres % — 1 =11 (linealment independents) 0-vectors propis s’obtindria
posant carrega 1 en un dels dos vertexs d'una diagonal puntejada, —1 en l'altre
i carrega nulla en la resta de vertexs.

2.3.2 Valors i vectors propis

La seglient proposicié mostra que I'espectre d’una xarxa Manhattan n-dimensional
conté l'espectre del n-cub @,.

Proposicié  2.3.1. L’espectre d’una xarra Manhattan n-dimensional
M,, = M(Ny, Ns, ..., N,) conté tots els valors propis (incloent-hi les multiplicitats)
del n-cub Q,:

sp Qn C sp M,

on la tqualtat és valida quan N; =2, per a1 <1 <n.

A més a més, per a tot subconjunt I, C {1,2,...,n} de cardinalitat k, 0 <
k < n, el vector w amb components wy = [[;c; (=1)", on w = (uy,us, ..., uy,)
és un vector propi associat al valor propi A =n — 2k.

Demostracié. Els conjunts independents V3, definits després del lema 2.1.2,
constitueixen una particié regular m del conjunt de vertexs de M,,. El correspo-
nent digraf quocient M, /7 és clarament isomorf al n-cub @,. Aleshores; el poli-
nomi caracteristic de @, divideix el de M,, (vegeu Godsil [58, pag. 78]). A més,
quan N; = 2 per a 1 <i <n, tenim la igualtat, ja que M,(2,2,...,2) = Q,.

Per trobar els vectors propis associats als valors propis, pensem en cada com-
ponent d'un A-vector propi w com una “carrega” en el corresponent vertex.
Aleshores, la suma de les carregues dels veins de sortida d’un vertex w és A
vegades la carrega del vertex u (vegeu Fiol i Mitjana [52]). Si la carrega del
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vertex u és wy = [[;c;, (—1)", aleshores entre els seus n veins de sortida, hi ha
(n — k) vertexs amb carrega wq, (és a dir, aquells adjacents des de u a través de
i-arcs, 1 € Iy) 1 k vertexs amb carrega —wq, (aquells adjacents des de u a través
de i-arcs, i € Ii,). Aleshores,

>\U)fu, = (n — ]{Z)wu — ]{IU)fu, = (n — Qk)wfu,

Per completar la demostracid, observem que, per a tot valor de k, les (Z) eleccions
possibles de I, donen el mateix nombre de vectors propis linealment independents
w. De fet, el pes wq, del vertex u = (uq,us,. .., u,) només depen de la paritat
de les components de I,. Aleshores, els vectors w sén també vectors propis del
n-cub @, = M, (2,2,...,2). Per tant, la multiplicitat geometrica del valor propi
A=mn—2k és (Z), com esperavem, ja que per a cada valor propi aquest és el
nombre de vectors propis linealment independents. O

El cas bidimensional

L’espectre d'una xarxa Manhattan bidimensional M (N7, Ny) es pot calcular a
partir dels valors propis dels cicles dirigits Cly,, ¢ = 1, 2.

Teorema 2.3.2. FEls valors propis d’una xarra Manhattan bidimensional My =
M(Nl, Ng) son

O,i\/2c0s<%)+2cos<%) per a ng:g%—l,oglg%q. (2.18)

A més a més, la multiplicitat geométrica de cada valor propi no nul coincideix amb
el nombre de vegades que apareix en (2.18), mentre que la multiplicitat geométrica
del wvalor propi zero satisfa m(0) > M2 La igualtat es déna quan N; # 0
(mod4),i=1,2.

Demostracié. Sigui A la matriu d’adjacencia de la xarxa Manhattan bidi-
mensional My = M(Ny, Ny). Siguin A\; = ek g Ay = '™ els valors propis
dels cicles Cy, i Cn,, per a0 <k < Ny —110 <[ < Ny — 1, respectivament.
Aleshores, a partir dels seus corresponents vectors propis

r = ([L’(), L1y ,Z’Nl_l) = (1, )\1, )\%, ey )\i\h—l)’

Yy = (y(), Y1y - - 7yN2—1) = (1, )\2, )\g, cey )\é\b_l).
definim un A-vector propi w de Ms, les components del qual sén de la forma:

W) = axiyj + Pr_iy—; + vriy—; + 0r_y;, (2.19)
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per a algunes constants «, 3,7 i 6 a determinar. En termes dels vectors propis
del producte cartesia Cn, 0 Cl,, aixo correspon a agafar el vector

w = w*) = ad®™ + B 4 4D 4 5 RD. (2.20)
Aleshores, per construir w, utilitzem no només x i y, siné també els seus vectors
conjugats T = (Tg, T1,. .., TN, 1) 1 § = (yo, Ul,---,Un,—1), els quals corresponen

als valors propis \; = e_ifvl id =¢ Nzl, respectivament. Per tant, sense
perdua de generalitat, podem restringir-nos als rangs 0 < k£ < % i0<i< %

Ara, interpretant de nou les components d’un vector propi com a carregues
en els vertexs, vegeu (2.17), es compleixen les equacions segiients:

Tig1 = Ty, Ty = MT_i_1, @€ Ly;
Yjt1 = Ay, Y—j = AY—j-1, J € Ln,.
A més, com que A\; ' = \;, les dues igualtats de la dreta es poden escriure com a:
T_ii1 =MT_y, 1 E Ly
Yojo1 = May—j,  J € Ln,.
A causa de 'equaci6 (2.17), tenim que, per a tot vertex (i,7) de My,
(Aw)ay = Y. Weg =Away).
() —(i.5)
Aleshores, tenint en compte que el vertex (i, j) és adjacent als vertexs (i + 1, —j)
i (—i,j + 1) i utilitzant Pexpressi6 de w(; ;) en (2.19), I'equacié anterior s’escriu:

Wiit1,—j) T Wijrn) = QTiY—j + Briqy; +YTip1y; + 0T 1y
+ ar_yi + Briy—j YTy o1+ 0Ty
= Mazy; + Br_iy—j +yriy—j + 0x_3y;),
d’on, per a tot 1, j,
Of)\ll'iy—j + N f iYj +7)\1x,y] )\ T_iY—j
+ alx_y; + ﬁxiy_j + LTY—j + OAaTiy;
= (YA +0A)ziy; + ( N %) Ty + (Oé)\l + A%) TiY—j
+ (% + Oé)\2> r_iy; = Maxy; + Br_iy—j + yxiy—j + 0T _3y;)
0, en termes dels corresponents vectors propis,
(YA + 5)\2)(75(%:1 (}\1 + )\12) ¢(—k,—l) + (a)\l + /\%) ¢(k,—l)
+ (£+ax) e (2.21)
= 2ag®h + 238 a1 asp R, (2:22)

Ara hem de distingir quatre casos, depenent dels valors de k i [:
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(a) Suposem que 0 < k < % i0<i< % Aleshores, com que k # —k il # —I,

els quatre vectors ¢ 5D sén linealment independents i els seus respectius
coeficients han de ser iguals. Aleshores, (2.22) déna I'equacié matricial:

0 A2

0 )\1 [0 (8
0 0 %2 %1 3 3
A\ %2 70 y =\ y (2.23)
o %1 0 0 ) )

Per tant, A és un valor propi d’aquesta matriu, el polinomi caracteristic de
la qual és
p(r) =2 — 22\ + A2+ A3+ A0), (2.24)

amb les arrels © = 0 (doble) i # = £/A2 + A\ 24+ A2 + A, 2. Els correspo-
nents vectors propis son les files de la matriu

1 —A1 A2 0 0

0 0 —AAg 1
B = AAIX A B ) 2.25
1+A12A23 1+A§1Ag Aty 1 ( )

)\A]%Ag A1 A >\— 1

TIRAIN T 1HAIAR 172
on

)\:\/)\%4—)\1_2_‘_)\%4—)\2_2:\/QCOS<%>—I—2COS(%). (2.26)

Aleshores, per a cada parell de valors propis A\; i Ay dels cicles Cy, i Ch,, els
vectors propis del valor propi 0 (amb multiplicitat dos) i £\ de My(Ny, Ns)
sén, respectivament,

wi = ¢*D — A h

wi = gt 4 @D,

wék’l) _ i ¢(k,l) 4+ A ¢(—k,—l) 4 )\1)\_2¢(k,—l) i ¢(—k,l)’

142272 1+X3X2
k,l AN , —k,— Yo hk— -k,
'I.UA(L ) = —1+§%;% P — 13%33 P+ Mg + ¢ (2.27)

+hE) g6n linealment independents (de fet,

, . kD) . (kl
sén ortogonals), els dos vectors propis 'wg )i w! ), corresponents al valor

propi 0, també ho sén. Aleshores, el valor propi zero té com a multiplicitat

el valor 2(fL — 1)(22 — 1).

Com que els quatre vectors d)(

A més a més, quan el valor de A en (2.26) no és nul, tots els vectors propis

'wz(-k’l), 1 < i < 4, s6n també linealment independents. Aixo és degut a la



2.3 Espectre de les xarxes Manhattan 41

independencia lineal dels vectors qb(ik’ﬂ) i al fet que el determinant de la
matriu en (2.25) és

det B = 20842)
A2

Aixi, quan A # 0, les files de la matriu sén linealment independents.

Vegem ara que A = 0 quan N; = 0 (mod4), per a algun i = 1,2. De fet,
de l'equacié (2.26), A = 0 si i només si cos(4”k) + cos(‘}f{l) =0, és adir, o
els dos angles sén iguals a un multiple senar de Z 0 ho son la seva suma o

diferéncia.

En el primer cas, tenim A2 + A2 =01 N; = N, = 0 (mod4). En el segon
cas, \} +1=01N; =0 (mod4) per a almenys un valor de 7 € {1,2}.

Finalment, si (k',0') # (k,[), tot vector wgkl’ll) és ortogonal a wgk’l), per a

1< <4,

Resumint, en el cas (a) tenim:

— El valor propi zero amb multiplicitat geometrica 2(41 — 1)(£2 — 1).

— Si N; # 0 (mod4), i = 1,2, hi ha 2(& — 1)(52 — 1) valors propis no

2
nuls, la suma de les multiplicitats geometriques dels quals també és

2(% —1)(&2 - 1).

0<k<f 1€{0,22}, ésadir, k# —k, Ay = 1. L'expressi6 del vector
en (2. 20) es ara
w = agp® 4 57,

que correspon a agafar 3 = v = 0 en I'equacié (2.22). En forma matricial,
obtenim dues equacions:

GO e

agafant el signe positiu o el negatiu. Les dues matrius tenen el mateix
polinomi caracteristic

ple) = x(e — A — ). (2.29)

Aleshores, obtenim els valors propis 0 i

A=\ + )\ = 2cos (2]@”“) = \/2 oS (4’”“) + 2. (2.30)

Aquest darrer valor propi correspon a agafar [ = 0 en (2.26).

Per tant, en aquest cas tenim el valor propi 0 amb multiplicitat geometrica

2 (2 — 1) i un nombre igual de diferents A a partir de (2.30).
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(c) ke {0,8}, 0 <1< 22 ésadir, \y = +1, [ # —I. Aquest cas és similar a
l’anterlor amb els valors propis 0 i

A=Ay + Ay = 2cos (%’l) = \/2(:08 (4”1) +2. (2.31)

De nou, la multiplicitat geometrica de 0 és 2 (% — 1) i hi ha també 2 (% — )
valors propis a partir de (2.31).

(d) ke {0,}, 1€ {0,282}, és adir, \; = £1, Ay = £1. Com que k = —k i

[ = —1, V'expressi6 del vector (2.20) és ara w = ap®. Aixd correspon a
agafar § =~ =0 = 0 en (2.20). Aleshores, 'equacié (2.22) es pot escriure
com

200" = Xagp®Y pera =\ =1,
0 = Xap®F) perad =1\ =—1,
0 = XadZ? perad =—1 )\ =1,

N2

Na Nl
—2a¢)( 55— M7 2) perad =\ =—

d’on s’obtenen, respectivament, els valors propis A = 2, A = 0 (doble) i
A= -2

Finalment, la suma de tots els valors propis no nuls diferents és % + % + 2
i la mateixa quantitat per a A = 0. Aleshores, juntament amb els valors propis
obtinguts quan k # —k, I 7& —[, arribem a la conclusié que la multiplicitat del
valor propi zero és almenys N2 , com voliem demostrar. O

Corollari 2.3.3. Si N1, Ny # 0 (mod4), aleshores ’espectre de la zarza Man-
hattan bidimensional My = M(Ny, Ns) és

sngz{OleN2 :I:\/2cos (4”]“)4—2008(4”1) ‘O</<:< Mo<li< N2}

on el superindex denota multiplicitat. A més, les multiplicitats algebraica i ge-
ometrica coincideizen.

En els resultats anteriors, haguéssim pogut utilitzar que un A-vector propi del
cicle Oy és w = (1, A, \%,..., A¥71) pero aixd no hagués simplificat els calculs.
Alguns exemples dels espectres obtinguts a partir del resultat anterior sén els
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segiients:

El cas tridimensional

{0%, +21,
{0°, +21,

{0'%, £2, £24},
1)%, (£V3i)’},
V2)2, (£V2i)2, 24},
{08, £2, (£1)*, (£v/2i)},

{0, 42, (&
{07, £2,

2’:‘:

2, (+

i)' (EV34)°, (£V2)),

(0%, £2, (£V2)*, (£V20)%, £21},
{0%0, £2, (£1)2, (£2cos(E))?, (£2cos(3E) )?,

(£i+/3 —4cos?(Z))*, (£i /3 — dcos?(Z))*}.

(+
(
{07, (1)
(
(

Fent un raonament similar al fet pel cas bidimensional per a la xarxa Man-

hattan tridimensional M3
n-dimensional, obtenim

0 N
A1 0
N
A A
0 0
0 0
0 0
0 0

o o o oX o2

o oo o oS
YRl o o o o o

oo oo o

> >
N =

o o oo

o >y

A3

M(Ny, Ny, N3), el qual es generalitzara en el cas

0 (8} [0}
0 B B
8 v v
1) 1)
L= Mo (2.32)
Ao ¢ ¢
A3 H 2
0 T T

on A1, A2, A3 son els valors propis dels cicles dirigits Cy, , C,, Cn,, respectivament.
Aleshores, podem simplificar I'estudi dels valors propis de l'expressié (2.32) al
calcul dels zeros del polinomi caracteristic de la matriu

el qual és

0
A1
A2
A3

A1
0
1
by

T

(2.33)

ps(z) = —2* + Az? + 2Bx + 3,
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on
A = )\2+)\2+>\2+$+A—12+%§>
LI A )\
B = )\1>\2)\3+)\3 +A1A3+>\1§\2'

Aleshores, com que 1 i —1 sén sempre valors propis del N-cicle C'y, hi ha dos
conjunts fixats de valors possibles dels coeficients A, B, que sén A = 6,B = 4 i
A =6,B = —4. En el primer cas, els valors propis de la xarxa Manhattan sén
A = 3,—1. Els seus oposats A = —3, 1 corresponen al segon cas.

Altres possibles situacions que poden ajudar en el coneixement de ’espectre
son els segiients:

e\ =X =1:p(x) = (x+)\3)(x+ )(:c —(/\2 + 1)z — 3).
e\ =1, =—1:p(x)=(x—N3)(z — A—Z)(Iz + ()%% + 1)z — 3).
e Si Ny =0 (mod4), aleshores A\; = +i:

o A\ = +i, Ay = A3 = +1: p() = —(2% + 1)(2? — 3).
o A\ = +i, Ny = £1: p(z) = —2* + (N2 + A\3?)2? + 3.

e Si N; = Ny, =0 (mod4), aleshores \; = +i, Ay = £i
o A\ =i, Ay = Fi, A3 = +1: p(a) = —(z+ 1)(x — 1)(2? + 3).

El cas n-dimensional

Per trobar I'espectre d’una xarxa Manhattan n-dimensional amb n > 3, hem de
tenir en compte l'espectre dels hipercubs i dels hipercubs plegats. Recordem la
definici6é del darrer.

El (n + 1)-cub plegat, normalment denotat per Qn, s'obté de I'hipercub Q,
afegint una aresta entre cada parell de vertexs antipodals, és a dir, 125 ... 2, ~
1T ... Tn. Aleshores, Q,, és un graf (n 4+ 1)-regular amb 2™ vertexs, diametre

D = |%£1] i valors propis diferents

evQn={n+1>n—-3>n—-7>-.-}

(vegeu, per exemple, Biggs [20]). Una manera alternativa d’obtenir Q,, és identi-
ficant els vertexs antipodals de I’hipercub @, 1.

El graf que anomenem n-cub conjugat, representat per @, , té el mateix conjunt
de vertexs que I’hipercub, Z7, i dos vertexs son adjacents quan les corresponents
etiquetes dels vertexs difereixen en totes les components excepte una:

T1T2 .« o Tj1TiTiqq - - LTy~ T1To...Ti—1TiTj+1..-Typ peral <z < n.
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Aleshores, @, és un graf n-regular, el qual, de fet, coincideix o amb I’hipercub o
amb I’hipercub plegat, depenent de la dimensid, com mostra el resultat segiient:

Lema 2.3.4. Sigui Q,, l'hipercub conjugat de dimensio n. Aleshores,

(a) Q, = Q, sin és parell.
(b) Q, = Qn_1UQn_y sin és senar.

Demostracié. (a) Si n és parell, podem obtenir @, a partir de 'hipercub
(), simplement conjugant tots els vertexs el pes de Hamming dels quals sigui
senar. Aquests vertexs constitueixen un conjunt independent en @,, (vist com a
graf bipartit). Aleshores, el graf obtingut té les mateixes adjaceéncies que Q,,.

(b) Si n és senar, primer considerem el n-cub plegat Qn_1 obtingut identificant
els vertexs antipodals de 'hipercub @,, (com hem comentat abans). Aleshores, els
vertexs de Qn_l es poden identificar amb els 2-conjunts {x1xs ... T,, T1To... Ty}
i les adjacencies son:

{1'11’2 o L1441 - - - Ty 1T . . . fi—lfifi—i—l NN Tn}

~ {Il.ilfg e Zl,’i_l.ﬁlf_i.flfi+1 R T1To . . .Ei_lxﬁiﬂ .. En}
Pero aixo correspon a les segiients adjacencies en (),, (una en cada copia de @,,_1)

12 .. . Li1XiTi41 .- - Ly T1To . . .Ti_ll’if“_l e T,y

T1To ... Ez’—lfifi—%l oLy o~ T1To ... xi—lfixi—l—l R S

Observem que, en aquest cas, els 2" vertexs de @, es troben en dos conjunts
sense arestes entre ells, que son els conjunts de vertexs de les dues copies de Qn1.
Com que n és senar, els dos conjunts tenen la mateixa mida i contenen totes les
seqiiencies tals que el nombre de “1” tenen la mateixa paritat (parell o senar).
Aixo completa la demostracié. O

Com a exemple, les figures 2.17 i 2.18 mostren Q5 i Q, que corresponen als
casos (b) i (a), respectivament, del lema anterior.

El resultat segiient redueix el calcul dels valors propis de la xarxa Manhattan
n-dimensional M,, = M(Ny, Ns, ..., N,) al’estudi de I'espectre de la matriu n xn
W, corresponent a la matriu d’adjacencia d’'un n-cub conjugat amb pesos, definit
de la manera segiient: siguin ¢géy ...%,_1 1 joJj1 - .- Jn_1 les expressions binaries dels
vertexs 4, j (fila i columna de W). Aleshores, les components de W = (w;;) sén

A Si 4 # Jjm per a tot m # k id, = ji, =0,
wi; =3 AL =Np, Siim #jm peratotm#£ ki, = =1, (2.34)
0, altrament,

oni,j€{0,1,...,n— 1} i\ ésun valor propi del cicle Cy,, perak =1,2,...,n.
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000 vl 110 111 vl 001
3-A3 3-A3
011 = 101 100 010
1 1

Figura 2.17: L’hipercub conjugat Q4 = @2 U @2.

4 7

Figura 2.18: L’hipercub conjugat Q, = Q.

Teorema 2.3.5. Per a qualssevol n enters Ny, Na, ..., N,, els valors propis difer-
ents de la xarza Manhattan n-dimensional M,, = M (Ny, Na, ..., N,) coincideizen

amb els valors propis diferents del n-cub conjugat amb pesos QZ:
ev M, =evQ.. (2.35)

Demostracié. Sigui v’ = (u},uq, ... ,uNj_l) un vector propi del cicle Cy;,

amb el corresponent valor propi A;. Aleshores, com s’ha dit abans, les seves

: Jj o _ J i J _ 1,7 :

components satisfan uy , = A\jug iu’, | = 3 Ulge Suposem que un vector propi
w de M, amb valor propi desconegut A, té components (carregues)

. 1, 2 n 1 2 n
w(il,ig,...,in) = Oéoom(]uilui2 Ce Uin 4+ -+ ozumlu_ilu_w S Uy
_ E 1 2 n
= O{wle.men U/(_l):cl i1U(_1)12 i2 .. U/(_l);vn in’ (236)
TELY
on xr = r1Ty...x, € Z5. Aleshores, com que el vertex (iy,42,...,4;,...,1,) en

M, és adjacent als vertexs (—iy, —ia,...,%; +1,...,—i,), peraj =12 ...,n,i
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utilitzant un raonament equivalent al del teorema 2.3.2, obtenim el segiient:

E n
>\ (i1 iz, i )\Oém U(_ zq 21 )xz gttt U(_l)zn in

TELY

- Z Z Xy U(yvitryi u?(—l)”“)iz o '“Z(—l)yn(ml) a .u?( nynthyi,

Jj=1yeZy

_ ~ 4 2 )% j n
= D D Oty Ui oA Wiy ey in

yeZy j=1

B )% j n
= Zzaxle Lj. T (( )x1+1)21 (( )T2+1)4y )\] u((_l)xj)ij...U((_l)fn+1)in

zezy j=1
n
_ E: }: D* 1 2 j n
— )\] a§1§2...$j-~-fnu(—1)zlilu(—l)“T?iz .. u(_l)zjij e u(—l)z"in’
zezy j=1
. . n
Aleshores, com que aquestes igualtats se satisfan per a qualsevol u U e U

s’ha de complir la segiient equacié matricial:

&0...0 &0...0
ap...01 ap...01

= (2.37)
Q1.1 Q1.1

En conseqiiencia, \ és un valor propi del n-cub conjugat amb pesos @;, com diu
el teorema. Observem que, en particular, quan A\; = 1, per ai = 1,...,n, la
matriu W és la matriu d’adjacencia de @, i retrobem els valors propis del n-cub.
O






Capitol 3

El producte Manhattan de
digrafs

En aquest capitol donem una definicié formal d’un nou producte de grafs bipar-
tits, el producte Manhattan, i estudiem algunes de les seves propietats principals.
A més a més, demostrem que, si tots els factors d’aquest producte sén cicles (di-
rigits), el graf obtingut és una xarxa Manhattan. També mostrem que el producte
Manhattan d’alguns digrafs comparteixen moltes propietats amb aquestes xarxes,
com les simetries i la presencia de cicles hamiltonians.

3.1 Definicié i propietats basiques

En aquesta seccié presentem una nova operacié de digrafs (bipartits), la qual,
com un cas particular, déna una xarxa Manhattan. Siguin G; = (V;, A;), per
a1 =1,2,...,n, n digrafs bipartits amb conjunts independents V; = Vo U V}q,
N; = |V;|. Sigui 7 la funcié caracteristica de V;; per a tot i, és a dir,

. 0 siu eV,
7T(“)_{l siu € V.

Aleshores, el producte Manhattan H = G1 # Gy 3 -+ - # G, és el digraf amb el
conjunt de vertexs V(M,) = Vi x Vo x -+ x V,, i cada vertex (uy,..., U, ..., Up,)
és adjacent al vertex (uy,...,v;,...,uy,), per a 1 <i <mn, quan

o v; € I'"(uy) si ), m(u;) és parell,
o v; € ' (uy) si ), m(u;) és senar.

La figura 3.1 mostra un exemple del producte Manhattan d’un digraf circulant
de 6 vertexs i passos 113, Cay(Zg, {1, 3}), pel digraf simetric complet de 2 vertexs,
K;.

49
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0 | (0,0) (1,0)
0 (5,0) . (2,0)
— (
5 2 # = N
i G.D 2.1)
4 3

(41) (3,1)

Figura 3.1: El producte Manhattan H = Cay(Zs,{1,3}) 3 K5 (les linies dibuizades
sense direccid representen dos arcs en direccions oposades).

Observem que Pordre de H és N = [[;_; V; 1, si tots els G; sén d;-regulars,
aleshores H és un digraf d-regular, amb grau § = > ¢;.

Algunes propietats basiques del producte Manhattan que generalitzen les
propietats de les xarxes Manhattan donades en el lema 2.1.2 es presenten en
la proposicio segiient:

Proposicié 3.1.1. El producte Manhattan H = Gy 3% Gy % - - - # G, satisfa les
propietats seguients:

(a) Les propietats associativa i commutativa.
(b) H és un digraf bipartit i 2"-partit.

(¢) Per a qualssevol n — k wvértexs fizats ©; € Vi, i = k+ 1,k +2,...,n, el
subdigraf de H induit pels vertexs de la forma (uy,ug, . .., Ug, Tri1,y .-, Tp)
és o el producte Manhattan Hy, = G, # Gy 3 ---3% Gy, 0 el seu convers Hy,
Seqons que o 1= Z?:Hl m(x;) sigui parell o senar, respectivament.

(d) Ezisteiz un homomorfisme de H al digraf simétric de ’hipercub Q.

(e) Si Gi, i = 1,2,...,n, son digrafs isomorfs als seus respectius conversos,
aleshores H també ho és.

Demostraciéo. Només demostrem I'iltima propietat, ja que les altres es de-
mostren de manera similar a les del lema 2.1.2. Com que el producte Manhat-
tan és associatiu, n’hi ha prou de fer la demostraci6 per al cas H = G # Gb.
Com que, per hipotesi, G; = G, aleshores existeixen isomorfismes 1); tals que
Fz—;(@b,(u,)) = i(T'G, (ui)), per a tot u; € Vi. Com que 1; és una aplicacié entre
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conjunts independents, la paritat 7 en G; es pot definir de manera que 7(u;) és
parell si i només si m(1);(u;)) ho és. Aleshores, I'aplicacié ¥ definida en H com a

W (up, ug) i= (1 (ur), ¥o(us))

és lautomorfisme entre H i el seu convers H. En efecte, suposant que, per
exemple, 7(uq), m(uz) sén parells, tenim

(T (ur,uz)) = W(TE (wr),u2) UW(ug, TG, (u2))

(01(TG, (), a(uz)) U (¢ (ur), 92(T6, (u2)))
= (Ig, (¥1(u1)), 2(u2)) U (Y1 (ur), L, (Ya(uz)))
= Ty (ur), ¥a(uz))
= I';(U(ug,ug)).

U
U

Els altres casos, que depenen de la paritat de 7(uy), 7(uz), es demostren de manera
similar. O

Com un exemple de l'apartat (e) d’aquesta proposicié vegeu, de nou, la figu-
ra3.1,on H=H.

3.2 Producte Manhattan vs. xarxes Manhattan

En aquesta seccié mostrem la relacié entre els digrafs obtinguts pel producte
Manhattan i les xarxes Manhattan.

Proposicié 3.2.1. El producte Manhattan de cicles dirigits amb un nombre parell
N; de vertexs és una varza Manhattan, és a dir, si G; = Cly,, aleshores

Cnv#CNn, 3 3 CN, & M(Ny, Ny, .., Ny).

Demostracié. Cada cicle Cy, té com a conjunt de vertexs V; = Zy, amb
les adjacencies I (u;) = {u; + 1 (mod N;)} i T (w;) = {u; — 1 (mod N;)}, de
manera que Vg i V;; sén els conjunts de vertexs parells i senars, respectivament.
Per tant, el conjunt de vertexs en el producte Manhattan de cicles dirigits és
Zn, X Zny X ... X Zy,, 1 cada vertex (uy,...,u;,...,u,) és adjacent als vertexs
(Upy ..oy V4o Uy), per a 1 <i < n, quan

e v; =u;+1siinoméssi) ., m(u;) és parell i, per tant, >, ; u; també ho
és,

e v; =u; — 1 siinoméssi) ., m(u;) és senar i, per tant, > u; també ho
és,
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cosa que correspon a la definicié de la xarxa Manhattan. O
Un altre resultat esperat del producte Manhattan és el seglient:

Proposicié 3.2.2. El producte Manhattan de dues xarxes Manhattan €s una
zarza Manhattan. Es a dir, si M'=M (N}, Ny, ... N} )i M*=M(N{,N3,...,N2),
aleshores

M4 M? = M,
on M = M(N},N},... N} NE,NS,...,N,%Q).

ni?

Demostracié. M! i M? sén digrafs bipartits amb conjunts de vertexs V® =
Zne X Zyg X --+ X Zye , per a o = 1,2, 1 M" 3 M? té el conjunt de vertexs
V =V x V2 Sigui V(M) el conjunt de vertexs de M. Aleshores, I'aplicacié ¥ :
V — V(M), definida per ¥(u',u?) = (uf,...,u} ,ui,..., u2)), é un isomorfisme
entre els corresponents digrafs. Per demostrar aixo, siguin V;* i V| els conjunts
independents de M®, constituits, respectivament, pels vertexs u® = (uf, ..., u; ),
la suma de les components dels quals Y%, uf és parell o senar. Amb aquesta
convencié, cada vertex (u!, u?) del producte Manhattan M # M? és adjacent als

vertexs (vl u?) i (u!,v?), on

o v' e '(u') (en M) si w(u?), i per tant Y 2, uj és parell;
e v' e ' (u') (en M) si w(u?), i per tant Y >, ui és senar.

En el primer cas,

1,2y Y 1 1 ul 1,2 2
(v u?) — (ul, ... ul 4 (=1)%i# Ty Uy U, Uy )
_ 1 1 Ui 1,2 2 ;
= (ul,. . ul 4 ()T C Uy U, ) (1<),
Analogament, en el segon cas,
1,2y Y 1 1 oy ul 1,2 2
(v u?) = (ul, ... ul = (—=1)%i# T Uy UL, Uy)
— (] 1 i U2 uf 1,2 2 -
= (up,..ouf + (=122l a? ) (1< <my).
Amb aix0 obtenim els vertexs adjacents a W(u',u?) = (uf,...,u, ,uf,... ,u2))

en M (a través de tots els i-arcs, 1 < i < nq). Les adjacencies a través dels altres
i-arcs, n; + 1 < 1 < ny + ng, vénen dels vertexs (u!,v?). O

Observem que el resultat d’aquesta darrera proposicié es pot veure com un
corollari de la proposicié 3.2.1 i la propietat associativa. En efecte,

M'#M?* = M(N{,N;,....N, )#M(N},N;,...,N2)
= (Ch#CN - #Cy V#(CR #Ch, % %0 )
= Oy #Cn ¥ #Cy, #COL H#COL ¥ #CL
= M(N{,Ny,...,N) N{,N;3,...,N.) =M.

ni’
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3.3 Simetries

En aquesta seccio estudiem les simetries dels digrafs obtinguts amb el producte
Manhattan.

Proposicié 3.3.1. Siguin G;, per a i = 1,2,...,n, digrafs vértex-simetrics i
isomorfs als seus conversos. Aleshores, el producte Manhattan H = Gy 3 Go 3
3G, és vertex-simétric.

Demostracié. Com abans, siguin G; = (V;, A;), per ai = 1,2,...,n, n
digrafs amb V; = Vg U V;;. Primer veiem que existeix un automorfisme ¢ en
H, que transforma un vertex (uq,us,...,u,) en un vertex (vi,vq,...,v,), tals
que w;,v; € Vij, per a cada i € {1,2,...,n} i alguns j € {0,1} (és a dir, les
dues components u;, v; estan en el mateix conjunt independent). Per hipotesi,
existeixen automorfismes ¢; en G;, I'¢, (¢s(w;)) = ¢3(I'G (wi)), per a tot w; € Vi,
tals que ¢;(u;) = v;. Aleshores, definim

D (wy, wa, ..., wy) = (¢1(wy), pa(ws), . .., on(wy)).

Aleshores, suposant que >, m(w;) és parell i que, per tant, ., m(¢;(w;))
també ho és, tenim

(T (w, .. wiy. .. wy,)) = @(wl,...,Fg (w;)y ..., wy)
$r(wr), -, Gi(TE, (wi)), - -, Pn(wn))
$1(wr), ..., TE (@i(wi)), - -, dn(wn))
(
(

o~~~

= Th(¢i(w ) cbz(wz)- 5 On(wn))

J’_
H
CH (@, i 0,)),

cosa que demostra que ® és un automorfisme. El cas > i #W(wj) senar es de-
mostra de manera similar, utilitzant I';, (¢;(w;)) = ¢i(I'g, (w;)).

Ara cal trobar un automorfisme W que transformi un vertex (uy, ..., u;, ..., uy)
en un vertex (vy,...,v;,...,v,), tals que, per a k # i, ug, v € V;;, com abans,
mentre que u; i v; pertanyen a conjunts independents diferents, per exemple,
u; € Vio i v; € V3. En aquest cas, 'automorfisme ¥ es construeix de la manera
segiient: com que cada G; és isomorf al seu convers, existeixen automorfismes 1,
amb k # i, de Gy, a Gy, T'E (r(wy)) = ¥r(Tg, (wy)), per a tot wy, € Vi, tal que
U(ug) = v 1 10; = ¢; (com en el primer cas). Aleshores definim W com a

U(wy, ..., Wiy wy) = (Pr(wr), ..., 0i(w;), ..., 0 (wy)).

Suposem que k # i, per exemple kK = 1, i que 2#1 m(w;) és parell, per tant,
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Gl a1 Gl Gl Gl El
1,3 1.4 —
(an) l (N|33) (N|94) l (leNz'l) (NDNZ) =
(N-1,4 (N}-1,N,-1) G,

Figura 3.2: Clicle Hamiltonia en el producte Manhattan de G173 Gs.

m(i(wi)) + > 00 m(¥5(w;)) és senar. Aleshores, tenim

U(Th(wy, . wy, . ywy,)) = \If(f‘z‘;l(wl), ey Wiy e, W)
= (T, (w)), oy Gi(wi), o, Pn(wy))
= (Fg, (r(wi)), ooy di(wi), o ¥ (wy))
= Tu(i(w), ..., di(wi), ... n(wy))

= TH(U(wy, ... ,wi...,w,)).

Per tant, ¥ és un automorfisme. Per al cas > i1 m(w;) senar, la demostracié és
similar, utilitzant T'g (¢r(wy)) = ¢p(TE, (wg)). D’altra banda, el cas k = i és
com abans, perque, suposant que ., m(w;) és parell, aleshores > ., m(1;(w;))
també ho és. Aixo completa la demostracié. O

3.4 Cicles de Hamilton

A continuacié, donem un resultat sobre l'existencia d’un cicle hamiltonia en el
producte Manhattan de dos digrafs amb camins hamiltonians, com a general-
itzacié del teorema 2.1.12, que ens diu que la xarxa Manhattan és hamiltoniana.

Teorema 3.4.1. Si GG; i Gy tenen tots dos un cami hamiltonia, aleshores el seu
producte Manhattan H = G 3 Gy és hamiltonia.

Demostracié. Seguim la idea de la demostracié del teorema 2.1.12, el qual
permet construir un cicle de Hamilton en H, a partir dels camins hamiltonians
en G; i Gy, diguemne 1 - 2 — -~ - Ny il — 2" — ... — N, respectiva-
ment. Aleshores, unim adequadament N, camins hamiltonians (alguns amb un
arc menys) de N, subdigrafs isomorfs a G; o G; (vegeu la proposicié 3.1.1(c)).
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Aquests camins s’uneixen utilitzant tres copies del cami hamiltonia (dos dels quals
amb un arc menys) de subdigrafs isomorfs a Gy 0 G5 (vegeu la figura autoexplica-

tiva 3.2). O






Capitol 4

Xarxes jerarquiques

Recentment s’ha pogut comprovar que la majoria de les xarxes complexes sén
petit mén (és a dir, tenen un diametre petit i un clustering local gran), scale-free
(la distribucié dels graus és potencial) i presenten autosimilitud i sovint també
modularitat (és a dir, sén jerarquiques). La majoria de la recerca feta en xarxes
complexes s’ha basat en metodes estocastics. Tanmateix, s’ha comprovat que els
metodes deterministes, amb la determinacié exacta dels principals parametres de
les xarxes, sén molt utils. De fet, aquests metodes complementen els metodes
probabilistics i les tecniques de simulaci6 i, per tant, aporten una millor com-
prensié dels sistemes modelitzats.

En aquest capitol estudiem primer una familia de grafs jerarquics, construida
a partir del graf complet K,, que presenta els efectes petit mén i scale-free i
que poden modelitzar algunes sistemes complexos de la vida real. En concret,
per a aquestes xarxes trobem el radi, el diametre, les distribucions de graus i
de clusterings i un algorisme d’encaminament. A més a més, introduim una
nova operacié de grafs, a la qual anomenem producte jerarquic, que és una gen-
eralitzacié del producte cartesia i que permet la construccié de families de grafs
jerarquics. Com a conseqiiencia, el producte jerarquic hereta algunes de les ben
conegudes propietats del producte cartesia, com presentar un diametre petit i
algorismes d’encaminament simples. Trobem les propietats espectrals dels grafs
obtinguts mitjangant el producte jerarquic. Finalment, proposem una operacio
que generalitza tant el producte jerarquic com el producte cartesia.

4.1 Models deterministes

4.1.1 Introduccid

Amb la publicaci6 de I'article de Watts i Strogatz [97] sobre xarxes petit mon i
el de Barabasi i Albert [7] sobre xarxes scale-free, hi ha hagut un interes renovat

o7
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en 'estudi de les xarxes associades a sistemes complexos, els quals han rebut una
gran atencié com a tema interdisciplinari.

Moltes xarxes de la vida real, com les xarxes de transport i de comunica-
cions (incloent-hi la xarxa electrica i la xarxa telefonica), Internet (estudiada
pels germans Faloutsos [47]), la world wide web (estudiada per Albert et al. [2])
i algunes xarxes socials i biologiques (estudiades per Jeong et al. [62, 63] i per
Newman [77]), pertanyen a una classe de xarxes conegudes com a xarxes petit
mon scale-free. Per ser petit mon, aquestes xarxes tenen dues caracteristiques
principals: un clustering local gran (els vertexs tenen molts veins mutus) i una
distancia mitjana i un diametre petits. Una altra caracteristica important és que
el nombre de connexions dels nodes segueix una distribucié potencial, és a dir,
son xarxes scale-free. Alguns autors han observat que en les xarxes jerarquiques
es pot identificar I'estructura modular del sistema amb una distribucié especifica
de clustering, la qual depen del grau (vegeu l'article de Ravasz et al. [82], el de
Barabdsi et al. [8], el de Wuchty et al. [98] i el de Solé i Valverde [88]). A més a
més, amb la introduccié de noves tecniques de mesura per a grafs, s’ha descobert
que moltes xarxes reals es poden considerar autosimilars (vegeu 'estudi de Song
et al. [89]).

En aquests estudis, els investigadors han desenvolupat diferents models (com
el d’Albert i Barabasi [1], el de Dorogovtsev et al. [44, 45] i d’altres, citats per
Newman [78]) la majoria estocastics, els quals ajuden a comprendre i a predir
el comportament i les caracteristiques de les xarxes reals. També s’han intro-
duit nous models deterministes construits amb metodes recursius, basats en
I'existencia de clics (vegeu l'article de Barabasi et al. [10], el de Dorogovtsev
et al. [44], el de Jung et al. [64], el de Comellas et al. [38] i el de Zhang et
al. [99]). Aquests models deterministes tenen I’avantatge que permeten calcular
analiticament algunes propietats rellevants i alguns parametres, els quals es po-
den comparar amb dades extretes de les xarxes reals. Barabdsi et al. [10] van
introduir una familia de xarxes jerarquiques molt simples i van demostrar que
eren petit mon i scale-free. Tanmateix, tenen clustering nul, en contrast amb
moltes xarxes reals que tenen un clustering gran. Una altra familia de xarxes va
ser proposada per Ravasz et al. [82], els quals combinen una estructura modular
amb una topologia scale-free per modelitzar xarxes metaboliques de diferents ani-
mals i xarxes associades a organitzacions cellulars. Una petita variacié d’aquesta
xarxa jerarquica es troba en un article de Ravasz i Barabasi [81], on estudien
altres xarxes modulars, com la WWW, la xarxa d’actors de Hollywood, Internet
en I’ambit dels dominis, etc. Noh [80] ha fet una generalitzacié d’aquest model.

En aquesta seccié introduim una familia de xarxes jerarquiques deterministes
H, . caracteritzades pels parametres n (ordre del graf complet inicial) i k (dimen-
si¢ o nombre d’iteracions), unint adequadament n* grafs isomorfs al graf complet
K, com es defineix formalment més endavant. De les propietats del nostre mod-
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el, destaquem la modularitat i ’autosimilitud, caracteristiques que permeten la
determinacio del radi, el diametre i la distribucié de graus i de clusterings. A més
a més, donem un algorisme d’encaminament.

La nostra familia de xarxes jerarquiques generalitza la xarxa jerarquica deter-
minista introduida per Ravasz et al. [82] i també per Barabdsi i Oltvai [9] (que
correspon al particular Hyy de les nostres xarxes). Les xarxes jerarquiques deter-
ministes introduides en un altre article de Ravasz i Barabdsi [81] i generalitzades
per Noh [80] constitueixen un subgraf de Hj (malgrat que algunes arestes no hi
sén).

4.1.2 El graf jerarquic H,

A continuacié donem una definicié formal recursiva de la familia de grafs pro-
posada, la qual esta caracteritzada pels parametres n > 2 (ordre del graf complet
inicial) i £ > 1 (nombre d’iteracions o dimensié). També donem una definicié di-
recta i trobem el nombre d’arestes (el radi i el diametre s’estudiaran en la propera
seccid).

Definicié 4.1.1. Siguin n, k enters positius, n > 2. El graf jerarquic H, j té el
conjunt de vertexs Vi, , amb n* vértexs denotats per les k-seqiiéncies v1x2s . . . Ty,
T € Zn,0 < @ < k—1, 1 el conjunt d’arestes E,j definit recursivament com
Sequetr:

o H,, és el graf complet K,,.
o Perak >1, Hy,j s’obté de la unié de n copies de H, ;_1, denotades per
mk—1, 0 <a<n—1,iamb vertexs 525 ... 1)) = axaxs ... xy, afegint les
arestes sequents:
000...00 ~ Z1T2T3...TH_1Tk, r; #0, 1<j<k; (4.1)
LU10000 ~ y10000, T1,Y1 §£ 0, ol % Y. (42)

Alternativament, tenim una definicié directa del conjunt d’arestes £, ; amb
les regles d’adjacencia segiients:

T1To ... Ty ~  T1To...Tp_ 1Yk, Yk F Tk, (4.3)
122 ...2,00...0 ~ T1To...TiTi11Ti00 ... Tk,
2 A0, i+1<j<k 0<i<k—2 (4.4)
122 ...2,00...0 ~ x929...2;-1y;,00...0,
i 0, yi #Fxy, 1<i<k-—1. (4.5)
Les condicions (4.1) i (4.2) de la definicié recursiva corresponen a (4.4) amb i = 0
i (4.5) amb ¢ = 1, respectivament.
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0 000
2
2
(2)
1 1
012
00 1 021 23 03 300
oo
0
0 02\ \3 1 200 0 3
20 0 9
11N 13 N33 111N 113 3IN3 0/ ﬂ\ \p30 311 3 31Ny533
12
LKA, 32 12 &» 132 . 312, K8 332
22 122 322
b) © 211N\] 713 31N} 233
212, KB 232
222

Figura 4.1: Grafs jerarquics amb ordre inicial 4: (a) Hyq, (b) Hao, (¢) Has

Per illustrar la nostra construccid, la figura 4.1 mostra els grafs jerarquics
Hyp, perak=1,23.

El resultat segiient déna el nombre d’arestes de H,, , el qual es pot calcular
facilment a partir de la definicié recursiva.

Proposicié 4.1.2. La mida de H, j és
3 k41 E+1 L
|En k| = in —(n—=1)""—=2n" — 5 + 1. (4.6)
Demostracié. Quan construim H, ; a partir de n copies de H,,_1, les ad-

jacencies (4.1) i (4.2) introdueixen (n —1)* i (";1) arestes noves, respectivament.
Aleshores,

n—1
|En,k| = nlEnd_1| + (n — 1)k + ( 9 )

Si apliquem recursivament aquesta férmula i tenim en compte que |E, 1| = (g),
obtenim
n i n—1\ 2
k-1 k—i(, 1\ i
|Enkl =n (2) + ;:2 n"*(n—1)"+ ( 5 ) ZE:O n', (4.7)

cosa que doéna el resultat. O
De fet, els tres sumands en (4.7) corresponen al nombre d’arestes definits per
les adjacencies (4.3), (4.4) i (4.5), respectivament. En efecte,
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k—1

e Segons (4.3) tenim n"~' subgrafs complets K, el nombre d’arestes dels

quals és
nk—l (n) — nk n—1 ) (48)

e El nombre d’arestes introduides a partir de (4.4) és

k ; nk*Q(n—l)zn%—(n—l)k
S ni(n—1)k = m— = (n—1)2nF1 — (n—1)k*1. (4.9)
o A partir de (4.5), per ai =1,2,...,k — 1, tenim n~! subgrafs isomorfs a
K,,_1 amb el nombre d’arestes segiient:
n— k i— _
( 21) D i 11n 1_%(”_2)(nk t—1). (4.10)

Propietats jerarquiques

Les propietats jerarquiques dels grafs H,, j estan resumides en els punts segiients
i sén conseqiiencia directa de la definicio:

(a) D’acord amb (4.3), per a cada seqiiencia de valors fixats o € Z,,, 1 <@ <
k —1, el conjunt de vertexs {ajay ... ap_1x) : T € Z,} indueix un subgraf
isomorf a K.

(b) El vertex r := 00...0, el qual distingim i anomenem arrel, segons (4.4)
és adjacent als vertexs xi1xo... 75, x; # 0, 1 < i < [, els quals anomenem
periférics.

(¢) Per a tot i, 1 < i < k —1, H,j es pot descomposar en n' subgrafs
vertex-disjunts isomorfs a H, ;—;. Cadascun d’aquests subgrafs es deno-
ta per H ;1 les etiquetes dels seus vertexs son ax;1Tiy2 ... Tp, on ¢ =
Qi ...y € Zh és una seqiiencia fixada. En particular, per ai =1, H,j, té

n subgrafs H7, ;, «=0,1,...,n—1, com s’afirma en la definicié recursiva.

(d) L’arrel del subgraf H, ; és @00 *7% 0. Aleshores, el nombre total de vertexs
arrel, I'arrel de H,, 1nclosa, és

k—1
+(n—1)) o' (4.11)
=1

com s’esperava, ja que un vertex donat z1zy...x, és una arrel (d’algun
subgraf) si i només si z; = 0.
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(e)

Els vertexs periferics del subgraf Hﬁfk—i son de la forma ax; 12,19 .. 2k,
onz; # 0,741 < j < k. Aleshores, el nombre total de vertexs periferics,
inclosos els de H,, . (vegeu (b)) és

N

(n—1)%+(n-1) _ n(n— 1D =nF"(n 1), (4.12)

i=1

com esperavem, ja que TiTs...ZT és un vertex periferic (d’algun subgraf)
si i només si xp # 0. Observem que si sumem (4.11) i (4.12), obtenim
n*¥ = |V, |, de manera que cada vertex de H,, és o una arrel o un vertex
periferic d’algun subgraf isomorf a H,, j», amb 1 < k' < k.

Si collapsem en H,, j cadascun dels n* subgrafs HY ., o€ Z! , en un vertex
i totes les arestes multiples en una, obtenim un graf isomorf a H,, ;.

D’acord amb (4.5), per a cada i fixada, 1 < ¢ < k, i cada seqiiéncia don-
ada a € Z71, existeixen totes les arestes possibles entre els n — 1 vertexs

d’etiquetes a;00...0, amb z; € ZF = {1,2,...,n — 1}, és a dir, les arrels
de Hgi_l Aleshores, aquestes arestes indueixen un graf complet isomorf a
K, 1.

4.1.3 Encaminament i diametre

Encaminament

Considerem dos vertexs de H,,, diguem € = 2122... 25 1 Y = Y1%2...Yx. Un
encaminament de @ a y consisteix en els seglients passos, on els simbols amb un
asterisc com a superindex estan en Z* :=7Z, —0 = {1,2,...,n—1}. La idea clau
és anar primer de x a ’arrel r i després de r a y.

e Pas 1:

(a) Sizg_1 # 01z =0, aleshores anem de  a &} = x129 ... Tp_2x)_,27;
si xx_1, 2 # 0, aleshores simplement prenem x; = .

(b) Sizp_1 =01 #0, aleshores anem de = a @) = x175 . .. 7},_200;

si zp_1 = 1 = 0, aleshores simplement prenem x{ = .

e Pas 2:

(a) Havent fet el pas 1(a), si zx_» = 0, aleshores anem de x} to x§ =
x1%s . .. xx—3000. Altrament, si x5_o # 0, aleshores prenem a3 = x7j.
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(b) Havent fet el pas 1(b), si z;_o # 0, aleshores anem de z a x5 =
1Ty . .. Tp—3T)_oTj_1 2. Altrament, si zy_o = 0, aleshores prenem
T5 = .

e Pas k — 1 (amb k senar, el cas k parell és similar):

(a) Havent fet el pas (k — 2)(a), si 0 1 = 0 0 z1,y; # 0, aleshores anem
de ¢} _, = majal...xp ax) | =000...0 =r. Altrament, si x; #
0,41 = 0, aleshores prenem xj_, = x;_, = 275 ...x}.

(b) Havent fet el pas (k — 2)(b),

(b1) si xy # 01y, = 0, aleshores anem de x? , = 7100...0 a x|, =
TITy ... Ty,

(b2) siwy,y; # 01y, # 1, aleshores anem de &) _, a y; o :=,00...0.
Altrament, si y; = 1, aleshores prenem y;_, = x;_,,

(b3) si x; = 0, aleshores prenem @) _; = x})_, = r.

e Pas k:

(a) Havent fet el pas (k — 1)(a), si y; # 0, aleshores anem de z , = r a
Yi_1 = N1YaYs ...y, on yf = y; per a tot 2 < ¢ < k tal que y; # 0.
Altrament, si y; = 0, aleshores prenem y? | =z | =r.

(b) Havent fet el pas (k — 1)(b),

(b1) si hem fet el pas (bl), on z; # 0, y; = 0, aleshores anem de
x, =xirs...xray) =00...0=r,

(b2) si hem fet el pas (b2), on x1,y; # 0, aleshores continuem a partir
de y;_, :=9,00...0,

(b3) si hem fet el pas (b3), on z; = 0, aleshores fem com en el cas (a).

e Passos k+1, k+2,...,2k—1:

Anem de » = 00...0, y;_5 = 1100...0 0 Yi_y = V1¥5¥s - .- Vi,
seguint els k passos anteriors en ordre invers, fins assolir el vertex

Yy=u1Yy2... Yk

Per comprendre millor el procediment anterior, la figura 4.2 mostra un diagra-
ma d’aquest algorisme per al cas k = 5. Les linies continues corresponen a anar
a través d’'una aresta (és a dir, entre vertexs adjacents), mentre que les linies dis-
continues indiquen que ja som en el vertex (és a dir, vertexs identics). Observem
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| Xy =X XXX, X5 |
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Figura 4.2: L’algorisme d’encaminament en Hy, 5.

que, com hem dit abans, tots els camins passen a través de ’arrel r, excepte en
el cas del pas k — 1 (b2). Observem també que, de fet, podem assumir que x i y
no tenen cap prefix comu, és a dir, 1 # y;. Altrament, si © = ax; 140 .. T
iy = ayin1Yir2- Y, on @ = xNyii=|al >0, som en el subgraf H, ,
(per la propietat (c¢) de la subseccié 4.1.2) i, aleshores, podem aplicar I’algorisme
d’encaminament als vertexs ' = ;. 1%ito. .. 2 1 Y = Yir1Yiva - .- Yr de Hy i
Mostrem exemples dels encaminaments obtinguts en els tres casos principals
a la figura 4.3 ((7) x1,y1 # 0) i a la figura 4.4 ((i7) 1 =0, yy # 01 (¢4i) 21 # 0,
y1 = 0). En cada cas hem suposat que els vertexs @ i ¢y estan units per un cami de
longitud maxima o de maxim nombre d’arestes (linies continues). Observem que,
segons l'etiqueta de @, la primera part del cami va cap a 'esquerra (comenga en
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11011 10100
[T [T )
[ 10000

[20000 ] 20000
[ | [N
20100 21100

Figura 4.3: Cas (1): Algorisme d’encaminament en Hy 5 quan x1,y1 # 0.

el pas 1(a)) o cap a la dreta (comencant en el pas 1(b)). Es important remarcar
que els vertexs i camins dels casos (iz) i (i24) sén conjugats i simetrics I'un de
laltre.

Radi i diametre

Primer introduim la notacié que sera 1til per trobar els parametres metrics de

Hn,k:

disty(x,y): distancia entre els vertexs @,y € V,,, en H,, .

disty(x, U) := minyep{dist(xz, u)}.

o 7: vertex arrel de H,, .

e r*=00...0: el vertex arrel de H7; |, o € Zj,.

e P: conjunt de vertexs periferics de H,, .

e P (a €1Z,): conjunt de vertexs periferics de Hy, ;.

Els resultats segiients sobre els parametres metrics de H,,j sén conseqiiencia
directa de I'algorisme d’encaminament proposat en la seccié anterior.
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Figura 4.4: Casos (ii) i (iii): Algorismes d’encaminament en H, 5 quan 1 =0, y; # 0
iry #0,y1=0.

Proposicié 4.1.3. Siguin ry, excy(r) i Dy, respectivament, el radi, [’excentricitat
de Uarrel v © el diametre de H, . Aleshores,

(a) rp = exc(r) = k.
(b) Dy =2k — 1.

A partir del resultat del diametre i de la propietat (c) de la secci6 4.1.2, tenim
que la distancia entre dos vertexs @, y de H,, x, amb prefix comi maxim | N y],
satisfa

dist(z,y) <2Jxzny|— 1.

Alternativament, aquests resultats es poden demostrar recursivament. Per
demostrar el resultat del diametre, primer donem el resultat segiient que s’obté
de la definicié recursiva de H,, x:

Lema 4.1.4. Siguin x,y dos vertexs de H, , k > 1. Aleshores, segons a quin
dels subgrafs H,, 1 pertanyin aquests vertexs, tindrem un dels tres casos seguents:

(a) Siz,y € oV, ,_1 per a algun o € Z,, és a dir, x = ax’ iy = ay’, aleshores,

disty(x, y) = dist,_1 (2, ¢').
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*
n’

(b) Six €0V, 411y € aV, k1 per a algun o € Z
aleshores,

és a dir, x = 0x', y = ay’,

disty,(z, y) = disty_ (2', 7°) + 1 + dist,_1 (v, P%).

(c) Six € aVyp—1 iy € BViug—1 per a alguns o, € ZF, a # 3, és a dir,
x = ax', y =0y, aleshores,

disty(x, y) = min{dist,_, (', P*) + 2 + disty_1 (v/, Pﬁ)a
dist_1 (2, r®) + 1 + disty_; (r°, y)}.

Lema 4.1.5. Per a tot vertex x de H, j tenim:

k si x = 0x’,
k—1 altrament.

k—1 six=0x,

dist(x,r) < { I altrament. i distg(x, P) < {

Demostracié. Per induccié sobre k.
Cas k = 1: Si x = 0 = 7, aleshores dist; (@, 7°) = 0 i dist; (x, P) = 1. Altrament,
x € P =17, 1aleshores dist (x,r) =1 i disty(x, P) = 0.
Cas k > 1: Observem que, de la definicié recursiva de H,, j, tenim que

) [ distp_q(2/,7°) si =0z,
disty,(x, ) = { distg_1 (', P*)+1 si x=ax/, a#0,

: [ distpq(2,7%) +1 st @ =02/,
disty,(x, P) = { disty_1(a’, P%) si x=ax', a#0.

Aleshores, per la hipotesi d’induccié, es compleix el lema. O

En el resultat segiient, 2°% = 0101... i 2! = 1010... denoten els vertexs
T1Z2. .. Ti...de Hyp o Hyp—1,0on z; =i+ 1 (mod2) i z; =i (mod2), respecti-
vament.

Lema 4.1.6. En H, j, tenim les distancies segients:
(a) distg(2%,7) = distg (2%, P) =k — 1,
(b) distg(2'0, 7) = disty (2, P) = k.

Demostracié. Per induccié sobre k.
Cas k = 1: H, és el graf complet K, i el resultat clarament es compleix.
Cas k > 1: Del lema 4.1.4 tenim:

(a) disty (2%, 7) = disty_1 (219, 7)) =k — 1,
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disty (210, P) = disty_1 (2", P°) = k — 1;
(b) disty(2'0, 7) = distp_1 (2%, PY) + 1 = k,
disty (2%, P) = disty_1(2'%7°) + 1=k —1+1=k.

O
Ara podem donar el resultat sobre el diametre de H,, :

Proposicié 4.1.7. El diametre de H,,j, és Dy, = 2k — 1.

Demostracié. Primer provem per induccié sobre k que, per a qualsevol
parell de vertexs de Hy,x, ® 1 y, tenim que distg(z,y) < 2k — 1.
Cas k = 1: El resultat es compleix trivialment ja que H, ; = K,, i D; = 1.
Cas k > 1: Si considerem els tres casos del lema 4.1.4 i utilitzem la hipotesi
d’induccio, tenim:

(a) Six,y € aV, ;1 per a algun o € Z,, aleshores,

disty(z,y) = disty_1(x',y) <2(k—1)—1=2k —3 < 2k — 1.

(b) Six €0V, iy € aV, 1 per aalgun « € Z;, aleshores,
disty,(z, y) = disty_ (', 7°) + 1+ dist,_1 (v, P*) <2(k - 1)+ 1 =2k — 1
ja que, pel lema 4.1.5, dist,_;(z',7%) < k — 1 i disty_1(¢/, P*) < k — 1.
(¢) SixeaV,,iye fV, 1 per aalguns o, € Z), o # 3, aleshores,

disty(x,y) = min{dist,_,(x’, P*) + 2 + distz_, (3¢, P?),
disty_1 (', r*) 4+ 1 + distz_, (r?, y')}
< 2k-1)+1=2k—1

ja que, pel lema 4.1.6, dist,_;(x',7%) < k — 1 i dist,_(r°,y') < k — 1.

Ara hem de demostrar que existeixen dos vertexs en H, j a distancia exac-
tament 2k — 1. Sigui £ = 2% i y = 2! Dels lemes 4.1.4 i 4.1.6 s’obté que
disty(x,y) = 2k — 1 (vegeu la figura 4, cas (ii) esquerra). Aixo completa la
demostraci6. O

Observem que el diametre és proporcional al logaritme de 'ordre N = |V, x| =
n*: Dy = 1o§n log N — 1. Aquesta propietat, juntament amb 1'alt valor del clus-
tering (vegeu la seccié segiient), mostra que H,, j és una xarxa petit mon.
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4.1.4 Distribucions de graus i de clusterings

En aquesta seccié estudiem les distribucions de graus i de clusterings del graf
H,, ;.. Obtenim la distribuci6 de graus directament de la definicié del graf.

Proposicié 4.1.8. La distribucio de graus en H, j és la segiient:
(a) El vertex arrel v de H, té grau

(n—l)k“—(n—l).
n—2

o(r) =

(b) El grau de les arrels r¢_; de cadascun dels (n—1)n'~" subgrafs HS._;, amb
1=1,2,...,k—1, a=oas...q EZ; Z-Oéi%o, és
(n _ l)k—z’—i-l _ (n _ 1)

p— + (n—2).

o(ri—;) =

(¢) El grau dels (n — 1)* vertexs periférics p de H,y, és
dp)=n+k—2.

(d) El grau dels (n— 1)*~'n'=" vértes periferics py_; dels subgrafs He\_;, amb
i=1,2,...k—1, a=ajay...0; EZ i ; # 0, és

S(pS ) =n+k—i—2

Demostracié. (a) De les condicions d’adjacencia (4.3) i (4.4), l'arrel de H,,
té grau
k i n—1)k+1_(n—
(r) = iy (n — 1)} = B0,

(b) L'arrel del subgraf H, ;, 1 <i <k — 1, a; # 0, és adjacent, segons (a),

% vertexs que pertanyen al mateix subgraf i també, segons (4.5),

n — 2 vertexs els quals sén les altres arrels “del mateix nivell”.
(c¢) Cada vertex periferic de H,j és adjacent, segons (4.3), a n — 1 vertexs i,
segons(4.4), a k — 1 vertexs (els quals sén arrels d’altres subgrafs).
(d) Cada vertex periferic de HS, ;, 1 <i <k —1, a; # 0, és adjacent, segons
(4.3), an — 1 vertexs (del subgraf isomorf a K,,) i, segons (4.4), a k — i vertexs
(arrels d’altres subgrafs). O

Els resultats anteriors sobre la distribucié de graus de H, ; estan resumits
a la taula 4.1. Observem que, d’aquesta distribucié, podem obtenir, de nou, la
proposicié 4.1.2, ja que el nombre d’arestes es pot calcular a partir de

a
a

k—1

2|En | = o(r Z W) + (n=1)*(p) + ) (n— 1) s(pgy),

i=1
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cosa que déna (4.6). A més, utilitzant aquest resultat, el grau mitja i el seu
comportament asimptotic, quan k — 0o, és

20E, x| 3nF —dnk —2(n — F —pn 42
Virl nk

o= ~3n — 4.

De la distribucié de graus i per a k gran, veiem que el nombre de vertexs
N, k(z) (amb un grau donat z) decreix com una potencia del grau z i, per tant,
el graf és scale-free 7, 38, 45]. Com que la distribucié de graus és discreta, per
relacionar I'exponent d’aquesta distribucié discreta amb 'exponent estandard
d’una distribucié continua per a xarxes scale-free aleatories, utilitzem una dis-
tribucié acumulativa

Pcum(z) = Z |Nn7k(zl)|/|Nn,k(z)| ~ Zl_%

2>z

—1 k—i+1__ 2 .
(")nfzwr’ hi ha

vertexs amb grau z. El nombre de vertexs amb aquest

on z iz’ sén punts de 'espectre discret de graus. Quan z =
exactament (n — 1)n’™!

grau o superior és

i—1
(n—1)ni_1+---+(n—1)n+(n—1)+1:1—|—(n—1)2nj:ni.
=0

Aleshores, tenim 2'=7 = n’/n* = ni=%. Per tant, per a k gran, ((n — 1)*)177 ~
nF i

logn
log(n — 1)

Per an = 5, aixo dona el mateix valor de v que en el cas de les xarxes jerarquiques
introduides per Ravasz i Barabasi [81]. Es pot obtenir la seva xarxa a partir de
Hs i, esborrant les arestes que uneixen les arrels de Hg wein J 70,1 <0<k —2.

v~ 1+

A continuacié trobem la distribucié de clusterings dels vertexs de H,, ;. El coe-
ficient de clustering d’un graf G mesura la seva “connectivitat”. Aquest parametre
s’utilitza per caracteritzar les xarxes petit mén i scale-free. El coeficient de clus-
tering d'un vertex va ser introduit per Watts i Strogatz [97] per quantificar el
concepte segiient: per a tot vertex v € V = V(G) amb grau d, = |I'(v)], el

seu clustering c(v) es defineix com la fraccié de les (62”) arestes possibles entre
els veins de v que estan presents en G. Més precisament, si €, = [[(I'(v))|| és el

nombre d’arestes entre els 9, vertexs adjacents a v, el seu coeficient de clustering

és
2¢€,

c(v) = 5.0 —1)’ (4.13)
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Taula 4.1: Distribucions de graus i de clusterings de H,

Tipus de vertex Num. vertexs Grau Clustering
(n—1)FF1—(n—1) (n—2)2
H,, . arrel 1 T a—2 (n—1)FrT—2(n—1)+1
i— n—1)k—i+l_(p—1 n—2)2
Hp,_; arrels (n—Dn'~! n=t) n—2 = (n_1)k~i+1Jf(n_i)2_3(n_1)+1
i= 1,2,k — 1, +n—2
acZ, a;#0
i n—1)2 k—3)(n— —2k
H, , periferics (n — 1) n+k—2 ( 1)(1;(]3_2)3()75%?;;2 2
He, periférics (n . l)k_ini‘l ntk—i—2 (n—1)24(2k—2i—3) (n—1)+2+2i—2k

(n+k—i—2)(n+tk—i—3)
i= 1,2,k -1,
acZ,, a; #0

mentre que el coeficient de clustering de G, denotat per ¢(G), és la mitjana de
c(v) sobre tots els vertexs v de G:

1
o(G) = 7 > (). (4.14)

Newman et al. [79] van donar una altra definicié de coeficient de clustering
de G:

: 3T(G)
(&)
on 7(G) i T(G) sén, respectivament, el nombre de triangles (subgrafs isomorfs
a K3) i el nombre de triples (subgrafs isomorfs al cami de 3 vertexs) de G. Un
triple en un vertex v és un 3-cami amb vertex central v. Aleshores, el nombre de

triples a v és
T(v) = (5”) LI ) (4.16)

El nombre total de triples de G es denota per 7(G) = > ., 7(v). Si utilitzem
aquests parametres, el coeficient de clustering d’un vertex v també es pot escriure
com c(v) = ::((:j)), on T'(v) = (52“) és el nombre de triangles de G que contenen el
vertex v. D’aqui obtenim que ¢(G) = ¢(G) si 1 només si

(4.15)

|V| _ Z’UGV T<U) Z T('U)
Z’UEV T(,U) veV T(U)
Aix0 es compleix per a grafs regulars o en grafs en els quals tots els vertexs tenen

el mateix coeficient de clustering. De fet, ¢/(G) ja era conegut en el context de
xarxes socials com coeficient de transitivitat.
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Primer calculem el coeficient de clustering i després el de transitivitat.
Proposicié 4.1.9. La distribucio de clusterings de H,  és la segiient:
(a) L'arrel v de Hy,y, té clustering

(n—2)*
(n — 1)k+1 —nm+3

c(r) =

(b) El clustering de les arrels r¢_; de cadascun dels (n—1)n'"" subgrafs H®, _;,
ambi=1,2,....k—1, a=oay...c; EZ' i ; #0, és

_ (n—2)?

S (n— 1)kt 4 (n—1)2—3n+4

(¢) El clustering dels (n — 1)* vértexs periférics p de H,, és

(n—12+ 2k —3)(n—1)+2— 2k
n+k—=2)(n+k—23)

c(p) =

d) FEl clustering dels (n —1)*='n'=! vértexs periférics p®_. dels subgrafs HS, _,
k—i n,k—i
ambi=1,2,....k—1, a=ajas...0; €Z¢ ia; #0, és
(=124 (2k—2i—3)(n— 1)+ 2+ 2i — 2k
(n+k—i—2)(n+k—1i—23) '

io. r 5 tr ja qu racié
Demostracio. Demostrem només tres dels casos, ja que la demostracio de
I’altre cas és similar.

(a) Com que l'arrel de H,, j, és adjacent a Zle(n —1)® vertexs amb grau n — 2,
el seu clustering és

n—2 (n—l)k+1—n+1
C('I”) _ T2 n—2 _ (n - 2)2 )
1 (n=Dk+l—ni1 ((n—l)’““—nﬂ _ 1) (n—1)k1 —2n+3
2 n—2 n—2

(b) Les arrels de H®

n,k—i

(i=1,2,...,k—1, a; # 0) tenen clustering

n=2 (n=D"H-n+l |, (n=2)(n=3)

[e _ 2 n—2 2
C(lr.k;—z) - 1 (n—l)k*”fl—n-i-l (n_l)k7i+1_n+1
2 <T+”—2) <T+”—3>
(n—2)°

(n—1)F 4 (n—1)2—3n+4
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Figura 4.5: El coeficient de clustering de H,, j per a n = 4,6,...20.

(d) El clustering dels vertexs periferics de H, ; (i = 1,2,...,k — 1, oy # 0),
és
(D02 4 (- 2)(k — i — 1)
sn+k—i—2)(n+k—i—3)
(n—1)2+ (2k — 2 — 3)(n — 1) + 2+ 2i — 2k
n+k—i—=2)(n+k—1i—23) '

o(pi_;) =

En particular, observem que, per a i = k — 1, els vertexs periferics de Hyy,

(n—1)2—n+1 -1

amb « # 0, tenen clustering n—Dn

O

Els resultats anteriors sobre la distribucié de clusterings estan resumits a la
taula 4.1. A partir d’aquests resultats podem calcular el coeficient de clustering
de H, 1, el qual esta representat a la figura 4.5.

Per a tots els graus, el clustering dels vertexs corresponents és inversament
proporcional al grau. Aleshores, la distribucié de clusterings verifica c(z) ~ 271
Segons Barabési i Oltvai [9], aix0 es considera la signatura de la modularitat
jerarquica. Una altra caracteristica rellevant del clustering de H,, ; és que, per

a k prou gran, tendeix a un valor constant amb k. Més concretament, per a n
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C(Hgok) / CapHeok)
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Figura 4.6: Comparacio entre el valor exacte del clustering de Heo, (linia negra) i
Uaproximacid asimptotica (linia gris).

gran, tendeix molt rapidament a un valor constant quan k — oo:

1 1 NNV
c(Hpy) ~ Capp(Hn,k)zl_g_E;<l_g) (n—l—l) .

Vegeu la figura 4.6. Aquest valor correspon a la contribucié dels vertexs periférics
de Hy , (1=1,2,... k-1, a € 7k a; #0), ja que la contribucié al clustering
de H,, ; dels altres vertexs tendeix a zero quan n, k — oo.

Aquest valor constant del clustering (el qual és independent de l'ordre del
graf), juntament amb el valor de v de la distribucié potencial de graus, és una
bona caracteritzaci6 de les xarxes jerarquiques modulars. Algunes observacions en
xarxes metaboliques de diferents organismes mostren que sén altament modulars
i que tenen aquestes propietats (vegeu [9, 82]).

Per trobar el coeficient de transitivitat necessitem calcular el nombre de tri-
angles i el nombre de triples del graf.

Proposicié 4.1.10. El nombre de triangles T, de H, ) és:

1 2
Tok = 5(71 —2) (1 — g —(n — 1) 4 gnk(2n — 3)) )
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Figura 4.7: Coeficient de transitivitat de Hy, j per a n = 4,6,...,20

Demostracié. Quan construim H, ; a partir de n copies de H,_;, les ad-
jacencies (4.1) i (4.2) introdueixen (n — 1)1 (")) i (”gl) nous triangles, respec-
tivament. Aleshores,

-1 -1
Tn,k:nka_le(n—l)k_l(nQ )+("3 )

Si apliquem recursivament aquesta férmula i tenim en compte que 7T),; = (g‘),
obtenim el resultat. O

A més a més, a partir dels resultats de la proposici6 4.1.8 (o la taula 1) sobre
el nombre de vertexs de cada grau, tenim el resultat segiient per al nombre de
triples (ometem explicitar la formula degut a la seva llargaria):

Proposicié 4.1.11. El nombre de triples 7, de H, ) és:

(D)4 n1) S 1 () 1 () A ()i (B

El coeficient de transitivitat s’obté dels dos resultats anteriors i, com mostra
la figura 4.7, tendeix rapidament a zero quan k — oo.
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4.1.5 Conclusions

En aquesta secci6 hem presentat una familia de grafs, la qual generalitza les
xarxes jerarquiques introduides per Ravasz et al. [82]. La nostra familia de grafs
combina una estructura modular amb una topologia scale-free per tal de mod-
elitzar les estructures modulars associades a organismes vius, xarxes socials i
xarxes tecniques (com, per exemple, Internet). Per als grafs proposats, donem
un algorisme d’encaminament. A més a més, hem calculat el radi, el diametre i
les distribucions de graus i de clusterings. Hem vist que aquests grafs son scale-
free amb un exponent de la llei potencial que depen del graf complet inicial, que
la distribuci6 de clusterings c(z) és inversament proporcional al grau i que el co-
eficient de clustering no depen de l'ordre del graf, com passa en moltes xarxes
associades a sistemes reals [9, 81, 82]. Finalment, és important esmentar que la
nostra definicié de xarxa jerarquica es pot generalitzar si agafem el conjunt de
VOrtexs Zp, X Zn, X - -+ X Z,, (en lloc de ZF). En aquest cas, tots els resultats sobre
I’algorisme d’encaminament i els parametres metrics sén valids sense canvis.

4.2 El producte jerarquic de grafs

En aquesta seccié introduim una nova operacié de grafs, que anomenem producte
jerarquic, que és una generalitzacio del producte cartesia i que permet la construc-
cié de families de grafs que presenten jerarquia. Com a conseqiieéncia, el producte
jerarquic hereta algunes de les ben conegudes propietats del producte cartesia,
com presentar un diametre reduit i algorismes d’enrutament simples. El nom que
hem escollit per a aquesta nova operacié esta inspirat en la forta jerarquia en el
grau dels vertexs del graf resultant (vegeu la figura 4.9). Un exemple de producte
jerarquic és l'arbre deterministic de Jung et al. [64], el qual correspon al cas en
que tots els factors sén grafs estrella (vegeu la figura 4.8). Els grafs jerarquics
proposats per Noh [80] i per Ravasz et al. [81, 82] també es poden relacionar amb
el producte jerarquic de grafs complets.

En I'estudi d’aquestes construccions, un tema que té una importancia especial
és el calcul de I'espectre. El motiu és que el coneixement dels valors propis d'un
graf ens doéna informacié molt rellevant sobre alguns parametres estructurals.
Una tecnica molt utilitzada en aquest sentit és 'estudi de 'entrellagat dels valors
propis, problema que ha estat estudiat per Haemers [59] i Fiol [48], entre altres.

Aquesta seccié es divideix en tres parts. A la primera definim el producte
jerarquic i n’estudiem les propietats principals, com ara la jerarquia dels vertexs
i els principals parametres metrics (excentricitat, radi, diametre i distancia mit-
jana). A la segona part estudiem algunes propietats algebraiques del producte
jerarquic. En particular, demostrem un resultat sobre 'espectre del graf obtingut
amb el producte jerarquic de dos grafs qualssevol i de la poténcia jerarquica (com
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000
001 & 003
002
010 020
011 ¢ 013 021 ¢ 023
012 022
100 300
101 ¢ 103 200 301 ¢ 303
102 302
110 120 310 320
201 § 203
202
g 113 121 §123 40 2o 311 & 313 321 § 323
112 122 312 322
211 § 213 221 § 223
212 222

Figura 4.8: El producte jerarquic S .Sy S3.

a producte jerarquic repetit) d'un graf donat. Concretament, estudiem 1’espectre
de T'hiperarbre T}, (que és el producte jerarquic de diverses copies del graf com-
plet de dos vertexs), el qual és un bon exemple de graf amb tots els seus valors
propis diferents. A la darrera part definim el producte jerarquic generalitzat i
trobem algunes de les seves propietats.

La nostra publicacié relacionada amb aquest tema és [13].

4.2.1 Definicié i propietats basiques

Siguin G; = (V;, E;), per a i = 1,2,...,N, N grafs amb conjunts de vertexs
V;, amb un vertex distingit o arrel amb l'etiqueta 0. El producte jerarquic H =
Gy M- Gy MGy és el graf amb vertexs xy ... x3x011, per a x; € V;, i arestes
definides per les adjacencies segiients:

( .
TN ... T3T2Yy; Siyp~x; en Gy,

TN ... X3YoTy Sl Yya~axg en Gy ixy =0,
TN ...T3T9X1~ TN ---Y3Tady Sl Yz~ T3 €1l G3izy =1x9=0,

[ YN - T3Taly siyy~ryen Gyizy=---=xn_1=0.
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L’estructura del graf obtingut H depen fortament dels vertexs arrel dels fac-
tors G;. Com a exemple, la figura 4.9 mostra els productes jerarquics de dues i
quatre copies del graf complet K5. L’ordre escollit dels factors, amb els subindexs
en ordre decreixent, és degut al fet que, quan V; = {0,1,...,b — 1}, els vertexs
Tn ... T3%ow, de H representen els primers b nombres en base b. Observem que,
amb n; = |V;| i m; = |E;|, el nombre de vertexs de H és ny = ny...ngnony. A
més a més, el nombre d’arestes de Go MG és mg + namq i el de Gz M Go MGy és
ms + ng(mg + namy) = mg + nyms + nzngmy. En general, el nombre d’arestes de
H és

N-1
mpg = My + Z mpng41 - "NN-
k=1

El producte jerarquic Gy M- - -Gy MGy és un subgraf del producte cartesia
Gy O ---O0G,0G;. Aquest fet ens ha suggerit fer servir la notacié “r” per al
producte jerarquic. Malgrat que el producte cartesia és commutatiu i associatiu,
el producte jerarquic compleix la propietat associativa (amb els vertexs arrel
convenientment escollits), perd no la propietat commutativa. A més a més, el
producte jerarquic és distributiu per la dreta respecte a la unié de grafs.

Lema 4.2.1. El producte jerarquic de grafs satisfa les propietats segiients:

(a) Associativa: si el vértex arrel de Gy MGy es defineiz com a 00, aleshores

G3|—]G2|_|G1 :G3|_|(G2|—]G1) = (G3|_|G2)|—]G1. (418)

(b) Distributiva per la dreta:

(GgUGg)ﬂGl == (G3|_|G1)U(G2|_|G1). (419)

(¢) Semi-distributiva per l'esquerra: si escollim el vértex arrel de Go U Gy en
G, aleshores

G3 I (Gg U Gl) = (Gg ( Gg) U ngGl, (420)

on n3Gp = fng MGy és el graf constituit per ng copies de Gy.

Demostracié. Per demostrar la primera igualtat en (4.18) (I'altra es de-
mostra de manera similar), només cal mostrar que el vertex ws(zoxi) té els
mateixos vertexs adjacents en G M (Ge M G1) que el vertex zzxox; té en Gy 1
G2 M Gl. De fet,

r3(yoy1) st (yoy1) ~ (woxy) en Gy MGy, és a dir,

Y1~ xp en Gy iyp = T,
Yo~z en Gy iy =1 =0,

yg(IQl’l) si Ys ~ T3 en Gg i (IQZL’l) = 0, és a diI‘, To = T1 = 0.

x3(x2x1) ~ si
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1000 1100
00 10

0001

01 1 1110

0011 1011
(a) (b)

Figura 4.9: Les potencies jerdarquiques K22 1 Kél.

Aleshores, 'isomorfisme és simplement x3(xox1) — z3z027. O

Com a conseqiiencia, i com que clarament K; MG = G K; = G, el conjunt
de grafs amb l'operacié binaria M és un semigrup amb element identitat K; (és a
dir, un monoide). Una conseqiiencia directa de les condicions d’adjacencia (4.17)
i del paper que fa K; és el lema segiient:

Lema 4.2.2. Sigui H = Gy M ---T1 Gy N Gy. Per a una cadena donada z de
longitud apropiada (per exemple, z = 0 = 0...0), denotem per H{zxy ... 1)
el subgraf de H induit pel conjunt de vertexs {zxy...xi|lx; € Vi,1 < 1 < k}.
Definim H{(xy ...xrz) analogament. Aleshores,

(a) H(zxg...x1) = Gx M --- 1 Gy per a qualsevol z donat.

(b) H(fL’NLL’kO> :GN|_||_|Gk

(¢) Hxy ... xxz) = (ny ...ng) Ky per a z # 0.

Algunes altres propietats basiques que sén heretades pel producte jerarquic
de grafs sén l'estructura d’arbre, el fet de ser bipartits i la planaritat (les de-
mostracions sén conseqiiéncia directa de la definicio).

La jerarquia dels vertexs

Amb el producte jerarquic obtenim grafs amb una forta jerarquia entre els seus
vertexs. Concretament, com més zeros consecutius hi hagi a la dreta en I'etiqueta
d’un vertex, més veins (és a dir, més vertexs adjacents) tindra aquest vertex. En
el llenguatge de la teoria de xarxes diem que els vertexs amb un grau alt actuen
com a hubs.

Siguin G;, per a i = 1,2,..., N, N grafs els vertexs arrel dels quals tenen
graus 0; = 0¢,(0). Aleshores, un vertex generic del graf resultant del producte
jerarquic H = Gy M --- T Gy, que anomenem & = xyTy_1...2;00...0, amb

xr # 0, té grau
k-1

Ou (@) = b, (2x) + > 6, (4.21)

i=1
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i hi ha (ng —1) Hﬁ\ikﬂ n; vertexs d’aquest tipus. A més a més, el grau del vertex
arrel 0 =00...0 en H és

0u(0) =>4 (4.22)

En particular, si G; = G 16, =0 peratoti=1,2,..., N, aleshores H és el
graf poténcia jerarquica GN = GMGM---T1 G, un graf de n?¥ vertexs els graus
del qual segueixen una llei de distribucié exponencial (vegeu la figura 4.10 com
un exemple amb G = K3i N = 3). Es a dir, la probabilitat que un vertex escollit
aleatoriament tingui grau k és P(k) = v~%, on v és una constant. De fet, si G té
ordre n, per a k = 1,..., N — 1, el graf potencia GV té (n — 1)n™ % vertexs amb
grau kd i n vertexs amb grau NJ.

Per exemple, si G = Ks, el producte jerarquic 7,, = KJ*, que anomenem
hiperarbre o m-arbre (i que en algorismica es coneix amb el nom d’arbre binomial)
té 2m=F vertexs de grau k = 1,...,m — 11 dos vertexs de grau m (vegeu de nou
la figura 4.9(b) per al cas m = 4).

Ara demostrem que, si eliminem el vertex arrel, el graf esdevé un graf no
connex, el nombre de components del qual creix amb el nombre de zeros.

Lema 4.2.3. Donat un producte jerarquic de grafs, H = Gy M --- M Gy, amb
N > 2, denotem per H* = H —0 el graf H que s’obté després d’eliminar el vertex
arrel 0 = 00...0. Aleshores,

C =

(GG NG = | J(GELM Gy M-+ M G).

k=1

En particular, si G; = Ko, per a 1 <1 < N, tenim

N-1

() = J K3

k=0
on, per conveni, K9 = K.

Demostracié. Per demostrar la primera igualtat, simplement apliquem re-
cursivament la férmula (Ho M Hy)* = (H; M Hy) U Hf utilitzant la propietat
associativa del producte, segons el lema 4.2.2(a). Aleshores, la férmula del graf
poténcia K2 ve del paper que fa K; = K, com a element identitat. O

4.2.2 Propietats metriques

En aquesta seccié estudiem els parametres metrics més rellevants del producte
jerarquic de grafs, és a dir, el radi, el diametre i la distancia mitjana. Siguin
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000 100 200
001 002
00 10 20
00 10 2027
010 1109 210 011 012 021 022
01 11 11
0l 11 212

020, 120 220
02 12 22
02 12 22

Figura 4.10: Dues perspectives de la potéencia jerarquica Kg’

111 112 121 122 211 212 221 222

G, = (V,E;), peral <i< N, N grafs i siguin ¢; := excg,(0) les excentricitats
dels seus vertexs arrel. Aleshores, I'excentricitat del vertex arrel 0 = 00...0 de
H és

excy(0) = Z Ei- (4.23)

Respecte al diametre i el radi del producte jerarquic H, tenim els resultats
segiients:

Proposicié 4.2.4. Donat qualsevol conjunt de camins geodésics p; en G;, per a
1=1,..., N, existeix un cami geodésic induit p en H =GynT---T1G1. A més a
més, si el graf Gy té radi vy i diametre Dy, aleshores el radi i el diametre de H
son, respectivament,

N-1
rg =TN+ Z €4, (4.24)
i=1
N-1
i=1

Demostracié. Suposem que tenim els camins geodesics p, de G;, per a
it =1,...,N. Aleshores, per als vertexs vy, vn_1,-..,0;i+1, podem estendre p,
al subgraf de H induit pel subconjunt de vertexs {vyvn_1...vi4120...0|z; €
Vi} € V. Per simplicitat, també anomenem p, aquestes extensions.

Donats dos vertexs arbitraris @,y de H, sigui z = xy ... T €l seu maxim
prefix comu (si k = N, aleshores z és la cadena buida). Aleshores, tenim & =

ZTp ... 21 1Y = 2y ...y amb x # Yg.
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Aix0 ens permet definir el seglient cami geodesic de @ a y, on el simbol o
denota concatenacié de camins:

px,y) = p(zxy... 0001, 211 ... 220) 0 po(zxy, . .. 250, 2z) ... 00) 0 - - -
w0 pe(za0...0,2y.0...0) 0 pp_1(zyr0 ... 0, 2yryr_1...0) 0 - -
w0 py(2yk - Y20, ZYk . Yoy ).

Observem que alguns d’aquests subcamins podrien ser buits. Aquesta darrera
expressio en termes de distancies déna lloc a

N

-1
disty(z, y) = distq, (2, ye) + Y (distg, (24, 0) + diste, (0, v;:)). (4.26)

=1

Per tant, aquest algorisme doéna el cami geodesic p i una demostracié con-
structiva dels resultats del radi i del diametre. De fet, per a un vertex fixat x, és
clar degut a (4.26) que existeix un vertex y amb yy # zx (k= N) tal que

=

-1
excy(x) = disty(x, y) = excay(xny) + Y (distg, (x;,0) + &;). (4.27)

i=1

Aleshores, I'excentricitat minima (el radi) s’assoleix quan ® = xx00...0 i
excay(Tn) = ry (aquests vertexs constitueixen el centre de H), cosa que de-
mostra (4.24). L’excentricitat maxima (el diametre) s’assoleix per a qualsevol
vertex ryry-_1...21 que satisfaci excg, (zny) = Dy 1 distg,(x;,0) = &;, per a
1 <i< N —1, cosa que demostra (4.25). O

Respecte a la distancia mitjana del producte jerarquic, per simplicitat donem
un resultat per al cas de dos factors. El cas de més factors es pot resoldre aplicant
recursivament aquest resultat a causa de la propietat associativa (4.18). Primer
introduim la notacié segiient: per a un graf donat G = (V, E') amb ordre n i un
vertex arrel, diguem-ne 0, d% denota la distancia mitjana entre 0 i tots els altres
vertexs de G (incloent-hi el mateix 0), és a dir, dg, = £ > | dista(0, v).

Proposicié 4.2.5. Siguin G1, G dos grafs amb ordres n; = |V;|, vertex arrel 0,
distancia mitjana local (des del 0) d) = dg;, i distancia mitjana (estandard global)
d;, per a i = 1,2. Aleshores, el seu producte jerarquic H = G5 G1, amb ordre
n = niny 1 vertex arrel 00, té els parametres sequents:

dy = d)+d, (4.28)

dy = ni - [(n1 — 1)dy + ni(ng — 1)(da + 2dY)] . (4.29)
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Demostracié. FEn el calcul de les distancies en H, distingim dos casos, segons
que els dos vertexs estiguin o no en la mateixa copia de Gy, per a k = 1,2.
Aleshores, utilitzant (4.26) tenim:

dH = % (Z Z diStH(LL’QZ’l,LL’le) + Z Z diStH(LL’QZ’l,ygyl))

(2 T2 T1,Y1 TaFY2 T1,Y1
1

= T N2 Z diste, (21, y1)
(2) T17Y1

1
+7ay Z Z dista, (22, y2) + diste, (71,0) + distg, (0, y1)]
(2) T2F£Y2 T1,Y1
1
= 7y | ™2 <T;l) di+ Z n diste, (22, y2)+z [diste, (21, 0Hdiste, (0, yl)])
(2) T2F#Y2 T1,Y1
1
= ﬁ N9 <T;1) dl—l— n% (7;2> d2+<7;2> Z[nl diSJEG1 (1’1, O)+Z diStGl (0, yl)]>
2 1 Y1
1 n n n n )
= —) No ( 21)d1 + n%( 22) d2 + ( ;)ﬁd? + ( 22) le nq dlStG1 (0, yl))

2
1 n n n
- (n(z)d +nz(;)d2+z(;)ngdg) |

cosa que déna (4.29). O
Com a corollari, donem el segiient resultat respecte a la N-ésima potencia

N
jerarquica GV = G GN --- NG.

Corollari 4.2.6. Sigui G un graf amb n vertexs, vertex arrel 0 amb excentricitat
e i distancia mitjana local d°. Siguin v, D i d, el radi, el diametre i la distancia
mitjana de G, respectivament. Aleshores, la N-ésima poténcia jerarquica GV,
per a N > 2, amb vertex arrel 0, té els parametres seqguents:

(a) Excentricitat i distancia mitjana local:

excy(0) = Ne;  d9 = Nd°;

(b) Radi i diametre:
ry=r+(N—-1)e; Dy=D+2(N —1)g

(¢) Distancia mitjana:

(N=Dn¥+1 1\ 4
dy = d+2 - d°.
N=aE ( nV —1 n—1
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Demostracié. La primera igualtat de apartat (a) i els resultats de I'apartat
(b) sén conseqiiencies directes de l'equacié (4.23) i de la proposicié 4.2.4. La
segona igualtat de 'apartat (a) s’obté facilment aplicant (4.28) recursivament i
utilitzant la llei associativa. Finalment, la mateixa tecnica es pot utilitzar per
demostrar apartat (c) a partir de I'equaci6 (4.29). De fet, ja que GN = GN1MNG,
'equacié (4.29) déna la segiient formula recursiva (on dy = d i df = d°):

n(nN=1t —1) n—1 n(nN=1 —1)

e . 249
nn™1—=1) [nnV2-1 n—1 nnN-2 -1
- ( N ) (N—l )dN—2+ N—1 dy + (N—l >2d?
nv —1 n —1 n —1 n —1
n—1 n(nN-t —1)
d 20° = ...
* nN —1 1+ nN —1 !
nN "t n —1) nN=t -1
N nN —1 di+ nN—ldl
1 _ _
+ nN_l((N—l)nN—nNl—nNz—---—n)Qd(f
(N —-1)nN +1 1 0
= d — 2d5.
1+< nN —1 n—1 !

O
En particular, observem que, quan N augmenta, la distancia mitjana del graf
potencia N-esima és

dy ~ d + 2d° (N— n )

n—1
cosa que, per a valors grans de n, déna una distancia mitjana de l'ordre de

dy ~d+2Nd°.

Exemple 4.2.7. El graf complet Ky té radi i diametre r = D = 1, distancia
mitjana local d° = % i distancia mitjana d = 1. Aleshores, l'hiperarbre T,, = K",
amb ordre 2™ 1 vertex arrel 0, té els parametres seguents:

(a) excpn(0) =m; d) =13;
(b) roy =m; D, =2m—1;

(¢) dp =22 —1~m—1.

4.2.3 Propietats espectrals

En aquesta seccié estudiem algunes propietats algebraiques del producte jerarquic
en termes de les propietats dels grafs que formen el producte. En particular,
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trobem alguns resultats sobre I’espectre d’alguns productes jerarquics de dos grafs
diferents i sobre la poteéncia jerarquica (com a producte repetit) d'un graf donat.

Comencem recordant que el producte de Kronecker de dues matrius A =
(a;;) i B, normalment denotat per A ® B, és la matriu obtinguda reemplagant
cada entrada a;; per la matriu a;;B per a tot ¢ i j. Recordem també que el
producte de Kronecker, en general, no és commutatiu. Tanmateix, si A i B
son matrius “quadrades”, A ® B i B ® A sén permutacio similar, cosa que
s'escrit A® B = B ® A; és a dir, que existeix una matriu permutaciéo P tal
que A® B = P(B ® A)P'. En el llenguatge de grafs, si les dues matrius sén
matrius d’adjacencia, diem que els grafs corresponents son isomorfs. El producte
de Kronecker ens permet donar la matriu d’adjacencia del producte jerarquic de
dos grafs en el lema segiient:

Lema 4.2.8. Siguin G, Gy dos grafs amb n; vértexs i amb matrius d’adjacéncia
A;, per a1 = 1,2. Aleshores, la matriu d’adjacéncia del producte jerarquic
H =G> Gy, amb un etiquetatge apropiat dels seus vertexs, es pot escriure com
a

Ay = A,@D +1I,0 A, (4.30)
~ D ®Ay+ A @I, (4.31)
on Dy = diag(1,0,...,0) i Iy (la matriu identitat) tenen mida ny X ny i ng X ng,

respectivament.

Per exemple, sigui G un graf d’ordre N i considerem el producte H = G K,,.
Aleshores,

Ag Iy - Iy

Iy 0 .- Iy
AHID1®AG—|-AKn®IN: : : : , (432)

Iy Iy -+ O

on Ag és una matriu n x n de N x N blocs.

En el nostre estudi utilitzem el segiient resultat de Silvester [87]:

Teorema 4.2.9. Sigui R un subanell commutatiuv de F™*", el conjunt de totes
les matrius n X n sobre un cos F' (o anell commutativ), i sigui M € R™ ™,
Aleshores,

detFM = detp(detRM),

(el subindex indica on es calcula el determinant).

Aix0 ens permet calcular el determinant d’una matriu de 2 x 2 blocs:
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A B
C D

son matrius n X n en un cos en el qual commuten dos a dos. Aleshores,

Corol'lari 4.2.10. Sigui M = ( una matriu en blocs, on A,B,C,D

det M = det(AD — BC).

Propietats espectrals de G M K&

Aqui estudiem el polinomi caracterfstic i 'espectre de G 1M K%. Comencem amb
H =GN Ks,. Si G té ordre n i matriu d’adjacencia A, la matriu d’adjacencia de

H és
A T,
- (A1), o

amb polinomi caracteristic

¢u(z) = det(xly, — Ay) = det < I, — A -1, ) '

-1, zI,

Aleshores, utilitzant el corollari 4.2.10, tenim

op(x) = det((2x® — 1)I, —zA)
= det(z[(z — 2)I,, — A])
"pg(z — 1), (4.34)

on ¢¢ és el polinomi caracteristic de G. De fet, aquest resultat correspon al cas
particular (r = 2) d'un teorema de Cvetkovic et al. [43], que déna el polinomi
caracteristic del graf corresponent al nostre producte jerarquic G S,., amb S, =
Ky, (el graf estrella de r vertexs).

Tornant al nostre cas, com que ¢ és un polinomi monic de grau n, el coeficient
de an en ¢g(r — %) és 1 i, per tant, el terme constant de ¢y (x) també és 1. En
conseqiiencia, 0 mai no sera un valor propi de H. A més a més, obtenim el
resultat segiient:

Proposicié 4.2.11. Sigui G un graf amb n vertexs, amb espectre
spG = {\, AT, . A

on els superindezs denoten les multiplicitats (mg = 1 si G €s connex) i A\g < A1 <
<o < \g. Aleshores, ’espectre del producte jerarquic H = G Ky és

_ mo mi mgq mo mi mgq
sp H = {0, 105 Ado s Ao s A1 -+ Agrt b
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Figura 4.11: Valors propis de G en funcié dels valors propis de H = G K.

on

Mo = fo(h) = 2P = g = X 0<i<a), (43)

2 ’ 2

)\00<)\01<"'<)\0d<0<)\10<)\11<"'<)\1d- (436)

Demostracié. A partir de (4.34) i dels comentaris posteriors, tenim les im-
plicacions segiients:

AespH & ¢op(N) = N"pa(A—1)=0& A — 1 €spG.

Aleshores, per a cada \; € sp G obtenim dos valors propis de H, els quals sén les
solucions A\jg = fo(\i) i A1 = f1(N\;) de 'equacié de segon grau A> — A\ — 1 =0
(que prové de \; = \ — %), que satisfan

)\02 — L VA$+4 <0< L VA$+4 — )\12._ (437)

o 2 2

A més a més, observem que A; < \;;; implica que A\g; < g1 1 Ay < A
(vegeu la figura 4.11 per a una “demostracié sense paraules” a 'estil del llibre de
Nelsen [75]). O
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En particular, si G és bipartit, el seu espectre és simetric respecte al 0: \; =
—Xa—i, 1 =0,1,..., LgJ (vegeu, per exemple, Biggs [20]), com passa amb H =
G M Ky que té els valors propis

)\Oi _ )\i—\/2>\12+4 _ —/\dfi—\2/>\§7i+4 _ —)\17d_i (0 S i S LgJ) (438)
Considerem ara el cas del producte multiple H,, = G K3", amb m > 0, on,
per conveni, Hy = G. Pel lema 4.2.1, H,, = H,,_1 1 K5 i podem tractar aquest
cas recursivament, aplicant m vegades (4.34) o la proposicié 4.2.11.
Tanmateix, a partir d’'una conseqiiéncia del teorema 4.2.9 (vegeu el lema
segiient) podem obtenir alternativament la recurréncia per trobar el polinomi
caracteristic ¢,, de H,,.

Lema 4.2.12. Sip i q son polinomis arbitraris, aleshores

det < pl, —qA —qI,

oI oI ) = det((p* — ¢*)I, — pqA).

Aix0 ens déna una doble relaci6 de recurrencia per a ¢,, (), obtinguda aplicant
recursivament el lema 4.2.12. La matriu d’adjacencia de H,, és

_ Am—l Im—l
Am_<1m_1 5 ) (4.39)

peram > 1, on Ag = A és la matriu d’adjacencia de Hy = G i on I,, denota la
matriu identitat de mida n2™ x n2™ (la mateixa mida que A,,).

Proposicié 4.2.13. Sigui {p;,q;}i>o la familia de polinomis que satisfan les rela-
cions de recurréncia

pi = p?—l—qz'z—la (4-40)
G = DPi-1Gi-1, (4.41)

amb condicions inicials pg = x 1 qo = 1. Aleshores, per a m > 0, el polinomi
caracteristic de H,, = G Kj" és

Dun(2) = (G (2)" 60 (pm<“””>) ,

Gm ()
on ¢g és el polinomi caracteristic de G.

Demostracié. Com que gqo(z) = 1 1 po(z) = z, el resultat es compleix
obviament per a m = 0. Sigui m > 1. Primer provem que, per a tot i, 0 < i < m,
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La demostracio és per induccié sobre i. Per definicié del polinomi caracteristic,
(bm = det(x-[m - Am) = det(pOIm—l - qOAm—l)

i podem veure que (4.42) es compleix per a i = 0. Aleshores, suposem que es
compleix per a ¢ — 1. Considerant 'estructura de A,, en (4.39), tenim

Om = det(pi1dm—iv1 — Gi-1Am—it1)

Am—i Im—i
= det (pi—lIm—i-i-l_qi—l( I. . O ))

Dicid i — ¢ic1 A —qi—aD—
det
( —Gi—1Lm— Pic1 i )

= det((p?_l - qz?—l)Im—i - pi—lQi—lAm—i>
= det(pilym—i — G Am—i),

on hem utilitzat el lema 4.2.12 i les relacions de recurrencia de p; i g;.
En particular, el cas ¢ = m déna

() = det(pm(r)Io — gm(r)Ao)

(e ()
= (Gn(@)" b0 (pm(m ) |

Qm(x)

Aixo completa la demostracié. O

L’espectre del producte generic de dos termes

Teorema 4.2.14. Siguin G1 1 G dos grafs amb n; vertexs, matrius d’adjacéncia
A; i polinomis caracteristics ¢;(x), 1 = 1,2. Suposem que Gy té el vertex arrel
0 i considerem el graf G = Gy — 0, amb matriv d’adjacéncia A7 i polinomi
caracteristic ¢;. Aleshores, el polinomi caracteristic ¢pp(x) del producte jerarquic
H= Gg 1 Gl €s:

bn(x) = (61(2))" ("’1(‘”) | (1.43)

i ()
Demostracié. Sense perdre generalitat, podem indexar les files (i columnes)
de A; com a 0,1,2,...1suposar que els vertexs adjacents al vertex arrel 0 en G,
amb grau J, sén 1,2, ...,0. Aleshores, utilitzant (4.31), la matriu d’adjacencia de

H es pot escriure com una matriu n; X nq en blocs, on cada bloc té mida ngy X no
(compareu la segiient matriu d’adjacencia amb (4.33)):

A B)

AH=D1®A2+A1®12=(BT A @I,
1
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on

Aleshores, el polinomi caracteristic de H és

ZL’IQ —A2 —-B )

¢p(z) = det(xl — Ap) = det ( BT (oI — A) & I

on els n? blocs sén de tres tipus: un és del tipus Iy — Ay, n; — 1 sén del tipus
xI5 1 my sén del tipus —I5, on m; és el nombre d’arestes de G;. Per tant, podem
aplicar el teorema 4.2.9 (ja que tots els blocs commuten dos a dos) i obtenim ¢y
calculant el determinant en R™2*"2 expandint per la primera fila els blocs de B:

om(z) = det([xly — Ag)di(2)I2 + ¢1(x) 12 — x1297())
= det(¢1(2)Iy — ¢7(7)As)

— et (6i(0) | 0L - 4, )

= e (20,

com voliem demostrar. O

De fet, Schwenk [85] va donar una demostracié molt més llarga d’aquest re-
sultat en un altre context, sense esmentar 1'operacié subjacent de grafs.

Tenim un cas particular interessant quan G és un graf cami-regular (vegeu
Godsil [58]), perque l'anomenada funcid caracteristica local (vegeu article de
Fiol i Mitjana [51]) és la mateixa per a cada vertex i

6i(x) =~ (a),

1

on, com és usual, la prima indica derivacio.

Corollari 4.2.15. Amb la mateixa notacid, si Gy és un graf cami-reqular, tenim

= (57) (i) =

Alguns exemples ben coneguts de grafs cami-regular sén els grafs vertex-

transitius i els grafs distancia-regulars. Un cas particular interessant el trobem
quan Gy és el graf complet K,.

Corol'lari 4.2.16. Sigui G un graf d’ordre no = N i polinomi caracteristic ¢g.
Aleshores el polinomi caracteristic de H = G K,, és:

(x—l—l)(x—n—l—l))
(x —n+2) '

¢H($) = (SL’ + 1)N(n—2) (LL’ —n+ Q)N(bg <
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000 100 200
001 10 20
002 z:zZu o
210
01 6
01 101 T1
012
220
02 221
022

111 121 211 221

Figura 4.12: Dues perspectives del producte jerarquic generalitzat Kg’ amb Uy = Uy =

(0,1}

Demostracié. Apliquem l'equacié (4.44) amb ny = n, el polinomi carac-
teristic de K,
¢o1=(x—n+1)(z+1)""
amb
Pi=(@+1)" '+ (n-1)(r—n+1)(z+1)"2
O

4.2.4 El producte jerarquic generalitzat

Una generalitzacié natural del producte jerarquic és la segiient: donats N grafs
G; = (V;, E;) i uns subconjunts (no buits) de vertexs U; C V;, 1 =1,2,..., N — 1,
el producte jerarquic generalitzat H = Gy M -+ Go(Uy) M G1(Uy) és el graf
amb conjunt de vertexs Viy x --- x V5 x V], com abans, i adjacéncies (vegeu la
figura 4.12):

TN ... T3T2yy Siy;~x; en Gy,
TN -..T3YoT1 Sl Ys~Ty €en Goixg el
IN...T3TaTi~{ TN ..-YsToly SlYys~a3en Gyim; €l i=1,2

([ YN - T3TaT siyv~ryenGyix; €U, i=1,2,.... N—1
En particular, els dos casos extrems son els segiients:

e Si tots els U; sén singletons (grafs d’un sol vertex), per atot 1 <i¢ < N —1,
aleshores el graf resultant és el producte jerarquic (estandard), en el qual
els singletons corresponen a les arrels dels diferents factors.
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Figura 4.13: Cicle hamiltonia en H = G9 M G1(Uy) a través de tres copies de Go i na
copies de Gy.

Figura 4.14: Cicle hamiltonia en H = Go M G1(Uy) a través de dues copies de Go i na
copies de G quan ny és parell.

e SiU, =V;peratot1l<i< N-—1,aleshores, el graf resultant és el producte
cartesia de G;.

Altres possibles generalitzacions del producte jerarquic s’obtenen utilitzant
una factoritzacié apropiada dels grafs ;. D’aquesta manera, es poden obtenir
productes jerarquics amb algunes propietats determinades, com una alta connec-
tivitat o una distribuci6é de graus especifica (per exemple, scale-free).

Observem que el producte jerarquic pot definir-se també per a grafs infinits i
per a digrafs.

Cicles hamiltonians

Es ben conegut que el producte cartesia de grafs hamiltonians G = G10G, és
també hamiltonia (vegeu, per exemple, Bermond [19]). Com hem dit abans,
aquest producte correspon al nostre producte jerarquic G5MG1(U;) quan Uy = V4.
Aqui demostrem que un resultat similar val en condicions molt menys restrictives
relatives als subconjunts U;.
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Proposicié 4.2.17. Si els grafs G; = (V;, E;), i = 1,2, sén hamiltonians i el graf
induit pels vertexs en Uy C Vi té un cami Py contingut en el cicle hamiltonia de
G1, aleshores el producte jerarquic generalitzat H = Go M G1(Uy) és hamiltonia.

Demostracié. La construccié d’un cicle hamiltonia en H a partir de cicles
hamiltonians en GG; i G5 no és res més que la versié per a grafs de la utilitzada en
la demostracié dels teoremes 2.1.12 1 3.4.1. Concretament, un cicle hamiltonia en
H es construeix unint adequadament ny quasicicles hamiltonians de subgrafs iso-
morfs a G; amb 3 quasicicles hamiltonians de subgrafs isomorfs a G5 (anomenem
quasicicle un cicle menys algunes arestes), segons es mostra a la figura 4.13. O

De fet, si ny és parell també es compleix el segiient resultat, la demostracié
del qual ometem perque és molt semblant a Uanterior (vegeu la figura 4.14).

Proposicié 4.2.18. Si els grafs G; = (V;, E;), i = 1,2, sdn hamiltonians, ny =
|Va| és parell i el graf induit pels vértexs en Uy C Vi té una aresta continguda
en el cicle hamiltonia de G1. Aleshores, el producte jerarquic generalitzat H =
Go M G1(Uy) és hamiltonia.






Capitol 5

Hiperarbres i hiperarbres r-adics

En aquest capitol estudiem les propietats basiques i les espectrals d’una familia
d’arbres, que hem anomenat hiperarbres, amb dues caracteristiques destacables:
son subgrafs generadors de I'hipercub i els seus vertexs presenten una forta jer-
arquia en les seves connexions. Els hiperarbres es poden definir recursivament a
partir de 'anomenat producte jerarquic de grafs complets de dos vertexs.

A la segona part del capitol estudiem els hiperarbres r-adics, que sén una
generalitzacié dels hiperarbres. Aquests arbres s’obtenen a partir del producte
jerarquic de camins de r vertexs. En aquest cas, es tracta de subgrafs generadors
de la malla r-dimensional. Com en el cas dels hiperarbres, els seus vertexs també
presenten una forta jerarquia.

Els nostres articles relacionats amb aquest capitol son [14, 15].

5.1 Hiperarbres

5.1.1 Introduccidé

A la primera part del capitol estudiem les propietats basiques i les propietats
espectrals dels anomenats hiperarbres o arbres binomials, en el llenguatge que
s'utilitza en algorismica (vegeu Cormen et al. [41]).

Definim I’hiperarbre de dimensié m T}, com el producte jerarquic de m copies
de KQ.

Entre altres propietats, ’hiperarbre és un bon exemple de graf amb tots
els seus valors propis diferents. Aquest fet comporta algunes conseqiiencies es-
tructurals, com ara que el seu grup d’automorfismes sigui abelia (vegeu Mow-
showitz [74]). De fet, mostrem que el grup d’automorfismes de T, és el grup
simetric S;. Aix0, juntament amb l'alt grau de jerarquia que presenta aquesta
familia d’arbres, comporta propietats interessants en el seu espectre.

95



96 5 Hiperarbres 1 hiperarbres r-adics

Més concretament, a causa de la relacié de recurrencia que satisfa el polinomi
caracteristic de T, cada valor propi d'un hiperarbre d'una determinada dimensi6
doéna lloc a dos valors propis en 'hiperarbre de la dimensié segiient. Per tant, hi
ha una forta relacié entre els valors propis (i els vectors propis) d’hiperarbres de
dimensions diferents.

A més de trobar els valors propis de 7,,, estudiem el seu comportament
asimptotic i com estan distribuits en intervals definits pels valors propis de T,
per am’ < m.

Finalment, calculem els vectors propis de T,,, utilitzant tecniques de Fiol
i Mitjana [50] i de Godsil [58], que es basen en 'obtencié d'una distribucié de
carregues en els vertexs de T}, a partir de la distribuci6 de carregues en els vertexs
de Tm—l-

5.1.2 Definicié i propietats basiques

Comencem el nostre estudi de 1'hiperarbre donant-ne la definicié.

Definicié 5.1.1. Donat un enter m > 0, Uhiperarbre T,, és l’arbre arrelat amb
el conjunt de vértexs Z5' © amb les adjacéncies definides per la regla segiient: dos
vertexs son adjacents si i només si les seves etiquetes difereixen en exactament
un digit i el maxim sufix comu és buit o conté només zeros. FEl verter arrel de
T, és0=00...0.

De fet, aquesta definicié és equivalent a considerar el producte jerarquic de
m copies de K. Es a dir, T,, = K" = K, N MKs, on 'operador “M” indica
aquest tipus de producte, el qual esta definit en el capitol anterior. Per conveni,
considerem Ty = Kj.

Com a exemple, la figura 5.1 mostra el producte jerarquic de dos, quatre i sis
grafs isomorfs al graf complet Kj.

Com que els grafs obtinguts del producte jerarquic sén subgrafs generadors
del corresponent producte cartesia, tenim que 7, és un subgraf generador de
I'hipercub ),,,. Recordem que @), té el conjunt de vertexs Z5' i que dos vertexs
son adjacents si i només si difereixen exactament en un digit.

Notacié 5.1.2. Cada t© = i,,—1 .. .11100 € ZY' pot ser vist com ['expressio en base
dos, de longitud m, de i = Zznz_ol ix2%, amb i € {0,1,...,2™ —1}. En particular,
considerem els vertexs de T, etiquetats amb els nombres del conjunt anterior. En
aquest sentit, fem s de la identificacio © = 1, ja que m esta fizat. Per convenit,
considerem 73 = {@}, on @ representa la seqiiéncia buida.

Vegem ara algunes propietats basiques de I'hiperarbre T;,, les quals es de-
dueixen del capitol anterior sobre el producte jerarquic.
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1000 1100
00 10
0001
ol i 1110
0011 1011
(a) (b)
001000 101000

100100
101001

101100

001101 101101

00001 101110

101111

011000 111000

011100 110000,
110001

110100
111001

111100

011101 110101 111101

010010, 011110 110010 111110

010111 011111 110011 111011

110111 111111

(©

Figura 5.1: Els hiperarbres Ty = K3, Ty = K3 i Tg = K§.

e Per a m > 0, I'hiperarbre T}, té ordre n = 2™ i mida 2™ — 1.

o T, = T,,_1M K, (ja que el producte jerarquic compleix la propietat asso-
ciativa).

o T =T, —0=U;" T

o T, —e,on e és laresta {0,10 71 0}, és isomorf a la unié disjunta de dues
copies de T),_1. De fet, aquestes copies de T}, 1 sén els subgrafs induits
pels conjunts de vertexs Vo = {Ow|w € Z '} i Vi = {lw|w € Z5'}.

o T, té 2 vertexs de grau m i 2™/ vertexs de grau j, pera 1 < j < m — 1.
Es a dir,

— 6(0) = 6(10 ™71 0) = m;
— 0(wl004710) =4, per atot w € Z5 7 iperal<j<m—1.

Com mostra el segiient resultat, I’hiperarbre 7T, és un cas particular de la
xarxa jerarquica H,;, que hem vist en el capitol anterior. En efecte, per les
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condicions (4.3), (4.4) i (4.5), les adjacencies de la xarxa jerarquica Hs,,, amb el
mateix conjunt de vertexs que 7T, sén

—~
~

] J
T1Ty . .. T . . . ((]I)Oz...oz ~ T1Ty...TiOQ... O Q...(Q, (5.1)
ona=a+1(mod2),0<i<m—-1,i+1<j<m.
Vegeu la figura 5.2, en la qual s’entreveu el resultat segiient:

Proposicié 5.1.3. L’hiperarbre de dimensio m és isomorf a la rarza jerarquica
H27m.'
T = Hy .

Demostracié. Comprovem que 'aplicacié ® : V(Hs,,) — V(T5,), definida
per

O(x1x9 ... wp) = x1(x1 + 22) (T2 + 23) . .. (Tt + Tin),

on l'aritmetica és modul 2, és un isomorfisme de Hs,, a T},. En efecte, les imatges
de dos vertexs qualssevol adjacents en Hs,,, segons (5.1), sén també adjacents
en 7T},, com es mostra a continuacio:
(4)
O(r12y. . T, .. X a...q)
()
= x1(z +x2) .. (i + 7)) (2 + )20 .. 20 200 . 2c
(4)
= S(Zl(l’l —|—SL’2)...(LL’Z'_1 +LL’Z)($CZ—|—O()0 00...0
G
~ (T +x2) ... (T +x)(z; +a)0... 1 0...0
()
= (T +x2) .. (i1 + ) (s +a)2a. .. (a+@) 2a...2a
()
= O(r129... 2;000... A @...0Q).

~

|

De fet, es pot comprovar facilment que l'aplicacié inversa ®~! : V(T;,) —
V(Hg,m) és

(I)_l(l’ll’g .. S(Zm) = LL’1(SL’1 +LL’2)(SL’1 + X9 —|—SL’3) c. (SL’l + X9+ - +LL’m)

Respecte a les simetries de I'hiperarbre, tenim el resultat segiient:

Proposicié 5.1.4. Per am > 1, el grup d’automorfismes de ’hiperarbre T,, €és
Ss.
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Hl-'l T4

0000 — 0000
0001 — 0001
0010 — 0011
0011 — 0010
0100 — 0110
0101 — 0111
0110 — 0101
0111 — 0100
1000 — 1100
1001 — 1101
1010 — 1111
1011 — 1110
1100 — 1010
1101 — 1011
1110 — 1001
1111 — 1000

Figura 5.2: Hy 4 =Ty = Kél.

Demostracié. Sigui ¢ : T,, — T, definit per ¢(0¢) = 12 i ¢(12) = Oq.
Aleshores, afirmem que Aut(7,,) = {Id, ¢}. Per tant, hem de demostrar que ¢
és 'anic automorfisme no trivial de T,,.

Primer mostrem que ¢ és un automorfisme de T,,,. De la seva definicid, queda
clar que ¢ és una bijeccié involutiva, és a dir, ¢p(¢(v)) = v per a tot vertex v de
T,,. Ara siguin u i v dos vertexs de T,,,. Hem de veure que si u ~ v, aleshores
¢(u) ~ ¢(v). Suposem, sense perdua de generalitat, que u comenga per zero.

Siu=01iv=10m710, aleshores ¢(u) =vi¢p(v) = u.

Altrament, v comenga també per zero. Per simetria, podem considerar u =
Ow0 .7. 0iv =0wl0710. En aquest cas, ¢(u) = lw0 .7. 01 ¢(v) = lwl0 i1 0,
els quals son clarament adjacents en T,.

Finalment, demostrem per induccié sobre m que ¢ és 'inic automorfisme no
trivial de 7T;,.

Peram =1,T; = Ky i Aut(K3) = S,. Sigui ara m > 1. Com s’ha dit abans,
Vo = {0w|w € Z7 '} i V} = {lw|w € Z3* '} indueixen dos subgrafs disjunts de
T, isomorfs a T,_;. Denotem aquests subgrafs per Gy = G[V] 1 G; = G[V4].
Suposem que Aut(T,,_1) = {Id, ¢} i sigui v un automorfisme de 7},. A causa de
la seqiiencia de graus de 7T,,, tenim un dels dos casos segiients:

e 7(0) =0i~(10 771 0) =10 ™10,

e 7(0) =101 01 ~(10 ™1 0) = 0.
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En el primer cas, v és una aplicacié que fixa Gy i G;. A més a més, l'auto-
morfisme induit deixa l'arrel fixa. Aleshores, per la hipotesi d’induccid, v = Id.
En el segon cas, 7 és una aplicacié de Gy a G i de Gy a Gy. Per a tot i € ZJ",
definim vy i 7; de la manera segiient:

e si v(02) = lv, aleshores 7y(2) = v;
e si y(12) = Ow, aleshores (7)) = w.

Es pot comprovar facilment que vy i 7, sén automorfismes de 7},_; que deixen
larrel fixa. Per la hipotesi d’induccié, 79 = v = Id. Aixo implica que v = ¢,
cosa que completa la demostracié. O

5.1.3 Propietats espectrals
En aquesta seccid, estudiem les propietats espectrals dels hiperarbres, en partic-
ular els valors propis (i el seu comportament asimptotic) i els vectors propis.

Valors propis

Denotem per A,, i ¢, la matriu d’adjacencia i el polinomi caracteristic de I’hiper-
arbre T,,. Aleshores, com que T}, = T,,_1 M K3, 'equacié (4.33) (del capitol del
producte jerarquic) es pot escriure com:

A, - ( Anci g), (5:2)

on la dimensié de cada bloc és 2™~ x 2™~ mentre que I'equacié (4.34) déna la
segiient formula de recurrencia:

Om(z) = 2" P (z — 1), (5.3)

Per tant, resseguint el contingut i la demostracié de la proposicié 4.2.11, la relacié
de recurrencia anterior implica que, si A; € ev Ty, 1, % € 75! aleshores les dues
solucions de = — % = A;, ¢és a dir, de

= XNzr—1=0 (5.4)

pertanyen a ev T},,. Com s’ha esmentat en el capitol anterior, una notacié til per

a aquestes dues solucions és Aj; i A ;, ja que, utilitzant les funcions

Fo(A) = %(A VT, AN = %(/\ VT ), (5.5)

es poden calcular com a A\y; = fo(A;) i Aj; = f1(A;).
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m=0 -
0
m=1
1 . 1
IO T e s 1618

m=3 e SHE — —

2005 el ez ot 2095
m=4 /\‘ a T oA -z 2=l < s N —_7—\

296 T 2
28T [ YT
U 3163 3.163

Figura 5.83: El conjunt de valors propis de T, per a 0 < m < 6.

A més a més, aplicant recursivament aquestes funcions comencant amb A\g :=

) . . B . m )

0, obtenim el conjunt complet dels valors propis evT,, = {A;|% € Zy'} on, si
2= lym_1lm—2 . .. 1o, aleshores

Ai:(fimfl O"'Ofilofi())(O)- (56)

Aquesta presentacié déna un ordre natural, de manera que com més gran sigui el
nombre ¢, més gran sera el valor propi A;. Per tant, tots els 2 valors propis son
diferents, propietat que té conseqiiencies de llarg abast. En particular, se sap que
en aquestes condicions tot automorfisme de 7,,, és involutiu i que el seu grup ha de
ser abelia (vegeu Mowshowitz [74]). De fet, recordem que en la proposicié 5.1.4
hem demostrat Aut(7,,) = Ss.

També, com que T,, és trivialment bipartit, el seu conjunt de valors propis és
simetric (vegeu Biggs [20]) i, aleshores, per a tot @ € Z1,

A=A, (5.7)

on i(= n — 1 — i) denota el complement de % (és a dir, I'operacié NOT digit a
digit). Per exemple, la figura 5.3 mostra I’espectre dels hiperarbres T, per als
casos 0 < m < 6, i que cada valor propi en 7T, ; déna lloc a dos valors propis en
T

Com a resum de les propietats anteriors tenim el resultat segiient, on hem
utilitzat la notacié decimal per als subindexs.

Proposicié 5.1.5. L’hiperarbre T,,, per a m > 1, té tots els valors propis difer-
ents \j' < A" < -+ < AN, ambn = 27, els quals satisfan la relacio de
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recurrencia i la propietat de simetria sequents:

m o )\?71+ (A;7L71)2+4
24— 2 ;

(5.8)

A=\

n—1—1»

(5.9)

perai=0,1,...,5 —1.

En el cas de I'hiperarbre, els polinomis p; i ¢; de la proposicié 5.1.6 resulten
ser també polinomis caracteristics, com explicitem en el resultat segiient:

Proposicié 5.1.6. Sigui {p;, ¢ }i>o0 la familia de polinomis obtinguda de les rela-
cions de recurrencia de la proposicio 4.2.13. Aleshores, els polinomis carac-
teristics de Uhiperarbre T,,, m > 0 (amb Ty = Ky) i del graf T}, = T,, — 0,
(ambm >11i0=00...0) son, respectivament,

o1,.(2) = pm(2), (5.10)
o1 () = gm(z). (5.11)

Demostracié. Per demostrar (5.10), simplement apliquem la proposici6 4.2.13
amb G = Ky, cosa que implican =1, ¢g = x, i

61.(0) = (ante)"on (245 ) = (o).

Aleshores, la igualtat (5.11) ve d’aquesta darrera expressié i del fet que, aplicant
recursivament (4.41), tenim

() = H pi(2).

Observem que, a partir del lema 4.2.3, tenim que 1)} = U?Z)l T, O
El segiient resultat ve del fet que A; i A;; son les arrels del polinomi quadratic
2> =Xz —1=0(54).

Lema 5.1.7. Per a tot o € Zy i i € 757,

Ai T Ai = A (5.12)
)‘0i>‘1i = -1, (5.13)
Agh o = L, (5.14)

)\a’i = )\OE + )\’I:‘ (5.15)
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Figura 5.4: El digraf dels valors propis de Ty, per a 0 < m < 3.

Demostracié. Les dues igualtats (5.12) i (5.13) s’obtenen directament de
(5.4). La igualtat (5.14) és una conseqiiencia de (5.13) i de la “propietat de
simetria” (5.7). Finalment, (5.12)—(5.14) impliquen (5.15), ja que

1 _
—E—)\Oi—)\(ﬁ = )\Oi—)\og—i-)\i,

)‘i:)‘li_ﬁz)‘li_)‘ﬁ = )\liZ)\lg—l—)\i.

Com una illustracié de la igualtat (5.12), vegeu la figura 5.4 (que s’ha de
comparar amb la figura 5.3).

En particular, per a (5.14), el maxim p,, = A1, 1 i el minim o, = Ajp._o (tots
dos en valor absolut) en evT,, sén un l'invers de laltre, és a dir, p,0,, = 1,
d’acord amb l'equacié (5.19) que hi ha més endavant.

A més a més, aplicant recursivament (5.15), tenim que la suma dels primers
m valors propis minims positius dona el radi espectral de T},:

Pm = Al11..1
= A00..0 + A11.1
= X100..0 + A10..0 + A1

= Op+0mo1+---+07.

En general, tenim el segiient esquema per a la descomposicié de A;, amb
1 = ’ém_l’ém_g’ém_g e il’éoi



104 5 Hiperarbres 1 hiperarbres r-adics

z’ _ Vo Vo “ e . /A /A )\ . — )\ . - - - =
m—1 m—2 m—3 1 0 1 tm—1tm—2tm—3-.-11%
P S S A = 77

m—2  ‘m-3 L t0 + Yn—2%m—3 .- -1120
AP A ==

m—3 1 0 + tm—3...21%

1 10 ilgo

io i

Observem que, en el diagrama de l'esquerra, la seqiiencia i,,_1%m_2%m—3 - . . 11l
apareix a la diagonal principal i els elements de cada columna per sobre seu sén
els conjugats dels elements de la diagonal. En el diagrama de la dreta, tenim la
suma dels valors propis de la descomposicid, els subindexs dels quals s’obtenen
llegint per files el diagrama de l’esquerra. Un altre cas particular seria, per
exemple,

A10110 = A11001 + Aooor + Ator + A+ Ao.

Ara estudiem la distribucié dels valors propis de T,, respecte als intervals
definits pels valors propis de T,,/, per a m’ < m.

Comencem demostrant que tots els valors propis sén diferents, fins i tot si
pertanyen a hiperarbres de dimensions diferents.

Lema 5.1.8. Per a tot parell de seqiiencies binaries © € Zi, j € Z5, es compleix
que
’i:j < >\’i :)\j. (5.16)

Demostracié. La suficiencia és trivial per (5.6). Respecte a la necessitat,
suposem que tenim \; = )‘j’ per at = i, _1ip_o...91%0 1 J = Js_1Js—2---J1J0-
Aleshores,

f'l'rfl(fi'er ©-+-0 fi1 © flo(o)) = fjsf1(fjsf2 ©-+-0 fjl © f]o(o)) (517)

Com que fo(z) = $(z — Va2 +4) <01 fi(z) = L(z + V22 +4) > 0 per a
qualsevol =, ha de ser 4,_; = j,_1 i, per tant, f;. ,0---of;,0f; (0) = f;,_,0---0fj0
f4,(0). Seguint el mateix raonament, tenim i, o = js_2 1 fi, ;0---0 f;; o fi,(0) =
fios0-+-0 fj; 0 f;,(0), etc. Ara només ens cal demostrar que r = s. Suposemn,
sense perdua de generalitat, que r > s. Aleshores, repetint s vegades el procés,
tenim 4,1 = Js—1, ir—2 = Js—2se -y bp—s = Jo 1 fi,_.., 00 fi, o f;,(0) = 0, cosa
que contradiu el fet que, per a tot x i i = 0,1, fi(z) # 0. Aix0d completa la
demostraci6. O

Per estudiar els valors propis dels hiperarbres de totes les dimensions, hem de
considerar la unié de Z" per a tot m (o el conjunt de totes les seqiiéncies sobre
Zs), que denotem per Z3.
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Figura 5.5: La distribucio dels valors propis de T,,, per a m =0,...,9.

Definicié 5.1.9. Siguin i, € Z% i sigui w el seu mazxim prefix comi (que pot ser
buit). Diem que @ <r j si i només si es compleix una de les condicions segiients:

(1) 1 =w0é; i = wly,;
() i =w ij =wljy;
(i73) ¢ = w0iy 1 j = w,
on 11 © J; també poden ser seqiencies buides. Diem que © <y J Si i NOMES Si
1<rjot=3.
Observem que dues seqiiencies binaries diferents podrien representar el mateix

nombre natural. Per tant, la relacié <7, que és d’ordre total en Z3, no és equiv-
alent a l'ordre natural.

Definicié 5.1.10. Per a qualsevol £ > 0 i w € Z5, la w-translacié, ), €s la
funcio
Tw = .fwg,l o "'ofw1 ofwoa

on w — Wyp—1...wW1Wg.

Les funcions fy i fi sén totes dues monotones creixents. Aix0 implica que Ty
és monotona creixent, per a tot w. D’altra banda, és important esmentar que,
com que T no conserva les distancies, no és una translacio en el sentit geometric.

A més a més, tenim el lema segiient:
Lema 5.1.11. Per a toti=0,1 i x,y arbitraris, es compleiz
fi(z) = fiy)l < |z —yl. (5.18)

Demostracié. Per a i = 1, podem suposar sense perdua de generalitat que
x < y. Aleshores,

(y+\/yﬂj—x—\/m>.

N~

filr) < fily) 1 fily) = filz) =
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Ara només ens cal observar que \/y2 +4—V224+4 <y— 2z, perque

(V12 +4 -V + (V12 +4+Va2+4) = (y—2)(y+x)
< (y—x)(\/y2+4+\/x2+4).

Aixo implica que |fi(x) — fi(y)] < |z —y|. Amb un raonament similar, tenim
[fo(z) = fow)| <[z —y[. O
Ara utilitzem les w-translacions i el lema 5.1.11 per demostrar el resultat

segiient:

Teorema 5.1.12. El conjunt de tots els valors propis

U ev T = {); 14 € Z3}

m=0
satisfa les propietats segiients:
(a) Peratoti,j € Zs, i <pj siinoméssi\; < E

(b) L’interval determinat per dos valors propis consecutius de T, conté exac-
tament 2F valors propis consecutius de Ty, per a k > 1.

(c) Les dues successions {Ayy1o0kotk>0 & {Aworik1 k>0 tenen el mateix limit
Aw -

Demostracio. La translacié myp, que va del conjunt
{>\’L |/I’ S Z;} = {)\67 >\07 >\17 )\007 .- }
al conjunt

{Awi |7 € Z5} = {\w, Mwo, w1, A\woos - - - }s

conserva 'ordre. Aixo implica que, en (a), podem suposar que % i j no tenen cap
prefix comu. Aix0, juntament amb el lema 5.1.11, implica que, en (¢), podem
suposar que w = .

(a) Si 217 no tenen cap prefix comi. Aleshores ¢ <p j si i només si es
compleix una de les condicions segiients:

o i=0iij=1j;
ei=0ij=1j;
e i=0iij=0;
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on z; i J; poden ser seqiiencies buides. La primera condicié és equivalent a A; < 0
i >‘j > 0. La segona condici6 equival a A; =01 )‘j > (. Finalment, la tercera és
equivalent a A; < 01 >‘j = 0. Per tant, tenim que, si ¢ i 7 no tenen cap prefix
com, aleshores 2 <7 j si i només si \; < )‘j‘
(b) Sigui ¢ € Z5' i j =i+ 1 € Z3'. Utilitzant 5.1.12, només hem de demostrar
que
Hw € Z5F i <pw <p 5} = 2",

Per definicié de <7,
{we Zy** i <pw <p g} = {ilé |4 € Z5 '} U {505, | 4, € 2571},

la cardinalitat del qual és 2F—1 4 2F—1 = 2k,
(c) El resultat és una conseqiiencia directa de (5.19) i del fet que A;yoxq = O,
el valor propi positiu més petit de Ty, i Ay, 5y = —0p. O

Comportament asimptotic

Tornant en la figura 5.3, observem que el valor propi més gran (en valor absolut)
augmenta sense limit amb m, mentre que el valor propi més petit (també en valor
absolut) tendeix a zero. Concretament, tenim el resultat segiient:

Proposicié 5.1.13. Els comportaments asimptotics, quan k — oo, del valor
propi més gran A\ (radi espectral) i el valor propi més petit o, (tots dos en valor
absolut) de Uhiperarbre Tj, son:

Ao~ V2E, op~ J%?: (5.19)

Demostracié. D’acord amb 'equacié (5.6), els valors propis esmentats cor-
responen a:

A = )\111...17 O = )\10...00- (5-20)

Aleshores, per a k& > 1 el valor propi més gran A, verifica la relacié de re-

currencia
Aes1 = fi(A) = 5 (M + VA2 +4).

Aquesta funcié tendeix a una llei potencial A\, = ak”® per a k — oo i algunes
constants o i 3. De fet, si posem aquesta expressio de A\, en ’equacio anterior,
obtenim:

B 2128 4 4
a(k+1>ﬁ~0‘k“§‘k T R (k4 1) — K ~ 1
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Figura 5.6: Els dos valors propis més grans de T,, per a 1 < m < 128.

i és facil comprovar que A\, = v 2k és una solucié quan k — o0, ja que

: b 2kt
2(k +1)2[(k+1)2 — k2] TR 1.

N[

Aquesta soluci6 correspon a o = V21 3 = % El comportament de o es pot

demostrar de manera similar o bé observant que, d’acord amb les equacions (5.13)
i (520), )\kak =1. O

En la figura 5.6 representem A, i 6,, (el segon valor propi més gran) en
termes de m per a tot T},, amb 1 < m < 128. Les dues escales son logaritmiques
i 'asimptota és, en els dos casos, y = % log 2—|—% log x. El comportament asimptotic
de 6,, suggereix el seglient estudi:

Considerem ara els valors propis de T}, en ordre decreixent:

AD S AD S A@) S

Es a dir, el primer valor propi (el nimero 0) és A0 = AMi1.1(= pm), €l segon
(el nimero 1) és Y = A111..10, €tc. En general, per a tot enter fixat r > 0,
considerem el valor propi r-esim més gran A de T, amb m > k = [log,(r+1)].
Sigui r la representacié binaria de r. Aleshores, k és la longitud de r i A0 =
Aljym-k7- En aquest context, com en el cas del radi espectral, ens preguntem
sobre el comportament asimptotic de la seqiiencia {)\%) = A\ m—k i fm>k-
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Figura 5.7: Construccio dels vectors propis de T,, a partir dels vectors propis de Tp,_1.

Proposicié 5.1.14. Per a tot r > 1 fizat, sigui v, el valor propi r-ésim més
gran de T,,, és a dir, AP = Ym- Aleshores, el comportament asimptotic de 7y, és:

Ym ~ V2m.

Demostracié. La demostracié és la mateixa que la de la proposicié per al
valor propi més gran, ja que, per a m >k, Vi1 = f1(Ym) = 3(vm + V14 +4),
que és la mateixa recurrencia que abans. O

Vectors propis

Per a qualsevol (di)graf, és prou conegut que les components d’un vector propi
v es poden considerar com a carregues en els vertexs, mentre que ’aplicacio
definida per la matriu d’adjacencia v — Awv equival a un cert desplacament de
les carregues (vegeu l'article de Fiol i Mitjana [50] i el llibre de Godsil [58]).
Més concretament, suposem que G = (V, A) és un digraf (com ja s’ha dit, es pot
considerar que un graf és un digraf simetric on cada aresta {i, j } esta representada
per dos arcs oposats (7,7) i (j,7)) amb matriu d’adjacéncia A i A-vectors propis
v. Aleshores, la carrega d’un vertex ¢ € V és la corresponent component v; de v.
L’equaci6 Av = \v s’entén com a

Zvj =\v; peratot i€V (5.21)

1—]

Es a dir, cada vertex “absorbeix” les carregues dels seus veins de sortida per
aconseguir una carrega final A vegades la que tenia originalment.

Aquesta interpretacié ens permet calcular els vectors propis de T}, a partir
dels vectors propis de T,,_1, com mostra el segiient resultat:
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Proposici6 5.1.15. Cada \;-vector propi w; de Ihiperarbre Ty, déna lloc als
seguients vectors propis de T,,:
T T
Uy = (Ugs ag5u7) s gy = (ug, 005u4) (5.22)

onay; = fo(=X;) 1a; = fi(—=X;), amb els corresponents valors propis A ; = ao_il
PNy =a

12 12

Demostracié. La idea basica d’aquesta demostracido es mostra a la figu-
ra 5.7. A partir del vector propi w de T,,_1, construim el vector propi v’ =
(u,au)’ de Ty,, per a algun « per determinar. Formalment, sigui A la matriu
d’adjacencia de I'hiperarbre T,_;, de manera que Au = A\;u. Aleshores, el valor

propi )\’i de T, corresponent al vector propi satisfa

(;1 é)(a@;):(Aut—ib—au):<()\iza)u):)\’i<;;) (5.23)

d’on ) .
)\,L-—i—oz:a = a—a:—ki. (5.24)

Observem que la darrera equacié en (5.24) i la primera en (5.4) coincideixen
excepte en el signe de \;. En conseqiiencia, els possibles valors de «, denotats
per ay; i a,;, s'obtenen aplicant, respectivament, les funcions fo i fi a —A; en
(5.5). O

Notem que aquesta demostracié es basa en l'obtencié d’una distribucié de
carregues en 1), a partir d’'una distribucié de carregues en T,,_;. Aleshores, la
primera equacié en (5.24) correspon a les dues maneres (segons el tipus de vertex
considerat) de calcular el nou valor propi )\;. utilitzant (5.21).

Com a exemple, la figura 5.8 mostra com es poden obtenir els vectors propis

de I'hiperarbre T, per am = 0,1, 2.

5.2 Hiperarbres r-adics

5.2.1 Introduccio

En aquesta seccid, proposem una generalitzacié de 1'hiperarbre (o arbre bino-
mial), que anomenem hiperarbre r-adic (m-dimensional) 7, i n’estudiem les
propietats principals. Aquesta estructura té dues caracteristiques principals: és
un subgraf generador de la malla r-dimensional i els seus vertexs tenen un alt
grau de jerarquia en les seves connexions. A causa de les relacions entre els poli-
nomis caracteristics de 7™~ i ™, cada valor propi del primer déna lloc a r valors
propis del segon. Per tant, hi ha una forta relacié entre els valors (i els vectors
propis) dels hiperarbres r-adics de dimensions diferents.
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4,=0
T, 0
RS NN
a,=/,(0), - ~0,=1(0)
1 ’ A 1
T Jy=-1 2=
-1 - 01
Oy = [)(1) - - A : 0( 1)/ a]() f(l) T ~ a]] f( 1)
0618I I0618 16181 1 -1.618 1618I I1 618 0618I I0618
Ay =-1.618 o =-0.618 =0.618 A, =1.618

Figura 5.8: Els vectors propis dels hiperarbres Ty, 11 i 15.

5.2.2 Algunes propietats espectrals

A la primera part d’aquest capitol hem vist que ’hiperarbre té tots els seus valors
propis diferents. De fet, aquest és un cas particular de la proposicié segiient, la
qual mostra com es pot obtenir un graf amb aquesta propietat espectral mit-
jancant el producte jerarquic.

Primer, recordem que el polinomi caracteristic ¢, del graf cami P, (amb r
vertexs 1 de longitud r — 1) satisfa la recurrencia

¢T($) = x¢r—1($) - ¢7”—2(x) (T > 2)7 (525)

amb ¢o(z) = 11 ¢1(x) = z. En conseqiiencia, ¢,(x) = U,(5), on U, és el polinomi
de Txebixev de segona especie de grau r (vegeu Szego [91]). Com que aquests

polinomi té zeros en x; = COS(T+1> 1=1,2,...,r, els valors propis de P, es poden
escriure com a
o (k+1)7 o
)\k——QCOS<T s ]{3—0,1,...,7’—1,

amb \g < A\ < -+ < N1 1A, = —A_1_x. Vegeu, per exemple, Biggs [20] i
Cvetkovic et al. [43].

Com hem esmentat abans, el segiient resultat mostra com es pot utilitzar el
producte jerarquic per obtenir una familia de grafs amb tots els seus valors propis
diferents.

Proposicié 5.2.1. Sigui G un graf amb n vértexs amb tots els valors propis
diferents, \iy < Ay < --- < A,. Aleshores, tots els valors propis del producte
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jerarquic H = G P,, amb nr vertexs, son també diferents si s’agafa com a arrel
del cami P, un dels seus dos vértexs de grau 1. A més a més, cada valor propi \;
de G déna lloc ar valors propis de H, \o; < Ay; < -+ < Ap_1)i, h=0,1,...,r—1,
els quals son les solucions de [’equacio

¢r() = Nibr—1(z) = 0, (5.26)
de manera que \; > \; implica \p; > Apj.

Demostracié. Amb la notacié indicada i utilitzant (4.43), el polinomi car-
acteristic de H és
¢r() )

bu(z) = (0ra() 0 (L2

ja que hem escollit 'arrel de P, com un dels dos vertexs de grau 1 i, per tant,
Pr = PT —0= Pr—l i ¢:(I) = ¢r_1(x).

T
Aleshores, tenim les implicacions segiients:

ANespH < opg(N) =0« O,.(N\) €spG, (5.27)

on ®,.(\) := ¢fﬁ9(2\) Observem que els zeros de ¢,._1(x) no sén zeros de ¢y ()
perque ¢g(x) és un polinomi de grau n. Aleshores, cada \; € sp G doéna lloc a r
valors propis de H, denotats per Ap;, per a h = 0,1,...,r — 1, els quals sén les
solucions de l'equacié ®,(x) = \; corresponent a (5.26). Per estudiar aquestes
solucions ens cal coneixer el comportament de ®,.(x). Primer, veiem que aquesta
funcié racional és estrictament creixent en el seu domini. De fet, per (5.25) tenim
que @, satisfa la segiient relacié de recurrencia:

N R | ) S S (5.28)

T da@) , 1 (x)

amb & (z) = z;g; = x estrictament creixent. Per induccid, el fet que ®,_(x)

sigui estrictament creixent implica que ®,(x) també ho sigui, perque és la suma
de dues funcions que ho sén.

A més amés, la funcié ®,.(z) té els mateixos zeros que ¢,., rp = —2 cos <(k;;11)7r> ,
pera k=0,1,...,r — 1,1 asimptotes en z, = —2003(47”), perafl=1....r—1,

les quals s’entrellacen amb els zeros, és a dir,
To< T < T <Ta<Tg < v+ < Tpg < Tp_q < Tp_1, (5.29)

cosa que és una propietat ben coneguda de tota seqiiencia de polinomis ortog-
onals (notem que Z, sén els zeros de ¢,_1). Per a les propietats dels polinomis
ortogonals, vegeu Godsil [58] (en relacié amb les seves aplicacions en grafs) i
Szeg6 [91].
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Figura 5.9: Valors propis de G P3 en funcié dels valors propis de G.

En conseqiiéncia, si r és parell, aleshores cada A; € sp G déna, en H, 5 valors
propis positius
0< Ag,i < >\§+1,Z~ << ANl1y

i 5 valors propis negatius
Ao <Ay <-e- < Ag_l,i < 0.

D’altra banda, si r és senar, aleshores per a tot valor propi positiu (respecti-

vament, negatiu) A; € spG doéna, en H, T’T“ (respectivament, %) valors propis
positius i % (respectivament, “51) valors propis negatius. A més a més, si
0 € spG, aleshores tenim en H el valor propi 0, %1 valors propis positius i el

mateix nombre de valors propis negatius. Finalment, la condicié en 1'ordre dels
valors propis obtinguts és deguda al caracter creixent de la funci6. O

Com a exemple, en la figura 5.9 es mostra que cada valor propi de G déna
tres valors propis de G N Ps.

Observem que els valors propis de H estan distribuits en els intervals fitats
per les asimptotes de la manera segiient: per a tot ig,41,...,%.—1 en {1,2,...,n}
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tenim
Aoip < T1 < Ay < Ta < Aoy < -+ < Apm2iy_y < Tt < Ap—1)iv_y

(que s’ha de comparar amb (5.29)). Més concretament, existeixen funcions fj,
pera h=0,1,...,r — 1, tals que, avaluades en cada \; € sp G, donen els valors
propis Ap; € sp(G M P,), els quals sén les solucions de (5.26), que satisfan

Aoi = fo(Ni) € In = (=00, 1),
Mi = fo(N) € In = (Th, Tpy1), h=1,2,...,1r—2, (5.30)
)\(7"—1)2' = fr—l()\i) €l = (ir—la OO)

Per exemple, com s’ha vist en el cas dels hiperarbres, quan r = 2 '’equacié
. a2—-1 . . ) .
que cal resoldre és ®y(x) = *— = ); i, aleshores, les funcions que s’obtenen sén

fo) = P <0, A = 2 s

2 2

Una altra conseqiiencia de la proposicio anterior és el resultat segiient:

Corollari 5.2.2. Si X és un valor propi no nul de G i L és un valor propi de

)
P, 1, aleshores X\ també és un valor propi de G P,.

%) = 0 i, utilitzant (5.25), tenim

Demostracié. De la hipotesi, tenim ¢, (
que
16, (1) = (3) =0
Aleshores, % és una solucié de (5.26), amb \; = % i la proposicié 5.2.1 ens déna
el resultat esperat. O
Com a exemple, G = Py té els valors propis A\g < A1 < Ay < A3, que satisfan

No= A= —2cos (2) = =B, A=)y =2c0s () = 155,

Aleshores, del corollari anterior tenim que sp Py C sp(Py M1 Ps).
Una altra manera de trobar els valors propis de G' ' P, és mitjangant els seus
respectius vectors propis, com mostra el resultat segiient:

Proposicié 5.2.3. Sigui A un valor propi de G amb el corresponent vector propi
w. Considerem la matriu (simétrica) r X r

A10 - 00
101 - 00
01000
AN=| . . . . . ] (5.31)
000 0 1
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amb els valors propis Ao, A1, ..., A\._1 1 els corresponents vectors propis wg, w1,

.., w,_q1. Aleshores, el producte jerarquic H = G M P, té els mateizos valors
propis amb els corresponents vectors propis wy @ u, w1 @ U, ..., w1 Q u (els
vectors columna s’entenen com a matrius r X 1).

Demostracié. De la hipotesi, tenim que Agu = Au. A més a més, per a
tot h, 0 < h < v —1, sigui wy, = (Whr—1), Whr—2); - - - ,wpo) " el vector propi de
A(N), que satisfa A(N)wj, = Apwy, cosa que correspon a les equacions

AWh(r—1) T Wh(r—2) = ApWh(r—1),
Wh(r—1) + Wh(r—3) = ApWh(r—2),
Whr—2) + Whir—4) = AWhr—3), (5.32)
Wha + Who = ApWpi,
Wh1 = ApWho.
Aleshores,
AG IN 0 st 0 0 wh(r_l)u
IN 0 IN s 0 0 wh(r_g)u
0 IN 0 tee 0 0 Wh(r—3)U
Ap(w, @ u) = : : T : : (: )
0 0 0 ce 0 IN Whr1U
0 0 0 ce IN 0 WhroUW
Wh(r—1) AU + Wh(r—2)U Wh(r—1)U
Wh(r—1)U + Wh(r—3)U Wh(r—2)U
Wh(r—2)U + Wh(r—4)W Wh(r—3)U
_ (r=2)% T Whr—a o eI o @ ).
Whot + WpoU Wp1U
Wh1U WhoUW

com voliem demostrar. O
Notem que, d’aquest resultat, el polinomi caracteristic de A(\) coincideix
amb el polinomi de (5.26), és a dir,

¢A(>\)(x) = ¢ () — Apr_1().

Observem que, com que A(\) diagonalitza, els vectors propis wo, wy, . .., w,_1
son linealment independents i, per tant, ho son els vectors propis wo®u, w; @u,
.., wy_1 @ u. De fet, per a cada valor propi A, de A(\), es pot calcular el seu
corresponent vector propi avaluant a A\, el polinomi caracteristic ¢; del cami P;,
perai=7r—1,7r—2,...,0, com mostra el lema segiient:
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Lema 5.2.4. Si la matriu A(X\) té el valor propi A, aleshores el seu corresponent
vector propi €s

Wy, = (Wh(r—1), Whir—2)s - - - Who) | = (Gr—1(An), dr—a(Mn), ..., do(Mn)) . (5.33)

Demostracié. Substituint wy; per ¢;(Ay), perai=7r—1,...,0, en (5.32),
obtenim les equacions segiients:

Apr—1(An) + dr—2(An) = Andr—1(An)
Gr1(An) + dr_s(An) = Andr_a(An)
Or—a(An) + dra(An) = Andr_3(An) (5.34)

G2(An) + do(An) = Andi(An)
¢1(An) An@o(An)-

Aleshores, la primera equacié es compleix ja que, utilitzant (5.25),
An@r-1(An) = Or—2(An) = Adr_1(An) = &r(An) = Adr_1(An) = @ 45y (An) =0

Passa el mateix passa en les segiients r — 2 equacions de (5.25) amb =z = Ay,
mentre que la darrera equacié es compleix perque ¢o(z) =11 ¢1(z) =x. O

5.2.3 Definicié i propietats basiques de I’hiperarbre r-adic

Com una generalitzacié de I’hiperarbre 7T}, = K§* = Ky Kyl N K, (definit a
la primera part del capitol), proposem I’ hiperarbre r-adic (de dimensié m) denotat
i definit com a

T":=P"=pP 0PN NP,

on P, és el graf cami. Per conveni, T° = K;. Per a r = 2, observem que T3
correspon a I’hiperarbre (o arbre binomial) 7,,. Com a exemple, en la figura 5.10
es mostra I'hiperarbre 3-adic T5.

Algunes de les propietats basiques de I'hiperarbre r-adic son:

e L’ordre i la mida sén || = r™ 1 || T = r™ — 1.

o T™ = Tm 1M P, (ja que el producte jerarquic compleix la propietat asso-
ciativa).

e T és un subgraf generador de la malla m-dimensional P,0O0F,O oop.
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e Sigui F el conjunt d’arestes {{00,10},{10,20},...,{(r —2)0,(r — 1)0}}.
Aleshores, T/ — E és isomorf a la unié disjunta de r copies de 7™, De
fet, aquestes copies de T/! sén els subgrafs de T'™ induits pels conjunts
de vertexs

e La distribucié de graus dels vertexs de 7)™ és la segiient:

001
002

011
012

021
022

Figura 5.10: L’hiperarbre 3-adic tridimensional Tj.

000

010

020

200

A~

102

A4

112

122

101

111

121

0)

110

A\ 4

120

201
202

211
212

221
222

Vo = {oaw|w € "1},
pera0<a<r—1 (lema4.2.2(a) amb z = «).

1. §(a0) =m + 1, pera o # 0,r — 1;
2. 6(00) = d((r — 1)0) = m;

3. 0(wal0 =1 0)=i+1,peraa#0,r—1il1<i<m-—1;

210

220

4. f(w(r—1)00%10) =i, peral <i<m-—1.

Aixo déna:

e Considerem un vertex generic w = Upy—1Upm—2...uy de 1", amb u; € Z,.

r — 2 vertexs de grau m + 1 (cas 1);

vertexs de grau 1 (cas 4 amb ¢ = 1).

r(r —2) + 2 vertexs de grau m (cas 2 i cas 3 amb i =m — 1);
rd + It (r — 2) vertexs de grau m — j, pera 1l < j < m — 2 (cas 3

ambz:m—j—l1C&S4amb7/:m_j)7

Aleshores, la seva distancia a ’arrel 0 = 00...0 és

m—1
dist (0, w) = ) u;.
=0
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Per trobar I’encaminament geodesic u — 0, disminuim successivament tots
els digits de w a 0 de dreta a esquerra. Per exemple, si u = 3102 € V(T}),
el seu cami geodesic al 0 és

u = 3102 — 3101 — 3100 — 3000 — 2000 — 1000 — 0000 = 0.
Aquest cami és unic, ja que 1" és un arbre.
L’excentricitat de 'arrel és
exc(0) = (r — 1)m, (5.35)
amb un sol vertex a distancia maxima, (r —1)(r —1)...(r —1).

El radi (minima excentricitat) de T és

P(T7) = (= m = 1)+ |5 ].

Sir és senar, hi ha exactament un vertex central, TT_IO ... 0, amb dos vertexs
a distancia maxima, O(r —1)...(r—1) and (r —1)(r—1)...(r —1). Sir
és parell, hi ha dos vertexs centrals:

220...0, amb un tnic vertex a distancia maxima, (r—1)(r—1)...(r—

1)1

— 20...0, amb un unic vertex a distancia maxima, 0(r — 1) ... (r —1).

Com que T = P,MT™ ! el diametre de T'™ satisfa la recurrencia segiient:
D(T") =2(r — 1) + D(T;" ),

la qual, com que D(T}) = D(P,) =r — 1, déna

D(T™) = (r — 1)(2m — 1).

Sigui I'7"(k) el conjunt de vertexs de 7™ que estan a distancia k de l'arrel 0,

amb cardinalitat N/™(k) := [T (k)|. Per ar =2, se sap que N5"(k) = (), ja que
els vertexs a distancia k des del 0 tenen exactament un nombre k& de simbols 1.
En general, NJ*(k) és el nombre de paraules de longitud m sobre l'alfabet de r
simbols {0, 1,...,r — 1}, tals que sumen k. Aleshores, el segiient resultat es pot
veure com la generalitzacio de les corresponents propietats de 1'hiperarbre.

Proposicié 5.2.5. El nombre N™ (k) de vértexs a distancia k de 'arrel O en
Uhiperarbre r-adic T)" satisfa:
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o
R T T
B e e e
T R i

Figura 5.11: La propietat de recurréncia de N3* mostrada com una generalitzacio del
triangle de Pascal.

(a) Propietat de simetria: sigui ¢ = exc(0). Aleshores,
N"(k) = N"(e = k),
per a0 < k <e.
(b) Propietat de recurréncia:
— Stk <r—1, aleshores
N™(k) = N™H0) + N™ Y1) + - -+ N™ (k).
— Sir—1<Fk <3, aleshores
N™k)=N"Yk—r+1)+N" k—r+2)+ -+ N" k).
Demostracié. (a) L’aplicacié ¢ : V(1) — V(T;") definida per
Y(u) = V(Up_1Um_2 ... Uy) =W = Up_1Um—_2 - - - U,
on u; :=r — 1 — u;, és una bijeccié de V(7") a ell mateix i porta un vertex u a

distancia k (des del 0) a un vertex w a distancia € — k (també des del 0). De fet,
si dist(0,u) = k, aleshores

m—1 m—1
dist(0, @) = Z Zr—l—ul— m(r—1)—k=¢—k,
i=0 i=0

on hem utilitzat (5.35). Per tant, ¢ és una bijeccié de I'7*(k) a I (e — k).
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(b) Suposem que r —1 < k < § (la demostracié de I'altre cas és basicament la
mateixa). Considerem el conjunt I (k) en particions de r subconjunts obtinguts
fixant el valor ug = j,0<j <r—1, és a dir,

r—1

rr(k) = (Tt (k - )j.

j=0

on TNk — 5)j = {1 ... urj| 77" u; = k — j}. Aleshores, el resultat s’obté
de considerar les respectives cardinalitats. O

Noteu que la propietat (b) de la proposicié déna lloc a una generalitzacié del
triangle de Pascal, com es veu a la figura 5.11 per al cas r = 3.

Observem que N, és el nombre de composicions de k en m parts, cada una
de les quals en {0,1,...,7 — 1}. Aix0 és equivalent a considerar el nombre de
composicions de k + m en m parts, on cada part pren valors en {1,2,...,r}. La
funcié generadora per aquests nombres és

(r—1)m m
1—-2"
6P = 3 APt = (422
k=0

(vegeu Flajolet i Sedgewick [55] per a més detalls). Per exemple, per al cas
r=m = 3, tenim

1-22)°

(Zl : ) =B 43214625 + 70 +627+38+ 20,
—z

on els coeficients d’aquest polinomi corresponen a la quarta fila de la figura 5.11.

En particular, N3(2) = N3(4) = 6, com es veu en la figura 5.12.

Grup d’automorfismes

Respecte a la simetria dels hiperarbres r-adics, observem que, de la proposi-
ci6 5.2.1, tots els valors propis de 7™ sén diferents. Com mostra Mowshowitz [74],
aquesta propietat té algunes conseqiiencies estructurals, com que el grup d’au-
tomorfismes sigui abelia. De fet, demostrem que el grup d’automorfismes de
T'™ no depen de r i trobem que és el grup simetric So. Aquest resultat és una
generalitzaci6 del cas r = 2 que hem vist a la primera seccié del capitol.

Proposicié 5.2.6. Per a m > 1, el grup d’automorfismes de T)" és el grup
simetric Ss.

Demostracié. Sigui ¢ : T — 1™ definit per ¢(u,—1w) = Uy,—1w per a tot
w € Z™! (recordem que Uy, 1 =1 — 1 —u,,). Afirmem que Aut(T™) = {Id, ¢},
de manera que ¢ és I'inic automorfisme no trivial de 7".
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Figura 5.12: Distancies dels vértezs (des del 0) en T (les linies discontinues uneizen
els vertezs a distancia 2 i a distancia 4).

Primer mostrem que ¢ és un automorfisme. De la seva definicid, queda clar
que ¢ és una bijeccié involutiva, és a dir, ¢(p(u)) = u per a tot vertex u de T,.
Ara siguin uw i v dos vertexs de T,,. Hem de mostrar que, si u ~ v, aleshores
¢(u) ~ ¢(v). Per tant, suposem, sense perdua de generalitat, que u és de la
forma u = wa0...0, on les seqiiencies w o 0...0 poden ser buides i 0 < a < 3.
Aleshores, distingim dos casos:

e Siu=w0...0 (a=0)iv=wl0...0, aleshores

d(u) =w(r—1)0...0 ~w(r—2)0...0 = ¢(v).

e Siu=wal...0 (a#0)iv=w(a=x1)0...0, aleshores

du)=wlr—1—a)0...0~wr—1—aF1)0...0 = ¢(v).

Ara demostrem que ¢ és I'inic automorfisme no trivial de 7" per induccié
sobre m. Peram =1, T™ = P, i Aut(P,) = S5. Sigui ara m > 1. Com hem
esmentat abans (lema 4.2.2), el conjunt de vertexs Vs = {fw|w € Zy~'}, per a
B =0,1,...r—1, indueix r subgrafs disjunts G5 = G[Vj3] de T'™ isomorfs a T .
Suposem que Aut(T™ 1) = {Id, ¢} i sigui v un automorfisme de 7T;™. A causa de
la seqiiencia de graus de 77", es compleix un dels dos casos segiients:

e (B0 ™1 0)=p0m10,

e (B0 ™1 0) = 30m10,
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per a0 < 3 <r —1. En el primer cas, v va d'un subgraf G a ell mateix. A
més a més, 'automorfisme induit deixa fixa 'arrel. Aleshores, per la hipotesi
d’inducci6, v = Id. En el segon cas, v va de Gy a G5. Per a tot w € zmt
definim les aplicacions g de la manera segiient:

e Si v(Bw) = Bz aleshores v5(w) = z.

Com que 7(30) = 30, tenim que 75(0) = 0 i, per tant, 3 és un automorfisme de
Tm=1 que deixa I'arrel fixada. Aleshores, per la hipotesi d’induccié, v = Id, que
implica que v = ¢. Aixo completa la demostracié. O

5.2.4 Propietats espectrals de ’hiperarbre r-adic

En aquesta seccié estudiem les propietats espectrals, és a dir, els valors i vectors
propis de I'hiperarbre r-adic. Els resultats obtinguts generalitzen els obtinguts
per a I’hiperarbre.

Valors propis

En l'estudi de 'espectre de I'hiperarbre r-adic, hem de distingir els casos r senar
i r parell. En el primer cas trobem que l'espectre de 1" conté tots els altres
espectres de T# per a u < m, com mostra el segiient resultat:

Lema 5.2.7. Sir és senar, el conjunt de valors propis de T)" esta contingut en
Tm+1 :
spT™ C sp T/,

per am > 0.

Demostracié. Procedim per induccié sobre m. Per a m = 0, T? = K, té
només el valor propi 0i 7T} = K MNP, = P, té també aquest valor propi perqué r és
senar. Suposem que, per a un m donat, es compleix sp 7™ C sp T/ 1. Aleshores,
utilitzant (5.27), tenim les implicacions segiients:

ANEspT! & @,.(\) €spT! = &,(N\) €spT"t < N\ espTi™t?

cosa que completa la demostracio. O

En el cas r parell, els conjunts {spT™|m > 0} sén disjunts dos a dos. Es
a dir, els valors propis dels hiperarbres r-adics de totes les dimensions sén tots
diferents, com mostra el lema segiient:

Lema 5.2.8. Sir és parell, aleshores per a qualsevol parell de seqiiencies © € Z;,
J €Ly,

’i:j < )‘i:)‘j‘
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Figura 5.13: Distribucio dels valors propis de P3" per a 0 < m < 3.

Demostracié. Sent r parell, la suficiencia és evident. Respecte a la necessi-
tat, suposem que tenim \; = >‘j ,perat =1s 1ls 9...91%0173 = Ji—1Jt—2 - - - J1Jo-
Per tant,

fisfl(fisf2 ©---0 fi1 ° flo(o)) = fjt—l(fjt—Q ©---0 fjl ° fjo(o))' (536)

Aleshores, d’acord amb (5.30), f,(z) € I, per a qualsevol h € {0,1,...,r — 1} i
x € R, s’ha de complir i,y = j;_; 1, per tant, f;, ,0---of; of;(0) = fj, ,0---0f;0
f,(0). Seguint el mateix raonament, obtenim i;_o = j;_o 1 fi, ;0---0f;; 0f; (0) =
fjt73 ©-0° fjl © fjo(o)a ete.

En conseqiiencia, només cal demostrar que s = t. Suposem, sense perdua de
generalitat, que s > t. Aleshores, repetint ¢ vegades el procés anterior, obtenim
Gs—1 = Ji—1, bs—2 = Je—2, -+, bs—¢ = Jo 1 fi,_,_, 0---0 fiy o fi,(0) = 0, cosa que
contradiu el fet que, per a r parell i per a tot h i x, fi(x) # 0. Aixd completa la
demostraci6. O

Observem que el lema 5.2.7 implica que el lema anterior no se satisfa per a r
senar.

Com que 1" és clarament bipartit, el seu conjunt de valors propis és simetric
(vegeu Biggs [20]) i, per tant, per a tot ¢ € Z",

A ==, (5.37)

on, com abans, & = i,,_1 . ..114y. Per exemple, la figura 5.13 mostra l’espectre de
I'hiperarbre 3-adic 73", per a 0 < m < 3, i com cada valor propi de 73"~ déna
lloc a tres valors propis de 73".

En els dos resultats segiients estudiem el comportament asimptotic dels valors
propis positius maxim i minim de 77" quan m — oo. Mostrem que, mentre que el
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valor propi maxim sempre té el mateix comportament (independentment de r), el
decreixement asimptotic del minim valor propi positiu segueix una llei potencial
si r és parell 1 una llei exponencial si r és senar. Vegeu la figura 5.14 per a una
representacio dels dos valors propis positius més grans i el minim valor propi
positiu.

Proposicié 5.2.9. Per a tot k > 1 fizat, sigui A\pm_y el valor propi k-ésim més
gran de T)". Aleshores, el seu comportament asimptotic és

>\7‘7”—k ~ 2m

per a tot valor de r.

Demostracié. Per simplificar la notacid, sigui A\[m] = Aym_g. Aleshores,
d’acord amb la demostracié de la proposicié 5.2.1, A[m] és la solucié més gran de
I'equacié ®,(x) = A\[m — 1] (vegeu de nou la figura 5.14). Tanmateix, utilitzant
(5.28), el comportament asimptotic de ®,.(x), quan x — oo, és

xr— ¢r—2(x) -~ 1

Gr_1(x) S

ja que tots els polinomis caracteristics d’aquesta equacié son monics. Per tant,
tenim que z ~ A[m] si i només si & — = ~ A[m — 1]. Aleshores, només ens cal

o, (x) =

comprovar que, quan m — oo, ¥ = \/2m satisfa

x— 1~ /2(m—1).
De fet,
2
(\/Qm—ﬁ) =2m —2+ 5= ~2(m—1).
O

Proposicié 5.2.10. El comportament asimptotic del valor propi positiu més petit
de T)" és

1 —m
Apmis  ~ (r;— ) (r senar), (5.38)
2
V2
Arm o~ —— 11). 5.39
p o~ DB pud) (5:39)
Demostracié. Primer, sigui @,(x) = ag, + a1 & + az,x? + - - -, on els coefi-
cients ag, a1, G2, ..., €s poden calcular mitjancant (5.25) i resulten ser
2
r r— 2
ap, = (—1)2, ag, = (— )TQT ; ! (r parell); (5.40)
r—1 1
ar= (DT ED (r senar). (5.41)

2
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(b)

Figura 5.14: FEls dos valors propis positius més grans i el minim valor propi positiu
amb (a) r parell i (b) r senar.

Els altres coeficients sén nuls.
Per a r senar, A{m} = A\,m11 és el valor propi positiu més petit de I'equacié
2

. (z) = M{m — 1} (figura 5.14(b)). El comportament de ®,(x), quan x — 0, és

O, (x) =

or () a1
¢r—1

('T> ao,r ’
cosa que, utilitzant (5.40) i (5.41), déna

(—1)T51%x r+1
. = .

B(a) ~ =

Per tant, tenim que 2 ~ A{m} si i només si Tz ~ A,,_1. Aixd implica

r+1\""
N)\mN ;

com afirmavem en (5.38).
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Per a r parell, A{m} = )\rm és ara la solucié positiva més petita de ’equacio
¢, (z) = —A[m—1] (figura 5. 14( )). A més, el comportament asimptotic de ®,.(x),
quan x — 0, és

o () N ag, 2%+ ag,
¢r—1($) ay,—1T '

Aleshores, utilitzant de nou (5.40) i (5.41), obtenim 1’equacié

O, (x) =

1)l 24 (—1)%
G S CU 1~ -2 o),
(-1)= 3z

Es a dir,
(r? + 2r)2z® + 4ry/2(m — 1)z — 8 ~ 0.
Resolent per a x, la solucié positiva és (després d’algunes simplificacions)
22 V2
€T n~ ~ s
VrPm42r+rym+1  rvm

com deiem en (5.39). O

El segiient resultat és una conseqiiencia del fet que A ;, a = 0,1,...,7 =1,
sén les arrels del polinomi (de grau r) p.(z) = ¢,.(z) — ,Lgb,, 1( )=0.
Lema 5.2.11. Per a tot i € Z™', tenim
r—1
D i = N (5.42)
a=0
T (—1)z (r parell),
)\ y - r—1 543
1;[ al { (=1)= A; (r senar). (5:43)

Demostracié. Recordem que els polinomis de Txebixev sén parells (respec-
tivament, senars) si r és parell (respectivament, senar). Aleshores, el coeficient
de 2"~! en p,(x) és \; i aixd déna (5.42).

A més a més, el terme constant de p,(x) és

pr(0) = ¢:(0) — Ajdr—i( HAW (5.44)

on ¢o(0) =1, $1(0) =01 ¢.(0) = —¢,_2(0), per a r > 2, a causa de (5.25). Aixo
déna ¢,.(0) = (—1)z per a r parell i ¢,(0) = 0 per a r senar, com esperavem.
Aleshores, substituint aquests valors en (5.44), obtenim (5.43). O

Per a tot ¢ € Z™ !, tenim el segiient corollari:



5.2 Hiperarbres r-adics 127

Corollari 5.2.12. Els valors propis de I’hiperarbre r-adic satisfan les propietats

sequents:
Z i = Z Agi = =0, (5.45)

1zl teZm™ !
r—1 r
o (=1)2r™=1  (r parell),
iE%l 01;[0 Aoi = { 0 (r senar). (5.46)

Vectors propis

Els valors propis de 7" es poden calcular recursivament utilitzant la proposi-
ci6 5.2.3. Per exemple, per a r = 3, podem comengar a partir de 75 = K, amb
el valor propi 0 i el vector propi u = 1. Aleshores, ens cal considerar els vectors
propis de la matriu

010
1 01

010

(observem que correspon a la matriu d’adjacencia del cami Pj), amb els valors
propis Ag = —v/2, Ay = 01 Ay = v/2. Aleshores, per (5.33), els seus vectors propis
respectius son:

wy = (P2(X), P1(Xo), &
w] = (2(M1), ¢1(M), do(M)) " = (=1,0,1),
w) = (¢2(A), $1(N2), do( X)) = (1,V2,1)7,
jaque ¢ = 22 — 1, ¢1 = i ¢9 = 1. De la proposicié anterior, aquests sén

precisament els vectors propis de Ty = P, ja que w) @ u = w?, per a h =0, 1,2
(com esperavem). En general, tenim el resultat segiient:

A(0) =

)

Proposicié 5.2.13. Per a tota seqiencia t = ty,—1%m—2...%0 € Z", l'hiperarbre
r-adic T)" té el valor propi

>\'I: = fimfl Ofim72 O OfZO(())

amb el corresponent vector propi

U; = Wiy yipo..ivio

= Wi, _yipm_s..410 ® Wit —3...i110 - Wiy4g ® Wy,

on, per a 0 < s < m — 1, els vectors Wi = Wi, iy .o som matrius r X 1 i es
calculen d’acord amb (5.33), és a dir,

wJ = (gbr—l()\j)a ¢r—2()\j)> ) ¢1()‘J)> QSO()‘J))T
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Demostracié. Com que 7™ = T/~ 11 P,, el resultat ve d’aplicar recursiva-
ment la proposicié 5.2.3. O

Per exemple, I'hiperarbre T3 té els valors propis segiients (donats amb tres
decimals):

oo = —2.052, A1 = —1.414, Age = —1.208, A9 = —0.569, A3 =0,
)\12 == 0569, >\20 = 1208, )\21 == —1414, >\22 = 2053

amb els vectors propis respectius

¢2(>‘21i0)¢2(>‘i0)
¢2(>‘21i0)¢1(>‘i0)
¢2()‘21i0)¢0()‘i0)
¢1()‘21i0)¢2()‘i0)
Wiy = Wigiy © Wiy = ¢1(>‘i1i0)¢1(>‘i0) )
¢1(>‘21i0)¢0(>‘i0)
¢0(>‘21i0)¢2(>‘i0)
QSO()‘Zlio)gbl()‘io)
QSO()‘Zlio)CbO()‘io)

on 1,4y € Zs i, recordant que els valors propis de Ty = P3 sén \g = V2, M =0

1>\2:\/§



Capitol 6

Xarxes Sierpinski

Malgrat que moltes xarxes reals tenen autosimilitud, no hi ha cap definicié
estandard de fractalitat per a grafs. D’altra banda, 'efecte petit mén és una
de les propietats més importants i comunes de les xarxes reals. En aquest capitol
intentem relacionar aquestes dues propietats, 'autosimilitud i I'efecte petit mon,
en la familia dels grafs Sierpinski.

Per a aquesta familia de grafs, el Sierpinski Gasket, el Sierpinski Carpet i el
Sierpinski Tetra, donem les seves propietats basiques i calculem la dimensié box
counting com una mesura de la seva fractalitat.

A més a més, definim una familia determinista de grafs, que anomenem grafs
Sierpinski petit mon. Demostrem que la nostra construccié conserva 'estructura
dels grafs Sierpinski, incloent-hi la seva dimensié box counting, mentre es déna
Iefecte petit mén. Per tant, en aquesta familia de grafs, la fractalitat i 'efecte
petit mon hi sén presents simultaniament.

Les nostres publicacions relacionades amb aquest capitol sén [11, 12].

6.1 Introduccid

En els darrers deu anys, les xarxes complexes han merescut 'atencié d’inves-
tigadors d’arees diferents. L’habilitat de capturar, emmagatzemar i processar
enormes quantitats d’informacié permet 1’analisi quantitativa de grans sistemes
aparentment aleatoris i impredictibles. Moltes xarxes biologiques, socials, economi-
ques, de comunicacions, Internet i WWW, igual que altres sistemes artificials, com
les xarxes d’arquitectura de software, estan ben lluny de ser aleatories i com-
parteixen algunes propietats interessants (vegeu l'article d’Albert i Barabési [1],
el de Dorogovtsev i Mendes [45] i el de Newman [78]).

Les propietats efecte petit mén, distribucié scale-free i modularitat jerarquica
constitueixen la base de la comprensié de les xarxes reals. Una xarxa mon petit
és una xarxa amb una distancia mitjana petita (o diametre petit), de 'ordre del

129
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logaritme del nombre de vertexs. La distribucio scale-free és una distribuci6 de
graus potencial, és a dir, amb un alt grau d’heterogeneitat en la connectivitat
dels vertexs. A més a més, algunes xarxes tenen una organitzacié a gran escala
caracteritzada per una modularitat jerarquica. Com es podia esperar, alguns
investigadors han estudiat com es relacionen aquestes propietats. Per exemple,
la relacié entre 'organitzacié a gran escala (és a dir, modularitat jerarquica i
scale-free) i la densitat local ha estat estudiada per Vazquez et al. [95]. Cohen i
Havlin [29] han demostrat que els efectes petit mén i scale-free no sén indepen-
dents.

Song et al. [89] han obert una nova perspectiva amb 'estudi de I'autosimil-
itud d’algunes topologies i han mostrat que, en algunes xarxes complexes no
homogenies, es pot calcular una mesura de fractalitat amb una adaptacio per a
grafs del metode classic del box counting.

Molts investigadors han estudiat xarxes petit mén, des que van ser introduides
per Watts i Strogatz [97], i han descobert 'estructura petit mon de xarxes re-
als especifiques o han proposat models matematics per a les xarxes petit moén.
Newman [76] ha fet una analisi detallada d’aquestes xarxes. Els models usuals
es basen en l'existencia d’una estructura subjacent amb algunes arestes extra,
afegides segons un cert procés d’augmentacié. Comellas et al. [40] donen una
manera de construir xarxes mon petit deterministes. Des d’un punt de vista al-
gorismic, un graf petit moén es pot veure com un graf en el qual es poden trobar
molts camins geodesics entre els nodes, sense que calgui un coneixement global
del graf (vegeu l'article de Barriere et al. [17], el de Duchon et al. [46] i el de
Kleinberg [66]).

D’altra banda, els conceptes de fractalitat i autosimilitud estan relacionats
amb el concepte de dimensio, el qual no és facil de definir per a grafs. Kron [68]
dona una definicié matematica de graf autosimilar. Pel que en sabem, no hi ha
una definicié estandard de fractalitat per a grafs. A més a més, a part de la
recerca en fractalitat en xarxes de transit, es troben molts pocs articles sobre
fractalitat en xarxes. Cal esmentar el recent estudi de Goh et al. [57], on es
relaciona la fractalitat en grafs amb un arbre generador anomenat esquelet.

Per estudiar una possible relacié entre 1'efecte petit mon i la fractalitat, men-
tre cerquem com es pot comprendre millor la topologia fractal, basem el nostre
estudi en la familia de grafs Sierpinski. Aquests grafs, els quals es deriven del tri-
angle Sierpinski (vegeu Stewart [90]), han estat estudiats des d'un punt de vista
probabilistic. En particular, el problema de camins aleatoris en grafs Sierpinski
ha estat estudiat extensament (vegeu les referéncies en l'article de Kron [68]).
Aqui fem un enfocament combinatori.

En aquest capitol presentem les propietats basiques de tres families de grafs
Sierpinski: el Sierpinski Gasket SG,,, el Sierpinski Carpet SC,, i el Sierpinski
Tetra ST,,, on n € NT. A més a més, construim deterministicament tres families
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Figura 6.1: La construccio recursiva de SGy, amb totes les identificacions de modes.
La construccid recursiva de SCy,, amb totes les identificacions de camins.

de grafs Sierpinski petit mon: SWSG,, ,,, SWSC, , i SWST, ., per an > 3 i
2<m<n-—1.

En tots dos casos, el dels grafs Sierpinski i el dels grafs Sierpinski petit moén,
calculem el diametre, el clustering i la dimensié box counting. El clustering d’un
node u es defineix com a

= [ ()|

(")
on |I'(u)| és el grau del node i ||(I'(u))|| és la mida del subgraf induit pels seus
veins, i el clustering C,, d'un graf d’ordre n és la mitjana del clustering de tots
els nodes.

Per al calcul de la dimensio box counting, utilitzem el metode del mateix nom,
el qual esta explicat en detall en I'article de Song et al. [89]. En tots els casos,
els grafs Sierpinski petit moén tenen la mateixa dimensié boz counting que els
corresponents grafs Sierpinski originals.

A més, demostrem que, en els grafs Sierpinski petit mén, construits afegint un
nou vertex i algunes arestes als grafs Sierpinski, el seu diametre D és logaritmic
en l'ordre N, cosa que justifica el seu nom.

Finalment, demostrem que la construccié dels grafs Sierpinski petit mon a
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partir dels grafs Sierpinski originals no implica un gran canvi en l'estructura
d’aquests grafs, és a dir, que el nombre d’arestes afegides és petit respecte al
nombre d’arestes dels grafs originals, com ho és el canvi en el clustering.

6.2 Grafs Sierpinski

En aquesta seccié presentem les propietats basiques dels grafs Sierpinski. Aquesta
familia de grafs ve del Sierpinski Gasket, el ben conegut objecte fractal introduit
per Sierpinski el 1915, com explica Stewart [90]. Aquesta familia de grafs inclou
el Sierpinski Gasket (figura 6.2), el Sierpinski Carpet (figura 6.4) i el Sierpinski
Tetra (figura 6.6). Tots aquests grafs poden considerar-se induits per la frontera
del seu objecte fractal original. El nostre estudi es basa en les seves propietats
com a models per a xarxes.

Els grafs Sierpinski es construeixen recursivament, a partir d’'un bloc basic.
En el cas del Sierpinski Gasket, comencem amb un triangle, SG; = K3 amb nodes
denotats per vy, vy i vg (T, L i R corresponen a “dalt”, “esquerra” i “dreta”,
segons es mostra en la figura 6.1). El graf SG5 s’obté a partir de tres copies
de SG1, denotades per Br, By i Bg, que identifiquen tres parells de nodes que
denotem per vy = vrp, Vpr = Urr 1 Vg = vgrr. En la representacié plana de
SG9 podem distingir tres nodes, els vertexs del triangle exterior, denotats per
vrr, vrr 1 Vgr. Analogament, per a n > 2, el graf SG,, es construeix a partir de
tres copies de SG,_1, que identifiquen tres parells de nodes distingits, denotats
per vrrr. 7 = UTLL..L, VRTT..T = UTRR..R 1 VLRR..R = VRrL..L. De nou, SG,
té una representacié plana i tres nodes distingits en el triangle exterior, vrr. T,
ULL..IL 1 URR..R-

Fem construccions recursives similars per al Sierpinski Carpet i el Sierpinski
Tetra. En el cas del Sierpinski Carpet, el bloc basic és un quadrat. SC,, ve de 8
copies de SC,,_1, unides segons una malla 3 x 3 sense element central. Els blocs
veins comparteixen un cami. SC,, té una representacié plana amb quatre nodes
distingits en els vertexs del quadrat exterior. Per al Sierpinski Tetra, el bloc
basic és un tetraedre i, per tant, ens cal una representacié tridimensional. ST,
ve de quatre copies de ST,,_1, en aquest cas unides per quatre nodes, de manera
analoga a la construccié de SG,,. Els quatre nodes distingits sén els nodes que
hi ha en els vertexs del tetraedre en R3, en el qual el graf esta inscrit.

Vegeu la figura 6.1 per a una representacié grafica de la construccié del Sier-
pinski Gasket i el Sierpinski Carpet, i les figures 6.2, 6.4, i 6.6 per a les tres
families de grafs en els casos n = 1,2, 3,4.

A continuacié estudiem les propietats basiques de totes tres families.
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Figura 6.2: SGy, SGo, SG3 i SGy4.
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Figura 6.3: Caizes en SG5 amb g = 3 (diametre=2) i {p =5 (diametre=4).

6.2.1 Sierpinski Gasket
Proposicié 6.2.1. El Sierpinski Gasket, SG,,, satisfa les propietats segiients:

1. L’ordre i la mida de SG,, son |V,| = 52 i |E,| = 3"
2. Bl diametre de SG,, és D,, = 2"1.

_ 437245 4
3. LBl clustering de SG,, és Cp, = =552 ~ 3.

Demostracié. Siguin a,, i b,, respectivament, |V,| i |E,|. Per construcci6
de SG,, peran > 2, a, =3a,-1—31b, =3b,_1. Amés, a; =31b = 3.
Resolent les equacions de recurrencia obtenim a,, = L;?’ ib, =3".

A partir de la definicié recursiva tenim que D, = 2 D,,_;. Com que D; =1,
el diametre és D,, = 2"~1. Observem que, de fet, SG,, és 3-antipodal, és a dir, té
tres nodes a distancia mutua el valor del diametre, que son els vertexs del triangle
exterior.
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Respecte al punt 3 de la proposicio, els tres nodes en els vertexs del triangle
exterior tenen grau 2 i clustering 1. Per a n > 2, tots els altres nodes tenen grau
4 i el clustering és % 0 % En SG,, siguin x,, el nombre de nodes amb clustering
% iy, el nombre de nodes amb clustering % La construccié recursiva de SG,, ens
permet trobar les equacions de recurrencia segiients:

znzgzn—lg 1'2:3
Yn = 3yn—l +37 Yo = 0>

37L71_3

La soluci6 de les quals és z, = 3""! iy, = 2

valor del clustering;:

. Aix0 ens permet calcular el

IER S it AR o (et

3n4+3 n )
2 3n 43

Ch

el limit del qual, per a n — oo, és g. O

Proposicié 6.2.2. La dimensio box counting de SG,, és

dp = B3 ~ 1.585.

T 1n2

Demostracio. Segons el metode box counting, la dimensié box counting dg
ve donada per Ny ~ K{l5~ % on Ny és el nombre minim de caixes disjuntes de
diametre £z — 1 necessaries per recobrir el graf.

El graf SG,, té 3"~ subgrafs isomorfs a SG,,, peram =n—1,n—2,...,1. Ca-
da un d’aquests subgrafs té 3 nodes a distancia mitua el seu diametre D,,, = 2771,
que s’identifiquen per parelles (exceptuant els tres vertexs del triangle exterior
de SG,) en la construccié6 d’aquest graf. Per tant, el nombre total de nodes
a distancia mutua més gran o igual que D,, és: % +3 = %H*?’ Si
recobrim el graf amb caixes de diametre més petit que D,,, cada caixa pot con-
tenir com a maxim un d’aquests nodes. Per tant, el nombre minim de caixes de
diametre D,, — 1 és Ng > %HJ’?’

Substituint els valors anteriors a la féormula Ng ~ K Egdb, on K ésuna constant
que depen del graf i {5 = D,,, = 2™!, obtenim que

In K —In N < In K — [In(3""! 4 3) — In 2]

d
b Inlp - (m—1)In2
ImnK —(n—m)ln3 In3
mlIn2 In2’

per a m prou gran i on el valor de K en aquest graf és 3".
Per veure que aquest darrer valor s’assoleix tornem a considerar els 3"~ ™
subgrafs isomorfs a SG,, continguts a SG,,. Com que cada un dels nodes d'unié
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Figura 6.4: SC1, SCsy, SC3 1 SCy.

(extrems de diametre) pot ser assignat a qualsevol de les dues copies a les quals
pertany, ara el nombre de caixes compleix Ng < 3" peralg = D,, +1 =
2m=1 1+ 1. Com a exemple, vegeu la figura 6.3, per an =51 m = 2,3. Aleshores
tenim que

InK—InNg . InK —In3"™

a5 Y In(2m=1 1)
InK—-—nln3+mln3 In3
~ mln2 T2
amb el mateix valor de K que abans. Aixo demostra el resultat.

|

6.2.2 Sierpinski Carpet
Proposicié 6.2.3. El Sierpinski Carpet, SC,,, satisfa les propietats segiients:
1. L’ordre i la mida de SC,, son
Vol = 58"+ 23"+ 2 4 |E,| = 58"+ 831,
2. El diametre de SC,, és D,, =2 - 371,
3. Tots els nodes en SC,, tenen clustering 0.

Demostracié. Siguin a,, ib,, respectivament, |V,,|1|E,|isigui £, la longitud
del costat del quadrat exterior de SC,.
Per construccié de SC,,, es compleixen les equacions de recurrencia seglients:

8n:?"en—l; 81:1
ap =8 (an—l - 8n—l - 1)7 ap =4
bn =38 (bn—l - ‘en—1>7 bl =4.
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Figura 6.5: Caizes en SCy amb {p =T (diametre= 6) i {p = 19 (diametre= 18).

Resolent aquestes equacions obtenim ¢, = 3”7, a, = 8" + 8371 4 2 i p, =
3 Qn 8aon—1
58"+ 23"

Ara el diametre D,, és el doble de la longitud del costat del quadrat exterior,
és a dir, D,, =24, =231

Com que SC,, no té triangles, el clustering és 0. O

Proposicié 6.2.4. La dimensio box counting de SC,, és
dp = % ~ 1.8928.

Demostracié. Analogament a la demostracié de la proposicié 6.2.2, ens
basem ara en el fet que SC,, conté 8"~™ subgrafs isomorfs a SC,,, peram =n—1,
n—2,...,1, amb alguns camins d’unié entre ells. Aixo implica I'existencia d’un re-
cobriment del graf amb un nombre de caixes Ngp < 8" " il = D,,+1 = 2.3" 141
(vegeu la figura 6.5 amb n =4 i m = 2,3). El valor obtingut de la dimensié box
counting és dg ~ 1.8928. O

6.2.3 Sierpinski Tetra

Proposicié 6.2.5. El Sierpinski Tetra, ST,,, satisfa les propietats segiients:
1. L’ordre i la mida de ST, son |V,|=2(4""1+1)i|E,| =6-4"" .
2. Bl diametre de ST,, és D,, = 2",

3. El clustering de ST, és C,, = %ﬁﬁ% ~ 1

Demostracié. Siguin a,, i b,, respectivament, |V,| i |E,|. Per construcci6
de ST, peran>2,a,=4a,_1—61b, =4b,_1. A mésamés, ag =41b; =6.
Resolent les equacions obtenim a, =2 (41 +1)ib, =6-4""1.
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Figura 6.7: Caizes en ST5 amb {p = 3 (diametre=2).

Com hem mostrat per al Sierpinski Gasket, D,, =2 D,,_;. Com que D; = 1,
tenim D,, = 2" 1.

Els tnics nodes de grau 3 son els 4 vertexs del tetraedre exterior. Aquests
quatre nodes tenen clustering 1. Per a n > 2, el clustering és % 0 1%. En ST,
sigui x,, el nombre de nodes en ST, amb clustering % i sigui y, el nombre de
nodes amb clustering 1%. La construcci6 recursiva de ST, ens permet trobar les

seglients equacions de recurrencia.
$n:4$n—1, ZL’2:6
Yn = 4yn—1 + 67 Yo = 0.
La solucié d’aquest sistema és x, = 6-4""2 iy, = 2 (4" 2 —1). Aix0 implica que
el clustering és
44 %2472 —1) 4+ 5-6-4"2  5.4"1 416

Cn = 2(4" T+ 1) T 101y

el limit del qual, per a n — oo, és % O



138 6 Xarzes Sierpinski

Figura 6.8: SWSGyp.

Proposicié 6.2.6. La dimensio box counting ST,, és dg = 2.

Demostracié. Raonant com en la demostracié de la proposicié 6.2.2, i tenint
en compte que ST, conté 4"~ subgrafs isomorfs a S7;, amb diametre D,, =
2m=l peram=mn—1,n—2,...,1, amb alguns nodes d’unié entre ells (vegeu la
figura 6.7 amb n = 3 i m = 2). El valor obtingut de la dimensi6 box counting és
dg=2. O

6.3 Grafs Sierpinski petit mon

En aquesta seccid, construim els grafs Sierpinski mon petit. El nostre objectiu és
reduir prou el diametre per assolir un diametre logaritmic (en 'ordre) mantenint
Iestructura original del graf. Per a aquestes tres families de grafs Sierpinski,
proposem unes construccions similars en les quals hem afegit un node unit a un
cert conjunt de nodes del graf original.

Com mostrarem a la seccié 6.4, el nombre d’arestes afegides i la variacio de
clustering sén raonablement petits.

6.3.1 Sierpinski Gasket petit mén

Com ja hem dit, peran >3im = 2,...,n— 1, es pot veure SG,, com a 3"~
copies de SG,, fent algunes identificacions de nodes. El Sierpinski Gasket petit
mon, SWSG,, ., és el graf obtingut unint un nou node a cada vertex del triangle
extern de cada copia de SG,, (vegeu la figura 6.8). El nombre de noves arestes
és exactament el nombre de vertexs de SG,, 1.
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El diametre d’aquest nou graf depen del valor de m. Més endavant mostrarem
que, per a alguns valors de m, D(SWSG,, ,) = O(log |V(SWSG,,.)|). Aleshores,
aquesta construccié ens déna un graf fractal petit mon.

A continuacié donem les propietats de SWSG:

Proposicié 6.3.1. El Sierpinski Gasket petit mon, SWSG,, ., satisfa les propi-
etats segiients (vegeu la figura 6.8):

1. L’ordre i la mida de SWSG,,,,, son:

Vin| = 255 | By | = 37+ 30043,

2. El diametre de SWSG,, ., €s Dy = 2™ + 2.

3. El clustering de SWSG,,, és Cp . = 20'3";2(53;5’;)7”47 ~ 5.

Demostracié. L’ordre de SWSG,, ,, és una unitat més que 'ordre de SG,,.
La mida de SWSG,,,, és la mida de SG,, més el nombre d’arestes afegides.
Com que el nombre d’arestes afegides és l'ordre de SG,,_,,+1, d’acord amb la
proposicié 6.2.1, tenim

|Vn’m| :Lﬁ_‘_l:L;S’ |En,m| :3n+%

Denotem per D(SGY,) el diametre de SGy, i per D, ,, el diametre de SW SG,, ..
Per calcular D,, ,,, només ens cal observar que, en SG,,, cada node és com a maxim
a distancia % del conjunt de vertexs del triangle exterior. Una fita superior
de Dy, és D(SG,,) +2 = 2™ + 2. Es pot comprovar facilment que també és
una fita inferior. Aleshores, D, ,, = am=1 4 9,

El nou node té clustering 0. Els nodes que estan en els vertexs del triangle
exterior son els unics nodes de grau 3. Aquests tres nodes tenen clustering % La
resta dels nodes tenen grau 4 o 5.

Per als nodes de grau 4, el clustering és % 0 % Siguin x,, el nombre de nodes
de grau 4 amb clustering % i ¥, el nombre de nodes de grau 4 amb clustering %

Per construcciéo de SWSG,, ,, i per la proposicié 6.2.1 tenim

x, =371
gn-t-3 gnomfl_g3 _ gnol_gn-mil
Yn="">%—— 2 = 2 :

Els altres %ﬂ_?’ nodes tenen grau 5 i clustering %
Aix0 ens déna el valor del clustering

l l n—1 l 3n71_3n7m+1 l 3n7m+1_3
C _ 33 + 23 + 3 2 + 5 2 _
no = 3745 =
2
_ 203" 2-23""m47 4
- 5 (37+5) 9
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Figura 6.9: SWSCy 3.

Corollari 6.3.2. Denotem per N i D 'ordre i el diametre de SW SG,, ,,, respec-
tivament. St m < logyn, aleshores D = O(log N).

1 .
345 Gj

Demostracié. Segons la proposicié 6.3.1, D = 2"t +21i N = 5

m < log,n, aleshores D < § +2 = O(logN). O

Proposicié 6.3.3. La dimensid box counting de SWSG,, ,, €s igual que la di-
In3

mensié box counting de SG,,, és a dir, dp = 5 ~ 1.585.

Demostracié. Podem recobrir SWSG,, ,, amb caixes de mida ¢ de la mateixa
manera que hem recobert SG,, (vegeu la proposicié 6.2.2 i la figura 6.3). Només
ens cal afegir el nou node a una de les caixes que no estan del tot plenes. Obten-
im exactament el mateix nombre de caixes per a cada valor de fg. Per tant, la

dimensié box counting de SWSG,, ., i SG,, sén iguals. O

6.3.2 Sierpinski Carpet petit mén

Com s’ha esmentat, peran >3im =2,...,n—1, es pot veure SC,, com a 8"~
copies de SG,, fent algunes identificacions de camins. El Sierpinski Carpet petit
moén, SWSC, ., és el graf obtingut unint un nou node als nodes que es troben
en els vertexs del quadrat exterior de cada copia de SC,, (vegeu la figura 6.9).
El nombre de noves arestes és exactament el nombre de nodes de SC,,_,,11.

El diametre d’aquest nou graf depen del valor de m. Demostrarem que, per
a alguns valors de m, D(SWSC,,,,) = In|V(SWSC,,,)|. Aleshores, aquesta
construccid és un graf fractal petit mon.

Aquesta definici6 és analoga a la definicié de SWSG,, ,,, (vegeu la seccié 6.3.1).

A continuacié donem les propietats de SW.SC:
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Proposicié 6.3.4. El Sierpinski Carpet petit mon, SWSC,, .., satisfa les propi-
etats seguients:

1. L’ordre i la mida de SWSC,, ,, son

Vil = B8 48371412 |, ,] = 80+ 8301 B 8o 48

2. El diametre de SWSCy, p €5 Dy =532 4+ 1.
3. Tots els nodes de SWSC,, ,, tenen clustering 0.

Demostracié. L’ordre de SWSC, ,,, és l'ordre de SC,, més una unitat. La
mida de SWSC, ,, és la mida de SC), més el nombre d’arestes afegides. Com que
aquest nombre és 'ordre de SC,,_,,11, segons la proposicié 6.2.3 tenim

Vol = B+ 357704 3+ 1= e 33004 4

_ 3 Qn 8an—1 11 qn—m+1 8an—m 8
| Bnm| = 1587 + 53"+ 258" 4 2377 4 2.

Denotem per ¢, = 37! la longitud del costat del quadrat exterior de SCj
(vegeu la demostracié de la proposicié 6.2.3) i per D, ,, el diametre de SWSC,, ..
Per calcular D,, ,, només ens cal observar que, en SC,,, cada node és a distancia
com a maxim 2/, 1 + ém*;_l = ”m;l_l per al conjunt de nodes corresponents
als vertexs del quadrat exterior. Una fita superior de D,,,, és 54,1 — 142 =
50pm_1+1=>5-3""2 1+ 1. Es pot veure facilment que també és una fita inferior.
Aleshores, D,, ,,, = 5 - 3m=2 4 1.

Com que SWSC, ,,, no té triangles, el clustering és 0. O

Corollari 6.3.5. Denotem per N i D [ordre i el diametre de SW SC,, ,,, respec-
tivament. St m <logsn, aleshores D = O(log N).

Demostracié. De la proposicié 6.3.4, tenim que D =5-3""2+1. Sim <
logg n, aleshores D < 3n+1=O(logN). O

Proposicié 6.3.6. La dimensio box counting de SW SC,, ., és igual a la dimensio
box counting del SC, és a dir, dg = E—g ~ 1.892.

Demostracié. La demostracié és analoga a la de la proposicié 6.3.3 (vegeu
la figura 6.5). O
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Figura 6.10: SWST3 5.

6.3.3 Sierpinski Tetra petit moén

Com hem dit anteriorment, peran >3im=2,...,n—1, ST, pot ser vist com
4"=™ copies de ST, fent algunes identificacions de nodes. El Sierpinski Tetra
petit mén, SWST, ,,, és el graf obtingut unint un nou node a tots els nodes
corresponents als vertexs del tetraedre exterior de cada copia de ST, (vegeu
la figura 6.10). El nombre d’arestes noves és exactament el nombre de nodes
corresponents als vertexs de ST, 1.

El diametre d’aquest nou graf depen del valor de m. Més endavant demostrem
que, per a alguns valors de m, D(SW ST, ,,,) =~ In|V(SWST,,,)|. Aleshores,
aquesta construccié ens déna un graf fractal petit mon.

A continuacié donem les propietats de SW.ST"

Proposicié 6.3.7. El Sierpinski Tetra petit mon, SW ST, ,,,, satisfa les propietats
sequents:

1. L’ordre i la mida de SW ST, ,, son

Vim| =2-4""14+3 & |Eypm| =6-4""1 424" 4 2,

2. El diametre de SW ST, €s Dy = 2771 + 2.

3. El clustering de SW ST, ,, és Cppm = 35'4;57(12;%7;:;)—50 ~ 3.
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Demostracié. L’ordre de SW ST, ,, és una unitat més que l'ordre de ST,,.
La mida de SW ST, ,, és la mida de ST, més el nombre d’arestes afegides. Com
que aquest nombre és l'ordre de ST),_,,.1, d’acord amb la proposicié 6.2.5 tenim

Vi =2(4" 1+ 1) +1=2-4"1 43, [Epp|=6-4""1 2.4 42,

Denotem per D(ST}) el diametre de ST} i per D, ,,, el diametre de SW ST, ..
Per calcular D,, ,,, només ens cal observar que, en ST,,, cada node és a distancia
com a maxim w per al conjunt de vertexs del tetraedre exterior. Una fita
superior de D, ,, és D(ST,,) +2 = 2™! + 2. Es pot veure facilment que també
és una fita inferior. Aleshores, D, ,, = 2™ 1 4 2.

El nou node té clustering 0. Els nodes corresponents als vertexs del tetraedre
exterior sén els unics nodes amb grau 4. Aquests (quatre) nodes tenen clustering
%. La resta de nodes tenen grau 6 o 7.

Per als nodes de grau 6, el clustering és % 0 1%. Siguin z,, el nombre de nodes
de grau 6 amb clustering % i 9, el nombre de nodes de grau 6 amb clustering %.

Per construccié de SW ST, ,,, i segons la proposicié 6.2.5, tenim:

T, =6-4""2 i
go = 2(472 1) — 2 (47 1) = 2 (472 — 4nm),

Els restants 2 (4"~™ — 1) nodes tenen grau 7 i clustering 7.
Aixo ens déna el valor per al clustering:

o gt 6424 F2(4n A+ 2 (4 - 1)
" 2-4n-143

35-47—1_8.4n—m_50

= Y

1
35 (2-47—1+3) 2

O

Corollari 6.3.8. Denotem per N i D l'ordre i el diametre de SW ST, ., respec-
tivament. St m < logyn, aleshores D = O(log N).

Demostracié. D’acord amb la proposicié 6.3.7, tenim que D = 271 +2 i
N =2-4""143. Sim <log,n, aleshores D < 2 +2=O(logN). O

Proposicié 6.3.9. La dimensio box counting de SW ST, ,,, és igual a la dimensio
box counting de ST,,, és a dir, dg = 2.

Demostracié. La demostracié és analoga a la de la proposicié 6.3.3 (vegeu
la figura 6.7). O
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6.4 Grafs Sierpinski respecte a grafs Sierpinski
petit mon

A la seccié anterior, hem proposat la construccié de grafs petit mon per a tres
families de grafs, el Sierpinski Gasket, el Sierpinski Carpet i el Sierpinski Tetra.
Hem demostrat que aquestes tres families de grafs son fractals i tenen diametre
logaritmic en 'ordre. Per recapitular, tenim els tres casos segiients:

e [l Sierpinski Gasket petit moén, SWSG,, ,,, s’obté del Sierpinski Gasket,
SG,, afegint %H*?’ arestes. La seva dimensié box counting és % ~ 1.585
i el seu diametre és O(log N), per a 2 < m < log, n.

e El Sierpinski Carpet petit mon, SWSCn,m, s’obté del Sierpinski Carpet,
SC,, afegint 118” mHl 4 83" n —i— arestes. La seva dimensio box counting
és P2l 892 iel seu dlametre és O(log N), per a 2 < m < log,n.

e [l Sierpinski Tetra petit mén, SW ST, ,,, s’obté del Sierpinski Tetra, ST,
afegint 2 - 4"7™ + 2 arestes. La seva dimensio box counting és 2 i el seu
diametre és O(log N), per a 2 < m < log, n.

Com a mesura de com l'estructura subjacent es conserva en la construccio
dels grafs Sierpinski petit mon, podem avaluar el nombre d’arestes afegides i la
variacié de clustering. En aquest sentit, la nostra construccié és millor per a
grans valors de m, entre els valors permesos pel diametre O(log V).

A continuacié mostrem que el nombre d’arestes afegides i la variacié de clus-
tering sén raonablement petits. Concretament, per a les tres families, els valors
optims de m satisfan que el nombre d’arestes afegides i la variacié de clustering re-

Tog N) iO <1Og N) respectivament,
on N denota l'ordre del graf. Per simplicitat, restringim els nostres calculs a
valors especifics de m.

specte al corresponent graf Sierpinski sén O (

Corollari 6.4.1. Si m = logyn, aleshores les variacions en la mida i en el
clustering entre SG,, 1 SWSG,, ., son O <logN> i O (logN)’ respectivament, on
N denota l'ordre de SG,,.

., . . 7 7/ n
Demostracié. D’acord amb la proposici6 6.2.1, I'ordre de SG,, és N = %
, ’ . , . . , an—2
A més a més, la seva mida és E = 3" i el seu clustering és C' = 4‘?)” +3+ 5

D’acord amb la proposici6 6.3.1, la mida de SWSG,,,, és £/ = 3" + %

. . , ’r 20_3n72_2_3n77n+7
i el seu clustering és C" = 5(3"+5)

Fent uns calculs facils tenim que

/ o 37L777L+1+3
E - E =314
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4.3"2 45 20-3"2-2.3"" 4T

¢-c 343 5(3" +5)
_ 8372+ 25 n 2.3 7
(3" +3)(3"+5) 5(3*+5) 5(3"+5)
Si m = logs n, aleshores 3"~ = %, cosa que implica que el nombre d’arestes
afegides és ' — E = O (%) i el decreixement del clustering és C' — C" =
O (10g1 N). O

Corollari 6.4.2. Si m = loggn, aleshores la variacio en la mida entre SC,, 4
SWSC,,.m és O (L), on N denota l'ordre de SC,,.

log N

Demostracié. D’acord amb la proposicié 6.2.3, 'ordre de SC,, és N =
8 4 83771 4 2 Ja seva mida és B = 58" + 23771,

D’acord amb la proposicié6 6.3.4, la mida de SWSG,, ,,, és E' = 13—08" + %3”‘1 +
11 gn—m-+1 8aqn—m 8
Lgn—mtl 4 Sgn—m 4 &

Fent uns calculs facils tenim que

_ 11gn—m+1 8an—m 8
E'—FE = 8" 4 23" 4 2.

Si m = logsn, aleshores 3"~ = & i 8"=™ < & cosa que implica que el
n n

nombre d’arestes afegides és B/ — E = O (1 NN). O
0g

En aquest cas, la discussié sobre el clustering no és necessaria, ja que el seu
valor és nul per als dos grafs SC,, i SWSC, ..

Corollari 6.4.3. St m = log,n, aleshores les variacions en la mida i en el

clustering entre ST,, 1 SW ST, ., son O (%) 10 (ﬁ) , respectivament, on N
) og og

denota l’ordre de ST,,.

Demostracié. D’acord amb la proposicié 6.2.5, l'ordre de ST, és N =

24"t +1). A més a més, la seva mida és £ = 6 -4"! i el seu clustering
é6s O = 5471416
~ l0@ 1)

D’acord amb la proposicié 6.3.7, tenim que la mida de SWSG,,,, és E' =
n—1 n—m ; o & _ 354n~!_8.4n"m_50

6-4""4+2-4 + 2 i el seu clustering és C' = HEiT
Fent uns calculs faacils tenim que

E—FE = 2.47™ 42,

O BATIHI6 3540 o84 50

10 (4n=1 4+ 1) 35(2- 4n=1 4+ 3)
B 374" 4+ 48 Lo 8
104t H1)(2-4771 £ 3) 0 35(2-4n71 4 3)
10

7(2-4n"143)



146 6 Xarzes Sierpinski

. _ n . .
Si m = log, n, aleshores 4"~™ = 4% cosa que implica que el nombre d’arestes

T on

afegides és £/ — E = O (%) i el decreixement del clustering és C' — C' =
@ (@) O
6.5 Conclusions

Hem presentat les propietats dels grafs Sierpinski, incloent-hi el clustering i la
fractalitat. També hem proposat una construccié determinista dels grafs Sierpin-
ski petit mén i n’hem estudiat les propietats.

Hem aplicat tecniques combinatories per mostrar que 'estructura dels grafs
Sierpinski es conserva, incloent-hi la dimensié box counting, mentre es produeix
Iefecte petit mén.

En les nostres construccions petit mén, el node afegit actua clarament com
un hub. En xarxes de comunicacions caldria millorar aixo. Tanmateix, el nostre
objectiu era mostrar que, el metode del box counting, que ha estat adaptat per
a grafs per Song et al. [89], funciona fins i tot en xarxes petit mén. En aquest
sentit, podem dir que hem trobat una familia de grafs fractals petit mon.

D’altra banda, pensem que la definicié de fractalitat per a grafs s’hauria d’e-
standarditzar.
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Conclusions/Conclusions

7.1 Conclusions

Com a conclusions d’aquesta tesi presentem les nostres contribucions a cada tema
i les publicacions que han originat. A més a més, enunciem les qiiestions que
queden obertes.

7.1.1 Xarxes Manhattan multidimensionals

Contribucions [33, 34]

Dues definicions rigoroses per al cas n-dimensional.

M,, és un graf bipartit i 2"-partit.

Existeix un homomorfisme entre M, i el digraf simetric de I’hipercub.
M, és un digraf linia.

M, és un digraf de Cayley.

M, i M, corresponen als digrafs de Cayley de subgrups normals dels grups
cristallografics plans pgg i p4, respectivament.

Diametre de M,,.
M, és hamiltonia.

Condicions suficients per a descompondre M, en dos cicles hamiltonians
arc-disjunts.

147
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Problemes oberts
e Connectivitat i superconnectivitat de M,,.
e Estudi dels digrafs de Cayley d’altres grups cristallografics.

e Descomposicié de M, en n cicles de Hamilton arc-disjunts.

7.1.2 Esquemes de comunicacioé de les xarxes Manhattan

Contribucions [30, 31, 32]
e Algorisme d’encaminament local per a M,,.

e Difusié optima en M, a partir d'un algorisme genetic.

7.1.3 Espectre de les xarxes Manhattan
Contribucions [36, 37]

e L’espectre de M,, conté tots els valors propis (incloent les multiplicitats) de
I’hipercub n-dimensional Q),,.

e Els valors propis de M, i les seves multiplicitats.

e Definicions de I'hipercub conjugat Q,, i 1hipercub conjugat amb pesos @: i
les seves relacions amb 1’hipercub plegat @Q,,.

e Els valors propis de M, coincideixen amb els de I'hipercub conjugat amb

pesos Q:.

7.1.4 El producte Manhattan de digrafs
Contribucions [35]
e Definicié i propietats basiques.

e El producte Manhattan de cicles dirigits (d’ordre parell) és una xarxa Man-
hattan.

e El producte Manhattan de dues xarxes Manhattan és una xarxa Manhattan.

e El producte Manhattan de dos digrafs vertex-simetrics (isomorfs als seus
conversos) és un digraf vertex-simetric.

e El producte Manhattan de digrafs, cadascun d’ells amb un cami hamiltonia,
és un digraf hamiltonia.
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Problemes oberts

e Definicié alternativa de producte Manhattan.
e Caracteritzacio dels digrafs de Cayley provinents d’un producte Manhattan

de digrafs de Cayley.

7.1.5 Xarxes jerarquiques deterministes
Contribucions [16]

e Definici6 i propietats estructurals de H,, .
e Encaminament en H,, .
e Diametre, radi i excentricitat del vertex arrel de H,, .

e Distribucions de graus i de clusterings i grau mitja de H,, .

Problemes oberts

e Estudi del producte subjacent que déna H,, 4.

7.1.6 El producte jerarquic de grafs
Contribucions [13]

e Definicié i propietats metriques del producte jerarquic de grafs.
e Polinomis caracteristics i valors propis del producte jerarquic de dos grafs.

e Definicié i condicions d’hamiltonicitat del producte jerarquic generalitzat
de grafs.

Problemes oberts

e Espectre del producte jerarquic generalitzat de grafs.

7.1.7 Hiperarbres binaris
Contribucions [14]

e Definicié i propietats basiques dels hiperarbres binaris 7,,.

e El grup d’automorfismes de 7}, és S,.
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e Espectre de 'hiperarbre: matriu d’adjacencia, polinomi caracteristic i valors
propis de T,.

e Els valors propis de T}, sén tots diferents per a tot m > 1.

e Comportament asimptotic dels valors propis de T,,.

Problemes oberts

e Densitat a R del conjunt de valors propis dels hiperarbres binaris.

7.1.8 Hiperarbres r-adics
Contribucions [15]

e Definicié de T!™ i les propietats principals (grau, excentricitat de larrel,
diametre).

El grup d’automorfismes de 77" és Ss.

Si G és un graf amb tots els valors propis diferents, aleshores els valors
propis de H = G' T P, sén també tots diferents.

Els valors propis de 7, i el seu comportament asimptotic.

Els vectors propis de 1" i la seva relacié amb els polinomis de Txebixev de
segona especie.
Problemes oberts

e Densitat a R del conjunt de valors propis dels hiperarbres r-adics.

7.1.9 Xarxes Sierpinski
Contribucions [11, 12]

e Propietats del grafs Sierpinski Gasket, Sierpinski Carpet i Sierpinski Tetra.

e Construccio dels grafs Sierpinski Gasket petit mon, Sierpinski Carpet pe-
tit mén i Sierpinski Tetra petit mon, els quals sén petit mon i fractals
simultaniament.

e Propietats dels grafs Sierpinski Gasket petit mén, Sierpinski Carpet petit
moén i Sierpinski Tetra petit mén.



7.2 Conclusions (English) 151

Problemes oberts

e Noves mesures de clustering.
e Definir formalment fractalitat i autosimilitud per a grafs.

e Espectre dels grafs Sierpinski.

7.2 Conclusions (English)

As a conclusion of this thesis, we present our contributions to each subject and
the publications which have given rise to. Moreover, we some open problems are
proposed.

7.2.1 Multidimensional Manhattan street networks
Contributions [33, 34|

e Two formal definitions of multidimensional Manhattan street networks M,,.
e M, is a bipartite and 2"-partite digraph.

e There exist an homomorphism from M, to the symmetric digraph of the
hypercube.

e M, is a line digraph.
e M, is a Cayley digraph.

e M, and M) correspond to the Cayley digraph of some normal subgroups of
the planar crystallographic groups pgg and p4, respectively.

e Diameter of M,,.
e M, is Hamiltonian.

e Sufficient conditions to decompose M, into two arc-disjoint Hamiltonian
cycles.

Open problems

e Connectivity and superconnectivity of M,.
e Cayley digraphs of other crystallographic groups.

e Decomposition of M, into n arc-disjoint Hamiltonian cycles.



152 7 Conclusions/Conclusions

7.2.2 Comunication protocols of Manhattan street net-
works

Contributions [30, 31, 32]

e Local routing algorithm for M,,.

e Optimal broadcasting in M, from a genetic algorithm.

Open problems

e Optimal broadcasting in M,,.

7.2.3 The spectra of Manhattan street networks
Contributions [36, 37|

e The spectrum of M, contains all the eigenvalues (including multiplicities)
of the n-dim hypercube @Q),.

e Eigenvalues of M, and their multiplicities.

e Definitions of the conjugate hypercube @,,, the weighted conjugate hyper-
cube @: and their relation to the folded hypercube @,.

e The eigenvalues of M,, coincide with the eigenvalues of @:

7.2.4 The Manhattan product of digraphs
Contributions [35]

e Definition and main properties.

The Manhattan product of directed cycles (with even order) is a MSN.

The Manhattan product of two MSN is a MSN.

The Manhattan product of two vertex-symmetric digraphs (isomorphic to
their converses) is a vertex-symmetric digraph.

The Manhattan product of two digraphs, each of them with a Hamiltonian
path, is a Hamiltonian digraph.
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Open problems

e Alternative definition of the Manhattan product.

e Characterization of the Manhattan product of Cayley digraphs.

7.2.5 Deterministic hierarchical networks
Contributions [16]

o Definition and structural properties of H,, j.

Routing in H,, .

Diameter, radius and eccentricity of the root vertex of H, j.

Degree and clustering distributions, and mean degree of H,, .

Open problems
e Study of the underlying product giving H,, .

7.2.6 The hierarchical product of graphs
Contributions [13]

e Definition and metric properties of the hierarchical product of graphs.

e Characteristic polynomials and eigenvalues of the hierarchical product of
two graphs.

e Definition and conditions of Hamiltonicity of the generalized hierarchical
product of graphs.

Open problems

e Spectrum of the generalized hierarchical product of graphs.

7.2.7 Binary hypertrees
Contributions [14]

e Definition and main properties of the binary hypertrees T,.

e The automorphism group of T;, is S,.
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e Spectra of hypertrees: adjacency matrix, characteristic polynomial and
eigenvalues of T,,.

e The eigenvalues of T, are different for all m > 1.

e Asymptotic behavior of the eigenvalues of T,,.

Open problems

e Density in R of the eigenvalue set of the hypertrees.

7.2.8 r-adic hypertrees
Contributions [15]

e Definition of 7™ and its main properties (degree, eccentricity of the root,
radius, diameter).

e The automorphism group of 77" is Ss.

e If GG is a graph with all its eigenvalues different, then the eigenvalues of
H = GNP, are also all different.

e The eigenvalues of 77" and their asymptotic behavior.

e The eigenvectors of 7" and their relation to the Chebyshev polynomials of
the second kind.

Open problems

e Density in R of the eigenvalue set of the r-adic hypertrees.

7.2.9 Sierpinski graphs
Contributions [11, 12]
e Properties of SG,,, SC,, and ST,.

e Construction of SWSG,,,,, SWSC, ,, and SWST,,,, which are small-
world and fractal simultaneously.

e Properties of SWSG,, ., SWSC, , and SWST, ;..
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Open problems

e New measures of clustering.
e Formal definition of fractality and auto-similarity for graphs.

e Spectra of Sierpinski graphs.
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